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Índice general

1. Introducción 7

1.1. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Caṕıtulo 1

Introducción

Junto con la creación del láser se introdujo la rama no lineal de la óptica
experimental. La intensidad de los primeros láseres permitió, por primera
vez, explorar en el laboratorio los fenómenos ópticos no lineales de segundo
orden. Estos fenómenos presentan análogos cuánticos, entre los que destaca
el proceso de conversión paramétrica descendente que puede funcionar como
una fuente de luz no clásica.

En el proceso de conversión paramétrica descendente (PDC) un haz co-
nocido como bombeo incide sobre un cristal no lineal. En este cristal fotones
individuales del bombeo se aniqúılan, siguiendo condiciones de conservación
de enerǵıa y momento, en dos fotones que se conocen como acompañante
y señal. El carácter no clásico de la luz de salida tiene huellas claras en la
correlación tanto espectral como en momento lineal que presentan los fo-
tones acompañante y señal, aśı como en el número de fotones creados, por
mencionar algunas. Existe un proceso inverso al de PDC, este proceso se co-
noce como conversión parámetrica ascendente (PUC), donde se cumple que
al incidir parejas de fotones sobre un cristal no lineal dan paso a un fotón
que llamaremos generado. Al ser un proceso que se demostró por primera
vez en la última década, el proceso de conversión paramétrica ascendente,
a diferencia del proceso de PDC, es menos estudiado y no se encuentran
tantas referencias en el tema.

Para diferentes procesos se requiere controlar la correlación entre fotones.
Por ejemplo, puede ser conveniente crear fotones que no presenten correla-
ción en variable alguna. Es importante explorar métodos para que la luz
no clásica cumpla con las condiciones deseadas, aśı como descartar aquellos
escenarios que dificulten la creación de estas condiciones.

En este trabajo se propone una técnica para la manipulación de la co-

7



8 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

rrelación espectral de dos fotones usando una fuente de PDC, seguida de
un cristal donde se realiza PUC. Se estudia este sistema y se determina el
rango de validez para dicha manipulación y las condiciones óptimas para su
uso en escenarios concretos.

1.1. Objetivos

El objetivo principal de esta tesis es el estudiar mecanismos para la
manipulación de la correlación espectral de una pareja de fotones usando
una fuente de PDC seguida de un cristal PUC. (Fig. 1)

Figura 1.1: Fuente de PDC seguida por una fuente de PUC los sub́ındices
e,s,p,g,i representan a los modos escolta, señal, bombeo, generado y testigo,
respectivamente.



Caṕıtulo 2

Óptica No Lineal (Clásica)

El ámbito de la óptica no lineal se presenta cuando la respuesta de un
material a una onda electromagnética depende del campo eléctrico asociado
con un exponente mayor a la unidad.

La respuesta de un material diélectrico a un campo eléctrico externo
viene dada, escencialmente, por su vector de polarización. Al enfocarnos
en el regimen lineal encontramos que la dependencia de este con el campo
externo de frecuencia ω viene dada por la relación:

Pω = ε0χ
(1)Eω, (2.1)

donde χ(1) se conoce como susceptibilidad eléctrica, dependiente del ma-
terial dieléctrico, y ε0 es la permitividad eléctrica del vaćıo, a lo largo de
este trabajo usaremos el sistema internacional de unidades SI. Al salir del
régimen lineal tenemos que la polarización se describe como una serie de po-
tencias del campo eléctrico, ~E, entonces el vector de polarización tendrá la
forma:

Pω(t) = ε0[χ(1)Eω(t) + χ(2)E2
ω(t) + χ(3)E3

ω(t) + ...], (2.2)

donde a los términos χ(2), χ(3) se les conoce como las susceptibilidades de
segundo y tercer orden, respectivamente. Si trabajamos la naturaleza vecto-
rial de los campos eléctricos vamos a encontrar que las susceptibilidades se
deben de tratar como tensores, en particular la susceptibilidad eléctrica de

segundo orden se transformará en un tensor de tercer orden, χ(2) → χ
(2)
ijk.

9



10 CAPÍTULO 2. ÓPTICA NO LINEAL (CLÁSICA)

2.1. Procesos asociados a la óptica no lineal (clási-
ca)

A lo largo de este trabajo vamos a simular materiales no lineales cuya
respuesta no lineal predominante sea la de segundo orden. En esta sección
analizaremos algunos de los procesos que se pueden dar en este orden. Po-
demos expresar el campo eléctrico como:

~E(~r, t) =
∑
n

An(~r)e−iωn·t~ε(n) + C.C., (2.3)

donde An(~r) representa la amplitud del modo n, ωn su frecuencia, ~ε(n) su
vector de polarización y C.C. abrevia las palabras complejo conjugado. Por
simplicidad consideramos que el campo eléctrico es bimodal, aśı que solo
tomamos los valores n = 1 , 2. Esto causará que la componente i del vector
de polarización tenga la forma:

P
(2)
i (~r, t) = χ

(2)
ijkε0 · [A1(~r)A∗1(~r)ε

(1)
j ε

(1)∗
k +A2(~r)A∗2(~r)ε

(2)
j ε

(2)∗
k

+ 2A1(~r)A2(~r)e−i(ω1+ω2)tε
(1)
j ε

(2)
k

+ 2A1(~r)A∗2(~r)e−i(ω1−ω2)tε
(1)
j ε

(2)∗
k

+ A1(~r)2e−2iω1tε
(1)
j ε

(1)
k +A2(~r)2e−2iω2tε

(2)
j ε

(2)
k + C.C.].(2.4)

Estos términos van a corresponder a diferentes procesos:
Los primeros dos términos, A1(~r)A∗1(~r)+A2(~r)A∗2(~r), no presentan ningu-

na dependencia temporal y corresponden al proceso de rectificación óptica.
Este fue el primer efecto no lineal que pudo predecirse cuantitativamente al
conocer las propiedades ópticas del material (χ(2))[2]. La rectificación óptica
consiste en la creación de una polarización DC1 cuando incide un haz inten-
so en el medio no lineal. Se puede considerar como un efecto análogo al de
rectificación eléctrica.

Los siguientes dos términos, A1(~r)A2(~r)ei(ω1+ω2)t,A1(~r)A2(~r)∗ei(ω1−ω2)t,
corresponden a los procesos de suma y resta de frecuencias respectivamente.
En estos procesos dos haces de bombeo generan un tercer haz. Este haz
tendrá una frecuencia correspondiente a la suma de la frecuencia de los dos
haces (generación de suma de frecuencias, SFG) o a la diferencia entre estas
(generación de diferencia de frecuencias, DFG). Los procesos dif́ıcilmente se

1Las siglas DC corresponden a corriente directa i.e. se va a generar un campo eléctrico
unidireccional, no dependiente del tiempo.
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presentan simultáneamente por condiciones de empatamiento de fase (que
veremos más adelante en el trabajo), y comunmente sólo se genera uno de
los dos haces.

La primera vez que se reportó este proceso experimentalente se usaron
dos haces pulsados, emitidos por dos láseres de rub́ı que se encontraban
a diferentes temperaturas (haciendo que la frecuencia a la que emiten sea
diferente). Estos haces teńıan una duración de 500 µseg y una diferencia de
emisión menor o igual a 100 µseg. Además, ambos haces de bombeo fueron
superpuestos mediante un espejo que los condućıa a un mismo punto del
cristal. Se encontráron tres pulsos a la salida del cristal, correspondientes a
la suma de frecuencias y a la generación del segundo armónico del primer y
segundo haz respectivamente [3].

Estos dos últimos pulsos (segundos armónicos) corresponden precisamen-
te a los términos que nos faltaban de analizar A1(~r)2e2iω1t + A2(~r)2e2iω2t.
La generación del segundo armónico es un caso degenerado del proceso de
SFG. Consiste en que al incidir un haz intenso en un medio no lineal este
genera un segundo haz con el doble de frecuencia que el primero.

Fue demostrado experimentalmente en 1961 por P.A. Franken, A.E. Hill,
C.W. Peters y G. Weinreich y es descrita de un modo formal en 1962 en el
famoso art́ıculo ’ Interaction between Light Waves in a Nonlinear Dielectric
’ (Armstrong et al.)[4].

2.2. Haz gaussiano

La óptica no lineal fue un área de la f́ısica que se empieza a trabajar
hasta el comienzo de los años 1960’s. La primera demostración experimental
de la generación del segundo armónico (1961) se considera el comienzo de
este campo, y el primer proceso que pudo ser explicado cuantitativamente
fue la rectificación óptica (1962), ambos ya mencionados antes.

Una de las razones por las que la óptica no lineal tardó tanto en ser
estudiada es por la intensidad necesaria para poder producir los fenóme-
nos no lineales. Experimentalemente encontramos que las susceptibilidades
eléctricas de segundo orden tienen valores del orden de 10−12m/V (en SI)
mientras que χ(1) es del orden de la unidad, por lo que necesitaremos una
intensidad muy alta para poder ver estos fenómenos. Un modo superficial
de analizar esta diferencia de ordenes de magnitud es el considerar que los
procesos no lineales de orden mayor serán más pequeños que los del orden
anterior por un factor de (El/Eat)

2, donde Eat corresponde al promedio del
campo eléctrico sobre electrones de valencia mientras que El es el campo
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eléctrico de la onda de luz incidente. Númericamente Eat ' 5,14 · 108V/cm
y con suficientemente buenos detectores los efectos no lineales se pueden
empezar a notar desde (El/Eat)

2 = 10−10 asi que necesitamos un campo
eléctrico de aproximadamente 5 · 103V/cm.[4]

Tenemos que la intensidad de un láser viene dada por:

I =
ε0ηc

2
|E2|. (2.5)

Donde η es el ı́ndice de refracción del medio en el que se propaga el haz
y c es la velocidad de la luz, y |E|2 es la norma al cuadrado del campo
eléctrico . Aśı que necesitaremos un láser de una intensidad de al menos
0,25MW/cm2. Con un láser de rubi podemos alcanzar una potencia pico de
10 MW, con una sección trasversal de 0.5 cm2. Vemos aśı que con un láser
obtenemos fácilmente la magnitud del campo eléctrico necesario para poder
analizar los fenómenos no lineales.

No fue coincidencia que el inicio del estudio de la óptica no lineal corres-
ponda a poco tiempo después de la demostración del primer láser. El haz
emitido por un láser corresponde a un estado coherente, con estadistica Pois-
soniana. Además, espacialmente también presentará una forma Gaussiana,
que puede ser descrita por un haz gaussiano.

Dada la importancia del haz gaussiano y sus propiedades para el resto de
este trabajo, es importante describir algunas de estas propiedades, aśı como
la forma expĺıcita que adoptará este haz.

Llamaremos haz a un campo que cuya propagación es altamente direccio-
nal, y un haz electromagnético gaussiano aquel que además de ser altamente
direccional tiene una amplitud de campo eléctrico:

E(x, y, 0) = Ae
− (x2+y2)

W2
o , (2.6)

cuando se propaga a lo largo del eje z y nos concentramos en el plano de
enfocamiento z = 0. Al parámetro Wo se le conoce como radio en la cintura
y obtiene su nombre del hecho de que cuando el radio del haz es igual a
Wo, la intensidad del haz es un factor 1/e2 del valor en el centro del haz. El
campo eléctrico propagante asociado a un haz gaussiano tiene la estructura
[5]:

~E(~ρ, z, t) = Ae−iωot
[
Wo

W (z)
e
−ρ2

W (z)2 e
i[k[z+ ρ2

2R(z)
+Ψ(z)]

]
ε̂, (2.7)
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con

~ρ = (x, y),

W (z) = Wo

[
1 +

(
2z

kW 2
o

)2
] 1

2

,

R(z) = z

[
1 +

(
kW 2

o

2z

)2
]
,

cos[Ψ(z)] =
Wo

W (z)
,

sen[Ψ(z)] = −

[
1−

(
Wo

W (z)

)2
] 1

2

,

(2.8)

que se puede expresar a su vez como:

~E = Ae−iωot
1

1 + 2iz
kW 2

o

exp

[
− x2 + y2

W 2
o (1 + 2iz

kW 2
o

)

]
eikz ε̂. (2.9)

A lo largo de este trabajo resultará conveniente considerar un haz gaus-
siano que se propaga con un ángulo θ respecto a la dirección z, por ejemplo
en el plano xz. Intuitivamente pensariamos en rotar el haz un ángulo θ,
haciendo los cambios de coordenadas:

z′ → z cos θ − xsenθ,

x′ → x cos θ + zsenθ. (2.10)

Pero esto nos llevaŕıa a varios problemas con el haz gaussiano, pues al obtener
la ecuación (2.10), se hizo una aproximación paraxial del haz, y al hacer
simplemente la rotación estamos alterando esta aproximación [6]. Al derivar
la expresión de este haz desde el inicio, obtenemos que la expresión correcta
para una propagación con ángulo θ respecto al eje z, será:

~E = Ae−iωot
Wo

p2
exp

[
−(x cos θ − zsenθ)2 + y2

2p2

]
eik(z cos θ+xsenθ)ε̂,

con

p =

(
W 2
o +

iz

k cos θ

) 1
2

. (2.11)
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Una vez descrita la forma espacial del haz gaussiano, ahora vamos a
describir la forma temporal al considerar en lugar de un haz monocromático
a un haz pulsado. En este caso el campo eléctrico toma la forma[6]:

~E = Ae−iωot
1

1 + 2iz
kW 2

o

exp

[
− x2 + y2

W 2
o (1 + 2iz

kW 2
o

)

]
eikze

[
− (t−z/c)2

τ2

]
ε̂, (2.12)

donde el término del haz pulsado esta determinado por (t−z/c)2
τ2

. Al analizar
este término vemos que nos indica que el pulso avanza en la dirección ẑ y
mantiene una forma gaussiana durante todo su movimiento. El parámetro
τ corresponde a la duración del pulso.

Para propósitos del cálculo se evalúa el campo eléctrico en la frontera

(z = 0), resultando una dependencia temporal de la forma e[−( tτ )
2−iω0t].

Tomando la transformada de Fourier de esta función obtendremos2:

ς(t) =

∫
dωexp

[
−(ω − ωp0)2

σ2

]
eiωt. (2.13)

Llamaremos ancho espectral al valor de σ. Cuando trabajamos con trans-
formadas de Fourier existe cierta incertidumbre entre los anchos de dos va-
riables conjuntas3. Si conocemos el ancho temporal del haz (∆τ), entonces:

∆τ =
2 ln 2

π∆ω
=

0,441(2π)

∆ω
. (2.14)

Mientras que el valor σ corresponde al ancho a la mitad del máximo del
campo eléctrico. Haciendo que:

σ =

√
2∆ω

2
√
ln(2)

. (2.15)

Resultando en nuestro haz gaussiano pulsado de la forma:

~Ep(~r, t) = ~Ap

∫
dωα(~r, ω)e[i(~k·~r−ωt)], (2.16)

donde nuestro factor α(~r, ω) es el que nos determinará el carácter gaussiano
y pulsado de nuestro haz, su forma será:

2F́ısicamente corresponde a hacer una superposición de haces monocrómaticos, con una
frecuencia central ωp0.

3Principio de incertidumbre.
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α(~r, ω) =
1

1 + 2iz
kpW 2

o

exp

[
− x2 + y2

W 2
o (1 + 2iz

kpW 2
o

)

]
exp

[
−(ω − ωp0)2

σ2

]
. (2.17)



16 CAPÍTULO 2. ÓPTICA NO LINEAL (CLÁSICA)



Caṕıtulo 3

Cuantización del Campo
Electromagnético

La luz corresponde a ondas electromagnéticas descritas con mucha pre-
cisión por las ecuaciones de Maxwell.Aśı mismo tenemos que considerar la
existencia de los fotones para describir algunos fenómenos ópticos. En este
caṕıtulo mostraremos las ideas presentadas en la f́ısica cuántica para integrar
esta dualidad.

3.1. Cuantización del campo electromagnético en
el vaćıo

Existe una forma semi-clásica para cuantizar el campo electromagnético
en la que nos vamos a basar para esta sección. Comenzamos por usar las
ecuaciones de Maxwell en el vaćıo y sin presencia de cargas ni corrientes
libres.

∇ · ~E = 0 ; ∇ · ~B = 0,

∇× ~E = −∂
~B

∂t
; ∇× ~B =

1

c2

∂ ~E

∂t
. (3.1)

Las ecuaciones del campo eléctrico y magnético muestran que estos pue-
den obtenerse a través de un potencial vectorial ~A y un potencial escalar Ψ;
la elección de éstos no es única y diferentes potenciales están relacionados
por las transformaciones que se conocen como de norma. Tomando la norma
de Coulomb con Ψ = 0.

17
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∇ · ~A(~r, t) = 0. (3.2)

El campo eléctrico y magnético se obtienen a partir del potencial vecto-
rial, como:

~E(~r, t) = − ∂

∂t
~A(~r, t) ; ~B(~r, t) = ∇× ~A(~r, t), (3.3)

y el potencial vectorial cumple con la ecuación de onda homogénea.
Una vez marcadas estas bases vamos a describir un campo electromagnéti-

co confinado a una caja tridimensional de ancho L y volumen V . Considera-
mos condiciones a la frontera periódicas. Comenzamos por expandir nuestro
potencial vectorial, ~A, en una serie de Fourier con los modos kx, ky, kz de
modo que:

~A(~r, t) =

(
1

ε0V

) 1
2 ∑

k

~Ak(t)e
i~k·~r. (3.4)

Resolveremos la ecuación de onda de acuerdo a esta expansión en mo-
dos, y esto nos llevará a que el potencial se puede escribir en función de la
frecuencia de cada modo y en una base de los vectores ortonormales ~ε1, ~ε2
(que nos van a describir la polarización), obteniendo finalmente:

~Ak(t) =
2∑
s=1

cks ~εkse
−iωkt + C.C.

→ ~A(~r, t) =
1

(ε0V )
1
2

∑
k

~Ak(t)e
i~k·~r. (3.5)

La constante cks será determinada por las condiciones iniciales del pro-
blema. Ya encontrado este potencial vectorial es directo obtener el campo
eléctrico y magnético (Ec. (3.3)). Para continuar con la cuantización de los
campos en el vaćıo debemos de obtener las ecuaciones de movimiento de Ha-
milton para los campos. Las ecuaciones de movimiento de Hamilton tienen
la forma:

dq

dt
=
∂H

∂p
;

dp

dt
= −∂H

∂q
(3.6)

donde p , q son las variables canónicas, variables que comunmente se usan
para representar el momento y posición generalizados. Relacionaremos el
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Hamiltoniano con nuestro campo al determinar la enerǵıa de este. La enerǵıa
del campo se obtiene al evaluar la integral de volumen:

U =
1

2

∫
V

[
ε0| ~E(~r, t)|2 +

1

µ0
| ~B(~r, t)|2

]
dV. (3.7)

Usando los campos eléctricos y magnéticos (determinados por las Ec. (3.2)
y (3.4)) tendremos que la enerǵıa viene como:

U =
∑
k

2∑
s=1

2ω2
k|ckse−iωkt|2. (3.8)

Al realizar el cambio de variable:

qks = ckse
−iωkt + c†kse

iωkt,

pks = −iωk[ckse−iωkt − c†kse
iωkt], (3.9)

utilizando U = H(pks, qks)), llegamos a:

H =
1

2

∑
k

2∑
s=1

[p2
ks + ω2q2

ks]; (3.10)

equivalente al Hamiltoniano de un conjunto de osciladores armónicos. Enton-
ces, el campo electromagnético confinado a la caja se comportará como un
conjunto de osciladores armónicos, cada uno correspondiente a los diferen-
tes modos permitidos, comportamiento que sabemos describir en mecánica
cuántica. Para cada modo, cambiaremos las variables canónicas por los ope-
radores de momento y posición, y luego sustituiremos estos por los operado-
res, no hermitianos, de creación y destrucción (â, â†), con la transformación:

â =

(
1

2~ω

) 1
2

[ωq̂ + ip̂]. (3.11)

Paul Dirac, en 1927, es el primero en darse cuenta de esto. Es gracias a su
idea de transformar el Hamiltoniano del campo electromagnético confinado a
una caja en el de un conjunto de osciladores armónicos que se logra cuantizar
el campo.
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3.1.1. Normalización

Antes de escribir la forma final de nuestro campo electromagnético cuan-
tizado vamos a normalizar sus modos. Para ello vamos a usar ideas de
finales del siglo XIX (Ec. Maxwell la luz esta compuesta por ondas elec-
tromagnéticas) y principios del siglo XX (enerǵıa de un fotón; relación de
Planck εk = ~ωk).

Vamos a descomponer el campo electromagético en modos, entonces cada
modo tendrá una enerǵıa εk, tal que:

εk = 2 ω2
k|ckse−iωkt|2 = ~ωk,

→ |ckse−iωkt| = |Ak| =
(

~ωk
2ε0V

) 1
2
(

1

ωk

)
, (3.12)

permitiéndonos obtener el operador de campo eléctrico:

~̂E(~r, t) =
1√
ε0V

∑
k

∑
s

[
~ωk

2

] 1
2

[â~εkse
i(~k·~r−ωkt) +H.C.], (3.13)

donde H.C. abrevia el término hermitiano conjugado. Podemos transformar
la suma sobre k en una integral al hacer que las dimensiones de la caja
tiendan a infinito, transformando nuestro operador en uno más general:

~̂E(~r, t) =
∑
s

∫
dk3

[
~ωk

2ε0(2π3)

] 1
2

[â(~k, s)~εkse
i(~k·~r−ωkt) +H.C.]. (3.14)

3.2. Cuantización en medios

Los medios ópticos pueden clasificarse como isotrópicos o anisotrópicos.
Al trabajar con medios, ya sea anisotrópicos o isotrópicos, vamos a tener
propiedades como la disipación (pérdida de enerǵıa por el medio) y disper-
sión (comportamiento de la onda dependiente de la frecuencia en el medio).
Aún no existe una descripción formal totalmente consistente de ondas elec-
tromagnéticas (cuantizadas) para medios con disipación, en este trabajo
despreciaremos los efectos de disipación en los medios.



3.2. CUANTIZACIÓN EN MEDIOS 21

3.2.1. Medio isotrópico

Un medio isotrópico lineal es aquel donde la respuesta del material no
depende de la orientación de este, para este tipo de materiales se cumplen
las relaciones:

~D = ε ~E ; ~B = µ ~H, (3.15)

donde ε y µ se comportan como constantes (respecto a la posición) dentro
del material. Comunmente vamos a trabajar con materiales que tienen una
respuesta magnética muy baja, esto nos permite considerar µ ' µ0 lo que
lleva directamente a que el ı́ndice de refracción sea η =

√
µ0ε. Nuestro

campo eléctrico tendrá nuevamente la forma de un conjunto de osciladores
armónicos, pero esta vez su normalización será diferente, pues la enerǵıa de
cada modo se da por la relación:

εk =
1

2

∫
V

[ε0 ~D · ~E +
1

µ0

~H · ~B]dV. (3.16)

Obtenemos directamente que nuestro campo eléctrico vendrá de la forma:

~̂E(~r, t) =
∑
s

∫
dk3

[
~ωk

2ε0η2(2π3)

] 1
2

[â(~k, s)εkse
i(~k·~r−ωkt) +H.C.]. (3.17)

3.2.2. Medio anisotrópico

Un medio anisotrópico es aquel donde la respuesta del material depen-
derá de la orientación de este. Como vimos en el caṕıtulo anterior la res-
puesta del material depende directamente de la permitividad eléctrica. Para
un medio anisotrópico tendremos que la permitividad se comporta como un
tensor (ε→ [ε] = εij). Al trabajar con este tensor es conveniente montarnos
en el sistema de los ejes principales, en este sistema se cumple que:

[ε] =

∣∣∣∣∣∣
εx 0 0
0 εy 0
0 0 εz

∣∣∣∣∣∣ .
A lo largo de este trabajo estaremos usando medios anisotrópicos unia-

xiales. Un medio es uniaxial cuando existe una dirección privilegiada que
llamaremos eje óptico. En este tipo de medios el tensor de permitividad
eléctrica tiene la forma:
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[ε] =

∣∣∣∣∣∣
εe 0 0
0 εe 0
0 0 εo

∣∣∣∣∣∣ .
cuando el eje óptico coincide con el eje Z (ê3).

A un medio óptico anisotrópico se le llama birrefringente. La termino-
loǵıa proviene del hecho de que cuando una onda no polarizada ingresa a un
medio birrefringente esta se descompone en dos ondas, fácilmente identifi-
cables a través de la relación de dispersión para cristales uniaxiales:

(kx
ηo

2

+
ky
ηo

2

+
kz
ηo

2

− ω

c

2)(kx
ηe

2

+
ky
ηe

2

+
kz
ηo

2

− ω

c

2)
= 0, (3.18)

donde ηo , ηe son los ı́ndices de refracción ordinario y extraordinario respecti-
vamente, profundizaremos en ellos más adelante. La onda llamada ordinaria
cumple con la relación dada por el primer paréntesis; esta onda tiene una
polarización perpendicular al plano formado por el eje óptico del cristal
y el vector de propagación ~k (plano principal). Un haz ordinario se com-
portará como si estuviera en un medio isótropico y su operador de campo
eléctrico viene dado por la Ec. (3.17).

A su vez la onda llamada extraordinaria cumple con la relación dada por
el segundo paréntesis. La polarización de la onda extraordinaria se encuentra
sobre el plano principal. Para realizar la descripción de esta onda, que es
más complicada que la anterior, tendremos que normalizarla. Para poder
normalizar la onda extraordinaria es necesario mostrar el comportamiento
de su vector de desplazamiento y campo eléctrico. Para una onda plana
obtenemos directamente de las ecuaciones de Maxwell en medios: [7]

~E(E) =

[
1

εe
~k(E)

(
ê3 · ~k(E)

)
− µω2

c2
ê3

]
E(E)ei(

~k(E)·~r−ωt),

~H(E) =
1

µc

[
i~e3 × ~k(E)

]
E(E)ei(

~k(E)·~r−ωt), (3.19)

en donde tomamos a ê3 como la dirección del eje óptico, E(E) es proporcional
a la amplitud del campo . Mientras que el vector de desplazamiento, ~D(E)

resulta de la igualdadD
(E)
j = εjkE

(E)
k . Una vez determinadas estas relaciones

usaremos la Ec. (3.16) para normalizar nuestro campo, obteniendo un campo
eléctrico de la forma:
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~E(E) =

[
1

εe

[
k(E)2
z − µ

(ω
c

)2
]
ê3 −

1

εe
k(E)
z
~k

(E)
⊥

]
E(E)ei(

~k(E)·~r−ωt). (3.20)

|E(E)|2 = (2~ω) ·
[(
|~k⊥|2 +

εe

ε
|~kz|2 +

εeµω2

c2

)(µω2

c2
+

1

ε
|~kz|2

)
·Vc
]−1

. (3.21)

Vamos a mostrar algunas de las propiedades que poseen los medios birrefrin-
gentes, con el objetivo de poder profundizar en lo que sucede con el campo
eléctrico dentro de estos.

3.2.3. Índice de refracción

Aunque la onda ordinaria dentro del medio anisotrópico se compor-
tará como si estuviera en un medio isotrópico, a la onda extraordinaria
le correspondrá un ı́ndice de refracción que es función del ángulo entre el eje
óptico y el vector de propagación ( θ ). Este ángulo se determina a partir
de la relación [8] :

ηe(θ, ω) =
[ (ηeηo)

2

η2
e cos2 θ + η2

osen2θ

] 1
2
, (3.22)

donde ηe y ηo se conocen como los ı́ndices de refracción principales y coinci-
den con el ı́ndice de refracción sobre el eje óptico y los ejes perpendiculares al
óptico respectivamente. Esta última ecuación nos determina dos propiedades
importantes del ı́ndice de refracción extraordinario:

1. El ı́ndice de refracción no presenta dependencia del ángulo azimutal1.

2. El ı́ndice de refracción extraordinario estará representado por un elip-
soide de rotación (con eje de rotación en el eje óptico) mientras que el
ordinario una esfera. Estos dos objetos geométricos se cruzarán sobre
el eje óptico.

Se conoce como birrefringencia a la diferencia entre los ı́ndices de re-
fracción principales ∆η. Esto nos permite definir a nuestros medios como
positivo si se cumple que ηo > ηe o negativo si ηo < ηe.

1Trabajando en coordenadas esféricas.
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3.2.4. Propagación al cambiar de medio

Cuando se pasa de un medio a otro existe un cambio en el vector de pro-
pagación, al encontrarnos en un medio isotrópico este cambio se determina
con la ley de Snell. Cuando nos encontramos en un medio anisotrópico el
cambio del vector no puede ser generalizado a una sola ecuación. En estos
casos se deben de plantear las ecuaciones de Maxwell y usar las ecuaciones
de Fresnel para determinar las condiciones a la frontera [7].

No presentamos la forma general en este trabajo, por razones que vere-
mos en el siguiente caṕıtulo, pero hacemos notar que es importante consi-
derarlo al trabajar con medios birrefringentes en el laboratorio.

3.2.5. Campo eléctrico en función de la frecuencia

Cuando trabajamos en el laboratorio resulta más fácil controlar varia-
bles del campo eléctrico como su frecuencia y ángulos de incidencia, que
manipular el vector de propagación. Resulta conveniente utilizar el cambio
de variable kx ky kz → ω, θ, φ que resulta en la transformación de la dife-
rencial: d3k = dω dθ dφdet|J|, donde J es la matriz jacobiana. Al describir la
onda extraordinaria en coordenadas esféricas, tenemos:

kx =
ηeω

c
senθ cosφ,

ky =
ηeω

c
senθsenφ,

kz =
ηoω

c
cos θ. (3.23)

Esto nos lleva a que la matriz jacobiana tenga la forma:

[J] =

∣∣∣∣∣∣∣
∂kx
∂ω

∂ky
∂ω

∂kz
∂ω

∂kx
∂θ

∂ky
∂θ

∂kz
∂θ

∂kx
∂φ

∂ky
∂φ

∂kz
∂φ

∣∣∣∣∣∣∣ =
(ηo)(η

2
e)

c3
ω2senθ

haciendo que la contribución al operador de campo eléctrico de los modos
extraordinarios tenga la forma:

~̂Ed(~r, t) =
∑
s

∫
dω

∫
dθ

∫
dφ

(ηo)(η
2
e)

c3
l(ω)ω2senθei[

~k·~r−ω∗t]

· ~εsω â(ωµ, θ, φ, s) +H.C., (3.24)
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puede ser comparada con la Ec. 3.17. El factor de normalización l(ωk) ga-
rantiza que la enerǵıa de cada fotón corresponda a la contribución εk = ~ωk

l(ωk) =

√
~ωk

2ε0η2(2π3)
.

Suponiendo que cada detector es sensible únicamente a radiación in-
cidente a una cierta orientación dada por los ángulos θ = θ0 y φ = φ0.
Matemáticamente correspondrá a aplicar diferentes deltas de Dirac. La Ec.
(3.24) se transformará en:

~̂Ed(~r, t) =
∑
s

∫
dω

∫
dθ

∫
dφ δ(θ − θ0) δ(φ− φ0)

(ηo)(η
2
e)

c3
ω2senθ

· l(ω)ei[
~k·~r−ω·t]~εsω â(ω, θ, φ, s) +H.C. (3.25)

Al llevar acabo la integración sobre θ y φ con ayuda de las deltas de
Dirac, obtenemos:

~̂Ed(~r, t) =
∑
s

∫
dω

(ηo)(η
2
e)

c3
ω2l(ωµ)ei[

~k·~r−ωµ∗t]

· ~εsω â(ωµ, θ, φ, s) +H.C. (3.26)

En las ecuaciones (3.25), (3.26) llamamos ~̂Ed(~r, t) al campo que percibe el
detector, que es un caso part́ıcular del campo dado en Ec. 3.24. De ahora

en adelante tomaremos la notación ~̂Ed(~r, t)→ ~̂E(~r, t).
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Caṕıtulo 4

Óptica Cuántica No Lineal

En los caṕıtulos anteriores encontramos la forma de un campo electro-
magnético cuantizado (en vaćıo y medios dieléctricos1) y determinamos el
comportamiento clásico de un campo en un medio no lineal.

El paso natural a seguir es el sustituir los campos eléctricos (con sus
términos no lineales) y magnéticos en el hamiltoniano por sus correspon-
dientes operadores.

Al igual que en el segundo caṕıtulo existirán diferentes procesos asocia-
dos a diferentes términos de nuestra expansión en serie de la polarización.
A lo largo de este caṕıtulo solo consideraremos procesos correspondientes al
primer término no lineal de la expansión en serie, estos procesos correspon-
den a la combinación de tres operadores de campo eléctrico. En este caṕıtulo
determinaremos la forma análitica para las dos combinaciones que presentan
mayor interés para este trabajo, que resultan en los procesos de conversión
paramétrica ascendente y descendente.

4.1. Conversión paramétrica descendente

Burdamente podemos considerar el proceso de conversión parámetrica
descendente (PDC por sus siglas en inglés) como un proceso cuántico en el
que un fotón incide sobre un cristal no lineal y se “divide” en dos fotones
que presentarán propiedades poco intuitivas.

Este proceso fue estudiado en el laboratorio por Burnham y Weinberg en
1970[9], mientras que el análisis teórico fue hecho en 1968 por Klyshko[10].

1Como ya mencionamos antes es una aproximación pues el problema es no trivial, y
funciona bajo ciertas condiciones, entre otras aquellas en las que la abosrción del medio
es despreciable.

27
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Restringiéndonos a términos de primer orden tenemos que el hamiltoniano
de este proceso, considerando un bombeo clásico, es de la forma: [5]

Ĥ =
∑
j=i,s

~ωj
(
n̂j +

1

2

)
+ ~g[Ap0 â

†
i â
†
se
−iω0t] +H.C.. (4.1)

El primer término es el del campo electromagnético libre en la base del
número de fotones mientras que el segundo corresponde al término de nues-
tro interés. En este término, g es una mediad de la enerǵıa de acoplamiento
entre el campo eletromagnético y el medio no lineal. Trabajaremos en el
esquema de interacción tomando la evolución de los estados del campo de-
terminada por el hamiltoniano libre y la interacción lineal con el medio y
la evolución de los operadores determinada por la contribución de segun-
do orden del operador de desplazamiento D̂(2). Tendremos entonces que el
hamiltoniano efectivo Ĥi correspondiente a este proceso tiene la forma:

Ĥi =

∫
dV

[
1

2
Ê(~r, t) · D̂(2)(~r, t)

]
=

∫
dV

χ(2)

2
~̂E(+)
p (~r, t) ~̂E

(−)
i (~r, t) ~̂E(−)

s (~r, t)

+

∫
dV

χ(2)

2
~̂E(−)
p (~r, t) ~̂E

(+)
i (~r, t) ~̂E(+)

s (~r, t). (4.2)

En esta ecuación adoptamos una nueva notación de el campo eléctrico. De
ahora en adelante:

~̂E(+)(~r, t) =
∑
s

∫
dωµ det[J] l(ωµ)ei[

~k·~r−ωµ·t]

· ~εsω â(ωµ, θ, φ). (4.3)

Además se cumple que [ ~̂E(+)]† = ~̂E(−).
Notamos que el segundo término en la integral de la Ec. 4.2 es justamente

el hermitiano conjugado del primer término. Adoptando la misma notación
podemos definir:

Ĥi = Ĥ(+) + Ĥ(−). (4.4)

Los términos de Ĥ(−) se asocian al proceso inverso al de PDC, conver-
sión parametrica ascendente (PUC). Más adelante analizaremos las propie-
dades del proceso de PUC. Los diferentes sub́ındices en los campos eléctricos
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del hamiltoniano denotan el modo en el que se encuentra el campo. Estos
sub́ındices, p, i, s, corresponden a los fotones bombeo, acompañante y señal
respectivamente.

F́ısicamente nuestro modo bombeo corresponde al haz incidente en nues-
tro cristal, el cual se puede aproximar por un haz clásico. Los modos señal
y acompañante corresponden a la pareja de fotones generados. Podemos
mostrar que tanto en el hamiltoniano efectivo2 como en el definido por la
Ec. (4.1) se cumple [n̂i− n̂s, H] = 0. ı́ndicando que se conserva la diferencia
entre el numero de fotones en el modo i con el modo s, por lo que la emisión
siempre ocurre en pares.

4.1.1. Operador de evolución temporal

El estado de la radiación producida está dado en términos del operador
de evolución temporal Û y del estado inicial |Ψ0〉 como:

|Ψsal(t)〉 = Û |Ψ0〉. (4.5)

Truncando a primer el desarrollo en serie el operador de evolución, que
resulta de la ecuación de Schrödinger, obtenemos:

Û ' 1 +
1

i~

∫ t

0
dt′Ĥ(t′). (4.6)

4.1.2. Forma de la función de onda

Sustituyendo las expresiones del campo eléctrico y del hamiltoniano en
las Ecs. (4.5-4.6) obtendremos nuestra función de salida que tendrá la forma:

|ΨPDC(t)〉 = |Ψ0〉 +
V

i~

∫ tp

0

∫
dωs det[Js]

∫
dωi det[Ji] [

1

V
]

∫
dV

χ(2)

2

· l(ωs)l(ωi)

∫
dωp Ap α(~r, ωp)e

i∆~k·~r−∆ω·t

· â†(ωs, θs, φs)â
†(ωi, θi, φi)|Ψ0〉, (4.7)

donde usamos las relaciones ∆~k = ~ks + ~ki − ~kp y ∆ω = ωs + ωi − ωp. El
tiempo entre eventos es mucho mayor que el tiempo de interacción, esto nos

2De ahora en adelante lo nombraremos como Hamiltoniano y se denotará como Ĥ = Ĥi
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permite hacer la aproximación de tp → ∞. Al notar que el único elemento
dependiente del tiempo es el que contiene ∆ω obtenemos∫ ∞

0
e−i∆ω·tdt = 2πδ(ωp − ωi − ωs),

este factor garantiza conservación de enerǵıa.
Se puede resolver la integral sobre el volumen de la Ec. 4.7. suponiendo

que el haz de bombeo corresponde a un haz gaussiano pulsado, esta integral
resultará en una función f(ωs, ωi), con la forma :

f(ωs, ωi) =
χ(2)

2V

∫
dV det[Js]det[Ji]l(ωs)l(ωi)Ap α(~r, ωs + ωi)e

i∆~k·~r,

= κλ(ωs) κχ(ωi) φ(~ks,~ki) Ξ(ωp), (4.8)

donde dividimos nuestra función f(ωs, ωi) en diferentes partes:

1. Términos polinomiales κλ(ωµ), κχ(ωµ). Los sub́ındices χ, λ = e , o
dependiend de la polarización del modo (extraordinaria y ordinaria,
respectivamente)

Para modos extraordinarios:

κ(ωµ)e :=
(ηo)(η

2
e)

c3
ω2
µ l(ωµ). (4.9)

Para modos ordinarios:

κ(ωµ)o :=
(η3
o)

c3
ω2
µ l(ωµ). (4.10)

2. Término espectral

Ξ(ωp) := exp[−(νp)
2

σ2
] = exp[−(νi + νj)

2

σ2
]. (4.11)

3. Función de empatamiento de fases

φPDC(~ks,~ki) ≡
1

V

∫
dV

χ(2)

2
Apα(~r)ei∆

~k·~r

= sinc

[
kric

L

2

]
exp[−1

4
(W 2

o ∆~k2
⊥)]exp[−ikric

L

2
].

(4.12)
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donde definimos la nueva variable kric ≡ (|∆k⊥|2−2kp∆k‖)(2kp)
−1.Tomando

∆k‖, ∆k⊥ como las componentes paralela y perpendicular al haz bombeo
del desempatamiento de fase, respectivamente. Además de νn ≡ ωn − ωn0,
donde ωn0 es la frecuencia central del modo n.

Función de Empatamiento de Fases

Esta función alcanza su máximo cuando ∆~k = 0, que corresponde a la
conservación de momento lineal. Hasta ahora tenemos las condiciones de
conservación de enerǵıa y momento, que se pueden traducir como:

ωp = ωi + ωs ; ~kp = ~ki + ~ks. (4.13)

En un medio el número de onda esta dado por |~kµ| = η(ωµ)ωµ
c . Entonces

para un medio isotrópico es imposible cumplir ambas relaciones (Excepto
en un medio idealizado sin dispersión i.e. η(ω)) = cte). Aśı que el proceso
se debe realizar en un medio anisotrópico. En medios birrefringentes cuando
nos encontramos en un cristal uniaxial negativo, como es el caso del BBO3,
llamaremos tipo I a los procesos donde el haz de bombeo es extraordinario y
los fotones generados son ordinarios mientras que conoceremos como tipo II a
los procesos donde alguno de los fotones generados es a su vez extraordinario.
En este trabajo nos enfocaremos en fuentes PDC tipo I.

Función de Amplitud Conjunta

El estado de dos fotones se puede escribir del siguiente modo:

|ΨPDC(t)〉 = |Ψ0〉 +
V

i~

∫
dωs

∫
dωif(ωs, ωi)â

†(ωs)â
†(ωi)|Ψ0〉.(4.14)

donde la función f(ωs, ωi), definida en la sección anterior, será justamen-
te nuestra función de amplitud conjunta4. La función |f(ωs, ωi)|2 se puede
interpretar como una distribución de probabilidad siempre y cuando este
debidamente normalizada∫

dωs

∫
dωi|f(ωs, ωi)|2 = 1

3Cristal no lineal formado por Beta-Bario-Borato, mostraremos sus propiedades más
adelante.

4Es importante notar nuestro cambio de notación ahora â(ωµ) = â(ωµ, θµ, φµ, s).
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. Estudiaremos esta función más a fondo.

Una de las propiedades que mencionabamos al principio del caṕıtulo
como poco intuitivas de nuestro nuevo estado es que la pareja de fotones
mostrará enredamiento cuántico. Matemáticamente que una part́ıcula pre-
sente enredamiento con otra significa que su estado no puede ser descrito
como el producto de estados singulares (o independientes), para cada una
de las part́ıculas.

Si la función f(ωs, ωi) no puede ser separada como S(ωs)I(ωi) entonces
el hacer una medición sobre alguno de los modos, digamos el señal, nos
determinará (instantáneamente) alguna propiedad del modo acompañante,
aún sin realizar la medición directamente sobre este último.

Por otro lado si las frecuencias entre los fotones no presentan correlación,
i.e., si se puede hacer la separación f(ωs, ωi) = S(ωs)I(ωi), esta condición
implica que podemos escribir el estado como:

|ΨPDC(t)〉 = |Ψ0〉+
1

i~

∫
dωsS(ωs)â

†(ωs)

∫
dωiI(ωi)â

†(ωi)|Ψ0〉. (4.15)

Las parejas de fotones descritas por la Ec. 4.15 no muestran enredamien-
to cuántico (en la frecuencia) y realizar una medición sobre un modo no nos
dará información alguna sobre el otro. Según la forma de la función de am-
plitud conjunta tendremos diferentes clases de correlación, cuantificadas por
el ı́ndice de correlación. El ı́ndice de correlación (clásico) esta definido por:

ρis =
µis
σiσs

= ρsi, (4.16)

donde µis es la covarianza asociada a la distribución de probabilidad |f(ωs, ωi)|2,
y σn representará la desviación estándar asociada a cada una de las distri-
buciones marginales. Es decir, si el promedio de la frecuencia se denota por
ω̄n, la desviación estándar correspondiente es:

σ2
n =

∫
dωs

∫
dωi(ω̄n − ωn)2|f(ωs, ωi)|2,

el sub́ındice n denota al modo señal o acompañante. Finalmente, la cova-
rianza conjunta será:

µsi =

∫
dωs

∫
dωi(ω̄i − ωi)(ω̄s − ωs)|f(ωs, ωi)|2.
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4.2. Conversión paramétrica ascendente

Como mostramos en la sección anterior, el proceso de conversión pa-
ramétrica ascendente (PUC por sus siglas en inglés) es el proceso rećıproco
al de PDC. En este proceso dos fotones (no necesariamente enredados) al
incidir por un medio no lineal se aniquilan, resultando en la generación de
un nuevo fotón cumpliendo con la conservación de enerǵıa y momento.

Tenemos que la parte no hermitiana del hamiltoniano correspondiente a
este proceso tendrá la forma:

Ĥ =

∫
dV

χ(2)

2
~̂E(−)
g (~r, t) ~̂E(+)

e (~r, t) ~̂E
(+)
s2 (~r, t). (4.17)

En este caso los ı́ndices e, s2, g correspondrán a los modos escolta, señal
y generado, respectivamente. Es directo de la forma del hamiltoniano notar
que se aniquilarán fotones individuales en cada uno de los modos escolta y
señal dando paso al generado. Nuevamente consideraremos uno de los haces
(el haz escolta) se considera clásico y lo describiremos por la Ec. (2.19).

Las condiciones de enerǵıa y momento lineal se traducirán como:

ωe + ωs2 = ωg ; ~ke + ~ks2 = ~kg. (4.18)

La integral sobre el volumen tendrá una forma similar a la de la sección
anterior obteniendo entonces:

|ΨPUC(t)〉 = |Ψ0〉+
V

i~

∫
dωs2

∫
dωgg(ωg, ωs2)â†(ωg)â(ωs)|Ψ0〉, (4.19)

donde:

g(ωg, ωs2) := κ(ωs2) κ(ωg) φ(~ks2,~kg) Ξ(ωe). (4.20)

La Ec. (4.18) se ha escrito en términos de las siguientes definiciones:

Ξ(ωe) := exp[−(νe)
2

σ2
] = exp[−(νg − νs2)2

σ2
], (4.21)

φPUC(~ks2,~kg) ≡ sinc

[
kuric

Lu
2

]
exp[−1

4
(W 2

uo∆
~k2
u⊥)]exp[−ikuric

Lu
2

],

(4.22)
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donde ∆ku‖, ∆ku⊥ como las componentes del desempatamiento de fase,
paralela y perpendicular al haz escolta, respectivamente, además kuric ≡
(|∆ku⊥|2− 2ke∆ku‖)(2ke)

−1, Lu corresponde a la longitud del cristal y Wuo

es la cintura del haz escolta. Además de νn ≡ ωn − ωn0, donde ωn0 es la
frecuencia central del modo n.



Caṕıtulo 5

Simulación Numérica

En este caṕıtulo estudiaremos análiticamente y numéricamente un sis-
tema f́ısico constituido por una fuente de parejas de fotones, basada en el
proceso de conversión paramétrica descendente (PDC), seguida de un cris-
tal no lineal donde se efectúe conversión paramétrica ascendente (PUC),
con el fotón señal del primer proceso junto con un haz láser intenso, que
denominaremos haz escolta. (Fig. 5.1)

(a)

Figura 5.1: Arreglo del sistema. Los ı́ndices e, s, g representan los fotones
escolta, señal y generado, respectivamente.

Primero obtenemos la función de onda de la pareja de fotones, por el

35
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caṕıtulo anterior sabemos que para el proceso de PDC se cumple:

|ΨPDC〉 = |Ψ0〉+
V

i~

∫
dωs

∫
dωif(ωs, ωi)â

†(ωs, θs, φs)â
†(ωi, θi, φi)|Ψ0〉.

(5.1)
Del mismo modo podemos obtener la función de onda del fotón resultante

de convertir el fotón señal junto con el haz escolta por conversión ascendente:

|ΨPUC〉 = |Ψ0〉+
V ′

i~

∫
dωs′

∫
dωgg(ωs′ , ωg)â

†(ωg, θg, φg)â(ωs′ , θs′ , φs′)|Ψ0〉.
(5.2)

El modelo que describimos requiere que exista una relación entre es-
tos dos procesos, para lograr esto supondremos que la función de onda de
entrada en el proceso de PUC es la determinada por el proceso de PDC
(|Ψ0〉 → |ΨPDC〉).

Suponemos que el modo que se aniquila en el segundo cristal correspon-
de al modo del fotón señal (~ks = ~ks2). Usando, además el hecho de que
â(~ks)â

†(~ks2) = δ(~ks − ~ks2) + â†(~ks)â(~ks2) vamos a encontrar la función de
onda1 :

|ΨPUC〉 = |ΨPDC〉

+
V

i~
· V
′

i~

∫
dωi

∫
dωgG(ωg, ωi)â

†(ωg, θg, φg)â
†(ωi, θi, φi)|ΨPDC〉,(5.3)

donde G(ωg, ωi) será la función de amplitud conjunta entre el fotón acom-
pañante y el generado, esta función va a tener la forma:

G(ωg, ωi) =

∫
dωsφPDC(~ks,~ki)φPUC(~ks,~kg) · κo(ωs)2 · Ξ(ωp) · Ξ(ωe). (5.4)

Notamos que la Ec. (5.3) tiene la misma forma que la amplitud conjunta
del proceso de PDC, excepto con el modo g, en lugar del modo s. Esto nos
permite considerar que según cambiemos las propiedades del segundo pro-
ceso podŕıamos transformar las propiedades de enredamiento en los modos
i y g con respecto a las propiedades originales en los modos i s. Tendremos
entonces un sistema como el mostrado en la Figura 5.1.

Manipular y entender la dependencia de esta función según sus diferentes
variables es el problema principal de este trabajo, en particular el manipular

1Al aplicar ambos términos al vaćıo, entonces â†(~ks)â(~ks)|0〉 = 0.
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la forma de la correlación entre los fotones. Para lograr nuestro objetivo
vamos a tener la forma anaĺıtica (determinada por la Ec. (5.4) y analizaremos
numéricamente el como manipular nuestra función G(ωg, ωi).

Comenzamos por ver las variables del segundo proceso (PUC).

1. Propiedades del haz escolta:

a) Frecuencia ; central y ancho de banda.

b) Ángulo de incidencia.

c) Radio en la cintura.

d) Estructura espacial y espectral.

2. Elección del material:

a) Longitud del cristal.

b) Índice de refracción del cristal.

5.0.1. Propiedades del haz escolta

Estructura espacial del haz escolta

Para este trabajo supondremos que los dos haces clásicos involucrados
(e y p) están descritos por haces gaussianos pulsados (ver Caṕıtulo 2). En
este caso, la función de empatamiento de fases está dado por:

φPDC(~ks, ~ki) =
1

V

∫
dV α(~r)[

χ(2)

2
]e−i∆

~k·~r, (5.5)

donde α(~r) está dado por (Ec. ( 2.20)):

α(~r) =
1

1 + 2iz
kpW 2

p

exp

− x2 + y2

W 2
p (1 + 2iz

kpW 2
p

)

 . (5.6)

Evaluar la integral sobre el volumen nos lleva directamente al primer
problema de este arreglo, el sistema de coordenadas que debemos de tomar
para describirlo y la geometŕıa apropiada del sistema.
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Sistema de coordenadas del arreglo

Analizando las ventajas y desventajas de cada sistema de coordenadas
y geometŕıa escogeremos cual son los más apropiados para describir nuestro
arreglo.

El buscar simetŕıa en nuestro arreglo nos lleva a considerar que las caras
de los cristales esten fijas y consideraremos que estas apuntan en la misma
dirección (Fig. 5.1). Además tiene la ventaja de transformar fácilmente la
dirección del haz señal mientras este cambia de un medio a otro. En el
segundo caṕıtulo determinamos la forma de un haz gaussiano rotado aśı que
no debeŕıa existir un problema por este camino.

Para el proceso de PDC (tipo I) es común elegir un vector de propagación
del bombeo cuya dirección es perpendicular a la cara del cristal (permitien-
donos suponer que los lados del cristal perpendiculares a la propagación del
haz de bombeo son infinitos), resultando en una función de empatamiento
de fases de la forma:

φPDC(~ks,~ki) = sinc

[
kric

LD
2

]
exp[−1

4

(
W 2
p∆~k2

⊥

)
]exp[−ikric

L

2
], (5.7)

que corresponde a la primera integral sobre el volumen de la Ec. (5.4),
tomamos el sistema de coordenadas en el que un eje corresponda a la direc-
ción de propagación del bombeo (~k‖) y otro eje a la perpendicular (~k⊥),
además de una longitud del cristal (L) . Volvemos a usar la definición
kric ≡ (|∆k⊥|2 − 2kp∆k‖)(2kp)

−1.

Por su parte, en el segundo cristal, el vector de propagación del haz
escolta forma un ángulo respecto a la normal del cristal. La función de
amplitud conjunta tiene la forma (sin tomar el término de la dependencia
temporal):

φPUC(~ks, ~kg) =
1

V

∫
dV [

χ(2)

2
]
We

p2
exp

[
−(cos[θc]x− sen[θc]z)

2 + y2

2p2

]
· ei(ke cos[θc]z+ke sen[θc]xe(~kg−~ks)·~r. (5.8)

Notamos que el haz presenta a la coordenada x en la dirección de pro-
pagación. Comunmente al momento de resolver esta integral se considera
que como el haz escolta no se propaga ni en la dirección x̂ ni en ŷ entonces
podemos integrar estos valores en los ĺımites (−∞,∞), pero como nuestro
haz se propaga en esta dirección no podemos hacer una aproximación donde
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∫ L
0 dx →

∫∞
0 dx2, entonces nuestra función de amplitud conjunta presen-

tará diferentes factores que no la hacen una función que sea tan sencilla de
analizar (se trata de funciones de error erf(z), erf(x)). Este resultado nos
indica que esta geometŕıa no permite una descripción sencilla del proceso y
por ello buscaremos sistemas donde nuestro haz escolta incida normalmente
al cristal.

(a)

Figura 5.2: Geometŕıa de nuestro sistema donde el haz escolta presenta in-
cidencia normal en el segundo cristal, este segundo cristal puede rotar un
ángulo α respecto a la normal del primero

Para la segunda geometŕıa vamos a suponer que el haz escolta incide
normalmente al cristal. Ya que deseamos tener la mayor cantidad de gra-
dos de libertad posibles necesitaremos que las normales a nuestros cristales
(cristal donde se realiza PDC y cristal donde se realiza PUC) no sean ne-
cesariamente paralelas (además de poder seguir controlando el ángulo de
corte (θc)) (Fig. 5.2). Es importante tomar en cuenta la refracción en las
interfaces cristal 1 - vaćıo y vaćıo cristal 2. Utilizando dos veces la ley de
Snell, obtenemos que el ángulo de propagación de θs se transformará en θ′s
según:

θ′s = arcsin

[
ηm
η2

sen[arcsen[
η1

ηm
sen[θs] + α]]

]
, (5.9)

donde θ′s corresponde al ángulo en el que se propagará el fotón señal a lo
largo del segundo cristal, mientras que θs es el ángulo que forma respecto
a la normal del primer cristal, finalmente α es el ángulo entre las normales
de los cristales, notese que las normales a los cristales corresponden a la

2Deberiamos de restringirnos a una razón entre la longitud del cristal y el ángulo de
incidencia tal que el haz no alcance una frontera del cristal antes de recorrer la longitud
L.
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dirección de propagación del modo p para el primer cristal y la dirección de
propagación del modo escolta e para el segundo cristal (Fig. 5.2).

Los ı́ndices de refracción η1, ηm, η2 corresponden a los ı́ndices del primer
cristal, medio entre cristales y segundo cristal, respectivamente. Ya deter-
minado el ángulo de propagación del haz señal obtenemos nuestra función
de empatamiento de fases:

φPUC(~ks,~kg) = sinc

[
kric

L′

2

]
exp

[
−1

4
(W 2

puo∆
~k2
⊥)

]
exp[−ikric

L

2
]. (5.10)

Nos encontramos que kuric y ku⊥ están determinados en el sistema de
coordenadas del haz escolta, i.e. ku⊥, ku‖ corresponden a la componente
perpendicular y paralela al haz escolta, respectivamente. Este resultado nos
recomienda proponer un arreglo donde el haz escolta no solo incida normal-
mente al cristal, sino que también montemos los ejes de coordenadas sobre
el haz escolta. Suponemos que el proceso de PUC es de tipo I, es decir dos
modos escolta y señal están polarizados ordinariamente y el modo generado
está polarizado extraordinariamente.

Tomando incidencia normal en nuestro haz escolta y bombeo con res-
pecto a la cara del cristal correspondiente, tenemos que la función G(ωg, ωi)
se transformará en:

G(ωg, ωi) =

∫
dωs sinc

[
kdric

Ld
2

]
exp[−1

4
(∆~kd⊥)W 2

p ]exp[−ikdric
Ld
2

]

· sinc

[
kuric

Lu
2

]
exp[−1

4
(∆~ku⊥)2W 2

e ]exp[−ikuric
Lu
2

]

· κo(ωs)
2 · Ξ(ωp) · Ξ(ωe), (5.11)

donde los sub́ındices d , u denotan que corresponde al proceso de PDC o
PUC, respectivamente.

Estructura espectral del haz escolta

Consideraremos nuestro haz escolta como pulsado. El ancho espectral σ
o duración temporal constituye un grado de libertad que podemos controlar.
La relación ente el ancho espectral (σ) y duración temporal (∆τ)

σ =

√
2

2
√
ln(2)

·
[

2 ln 2

π∆τ

]
. (5.12)
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Radio en la cintura del haz escolta

El radio en la cintura del haz escolta es determinado por la constante
Wo y su dependencia explicita en la integral se encuentra en la función:

exp

[
−1

4

(
Wo∆~k

′
⊥

)2
]
. (5.13)

Esta exponencial negativa acotará el rango espectral en el que G(ωg, ωi)
tiene valores apreciables. La dependencia espectral de la función κλ(ω) es
t́ıpicamente lenta y puede ser despreciada. La consideraremos como evaluada
en la frecuencia central.

5.0.2. Elección del cristal

Longitud del cristal

En este trabajo nos enfocaremos en estudiar como al elegir adecuada-
mente las variables del segundo proceso, podemos obtener propiedades de
enredamiento i−g optimizadas, para una cierta configuración de la fuente
PDC. Es decir, mantendremos las variables correspondientes al primer pro-
ceso fijas. La longitud del cristal se encuentra expĺıcitamente en la función
sinc[kuric

Lu
2 ] y en la fase exp[−ikuric Lu2 ]. Por la forma de la función sinc[x]

al aumentar la longitud, se vuelve más angosta y se crearán oscilaciones
más rapidas, sin embargo el máximo de la función permanecerá en la misma
posición (kuric = 0) y mantendrá su valor unitario. Por lo tanto aunque el
máximo de la función G(ωg, ωi) será independiente de la longitud del cristal
(excluyendo el caso ĺımite Lu = 0), la función será más angosta al aumentar
la longitud del cristal.

Índice de refracción

Los ı́ndices de refracción estarán determinados por las ecuaciones de
Sellmeier. Estas son ecuaciones emṕıricas que determinan el ı́ndice de re-
fracción de un material en función de la frecuencia de la luz. A través de la
relación de dispersión k(ω) = η(ω)ω

c las ecuaciones de Sellmeier determinan
la dependencia espectral de los números de onda.

Para este trabajo en particular consideraremos que los cristales no li-
neales son de BBO (beta-bario borato). El ı́ndice de refracción ordinario y
extraordinario se puede determinar por las ecuaciones [8]:
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ηo(ω)2 = 2,7359 +
0,01878

λ2 − 0,01822
− 0,01354λ2,

ηe(ω)2 = 2,3753 +
0,01224

λ2 − 0,01667
− 0,01516λ2. (5.14)

Estas ecuaciones son válidas en el rango espectral entre λ ' 252 µm
hasta λ ' 2000 µm.

Corte del cristal

El ángulo de corte del cristal se discutirá más adelante en el trabajo.
En esta sección consideraremos un nuevo corte al cristal de modo que se
evite la refracción del fotón generado en la interface cristal2 - vaćıo. La
idea es construir un cristal con un perfil como el mostrado en la Fig. 5.3.
Asegurándonos que el corte sea tal que el vector de propagación del modo
g sea perpendicular al plano paralelo a la cara de salida del cristal.

(a)

Figura 5.3: Forma propuesta para el nuevo corte del cristal. El vector de
propagación del haz generado normal a la cara de salida del cristal, evitando
aśı efectos de refracción

Hacemos notar que en nuestro cálculo no tenemos en cuenta la forma
propuesta en la Fig. 5.3, sino suponemos un paralepipedo de ancho Lu.
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5.1. Simulación numérica

A continuación procederemos a simular numéricamente la funciónG(ωg, ωi).
Nos enfocaremos en la dependencia de esta función en los diversos paráme-
tros experimentales (propiedades del cristal, propiedades del haz escolta).
Usaremos los resultados para entender como se deben elegir estos paráme-
tros y las diferentes aproximaciones que podemos hacer para poder construir
una solución anaĺıtica.

5.1.1. Como funciona la simulación

La simulación se realizo en Mathematica. Consiste en un programa que
dividimos en varias secciones. En la primera sección se definen las constantes
que se usarán a o largo de esta (c, ~,ε0) en el sistema internacional de unida-
des (SI). En esta misma sección definimos las propiedades del cristal (́ındice
de refracción, longitud del cristal) y las propiedades de los haces bombeo y
señal (frecuencia, ancho de cintura y ancho espectral), y la constante de la
normalización de la onda, l(ωµ).

La segunda sección se encarga de definir el vector de onda y una su-
brutina en la que se encontrará el ángulo de salida de los haces al definir
sus frecuencias y el ángulo de corte del cristal. Esta subrutina funciona al
separar los componentes en paralelos y perpendiculares al haz de bombeo,
igualar cada componente a cero y resolver las dos ecuaciones simultáneas
resultantes para θs y θi la suma de estos a cero.

|kp| − |ks| cos θs − |ki| cos θi = 0

|ks|senθs + |ki|senθi = 0. (5.15)

En el segundo cristal el haz escolta, que ingresa perpendicular al cristal,
es ordinario y el modo generado es extraordinario aśı que, para colocarnos
en el sistema de referencia del bombeo, comenzamos por el sistema del haz
generado y luego hacemos una rotación. Existen algunas relaciones geométri-
cas entre los diferentes ángulos involucrados que deberemos considerar para
poder encontrar estos ángulos y podernos montar después en el sistema del
primer cristal. Usando el arreglo de la Fig. 5.4 definimos:
θg → ángulo que existe ente el eje óptico y el vector generado.
θc → ángulo de corte del segundo cristal, es el ángulo entre la normal del
cristal y el eje óptico.
θge → ángulo entre el haz escolta y el vector generado. Además:
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θge = −
(
θejeg + θc

)
= −θeg. (5.16)

(a)

Figura 5.4: Acercamiento al proceso de conversión paramétrica ascendente

Ahora nos situaremos en un sistema similar al del proceso de PDC, donde
vamos a considerar como sistema la trayectoria fotón extraordinario (la base
será lo paralelo y perpendicular a este) y lo rotaremos al sistema del haz
escolta. Obtendremos las ecuaciones de empatamiento de fase:

|kg| cos θeg − |ks| cos θs cos θeg + senθssenθeg − |ke| = 0,

|kg|senθeg − |ks| cos θssenθeg − cos θegsenθs = 0. (5.17)

Podemos transformarlo en:

|kg| cos θeg − |ks| cos θ′s − |ke| = 0

|kg|senθeg − |ks|senθ′s = 0. (5.18)

El ángulo θ′s corresponde al ángulo entre el modo señal y la normal al
cristal y este es el determinado por la ley de Snell (Ec. (5.9)).

De las variables libres, θs, θ
e
g, θc, α, θg, ωs, ωe, ωg

3, existe una restricción
en θs, ωs ya que estas dos son definidas por el primer proceso y no tenemos
control sobre ellas, además se tiene la restricción dada por la Ec. (5.17). Por
conservación de enerǵıa ωg = ωs+ωe. El ángulo de corte se escogerá de forma
que podamos maximizar la probabilidad del proceso (empatamiento de fase

3Teniendo en claro que al ser extraordinario entonces |~kg| =
η(θg,ωg)

c
ωg.
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perfecto), este lo consideramos una constante determinada por el cristal.
Dejándonos simplemente con un sistema de dos incógnitas y dos variables.
Aśı con solo definir la frecuencia de alguno de los haces (escolta o generado)
ya determinamos los ángulos de salida y por lo tanto el sistema.4

Esto implica que solo se puede trabajar con un parámetro (sin considerar
ancho de cristal (Lu), cintura del bombeo (We) y ancho del pulso (σu)), ya
sea la frecuencia de algún haz o sus ángulos de incidencia. Para relacionar
esta descripción con el experimento variaremos la frecuencia del haz escolta.
Al buscar regiones de empatamiento de fase perfecto necesitamos que tan-
to ∆k⊥ como ∆k‖ sean cero, es en la tercera sección del programa donde
encontramos estas regiones (Fig. 5.5).

(a) (b)

Figura 5.5: Encontramos ∆k⊥ (b) y ∆k‖ (a) en función de la frecuencia para
un cristal BBO, con un ángulo de corte de −60,7o considerando refracción.
Los puntos donde se cumpla que ambas funciones valen cero serán la base
de nuestro análisis. Las lineas correspondrán al angulo obtenido con una
longitud de onda central de .405 µm (amarillo) .810µm (rojo) .462 µm (azul)

La tercera sección del programa define las dos funciones de empatamiento
de fases (dependiente del primer cristal y del segundo cristal) de las que se
compone la función G(ωg, ωi), y grafica estas dos en función de ωs, ωg y
ωs, ωi, respectivamente.

En la última sección calculamos la función G(ωg, ωi) numéricamente. Pa-
ra hacer este cálculo numérico tomamos en cuenta únicamente frecuencias
para las cuales la función G(ωe, ωi) toma valores apreciables5. Más formal-
mente debeŕıamos de hacer la integral en los ĺımites

∫∞
0 dωs, pero la trans-

4En resúmen teńıamos un sistema de once variables con nueve restricciones.
5Recordamos que el ı́ndice de refracción se determina experimentalmente y la expresión

de Sellmeier es válida para un pequeño rango de frecuencias.
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formamos a unos ĺımites
∫ ω0+∆
ω0−∆ donde la delta la definimos segun el ancho

en el que son reales los valores del ı́ndice de refracción.
Mostramos resultados del proceso de PDC, para un bombeo cuasimono-

cromático centrado en una longitud de onda de 405 nm, una duración de 100
fs y una cintura de 100 µm incidiendo sobre un cristal no lineal constituido
por BBO de largo de 1000µm (Fig. 5.6).

(a) (b) (c)

Figura 5.6: (a)Función de empatamiento de fases en función de las longitudes
de onda del modo señal y acompañante, (b) Amplitud espectral del haz de
bombeo. (c) Función de amplitud conjunta de las parejas de fotones en los
modos señal y acompañante

Del mismo modo obtenemos resultados correspondientes al proceso de
PUC, donde tengamos un haz escolta centrado en una longitud de onda de
462.72nm, una duración de 100 fs y una cintura de 45µm incidiendo sobre
un cristal de BBO con una longitud de 600µm (Fig. 5.7).
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(a) (b) (c)

Figura 5.7: (a)Función de empatamiento de fases en función de las longitudes
de onda del modo señal y generado, (b) Función que determina el carácter
pulsado del haz escolta. (c) Función de amplitud conjunta.
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Caṕıtulo 6

Cálculo Anaĺıtico

El objetivo de nuestro trabajo, como ya se mencionó antes, es el poder
manipular la correlación entre dos fotones enredados, a través del proceso
de PDC, al someter uno de estos a un segundo proceso (PUC) en el que
podamos cambiar sus propiedades. Durante todos los cálculos anaĺıticos nos
encontramos con una serie de funciones sinc[x] = sen[x]

x . Esta función pre-
senta como caso ĺımite una delta de Dirac, ĺımite que, aunque lleva consigo
una interpretación f́ısica de interés, no nos permite alcanzar nuestro fin.

Por otro lado, los resultados que obtuvimos con el análisis numérico
sugieren que los lóbulos laterales de la función sinc juegan un papel limitado.
Basandonos en la referencia [12] vamos a proponer el remplazo:

sinc[x] ' exp[−γx2], (6.1)

donde γ ' ,193 es un parámetro que se escoge de modo tal que el ancho del
lóbulo central de la primera función y el ancho de la función gaussiana a
la mitad del máximo, tengan el mismo valor. Al hacer esta transformación
encontramos que:

sinc[
L

2
kric]→ exp[−γL

2

4
|kric|2]. (6.2)

Con esto transformamos las funciones de amplitud conjunta f(ωs, ωi),
g(ωg, ωs) en un producto de exponenciales. Tenemos que:

sinc[
L

2
kric]exp[−W

2
o

4
(∆k⊥)2] ' exp[−γL

2

4
|kric|2 −

W 2
o

4
(∆k⊥)2].

Al desarrollar los términos, resulta:

49
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−γL
2

4
|kric|2 −

W 2
o

4
(∆k⊥)2 = − γ

(
L

4kp

)2 (
∆k2
⊥
)2 − γ ( L

4kp

)2 (
4∆k2

‖|kp|
2
)

− γ

(
L

4kp

)(
∆k2
⊥
) [
−4∆k‖|kp|+

W 2
o

4

(
4kp
L

)2 1

γ

]
.

(6.3)

Si nos encontramos cerca del máximo tendremos que ∆k2
⊥ → 0 entonces

es posible despreciar el término (∆k2
⊥)2, además al considerar que Wo

L >>
√
γ

∆k‖
|kp| , nuestra función tendrá la forma:

f(νs, νi) ' exp

[
−W

2
o

4
(∆k⊥)2 − γ

(
L∆k‖

2

)2

− (νi + νs)
2

σ2

]
. (6.4)

Esta última aproximación se justifica trivialmente alrededor de regiones
de empatamiento de fase perfecto (∆~k → ~0) y en regiones cercanas a este
punto. Tomemos como ejemplo el caso de un haz escolta con longitud de

onda central de 0.405µm; entonces
√
γ
|kp| es aproximadamente 0,203 y ∆k‖ no

es mayor que la unidad (como vemos en Fig. 5.4). Solo debemos de cuidar
la relación entre el radio de cintura y la longitud del cristal para que se
cumpla la aproximación. Es importante recordar que estamos tomando la
definición νµ ≡ ωµ−ωµ0 (con µ = s, i, g), que podemos interpretar como las
desintonizaciones espectrales.

Para seguir el análisis buscaremos expresar la amplitud conjunta en
términos de las frecuencias; para esto observamos que nuestra función se
vuelve muy pequeña en los alrededores del punto donde existe empatamien-
to de fase perfecto (∆~k = ~0). Aśı que vamos a expandir |∆k⊥|, |∆k‖| en
serie de Taylor1 alrededor de este punto. Para el caso de PDC obtendremos:

∆kd‖ ' (k′p|ω0 − k′|ω0
2

cos θ)(νs + νi)

∆kd⊥ ' (k′|ω0
2

senθ)(νs − νi). (6.5)

Las últimas igualdades corresponden al caso degenerado. Nuestra función
f(νs, νi) será entonces:

1Adoptamos la notación ∂k
∂ω

= k′.
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f(νs, νi) ' exp[−γL
2

4
V 2
e (νs + νi)

2 − W 2
o

4
V 2
i (νs − νi)2 − (νs + νi)

2

σ2
],

donde:

Ve = k′p|ω0 − k′|ω0
2

cos θ ; Vi = k′|ω0
2

senθ.

Se sigue el mismo análisis para el caso de PUC.

g(νg, νs) ' exp

−W 2
e

4
(∆ku⊥)2 − γ

(
Lu∆ku‖

2

)2

− (νg − νs)2

σ2
u

 .
La expansión en Taylor correspondrá a:

∆ku‖ ' (k′g|ωg0 cos θp − k′p|ωp0)(νg)− (k′s|ωs0 cos θs − k′p|ωp0)(νs)

∆ku⊥ ' k′g|ωg0senθp(νg)− k′s|ωs0senθs(νs) (6.6)

La función de amplitud conjunta del proceso de PUC toma la forma:

g(ωg, ωs) ' exp[−γL
2

4
(Vaνg + Vbνs)

2 − W 2
o

4
(Vcνg − Vdνs)2 − (νg − νs)2

σ2
].

(6.7)

donde:

Va = k′g|ωg0 cos θp − k′p|ωp0 ; Vb = −(k′s|ωs0 cos θs − k′p|ωp0
Vc = k′g|ωg0senθp ; Vd = k′s|ωs0senθs.

(6.8)

Acabamos de demostrar que tanto en el proceso de PDC como en el
proceso de PUC las funciones de amplitud conjunta se pueden aproximar por
el producto de exponenciales cuadráticas, mostraremos el comportamiento
de estas funciones. Al tener el producto de exponenciales cuadráticas de la
forma:

exp
[
− (ax− by)2

]
exp

[
− (cx+ dy)2

]
(6.9)
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cada exponencial tiene valores máximos sobre una franja que subtiende un
ángulo con la horizontal determinado por: arctan

[
b
a

]
(Fig. 6.1). El ancho

de esta franja vendrá determinado por estos mismos parámetros. Al hacer
el producto de dos de estas exponenciales, en el caso en que el ángulo que
forme alguna de ellas respecto al eje horizontal pertenezca al intervalo [0, π2 )
y la otra forme un ángulo perteneciente a (π2 , π] se obtendrá una elipse, si
los ángulos no pertenecen a este intervalo se obtendrá otra franja.

La elipse formada estará rotada respecto a la horizontal a razón de estos
ángulos. Mostramos un ejemplo genérico en la Figura 6.1.

(a) (b) (c)

Figura 6.1: (a) Exponencial cuadrática con parámetros a = Vi = b.
(b)Exponencial cuadrática con parámetros c = Ve = d. (c) Producto de
las dos exponenciales

La comparación directa de estos resultados con las Figuras 5.6 y 5.7
(Fig. 6.2) sugiere que nuestra aproximación por gaussianas puede ser muy
útil para describir este tipo de procesos.

Ya que la manipulación de las gaussianas es sencilla vamos a construir
un modelo donde aproximemos la función de amplitud conjunta de cada
proceso por la Ec. (6.9). Para el caso de interés, los modos correspondientes
al primer cristal presentan correlación negativa. En este trabajo mantenemos
fijos los parámetros de la fuente de PDC y ajustamos aquellos del proceso
PUC para corregir el efecto de acondicionamiento deseado. En particular
nos enfocaremos en el caso en que los modos ópticos (señal y acompañante)
muestran correlación negativa.

Al tener definida la forma de las funciones de amplitud conjunta en
la aproximación de las gaussianas (Ec. (6.4)) (Ec. (6.7)), vamos a hacer
el producto directo de estas dos funciones e integrarlo en el rango (-∞
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(a) (b)

Figura 6.2: (a) Aproximación gaussiana a la función de amplitud conjun-
ta del proceso de PDC. (b) Simulación numérica de la función amplitud
conjunta del proceso de PDC.

, ∞) en la variable ωs, tratando de modelar aśı, el comportamiento de
la función G(ωg, ωi), definida en el caṕıtulo anterior como G(ωg, ωi) =∫∞

0 dωsf(ωs, ωi)g(ωg, ωs).

Los resultados que se obtienen son ilustrados en la Figura 6.3, donde en
lugar de tomar parámetros reales (Vµ), consideraremos constantes a, b, c, d
para tener una idea de que resultados podŕıamos esperar.

La Figura 6.3 nos permite obtener conclusiones y resultados importantes
para el trabajo. El primero de ellos es que la correlación entre el modo g y
el modo i puede ser totalmente controlada por el proceso del segundo cris-
tal (suponiendo que este permita barrer todos los tipos de correlación2). El
segundo resultado es que las correlaciones resultantes tienen un análogo al
producto de números reales, correlación positiva entre los fotones del primer
proceso y correlación positiva entre los del segundo corresponde a una corre-
lación positiva, negativa entre los primeros y negativa entre los asociados al
segundo corresponde a positiva final, positiva entre los asociados al primeros
y negativa a los segundo corresponde a negativa final, y cualquiera proceso
en el que los fotones presenten correlación cero corresponde a correlación
cero entre los fotones resultantes.

Esto nos permite pensar que de ahora en adelante basta con analizar el
proceso en el segundo cristal para determinar la correlación final. Comen-
zaremos por mostrar la validez de nuestro modelo para el segundo proceso.

2Negativa, positiva y correlación cero.
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Figura 6.3: Funciones de amplitud conjunta f(x, y) (primera columna),
g(x, z)(segunda columna) con la aproximación gaussiana e integrándolas pa-
ra modelar la forma de la función G(z, x)(tercera columna).

Como ya mencionamos antes, en el PDC es claro que se cumple la forma
dada por la Ec. (6.9). Sin embargo, esto no es tan claro para el PUC, ya que
el signo relativo entre los parámetros Va, Vb y Vc , Vd puede hacer que no
se construya una elipse como la que deseamos sino una franja (como vimos
en el modelo de las exponenciales). Para que se alcance la forma buscada en
el proceso de PUC los parámetros Va,Vb deben de tener los signos iguales,
lo mismo se debe de cumplir para los parámetros Vc,Vd. Grafiquemos cada
uno de estos parámetros en función de la longitud de onda central del haz
escolta.

Utilizando una notación con una interpretación f́ısica más directa, nota-
mos que L · Vµ tendrá unidades de tiempo entonces:

g(νg, νs) ' exp[−(τaνg + τbνs)
2 − (τcνg − τdνs)2 − (νg − νs)2

σ2
]. (6.10)

Definimos nuestros parámetros como:
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Figura 6.4: Parámetros Va (azul) Vb (rojo) Vc (amarillo) Vd (verde) como
función de ωe. Vemos como el carácter de cada uno es como lo esperabamos
Va, Vb > 0 ; Vc , Vd < 0, comprobando la validez de nuestro modelo para
la región donde se tengan los mismos signos de Va, Vb.

τa =
√
γ
L

2
Va ; τb =

√
γ
L

2
Vb;

τc =
Wo

2
Vc ; τd =

Wo

2
Vd. (6.11)

Mostrando aśı la región para la cual es válida nuestra aproximación de
gaussianas.

6.1. Cálculo análitico de la función de amplitud
conjunta

Al final de la sección anterior mostramos graficamente que podemos anu-
lar la correlación entre los dos modos involucrados en el segundo cristal, cau-
sando la anulación de la correlación resultante entre el fotón acompañante y
el generado. En esta sección vamos a demostrar este resultado, al encontrar
la forma anaĺıtica de la función G(ωg, ωi). Usando la aproximación gaussiana
encontramos en la sección anterior que:
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f(ωs, ωi) ' exp[−(τe(νs + νi))
2 − (τi(νs − νi))2 − (νs + νi)

2

σ2
]

g(ωg, ωs) ' exp[−(τaνg + τbνs)
2 − (τcνg − τdνs)2 − (νg − νs)2

σ2
],(6.12)

donde se introdujeron las nuevas variables:

τe =
√
γ
L

2
Ve ; τi =

Wo

2
Vi. (6.13)

Reordenando términos se obtiene:

f(ωs, ωi) ' exp[−[SDν
2
s +RDνsνi + TDν

2
i ]],

g(ωg, ωs) ' exp[−[SUν
2
s +RUνsνg + TUν

2
g ]]. (6.14)

especialmente importantes para el trabajo son los términos cruzados3 :

RD = −2[τ2
e − τ2

i +
1

σ2
],

RU = −2[τaτb − τcτd −
1

σ2
]. (6.15)

Los demás términos corresponden a:

SD = τ2
e + τ2

i +
1

σ2
D

,

TD = τ2
e + τ2

i +
1

σ2
D

,

SU = τ2
b + τ2

d +
1

σ2
U

,

TU = τ2
a + τ2

c +
1

σ2
U

. (6.16)

Volvemos a utilizar la notación de sub́ındices D , U para los términos
correspondientes a PDC y PUC respectivamente. Recordemos la definición
de correlación y el hecho de que llamamos a dos fotones como no correlacio-
nados cuando se puede hacer separación de variables, i.e.

3Llamaremos producto cruzado a la componente que contiene el procducto de νg, νi.
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| g(ωg, ωs) | = Gg(ωg)Ss(ωs). (6.17)

Esto correspondrá a que en nuestro modelo, el producto cruzado RU se
cancele. Este es uno de los puntos clave del trabajo. Encontramos, como
ilustra la Figura 6.3, que podemos manipular la correlación de salida, a
partir de la correlación fija de la primera pareja de fotones y el control sobre
esta propiedad en el segundo proceso.

Hasta el momento, logramos reducir un problema en el que se busca
conocer y, en lo posible, controlar la correlación entre dos fotones, a una
ecuación en la que se incluyen todos los parámetros experimentales. A partir
de esta ecuación es relativamente fácil encontrar los parámetros que nos
lleven a la correlación deseada.

Para llegar a esta ecuación hicimos varias aproximaciones; antes de con-
tinuar nuestro análisis vamos a listar todas estas:

1. El haz de bombeo y escolta se consideran clásicos, gaussianos y pulsa-
dos.

2. Supusimos que nuestro materiales tienen una respuesta magnética muy
débil µ ' µ0.

3. No trabajamos con frecuencias cercanas a la frecuencia de resonancia
del cristal.

4. Se consideran medios no disipativos.

5. Consideramos κ(ωs) como un término que permanece constante res-
pecto al valor en la frecuencia central.

6. Utilizamos la aproximación gaussiana, sinc[x] ' exp[−γx2].

7. Despreciamos potencias de (∆k⊥) de orden mayor a dos.

8. Supusimos que la relación entre el radio en la cintura y longitud del

cristal es tal que (W0
L )2 >> γ

∆k‖
kp
.

Aśı que mientras nos mantengamos en estos ĺımites, centrar nuestro
análisis en la ecuación de los términos cruzados es válido. Vamos a probar
nuestro modelo con un ejercicio donde hagamos que RU = 0. La importancia
de este ejemplo se ejemplifica con el hecho de que, para un proceso PDC
degenerado de tipo 1 donde los dos fotones son colineales, es imposible lograr
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correlación cero [12]. Poder lograr esto mediante el proceso descrito en este
trabajo ilustra su relevancia.

Buscamos entonces que:

τaτb − τcτd −
1

σ2
= 0. (6.18)

Si escribimos directamente la dependencia de este término con el radio
de cintura del haz escolta, longitud del cristal y ancho espectral, obtenemos

σ2(γL2VaVb −W 2
o VcVd)− 4 = 0. (6.19)

Por la naturaleza de nuestras constantes Vµ (µ = a, b, c, d) existe una
combinación de L,Wo para cada valor de σ donde se cumpla la Ec. (6.15).
Permitiéndonos tener correlación cero para el caso de fotones colineales.

6.1.1. Análisis de correlación

Gracias a su carácter gaussiano, es posible calcular análiticamenteG(νg, νi) =∫
dνsf(νs, νi) · g(νg, νs). Obtenemos:

G(νg, νi) = exp

[
−

(
A ν2

g +B νgνi + C ν2
i

4(SD + SU )σ2
Dσ

2
U

)]
. (6.20)

En donde definimos los parámetros:

A = (−R2
U + 4(SD + SU )TU )σ2

Dσ
2
U ,

B = −1

2
RDRUσ

2
Dσ

2
U ,

C = (R2
D − 4(SD + SU )TD)σ2

Dσ
2
U .

(6.21)

Al determinar esta forma análitica obtenemos un resultado importante.
El término cruzado, B, es el producto de los términos cruzados asociados
a los procesos de los dos cristales. Esto nos lleva a que si en algún cristal
no existe correlación, entonces la función G(ωg, ωi) no presentará correlación
tampoco. Demostrando aśı el resultado ilustrado en las gráficas de la sección
anterior (Fig. 6.3) (Además ya no es sorpresa que el signo de la correlación
se comporte como el producto de números reales).
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Esta forma análitica nos permite trabajar más a fondo con nuestra fun-
ción de amplitud conjunta.

Calculemos el ı́ndice de correlación entre los dos fotones finales. Usando
la definición del indice de correlación, determinada en el caṕıtulo 4:

ρsg =
µsg
σsσg

= ρgs, (6.22)

encontramos que, para una función de la forma

F (x, y) = D · exp
[
−(ax2 + bxy + cy2)

]
,

el ı́ndice de correlación es:

ρsg = − b

2
√
ac
. (6.23)
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Resultados

Aplicando la aproximación gaussiana a las funciones sinc que aparecen
en el cálculo de los procesos PDC y PUC, mostramos expĺıcitamente que es
posible manipular el enredamiento entre los fotones generado y acompañante
al cambiar las propiedades del haz escolta y la longitud del cristal donde se
lleva a cabo el proceso PUC.

Simulamos numéricamente la función de amplitud conjunta del primer
proceso (SPDC degenerado). Supusimos un bombeo pulsado1, con longitud
de onda central de 405 nm, una duración de 1 ps y una cintura de 100µm que
incide sobre un cristal no lineal constituido por BBO de largo de 1000µm.
El fotón señal que se obtiene fue sometido al segundo proceso (SPUC) con
un haz escolta pulsado, con una longitud de onda central de 462nm2 . Se
mostró que variando la cintura del haz escolta, la duración de este y la
longitud del segundo cristal es posible obtener:

1. Cambio de signo ı́ndice de correlación.

2. Correlaćıon cero.

Tenemos que en el primer proceso obtenemos el ı́ndice de correlación:

ρis = −
(
τ2
e − τ2

i + 1
σ2

)(
τ2
e + τ2

i + 1
σ2

) = −0,975906, (7.1)

1Llamaremos pulsado a un haz que tenga un ancho de banda alrededor de la frecuencia
central, es importante mantenerlo de este modo por la naturaleza de nuestros paráme-
tros Va , Vb, pues el análisis del Caṕıtulo 6 no puede seguirse con un haz estrictamente
monocromático.

2De modo que cumpla empatamiento de fase perfecto y permanezca en el rango de
frecuencias que satisface nuestro modelo.

61
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correspondiente a una alta anticorrelación entre los dos fotones, y un ı́ndice
de correlación negativo, como esperabamos. Los sub́ındices is indica que
obtenemos la correlación entre el modo señal y acompañante La forma de la
función de amplitud conjunta se encuentra en la Figura (5.6).

Ya que se busca cambiar el signo del ı́ndice de correlación, tomando en
cuenta las ecuaciones 6.21, 6.23, hacer que el ı́ndice de correlación asociado
al segundo proceso sea negativo se traduce en encontrar una combinación
de Wo, L, σU tal que:

(−1 + σ2
U (τaτb − τcτd))(1 + σ2

D(τ2
e − τ2

i )) ≥ 0

σ2
U (τaτb − τcτd) ≥ 1√√√√ 1

σ2
U

+
(
Wo
2

)2
Vc Vd

γ Va Vb
≤ L, (7.2)

donde la igualdad corresponde al caso donde la correlación es cero.
Mostramos para una longitud de onda del haz escolta de 462nm y una

duración de 10fs la forma de RU en función de la longitud del segundo
cŕıstal (LU ) y cintura del haz escolta (Wo), Figura 7.1.

Usando un ancho de cintura de 45 µm encontramos que la longitud del
cristal debeŕıa de ser mayor a 6.68391 mm para alcanzar nuestros fines.
Además, variar el ancho de la cintura no cambiará significativamente la
longitud del cristal necesario para conseguir el cambio en la correlación. Sin
embargo, si hacemos que el pulso sea más corto ∆t ' 10−13s, será necesario
usar solo un cristal con una longitud mayor a 828,341µm. Resultando con
ello una correlación muy pequeña para valores cercanos a esta longitud:

ρgi = 0 ; L = 828,341 µm

ρgi = 0,135102 ; L = 1200 µm. (7.3)

Los resultados de la simulación numérica de G(ωg, ωi) para estos parámetros
del proceso asociado al primer cristal se ilustran en las Figuras 7.3 a 7.6 con
diferentes parámetros para el segundo proceso. En todos los casos se tiene
una función de amplitud conjunta de los fotones señal y acompañante como
el mostrado en la Figura 7.2

Estas últimas imagenes nos reflejan la importancia de este trabajo ya que
muestran como (manteniendo parámetros experimentles) es posible alterar
la correlación espectral entre los fotones generado y acompañante. Siendo
posible el recorrer valores entre menos uno y uno de de esta.
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(a) (b)

Figura 7.1: (a) Forma del término cruzado RU en función del largo del
cristal y cintura del haz escolta. (b) Signo de la función RU . Mostramos en
negro cuando el término cruzado es positivo y en azul cuando es negativo.
En ambos casos la ĺınea blanca corresponde a correlación cero.

Figura 7.2: Simulación numérica de la amplitud conjunta de los modos señal
y acompañante para los parámetros del texto.
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(a) (b)

Figura 7.3: (a) Función de amplitud conjunta entre el fotón señal y el fotón
generado. (b) G(ωg, ωi), Siguiendo los parámetros L = 828.341 µm Wo = 45
µm τ= 10−13s.
Correlación : ρgi= 0

(a) (b)

Figura 7.4: (a) Función de amplitud conjunta entre el fotón señal y el fotón
generado. (b) G(ωg, ωi), Siguiendo los parámetros L = 300 µm Wo = 45 µm
τ= 10−13s.
Correlación : ρgi= -0.297116
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(a) (b)

Figura 7.5: (a) Función de amplitud conjunta entre el fotón señal y el fotón
generado. (b) G(ωg, ωi), Siguiendo los parámetros L = 1500 µm Wo = 45
µm τ= 10−13s.
Correlación : ρgi= 0.10663
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(a) (b)

Figura 7.6: (a) Función de amplitud conjunta entre el fotón señal y el fotón
generado. (b) G(ωg, ωi), Siguiendo los parámetros L = 3000 µm Wo = 45 µm
τ= 10−14s Con un haz escolta con una longitud de onda central de 0.41199
µm.
Correlación : ρgi= 0.421218
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Conclusiones

El tema de este trabajo es el estudio de una técnica experimental me-
diante la cual se puede lograr el acondicionamiento de las propiedades de
enredamiento espectral en parejas de fotones generadas por conversión pa-
ramétrica descendente espontánea.

En términos generales, las propiedades de enredamiento resultantes en
parejas de fotones dependen crucialmente de la dispersión que experimentan
los modos ópticos participantes en el medio no lineal. Tales propiedades se
encuentran determinadas por el material en consideración, y por lo tanto no
se pueden elegir libremente. Por lo tanto, resulta un reto lograr la emisión
de parejas de fotones con propiedades arbitrarias de enredamiento espec-
tral. En la técnica que aqui hemos propuesto, se utiliza un segundo cristal
en el cual se hace incidir uno de los dos fotones (señal), de cada pareja de
fotones junto con un llamado haz escolta, el cual se modela clásicamente. Se
eligen las propiedades de este segundo cristal de forma tal que se cumpla la
condición de empatamiento de fases correspondiente al proceso de suma de
frecuencias entre el foton acompañante y el haz escolta. Se estudia la gene-
ración del fotón resultante de este proceso de suma de frecuencias (llamado
fotón generado), y en particular las propiedades de enredamiento resultan-
tes entre los fotones acompañante y generado. A lo largo de este trabajo
se busco una forma anaĺıtica de la función de amplitud conjunta entre el
fotón acompañante y el generado (Ec. (6.20)). Esta forma fue encontrada
después de diferentes aproximaciones, cuya validez se mostró a lo largo del
trabajo. Esta forma anaĺıtica se ajusta con buena precisión al valor numéri-
co, además de que nos permite entender la dependencia de la función de
amplitud conjunta respecto a diferentes parámetros experimentales, ya sea
la longitud del cristal, el ancho espectral o el ancho de cintura de los haces
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de bombeo y escolta. Se mantienen ĺımites de estos parámetros dentro de
valores permitidos experimentalmente.

Se logra un entendimiento claro de los procesos de SPDC, SPUC, en
ambos procesos se deriva la teoŕıa correspondiente a ambos procesos desde
primeros principios, tratando de hacer las menos aproximaciones posibles.
El trabajo sirve como una buena gúıa para entender el proceso de SPUC
donde es muy dif́ıcil encontrar referencias al tema y una base teórica como
esta puede ser de mucha ayuda.

Además de que este trabajo constituye el primer análisis, hasta donde
conocemos, de los procesos SPUC, SPDC en cascada.

El derivar nuevamente el campo eléctrico nos lleva a notar que a dife-
rencia de varios art́ıculos sobre el tema [12], en esta tesis se encuentra y
trabaja con un término polinomial del campo eléctrico (Ec. (4.9)-(4.10)). Se
demuestra además la razón por la que este término puede ser considerado
como una constante.

Se estudió a fondo el sistema propuesto en el caṕıtulo cinco y se encuen-
tra el modo en el que con un sistema de esta forma se puede hacer que la
correlación entre los fotones acompañante y el generado sea positiva, nega-
tiva o cero, variando simplemente la longitud del cristal siempre y cuando
se mantengan constantes los demás parámetros, teniendo un cuidado espe-
cial en el ancho de la función, ya que como se vió en el trabajo este ancho
es el que determina que tan correlacionados se encuentran ambos modos.
Cumpliendo aśı el objetivo principal de la tesis.

Entre las limitantes de este trabajo encontramos que aunque el análisis
teórico es general y se puede aplicar a cualquier tipo de cristal no lineal, solo
mostrremos resultados para el caso espećıfico del cristal BBO.

Se tiene además la limitante de que no se consideró disipación por parte
de los medios, se explicó en el caṕıtulo dos que no considerarlos es válido
pues no nos encontramos cerca de la frecuencia de resonancia del cristal,
pero por completez del trabajo seŕıa mejor considerar un análisis donde se
tome en cuenta [13].

Finalmente, se propone una extensión para este trabajo donde no se
tome el ĺımite espontáneo (Ec. (4.6)). Esto se debe a la probabilidad de
que exista el proceso cuando nos limitamos al caso espontáneo es muy baja
aśı que es muy dificil construir un arreglo experimental donde se cumpla
exitosamente con ambos procesos (SPDC, SPUC). Esto es importante ya
que la probabilidad de que ocurran ambos procesos espontáneamente es muy
baja. Al considerar el caso estimulado en el proceso PUC, incrementaremos
considerablemente la utilidad práctica propuesta.
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