UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

EL PROBLEMA DE LOS MOMENTOS

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE:

M A T E M A T I C O
P R E S E N T A:

ALVARO REYES GARCIA

DIRECTOR DE TESIS: ]
DR. FRANCISCO MARCOS LOPEZ GARCIA
2011



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






1. Datos del alumno

Reyes

Garcia

Alvaro

53957249

Universidad Nacional Auténoma de
México

Facultad de Ciencias

Matematicas

303784724

2. Datos del tutor
Dr.

Francisco Marcos
Lopez

Garcia

3. Datos del sinodal 1
Dra.

Ana

Meda

Guardiola

4. Datos del sinodal 2
Dra.

Magali Louise Marie
Folch

Gabayet

5. Datos del sinodal 3
M. en C.

Angel Manuel
Carrillo

Hoyo

6. Datos del sinodal 4
M. en C.

José Antonio

Gomez

Ortega

7. Datos del trabajo escrito

El Problema de los Momentos
xiv + 71 pp.

2011






EL PROBLEMA DE LOS MOMENTOS

ALVARO REYES GARCIA

Cd. Universitaria, a 18 de febrero de 2011



II



Proélogo

A ti, amable lector, agradezco infinitamente que hayas abierto estas paginas para ver lo que
en ellas se ha escrito: un trabajo que ofrece una vision panoramica del Problema de los Momentos
y cuyo principal objetivo es profundizar en este ultimo y mostrar un analisis de los resultados
clasicos y modernos que a lo largo de los anos se han obtenido. Discusiones mas detalladas se
pueden hallar en los trabajos de Akhiezer ([1]), Berg ([5]), Hoff ([37]), Lépez-Garcia ([51]) y
Shohat & Tamarkin ([64]).

A mas de un siglo del nacimiento del Problema de los Momentos en las manos de Stieltjes,
nos dimos a la tarea de recopilar informacién relacionada para poder redactar este trabajo que
representa mi tesis de licenciatura. Son muchas las mentes que se han enfocado en resolver
problemas de momentos y muchos los trabajos que se han escrito; en algunos de ellos nos
apoyamos para producir este texto.

Entre las técnicas mas importantes que se han ocupado para resolver el Problema de los
Momentos destacan las siguientes:

1. Fracciones Continuas y sus Teoremas de Convergencia. Este método fue desarrollado por
Stieltjes en [66] y posteriormente usado por Hamburger en [33].

2. Principio de Seleccién de Helly. Fue aplicado por Grommer en [30] y por Hamburger en

33).

3. Anélisis Funcional. Hausdorff en [35] y M. Riesz en [61] lo ocuparon, y en el segundo
capitulo se utiliza para estudiar el Problema de los Momentos de Hausdorff.

4. Teoria de las Funciones Analiticas. Esta herramienta fue usada por Nevanlinna en [54], y
presentamos parte de su trabajo en el Capitulo 5.

5. Andlisis Arménico y Anélisis de Fourier. Fueron usados recientemente por Lin en [46] y
por Lépez-Garcia en [28, 48, 49, 50]. Lin trabajé con el Criterio de Krein, consiguiendo
hacer una demostracién corta y desarrollando un nuevo criterio. Lépez-Garcia caracte-
riz6 familias de funciones que son solucién a problemas de momentos. Algunos resultados
importantes relacionados con lo anterior aparecen en el Capitulo 3.
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Sobre la Vida de Stieltjes

Stieltjes ingreso a la Escuela Politécnica de Delft en 1873, sin embargo sus notas no eran
buenas lo que provocd que su padre lo enviara al observatorio de Leiden, donde comenzé a
trabajar como asistente bajo la supervision de H.G. van de Sande-Bakhuyzen en abril de 1877.

El 8 de noviembre de 1882 Stieltjes inicia correspondencia con Hermite (ver [36]), misma
que sostendria hasta el dia de su muerte (este lapso duré poco més de 12 anos, tiempo en
que intercambiaron 432 cartas). Posiblemente sea éste el evento mds importante en la vida de
Stieltjes como matemaético. Inicialmente, las cartas estaban relacionadas con su trabajo sobre
Mecanica Celeste, sin embargo estas tornarian rapidamente hacia la Matematica.

Stieltjes se casd en 1883 con Elizabeth Intveld, quien lo convencié de abandonar el observa-
torio para que pudiera dedicarse a las ciencias. Asi, Stieltjes comenzo a ejercer como profesor de
la Universidad de Delft ensenando Geometria Analitica y Geometria Descriptiva, y en diciembre
de ese ano renuncié a su empleo en el observatorio.

En enero de 1884 Stieltjes aplicé para una posiciéon en Groningen, sin embargo fue descar-
tado por carecer de un grado universitario. Esto molesté a Hermite, quien junto con Bierens de
Haan trabajé en un plan para proponer a Stieltjes para un grado honorario por la Universidad
de Leiden.

Se acordé asignarle a Stieltjes el grado de doctor honoris causa el 17 de junio de 1884, pero
éste no se presento a la ceremonia publica debido a un malentendido. Stieltjes se mudé con su
familia a Paris en abril de 1885. Recibié su doctorado en ciencias en 1886 con una tesis sobre
series semi-convergentes ([67]) y ese mismo ano fue asignado a la Universidad de Toulouse, siendo
nombrado para una catedra de Calculo Diferencial e Integral en 1889.

Figura 1: Thomas Jan Stieltjes



Fracciones Continuas y el Problema de los Momentos

El trabajo de Stieltjes ([66]) se dedica al estudio de la convergencia de fracciones continuas
de la forma

f(z) = : (1)

A

Es probable que Stieltjes se haya interesado por esto a raiz de las series divergentes de la
forma

n) (2)

ya que, como se verda mas adelante, es posible relacionar una fraccién continua de la forma (1)
con una serie divergente de la forma (2).

En 1821 Cauchy menciona que no tiene sentido hablar de la suma de una serie divergente, lo
cual ocasiond que los matematicos se volvieran cautelosos con la manipulacién de series. A pesar
de esto, en ramas de la fisica como la Mecanica Celeste aparecen seguido las series divergentes.
En su tesis doctoral, Stieltjes hace un estudio profundo sobre las series de la forma (2) que
surgen naturalmente en el calculo de las integrales definidas

/ sen(au)d% / Leosa) COS(au)du, con a € R.
o l+u? o 14wu?

Desde 1748 Euler sabia que una serie infinita puede ser transformada en una fraccién conti-
nua y viceversa, por lo cudl era sensato considerar la posibilidad de ligar a las series divergentes
de la forma (2) al estudio de las fracciones continuas. El primero en senalar este hecho fue
Laguerre en [43] cuando integré por partes la siguiente integral

I(z) = / t~tetdt, con x > 0,

y obtuvo

x x? "

I(z)=¢® [1 SR (=) (n ﬂ + (—=1)"n! /:o et

para toda n € N. Si continuamos integrando por partes lo anterior, obtenemos una serie di-
vergente para toda x > 0. Sin embargo, es posible poner a e*I(x) como una fraccién continua



VI

convergente:

rx+1-—

r+3—

1/4

(@ +8)A - o=

Asi como en el ejemplo previo, Stieltjes desarroll6 a finales de 1880 varias integrales con-
virtiéndolas en fracciones continuas de la forma (1) con a,, b, > 0, para toda n € N.

Ahora denotamos al n-ésimo aproximante de una fraccién continua (1) por

1
fu(z) = 1 , para toda n € N.
a1z + b 1
+
' 1

asz + 1

bQ+ —i—anz—i—b—
Dicha fraccion puede ser expresada como
T(2)
fn(2> - Un(Z)’

donde T,,, U,, son polinomios con coeficientes reales (ver [51]). Stieltjes demostr6 que si se tiene
an, b, > 0, para toda n € N, entonces las sucesiones de los aproximantes pares { f2,}°°, y de los
aproximantes impares { fa, 1}, convergen en C\ (—00, 0], y asi podemos asegurar la existencia
de dos funciones holomorfas Fp, Fy : C\ (—o0,0] — C tales que
Ton(2) Ton1(2)
Fy(z) = lm ———=, Fi(z) = lim ——=.

Al demostrar este resultado, Stieltjes descubrié lo que hoy conocemos como el Teorema de
Stieltjes- Vitali para sucesiones de funciones holomorfas definidas en una region del plano com-
plejo. Mas aun, Stieltjes hall6 la forma analitica de las funciones limite Fj, Fi: obtiene que
Fy=F si

oo

> (an +by) = 0. (3)

n=1
Es claro que Fy = F} es equivalente a la convergencia de la fraccién continua en C\ (—o0, 0].
Ademas, la fraccién converge uniformemente sobre subconjuntos compactos, a pesar de que
los polinomios T}, y U, constituyan sucesiones divergentes. Para concluir, Stieltjes muestra la
existencia de una funcién mondétona creciente v : (0,00) — R tal que

Fy(z) = /OOOM

2+t
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Si la serie en (3) converge, entonces Fy(z) # Fi(z) para toda z € C\ (—o00,0] y la fraccién
continua diverge para toda z € C. Ademas, existen las siguientes funciones enteras

to(z) = lim To,(2), wo(z) = lim Uy,(2),

n—o0 n—oo
t1(2) = lim Toni1(2), wi(2) = lm Uzyppq(2).
n—oo n—oo
Para ser precisos, tg, ug, t1 v u; son productos infinitos con ceros simples:
= z = z
to(2) =c 1+ =), u(z)=¢ 1+—,
@) =c[[(1+5) w) =TT (1+ =)
i=1 i=1
donde —I; y —m; son las raices de tg y de ug respectivamente. Ademaés se satisface que
0<l; <m; <liy, para toda i > 1.

Se puede dar una representacién anédloga para t; y u;. Entonces podemos desarrollar a to/ug y
a t1/uy en fracciones simples como sigue

—Zz—l—mi7 ul(z)_ZZ—i—ni’

i=1 i=1

donde M; y N; son numeros positivos y —n; representa a las raices de wu,, para toda i > 1.
Stieltjes introdujo una funcién monétona decreciente definida en el semieje positivo dada por

QOO("E) = Z (Z Mj) X(miflami)(x%

donde mg = 0. Posteriormente defini6 la integral
b n
[ r@)ata) = lim 3 € o(w:) — aulai)
a i=1

donde
To=a, Tp =b, y xi1 < Ty,

y los & representan una selecciéon de puntos intermedios para toda ¢ = 1,...,n. Es asi como
nacié en ese momento un nuevo ente matematico: la integral de Riemann-Stieltjes. Haciendo uso
de este concepto se puede ver que

FQ(Z) = UO(Z)

h(z) _ [ dgo 1)

24+t

Anélogamente existe una funcion monoétona decreciente p, definida en el semieje positivo que

cumple
_hlz) [T da(t)
h@=um = /0 T
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A partir de una carta que Stieltjes envia a Hermite, se deduce que Stieltjes introduce su integral
con el proposito de determinar la forma analitica de una fraccién continua de la forma (1).

En cualquier caso, Stieltjes muestra que existe una sucesién de nimeros positivos {s,}>
tal que la serie de potencias de Fy y Fi, y la fraccién continua (1) comparten la siguiente

expansion asintotica
n—1 ;
—1)"s; 1
S (=D'si o ( ) |
. ~it1 on+l

=0

cuando |z| tiende a infinito. Tomamos la representacién analitica de Fy y de Fi, y la siguiente

igualdad
1 = (—1)it
2+t o ; L+l 0

— / t'dpo(t) = — / t'dp(t) = s,
0 0

/0 () = s,

para toda i € Ny := NU{0}. Con esto se concluye que el Problema de los Momentos de Stieltjes
relacionado con {s,}°, tiene solucién (ver Definicién 1.2, con I = (0, 00)).

para obtener en un caso

y en el otro que

Aplicaciones

Si el lector desea profundizar sobre la Teoria de las Fracciones Continuas, puede consultar
[38]. Existen articulos recientes que hablan de las condiciones de convergencia de fracciones
vectoriales, como por ejemplo [15]. Las fracciones continuas son actualmente ocupadas en varias
dreas de la ciencia. En el articulo de Muller ([53]) se presentan aplicaciones de éstas en Ingenieria
Mecanica, Fisica Nuclear y Astrofisica. Otra aplicacién impresionante y que no podemos dejar
de mencionar se da en el contexto de la Teorfa de Nudos: En 1970 Conway (ver [22]) asocié una
fraccion continua a cada ovillo racional y demostré lo que se conoce como el Teorema Basico de
Conway sobre ovillos racionales, el cual nos dice que dos ovillos racionales son topolégicamente
equivalentes si y solo si estan asociados a la misma fracciéon continua. Lo anterior puede ser
aplicado a la Biologia Molecular, en lo que se refiere al estudio de la recombinacién del ADN
(ver [27, 40]).

Después de que Stieltjes trabajé el Problema de los Momentos con fracciones continuas,
se intenté extender esta teorfa. Ejemplo de esto son Edward Van Vleck (ver [75]), quien con-
jeturé que no era posible establecer una extensién, y Grommer ([30]) quién usé el principio de
seleccién de Helly para obtener resultados que refutaban lo anterior. De hecho en [33] Hamburger
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se apoya en el método de Grommer, en las fracciones continuas y en la teoria de la integral de
Stieltjes para estudiar el Problema de los Momentos en todo el eje real.

Durante el transcurso de los anos, el Problema de los Momentos ha formado parte de varias
ramas de la Matematica. Uno de los ejemplos que presentamos a continuacién tiene un lugar
importante en la Teoria del Control y fue estudiado recientemente por Choque en [20]. Si bien
el Problema de los Momentos surgié hace mas de cien anos, lo anterior es una prueba clara de
que éste no ha sido olvidado ni desechado por los matematicos actuales. Es un problema que
llegd para quedarse, para ser contemplado y analizado en los afios siguientes, y que seguramente
aun tiene mucho que darnos.

En [20] se muestra cémo resolver el Problema del Control Admisible para el caso particular
A= (i1 1gigzn, b= (1,0,...,0)

utilizando el Problema de los Momentos de Hausdorff. Para esto se ocupan algunos conceptos
descritos en [20] y [41, Teorema A6, Teorema A7] (entre las cuales estd la férmula de inversién
de Stieltjes-Perron).

Ahora consideramos un espacio de probabilidad (2, F,P) y X : Q@ — [0, 00) una funcién
integrable. La funcion de distribucion de X estd dada por

F(z) =P ({w € Q| X(w) <z}).

Supongamos ademas que F' es una funcién absolutamente continua, es decir, existe una funcién
integrable no negativa f con soporte en [0, 00) tal que

F(z) = / o

y decimos que f es la funcién de densidad de X. Sea X:0— [0, 00) una funcién medible con
la siguiente funcién de distribucion:

N 1 @
Fla) = W/o LE(E)dt.

A X se le conoce como la version medida de X. Se sabe que X representa el tiempo de vida
total estacionario en un proceso de renovacién con tiempo de vida genérico X (ver [23, Capitulo

5]).

Estas funciones son aplicables en distintas areas del conocimiento, como Biometria, Ecolo-
gia, Ciencias Ambientales, Anédlisis de Seguridad y Supervivencia (ver [45]).

En [55] Pakes y Khattree se preguntan si es posible reescalar aleatoriamente el tiempo de
vida total para recuperar la ley del tiempo de vida. Esto es, dada V' > 0 una funcién medible,



X

definida sobre €2, independiente (en el sentido probabilistico) de X y tal que P({w € Q|V (w) >

~

0}) > 0. ;Cuédndo coincide la funcién de distribucién F' con la funcién de distribucién V X7

Pakes da una respuesta en [56] cuando se trata de una funcién V' constante. Si suponemos
que V = ¢ € (0,1), entonces sélo basta caracterizar las funciones integrables f que satisfacen la

ecuacion funcional
1

x x/q
/0 fly)dy = W/o yf(y)dy.

Ocupando el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue, reducimos lo anterior a la igualdad

qf(qx)/o xf(z)dr = xf(z), c.d.s. z > 0.

Usando el Teorema 3.6 del Capitulo 3 de este texto, podemos caracterizar a las densidades f
que son solucion de la ecuacion funcional anterior.

En [10], Bertoin, Biane y Yor analizan una funcién integrable Y que surge en el estudio
de funciones exponenciales de procesos de Poisson; ahi se muestra que [Ydw = ¢ 'y que las

funciones de densidad de q)A/, de Y y de ¢ 'Y ! coinciden. Cabe mencionar que este trabajo tiene
conexién con un modelo probabilistico de la duplicacién del ADN, asi como con la existencia de
una medida invariante relacionada con un Protocolo de Control de Transmisién.

Y es a partir de lo anterior, que en 2010 se presenta la caracterizacion en [48] de las funciones
integrables positivas X, que tienen una funcién de densidad que es igual a la de ¢X y a la de
¢ 'X~!. La demostracién estd basada en el Teorema 3.6 del Capitulo 3.

Expreso mi mas sincero agradecimiento al Dr. Marcos Lépez Garcia quién durante 13 meses
estuvo dirigiendo este trabajo y compartiendo su amplio conocimiento. Ademads, hago una men-
cién especial al Dr. Abdén Choque Rivero, a quién conoci en la XI Escuela de Verano en Morelia,
Mich. y nos mostré una aplicaciéon muy interesante del Problema de los Momentos en la Teoria
del Control.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo hacemos un analisis detallado sobre algunos resultados relacionados con el
Problema de los Momentos. Es tema a tratar en este breve capitulo introductorio el origen de
este bello problema que sin lugar a duda dio mucho de qué hablar en el siglo pasado y que ha
caido en manos de incontables personas.

También se puede apreciar un resumen de esta tesis en la Seccién 1.2, donde se especifica
cada uno de los resultados y topicos a desarrollar, ya que es importante tener una idea general
y detallada de las incégnitas que se han generado a raiz del Problema de los Momentos y cémo
se han ido esclareciendo.

Los preliminares aparecen al final y son herramienta imprescindible a lo largo de las lineas
aqui escritas.

1.1. Planteamiento del Problema

Comenzamos este trabajo dando a conocer cudl es el problema a estudiar y cudl es su
historia. Asi aparece la primera definicion.

Definicién 1.1. Sea I C R un intervalo, F': I — R una funcion mondtona creciente.

» Para cada n € Ny := NU{0} introducimos el n-ésimo momento de F' como sigue:

siempre que esta integral de Riemann-Stieltjes exista.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

» Suponiendo que s, (F) < oo para toda n € Ny, decimos que {s,(F)} ", es la sucesion de
momentos (finita) de F.

Podemos extender la definicion anterior a funciones de variacién acotada. Mas atin, es posi-
ble definir el n-ésimo momento de una carga (medida con signo) p definida sobre los borelianos
de I como sigue:

Sp(p) = /x"d,u.
I
En particular, cuando p es absolutamente continua con du = fdz, f € £'(I), tenemos

ulpt) = / 2" f(2)dx = 5,(f).

Definicién 1.2. Sea {s,};>, C R una sucesion de nimeros reales. El problema de momentos
relacionado con la sucesion {s,}5°, consiste en encontrar una funcién mondtona creciente F :
I — R cuya sucesion de momentos coincida con la sucesion dada, es decir,

sn(F) = sy, para toda n € Ny. (1.1)

Si existe tal funcion F', entonces decimos que F' es una solucion al problema de momentos
(relacionado con la sucesion {s,}52).

Es evidente que podemos extender esta definiciéon a funciones de variacién acotada, a cargas
o a funciones en £'(I).
A partir de esto surgen algunas interrogantes:
1. ;Existe algin criterio para establecer la existencia de soluciones a un problema de mo-
mentos?

2. En caso de que un problema de momentos tenga solucion, jésta es tnica? ;existe algiin
criterio para poder determinar la unicidad o bien, la no unicidad de la solucién?

3. (Es posible caracterizar todas las soluciones de un problema de momentos?
El propédsito de este trabajo es precisamente dar respuesta a lo anterior. Notamos que en
las preguntas 1 y 2 se mencionan dos aspectos fundamentales: existencia y unicidad.

El intervalo de integraciéon juega un papel importante; mas adelante mostramos que si un
problema de momentos sobre un intervalo finito tiene solucién, ésta es tinica. Sin embargo, esto
cambia al escoger un dominio de integracién infinito, por ejemplo (0,00) o (—o0, 00).



1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 3

Definicién 1.3. = Supongamos que el problema de momentos relacionado con la sucesion
{sn}52y C R tiene solucion. Decimos que el problema es determinado si la solucion es
unica. En caso contrario, decimos que es indeterminado.

» Sea F una funcion mondtona creciente con sucesion de momentos finita {s, (F)}2,. Deci-
mos que F es (in)determinada si el problema de momentos asociado a {s,(F)} ~, es

(in)determinado.

Si bien el Problema de los Momentos nace en la tiltima década del siglo XIX en las manos de
Stieltjes (ver [66]), como una herramienta o un medio para hacer un andlisis del comportamiento
de las fracciones continuas, ya en 1874 Chevyshev (ver [16, 17]), inspirado en un trabajo del
francés Bienaymé (ver [11]), estudié el problema de cémo acotar el valor de cierta integral

[ .
I
si se conocen los valores de

[]f(x)dx,/]xf(x)dw,...,/Jx"f(:v)da:,

donde J C R es un intervalo que contiene a I.

Figura 1.1: Pafnuti Lvévich Chebyshev



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

En sus ultimos anos de vida, Stieltjes sostiene correspondencia con Hermite (ver [36]).
Ahf aparecen reflejados el interés y la pasion que las fracciones continuas despertaban en Stieltjes.
En sus cartas jamas habla acerca del Problema de los Momentos. Sin embargo, en septiembre de
1893 muestra un asombroso descubrimiento que hizo el afio previo: que las fracciones continuas
dan lugar a funciones f no nulas que satisfacen la ecuacién

/ z" f(z)dx = 0, para toda n € Ny.
0
Ademads nota que si el intervalo de integracién es [a,b] con a,b € R, se tiene que

b
/ z" f(z)dx = 0, para toda n € Ny,

si y sélo si f es la funcién nula. En el ano de 1894, Stieltjes escribe el articulo Recherches sur les
Fractions Continues ([66]), donde estudia la convergencia de las fracciones continuas y establece
un vinculo con el Problema de los Momentos. Cabe mencionar, que en conexion con el estudio
de este problema, es que inventa la integral que lleva su nombre.

El Problema de los Momentos de Stieltjes es el que aparece en la Definicién 1.2, tomando
como dominio de integracién el intervalo (0, co).

En 1919, el matematico aleman Hamburger (ver [32, 33]) introduce la extensién del Pro-
blema de los Momentos a todo el eje real — con I = R —, teniendo como principal objetivo
determinar la convergencia o divergencia de las fracciones continuas. Hamburger se inspira en
un criterio descubierto por Perron (ver [59]), mediante el cuél se puede decidir si el Problema
de los Momentos (de Stieltjes) relacionado con una fraccién continua dada es determinado o no,
ocupando sélo los elementos de la sucesion.

La investigacion del Problema de los Momentos inmerso en la Teoria de las Fracciones
Continuas concluye con Hamburger.

En 1920, Hausdorff resuelve casi por accidente el Problema de los Momentos para el intervalo
[0,1]. Es asf como esta versién del problema lleva ahora su nombre.

Cuando Hausdorff trabajaba con métodos de sumabilidad y examinaba operaciones matri-
ciales, tropezd con la solucién para este problema. Sobre lo primero, escribe dos articulos en 1921
bajo el titulo de Summationsmethoden und Momentfolgen 1/ ([34]), y dos anos después pre-
senta Momentprobleme fiir ein endliches Intervall ([35]). En este trabajo, como el titulo indica,
el objeto de estudio es un problema de momentos, cuyo dominio de integracion es un intervalo
finito. Ahi aparece una caracterizacién para las soluciones de este problema, en la primera parte
del Capitulo 2 presentamos el resultado anterior desde una perspectiva actual usando Analisis
Funcional.

Los Problemas de los Momentos de Stieltjes y Hamburger se separan de las fracciones
continuas en el texto de Nevanlinna Asymptotische Entwicklungen beschrankter Funktionen und
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das Stieltjessche Momentproblem ([54]) publicado en 1922. Este trabajo se basa en los resultados
hallados por Hamburger.

Nevanlinna examina las condiciones que una sucesién {s,}22, C R debe satisfacer para
que se dé la existencia de un holomorfismo f del semiplano superior al semiplano inferior que
cumpla

, N
i 1) =3 2

|z]—o00
n=0

sid <argz < m—9, 0 bien —7 + 0§ < argz < —¢ para cierto 6 > 0, y concluye que tales
sucesiones deben ser solucién a un problema de momentos de Hamburger. La aportacion mas
importante de Nevanlinna es la féormula para describir todas las soluciones de un problema de
momentos indeterminado.

En el ano de 1923 M. Riesz (ver [60, 61]), inspirado en el Teorema de Representacién de
su hermano, resuelve el problema propuesto por Hamburger. Aqui podemos apreciar como el
Problema de los Momentos se conecta con el Anélisis Funcional.

Se puede decir que Nevanlinna y Riesz desligaron al Problema de los Momentos de las Frac-
ciones Continuas y éste navegd hasta otros mares de las Mateméticas (Teoria de las Funciones
Complejas y Anédlisis Funcional) distanciandose de su origen.

Figura 1.2: Marcel Riesz
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1.2. Temas a Desarrollar

El primer resultado que presentamos es la caracterizacion de las soluciones al Problema
de los Momentos de Hausdorff. Esto es, un problema de momentos en el intervalo [0, 1] tiene
solucién en NBV[0,1] (el conjunto de funciones normalizadas con variacién acotada en [0, 1])
si y sélo si la suma de las imédgenes de los polinomios de Bernstein bajo una funcional lineal
de momentos (que mds adelante introduciremos) asociada a la sucesion {s, }°°, es uniforme y
absolutamente acotada. Es bien sabido por los trabajos de Felix Hausdorff que un problema de
momentos tiene soluciéon mondtona creciente si y sélo si {s,}>2, es completamente mondtona.

La demostracién se apoya en el Teorema de Extension de Hahn-Banach y en el Teorema
de Representacion de Riesz. Damos una demostracion de la unicidad de las soluciones basada
en el Teorema de Aproximacion de Weierstrass. Por lo tanto el Problema de los Momentos de
Hausdorff es determinado.

En el tercer capitulo abordamos el Problema de los Momentos de Stieltjes. El objeto de
estudio de la Seccién 3.1 es la llamada funcién de densidad log-normal
y ( ) 6(11’1:)3)2/(20'2) 0
olX)=——F—— >0,
ro\ 2T

con o > 0 fijo. Haciendo un sencillo calculo, se puede corroborar que
sp(dy) = q_”2/2, para toda n € Z,
donde ¢ = e, Si tomamos f Ry — R dada por
f(z) =sen(2ro 2Inz),
y calculamos la sucesién de momentos de d, f obtenemos que
sn(dyf) = 0, para toda n € Z,

entonces concluimos que d,, tiene la misma sucesiéon de momentos que (1 + af)d, donde a € R.
A lo anterior se le conoce como el ejemplo de Stieltjes (ver [66]).

Si nos adentramos en el texto, encontraremos algunos criterios para decidir cuando un
problema de momentos es (in)determinado, o bien, para asegurar la existencia de alguna solucién.
En el Capitulo 4 se hace mencién de la Condicion de Carleman (ver [14, 64]), un criterio
presentado en 1926. Dicho enunciado otorga una condicion suficiente para que un problema de
momentos tenga una solucion tnica. Esta condicion tiene versiones tanto para el Problema de
los Momentos de Hamburger como para el de Stieltjes.

Sin embargo, en esta parte del texto, el tema central es el Criterio de Krein-Lin. En 1945
Krein (ver [41]) proporcioné una condicién suficiente para que una funcién f sea indeterminada.
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Su criterio consiste en analizar la llamada integral logaritmica de Krein de f. Si dicho valor es
finito, entonces el problema de momentos asociado a f es indeterminado. La demostracion que
se presenta en este texto es elegante y corta y la dio Lin (ver [46]) en 1997; ¢l utilizé la teoria
del espacio de Hardy H'(R2) en el semiplano superior.

El Teorema de Lin es la contraparte de lo anterior: si la integral logaritmica de Krein de
f diverge, junto con el hecho que f decrece a cero y —zf(x)/f(z) crece a infinito cuando = es
suficientemente grande, se concluye que f es determinada.

Al igual que con la Condicion de Carleman, los teoremas anteriores son aplicables tanto al
intervalo (0, 00) como a R. Lo tnico que cambia es que en el primer caso, la integral logaritmica
de Krein se aplica a la funcién f(x), y en el segundo a f(z?).

En la primera parte del Capitulo 5 aparecen los Teoremas de Hamburger y de Stieltjes. El
primero nos dice que una condicion necesaria y suficiente para asegurar la existencia de una
solucién al Problema de los Momentos de Hamburger, relacionado con la sucesién {s,}>2, es
que la n-ésima matriz de Hankel

Dy = (sivj)o<ij<n

sea positiva definida para toda n € Ny. En el caso de Stieltjes, se pide ademés que (;1j+1)o<i,j<n
sea positiva definida. Por ejemplo, si tomamos

{Sn}zozo = {a" n—o O bien, {Sn}qozozo = {Oé_n}flo:()a

donde o > 0 y sustituimos los elementos de la sucesion en la n-ésima matriz de Hankel D,,, se
puede concluir que el problema de momentos relacionado con {s,}7°, no tiene solucién ni en el
caso de Stieltjes, ni en el de Hamburger, ya que cada uno de los renglones es un multiplo del
primero.

En la Seccion 5.2 las matrices de Hankel juegan un papel muy importante, pues nos ayudan
a construir un sistema ortonormal de polinomios en el espacio L*(R, L, ).

Si una sucesion {s,}>°, es tal que el problema de momentos relacionado es indeterminado,
es facil ver que el conjunto V({s,}5°,) de todas las medidas que son solucidn, es infinito. En [54]
Rolf Nevanlinna consigue describir a V({s, }22,) mediante la Teoria de las Funciones Complejas.
Ocupamos los polinomios ortonormales y los llamados polinomios de la segunda clase para
describir a todas las soluciones, lo que da lugar a la llamada Parametrizacién de Nevanlinna.
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Capitulo 2

El Problema de los Momentos de
Hausdorft

Los trabajos de Felix Hausdorff datan de la década de los veintes del siglo pasado y son
nuestro punto de arranque en el analisis del Problema de los Momentos. La version que damos
aqui no es la primera conocida.

El lector puede observar que este capitulo consta de dos partes: existencia y unicidad del
Problema de los Momentos de Hausdorff (no es la primera vez que se hace mencién de estos
términos). Son las preguntas planteadas en el capitulo previo. Conforme avancemos en el texto,
se irdn resolviendo ambas cuestiones.

Antes de comenzar este tema, es importante mencionar que los aspectos a tratar en este
capitulo son estudiados desde una perspectiva moderna, sin dejar de lado los métodos que
originalmente ocup6é Hausdorff. Las siguientes paginas fueron redactadas con base en lo escrito
en el articulo Momentprobleme fiir ein endliches Intervall ([35]).

En el trabajo Summationsmethoden und Momentfolgen ([34]), se analizan operaciones ma-
triciales

p
A, = g Ap,mm,
m=0

. 00 ) .. . o [e'e) ,
entre las sucesiones {a, }52 y {An}3Z, donde la matriz infinita A = (A, n),,_, s6lo cuenta con

un numero finito de A, ,, no nulos para cada p € Ny. El nombré a la matriz A “konvergenzer-
haltende” (C-matriz) si transforma sucesiones convergentes {a,}>2, en sucesiones convergentes
{A,}22,, donde los limites no necesariamente coinciden. También, llamé a {u, }522, C-sucesion
. . -y . - 1 o 00

siempre que una C-matriz se puede escribir de la forma A\ = p~ up, donde p = (11;;)55—, con

9
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Wij = Oijftis ¥
1 0 0 O
1 -1 0 0
1 -3 3 —1

Resulta ser que para lo que se conoce como la sumabilidad de Césaro (Holder respectivamente),
las C-sucesiones existen y pueden ser representadas como las sucesiones de momentos correspon-
dientes a las funciones de densidad a(1—u)*' y [['(a)] " [In(1/u)]* " donde « es un nimero real
positivo. Aqui Hausdorff se da cuenta del vinculo que existe con el Problema de los Momentos y
utiliza la Teoria de las Fracciones Continuas de Stieltjes para resolverlo. También menciona que
el problema se podia resolver de manera muy simple, y sin extensas preparaciones algebraicas.
Esta fue la primera vez que se trataron problemas de momentos sin relacién alguna con las
fracciones continuas.

Ocupando el recién desarrollado Analisis Funcional, Hausdorff caracteriza las sucesiones de
momentos de funciones mondtonas crecientes en [0, 1]. Mostré que el problema de momentos
sobre [0, 1] relacionado con la sucesion {s, }5°, tiene solucién si y sélo si se cumple

Sy — (n) Smi1 + (Z) Sma2 — -+ (=1)"S;man > 0, para toda m,n € Ng. (2.1)

Veremos en el Capitulo 5 como del desarrollo de la Teoria Analitica de las Fracciones Continuas
surge el Problema de los Momentos. En 1923 Hausdorff lo desconecta de sus raices.

Figura 2.1: Felix Hausdorft
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2.1. Existencia

La técnica de Hausdorff para analizar el Problema de los Momentos sobre [0, 1] hace uso del
espacio de polinomios C[z] con coeficientes complejos. En particular, considera los polinomios
de Bernstein.

Recordamos que para m,n € Ny el coeficiente binomial esta dado por

m m/!
. :m, Coann,

y convenimos poner (7:) =0sin>m

Definicién 2.1. Los polinomios de Bernstein de grado r, r € Ny, estan definidos como sigue:

)mmu — gy,

conm = 0,...,r. Por convencion, ponemos B, , =0 si m < 0.

Estos polinomios deben su nombre al matematico soviético Sergei Natanovich Bernstein y
resultaron ser 1tiles en la demostracion del Teorema de Aprozimacion de Weierstrass y se han
usado en el estudio de las curvas de Bezier.

Figura 2.2: Sergei Natanovich Bernstein
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Algunas de sus propiedades més importantes son la no-negatividad en [0, 1], la simetria
en [0,1] y el hecho de que determinan una particién de la unidad. Ademas, existen férmulas
para definirlos recursivamente, para hallar su derivada y para aumentar o disminuir su grado.
El lector interesado en conocer mas acerca de estos polinomios puede consultar el Apéndice A.

La importancia de los polinomios de Bernstein se ve reflejada en el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.2. El conjunto {Bm,r}rmzo es una base para el subespacio vectorial de los poli-
nomios en Clz] de grado menor o igual que .

Demostracion. Dado que el subespacio mencionado tiene dimensién r + 1, basta mostrar la
independencia lineal de {B,,,}, _,. Supongamos que existen ay, ..., a, € C tal que

P(z) = Z amBpr(x) =0, x € R.
m=0

Procedemos por induccién: haciendo x = 0 obtenemos ag = 0.
Si suponemos que ag =...=a; =0, con 0 <[ <r — 1, entonces
T
P(z)= Y anBu,(2).
m=Il+1

Derivamos [ + 1 veces la igualdad anterior y tomamos x = 0 para obtener a;,; = 0. O]

El enunciado anterior otorga a los polinomios de Bernstein el estatuto de base. Esta cualidad
nos permite reescribir a cada polinomio P de grado menor o igual a r,

P(z) =Y aua" € Clal, (2.2)

de la siguiente manera
T
P(x) =Y amBum(x), (2.3)
m=0
donde ay, ..., a, € C son unicos.
Definicién 2.3. Para cada polinomio P de grado menor o igual a r, su r-forma es su expresion

en (2.3)

En lo que sigue y hasta el final de la seccién, para cada polinomio P € C|[x] denotamos con
o, al n-ésimo coeficiente de su representacion candnica (2.2) y con a,, al m-ésimo coeficiente de
su r-forma.
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El siguiente enunciado establece la relacion entre los coeficientes de un polinomio escrito
como en (2.2) y los de su r-forma. Su importancia radica en que la r-forma es una herramienta
fundamental para la solucién del Problema de los Momentos de Hausdorff.

Proposicién 2.4. Sea P € C[z] un polinomio de grado k, con k < r. Entonces

w20

n=0
para toda m =0,...,r.
Demostracion. Basta demostrar por induccién que para toda r € Ny y n=0,...,r, se cumple
T m r -1
= ZO (n> (n) B (). (2.4)
m=

Sin =0, entonces (2.4) se cumple para toda r € Ny por la igualdad (A.1) en el Apéndice
A.

Consideramos r € Ny arbitrario pero fijo. Si suponemos valido el resultado para 0 < n <
r — 1, entonces

ety = $(0)(7) s

m=0

—_

] -

-1
1
(7:) (77;) m:—BmH,T(zE), ver Apéndice A, igualdad (A.2)

m=0

S 206 e

<

3
o

Usamos lo anterior para asociar una sucesion de polinomios a un polinomio dado P.

Definicién 2.5. Sea P un polinomio de grado k, definimos P, € Clz], con r > k, como sigue:

Bi(2) = anQula), (2.5)

donde
re(re —1)...(re —n+1)

Q=1 vy Onl@)= r(r—1)...(r—mn+1) ysilsn<k
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Es facil verificar las siguientes propiedades:

P.(m/r)=ap, m=0,....,r, 7 >k, (2.6)
lim P.(z) = P(x), para toda = € R, (2.7)
r—00

y de hecho, la convergencia es uniforme en [0, 1].

Definicién 2.6. Sea {s,} -, C C una sucesion dada. Introducimos la funcional de momentos
M : Clz] — C, relacionada con {s,}>2,, como

k
M(P) = Z S,
n=0
donde P € Clz| es un polinomio de grado k.

El siguiente paso consiste en demostrar la convergencia de una sucesién de sumas finitas
que involucran los momentos de los polinomios de Bernstein hacia el momento de un polinomio,
teniendo como hipdtesis que la suma de los momentos de los r + 1 polinomios de Bernstein de
grado r es uniforme y absolutamente acotada para toda r € Nj.

Teorema 2.7. Sea P € Clz] y {s,}>2, C C. Supongamos que existe C > 0 de tal forma que

Z |M(B..,)| < C, para toda r € Ny. (2.8)
m=0

Entonces .
lim Z_OP (m/r) M(By,,) = M(P). (2.9)

Demostracion. Sea ¢ > 0. Por (2.6) y la convergencia uniforme de (2.7) en [0, 1], sabemos que
existe R € Ny de tal manera que

£
_p =
am = P (m/r)| < &,

para todam =0,...,r, r > R. De donde se sigue que

(@M (By) = P (m/r) M(Bp,)| < 5|M(By, )|

por lo tanto

siempre que r > R. O
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Con el fin de enriquecer el teorema central de esta seccion, definimos la monotonia completa
de una sucesion y enunciamos un resultado que vincula las sucesiones completamente monotonas
con las que cumplen la desigualdad (2.8). Si el lector desea conocer més a fondo el concepto,
puede consultar [34].

Definicién 2.8. Sea {s,}°°, una sucesion de nimeros reales. Decimos que {s,}>>, es comple-
tamente mondtona si la funcional de momentos M relacionada a {s,}2, satisface

M(B,,,) >0, para toda r € Ng, m =0,...,7.

Proposicién 2.9. La sucesion {s,}>2, C R es completamente mondtona si y sélo si {s,}>2,
satisface

S — (?) Smg1 + (Z) Smao — -+ (=1)"Sman = 0, para toda m,n € Ny.

Proposicién 2.10. Sea {s,};>, C R una sucesion. Entonces {s,}>>, es diferencia de dos
sucesiones completamente mondtonas si y solo si satisface la condicion (2.8)

Cuando {s,}>, C C, se sabe que {Re(s,)}22, v {Im(s,)}r, pueden ser vistas como
diferencia de dos sucesiones completamente mondtonas si y sélo si se cumple (2.8). Al lector
interesado le recomendamos ver [35].

Teorema 2.11. Sea {s,}5°, C C una sucesion y M la funcional de momentos relacionada.
Entonces existe F' € NBV[0,1] tal que

1
M(P) = /0 PdF, para todo P € Clz],

si y solo si M satisface la condicion (2.8).
Demostracion. Por la descomposicion g = Re(g) +ilm(g), sin pérdida de generalidad podemos
suponer que {s,}>>, C Ry que F toma valores reales.

Dado que F es de variacién acotada en [0, 1], existen funciones monétonas crecientes I, Fy :
[0,1] — R tal que F' = F| — F,.

De la definicién de integral de Riemann-Stieltjes respecto a un integrador que es diferencia
de dos funciones mondtonas crecientes tenemos

;)W(Bm,m < Z( / 1Bm,rdF1>+i( / 1Bm,rdF2)

m=0 m=0

[ (S )i [ (S )
0 m=0 0 m=0

= Fi(1) + F»(1), para toda r € Ny.

A
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Pasamos a la segunda parte de la demostracién. Si se cumple (2.8), entonces

T

> P(m/r) M(B,,,)

m=0

<Y [P (m/r) [|M(Bp,)] < 81[10131] {1P()[} Y [M(Buy)| < C| Pl
m=0 z€l0, m=0
Usando el Teorema 2.7 obtenemos

r

Y P(m/r) M(Byn,)

m=0

IM(P)| = lim

T—00

< [Pl

Por el Teorema de Extension de Hahn-Banach sabemos que existe la funcional M:C 0,1] — R
que cumple |M(f)| < C||f|| para toda f € C[0,1] y M}Cm = M.

Para finalizar, utilizamos el Teorema de Representacion de Riesz para obtener una funcién
F € NBV|0,1] que satisface

—~

1
M(P)= M(P) = /0 PdF, para todo P € Clx].

Figura 2.3: Frigyes Riesz
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Corolario 2.12. Sea {s,}5>, C R una sucesion y M la funcional de momentos relacionada.
Entonces existe una funcion mondotona creciente F' tal que

1
M(P) = /0 PdF, para todo P € R[z]

si y solo si {s,}5°, es completamente mondtona.

Demostracion. Si existe tal funcién F', claramente M (B,,,) > 0 ya que B,,, > 0 en [0, 1], para
todar € Ng, m=0,...,r.

Si {s,}22, es completamente monétona, entonces

Z |M (Bp,)| = M (1), para toda r € Ny.
m=0

Del teorema anterior se sigue que existe F' € NBV|0, 1] tal que M(P) = fol PdF, para todo
P € R[z]. De (2.9) se sigue que M es una funcional positiva, y entonces tenemos que

M(f) > 0, para toda f € C|0, 1], tal que f > 0.

Por lo tanto F' es mondtona creciente. O

Notamos que el resultado anterior resuelve el Problema de los Momentos de Hausdorff, ya
que

1
Sp = M(z") = / 2"dF, para toda n € Ny.
0

Aqui se puede apreciar la interesante dualidad que se presenta entre las funciones de variacién
acotada con las sucesiones que cumplen (2.8), y entre las funciones mondtonas crecientes con las
sucesiones completamente monétonas, ya que las que satisfacen (2.8) pueden ser escritas como
diferencia de dos completamente mondtonas, al igual que una funcién de variacién acotada
estd dada por la diferencia de dos funciones mondétonas crecientes.

2.2. Unicidad

Para poder completar el objetivo planteado al inicio del capitulo, es menester demostrar
la unicidad de las soluciones halladas anteriormente. En efecto, para cada sucesién {s,} -, que
cumpla con la desigualdad descrita en (2.8), existe una y sélo una funcién F' de variacién acotada
(normalizada) en [0, 1] que satisface

1
M(P) = /0 PdF, para todo P € Clx].
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Primero suponemos que F es absolutamente continua en [0, 1], por lo que existe f € £'[0, 1] tal
que

F(x) :/ f(t)dt, z € [0,1].
0
En este caso la unicidad se sigue del siguiente resultado.

Proposicién 2.13. Sean f1, fo € L0, 1] tales que

1 1
/ 2" fi(z)dr = / 2" fo(x)dx, para toda n € Ny,
0 0

entonces f1 = fo c.d.s. en [0, 1].

Demostracion. Definimos ¢ : [0,1] — C como sigue:

9(z) = (f1 = f2)(@).

De este modo tenemos
1
sn(g) = / z"g(z)dr = 0, para toda n € Nj.
0

Usando el hecho de que C[0,1] es denso en £1[0,1] y que £°°[0, 1] se encaja de manera continua
en L£1[0,1], del Teorema de Aprozimacion de Weierstrass concluimos que existe una sucesién de
polinomios {P,},~, tal que

lim P, =7,

n—o0

donde la convergencia es en L£'[0,1]. Usando el Teorema de la Convergencia Dominada de

Lebesgue, tenemos
1

1
g1z = / lim Pz — lim [ gPude — 0.
0 n—oo

n—o0 0

]

Pero eso no es todo, podemos usar el Teorema de Representacion de Riesz para mostrar
que este resultado puede extenderse a cargas con soporte compacto, y en particular podemos
considerar cargas p que cumplan du = dF, donde F' es una funcién de variaciéon acotada en
[0, 1].

Con esta demostracién concluimos el capitulo. En esta seccién vimos que un problema de
momentos de Hausdorff (a diferencia del caso de Stieltjes y del de Hamburger) tiene soluciones
unicas.

Una generalizacion del Problema de los Momentos de Hausdorff para sucesiones dobles
difusas ya ha sido formulada y demostrada. Se introduce una generalizaciéon bidimensional de
los polinomios de Bernstein. Se recomienda consultar el trabajo de Ducgon y Debieve ([24]).



Capitulo 3

Densidad Log-Normal y
Stieltjes-Wigert

Este capitulo se escribié tomando como referencia principal cuatro publicaciones recientes
([28, 48, 49, 50]). Los problemas que trabajamos son muy parecidos entre si (un poco més
laborioso el segundo), y nuestra tarea es caracterizar algunas de sus soluciones.

Introducimos dos nuevos conceptos: el Nicleo de Gauss y la funcién Theta. Estas funciones
son de gran ayuda para el calculo de las integrales que aqui aparecen.

Otro aspecto importante que debemos mencionar es que las sucesiones que se trabajan en la
Seccién 3.1 tienen por dominio al conjunto de los niimeros enteros Z, y no a la extensiéon de los
naturales Ny con la que nos habiamos familiarizado anteriormente. Cuando esto sucede, decimos
que es un problema de momentos fuerte, o un caso fuerte del Problema de los Momentos.

Tanto en este capitulo como en el siguiente, ocupamos la notacion

sn(f) = /Ia:”f(x)dm, para toda n € Z,

donde I = (0,00) o R.

Stieltjes (ver [39, 66, 67]) fue el primero que exhibié una funcién indeterminada (la densidad
log-normal). En la introduccién hablamos de esta tltima y de cémo construir una nueva funcién
con la misma sucesién de momentos.

También Chihara y Christiansen trabajaron con el Problema de los Momentos de Stieltjes-
Wigert. En su trabajo A Characterization and a Class of Distribution Functions for the Stieltjes-
Wigert Polynomials ([18]), Chihara nos dice que Wigert (ver [76]) hallé un sistema de polinomios
ortonormales relacionados con la densidad log-normal. Este conjunto fue mejor conocido como
los polinomios de Stieltjes-Wigert en el articulo Orthogonal Polynomials ([74]) de Szegd.

19
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3.1. El Problema de los Momentos de la Densidad Log-
Normal

El dominio de integracién que se ocupa en esta parte es el intervalo R, := (0,00). Si
f € LY(R,) es una funcién con sucesiéon de momentos

{8n(f)}nez = {q*”Z/Z}nez, con g € (0,1), (3.1)

entonces decimos que f es una soluciéon al Problema de los Momentos de la Densidad Log-
Normal.

El Problema de los Momentos de la Densidad Log-Normal es indeterminado, ya que no
tiene una unica solucion.

En el teorema central de esta seccidon se establece que una funcion definida en R, que
satisface la ecuacién funcional

f(qz) = ¢* Y22 f(x), para toda = > 0, (3.2)

y ademas fR+ f=¢"/2 donde q € (0,1) y 8 € R, es una solucién a un problema de momentos.
Para ello, primero calculamos la sucesiéon de momentos de las funciones que cumplen (3.2).

Lema 3.1. Sean q € (0,1), 5 € R. Si f satisface la ecuacion funcional (3.2), entonces

Flg"z) = ¢/*T B0 £(2), para toda n € Z. (3.3)
Demostracion. Procedemos por induccién. Los casos n = 0 y n = 1 son inmediatos. En (3.2)
ponemos ¢ 'z en vez de x para ver que el resultado es valido para n = —1.

Asumiendo que el resultado es valido para cierta n > 1, tenemos

fl@™ o) = f(q"(qr)) = ¢ (gr)" f(qa)

n 2 - n n
q( +1)?/24+(B=1)(n+1) . ﬂf(:z:).

De manera similar, si el resultado es valido para —n, n > 1, tenemos

flg ™™g ) = ¢/ (g ) f (g )
n2 — — n n —n —
g/ B-Umn /26,1 ()

—(n 2/2—(B—1)(n —(n
g~ D)2 /2=(8-1)( +1)x (vH) £ (),

O

La férmula (3.3) relaciona cualquier elemento de la sucesién de momentos de una funcién
que cumple (3.2), con su integral sobre el intervalo real positivo.
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Proposicién 3.2. Sean q € (0,1), 8 € Ry f € LY(R,) que satisface la ecuacion funcional
(3.2), entonces

sn(f) = q_"2/2_6”/ f(z)dz, para toda n € Z. (3.4)
0

Demostracion. En virtud del Lema 3.1 se tiene que

o0

alf) = [ e = o [

0 0

]

En [13, paginas 33, 59] Cannon estudia el Nucleo de Gauss y la funcién Theta, las cuales
satisfacen la ecuacién del calor en R? := {(z,t) € R?|t > 0}.

Definicién 3.3. Para x € R yt > 0, el Niucleo de Gauss y la funcion Theta estdn dadas como

sigue
e—@?/(4t)

2Vt
O(x,t) = ZK(m—I—n,t). (3.6)

nez

K(z,t) = (3.5)

Es claro que si fijamos ¢ > 0, entonces la funcién 6 (-, ¢) es continua y 1-periédica en R. Un
calculo sencillo nos muestra ademas el valor de sus integrales:

1
/ 0 (x,t)de = / K (z,t)dr = 1, para toda t > 0. (3.7)
0 R

El siguiente resultado es el teorema central del articulo Characterization of Distributions
with the Length-Bias Scaling Property ([48]).

Teorema 3.4. Sean b,c >0 y g € L(R). Entonces se cumple

g(x —b) = ce®g(x), para toda © € R, y (3.8)
/ g(x)dx =1, (3.9)

si y sdlo si existe una funcion ¢ con periodo 1 y que es integrable en (0,1) tal que

e—(w—m)Q/(Qb) €T —m
g(x)zw{lJr@(T)}; Y (3.10)

/01 0(z, %) o2)dz — 0, (3.11)

con —m = Inc+ b/2.
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Demostracion. Claramente la siguiente funcién positiva

—(z—m)2/(2b —((Ine)2+(b/2)2+bln 2b
hz) = e—(@—m)?/( )_ e~ ((Inc)*+(b/2)*+bInc)/(2b) 6_($2+2x1n6+$b)/(2b)’

vV 2mwh B vV 2mwh

x € R, satisface la ecuacién funcional (3.8), de donde se sigue que

glbw) _ glbr —b)
h(bz)  h(bx —b)

() =

, ¢ € R,

es una funcion con periodo 1 y ademaés
g(x) = h(@)$(b 2), 2 € R

Por otro lado, al hacer el cambio de variable y = (x — m)/b obtenemos

- o plamm?/e)
/ g(x)dx = Wzﬁ(b x)dx
00 efby2/2

= ==Vt mb™t)dy

= / K(y,%b)@b(yjtmb‘l)dy

1 1
= 0y, — b Ndy = 1.
/0 (y Qb)w(zﬁm )dy

Elegimos ¢(z) = —1 + ¢(x + b~ 'm). Al usar (3.7) se sigue el resultado.

Ahora demostramos la otra implicacién. Si g estd definida como en (3.10), entonces clara-
mente satisface la ecuacién funcional (3.8).

Como en el calculo de la integral previa, es facil ver que

/OO h(z)ds = 1.

o0

[ e (557 = [[0 (v ) et o

por lo tanto [ g(z) = 1. O

Adems3s

Recordamos ahora una propiedad logaritmica que ocuparemos en la siguiente demostracion,

Inz

- . A2
1mq,:1:>0 (3.12)

log, z =
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Definicién 3.5. La funcion de densidad log-normal, con o > 0 estd dada como sigue

d = —e_lnx/(202) eR 3.13
(e X ] €T . .

A continuacion presentamos el resultado principal de esta seccion y del articulo Characte-
rization of Solutions to the Log-Normal Moment Problem ([49]). Aqui se describe una clase de
soluciones al problema de momentos relacionado con la sucesién {g~™+%°/2}, ;.

Teorema 3.6. Sean g € (0,1), 8 € Ry f € L}(0,00). Entonces f satisface la ecuacién funcional
(3.2) y se cumple

/ " fe)de = PP, (3.14)
st y solo si existe una funcion ¢ con p(;m'odo 1, integrable en (0,1), tal que
fla) = ady(2){1 + (B + log, 2)}, ¥ (3.15)
! 1
/0 o(x)d (x, TCQ) dx =0, (3.16)
donde 0® = —Ingq. En cualquier caso, s,(f) = ¢~ "P*/2 para toda n € Z.

Demostracion. Usando la Proposicion 3.2 se obtiene la sucesién de momentos de la funcion f,
su(f) = q_nQ/Q_Bn/ f(z)dx = q_(”+ﬂ)2/2, para toda n € Z.
0

Consideramos g € £'(R) dada por g(z) = ¢**/2¢” f(e*). Entonces se puede verificar ficilmente
que g cumple (3.8) y (3.9) con b =0%? = —Inqy c = /2.

Entonces existe ¢ € £1(0, 1), que satisface (3.10) y (3.11) tal que

—B%/2—(Ina+p1nq)?/(207) 1 1
f(x) = x_lq_52/2g(ln I‘) = q € 1 —+ [)5 Lﬁnq
xV2mwo? —Ing
e (n2)?/(20%)

= o {1+35(—logqa:—ﬁ)}

= 27d,(z) {1+ @(—log,z — B)}.
Entonces la funcién ¢ € £1(0, 1) dada por p(z) = @(—r) es una funcién 1-periddica que satisface
(3.15) v (3.16).

Pasamos a la segunda parte de la demostracién. Si f puede ser escrita como en (3.15),
entonces es claro que satisface la ecuacién (3.2). Si tomamos g como antes, tenemos

/ f(x)dx = qBQ/Q/ gnz) 4 _ g
0 0

T
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Aqui surge una pregunta natural: jexisten funciones que tienen sucesién de momentos
{q~("P?/2} .1 v que no satisfacen la ecuacién funcional (3.2)? La representacién (3.15) de las
soluciones que estudiamos puede ser vista como parte de una estructura més general introducida
por Stoyanov (ver [69, 70, 71]) para hallar familias de soluciones a problemas de momentos
indeterminados. El lector interesado puede consultar [57].

3.2. El Problema de los Momentos de Stieltjes-Wigert

El problema que estudiamos en la secciéon previa es un caso particular del Problema de los
Momentos de Stieltjes-Wigert. Al igual que antes, se tiene como principal objetivo presentar
una caracterizacién para una familia de soluciones a un problema de momentos.

Con base en lo escrito en 2009 en Characterization of Solutions to the Stieltjes- Wigert
Moment Problem ([50]), recordamos algunas propiedades de la funcién de densidad log-normal,

q(lqu Z')2/2

do(z) = Porek (3.17)
2Pd,(x) = ¢ Pd, (¢ ), (3.18)

donde 8 € R, ¢ = e‘”g, o > 0. Con unas sencillas operaciones se pueden verificar estas igual-
dades. Usando (3.17), (3.18) y el cambio de variable y = log,(¢°z) obtenemos que si § € R,
q € (0,1) y ¥ es integrable en (0,1) y tiene periodo 1, entonces

o q(logq(qﬁz))2/2

B — —-B2/2
zPdy(x)Y(log, x)dx = log xz)dx
/0 (z)( gq) q ; Py Y( gq)
> ¢

_ B2 _
q » \/%@/)(y B)dy

2y [ 1
= q” /Q/OOK<y,272) Uy — B)dy

= ¢ 7 /019(?;, ! )@D(y—/@)dy- (3.19)

202

Ahora construimos una sucesién de funciones {II,,(x)},ez con dominio en el semieje real
positivo. Para ¢ € (0,1) y p > 0, definimos a cada término de la sucesién como sigue:

In|

My=1 y () =[] (& +pg™™02)"" nez\ {0}.

Jj=1
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Lema 3.7. Sean q € (0,1) y p > 0. Entonces se satisface
My (z) = (z +pq_”_1/2) I1,,(z), para toda n € Z y x > 0. (3.20)

Demostracion. Usamos induccion. Los casos n = —1, n =0 y n = 1 son inmediatos.

Ahora suponemos que se cumple (3.20) para alguna n > 1. Entonces se tiene

n+1
Moii(z) = [ [ (= +pg"* ) = (& +pg " "/?) My (2).

j=1

Finalmente, si se cumple (3.20) para alguna —n, n > 1, se tiene

n+1
. -1 _
I (py(z) = H (z + pq(g—1/2>) = (z + pq—n—3/2) 1 I, (),
j=1
y despejando concluimos la demostracion. O

El siguiente resultado es similar al Lema 3.1. En su demostracién ocupamos la igualdad
(3.20).

Proposicién 3.8. Sean q € (0,1) y p > 0. Si f satisface la ecuacion funcional
f(qz) = ¢°1/? (:1:‘ +pq71/2) f(z), para toda x > 0, (3.21)
entonces

f(q"z) = q(ﬂ’l)”Jr”Q/QHn(x)f(x), para todan € Z y x > 0. (3.22)

Demostracion. Procedemos por induccion. Se puede verificar de manera sencilla que la igualdad
se da en los casos n =0y n = 1.

Para el caso n = —1 basta poner ¢ 'z en vez de z en (3.21) y despejar.

flg™e) = ¢ V(" +pg %) fd"x)
= ¢V (g 4 pg )P (2) f ()
g DD 2 () f ().

Suponemos valida la igualdad (3.22) para alguna n > 1, entonces
18_
ﬁ_

Asumiendo la validez de (3.22) para alguna —n, n > 1, tenemos
Flg ™) = @28(g s + pg?) " f (g )
_ —n - — n n2
= ¢ (g "+ pg'?) IR (1) f ()
— — n n 2
g BN () f(a).
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Parap >0y ¢ € (0,1), introducimos la siguiente notacién

n—1

Piao=1 ma,=][0-pd),sineN, vy Hl—pq

k=0

Los paréntesis descritos son una sucesion de funciones definidas en R, x (0,1) y con imagen en
R, ademas

(P; @)oo = 1m (p; @)y
n—oo
El lector puede consultar el Apéndice A para conocer mas acerca de los productos infinitos.

Como es de esperarse, la ecuacion (3.22) es la herramienta necesaria para obtener el siguiente
resultado, el cudl es una generalizacion de la Proposicion 3.2.

Teorema 3.9. Sean q € (0,1), p >0y f € LY(R,) que satisface la ecuacidn funcional (3.21),
entonces

/ 2", () f (@)da = g Prm=(am)/2 8 q)m/ f(x)dz, sim €Ny, n€Z.  (3.23)
0 0

Demostracion. Como antes, usamos induccién. Empezamos demostrando (3.23) para m = 0.

Aplicamos dos veces la igualdad (3.22) para obtener

" (g ) = ¢RI (gx) fga) = PTVTOTVRRIL L () f (=),

para toda n € Z y x > 0. Integrando los términos de la igualdad anterior obtenemos por un
lado que

| ens@ppt)de = 022 [, @) (o)
0 0

para toda n € Z, y por el otro que

/ o1 (2) f ()de = gPr=(rs0?/2 / f(x)dz,
0 0

para toda n € Z.

Suponemos que (3.23) es vélido para alguna m € Ny y para toda n € Z. Si se integran
ambos lados de la ecuacién (3.20), se obtiene

/O b 2™y () f (2)dw = /0 h 2L (2) f (o) da + pg 12 /0 ~ oL (2) f ().
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Despejamos y aplicamos la hipétesis de induccién para concluir

/ "L (2) f(2)dr = q'B(HHm)(n+1+m)2/2(pq5§Q>m/ f(z)dx
0 0

% [1 - qﬁ(n+1+m)+(n+1+m)2/275(n+m)f(n+m)2/2fnfl/2p:|

= P D2 (g ), (1= pgg™) / fla)da.
0

]

Dada una funcién f que cumple la ecuacién funcional (3.21), si ponemos n = 0 en el
Teorema 3.9, obtenemos el m-ésimo momento de f, con m € Nj.

Corolario 3.10. Sean g € (0,1), p >0y f € LY(R,) que satisface la ecuacion funcional (3.21),
entonces

su(f) = qﬁn"2/2(pq5;q)n/ f(x)dz, para toda n € Nj.
0

Observamos que, dadas p > 0y ¢ € (0,1), se cumple (—pql/%*l; q)oo > 0 al ser positivos
todos los factores del producto infinito.

Corolario 3.11. Sean q € (0,1),p > 0y f € LY(R,) que satisface la ecuacion funcional (3.21),

entonces - f() -
x
dr = (pq®;q / f(z)dz. 3.24
/0 (=pg' Pzt q)o (va’:9).. 0 ) (324
Demostracion. Por la igualdad (3.23) con m € Ny n = —m se tiene

/OOO 2", () f(7)dx = (pqﬁ;q)m/ooo F(a)d.

Ademds, es posible acotar las funciones ™1I1_,,(x) como sigue
m _ o j—1/2 —1\~1
0<zx H_m(:v)—H(1+pq x ) < 1 para todam € Ny z > 0.
j=1

Por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue se obtiene el resultado:

= f(x) v = = m Flx m_l JH+1/2,-1 -1 "
/O ( d /0 lim f(z) [T (14 pg ) d

o0

= lim ™, (z) f(x)dx

= lim (pqﬂ;q)m/ f(a)dx
m—0o0 0

= (pd’;q) /OOO fx)dz,
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]

Con la finalidad de ilustrar el Corolario 3.11, proponemos una funcién muy parecida a la
que aparece en la igualdad (3.19).

Consideremos f € R, ¢ € (0,1), p > 0, tal que (pqﬁ;q)oo # 0 y v integrable en (0,1),

con periodo 1. Un sencillo célculo muestra que la funcién z? (—pql/%_l; q)OO do (7)Y (log, ),

0? = —Ing, satisface la ecuacién funcional (3.21). Entonces gracias a las igualdades (3.19) y

(3.24) se obtiene

/0 8 (cp et ) _ do(a)d(log, )dz = (pq;q / " d, (2)log, 7)da

—B2/2 1
= o0 /@/)x— ( U)dw(325)

Un caso particular de (3.25) es el siguiente
q—52/2

(Pd”; q) (3.26)

/ o (—pg' P q)  do(x)de =
0

Para cerrar la seccion damos la caracterizacion de una coleccion de soluciones al Problema
de los Momentos de Stieltjes-Wigert. El siguiente resultado es producto de una observacion
hecha por Chihara y Christiansen (ver [18, 19, 21]).

Teorema 3.12. Sean f € R, ¢ € (0,1), p > 0, tal que (pqﬁ;q)oo #0y f e LY(Ry). Entonces
[ satisface la ecuacion funcional (3.21) y se cumple

/ T fyd _ a7 (3.27
0 (= T P 27)

si y solo si existe una funcion ¢ con periodo 1, integrable en (0, 1), tal que

f(@) =2 (=pq" P27 q) _ do(2){1 + @(B + log, x)}, y (3.28)

/0 ' o(2)6 (x %) d =0, (3.29)

donde 0* = —Inq. En cualquier caso, s,(f) = q‘<n+5)2/2 (pqﬁ; q)n (pqﬁ; q) ;01 para toda n € Ny.

Demostracion. Por el Corolario 3.10 obtenemos

2 = 2 ﬁy n
sulf) = a2 (pg’; q)n/ fla)de = ¢~ 12 (P4”3 @)n.
0

) para toda n € Nj.
) o'¢)
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Para hacer menos pesado el camino, definimos la siguiente funcién positiva
g(x) = 2’ (=pg' Pz~ q)  do(x), > 0.

Dado que f y g satisfacen la ecuacién funcional (3.21), la siguiente funcién

U(x) = (f/9) (")

tiene periodo 1, por lo tanto

flx) =2 (=pg"?x71q) _ do(x)(log, ). (3.30)

Sustituimos en (3.25) para obtener

/OOO fla)ds = pq_BQq/2 / vl=4h ( : )dl“

e igualamos con (3.27) para concluir que ¢(z) = —1 4+ ¥(x — ) es una funcién integrable en
(0,1) con periodo 1 que satisface (3.28) y (3.29).

Hacemos la segunda parte de la demostracion. Si f puede ser escrita como en (3.28), entonces
es claro que satisface la ecuacién (3.21). Haciendo un célculo parecido al que se hizo en (3.25)

se obtiene
q62/2
/ f(z)de = ————— /{1+g0 }9( )da:
pq q

y ocupando (3.7) y (3.29), se concluye (3.27). O

3.3. Soluciones no Periodicas

En las secciones anteriores presentamos un par de caracterizaciones de funciones que satis-
facen cierta ecuacién funcional y mostramos que son soluciones a problemas de momentos
indeterminados. Sin embargo, éstas no son las unicas. A través de algunos resultados que
aqui mostramos, exhibimos algunas soluciones a los respectivos problemas de momentos que
no satisfacen las ecuaciones funcionales estudiadas.

Para el caso del Problema de la Densidad Log-Normal, ocupamos el siguiente resultado.
Proposicién 3.13. 9i 8 € R y h € LY(R), entonces la funcion g(z) = z°d,(x)h(B + log,z)

satisface s,(g) = g~ "B/2 para todan € Z si y sélo si

1
/K (x, —2) h(z —n)dz =1, para toda n € Z. (3.31)
R 20
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Demostracion. Usando (3.17), (3.18) y haciendo el cambio de variable y = n + 3 + log, 7, es
facil ver que:

e (log, (¢"tPx))?/2
_ (n+8)—(n+p)%/2 [ L * h(B
S = -+ 10 s dl‘

o 00 qy2/2a
o o0 1
= ¢ +6)2/2/ K (y7 —202) h(y —n)dy,

—00

para toda n € Z. O

Recordamos la transformada de Fourier (ver [63, Capitulo 9]) y algunas de sus propiedades.

Definicién 3.14. Dada una funcion f € LY(R), su transformada de Fourier estd dada como
stgue

1 > —iT
(@©1)(6) = 7 / " fwe

El producto interior de dos funciones f, g € £L2(R) estd dado por

1 <
(f.9) = E/w fgdz. (3.32)

La férmula de Parseval nos dice que para funciones f,g € £*(R) N LY(R), se da la siguiente
igualdad

(f,9) =(2f 2g). (3.33)

Lo anterior nos permite extender la transformada de Fourier como un isomorfismo isométrico
en £2(R). También ocupamos los operadores traslacién y sus transformadas de Fourier.

Definicién 3.15. Sea x € R. Para cada f € LY(R), escribimos el operador traslacién (con
respecto de x) como sigue

(r2f)y) = fly—x), y e R.

Si tomamos x € Ry f € L!(R), entonces tenemos

®(7.f)(€) = "(Pf)(8). (3.34)

Por tltimo enunciamos una propiedad importante del Nicleo de Gauss (ver [13, paginas 33,59]).
Dadas x € Ry t > 0, tenemos

e—m2/4t 1 R
K(z,t) = T ﬁ@ e ) (z), (3.35)
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donde ®~! es la transformada de Fourier inversa respecto a la variable .

Estamos listos para el primer resultado importante de la seccién, el cudl sera util para
construir funciones que son solucién al Problema de la Densidad Log-Normal, pero que no
satisfacen la ecuacion funcional (3.2).

Teorema 3.16. Sean f € R y F € L2(R). La funcién g(z) = 2Pd,(x) {1+ F(8+log,z)}
satisface sy(g) = ¢~ "P’/2 para toda n € Z si y sélo si

> K (&+2nm,0°/2) (BF) (& + 2nm) =0 cd.s. £ €R. (3.36)

nel

Demostracion. Aplicando (3.33), (3.34) y (3.35), definimos los términos de una sucesion {a, }nez
como sigue:

o 1
a, = /OOK(x,@) F(x +n)dx

m / (16 /C) (2) (r_, F) ()

o—€2/(20%) —ing
m / (BF)()eede

—in& —(&+27m)? /(202)
= — e e OF) (& + 2mm) p dE, para toda n € Z.
o /0 { § (PF) (& )} & p

mEZ

A partir de la Proposicién 3.13 y de (3.7), tenemos que se cumple s, (g) = g~ (A2 gi v sélo si
a, = 0 para toda n € Z. Concluimos al notar que a, es un multiplo del coeficiente de Fourier
de la funcién 27-periédica en (3.36). O

Observamos que si g satisface (3.2), entonces por el Teorema 3.6 F' es una funcién 1-periddica
en L%(R), y por lo tanto F' = 0 c.d.s. en R. Asi, si no se cumple F = 0 c.d.s. en R, g es una
solucion para el Problema de la Densidad Log-Normal que no satisface la ecuacion funcional
(3.2).

Si tomamos v € £L?(R) con soporte compacto y tal que

> (e +2nm) =0, cd.s. £ €R, (3.37)

neL

entonces la funcién F' € £?(R) dada por

CF() =7/K(,0%/2),
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satisface (3.36). Por ejemplo, si consideramos ¢ € C*°(R) tal que el soporte de ¢ esté contenido
en [0,2r], entonces v(&§) = ¢(&§) — p(§ — 2m) cumple (3.37), y la funcién correspondiente F’
decrece rapidamente. Otro ejemplo interesante que consideramos es la funcion

2?d,(z) {1 + (A + cos(27(B + log, x))) cos(arlog, 3:)} ,

que tiene sucesién de momentos {g~**#)°/2}2° = ain cuando no satisface la ecuacién funcional
(3.2), donde o € R\ 27Z, y

A= —6020‘2/2/ K(x,07%/2) cos(2nz) cos(ax)da.
Si el lector desea ver més ejemplos, puede consultar [49].

Para analizar el caso de Stieltjes-Wigert, necesitamos el Teorema de la Convergencia Mono-
tona y una identidad (ver [26, pagina 236]) relacionada con los paréntesis con los trabajamos en

la Seccién 3.2.,
k=0

Teorema 3.17. Sean B € R, g € (0,1), p >0 y h € LY(R) una funcion que satisface

/_OO K (33 Ti?) h(z +n)dx = 0, (3.39)

[e.e]

S(8)5
o) = (—2;¢), para toda z € Cy q € (0,1). (3.38)
k

para toda n € Z. Entonces la funcion f(z) = 2(—pg"?z7"; q)oedo(x) {1+ h(B +log,z)} es
una solucion al Problema de los Momentos de Stieltjes- Wigert.

Demostracion. Procediendo como en (3.19), podemos reescribir la igualdad (3.39) como sigue

/ 2P d, (2)h(B + log, x)dx = 0,
0

para toda n € Z. Entonces usamos (3.38), el Teorema de la Convergencia Mondtona y el hecho
de que 2" 7 (—pg'?z1; q) ds(x) € L'(Ry), para toda n € Ny, para obtener

0 qk2/2pk 0
Z / a8 d (x)h(B + log, x)dx
— (¢ a)k Jo

= / 2" d, (2)(—pg'*z 7" @)oo h(B + log, ) da
0
— 0,
para toda n € Ny. De (3.25) y del Teorema 3.12, se concluye el resultado. O
Si h € L'(R) es una funcién no nula que satisface (3.39), entonces por el Teorema 3.12 se

sigue que f no satisface la ecuacién funcional (3.21). Para ver algunos ejemplos de funciones que
satisfacen la igualdad (3.39) el lector puede consultar [50].



Capitulo 4

El Criterio de Krein-Lin

En este capitulo estudiamos por primera vez el Problema de los Momentos sobre el eje real.
El Teorema de Krein y el Teorema de Lin nos proporcionan condiciones suficientes para que una
funcién f sea indeterminada y determinada respectivamente. La demostracion que dio Akhiezer
en [1] del Teorema de Krein, que ya habia sido estudiado anteriormente, fue simplificada por
Lin (ver [46]) en 1997.

Nos apoyamos también en la Condicién de Carleman (ver [14], [64, pdgina 19]) para la
demostracién del Teorema de Lin, y ocupamos el espacio de Hardy H'(R%) para dar una de-
mostracién corta del Teorema de Krein (ver [41]). Las Secciones 4.1 y 4.2 estan basadas en lo
escrito por Lin en [46], y la Seccién 4.3 en el articulo On the moment problem ([31]) de Gut, el
cudl se escribio a partir del trabajo de Lin ([46]) y de una publicacién reciente de Stoyanov ([68]).
El trabajo de Gut esta ligado a la Teoria de las funciones de variacion regular y al conjunto
introducido por Bondesson de densidades de probabilidad que son hiperbdlica y completamente
mondtonas en [12]. Aqui trabajamos con variables aleatorias en espacios de probabilidad y ex-
hibimos algunos ejemplos que se dan en el trabajo de Gut para ilustrar el criterio de Krein-Lin.

Krein nacié el 3 de abril de 1907 en Kiev y fue una de las figuras mas grandes de la escuela
soviética de Andlisis Funcional. Sus trabajos mas destacados estéan relacionados con el Problema
de los Momentos, Anélisis Clasico, Teoria de Representacién y Teoria de los Operadores (esto
ultimo ligado con problemas en Ciencias Fisico-Matematicas).

4.1. El Teorema de Krein

Como el titulo indica, la finalidad de esta seccién es mostrar el criterio que establece Krein
en su teorema y la demostracion de éste. Para ello, introducimos el espacio de Hardy.

33
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Definicién 4.1. El espacio de Hardy H'(R?) estd dado como sigue:

sup/oo |f(z + dy)|dx < oo}.

y>0 J -0

H(R2) - {f;Ri .
Si f € H'(R?%), entonces existe el limite no tangencial de f dado por

flz) = h'n% f(z+iy) cd.s. z € R.
Yy—

Los siguientes resultados son fundamentales en la Teorfa del Espacio de Hardy H'(Rj) (ver
25, paginas 62-66]).

Lema 4.2. Sea h € L'(R) que satisface h > 0 en R. Entonces existe g € H'(RY) tal que |[g| = h

c.d.s. en R siy solo si
* In(h(z))
) ) 4.1
/ [+ .2 dr < oo (4.1)

—00

Lema 4.3. Sea g € H'(R?). Entonces

/ g(x)e"dx = 0 para toda t > 0. (4.2)

o0

A continuacién reproducimos la demostracion corta del Teorema de Krein.

Teorema 4.4. Sea f : R — R, una funcion con sucesion de momentos finita que satisface
ademds (4.1). Entonces f es indeterminada.

Demostracién. El Lema 4.2 asegura que existe una funcién g € H*(R2) tal que [g] = f c.d.s.
en R y por el Lema 4.3 la funcién g cumple (4.2). Por hipétesis, para toda n € Ny, s,(f) < oc.
Asi que podemos derivar n veces la ecuacién (4.2) con respecto de ¢, para obtener

/OO (iz)"g(x)e" dx = 0, para toda n € Ny.
En particular, tomando ¢ = 0,
@)= | a"Glo)ds =0
para toda n € Ny, por lo tanto
/OO z"Re(g(z))de =0 = /00 z"Im(g(x))dx,

para toda n € Ny. Dado que [g(z)] > 0 c.d.s. en R, entonces Re(q) e Im(g) no pueden ser ambas
nulas. Supongamos que Re(g) no es nula, entonces f + Re(g) > f — |g| = 0 c.d.s. en R, con lo
que se concluye que f =+ Re(g) es una funcién no negativa distinta a f con sucesién de momentos
igual a la de f. O
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En [46], Lin prueba su método con un ejemplo que estudié Berg en [9]: la variable aleatoria
con distribucion normal, cuyas potencias impares son indeterminadas. Lin hace notar que dicho
resultado es una consecuencia inmediata del Teorema de Krein.

Es importante notar que el Teorema 4.4 sélo presenta una condicién suficiente. De hecho
se pueden encontrar ejemplos de funciones indeterminadas que no satisfacen (4.1) (ver [58]).

En [58] Pedersen demostré en 1998 una generalizacién del Criterio de Krein. Ademds dio
un resultado similar al Criterio de Krein para medidas discretas (i.e. que tienen soporte en un
conjunto a lo méas numerable) con sucesiéon de momentos finita.

Figura 4.1: Mark Grigorevich Krein

4.2. El Teorema de Lin

Bajo hipétesis adicionales, Lin muestra que la divergencia de la integral en (4.1) es suficiente
para asegurar que una funciéon con sucesion de momentos finita es determinada.

Enunciamos un resultado muy importante para el Problema de los Momentos de Hamburger
y que utilizaremos en la demostracién del Teorema de Lin: la Condicién de Carleman (ver
(14, 64]).
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Proposicién 4.5. Sea {s,}5°, una sucesion de nimeros reales positivos tal que

o0

1
=0
2n/
n—0 vV S2n

Entonces el problema de momentos relacionado es determinado.

(4.3)

Se puede dar un criterio similar para el Problema de los Momentos de Stieltjes; sélamente
es necesario cambiar sg, por s, en la igualdad anterior.

En On the moment problems ([46]), Lin muestra que el siguiente teorema es un caso especial
que utiliza la Condicién de Carleman.

Figura 4.2: Taje Branquias Torsten Carleman

Teorema 4.6. Sea f : R — R, wuna funcion par, diferenciable y con sucesion de momentos
finita. Supongamos que existe xy > 0 tal que f es decreciente en [xg,00), g(z) = —x f'(z)/f(z)
es creciente en [xg,00),
lim f(z) =0, lim g(x)=o00,y
T—00

[,
_ 14 a2 ’

o0

Entonces f es determinada.

Demostracion. Para cada n € N definimos a la funcién f, : Ry — R, como f,(z) = 22" f(z).
Observamos que la derivada de f estd dada por f/(z) = 2?7 f(z)[2n — g(z)]. De la hipétesis
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sobre g se sigue que f, es estrictamente decreciente para x suficientemente grande. Dado que f,
es continua sobre cualquier subconjunto compacto de R, se tiene que f,, alcanza su valor maximo
global en x,, > 0. Claramente g(z,) = 2n y la sucesion {z, }°°, es estrictamente creciente, ya
que g es creciente y
g(wy,) —m<ntl= g(l‘n—f—l)'
2 2

Dado que g es creciente a infinito, se sigue que la sucesién {z,}>2; no es acotada. Por lo tanto,
existe N € N tal que zy > x¢ y f(z) < 1siz > ay.

Usando el hecho de que f alcanza su valor maximo en [0, zy]| y que

> fn x n oe dx

acotamos los momentos pares de f:

Soulf) = 2 /m 2 f (2)da

[
|

dx+/ %dm]

c’ 1
< 2=y (—) Fla)| e
= C(xp1)™ ", (4.4)
sin> N — 1, donde C" = max{f(z)|x [0 xN]} Usamos integracién por partes para obtener
[, (@[ [, )
N 1+ x . N x x o
_ / g(f) J
TN x
<y / am
a m=N v Tm—1 v’
. 1 1
S
Tm—1 T
m=N
1
< (2N +2) —. (4.5)
m=N Lm
Y asi se puede asegurar la divergencia de la serie
— 1
Y — =0 (4.6)
p=m TP

Usamos (4.4), (4.6) y la Condicién de Carleman para concluir. O
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En la siguiente seccién mostramos los criterios correspondientes al intervalo (0, 00) junto
con algunos ejemplos.

Gut ([31]), Lin ([47]) y Stoyanov ([68]) han trabajado con el Criterio de Krein-Lin para
mostrar que algunas funciones de densidad de variables aleatorias positivas son (in)determinadas.

4.3. Aplicaciones

Nos apoyamos en el articulo de Allan Gut On the Moment Problem ([31]) para escribir esta
seccién. Aqui se presentan algunas aplicaciones conocidas del Criterio de Krein-Lin.

El siguiente resultado es un corolario del Teorema de Krein, y es demostrado por Slud en
[65]. Las hipdtesis son parecidas, pero ahora el soporte de la funcién es R,

Corolario 4.7. Sea f: R, — R, una funcion con sucesion de momentos finita, que cumpla

/00 —Mdas < 00. (4.7)

1+ a2

Entonces f es indeterminada.

Demostracidén. Se define g : R — R, dada por g(z) = |x|f(2?). Asi se tiene que s9,(9) = s,(f),
y que So,+1(g9) = 0 para toda n € Ny, lo cual implica que si f es determinada, también lo es g.
Dado que [p Inz/(1+2%)dx = 0, se sigue que

/ > —In(g(x))

322 dr < o0,
x

o0

y la conclusion se sigue del Teorema de Krein. O]

Corolario 4.8. Sea f : R, — Ry, una funcion diferenciable y con sucesion de momentos
finita. Supongamos que existe xo > 0 tal que f es decreciente en [xg,00), g(x) = —xf'(x)/f(z)
es creciente en [xg,00),

lim f(z) =0, lim g(x)=o00,y

T—r00 T—00

[,

1+ 22

Entonces f es determinada.

Los ejemplos que damos a conocer estan relacionados con el estudio de potencias de variables
aleatorias.
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Definicién 4.9. Sea (2,2, P) un espacio de probabilidad. Decimos que la funcion X :  — R
es una variable aleatoria (en Q) si

{w e QX (w) <r} e X para toda r € R.
Dada una variable aleatoria X, definimos su funcion de distribucion como sigue
Fx(z) =P({w € QX(w) <z}) =P(X <uz).

Decimos que la variable aleatoria X es absolutamente continua si F'x es absolutamente continua.
Ademds la funcion de densidad f de X, es por definicion la derivada de Lebesque-Radon-Nikodym
de Fx, es decir

dFx = fdx.

En adelante, trabajamos sélamente con variables aleatorias positivas y absolutamente con-
tinuas, es decir, aquellas que tienen por contradominio a R.

Ya teniendo a la mano estos nuevos conceptos, retomamos lo visto en los Teoremas de Krein
y Lin para introducir clases de variables aleatorias.

Definicién 4.10. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua. Decimos que X € L si
tiene una funcion de densidad f que es positiva, diferenciable y que cumple con las hipotesis del
Corolario 4.8.

Definicién 4.11. Sea X wuna variable aleatoria absolutamente continua. Decimos que X € IC.

(X € K4), si su funcion de densidad f es positiva y (no) cumple (4.7).

Cambiamos la notacién en funcion de las variables aleatorias. Es bien conocida la siguiente
igualdad

sn(X) = / X"dP = / 2" f(x)dx, para toda n € Ny,
Q 0
donde f es la funcién de densidad de X.
Asi, reformulamos los Teoremas de Krein-Lin:

Proposicién 4.12. Sea X una variable aleatoria con sucesion de momentos finita. Entonces:

1. Si X € K., entonces X es indeterminada.
2. 851X € LNK,, entonces X es determinada.
Dada r > 0, podemos hablar de la r-ésima potencia X" de una variable aleatoria positiva

X. En los siguientes lemas, aparecen condiciones para que la potencia de una variable aleatoria
)
pertenezca a las clases mencionadas.
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Dado que la funcién de distribucion de X" esta dada por

i/
Fye(z) = P(X" < 2) = P(X < 2'/7) = / (),
0
por el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue se tiene
rdFx-(x) = /"7 f (2" d.

Lema 4.13. Sea r > 0 y X una variable aleatoria con densidad f. Si X € L, entonces X" € L.

Demostracion. Haciendo un sencillo célculo, se puede ver que

1/r—1 1/r\\/ 1
el )1
xl/r 1f(l.1/7°) r

de donde se sigue el resultado. O]

Lema 4.14. Sea X una variable aleatoria y r > 0. Entonces X" € Kq si y solo si

[e'e) r—1 2
/ e f@d)
0 1 +ZE2T

Demostracion. Sustituyendo la funcién de densidad de X" en (4.7) obtenemos que

/oo _1n<,r,—1x2/r—2f(x2/r>>
0

1+ 22 -

Separamos esta integral usando las propiedades del logaritmo y hacemos el cambio de variable

y = x'/7 para concluir:
/oo _ln(rflx2/rf2f($2/r)) g /oo _ln(r71$2/r72) i + /oo _111 f($2/T) "
0 1+ 22 0 1+ 22 0 1+ 22
wlnr * ¢y n f(y?)
- Y iy
> /0 Ty Y

[]

Mostramos a continuacién algunos ejemplos de funciones de densidad a las cuales aplicamos
los criterios que se estudiaron a lo largo de este capitulo.

1. La densidad log-normal.

Ya hemos trabajado anteriormente con esta funcién y sabemos que tiene sucesién de mo-
mentos finita, y que es una funcién indeterminada. Stoyanov (ver [68]) demuestra que X"
es indeterminada ocupando el hecho de que X" € K. para toda r > 0. Sin embargo, es
conveniente mencionar que X" € £ para toda r > 0, ya que X € L.
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2. La funcién gaussiana inversa generalizada.

Dados f € Ry by,by > 0, definimos

f(z) = CaP~te~Matb2/2) donde z > 0.

El caso f = —1/2 de esta funcién fue estudiado por Stoyanov (ver [72, 73]). Una vez mds
podemos afirmar que X" € L para toda r > 0, y se tiene que X" € K, si y solo si

/°° (1= B)Inz + bya® + by/x?)
0

2 dr < oo,
x'f’

que sucede solo si r > 2. Concluimos entonces que una condicién necesaria y suficiente
para que X" sea determinada es que r < 2.

3. La funcién gamma generalizada.

Dados «, 8, > 0, definimos

f(z) = CzP~te=*"/7 donde z > 0.

Se puede verificar que X" € L, para toda r > 0. Analizando la integral de Krein, obtenemos

que X € K. siy sélo si
00 xT—le(X
/ S-dr < 00,
o 1+

de donde podemos concluir que X" es determinada si y solo si r < 2a.

El lector puede consultar [12, 72, 73] si desea conocer més acerca de los ejemplos aqui vistos
y de algunas de sus propiedades.
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Capitulo 5

Los Teoremas de Hamburger, Stieltjes
y Nevanlinna

En este capitulo se estudian sucesiones de momentos de medidas generales. Hablamos del
trabajo hecho por Nevanlinna en 1922, el cual consiste en parametrizar el conjunto de las solu-
ciones a un problema de momentos indeterminado, usando la Teoria de las Funciones Holomorfas
en el semiplano superior.

En este trabajo también contribuye M. Riesz, quién da una bella caracterizacién para algu-
nas medidas solucion. Esto se puede encontrar en Sur le probléme des moments et le théoreme
de Parseval correspondant ([62]).

Hamburger trabajo en el Problema de los Momentos y lo usé como herramienta para el
estudio de las fracciones continuas. En su trabajo [32], Hamburger da una versién més fuerte que
el resultado de su colega Perron (ver Seccién 1.1) y lo extiende a sucesiones {s, }22 ;. Hamburger
aplica el método de eleccion de Grommer a las fracciones continuas correspondientes f(z). Con
esto obtuvo una subsucesién formada por elementos f,, (2) que cumplian

fo, (2) = / dgoiu% cuando v tiende a oo.
_ u

/ Z u"dep(u),

existen para toda n € Ny y cada una de ellas es igual a s,.

oo

Entonces afirmé que las integrales

A partir de eso es que naci6 el Problema de los Momentos de Hamburger. En 1920 se publica
la primera parte de su gran trabajo Uber eine Erweiterung des Stieltjesschen Momentproblems
([33]), donde trabaja profunda y extensivamente el Problema de los Momentos.
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Hamburger naci6 en Berlin el 5 de agosto de 1889, y comenz6 a trabajar en la Universidad de
esta misma ciudad en 1921. En 1925 se trasladé a la Universidad de Colonia. Cuando comienzd la
Segunda Guerra Mundial, abandoné el pais y ejercié en la Universidad de Southampton en el
ano de 1941. En 1947, se movié a Turquia para trabajar ahora en la Universidad de Ankara.
Retorné a Colonia en 1953, donde murié 3 anos mas tarde.

Nevanlinna fue un matematico finlandés. Para Nevanlinna, el ano 1922 resulté muy impor-
tante para su vida como matematico. Trabajando con funciones analiticas, cred una nueva rama
de la Matematica que hoy se conoce como la Teoria de Nevanlinna. Fue también en 1922 cuando
comenzo6 a trabajar en la Universidad de Helsinki. Nevanlinna se caracterizé por mostrar gran
interés en la cultura y en la politica.

5.1. Los Teoremas de Hamburger y Stieltjes

Para la demostracion del primer teorema, trabajamos con un nuevo concepto: la transfor-
mada de Stieltjes. Los detalles se omiten y se recomienda al lector consultar [77, Capitulos XIII,
XIV] en caso de que le interese conocer mas a fondo este tema.

Definicién 5.1. Sea F': R — R una funcion no decreciente, acotada, que satisface
lim F(z) — F(—x) = 1.
T—r 00
La transformada de Stieltjes de F' es la funcion analitica definida en el semiplano superior dada

pOT’
G- | dFw) (5.1)

oo B U

El siguiente resultado aparece en el trabajo de Hamburger Uber eine Erweiterung des Stielt-
jesschen Momentenproblems ([33]). En éste se determina una condicién necesaria y suficiente
para la existencia de una solucién para un problema de momentos sobre el eje real.

Teorema 5.2. Sea {s,} -, C R una sucesion y F' como en la definicion anterior. La transfor-
mada de Stieltjes f de F' satisface

lim (iy)" (f(zy) — ZT: on1 ) =0, para toda r € N, (5.2)

Y00 (iy)"

si y solo si F' es solucion al problema de momentos relacionado con {s,}, .

n=1

Demostracion. La primera parte se hace por inducciéon sobre los niimeros pares no negativos.

Por hipotesis se tiene
o

dF (u).

) Wy
Ssp = lim -
y—oo J_ 1Y — U
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Ocupando el hecho de que sy € R y el Teorema de la Convergencia Mondétona obtenemos

o < dF(u) o, o uy
o = ) T ) et
= lim ()

yoo | oo 14 (u/y)?
- / dF.

Suponemos que se cumple el resultado para 2k con k € Ny. Haciendo uso de la linealidad
de la integral y de la hipdtesis de induccién, podemos reescribir a f como sigue

2k+1 oo, 2k+1

* dF(u) Sp_1 1 U
f(z):/ Z_UZZ on +Z2k+1/ooz_udF(u)‘

- n=1

Introducimos la siguiente funciéon holomorfa definida en el semiplano superior

_ L2k+1 _QkH Sn—1) _ 0wttt
folz) = 2 fz) =) 7 dF(u). (5.3)

ZTL

n=1

Ocupando (5.2) y (5.3) se obtiene

Tim (iy)" <fo(iy) e ) =0, (5.4)

n=1

para toda r € N. Haciendo r = 1 en (5.4) obtenemos

Sop41 = ?}ifgoiyfo(’iy)
o 2ht1 o 2kt
= lm [ —% dFu)—ilim [ L _dF(u)
y—oo J_ o 14 (u/y)? y—oo | u? + 12
= / uFLdF.

De donde se sigue que el resultado es vélido para 2k + 1. Poniendo r = 2 en (5.4) obtenemos
Sorvz = lm iy (i fo(iy) — sors1)
y—r00

= lim —yzfo(z'y)
Yy—r00

') u2k+2 o0 y3u2k+1
— dm [ —Y _dFw) +ilm [ LY
y—oo J_ o 1+ (u/y)? y—oo | u?+y?

— /OO U2k+2dF.

dF(u)
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Ahora mostramos que (5.2) es también una condicién suficiente. Ocupamos nuevamente la
linealidad de las integrales para obtener

fz) = /_OO iF_(Z) = Z SZ;I +/: #r_u)dF(u).

o0 n=1

De la igualdad anterior se tiene

(i) <f (iy) =Y Z;—;)

n=1

00 T
F

_ _/_OO LHdF(u)—i/_oo I 4Fw),  (55)

oo U2+ Y? 0o U2+ Y?
para toda r € N. Dado que

o0 urJrl o0 u”
lim [ ———dF(u)=0, y lim Y
y—oo | o u? + y? y—oo | u?+y?

dF(u) =0,
se sigue el resultado. O]

Antes de ver los teoremas centrales de esta seccion, introducimos la matriz de Hankel.

Definicién 5.3. Sea {s,}32, C R una sucesion. Para r € Ny, la r-ésima matriz de Hankel
esta dada por

S0 S1 c. Sr

S1 S9 oo Sp
DT = (S""‘m)OSn,mgr =

Sr Sp41 .- Sor

A continuacién se muestran condiciones necesarias y suficientes para asegurar la existencia
de soluciones al Problema de los Momentos de Hamburger y de Stieltjes. En ambos casos se
demuestra sélamente una implicacién. El lector puede consultar [33, 66] y [77, Capitulo XVII]
para la parte restante.

Teorema 5.4. Sea {s,}>2, C R una sucesion. Entonces existe una funcién F : R — R
monotona creciente y acotada que cumple

para toda n € Ny, si y solo st

det(D,) > 0, para toda r € Ny. (5.6)
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Demostracion. Supongamos que F' es una solucién al problema de momentos correspondiente,
tenemos que

T

r o T r 00 r 2
Zan+munum :/ ZZunumx”+mdF :/ (Z unx"> dF > 0,

m=0 n=0 m=0 n=0

para todo vector no nulo (ui,...,u,) € R". Por lo tanto se cumple (5.6) para todo r € No.

Figura 5.1: Hans Ludwig Hamburger

Teorema 5.5. Sea {s,}°°, C R una sucesion. Entonces existe una funcion F : Ry — R
mondtona creciente y acotada que cumple

sn:/ x"dF,
0

para toda n € Ny, si y sélo si se cumple (5.6) y ademds

S1 S9 cee Spta
S9 S3 cee Spao

det ) . ) ) > 0, para toda r € Ny. (5.7)
Sr41 Sr42  -- S2r4d

Demostracion. La condicién (5.6) se demuestra como antes. Claramente

T

T 00 T 2
Z Z Sntma1 Unlym = / T (Z unx”> dF" >0,
n=0

m=0 n=0 0

para todo vector no nulo (uy,...,u,) € R", r € Ny. O
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Otro resultado dado por Hamburger se enuncia a continuacion (ver [33]).

Teorema 5.6. Sea {s,}°°, C R una sucesion y supongamos que el problema de momentos
relacionado tiene solucion, entonces el problema de momentos es determinado si y sélo si

tfm L SmanJosmnsr _
r—00 det(strn)ng,ngr

Hace poco, Berg, Chen e Ismail (ver [8]) demostraron que el problema de momentos rela-
cionado con {s,}>°  es determinado si y sélo si el valor propio més pequeno de la n-ésima matriz
de Hankel tiende a cero cuando n tiende a infinito.

5.2. La Parametrizacion de Nevanlinna

En esta seccién trabajamos con medidas i, el correspondiente espacio £2(u) := L2(R, L, 11)
dotado con el producto interior usual, donde £ representa a la complecién de los borelianos en

R.

Sea p una medida con s,(u1) < oo, para toda n € Ny. Se aplica el Teorema de Ortonor-
malizacion de Gram-Schmidt a la base candnica de los polinomios {1,z,2?%, ...} C £L*(u) para

obtener un conjunto de polinomios ortonormales {P,} ° . donde

so(p)  si(p) Sn(p)
1 1 si(p)  sa(p) St (p)
Ph=—, y P.(z)= det : : : ,n>1,
Vo Vdet(Dy-1)det(Dn) a0 50l6) e s

donde D,, representa a la n-ésima matriz de Hankel. Convenimos poner det(Dy) = so.

Definicién 5.7. Si u es una medida con sucesion de momentos finita, entonces los polinomios
de la sequnda clase {Qy},—, estdn dados por

Quw) = [~ DAL =D

[e%S) r—y

para toda n € Ny, x € R, donde P, representa al n-ésimo polinomio ortonormal.

Es claro que P, y @), son polinomios de grado n y n — 1 respectivamente. Las sucesiones
de polinomios ortonormales {P,},~, y la de polinomios de la segunda clase {Q,} -, son muy
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importantes en el estudio del Problema de los Momentos. Hamburger demostré que el problema
de momentos relacionado con {s,(x)} -, es indeterminado si y sélo si existe 2 € R que cumple

o0

((Pa(2))® + (Qn(2))?) < oo

n

Antes de describir la Parametrizacion de Nevanlinna, vemos una propiedad importante del
conjunto de medidas solucién. Dada {s,}»>, C R una sucesién, denotamos con V({s,}22,) al
conjunto de todas las medidas que son solucién al problema de momentos relacionado. Clara-
mente V({s,}52,) es un conjunto convexo. Observamos entonces que si el problema de momentos
relacionado es indeterminado, entonces V({s,}>2 ;) es infinito, ademés se le puede dotar de una
topologia compacta. El siguiente concepto también es importante en el trabajo de Nevanlinna.

Definicién 5.8. Decimos que ¢ : RZ — C estd en la clase de Pick (p € P) si es holomorfa
en R% y Im(p(2)) > 0, para toda = € R

Figura 5.2: Georg Alexander Pick

Es bien conocido que cualquier funciéon f en P se puede extender a una funciéon holomorfa
F en C\ R (basta poner F(z) = f(z) si z € R?). Nevanlinna (ver [54]) demostré el siguiente
resultado.
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Teorema 5.9. Si {s,}22, C R es tal que el problema de momentos relacionado es indetermi-
nado, entonces la formula
/ T dpg(u) _ Alz)e(z) — C(2)

- _ c R?
wu—z  B@ek) -D IS

establece un homeomorfismo entre P U {oo} y V({s,}52,), donde P hereda la topologia de la
convergencia normal (i.e. convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de C\R), y

Az) = 23 0u(0)Qu(2), C() = 1423 Po(0)Qu(2).

(e 9]

B(z) = —14+2Y Qu(0)Py(2), D(z) =2 ) _ Pu(0)Pu(2).

n=0

Para ver una demostracién, el lector puede consultar [1, Capitulo 3|. Observamos que en esta
caracterizacién las medidas estdan dadas implicitamente. Es necesario aplicar la transformacion
inversa de Stieltjes (férmula de Stieltjes-Perron) para poder obtener la medida buscada. De
aqui la importancia de los resultados que se presentan en el Capitulo 3: las soluciones se dan de
forma explicita.

Un caso particular de lo anterior son las funciones constantes. Si ¢(z) = ¢, para toda
z € R3, donde ¢ € RU {00}, entonces ju, es una medida discreta dada por

He = Z 0(33)517

Z‘EAC

donde A, es el conjunto de ceros de la funcién holomorfa ¢B—D (o B sic = 00), p: R — (0,1)
estd dada por
1
—— = B'(2)D(x) — B(z)D'(z),
() ()D(x) = B(x)D'(x)

para toda x € R, y §, es la medida de Dirac en el punto x.

También existe una parametrizacion analoga para un problema de momentos indetermi-
nado en R,. En The moment problem associated with the Stieltjes-Wigert polynomials ([21]),
Christiansen encuentra las funciones holomorfas A, B, C, D de la parametrizacion de Nevanlinna
para las soluciones al Problema de los Momentos de la Densidad Log-Normal.

Lo que mostramos a continuacion es una familia de medidas discretas que son soluciones al
Problema de los Momentos de la Log-Normal que se estudio en el Capitulo 3.

1 2
- = m_m /25 -
e k(c) ZC q cq™>

meZ
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donde ¢ € (0,1) y

Zcmm/2

meEZ

Es claro que estas medidas son solucion, pues

snlpe) = Zcm " /2

(m+n)?/2

= ¢

para toda n € Z. En 1998 Berg (ver [6]) utilizé integracién vectorial para obtener soluciones
absolutamente continuas al Problema de los Momentos de la Log-Normal a partir de la familia
{1tc}eer, y en ese mismo ano hallé una nueva familia de medidas discretas que también son
soluciones al Problema de los Momentos de la Densidad Log-Normal (ver [7]):

Z k?/2+k/2 (1 + 8( )k) 5qk+1/2, CNS [_17 1]’

M =
S C(W =

lo cual es una consecuencia de la identidad

Z(_l)qu2/2+k/2 — O

keZ

El nuevo método que desarroll Christiansen (ver [21]) en 2003, permite hallar otras medidas
discretas que son soluciones al Problema de los Momentos de la Densidad Log-Normal.

i

e = .
W

Figura 5.3: Rolf Nevanlinna
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Apéndice A
Analisis de Aproximacion

Para estudiar los siguientes temas se recomienda al lector consultar [4, paginas 169-172] .

A.1. Los Polinomios de Bernstein

Introducimos los Polinomios de Bernstein en la Seccién 2.1 y a continuacién mostramos
algunas de sus propiedades mas importantes. Sir € Ng y m = 0,...,r, entonces se cumplen:

1. Particién de la unidad.

r

Z By, (x) =1, para toda x € [0, 1]. (A1)

Demostracion.

2. No-negatividad.
By, (z) > 0, para toda x € [0, 1].

3. Simetria.
By, () = Br_m (1 — x), para toda = € [0, 1].

53
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4. Definiciéon recursiva.
Bpr(x) = (1 — 2)Bpyr-1(x) + Bp-1,-1(x), para toda x € [0,1],

donde convenimos B, 1, (z) =0 = B_y,.(z).

Demostracion.
(1 —2)Bpr-1(z) + xBp-1,-1(x) = (r B 1) z™(1—z)" "+ (T -1 )xm(l —x) "
m m—1
,
= (m ™1l —x)™ "
= Bn.(z)
]
Proposiciéon A.1. Seanr € Ny y m € {0,...,r}. Entonces para toda x € [0, 1],
1.
By (x) = 7:11 Bovi1rs1 (). (A2)
2.
(1 - 2)By(z) = %Bmm(m). (A.3)
3.

Demostracion. S6lo demostramos el tercer enunciado,

(;z) 713’””"(%) T (m:_ 1> 7le+1,r($) = ™1 — )" 4 g1 — g) D
"2y (1 - 2) + )

- (7’ - 1) B (o),
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A.2. Teorema de Aproximaciéon de Weierstrass

Lema A.2. Sea r € Ny. Entonces

1.
Z Byr(x)(m —rx) =0, para toda x € [0, 1].
m=0
2. .
Z B (z)(m —rz)? = rz(l —z) < % para toda x € [0, 1].

Teorema A.3 (Aproximacién de Weierstrass). Sea f : [0,1] — R wuna funcion continua.
Entonces eziste una sucesion de polinomios { P}, C R[z| tal que

lim P, = f,

r—00

donde la convergencia es uniforme en [0, 1].

Demostracion. Para cada r € N definimos P, € R[z] como sigue:

Z Bpr(x < > para toda x € [0, 1]. (A.5)

Como f es uniformemente continua en [0, 1], dado € > 0 existe 6 > 0 tal que | f(z)— f(y)| < &/2,
si |z —y| <0, z,y € [0,1]. Ademds sabemos que existe C' > 0 tal que |f(x)| < C, para toda
z € [0,1].

A partir de (A.1) y de (A.5) obtenemos

@)= Pia) = 3 Bslo) (10) - £ ().

para toda r € Ny z € [0, 1]. Por la desigualdad del triangulo tenemos

100~ B < 3 Buelo] ) - 1 (2)| (A6)

para toda r € N. Procedemos entonces a dividir la suma del lado derecho de (A.6),

> @ -£(2)] = X Buro (%)

|lx—m/r|<d

Y Bu@i@-r (7)) (A

lz—m/r|>6
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para toda r € N. Es evidente que el primer sumando de (A.7) cumple

> Bu@)|f@ -1 (%) <5 (A8)

r
lx—m/r|<d

Ocupamos el Lema A.2 para analizar el segundo sumando:

m
lz—m/r|>0 lz—m/r|>0
2C m 2
<5 X Bu@(e-T)
lz—m/r|>0
C
: A.
202r (4.9)
Basta tomar r € N suficientemente grande para que
C - €
202 2
O

A.3. Productos Infinitos

Para este tema nos apoyamos en [29, Capitulo §]

Definicién A.4. Sea {a;}52, C C. El producto infinito

H(l + aj)

oo
Jj=1
es convergente si

1. Solamente un nimero finito de a;’s es igual a —1.

2. Dada Ny > 0 tal que a; # —1 si j > Ny, entonces

N

existe y no es nulo
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Si [[52,(1 + a;) converge, entonces definimos su valor como

[1_0[(1 + &j)

Jj=1

jZNo-‘r].

Proposicién A.5. Sea {a;}32, C C, entonces se cumple

(o]
> lay| < o0,
j=1

sty solo st

[T+ 1)
j=1
converge.
Teorema A.6. Si el producto infinito

L1 +1aD)

J]=

o

—

converge, entonces también lo hace

8

(1+aj).

<.
Il
—

- lim IT 0 +ap.

57
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Apéndice B

Teoria de la Medida

Para la demostracién de los siguientes tres resultados, nos apoyamos en [3, Capitulos 4,5,8].

B.1. Teorema de la Convergencia Mond6tona

Teorema B.1 (Convergencia Mondtona). Sea {f,}r>, una sucesion creciente de funciones no
negativas e integrables sobre R tal que

lim f, = f,
n—oo
entonces
/ fdx = lim fnd:c (B.1)
n—oo
Demostracion. Es evidente que
lim fndx </ fdx. (B.2)
n—oo

Ahora vemos la otra desigualdad. Tomamos o € (0,1) y ¢ una funcién simple que satisfaga
0 < ¢ < f. Definimos una sucesién de conjuntos {A,}52 ,, como sigue

A, = {x e R|fu(z) > oup(x)} :

Entonces A,, C A1, paratodan € N,y

o (Ja
n=1

59
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Ahora observamos que

/An ap(r)dr < /An fo(z)dr < /_Z Ful)dw

Tomando el limite en la desigualdad tenemos

oz/C>O o(z)dr < lim b fulz)dx

n—o0
o0 —

Como lo anterior se cumple para toda a € (0, 1), se sigue que

/OO o(x)dx < lim h fo(x)dx

n—oo
o0 -

por lo tanto

/_Z flz)dz = il;}; {/_Z g0($)dat} < 11151010 _Z folz)dz. (B.3)

Corolario B.2. Sean F' : R — R una funcion mondtona creciente y {f,}5°, una sucesion
creciente de funciones no negativas e integrables sobre R tal que

lim f, = f,
n—oo
entonces

/ fdF = lim fndF (B.4)

n—oo

B.2. Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue

Lema B.3 (Fatou). Sea {f,}>, una sucesion creciente de funciones no negativas e integrables
sobre R. Entonces

/ liminf f,(z)dz < lim 1nf/ fn(z

n—oo n—o0
o0

Demostracion. Definimos a cada término de la sucesion {gn, }oo_; como sigue:

dm = inf {fm, fm+1, .. } .

Claramente g, < f,, sin > m, y asi

/°° Gm(x)dx < /OO fo(x)dr, sim <n.

—00
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Tomando el limite inferior tenemos

/ gm(z)dz < lim inf/ fn(z)dz, para toda m € N.

) n—o0

Como {g,m}_, es creciente y converge a liminf f,, obtenemos del Teorema de la Convergencia
Mondotona

0o MO0 m—oo [ n—00

/ liminf f,(z)dx = lim gm(2)dx < liminf / folx
[

Teorema B.4 (Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea {f,}>; una sucesion de funciones
integrables sobre R tal que

lim f, = f.
n—oo

Si existe g € LY(R), tal que | f,| < g, para toda n € N, entonces

n—oo [ _

/_OO f(z)dz = lim h fo(z)dx. (B.5)

Demostracion. Usamos el hecho de que g + f,, > 0, para toda n € N, y el Lema de Fatou para
obtener

/ Tt f@)de < lminf / T g+ fu()da

n—o0
[e.o] —00

= / g(@dm—i—h’minf/ fn(x)dx
oo n—oo J_

y tener asi

/_00 flz)dz < h;{r_l)golf /_OO fo(z)dx. (B.6)
Anélogamente, usamos que g — fj > 0, para toda n € Olil y el Lema de Fatou para obtener
h f(z)dz > limsup /00 fn(x)d. (B.7)
—c0 n—oo J_oo
O

B.3. Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym

Teorema B.5 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Sea p una medida absolutamente continua definida
en (los borelianos de) R. Entonces existe una funcion positiva f tal que

du = fdux.
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B.4. Teorema de Diferenciacion de Lebesgue

Una demostracién de lo siguiente puede ser hallada en [63, Capitulo 8].

Teorema B.6 (Diferenciacién de Lebesgue). Sea f una funcion integrable sobre R. Si F': R —
R se define por

F(z) = / " e,

entonces ' € NBV (R), F' es absolutamente continua y

Figura B.1: Henri Léon Lebesgue



Apéndice C

Analisis Funcional

C.1. Teorema de Extension de Hahn-Banach

La demostracién del siguiente resultado estd basada en [52, paginas 132-141]

Teorema C.1 (Extensién de Hahn-Banach). Sea X wun espacio vectorial normado sobre R y
S C X un subespacio propio. Si M es una funcional lineal definida en S y existe C' > 0 tal que

|M(z)| < C||z||, para toda x € S,
entonces existe una extension lineal M de M a todo X tal que

|]\7(x)| < C||zl||, para toda x € X.

Demostracion. Consideramos z € X'\ S fijo. Para cualesquiera x,y € S, tenemos M (z)—M (y) <
Cllz+ 2|+ Cll =z =ylly =Cll =z —yll = M(y) < Cllz + 2|| = M (). Asi,

o ZSHE{—CII —z—yl| = M(y)} < Cllz+ 2] = M(z),
ye

para toda x € S, lo que implica que
a < glclelg{C'Hx—l—zH — M(x)}.
Por lo tanto, existe » € R tal que
—C|| =z =yl = M(y) <r < Clly + z|| = M(y), para toda y € S. (C.1)

Definimos entonces el subespacio S, = {z +tz|z € Sy t € R}. Es claro que para w € S,, la
representacion w = x + tz es tnica, ya que z ¢ S. Introducimos la funcional h, definida en S,

dada por
h(w) = M (x) + tr.

63
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Es claro que h es lineal en S, por lo tanto es una extensién lineal de M a S,. Si ponemos y = x/t
en (C.1) y consideramos los casos t > 0y ¢t < 0, podemos ver que

|h(w)| < Cl|wl||, para toda w € S,.

Para concluir la demostracién usamos el Lema de Zorn. Sea P el conjunto de parejas ordenadas
(S’,h'), donde S C S" y h' es una extensién de M a S tal que |h(w)| < C||w||, para toda
w € S’. Ordenamos parcialmente el conjunto definiendo el orden < sobre P como sigue: (S’ h') <
(S",h")siysblosi 8" CS"y h'"lg =Hh.SiC={(Sa,ha)}aca C P es una cadena, es facil ver

que
(U S, H) :
acA

es una cota superior, donde H|s, = hq.

Por lo tanto P tiene un elemento maximal, digamos (Ss, Hy). Si suponemos que Sy, # X
entonces podemos extender (Su, Hs) de tal forma que (S, Hy) < (S5, H. ), contradiciendo
la maximalidad de (Se, Hs ). Entonces Sy, = X. Tomamos M = H,, para terminar. O

C.2. Teorema de Representacion de Riesz

Para ver una demostracién del resultado, el lector puede consultar [2, Capitulo 13]

Definicién C.2. Sea F : [0,1] — C. La variacion total de F' en [0, 1] estd dada por

n>1

V(£ [0,1]) = sup {Z |F () = F(%’l)\} ,

donde
290=0, 2, =1, yx;_1 <xj, para toda j =1,...,n.

Si una funcion F es tal que V(F,[0,1]) < 0o, decimos que F' es de variacion acotada en [0,1] y
escribimos F € BV[0,1].

Mas ain, decimos que F' es de variacion acotada normalizada en [0,1] (denotado por F €
NBV|0,1]), si € BV[0,1], F(0) =0 y F es continua por la izquierda.

Teorema C.3 (Represenntacion de Riesz). Sea M € (C10,1])". Eziste una tnica funcién F €
NBV|0,1], de tal forma que

M(f) = /01 f(z)dF, para toda f € C|0, 1],

y [|M]] = V(F, [0,1).
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C.3. Teorema de Gram-Schmidt

El lector interesado en ver una demostracién de lo siguiente, puede consultar [44].

Teorema C.4 (Gram-Schmidt). Sea X un espacio con producto interior < -, > y {v,}52, un
conjunto linealmente independiente en X. Si definimos

<vL, v > < Ugvp > ... < Up,Up >
<UL,V > < U, U > ... < Uy, Up >
Up, = ! det : : : 7
Vdet(D,,_1)det(D,)
<UL, Upot > < Vg Up_1 > ... < Up,Up_q >
U1 Vg Up,
donde
<wv,v > < vg,vp > ... < Up,U; >
<UL,V > < Ug,Ug > ... < Up,Up >

det(Dy) =1, y det(D,) = det

< VLU > <V Up > ... < Up,Up >

para toda n € N, entonces {u,}7>, es un conjunto ortonormal en X .
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