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Resumen

Planteamos que el problema de diferenciacion celular se puede abordar con
la premisa de que las células reciben del medio en el que se encuentran informa-
ciéon espacio-temporal que les permite cambiar la expresiéon de sus genes a través
de una interaccién entre campos fisicos macroscépicos y sus redes de regulacion
genéticas. La idea fundamental es que la red genética de cada célula interactie
con la dindmica de los campos macroscopicos durante la morfogénesis de tal ma-
nera que se rompa la simetria del espacio-tiempo para proveer de informacion
a la red genética y ésta haga que los genes se expresen de forma selectiva. Asi,
describimos un modelo de coevolucién entre dos sistemas fisicos que reaccionan
como agentes quimicos para describir el desarrollo temprano de las flores en
las plantas angiospermas usando a Arabidopsis thaliana como organismo mo-
delo. Ya que usando la informacion experimental de esta podemos describir los
patrones espaciales de los primordios y su evolucién temporal en forma separada.

Pensando que el lugar geométrico en donde estan las células antes de di-
ferenciarse es el disparador de la expresion genética en cada célula. Entonces,
tomamos la curvatura del espacio como el agente fisico que rompe la simetria
del lugar geométrico y la modelamos en términos de un campo-fase de curvatura
esponténea que hace una separacion de los lugares que ocupan los distintos pri-
mordios florales mediante una interfase difusiva. La descripciéon entre el lugar
geométrico y la separacion de fases se logra acoplando un campo que regula
la curvatura del espacio fisico donde conviven los primordios en el término de
curvatura espontanea del modelo de campo-fase. Para obtener la diferenciacion
celular espacial se generaron las reglas logicas de manera coevolutiva entre la
dinamica de los campos y la red de regulacion genética propuesta para Arabi-
dopsis thaliana. Posteriormente, se determiné el crecimiento celular como una
funcién matemaética para describir la diferenciacion celular en el espacio-tiempo.
Basados en los datos experimentales del crecimiento de los primordios de A. tha-
liana y en el escalamiento del dominio para ecuaciones hidrostaticas generamos
la dindmica de los campos y su acoplamiento con la red de regulacién genética.

Realizamos una simulacién numérica para describir el desarrollo temprano de
la flor en nuestro sistema modelo y los primeros resultados relevantes fueron la
obtencién de los primordios con la distribucién espacio-temporal tal como apa-
recen descritos en la literatura al igual que la predicciéon de todos los mutantes
del modelo ABC. Otros resultados encontrados por el modelo son la prediccion
de mutantes no encontrados aiin y la aparicién de un patrén espacio-temporal
equivalente a la formacion de primordios en la flor de la planta Lacandonia
schismatica, que es la tnica especie angiospermas dentro del cuarto millén de
especies reportada hasta ahora en la literatura que tiene los estambres rodeados
por carpelos .
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Como punto final, mostramos la robustez de nuestro modelo cambiando los
parametros y encontramos que la distribucion espacio-temporal de los 6rganos de
la flor no se modifica drasticamente, lo que sugiere que la esencia de los sistemas
biolégicos queda plasmada en él y proporciona una hipétesis plausible para el
intercambio de informacién espacio-temporal de las células indiferenciadas y su
medio a través de la curvatura para generar los patrones celulares en cualquier
sistema biologico y por tanto podemos decir que las ideas del desarrollo floral de
Arabidopsis thaliana descritas en esta tesis se pueden aplicar al desarrollo floral
de cualquier planta angiosperma.
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Capitulo 1

Introduccion

En las dltimas décadas la comunidad cientifica ha presenciado la unién de
varias disciplinas para el tratamiento de problemas de diversas indoles. La diné-
mica, la evolucién, la interaccién, la propagaciéon y la formacién de fendémenos
naturales han sido los objetos de estudio en esta unién interdisciplinaria donde
las ideas fisicas, matematicas, biologicas y sociales han convergido para plantear
una nueva visiéon de algin fenémeno. Entender la evoluciéon de los fenémenos
de forma espacial y temporal es uno de los objetivos de esta interdisciplina.
Generalmente, el estudio de estos sistemas se lleva acabo a partir de dindmicas
no-lineales donde la escala de tiempo entre la interaccién de los agentes que
producen el fenémeno y su dindmica son del mismo orden. Muchos de estos
sistemas entran en la clasificacion de los fenémenos que la comunidad cientifica
clasifica como “sistemas complejos”.

Un método relativamente reciente que nos ayuda a comprender el funciona-
miento de diversos sistemas complejos esta relacionado con el concepto mate-
matico de red [27, 18]. Este concepto, se basa en la descripcion general de un
sistema a través de nodos y enlaces que representan los estados e interacciones
entre las variables de estado del sistema. En general se pueden construir redes
con propiedades notablemente diferentes para la explicaciéon de un mismo fe-
némeno, por ello hay que ser criticos y claros al asociar una red a un sistema
complejo. Algunos sistemas bioldgicos que caen dentro de nuestra clasificaciéon
de sistemas complejos y que podemos intentar describir con ayuda de redes, son
aquellos donde se conoce su desarrollo molecular y donde se ha logrado la clasi-
ficacion de sus genes y la interaccién que tienen estos con las proteinas que hay
a su alrededor y las que ellos mismos codifican. En ese sentido, los genes y sus
productos forman distintos niveles de interacciéon que se pueden representar con
redes. En particular, la activacion o inhibicién de ciertos genes a través de fac-
tores de transcripcion que se relacionan con las proteinas que codifican, forman
una red que regula la expresion de genes y se le conoce como “red de regulaciéon
genética” o “GRN” por sus siglas en inglés “Gene Regulatory Network”.
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A pesar de la gran cantidad de procesos estudiados por la biologia molecular
en el desarrollo de los seres vivos, hay muy pocos procesos a los cuales se les
ha podido asociar una red de regulacién genética. En este sentido, abordar el
estudio de la interacciéon de una GRN y su dindmica se vuelve una tarea impor-
tante para la comprension del desarrollo de los seres vivos, pues esto se refleja
en su morfologia. En otras palabras, la dindmica que surge entre las variables
de estado lleva al sistema a puntos atractores que forman patrones morfoldgi-
cos [25]. La red de regulaciéon actia entonces con cada atractor mediante una
combinaciéon de estados de expresiéon genética que especifica un estado celular
en el espacio-tiempo y por tanto, los procesos por los que pasa un organismo
para obtener una morfologia usando el concepto de red nos ayuda a describir el
desarrollo del organismo a través de su morfogénesis.

La idea de plantear modelos matematicos para entender los sistemas biol6-
gicos fue probablemente influenciada por el descubrimiento de patrones mor-
fologicos en las estructuras vegetales , pues sin lugar a duda, las plantas son
la evidencia maés factible de la existencia de patrones mateméticos en los seres
vivos [7]. Es por ello que hemos escogido la funcion de un sistema biol6gico mo-
delo de las plantas angiospermas para desarrollar las ideas antes mencionadas.
Esta funcion se trata del desarrollo temprano de la flor de Arabidopdis thaliana.

La eleccion de este sistema modelo se debe a que es uno de los organismo
mas estudiados y al cual se ha secuenciado su genoma completo [19], ademas
de tener asociada una red de regulacién genética para la diferenciacion celular
en etapas tempranas del desarrollo floral [14, 1, 2] y conocer la distribucion
espacio-tiempo de sus 6rganos [20, 32]. Lo que hace a Arabidopsis thaliana un
buen sistema modelo para entender a las plantas angiospermas, es que: a) es
facilmente manipulable en el laboratorio debido a su tamafio (del orden de de-
cimetros), b) su ciclo de vida es del orden de 6 semanas y c) se pueden estudiar
mutantes al alterar las interacciones de su red de regulacién genética y explorar
sus efectos en el desarrollo [6, 5].

Si bien, el desarrollo floral ya tiene asociada una red de regulacién en la
cual los genes se manifiestan para formar partes de la flor cuando la red cae
en puntos atractores [1], no es claro como las variables de la red mantienen el
patrén morfolégico cuando el organismo se desarrolla. Por ello desarrollaremos
las ideas de morfogénesis en la diferenciacion celular en etapas tempranas del
desarrollo floral con la dindmica de dos campos fisicos en coevolucion con la red
genética y dar con ello un nuevo enfoque al desarrollo floral usando la curvatura
del espacio en el que crece la flor como la tinica informacién disponible para que
las células se diferencien y generen la morfologia de la flor.
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1.1. Enfoque a un sistema biol6gico modelo:
Arabidopsis thaliana

Las células indiferenciadas o células “madre” no sélo comparten el mismo
ADN, sino también los mismos genes y sus redes genéticas. Durante el desa-
rrollo de un ser vivo las células madre adquieren un destino especifico que in-
dudablemente estd gobernado por su expresién genética a través de sus redes
de regulacién genética y que hoy en dia se asocia a la posicién espacial y al
linaje celular [30]. Si bien la diferenciacion celular ocurre como resultado de una
complicada interaccién quimica en el medio intercelular e intracelular a través
del uso de intrincados medios de comunicacién entre las células, entonces es
apropiado pensar en estos procesos como un sistema coevolutivo en el que la
dinadmica de las redes genéticas de cada célula recibe su estado espacio-temporal
mediante un campo fisico macroscépico que a su vez se ve influenciado por la
misma expresiéon de los genes.

Dentro de los campos fisicos que se han propuesto en la literatura como me-
canismos regulatorios de diferenciacién se encuentra el de campos de esfuerzos
mecénicos [35]. Otro ejemplo se encuentra en la formacion de patrones espaciales
por difusion de sustancias quimicas [34] (patrones de Turing) o comunicacién
entre las redes genéticas de células contiguas por difusién de algunos de sus
elementos [16].

A diferencia de los animales, la morfogénesis en las plantas ocurre durante
todo el ciclo de vida en grupos de células indiferenciadas llamados meriste-
mos. Existen dos tipos de meristemos que son activos durante toda la vida de
la planta, el de inflorescencia o “shoot apical meristem” (SAM) y el de raiz o
“root apical meristem” (RAM). En el primero, durante la formacién de la flor,
aparecen cuatro regiones concéntricas de células primigenias (“primordios”) que
eventualmente se convertirdn en los cuatro érganos: sépalos, pétalos, estambres
y carpelos, dispuestos desde fuera hacia adentro como se muestra en la figu-
ra 1.1. El patrén espacio-temporal de la morfogénesis de la flor es el mismo en
aproximadamente el cuarto de millén de especies de plantas con flores, lo que
sugiere que debe existir un mecanismo robusto y general en la formacion de este
patrén, pero que no se entiende bien hasta la fecha.

La propuesta para la reproduccién de células indiferenciadas en el meristemo
es un mecanismo de interacciéon quimica que se da por un gradiente de hormonas
de crecimiento (en particular auxinas) [4, 17]. Bajo esta idea, se han formulado
varios modelos de red de regulacion genética para el desarrollo temprano de
la flor de Arabidopsis thaliana, que proponen un mecanismo de concentracion
de agentes quimicos que actian como activadores selectivos de los diferentes
atractores de las redes genéticas y que producen las partes de la flor. De esto,
realizaremos una descripcién en el capitulo 2.
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Figura 1.1: Meristemo de una flor joven dividido en cuatro regiones, cada una
contiene los primordios que posteriormente se desarrollaran en érganos de la
flor. De afuera hacia adentro se encuentran los sépalos(Se), pétalos(Pe), estam-
bres(St) y carpelos(Car). Foto tomada de [1].

La disposicién geométrica de los activadores en el desarrollo temprano de la
flor en forma de anillos concéntricos no es un resultado que se obtenga solamente
con el uso de la red regulatoria, sino también de la disposicién espacio-tiempo.
Para ello debe de haber alguna forma en la que las células del meristemo re-
ciban informaciéon de donde estdn. Resulta interesante que estudios recientes
in vivo del desarrollo floral en Arabidopsis thaliana [22, 21, 20] sugieren que la
informacién espacio-temporal necesaria para la construccién de una geometria
anillada se obtiene a través de la curvatura local, pues se ha observado que cuan-
do aparecen los primordios la curvatura media en el meristemo sufre cambios
notables [33, 22, 31]. La figura 1.2 muestra el cambio de curvatura del meristemo
cuando aparecen los primeros pétalos primordiales. Cabe senalar que los otros
primordios también presentan situaciones parecidas [21, 22] a la figura 1.2. Este
tipo de caracteristicas fisicas nos lleva a pensar que el proceso de diferenciacion
celular con la aparicién concéntrica de 6érganos es un caso general de las formas
celulares que ha descrito Félix Campelo en su trabajo doctoral [9, 10, 11] con
ayuda del modelo de campo-fase con curvatura espontanea. Asi que realizare-
mos un estudio sobre el modelo de campo-fase para poder ligarlo con la red de
regulacion genética y describir con ello la morfogénesis en desarrollo temprano
de las flores angiospermas a través de nuestro sistema modelo.
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Figura 1.2: Se muestran las micrografias del meristemo de A. thaliana con dia-
gramas de curvatura sobrepuestas (A, B) y las tasas de crecimiento (C, D) para
el desarrollo del apice. Los pétalos primordiales (P1-3) se nombran segin su
apariciéon. El tiempo en el que se tomaron las replicas es de 23 horas. En las
figuras (A) y (B) las lineas cruzadas representan la direccion y magnitud de la
curvatura celular, las lineas de color rojo tiene curvatura negativa (la superficie
es concava) y las de color negro tiene asociadas una curvatura positiva (la su-
perficie es convexa). Las graficas (C) y (D) muestran las tasas de crecimiento
(en unidades de 1072h~!) de los contornos celulares, las lineas cruzadas estan
orientadas sobre el crecimiento principal. Las fronteras primordiales se identifi-
can cuando la curvatura meridional es negativa. Esté caracteristica se presenta
en las gréaficas con un delineado en dos colores: negro para el tiempo 0Oh; blanco
para 23h. Las barras equivalen a 15um. Iméagenes tomandas de [21].
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1.2. Objetivo y estructura

El objetivo de este trabajo es formular un modelo coevolutivo espacio-tem-
poral donde la red de regulaciéon genética y la estructura topologica del espacio
que se rige por campos fisicos nos ayude a entender la formacién de primordios
y mutantes en el desarrollo temprano de Arabidopsis thaliana para generar una
idea general de la floracion de las plantas angiospermas.

Para ello, haremos una revisién de los modelos existentes en el desarrollo
temprano de la flor y las caracteristicas de las redes genéticas responsables al
igual que los atractores que dictan la diferenciacion en el capitulo 2. Usaremos
el modelo de campo-fase de curvatura espontinea propuesto por F. Campelo
como agente macroscopico para formular un vinculo coevolutivo con lo micros-
copico de la red de regulacion genética y su dinamica en el capitulo 3. En el
capitulo 4 desarrollaremos las ideas de un modelo puramente espacial con una
red de regulaciéon genética simplificada que incorpore los aspectos mas relevan-
tes del desarrollo temprano floral y luego incluiremos la parte temporal con el
concepto de escalamiento para describir el crecimiento celular. En el capitulo 5
aplicaremos el modelo para obtener y predecir las mutaciones que se observan
en la floracién cuando algunos de los genes fallen. Por tltimo mencionaremos
los aspectos més relevantes de este modelo en las conclusiones.



Capitulo 2

Modelos biologicos

Desarrollo floral y la determinacién de los érganos
de la flor

2.1. Modelo ABC

Uno de los modelos mas aceptados para entender el desarrollo floral de Ara-
bidopsis thaliana es el llamado ABC. En este modelo se supone que existen
interacciones con tres clases de transcriptores de genes que son activados en for-
ma diferente segtin su concentracion relativa. Los genes que de cada clase son de
cardcter homeoticos y se encargan de regular la expresion del ADN a través de
las proteinas que codifican. Consecuentemente a la division en las tres clases de
genes, el modelo propone la identificacién de cada 6rgano con la interacciéon de
los genes [14]. La forma logica de la interaccion de estas tres clase determina los
organos florales suponiendo que los transcriptores actiian desde el centro como
se ve en la figura 2.1. De esta forma observamos que:

= Los genes de la clase A inducen el desarrollo de los sépalos (Se).

= Los genes de la clase A junto con los de la clase B inducen el desarrollo
de los pétalos (Pe).

= Los genes de la clase B junto con los de la clase C inducen el desarrollo de
los estambres (St).

= Los genes de la clase C inducen el desarrollo de los carpelos (Car).

La clasificacién de los 6rganos de la flor a partir de este modelo es un buen
punto de partida pues su forma simplifica la esencia de una red de regulacién.
Sin embargo, el modelo no proporciona una explicacién de cémo las combina-
ciones selectivas en la activacion de genes determinan una especializacién en los
primordios florales ni tampoco como los patrones espacio-temporales aparecen
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Figura 2.1: Diagrama del modelo ABC. Los genes de la clase A (azul) afec-
tan sépalos y pétalos, los de la clase B (amarillo) se relacionan con pétalos y
estambres y los de la clase C (rojo) afectan los estambres y carpelos.

al establecer solo el modelo [13]. Ademas, de la acumulacion y clasificacion de
los datos experimentales se sabe que los genes determinan el estado final de los
primordios conforme se van especializando, lo que hace que detris de un modelo
tan simplificado haya agentes que proporcionen una conservacién de la distribu-
ciéon espacial y que incluyan mecanismos robustos. Por ello, la idea de investigar
y asociar una red de regulacion genética al modelo de desarrollo floral despertd
el interés de varios investigadores, ya que con ayuda de una GRN se podrian
superar los defectos del modelo ABC como la explicaciéon de la dindmica de los
patrones estacionarios de la expresion genética que caracteriza cada célula floral
primordial cuando se mantienen las interacciones de los genes ABC y los que
no son ABC |23, 16].

2.2. Modelo de red de regulacion genética (GRN)

Este modelo se basa en datos experimentales recolectados durante un largo
periodo y en un trabajo arduo en su clasificién, ya que no sélo tiene las caracte-
risticas bésicas del modelo ABC, sino que también incorpora la informacién de
multiples interacciones de regulacion que son fundamentales para el desarrollo
floral y que se dan a partir de los genes Flowering Locus T (FT), Terminal Flo-
werl (TFL1), Sepallata (SEP) y el gen Wuschel (WUS) [2]. Asi, investigadores
de la UNAM, en los que destacan los grupos de Elena Alvarez-Buylla y Pablo
Padilla Longoria, propusieron un modelo de red de regulacién genética que in-
cluye 15 genes y cuyos atractores pueden reproducir los resultados del modelo
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ABC [16, 13, 1]. La figura 2.2 muestra esta distribucion. Los atractores de la
red se definen como la activacion sostenida de un gen o perfil caracteristico de
un tipo celular tras ser visitado por la dindmica de la red un numero grande
de veces [28]. La red de A. thaliana incluye genes que se relacionan con: las in-
teracciones en el modelo ABC (AP1, AP2, AP3, PI, AG, SEP); los procesos de
formacion de los primordios y homeostasis (AG, CLF, WUS); la inflorescencia
del meristemo (FT, TFL, EMF, FLY, AP1, FUL) y la formacién de las fronteras
(LUG, UFO) [2].

Ya que por si sola la GRN funciona como un modelo ABC extendido, se ha
planteado una dindamica para la red mediante dos modelos. El primero trata a
cada gen como una variable logica llamada booleana (X) cuyo estado final esta
dado en un tiempo t + 7. El estado del gen, prendido o apagado, se determina
con una funcion booleana (F') que depende de las reglas que regulan a dicho gen
al tiempo t. La forma matematica de esta situacién para el gen n-ésimo con k
agentes regulatorios es [1]:

Xn(t+7') :Fn(an(t),XnQ(t),...,Xnk(t)). (2.1)

Algunos de los resultados de este modelo determinista se presentan en la
figura 2.2(b). Un estudio méas a fondo de las variables de estado de esta red se
hace introduciendo un pequeno ruido para quitarle el caracter determinista a
cada variable booleana mediante una probabilidad 1 que determina el estado
de la variable a través de su funciéon booleana. Esta probabilidad hace que la
variable tenga la siguiente dindmica.

X, (t+71)= con probabilidad , (2.2)
1— F,(t) n

De esta forma la dindmica de la red se vuelve estocéstica si n # 0. Aunque
el modelo booleano tiene una situacién casi determinista permite encontrar 10
puntos atractores para el desarrollo floral y asociar 6 de ellos a los sépalos, pé-
talos, estambres y carpelos. Este modelo permite reproduccir de la secuencia
temporal en la que aparecen los primordios florales. En la figura 2.3 se muestra
esta secuencia para una probabilidad dada. Cabe mencionar que la aparicién
de los carpelos antes que los estambres recrea el del desarrollo periférico de los
organos.
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Figura 2.2: Red de regulacion genética (gene regulatory network o GRN por sus
siglas en inglés) propuesta con 15 genes para controlar la expresion los genes.
(a) Representacion del modelo para la GRN que determina el destino final de
las células del meristemo. La correspondencia con el modelo ABC se indica
usando los mismos colores para cada gen que en la figura 2.1. (b) Se muestran
los atractores que corresponden al modelo ABC. Los genes expresados para
cada atractor estan pintados en una escala de grises mientras que los que no se
expresan estan en color blanco, los circulos en negro representan al gen UFO
que tiene la libertad de expresarse o no en los pétalos y estambres, dando en
efecto dos atractores para cada par de 6rganos. Figura tomada de [1].



CAPITULO 2. MODELOS BIOLOGICOS 11

Si bien, este modelo no nos ayuda a estudiar las transiciones entre los diferen-
tes atractores de la red, sirve como catapulta para proponer un nuevo modelo, en
el cual, el caracter determinista de cada variable booleana se representa usando
la funcién de Heaviside como:

donde 6, € (0,1) estd asociado con el valor umbral del gen n. La variable
booleana X, es la parte discreta mientras que X,, es la parte continua que se
asocia a la concentracion de dicha variable. Asi, el segundo modelo propone
hacer un desarrollo temporal a primer orden en 7 para el lado izquierdo de la
ecuacion (2.1) y con ello generar un modelo continuo mediante una ecuacién
tipo reaccion de la siguiente forma:

dXn(t)
dt

donde av = 1/7 se convierte en la tasa de reaccion, G,, es la representacion con-
tinua de F,, de la ecuacion (2.1). Ahora cada variable booleana se ve como una
concentracién y las variables discretas que representaran los estados de expre-
sion estan asociados a los valores de la funcién 6,, de cada gen. Esto es, un gen
estard prendido si su variable continua X,, > 6,, y se apagara en caso contrario.

= a[Gn(an(t)a Xn2(t)7 teey Xnk(t)) - Xn(t)]v (24)

Pensando en la transicién entre los estados de los genes con este nuevo mode-
lo dindmico, Alvarez et al. [1] incorporan la probabilidad n de la ecuacion (2.2)
de una forma equivalente para las nuevas variables booleanas. Los resultados
de este nuevo esquema muestran que los estados atractores del desarrollo tem-
prano de la flor siguen visitdindose en una secuencia parecida a la figura 2.3, lo
que indica que detras de todo hay un mecanismo robusto que permite que la
aparicion de los primordios en el desarrollo floral mantenga las caracteristicas
bésicas del modelo ABC.

Aunque este ultimo modelo abre nuevos canales para la interpretaciéon de
mutantes y el desarrollo temprano de la flor, la distribucién espacio-temporal
de los genes no estd especificada en la dinamica de la red. Sin embargo, el mo-
delo sugiere que podemos acoplar de cierta forma la expresién genética con la
estructura topoldgica macroscépica que dictan las ecuaciones cinéticas de sus
variables y con ello incluir las interacciones célula a célula, los efectos de linaje
y la informacién posicional en la flor. Si bien, no se puede medir con precisién la
forma del espacio en el que se desarrollan los primordios, los estudios de Kwiat-
kowska [22, 20, 33] revelan que el dpice del meristemo (SAM) presenta diferentes
curvaturas alrededor de los primordios en las primeras fases del desarrollo floral
indicando que la curvatura podria imponer la expresion genética de forma local
y el crecimiento celular.
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Figura 2.3: Secuencias temporales del modelo booleano estocastico donde se
presenta la probabilidad porcentual “P” en la que los genes caen en un atractor
(en el eje Y) contra la evolucion temporal “t” (en el eje X) descrita por el
numero de iteracciones. La palabra “se” corresponde a los sépalos, la “pel&2”
corresponde a los pétalos, la “st1&2” a los estambres y la palabra “ca” a los
carperlos. Grafica tomada de [1].

Esta evidencia nos recuerda un proceso genérico de coevolucién, en el que los
genes responden a la activacién e inhibicién entre agentes quimicos, que dictan
la geometria del meristemo, y a su vez ésta tltima regula la dindmica entre los
agentes quimicos. Podriamos decir que el problema de diferenciacion celular en
este caso se reduce a encontrar campos macroscopicos que rompan la simetria
espacio-temporal del meristemo para formar diferentes regiones que involucren
una situaciéon geométrica determinada y ademads a asociar transcriptores a estas
regiones, que induzcan a las redes de regulacion genética en cada célula a llegar
a alguno de sus diferentes puntos fijos y por consecuencia a formar los 6rganos
de la flor.



Capitulo 3

Dinamica celular

3.1. Forma celular

La forma en la que las estructuras celulares se forman e interacttian en el
medio intracelular se puede explicar en términos de sus fronteras. Si bien la
frontera puede determinar el tipo de interaccion, la forma en la que las células
llegan a tener una frontera o bien membrana determinada apenas se empieza a
estudiar. Las ideas que se han planteado para obtener diferentes geometrias en
las membranas celulares recaen en algunas ideas que se ha planteado la fisica
desde hace siglos y que se basan en encontrar los caminos 6ptimos para que
surjan eventos o movimientos. Por ejemplo, la obtencién de las ecuaciones de
movimiento de un cuerpo a partir de la funcién lagrangiana o bien la obtencién
de la curva geodésica que une dos puntos en un espacio métrico determinado.

Dado que las membranas celulares estan sujetas a constricciones fisicas se les
puede asociar una energia que se puede considerar como la funciéon hamiltoniana
del sistema y con ello encontrar la forma de doblado o bien energia de doblado
de las membranas al minimizarla. Esta energia de doblado fue estudiada por
W. Helfrich en 1973 para bicapas de lipidos incorporando propiedades elésticas
de la membrana a través de la curvatura como una funcién cuadrética de sus
curvaturas principales, Cy y Cy [36]. Asi, la densidad de energia de doblado por
unidad de area esta dada por [9]:

1 1
We = §I€(J —¢o)? + EK,we = §K(J —c0)” + kK, (3.1)

donde J = C 4 Cs es la curvatura total, K = C1C5 es la curvatura gaussiana,
co es la curvatura espontanea de la superficie de la membrana y las k’s repre-
sentan los moédulos eldsticos de las curvaturas. Este modelo recupera la ideas
desarrolladas por Canham tres anos antes para explicar la forma de los glébulos
rojos de la sangre [12] y otras membranas a partir de la minimizacion de la
energia. La figura 3.1 muestra la forma genérica en la que operan las curvaturas

13



CAPITULO 3. DINAMICA CELULAR 14

en un punto de la superficie de la membrana suponiendo que esta es homogé-
nea y tiene asociada funciones analiticas que determinan su forma. El origen
fisico de la curvatura espontdnea recae en varios procesos — como la insercién
de proteinas através de la membrana, por la composicién de los lipidos que for-
ma la frontera o por agentes externos como el medio donde se desarrollan las
células [10]- que hacen que las células conserven su proporcién area-volumen
tratando de alcanzar su menor estado de energia a costa de una longitud mayor.

Figura 3.1: Diferentes tipos de superficies segin el signo de sus curvaturas prin-
cipales C7 y Cy y las curvaturas totales J y gaussiana K. Diagrama tomado
de [9].

3.2. Modelo de campo-fase de curvatura espon-
tanea

Una forma alternativa para ver los procesos de formaciéon de membranas ce-
lulares la ha descrito Félix Campelo en su tesis doctoral y en algunos articulos
publicados [10, 11, 9]. Esta propuesta consiste en relacionar la energia de do-
blado de una membrana celular con la distribucién de su frontera en el espacio
con ayuda de un campo-fase. Esta nueva descripcién permite también incorpo-
rar las constricciones que impone el espacio donde se forman las membranas de
manera més natural que en los modelos de Canham y Helfrich. La forma en que
el modelo de campo-fase puede introducir las caracteristicas fisicas del medio
intercelular es considerando que el medio induce una curvatura en la membrana
que se le conoce como curvatura espontinea. La idea general de lo anterior se
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conoce como campo-fase de curvatura espontanea y uno de sus principales méri-
tos lo a conseguido al describir el aperlamiento de una membrana cuando entra
en contacto con un polimero hidrofilico suponiendo que la concentracién de es-
te tiene una influencia lineal en la curvatura esponténea de la membrana [10].
La situacion cléasica de esto se conoce como la inestabilidad de Rayleigh-Plateau.

Caracterizacion del campo-fase

Pensando en extrapolar la idea de formacion de membranas celulares a la
formacién de fronteras que hacen un grupo grande de células en un organismo
y al final un tejido, uno se da cuenta que el problema se podria atacar a partir
de la forma en la que las membranas de cada célula forma una frontera con
un analisis estadistico sobre como estas se curvan para formar la frontera de
manera local o bien usando un método que tome la informacién global de la
fronteras y que conserve las ideas de formacién de membranas a partir de la
optimizacion y las interacciones del medio intercelular sobre la frontera. El uso
de un campo-fase engloba los acontecimientos en la frontera y ademads puede
expresarse mediante ecuaciones diferenciales parciales [10]. Dicho campo solo se
concentra en entender lo que pasa en la frontera como una interfase matematica
entre dos fases y se olvida de lo que pasa internamente. Situaciones parecidas
a este fenéomeno se ven usualmente en el tratamiento hidrodinamico donde se
plantea la dinamica del cuerpo o “bulto” de un fenémeno sin ocuparse de sus
partes internas como por ejemplo, el flujo de aire a través de una avién o au-
tomo6vil, los modelos de capa limite o bien la unién de gotas de aceite en una
superficie de agua. De esta forma, el propoésito del campo-fase es describir la
dindmica del “bulto” en la frontera y para ello propone que hay una interfase
delgada con un parametro difusivo entre las fronteras de sus agentes. En el con-
texto de esta tesis se limita al contacto entre dos grupos de células teniendo en
cuenta los estudios de Kwiatkowska [21, 22] que revelan que la separaciéon de
estos grupos celulares cambia la frontera.

La forma de caracterizar este campo consiste en pensar que un parametro
o(r) que depende de la posicion y asigna un valor o “fase” a cada punto de
su dominio de tal forma que genera dos mesetas en las que se representan las
fronteras de cada agente y que se separa por una interfase difusiva, para excluir
las fases no abruptamente. Como el valor de las mesetas no estd determinado
se proponen valores +1 donde el valor positivo corresponde a una fase, digamos
fase ¢4, y el negativo a la otra fase, ¢p. En la figura 3.2 mostramos un perfil
cualitativo del campo-fase. Pensando en que el campo-fase es una funcién regular
y analitica del espacio, se propone un perfil de tangente hiperbélica como funcién
de la distancia a la interfase, d(r), y su ancho difusivo, ¢, de tal forma que
cumplan las condiciones de frontera ¢(+o0) = £1 [9]. El motivo de tomar este
perfil asi es porque el gradiente de la distancia nos da el vector normal a la
interfase. El perfil es:
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¢(r) = tanh Q (3.2)

Fase A

Interfase

Fase B

Figura 3.2: Perfil de tangente hiperbolica de la ecuacion (3.2). Fases del campo
¢ segun el signo de la funcion e interfase difusiva entre las fases.

Dinamica de Cahn-Hilliard

A manera de entender los procesos que ocurren en el modelo de campo-fase de
curvatura espontanea que abordaremos mas adelante, describiremos el modelo-B
o modelo de Cahn-Hilliard que estudia la descomposicion de aleaciones binarias.
En este caso, el campo ¢ representa la concentraciéon de las dos componentes de
la aleacién y también una cantidad que se conserva de manera local, es decir, el
campo ¢ sigue la ley de Fick:

¢

donde el flujo en la aproximacion lineal es Jy = —Dy V. Dy es el parametro di-
fusivo que puede depender del campo y p es el potencial quimico que representa
los cambios de la energia con respecto al campo.
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Pensado que la energia libre total del sistema (£2¢) descrita por su densidad
de energia libre(wy(r)) como [8]:

Qf:/vwf(r)dr, (34)

donde V es el volumen, es funcion de la concentracion y sus gradientes, es decir,
wr = wy(é, Vo) y que el sistema es isotropico y homogéneo. Entonces, uno
puede escribir:

2
€
wy = 9(6) + 5176, (35)
De esta forma, el potencial quimico lo podemos encontrar como:

0y 0

0f _ O 292
plo) = 5t = 550(0) = V%6, (3.6)
Si se considera que la parte homogénea tiene es biestable, obtenemos:
¢ ¢
gl =—5+ (3.7)
y por tanto
plg] = —¢ + ¢° — V%9 (3.8)

Al final, la energia libre total del sistema se describe a partir del potencial
quimico y sus tres puntos de inflexion, de los cuales los dos extremos son estables
y corresponden a las dos fases que hay en la aleacion, mientras que el tercer
punto, que ademas esta en el centro, es inestable y no corresponde a ninguna
fase. El modelo de Cahn-Hilliard usando las ecuaciones (3.3),(3.6) y (3.6) se
puede representar por la ecuacién dinamica:

9¢

i DyV3[—¢ + ¢ — €V?9). (3.9)

El campo-fase en el modelo de Helfrich

Retomando las ideas de Helfrich para membranas en un superficie cerrada,
nos damos cuenta que la curvatura gaussiana se convierte en una invariante
topologica segun el teorema Gauss-Bonnet y por tanto funciona como un punto
de referencia en la energia libre al no cambiar las condiciones topologicas del
espacio. La energia libre, ), del sistema a través de su densidad de energia w,. de
la ecuacion (3.1) queda como:

Q= g/S(J — ¢o)?ds. (3.10)

Cabe mencionar que la curvatura expontanea ¢y en general puede depender
de la posicién o bien de las concentraciones que delimitan la frontera. Si bien,
no haremos un andlisis para describir la curvatura expontinea en términos de
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un campo por ahora, si consideraremos que la curvatura media al igual que la
energia dependen de cada punto de la superficie S. Como el campo ¢ asigna a
cada punto de esta superficie un valor asocidndoles una fase. Entonces, podemos
pensar en reformular la energia como una funcional del campo. Para ello hay
que considerar que el elemento de &rea ds lo podemos escribir como:

ds = 6(d(r))dr. (3.11)

Viendo el perfil de tangente hiperbdlica como una funcién escalén cuando € — 0.
Es entonces facil pensar que la delta de Dirac esté relacionada con la derivada
de la ecuacion (3.2) respecto a su argumento como:

3 d(r)
lim {7 see ) = 6(d(r). (3.12)

Usando las dos ecuaciones anteriores y la derivada de la tangente hiperbolica
tenemos que:

3
ds = ———(1 — ¢*)%dr. 3.13
51 (313)
Por otro lado, las derivadas del campo-fase respecto a las coordenadas queda
como [10]:

16 = — ¢/ Did, 3.14
99 fe (3.14)

(;S— —¢"9,d0; d+— (3.15)
\/>
donde la notacién 9; = d/dz* corresponde a las derivadas con respecto a las coor-
denadas y la prima corresponde a la derivada respecto al argumento d(r)/v/2e.
Si usamos las ecuaciones anteriores, podemos escribir la distancia a la interfase
como funcion del campo de la siguiente forma:

V2 2¢
;2[ ¢+ ¢2 K

Considerando que la curvatura media es una invariante ante transformacio-
nes de coordenadas, ésta puede escribirse como [10]:

07d = 0:90;¢). (3.16)

1
J= §tr[v3jd]. (3.17)

Usando la ecuacion (3.16) y la derivada de la tangente hiperbolica obtenemos
la curvatura media en términos del campo-fase asi:

V2

i T ¢* — V29). (3.18)

J¢) =~
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Tomando las ecuaciones (3.13) y (3.18), la ecuacion (3.10) queda descrita en
términos del campo fase como [10]:

Qo) = 5 [ (@lote)])ar, (319)
donde
D] = —p+ ¢ — 2V2p — eCo(1 — ¢?). (3.20)
’ v
3vV2
R= gt (3.21)

la curvatura espontdnea Cy = co/v/2 sigue dependiendo de la posiciéon. La V
representa el volumen donde se encuentra la interfase. Cabe mencionar que el
proposito del campo-fase queda explicito en la ecuacion (3.19) ya que no hay
que preocuparse por saber cémo cambia la interfase sino saber donde se esté
ubicando en el volumen. Los primeros tres términos de la ecuacion (3.20) no son
mas que el potencial quimico del modelo de Cahn-Hilliard [8]. Por tanto,

D[g] = p[g] — Co(1 — ¢%), (3.22)

Constricciones geométricas

Si bien, la frontera esté sujeta a constricciones geométricas, éstas no se en-
cuentran dentro del modelo de energia libre propuesto por el campo-fase y por
ello hay que incluirlas como un multiplicador de Lagrange que nos ayude a con-
servar la relaciéon area-volumen a lo largo del dominio geométrico dictado por
la frontera. De esta forma podemos definir la funcional de energia libre efectiva
como:

usld) = 206+ [ aloli, (3.23)

1%
donde o es el multiplicador de Lagrange y que podemos interpretar como la
tension superficial y a[¢] es la funcional de area. Teniendo en cuenta que a(r) =
0(d(r)) vy el perfil del campo dado por la ecuacion (3.2), entonces [9]:

alg) (3.24)

3
= —=|V¢%
4\@e| ¢l

En este sentido, el area total encerrada por la frontera es:

/ ds =lim [ a[¢]dr, (3.25)
s

e—0 \%e
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Ecuaciones dinamicas

Para encontrar la dindmica del campo-fase hay que tomar el método varia-
cional que propone Cahn-Hilliard en su modelo-B considerando que el campo es
un parametro conservado, o mejor dicho, que el volumen encerrado se conserva.
La ecuacién dinamica se escribe como:

09 o (0Q¢)]
se _ oo (100 o0
donde
6Qg]  Ow Ow 5 Ow
50 ~ o0 Vo) TV oIy (3.21)

es la derivada funcional de la energia libre considerando a w como la densidad
de energia. La dindmica que rige el campo-fase ¢ de curvatura espontanea y con
la cual trabajaremos més adelante es:

% = REV?{(3¢° — 1 — 2eCy(r)9) ®[¢] — EV>@[¢] + €5V}, (3.28)
donde 5 = 2 4.

6e3R



Capitulo 4

Modelo coevolutivo

Retomando el propésito de esta tesis consideremos en primera instancia que
el tamano del meristemo esta fijo justo en el momento en que aparece un pri-
mordio. Entonces, esto determina una divisién del dominio geométrico del me-
ristemo que podemos interpretar como la formacién de dos moédulos celulares
que se separan por una interfase. Estos modulos interactian entre si cuando la
flor va creciendo lo que provoca que cada médulo se reajuste en el espacio y en el
tiempo. Es evidente entonces que los procesos importantes ocurren justamente
en la superficie que separa ambos mddulos. En este sentido, sélo nos interesaria
estudiar la dinamica de la frontera. En fisica, este problema se reduce a propo-
ner la interacciéon de los médulos mediante un intercambio de energia y otras
cantidades conservadas que reproduzca la forma de la interfase y los modulos.

Para empezar a formular un modelo que reina estas caracteristicas es in-
dispensable que la distribucién espacio-temporal de los primordios cumpla con
el crecimiento y distribucién espacial en la floracion de Arabidopsis thaliana.
Por ello, fijaremos nuestra atencion en la distribucion espacial de los primordios
como punto de partida y posteriormente podremos incorporar la parte temporal
a este modelo pensando en el crecimiento de los primordios, claro, sin olvidar
que la red de regulacién juega un papel muy importante.

4.1. Coevolucién espacial

Caracterizacion macroscopica

Pensando en el modelo de campo-fase de curvatura espontanea desarrolla-
do en el capitulo anterior, los modulos de la floracion se representarian como
fases (en el sentido termodinamico) de un sistema usando el campo ¢, que es
un pardmetro de orden conservado. El valor del pardmetro de orden en el espa-
cio simularia dos fases separadas abruptamente en los lugares donde el campo
cambia de valor, como en la figura 3.2. De esta forma la dindmica de cada fase,
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que corresponde a cada primordio en la flor, se describe con ecuaciones dife-
renciales parciales. Como mencionamos anteriormente, la distribucién espacial
de cada fase se debe relacionar con la forma en la que el modelo ABC y el
de la red de regulacién genética describen la formacién de los primordios. Si
bien, la evidencia experimental revela que hay un cambio en la curvatura del
apice del meristemo cuando aparecen los primordios [20, 21, 22], como se ve
en la figura 1.2. Pensamos que este hecho lo podemos ligar al acoplamiento del
campo-fase de curvatura espontanea mediante el uso de un campo u que regule
la curvatura esponténea en el término Cy de la ecuacién 3.20 y permita una
expresion genética de manera local. Al igual que ¢, el campo u toma valores del
espacio y les asocia una fase a través de la curvatura esponténea. Pesando en la
aproximacion lineal para Cy en términos de u, podemos escribir:

Colu] = C(1 + Bu), (4.1)

donde C' es la curvatura espontanea local y 3 es el parametro que mide la fuerza
de la interaccién.

Ahora pensemos en el modelo ABC y consideremos al campo ¢ tal que ¢ = 1
es donde la concentracién de la clase A domina y ¢ = —1 en regiones donde
la concentracién de la clase C domina. De esta forma, las regiones de ambas
concentraciones estan separadas por una delgada interfase debido a la exclusiéon
mutua de los genes. El acoplamiento del agente B lo hacemos a través del campo
u considerando que el gen de la clase B delimita los primordios de la flor y por
tanto u debe formar el vinculo coevolutivo entre la dindmica de los campos y el
modelo ABC o la GRN. Entonces, proponemos que la curvatura de u obtenga
informacion del estado de la GRN de manera local a través de un potencial R(u),
que nos diga como cambia la interfase. De esta forma, proponemos una densidad
de energia que tome las constricciones de la frontera para la conservacion del
campo ¢ y la formacion de u como [3]:

w=p?+ R(u) (¢* — 1)2 + §|Vu|2 + %|V¢)\2, (4.2)

donde R representa la energia potencial del campo u, D y o estan relacionadas
con la energia para cambiar la superficie de los campos u y ¢, respectivamente.
La densidad de energia dada por p? no es otra cosa que la obtenida en las
ecuaciones (3.19) y (3.22). Por tanto, el nuevo “potencial quimico” estd dado
por:

62
p=2¢(¢*>—1)—€C(¢* — 1) (1 + Bu) — Ev%, (4.3)

donde C es término de curvatura espontanea local, la e esta relacionada al ancho
de la interfase y (3 es el parametro que mide la fuerza de la interaccion.
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La energia total €2 se define como:

Q= /Vw dr. (4.4)

donde w es la densidad de energia y V' es el volumen donde se encuentra distri-
buida. Pensando que la escala de tiempo donde evolucionan los campos es tal
que el meristemo permanece constante. Entonces podemos interpretar la ciné-
tica de los campos como una cinética conservativa y por tanto la dinamica del
sistema se puede calcular a partir de la variacion de €2 en funcién de los campos
¢ vy u como en las ecuaciones (3.26) y (3.27) de la forma siguiente:

% v (Fi 4 F)
ou (4.5)
E :v G,
donde
F, =0V?¢
Fy =24 [3¢° — 1 — 2eCo(1 + Bu)]
— €V +4Rp(¢* — 1) (4.6)
OR
G=5" (0"~ 1)? = 2eCBu (6° — 1)
— DVZu.

El pardmetro o esta relacionado con el drea que encierra el volumen de ¢.
Si queremos que ésta se conserve, debemos considerar a o como un multipli-
cador de Lagrange y por tanto calcularlo a partir de dS/dt = 0 Tomando las
ecuaciones (3.24) y (3.25) observamos que:

s  d ¢

por lo que al sustituir la ecuacién dindmica para ¢ y haciendo la integral cero
obtenemos:

V-V (V2R)dr
T Ve VIV (V) -

Integracién numérica

Teniendo en cuenta que el meristemo en su fase justo antes de la diferen-
ciacion tiene un didmetro de ~ 50 células [32] integramos numeéricamente estas
ecuaciones en un dominio bidimensional cuadrado de 50 x 50, pensando en que
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cada pixel del dominio representaré el estado de una célula. Usamos las ecua-
ciones (4.5) en un dominio bidimensional observando que el crecimiento del
meristemo se da con una simetria cilindrica y por tanto el dominio que contiene
el eje de simetria representaria la forma periférica en la que los primordios se
desarrollan. La forma en que realizamos la simulacién numeérica fue usando el
método de Euler simple con un paso dt = 5 x 10~* para la parte temporal y el
método de diferencias finitas para la parte espacial con condiciones a la fron-
tera de flujo cero para evitar problemas de tamafno y con condiciones iniciales
que delinean un perfil circular de tangente hiperbélica de radio » = 10, donde
¢ = —1 afuera y ¢ = 1 dentro en direccion del eje de simetria. Se tomé u = 0
como condicién inicial sobre todo el espacio. Como primer ejemplo simple esco-
geremos el potencial parabolico para u con un pozo: R = (u — 1)2,

Las figuras 4.1(a) y 4.1(b) muestran la configuracion final de los campos ¢
y u respectivamente, después de 2.86 x 10? iteraciones en el tiempo. Pensando
aun en el modelo ABC, podemos asociar la aparicién de los primordios segiun
los signos de los campos como primer modelo. Asi, la formacion de los carpelos
(Car) corresponde a ¢ > 0y u < 0; la formacién de los estambres (St) se debe
a¢>0yu>0;ladelos pétalos (Pe) estd dada por ¢ < 0y u > 0y finalmente
la formacion de los sépalos (Se) se debe a ¢ < 0y u < 0. Las figuras 4.2(a) y
4.2(b) muestran este hecho. Es evidente que la aparicion de los primordios no
se debe a una asignacién arbitraria de los signos de los campos como lo hemos
hecho, sino a la interaccion de la GRN con los campos. Por ello revisaremos la
red de la figura 2.2 para proponer la forma en que interacciona la GRN de cada
célula con la dindmica macroscépica de los campos.

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Configuracion final del campo ¢. (b) Configuracion final del cam-
po u. Se realizaron 28600 iteraciones temporales y los valores de los pardmetros
fueron: C =0.1, D=5, =02y e=0.1.
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(a)

(b)

Figura 4.2: (a) Distribucion espacial del modelo ABC, el campo w en rojo y el
campo ¢ en azul. (b) Perfil de la distibucién espacial en el centro del dominio.
Los parametros usados fueron los de la figura anterior.

Cabe mencionar que los resultados obtenidos en la figura 4.2 se conservan
cuando los parametros cambian dentro de limites razonables. Para tiempos muy
grandes, eventualmente la forma de los campos cambia, pero no cualitativamen-
te. Esto significa que nuestro primer modelo tiene un grado de robustez grande
que lo hace apropiado para tratar procesos bioldgicos, pues como sabemos éstos
se deben adaptar a la presencia de cambios abruptos del medio sin destruirse.
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Es de esperarse que la escala de tiempo dT' en que se acoplan los campos con los
genes sea mas grande que la escala de tiempo caracteristica de la dindmica de
los campos (dt). Asi en los calculos numéricos hacemos actuar este acoplamiento
después de un ntmero grande de iteraciones.

Las operaciones légicas muestran que hay 2% posibles condiciones iniciales
de nuestro modelo. Sin embargo, hay cuatro atractores a los cuales se les puede
asignar un primordio en la flor de la siguiente forma:

(w,0,0,1) Car

(w,0,1,1) St
(WUS,AP1,AP3,AG) = (4.9)

(w,1,1,0) Pe

(w,1,0,0) Se

donde w representa el estado de WUS y juega el papel de organizador de los
primordios como era de esperarse, ya que w = 0 se relaciona con los sépalos y
pétalos, mientras que w = 1 se relaciona con los estambres y carperlos.

Caracterizaciéon microscépica

Hasta ahora nuestro primer modelo usando el campo-fase de curvatura es-
pontanea puede reproducir la geometria postulada por el modelo ABC si asig-
namos arbitrariamente los primordios florales a los valores que obtienen los
campos. Sin embargo, esta labor debe ser realizada por los genes de forma que
tenemos que acoplar la GRN con el campo-fase. Si bien, el modelo ABC estable-
ce las combinaciones necesarias entre los genes y sus primordios florales, la red
de regulacion genética propuesta en el capitulo 2 incorpora estas propiedades y
otras mas para asignar la apariciéon de los diferentes primordios florales a genes
especificos, como lo muestra la figura 2.2. A pesar de que la red de regulacién es
muy grande para ser acoplada con los dos campos fisicos que proponemos, cree-
mos que contiene los datos mas relevantes para la formaciéon de los primordios
florales que necesitamos [1, 2, 33, 29] y que podemos identificar con los campos.

Primeramente consideremos: que el gen WUS actia como un regulador y
modulador de células indiferenciadas en el nicleo del meristemo (SAM); que el
gen AP3 esta asociado a la formacion de estambres y pétalos; que el gen AP1 se
relaciona con los sépalos y que el gen AG se relaciona con los carpelos. Poste-
riormente, nos damos cuenta que la GRN tiene genes que se autoregulan (como
los genes WUS, AG, PI y AP3) y otros que reciben informacién extra (como
los genes WUS, AP1, AP3 y AG). Estas evidencias nos permite pensar que la
interaccién macroscopica con la GRN ocurre principalmente en dos genes, la
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primera a través del campo ¢ con el gen WUS para que regule el crecimiento
del meristemo y la segunda con el campo u en el gen AP3 para detectar la
informacién de las interfases basado en la formacién de fronteras que le dicta el
gen UFO al gen AP3. Uniendo estos resultados conseguimos un modelo simpli-
ficado de GRN que incluye los modelos ABC y los méritos de la GRN propuesta
en el capitulo 2 para el desarrollo floral de Arabidopsis thaliana [3]. La forma
esquemaética del modelo acoplado aparece en la figura 4.3.

(u]

O Ly, 3
[ty S

SAM<—@' Yy (AP3)= B

[,

<.I—I.>Se

Figura 4.3: Modelo simplificado de la GRN o GRNs. La flecha indica un activa-
dor y la barra un inhibidor. Las ondas indican la forma de interaccion predomi-
nante de la GRNs con los campos ¢ y u. Los simbolos de igualdad relacionan la
GRNs con el modelo ABC y los simbolos de implicacién muestran el promordio
floral.

Las operaciones logicas F; de los genes que estan representados en la figu-
ra 4.3 son las siguientes:

0 si AG=1
Fap = (4.10)
1 si AG=0
0 si u<=0
Faps = (4.11)

1 si u>006(WUS+AG+API) > 1
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0 si AP1=1y AP3=1
Fac = (4.12)
1 si WUS =1

0 si ¢p<=06AG=16 AP3=1
Fwus = (4.13)
1 si ¢o>0

y la dindmica que siguen es:

Xn(t+7) = Xp(t) + 6(t + dT)[Fa(t) — X, (1), (4.14)

donde X es la variable dindmica que representa el estado del gen, es decir
prendido o apagado, n representa a los genes WUS, AP1, AP3 y AG, ¢ toma
valores 0 6 1 sit # n-dT o sit =n-dIl respectivamente, con n un numero
entero. dT es el tiempo que tarda en interactuar la GRNs con la dindmica de
los campos. Estas operaciones logicas las organizamos en la tabla de verdad 4.1.

Es de esperarse que la escala de tiempo dT en que se acoplan los campos con
los genes sea més grande que la escala de tiempo caracteristica de la dindmica
de los campos (dt). Asi en los calculos numéricos hacemos actuar este acopla-
miento después de un ntimero grande de iteraciones.

Las operaciones 16gicas muestran que hay 2% posibles condiciones iniciales
de nuestro modelo. Sin embargo, hay cuatro atractores a los cuales se les puede
asignar un primordio en la flor de la siguiente forma:

(w,0,0,1) Car

(w,0,1,1) St
(WUS,AP1,AP3,AG) = (4.15)

(w,1,1,0) Pe

(w,1,0,0) Se

donde w representa el estado de WUS y juega el papel de organizador de los
primordios como era de esperarse, ya que w = 0 se relaciona con los sépalos y
pétalos, mientras que w = 1 se relaciona con los estambres y carperlos.
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y el signo de los campos después de una iteraciéon

Genes Estados de los genes dados por sus funciones logicas F;’s

WUS AP1 AP3 AG Fwus Fapi Faps Fac

p<0u<0 | ¢<0u>0 | ¢>0u<0 [ ¢>0u>0

el e e e e =N = M e i e i el e B e B an)
o = = O OO RO RO
o e = = O OO OO
o e e el el e = O OO O -=O
e e e e e e

e I S Y e e e e e e e
O OHHOHH O, OHHFOHKOKO -
OO OO DODOD OO DO DODODOoOoOO0 O oo

SO OO OO OO OO OO
O OHHOHOF,OFKOKHFOKFO =
e el e e e e e e e e e

o = O O OO MHEMHEHOOOO
H = OO HFOOHFEFEHOOKFEOO
_ O OMFOFOFOROROKO
S OO DD OOO OO
OO OMFOMFEOMEO MO MO =
S OO DODDDDODOODIDODOODOODOCDOOOO O

OO OROFFOFOKFEOMFEO-

e e R e T e T e S S S G e G e G B G O S S =

= = = - O OO O O

Tabla 4.1: Tablas de verdad construidas a partir de las funciones ldgicas y los
estados de los genes de la GRNs.

Como mencionamos al construir las ecuaciones (4.5) la influencia de los genes
en los campos deberia ser a través del potencial R y los estados de expresion
genética. Por ello, proponemos que los puntos fijos del potencial sean u = +1y
escogeremos la adaptacion de la GRNs en una forma sencilla. Esto es, suponemos
que la curvatura que se rige por la dindmica de u se relacionara con el estado
de AP3 tratando ser consistentes con la propuesta de curvatura espontinea
relacionada con el campo w y las evidencias experimentales sobre la curvatura
del apice del meristemo cuando se forman los primordios. De esta forma el
potencial que proponemos es:

R =Ry (1— AP3) + R, (AP3), (4.16)

donde Ry = (u+ 1)2 y Ro = (u— 1)2 y serd el que usaremos de ahora en ade-
lante. En la figura 4.4 mostramos los estados de expresion de los genes en un
prototipo con los resultados obtenidos bajo este modelo usando los parametros
indicados en el pie de la figura. De ahora en adelante las figuras de este tipo
representaran los estados de expresién de los genes.
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Figura 4.4: Estados de los genes. Prototipo del desarrollo floral usando los valo-
res siguientes: C' = 0.1, e = 0.1, 8 = 0.2, D = 5, dt = 0.0005 y el acoplamiento
con la GRNs dado por dT' cada 2000 iteraciones temporales. El dominio cir-
cular representa la vista frontal de un corte del meristemo. La barra de color
representa a los sépalos (Se), pétalos (Pe), estambres (St), carpelos (Car) y la
cantidad de células indiferenciadas (Nd).

Exploraciéon de parametros

Mencionamos la robustez del modelo argumentando que reproducia perfiles
muy similares al cambiar los pardmetros pero no mencionamos el papel que jue-
gan dichos parametros. Como es de esperarse el parametro difusivo D hace que
el perfil de u se forme rapida o lentamente. El parametro € regula la rapidez con
que ¢ llega a encontrar un perfil semejante al de la tangente hiperbdlica, aunque
también se relaciona con que tan grande es la regién de sépalos y carpelos, y
la formacién de estambres y pétalos. Sin embargo entender que papel juegan (3
y la curvatura espontanea local C no es facil, para ello hicimos varios calculos
numéricos, como los mostrados en la figura 4.5, haciendo que C' y § tomaran
valores extremos con las misma condiciones iniciales y el mismo tiempo de apa-
ricién de la GNRs de la figura 4.4.

Los resultados mas notables es que ambos parametros, tanto C' como 3 ,
regulan el ancho de los anillos de los primordios de sépalos (Se), pétalos (Pe),
estambres (St), carpelos (Car) y la cantidad de células indiferenciadas (Nd). La
interaccion que tiene la GRNs es muy importante ya que dependiendo de la
escala de tiempo dT' con la que interacttia con los campos se pueden obtener
estructuras diferentes. Esto es debido a que la formacion del perfil de ¢ se ve
afectada y no alcanza su estado estacionario (un perfil de tangente hiperbolica
cuando la curvatura espontanea es cero o bien de perfil tipo tangente hiperbélica
con un escaléon en el cero debido al parametro e de las ecuaciones (4.5)). Para
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mostrar esto hicimos que la GNRs actuara tres veces més rapido y asi obtuvimos
que los sépalos casi desaparecen y la estructura interna de la flor se modifica.
La figura 4.6 muestra estos resultados.

(a) (b)

Figura 4.5: Se muestra la importancia de la curvatura espontanea y el tamafio de
la interaccion entre los campos. (a) Aqui mostramos una curvatura espontanea
(C = 50) mayor que la usada en el prototipo mostrado en la figura 4.4. (b)
El tamano de la interaccion entre los campos (8 = 100) es méas grande que el
mostrado en la figura 4.4.
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(a) (b)

Figura 4.6: Vista lateral del meristemo (se supone simetria cilindrica) y sus
primordios al cambiar la entrada de la GRNs con los campos. (a) Interaccion
de la GRNSs es la misma que el prototipo de la figura 4.4. (b) Interacciéon de la
GRNSs es tres veces mayor que en (a).

4.2. Coevolucion espacio-temporal (MCET)

Crecimiento celular

Cuando hablamos de un modelo en el espacio-tiempo estamos pensando en
la distribucién de los agentes biolégicos cuando hay reproducién celular. En el
caso de Arabidopsis thaliana se conoce de forma aproximada del crecimiento
celular en cada uno de los primordios del meristemo que van cubriendo el es-
pacio al reproducirse [32]. Modelar la reproduccion celular en el espacio de tres
dimensiones es laborioso y complicado. Sin embargo podemos simular el cambio
de forma del meristemo cuando crece cambiando la escala del dominio en el que
lo representamos, de manera que cada pixel represente a un grupo de células
cada vez mayor.

La manera de justificar esto es pensando que, cuando una célula se divide ha-
ce que el espacio donde conviven las células aumente en un factor de dos. Ahora
bien, si consideramos una nueva “célula” formada por dos células después de la
divisién veremos al mismo sistema inicial de un grupo de células en una escala
diferente con las mismas propiedades. Asi, describir el crecimiento de un grupo
de células es equivalente a describir al sistema en escalas espaciales diferentes.
Esta nueva forma de ver la reproduccién como un cambio de escala nos ayuda a
acoplar el modelo de campo-fase con el crecimiento celular ya que para descri-
bir los cambios de escala no necesitamos saber la distribucién espacial de cada
célula, lo que nos deja la libertad de expresar la dindmica del crecimiento de
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los primordios como la interaccion entre sus fronteras. Los problemas de escala
en ecuaciones conservativas, como las del modelo de campo-fase de curvatura
esponténea, no involucran términos extra en la cinética y los factores de escala
en la distribucién espacial son los que representan el cambio de dominio y que
en nuestro caso representan la forma en que crecen los primordios. Observamos
que la forma en la que los primordios crecen inicialmente, que es casi homogénea
e isotropica [32, 21], nos ayuda a plantear el crecimiento como lo hemos descrito.

Para construir el modelo coevolutivo espacio-temporal es necesario incor-
porar los cambios de escala en las ecuaciones dinamicas (4.5). Los estudios de
Plaza et al. [26] en ecuaciones de reaccion-difusion se pueden extender a un
modelo hidrostatico de dindmicas cinéticas que ayudan a modificar nuestro mo-
delo coevolutivo espacial. Los detalles de como obtener las ecuaciones dinamicas
cuando hay cambios de escala los desarrollamos en el apéndice A. La forma gené-
rica de estos resultados con la dindmica de dos campos acoplados es la siguente:

oé - - -
8—‘? = AF — 8,(In(hiho))p — 2 F
o (4.17)
ai: = AG — 0,(In(h1hs))it — Z,G

donde la tilde pone de manifiesto que la funcion depende del tiempo y de la for-
ma del espacio, Ay es el operador Laplace-Beltrami, que en el caso de curvatura
constante y crecimiento isotrépico en un plano se reduce al operador laplaciano,
h1 y hs representa las direcciones de crecimiento del dominio y =; representa los
cambios temporales de las h’s multiplicados por el gradiente en la superficie. La
F y la G son las mismas de las Ecs. (4.5). La esencia de este modelo genérico
es que si conocemos la tasa de crecimiento podemos describir lo que les pasan a
los campos en el espacio-tiempo.

Analizando el trabajo del desarrollo temprano de los 6rganos florales de
Smyth et al. [32] notamos que el crecimiento de los primordios es homogéneo e
isotropica en sus primeras etapas y por tanto podemos poner las direcciones de
crecimiento en funcién de una tasa de crecimiento exclusiva del tiempo como
hi1 = hs = p(t), donde la funcién p(t) se puede ajustar a partir de los datos
experimentales del crecimiento de los primordios. Cabe mencionar que las eta-
pas de crecimiento tienen un tiempo promedio de duracién y con ello podemos
relacionar el tiempo dT en que acttian los genes con cada primordio y con la
tasa de crecimiento p. La tasa de crecimiento se obtuvo ajustando los datos
experimentales para el crecimiento de los primordios bajo una funcién de creci-
miento que se obtuvo por minimos cuadrados. De esta forma la expresiéon para
la tasa de crecimiento resulto ser exponencial del tipo p(t) = A + Be(/™) con
A=-104, B =225y m = 3.6. Con estos nimeros el modelo podra representar
un crecimiento en que el tiempo dt que usaremos para describir la dindmica de
los campos estd en unidades de dias. El ajuste se muestra en la figura 4.7.
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Figura 4.7: Se muestran las fases de crecimiento de los primordios: sépalos (Se),
pétalos (Pe), estambres (St) y carpelos (Car). La longitud de crecimiento pj(t)
se muestra con una linea roja y se relaciona con la tasa de crecimiento (p(t))
por medio de una longitud caracteristica (A = 1um) como py(t) = Ap(t). Los
datos experimentales del crecimiento de los primordios se tomaron del trabajo
de Smyth et al. [32].

La transformaciéon de las ecuaciones dindmicas (4.5) que describen el creci-
miento y que detallamos en el apéndice A son:

06 1 o b
=SV F-=(F+¢

o 2 5 )

Oou 1 P

— = VG -5 (G +w),

o 2 5 )

(4.18)

donde F'y G son las mismas funciones presentadas en las ecuaciones (4.5) pe-
ro con la diferencia de que o es constante, ya que el area se modifica con el
crecimiento. Cabe mencionar que en el modelo se modifico el tiempo dT para
que cada organo representado por la GNRs aparezca en el tiempo adecuado de
acuerdo a los resultados de Smyth et al. [32]. De esta forma los sépalos entran
entre el tercero y cuarto dia de crecimiento cuando p ~ 35, los pétalos y los
estambres entran después del cuarto dia cuando p ~ 45 y los carpelos entran al
quinto dia cuando p ~ 50.
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Primordios florales simulados

A continuacion presentamos los resultados aplicados al desarrollo temprano
de Arabidopsis thaliana. Las condiciones de frontera que hemos considerado en
los calculos numéricos son de no flujo, iniciando con un perfil de tangente hi-
perbolica ensanchado para el campo ¢ y u = 0 en todo el espacio. También
cabe mencionar que el punto de referencia para el campo u con respecto a la
sensibilidad de los genes lo cambiamos de cero a 0.1, esto fué debido a que el
factor #/pG de las ecuaciones (4.18) hace que el campo u se difunda a valores
maés positivos. En la figura 4.8 mostramos la aparicion de los primordios segtn el
tiempo transcurrido. La importancia de esta figura es que los primordios apare-
cen en la misma distribucién espacial y temporal que en los experimentos y por
tanto nuestro modelo MCET describe muy bien el desarrollo temprano de la flor.

En la figura 4.9 mostramos una vista lateral del meristemo y en la figura 4.10
mostramos una vista frontal. En estas figuras expresamos la importancia de
la relacién area-volumen a través del parametro ¢ haciendo una comparaciéon
entre cantidades chicas y grandes de éste. El resultado més notable es que el
crecimiento de o favorece la existencia de mas sépalos. Otro punto a evaluar fue
la difusion del campo u, esta situacion la mostramos en la figura 4.10(c) y el
resultado mas importante es que al aumentar D desaparecen los carpelos y los
sépalos. También exploramos los pardmetros €, C'y 3 pero estos no presentaron
cambios notables en la estructura de los primordios, lo cual dice que la robustez
del modelo espacial mejora ahora que hay crecimiento.
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()

(b)

(c)

Figura 4.8: Se muestran las fases consecutivas de crecimiento en el meristemo
conforme los primordios aparecen: en (a) p ~ 35, (b) p ~ 45y en (c) p ~ 50. Este
modelo lo usaremos como prototipo y nos servird como punto de comparacion.
Los pardmetros usados fueron: C = 0.1, 8 = 0.2, e = 0.1, D = 0.5, dt = 0. 0005,
o =4 y la GRNs entrando cada 200 iteraciones.
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()

(b)

Figura 4.9: Vista lateral del meristemo y sus primordios. Comparacién del para-
metro o usando: (a) el prototipo con los valores de la figura 4.8 y (b) el prototipo
con una o = 0.4.
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(b)

(c)

Figura 4.10: Vista frontal del meristemo y sus primordios. Comparacion de los
parametros o y D usando: (a) el prototipo con los valores de la figura 4.8. (b)
El prototipo con una ¢ = 0.4. (c¢) El prototipo con una difusién D = 1.5.



Capitulo 5

Predicciones

La robustez con la que operan los organismos biolégicos es muy importante,
pues les permite sobrevivir innumerables generaciones a pesar de los cambios
repentinos en su medio ambiente. Esta propiedad fundamental parece estar plas-
mada en nuestro modelo, lo que lo hace valido para explicar el crecimiento de
los primordios en la floracion de Arabidopsis thaliana. Sin embargo, no todos
los parametros del modelo reproducen primordios similares al variarlos como
hemos visto en la figura 4.10, lo que nos deja caminos abiertos para tratar de
entender las mutaciones que se llevan acabo en Arabidopsis thaliana e inclusive
en otras plantas variando la forma del campo w y su difusiéon a través de D, la
relacion area-volumen que nos da o y el tiempo en que la GRNs interactia con
los campos.

Mutantes

Para ver el poder predictivo de nuestro modelo decidimos investigar los mu-
tantes que deberdn generarse cuando alguno de los genes falla. Para esto encon-
tramos que en Arabidopsis thaliana hay tres tipos de mutantes: los mutantes de
la clase A que se forman con carpelos y estambres y que ademaés se encuentran
en la secuencia (Car,St,Car), los mutantes de la clase B que se forma de sépalos
y carpelos y que tienen la secuencia (Se,Car) y los de la clase C que se forman
por (Se,Pe,Se). Nuestro modelo predice facilmente los mutantes B y C ya que
solo hay que inhibir los genes AP3 y AG respectivamente. Sin embargo, la pre-
diccion del mutante A no es tan sencilla, pues la inhibicién del gen AP1 muestra
los primordios en una secuencia (St,Car) que es diferente a la del mutante tipo
A. En este caso los pardmetros del modelo juegan su papel, pues encontramos
que el mutante tipo A se puede lograr si se inhibe el gen AP1 y si se hace que
el ancho de la interfase (€) y la interaccion (§) entre los campos sean grandes
cuando la GRNs actua de forma mas rapida. En otras palabras, la aparicién del
mutante tipo A implica un cambio muy grande en los parametros del modelo,
lo que lo hace en un sentido poco probable bajo la condiciéon de que el gen AP1
se inhiba directamente. La figura 5.1 muestra los mutantes.
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(a) (b)
() (d)
(e) (f)

Figura 5.1: Mostramos una comparacion de los mutantes reales en la columna
de la izquierda contra una vista lateral de los mutantes simulados con el MCET
en la columna derecha. (a) Flor mutante tipo A (Car,St,Car). (b) Mutante A
generado con AP1= 0. (c¢) Flor mutante tipo B tipo B (Se,Car). (d) Mutante
B generado con AP3= 0. (e) Flor mutante tipo C (Se,Pe,Se). (f) Mutante C
generado con AG= 0.
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Explorando la GRNs encontramos que la activacion perenne de ciertos genes
también produce mutantes, esta situaciéon nos hace ver que el mutante tipo A
se produce con gran facilidad (dejando los parametros con los que se calculan
los mutante B, C y el prototipo de la figura 4.8) si se deja activado el gen AG.
En este sentido el MCET nos dice que la apariciéon del mutante tipo A no se
debe a que hay una inhibicién de AP1 directa sino a una inhibicién provocada
por la activacion de AG. Este dato concuerda con los experimentos realizados
por Mitzukami y Ma [24]. Dentro de los nuevos mutantes que podemos predecir
encontramos que la activacion del gen AP1 nos da un mutante C modificado
en el cual hay una zona que queda indiferenciada, la que corresponderia a los
sépalos centrales del mutante tipo C, lo que nos da como resultado que la co-
rrespondencia entre la activacion e inhibicion de AP1 y AG no sea biunivoca.
La activacion de AP3 da como resultado la aparicion de pétalos y estambres
en la secuencia del mutante tipo B si se intercambian los sépalos por pétalos y
carpelos por estambres. Los resultados numéricos de los mutantes se encuentran
en las figuras 5.1 y 5.2.
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()

(b)

(c)

Figura 5.2: Vista lateral del meristemo en la formacion de mutantes. (a)Mutante
tipo A (Car,St,Car) generado con AG= 1. (b)Mutante tipo B+ (“over B”)
(Pe,St) generado con AP3= 1. (c¢) Mutante tipo C+ (Se,Pe,Nd) generado con
AP1=1.
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Mutante equivalente

Como mencionamos antes, el papel que juega u es extremadamente impor-
tante y puede estropear el desarrollo floral normal. Un ejemplo interesante, o
mutacién , se puede obtener si se cambia el signo de u, o equivalentemente se
intercambian los puntos fijos intercambiando R; y Rs en la Ec. (4.16). El re-
sultado que se obtiene es sorprendente y se muestra en la figura 5.3(a), donde
se muestra el resultado de un célculo en donde se ha hecho esta inversion de
u. Como puede observarse la disposicién de los érganos centrales esté invertida,
asi mismo los sépalos ocupan la posicién de los pétalos y viceversa. De todas las
plantas angiospermas, que son alrededor de 250000 especies conocidas, la tnica
que presenta esta mutacion es la Lacandonia schismatica, que es una planta
descubierta en 1985 en las selvas de Chiapas. Se muestra una fotografia de esta
flor en la figura 5.3(b).

(a) (b)

Figura 5.3: (a) Mutante obtenido numéricamente invirtiendo los puntos fijos de
u. Todos los demas parametros son los de la figura anterior, excepto o = 0.4.
(b) Fotografia de una flor de Lacandonia schismatica.
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Conclusiones

Hemos descrito un modelo de coevolucién entre dos sistemas dindmicos inter-
actuantes que puede ser utilizado para investigar el problema de diferenciaciéon
celular en general. El modelo no propone dinamicas especificas para los sistemas,
sino que simplemente se basa en la idea fundamental de que es necesario que las
células indiferenciadas del tejido embrionario reciban la informacion espacio-
temporal necesaria para decidir su destino final a través de su curvatura. El
modelo ha sido detalladamente expuesto para tratar el caso del desarrollo floral
de Arabidopsis thaliana ya que es el sistema bioldgico modelo de las plantas
angiospermas y tiene una literatura basta sobre los mecanismos biomoleculares
como del desarrollo del meristemo que nos ayudo a plantear un modelo general
de diferenciacién celular en el desarrollo temprano de la flor.

El modelo ha sido desarrollado en pasos, proponiendo un modelo espacial
que describe la dindmica de los campos macroscopicos que se acoplan a las redes
genéticas de cada célula para darles la informacion espacial que requieren. Esta
parte se basé principalmente en las ideas expuestas por el modelo ABC y con
la simplificacién de la GRN inferidas de los datos experimentales. Este modelo
simple por si solo es capaz de reproducir la conformacién espacial de anillos
concéntricos de los érganos que se observa experimentalmente [3].

Finalmente incorporamos la evolucién temporal del proceso suponiendo que
la reproduccién celular resulta en el crecimiento homogéneo e isotropico del
meristemo. Derivamos las ecuaciones dinamicas del sistema en esta situacién
y ajustamos los pardmetros para reproducir la aparicién de los érganos en el
tiempo adecuados. El resultado mas sorprendente es que el patrén espacial se
conserva y que los verticilos de los 6rganos van apareciendo en forma concén-
trica de afuera hacia adentro empezando con los sépalos y terminando con los
carpelos. Este resultado nos indica que la curvatura mas pequena se puede aso-
ciar a la formaciéon de los sépalos y la més grande a los carpelos, las curvaturas
intermedias estarian asociadas a los pétalos y estambres. Esta propuesta deja
caminos abiertos para la experimentacién ya que se podria plantear la medicién
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de las curvaturas a lo largo del meristemo para determinar el intervalo de valores
de la curvatura donde se desarrolla un primordio.

Examinamos el poder predictivo de nuestro modelo estudiando todas las po-
sibles mutaciones de Arabidopsis thaliana y fuimos capaces de reproducir todas
las variedades de mutantes y otras aun no encontradas como la B+, la C+ y
la inversion de 6rganos por pares, que presenta la flor de Lacandonia schismatica.

El caso del mutante A es interesante, pues nuestro modelo predice que es
dificil de obtener y que ademés puede producirse por causas diferentes. Cabe
mencionar que las condiciones que nuestro modelo predice, ya sea AP1=0 o
AG=1, son afines a las condiciones que se han investigado experimentalmente
para obtener este mutante. En el articulo de Mitzukami y Ma [24] se menciona
que el mutante A se logra en el laboratorio activando anticipadamente el gen
AG desde el principio del desarrollo floral.

Como punto final, la robustez con la que operan los sistemas biologicos queda
plasmada en el modelo ya que a pesar de cambiar los parametros, la distribu-
ciéon espacio-temporal de los 6rganos de la flor queda igual. Lo que sugiere que el
acoplamiento de la red de regulacién genética con la dindmica fisica del MCET
incorpora aspectos claves de la morfogénesis de flores y proporciona una hipote-
sis plausible para el intercambio de informacién espacio-temporal de las células
indiferenciadas y su medio a través de la curvatura para generar los patrones
celulares.



Apéndice A

Escalamiento

Crecimiento del dominio

La derivacién de ecuaciones dindmicas para ciertas concentraciones en un
dominio que va creciendo con el tiempo se puede hacer mediante un mapeo
del dominio con una funcién ¥; que modele la superficie S; al tiempo t. Con-
sideremos los parametros (¢,n) que pertenecen a un dominio inicial g en dos
dimensiones, el mapeo del dominio lo podemos expresar como:

¢t(<7n) = X(C?”at) = ’F(Ca T]vt)7 (A]-)

donde X representa la superficie parametrizada por los parametros y el tiempo y
T es el vector de posiciéon. De esta forma el dominio al tiempo ¢ esta representado
por:

Q(t) = ¥(Q). (A.2)

Tratamiento de las ecuaciones dindmicas del modelo con
crecimiento

En esta secciéon seguimos los mismos pasos que en la Ref. [26] aplicados a
nuestras ecuaciones dindmicas. El flujo de F' = (F; + F}) es

V.J=V(VF). (A.3)

Integrando en todo el volumen €2 y usando el teorema de la divergencia
d
—/ opdX = / V- (VF)dX = VF -ndS, (A.4)
dt Jo Q 09

en la que 2 representa el dominio y 9f) la superficie de ese dominio. El vector
normal a la superficie esta representado por n.
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Pensando que toda la dindmica se lleva acabo en la frontera, podemos con-
siderar un dominio en dos dimensiones donde hy = |X¢| y he = |X,| con X,
y X, los vectores unitarios de la superficie. Usando esto podemos escribir la
ecuacion (A.4) como:

4 d(X,1)dSx = ?é VF - ndl. (A.5)
dt Jo 20(t)

Aqui, 092(t) es una curva regular que descansa en la superficie ademas de ser
la imagen de 09y bajo la funcién de crecimiento o mapeo. Considerando que la
curva inicial se puede parametrizar por s, entonces la curva queda descrita por
(Co(s),mo(s)). Si definimos el vector tangente sobre la curva 0€2(t) como:

7= (X + np Xy, (A.6)
donde ¢, = d¢y/ds y n, = dno/ds. Y si también definimos el vector normal
como:

n = aX¢ + BX,, (A7)
hi¢p hang

R Y 8= m
cion (A.5) con el uso del teorema de Stokes como:

donde o = podemos reescribir el lado derecho de la ecua-

55 VF-ndl=@¢ VF-(aXc+ X,)|rlds
aQ(t) Qo

h h
= (por)ace (Ear)an g

_ yﬁ l(Z?aCF) + (ZlanF)
Qo 1 ¢ 2 n

y la parte izquierda de la ecuacion (A.5) como:

dgdn,

d d
o ¢(X7 t)dSX =7 ¢(X(C777»t)at)h1h2dCd77
dt Q(t) dt QO

(A.9)
= /Q ((Orp + V¢ - 0: X)h1ha + ¢p0¢(h1he))dCdn.

Juntando las ecuaciones (A.8) y (A.9) y considerando (¢, t) = ¢(X(C,m, 1), t)
podemos ver claramente que 0y = 0,9 + V¢ - O X, Fr = O F, F,, = 0,F y por

tanto encontramos que:
5 N ho ~ hy -
8,5(;5(}11]12) + ¢at(h1h2) — hfF( + han
1 ¢ 2 n

Qo

dCdn =0, (A.10)
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como es valido para cualquier superficie podemos escribir:

1 = AyF — 9y (In(hihs)), (A.11)

1 [ (hy - m~>
AF = 2R 4+ (2R
m@l@l>c Qg"n

es el operador Laplace-Beltrami. Esta ecuacion nos describe la evolucién de una
concentraciéon de un agente cualquiera por medio de ¢ cuando el dominio va
creciendo en el tiempo. En muchos casos ¢ representa concentraciones quimicas
de morfégenos que ayudan a describir la formaciéon de patrones en la naturale-
za [25].

donde

: (A.12)

Dinadmica cinética
Considerando que las ecuaciones que rigen nuestro modelo coevolutivo pre-
sentan una dindmica cinética implicita, desarrollaremos las ecuaciones de la
dindmica cinética considerando que el dominio crece a una velocidad v y se
mueve como un fluido ideal, regido por la ecuaciéon hidrostética [15] como:
¢

% 5 VFLV.J Al
5, = 0 VE+V - (A.13)

Si integramos la ecuacion (A.13) en el dominio Q y considerando las premisas
del apartado anterior, obtenemos que:

d

4 ‘M&X:/‘ VF-mﬂ—/ 7-VFdSx. (A.14)
dt Jow 29(t) Q(t)

Al comparar la ecuacion (A.14) con la ecuacion (A.5), nos damos cuenta que
los dos primeros términos son iguales y se pueden desarrollar como hasta las
ecuaciones (A.8) y (A.9). Para el ultimo término debemos considerar que:

7 =hi X¢ + haX,, (A.15)

y por tanto

/ I7~VFdSX:/ v - VFhihod(dn
Q(t) Qo

(A.16)
:/ %&F+@%ﬂhﬁﬂwn
Q()

Al unir todos los términos bajo las definiciones de las ecuaciones (A.10) y
(A.11) obtenemos:
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04 = AF — 0y(In(h1h))d — 5, F, (A.17)
donde A estéa definido por la ecuacion (A.12) y
=, F = hFe + hoF),. (A.18)

Siguiendo los pasos del apartado anterior para v finalmente podemos escribir:

% = AF — 0y(In(hihe))d — EF
(A.19)

% = AG — 9,(In(h1ho))it — E,G
Crecimiento isotrépico

Pensando que el dominio crece igual en todas direcciones, este se puede
escribir como:

X(¢,m,t) = p(t) Xo(C,n). (A.20)

donde p(t) representa la funcién de crecimiento.

Ahora bien, si aplicamos esta condicion a las ecuaciones (A.19) de los dos
campos obtenemos para un dominio bidimensional plano

. .
99 _ Lgep Py

ot p P (A.21)
ou 1 '

u_ 1Pt :
ot 2 p( )

donde V? reemplaza al operador de Laplace-Beltrami y =, = p/p calculando el
gradiente en la superficie del dominio.



Apéndice B
Programas

La simulaciéon numérica la desarrollamos en MATLAB version 7.7. Los lapla-
cianos quedaron discretizados en la forma habitual, es decir, midiendo el cambio
en las 4 direcciones de una red cuadrada. El programa que simula los laplaciano
se llama delta2fun. Este programa se encuentra en la rutina del programa dina-
mica de los campos. Los dos programas con los que se desarrollaron todos los
calculos numéricos en este trabajo se presentan en las siguientes secciones.

Programa para calcular los laplacianos

lap=0*Fun;
M=N;
unog—ones(M,N);

lampl=0*unog;
lampr=0*unog;
lampu=0*unog;
lampd=0*unog;

lampl(2:M-1,2:N-1)=(Fun(3:M,2:N-1)-Fun(2:M-1,2:N-1));
lampr(2:M-1,2:N-1)=(Fun(1:M-2,2:N-1)-Fun(2:M-1,2:N-1));
lampu(2:M-1,2:N-1)=(Fun(2:M-1,3:N)-Fun(2:M-1,2:N-1));
lampd(2:M-1,2:N-1)=(Fun(2:M-1,1:N-2)-Fun(2:M-1,2:N-1));
lap=lampl+lampr+lampu-+lampd;
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Programa logico de los genes (genesp.m)

T=5;
ul=u;
fi0=sign(fi);

for i =1:length(fi)
for j=1:length(fi)

if fil(i,j) <=0 fi(i,j)=-1;
u(i,j)=0;
end

for ii=1:T-1

wl=w(i,);
al=a(i,j);
b1=b(i,j);
cl=c(i,j);

kool koW s funtion ¥Rk Rk
if fi0(i,j)<=0| c==1 | b==

wl1=0;

end

if £i0(i,j)>0

wl=1;

end
sokokokokokokokkkokokokskokkokokkok ok kol skt skokkok Rtk kR ok sk ok

skl ookl At op Rk koo
if c(i,j)==1

al=0;

end

if c==

al=1;

end
Sk ok 3k sk ok >k sk Sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk skook sk sk skosk skoskok sk sksk skskosk sk k

sk Rk B i o R R Rk ko
if u0(i,j)>=0 | (w(i,j)+a(i,j)+c(ij))>=1.1
b1l=1;

end

if u0(i,j)<0

b1=0;

end
Sk ok 3k sk ok >k sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk skook sk skoskok skoskok sk skok skoskok sk sk

o1
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sk skokokkoksok (1 tion Rk R ok ok ok ok
if a(i,j)==1 & b(i,j)==0

c1=0;

end

if w(i,j)==1

cl=1;

end
Sk ok 3k sk ok >k sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk skook sk sk skosk skoskok sk skok skoskok sk k

mutants¥EFkkkkkkkrkkxk
al=1,;

al=0;

a:'(ﬁo-l)/Z;
b=(£i0-+1)/2;

if (al==1 & b1==0 & cl==0) *HF¥**Fepalstirrrix
qq(i,j)=.5;
end
if (al==1 & bl==1 & cl==0) *FHF**Petalgiirirxx
qq(i,j)=1;
end
if (al==0 & bl==1 & cl==1) **** Stamens*r*i
qq(i,j)=1.5;
end
if (al==0 & bl==0 & cl==1) *¥***¥Carpelsttr***
qq(i,j)=2;
end
if fi(i,j)<=-9 & abs(u(ij))<=.05
qq(i,j)=0;
u0(i,j)=0;
end

u(i,j)=u(i,j)+.01*sign(u(i,j));

end
end
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Programa de la dindmica de los campos

clear all
N=50;
rad=10;
radm=2%*rad;
dx=1;
dt=0.0005;
C=0.1;
bet=0.2;
dx=1;
ep=0.01;
epl=sqrt(ep);
D=0.5;
s=1;
sigma=4;
rho=1;
rhos=1;
mrho=10;
AR AR KRR KRR R KRR SRR R KR oK
sioerRisoios Contadores del programa* sk
step=100;
iniciogenes=2;
Finaliter=13;
pent=iniciogenes;
count=0;
countiter=0;
numer=0;

numero=0;
sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skoskoskoskoskeskoskok ok

ook stk ook ook okl ook ofokakotok sk stk ok kol skl sk ok sk ok ok stk sk ok ook sk okak ook
fiin=1;
fiout=-1;

for i=1:N
for j=1:N
r=sqrt((i-.5*(N+1))%+(j-.5*(N+1))?);
fi(i,j)=.5*(fiout-fiin) *tanh((r-rad)*0.3)+(fiout+fiin) *.8;
fi1(i,j)=.5*(fiout-fiin) *tanh((r-radm)*.8)+(fiout+fiin)*.5;
line(i,j)=-0.1;
linel(i,j)=0.1;
end
end

fi(1:20,:)=1;
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fi(1:15,:)=-1;
fi1(1:20,:)=1;
fi1(1:15,:)=-1,

u=0.0*(rand(N,N)-.5);
FHAFAA A AAFA A IAA A A A AF A I A A A FAAFF A HFAF A A HFAAF A K

Tk R Rk Rk R R Rk
u0=sign(u-.5);

fi0=sign(fi);

w=(fi0+1)/2;

a=ones(N,N);

b=a;

C=W;
T g LT T PE PR PR SRS E PP PSP

pa=-10.4;
pb=22.5;
pc=1/3.6;
for q=1:22

for iter=1:Finaliter

count=count+1;
if count == iniciogenes
genesp
count=0;

if rho>=20
numero=numero+-1;
figure(2)
qq(1:15,:)=0;
plis

end
if rho>=33
pent=20;
end
iniciogenes=pent;
end

i T
for iiter=1:step

Kok kK koK kx >k 3k 3k 3k 3k ok 3k ok ok >k ok kok ok ok koksk kk

growing
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if rho<=12.1

rhos =rhos +mrho*dt;

end

if rho>12.1
rhos=pa+pb*exp(pc*dt*(numer));
numer=numer-+1;

end

rhop=(rhos-rho) /dt;

rarho—rhop /rho;
invrho=(1.0/(rho*rho));

esc=1.0;
oKk KRR KRR Rk KRR KRR KRRk KRRk kR K

Rl=s*(u+1).%
Rul=s*2*(u+1);

R2=s*(u-1).2%;
Ru2=s*2*(u-1);

R=R1.*(1-b)+R2.*D;
Ru=Rul.*(1-b)+Ru2.*b;

Fun=fi;
delta2fun
lapfi=lap;

mu=(fi-ep1*C*(1+bet*u)).*(fi.2-1)-ep*lapfi;

Fun=mu;
delta2fun
lapmu=lap;

F=2%(3*f.2-1-2%ep1*C*fi.*(1+bet*u)). *mu-ep*lapmu+4*R.*fi. *(fi.2-1);

Fun=F;
delta2fun
lapF=lap;

Fs=lapfi;
Fun=Fs;
delta2fun
lapFs=lap;

>k 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok skok kok sk ok skook sk okook sk ok kok sk sk skokok kokokok skokkok ko

Fun=u;
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delta2fun
lapu=lap;

G=Ru.*(fi.2-1).2-2*ep1*C*bet *mu.*(fi.2-1)-D*lapu;

Fun=G;
delta2fun

lapG=lap;
>k sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ke ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk skoskoskosk skskskosk kk

FFF=F-sigma*Fs;
u=(u-+invrho*dt*lapG-(esc*G+u)*dt *rarho);
fi—fi+invrho*(dt*(lapF)-dt*sigma*lapFs)-(esc*FFF+fi)*dt*rarho;

FAASAAAFFAAK gjoma caleulation FFFFFREEREE
lapF(1,:)=lapF(2,:);

lapF(N,:)=lapF(N-1,:);

lapF(:,1)=lapF(:,2);

lapF(:,N)=lapF(:,N-1);

[derilapF, derjlapF| = gradient(lapF);

lapFs(1,:)=lapFs(2,:);
lapFs(N,:)=lapFs(N-1,:);
lapFs(:,1)=lapFs(:,2);
lapFs(:,N)=lapFs(:,N-1);
[derilapF's,derjlapF's] = gradient(lapF's);

fi(1,:)=fi(2,:);
N,:)=fi(N-1,:);
1) =1i(:,2);

N)=fi(;,N-1);
[derifi,derjfi] = gradient(f1i);

fi(
f(
f(

I=sum (sum(derifi.*(derilapF-derifi) +derjfi.* (derjlapF-derjfi)));
Is=sum(sum(derifi.*(derilapFs)-+derjfi.*(derjlapFs)));

sigma=I/(Is);
kR R R R R R R R R R R R KRR
u(1,)=u(2,);

u(N,:)=u(N-1,:);
u(:,1)=u(:,2);
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u(;,N)=u(:,N-1);
rho=rhos;

end

Kok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ko ok ok ok kok skok ko ok ok sk kok skok ok sk kckkck kk

countiter=countiter +1;

numero—numero+1;

>k ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok skok skookook ok sk skok sk ok kokock ok kokok kok ok

sig(countiter)=sigma,;
rhoplot(countiter)=rho;
rhoploti(countiter)=dt*100*countiter;
figure(1)
plot(u(N/2,:),’r’),axis square
hold on
plot(fi(N/2,:)),grid
hold off

Run=[num2str(q) ’." num2str(iter) -’ num2str(rho)|
end
save([num2str(q)])

end

o7
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