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Resumen

El paradigma inflacionario se considera actualmente como la piedra angular de la
cosmologia moderna debido a que, presuntamente, brinda una explicacién acerca del
origen de las pequenas anisotropias observadas en el Fondo Césmico de Radiacion
(CMB!) que, a su vez, son necesarias para la evolucién de estructura césmica. Sin
embargo, la explicacion propuesta por el modelo inflacionario es poco satisfactoria.
El problema fundamental radica en el hecho de que al evolucionar unitariamente el
estado vacio del campo del inflatén, de acuerdo a las reglas estandar de la Mecénica
Cuantica en un universo en expansion, el estado permanecera homogéneo e isotrépico
en cualquier época.

El trabajo [89] plantea que para entender la transicién de un estado homogéneo e
isotropico a uno que no lo es, es necesario un colapso de la funcién de onda, asociada
al estado cudntico homogéneo é isotrépico original, si es que queremos terminar (co-
mo lo muestran los datos observacionales del CMB) con una situacién inhomogénea
y anisotropica. Por otra parte, estos mismos autores muestran que este colapso, en la
interpretacion tradicional de la Mecanica Cuantica, no se puede justificar principal-
mente por el hecho de que no existen observadores externos al universo que provoquen
el colapso de la funcién de onda. Motivados por este ultimo punto recurren a las ideas
de Penrose sobre el colapso de la funcién de onda en Mecanica Cuéantica, donde se
propone que es la gravedad (y no los observadores) la que provoca el colapso.

En este trabajo de tesis nos basaremos en la hipdtesis del colapso. Particularmente
obtendremos la amplitud de las perturbaciones trabajando en el esquema del colapso
y mostraremos la relacion que existe entre los parametros que caracterizan el colapso
y el problema de ajuste fino del potencial inflacionario. Adicionalmente asumiremos
la hipdtesis de colapsos multiples en cada uno de los modos del Campo Cuéantico.
Los resultados obtenidos, considerando la hipétesis de colapsos multiples, requieren
una caracterizaciéon mas detallada en los estados post-colapso que la considerada
en trabajos anteriores. La constriccién mas importante que encontramos esta en el

Ldel inglés Cosmic Microwave Background.



ii Resumen

nimero posible de colapsos. Finalmente, incluiremos la propuesta de colapso dentro
del marco de cuantizacion tradicional y analizaremos las diferencias conceptuales
que existen entre nuestro enfoque y el enfoque usual. Mostraremos que, dependiendo
del enfoque que se utilice para tratar los aspectos cuanticos de la gravedad, las
predicciones tedricas sobre las propiedades de las semillas de estructura cdsmica
cambian sustancialmente.



Abstract

The inflationary paradigm is considered the corner stone of modern cosmology
because, supposedly, it provides an explanation on the origin of the small anisotropies
observed in the Cosmic Microwave Background (CMB), which in turn, are needed
for the evolution of cosmic structure. However, the explanation proposed by the
inflationary model is less than satisfactory. The fundamental problem resides in the
fact that the unitary evolution of the vacuum state of the inflaton field, according
to the standard rules of Quantum Mechanics in an expanding universe, will remain
homogeneous and isotropic at any given epoch.

The work [89] propose that in order to understand the transition from an homo-
geneous and isotropic state to another one which is not, is necessary a collapse of
the wave function associated with the original homogeneous and isotropic quantum
state, if we want to end up (as confirmed by the observational data) with an inho-
mogeneous and anisotropic state. On the other hand, these authors show that the
collapse, in the traditional interpretation of Quantum Mechanics, is not completely
justified because of the fact that there were no external observers of the universe that
could provoke the collapse of the wave function. Motivated by this point, they resort
to Penrose’s ideas regarding the collapse of the wave function in Quantum Mechanics,
where it is proposed that gravity (and not an observer) induces the collapse.

In this thesis, we will adopt the collapse hypothesis. Particularly we will obtain
the amplitude of the perturbations working in the collapse scheme and we will show
the existing relation between the parameters characterizing the collapse and the fine
tuning problem of the inflaton’s potential. Additionally, we will assume the hypoth-
esis of multiple collapses in each mode of the Quantum Field. The results obtained,
considering the multiple collapse hypothesis, require a more detailed description of
the post-collapse states than those considered in previous works. The most important
constriction we found is in the possible number of collapses. Finally, we will include
the collapse proposal within the traditional quantization treatment and we will ana-
lyze the conceptual differences between our approach and the standard one. We will
show that, depending on how one deals with the quantum aspects of gravity, the

II1



iv Abstract

theoretical predictions about the properties of the seeds of cosmic structure change
substantially.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion General

La motivacién fundamental en la realizacion de este trabajo de tesis esta en el
hecho de que el escenario cosmolégico nos proporciona un ‘laboratorio’ natural donde
es posible explorar fenémenos en los cuales la gravedad y la mecanica cuantica se
encuentran intimamente ligadas. Actualmente no tenemos acceso a datos experimen-
tales que nos ayuden a comprender el como la gravedad y la mecénica cuantica se
relacionan a nivel fundamental. Sin embargo, se cree que las fluctuaciones observadas
en el espectro de la Radiaciéon Césmica de Fondo (CMB) tienen un origen cuantico
y, posteriormente, fueron amplificadas por la gravedad. Por lo cual, tenemos datos
observacionales sobre el comportamiento de la gravedad y la mecanica cuantica que
es conveniente que sean analizados por una teoria de la gravedad cuantica debido,
entre otras cosas, a que las escalas de energia en la época donde se cree que tuvieron
origen las anisotropias observadas en el CMB, coinciden justamente con las escalas
de energia! donde la gravedad y la mecdnica cudntica se encuentran relacionadas
fundamentalmente. Hasta el dia de hoy, no contamos con una teoria de la gravedad
cuantica completamente desarrollada, sin embargo, creemos que los primeros pasos
en la buisqueda de esta teoria pueden darse si consideramos modelos fenomenolégicos
que nos sirvan de guia hacia la teorfa fundamental. Uno de los modelos fenomenologi-
cos existentes, que podrian explicar la realidad, es el que expondremos en este trabajo
de tesis.

LGeneralmente se piensa que esta escala de energia estd dada por la energfa de Planck /hic® /G ~
1.22 x 1019 GeV.



2 Introduccién

1.2. El problema fundamental y el punto de par-
tida

El estudio del origen y la evolucion de la estructura a gran escala del univer-
so constituye un aspecto central en la cosmologia moderna. En anos recientes, las
observaciones provenientes de los estudios de supernovas [90, 91, 93, 114], de la es-
tructura a gran escala [115, 1] y principalmente de las observaciones del CMB [100]
han contribuido notablemente al éxito del modelo cosmolégico. En particular los
datos observacionales recolectados por el satélite WMAP [60] han creado un esce-
nario propicio para comparar los diversos modelos tedricos sobre el origen del universo
con las observaciones. La explicaciéon ampliamente més aceptada sobre dicho origen
se encuentra en la idea de la inflacién. Originalmente propuesta por A. Guth [42], la
inflacion postula que el universo sufrié una expansion acelerada durante sus primeras
etapas. Histéricamente, esta idea surgio de la necesidad de explicar ciertos problemas
de naturalidad del modelo del Big Bang conocidos como: el problema del horizonte,
el problema de planitud y reliquias no deseadas®. Sin embargo, en la cosmologfa mod-
erna la importancia de la inflacién radica en el hecho de que se dice capaz de explicar
el origen de las estructuras que observamos en el universo [80] tales como galaxias,
cumulos de galaxias y las anisotropias en el CMB. La idea del modelo inflacionario
puede describirse brevemente de la siguiente manera: Comenzando con condiciones
relativamente arbitrarias sobre nuestro universo, la expansion acelerada lo lleva a
un estado homogéneo e isotrépico; posteriormente durante la época inflacionaria las
fluctuaciones cuanticas del vacio asociadas al inflatén se ‘congelan’ (esto es, la am-
plitud de la fluctuacién del inflatén permanece constante) y a partir de este instante
se invita a tratar a las fluctuaciones cuanticas como cléasicas. Esta transicion ocurre
cuando la longitud de onda fisica asociada a las fluctuaciones es mayor que el radio
de Hubble (H1). A las fluctuaciones del vacio, se les asocia con las perturbaciones
a la densidad de energia que sobreviven después de la inflacién y que se identifican
con el origen de toda la estructura observada en el universo, en particular, son las
responsables de las anisotropias observadas en el CMB. De esta manera, una predic-
cion de la inflacién es que toda la estructura que observamos en el universo es el
resultado de una fluctuacion cuantica durante la época inflacionaria.

Por otra parte en un trabajo reciente [89] A. Perez et al. muestran que el mod-
elo inflacionario no provee una explicacion satisfactoria sobre la transicién de un
estado homogéneo e isotropico del universo primitivo hacia un estado posterior inho-
mogéneo y anisotrépico, que concuerda con los datos observacionales. Este problema?

2Estos problemas los analizaremos detalladamente el Capitulo 3.
3Frecuentemente en la literatura este problema se caracteriza como “la transicién de un regimen
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esta intimamente relacionado con el problema de la mediciéon en mecanica cuantica
que hasta el momento no tiene una explicaciéon que sea universalmente aceptada.
Muchos fisicos recurren a la interpretacion de Copenhagen 6 a las explicaciones lig-
adas al programa de Decoherencia [92, 117, 97] cuando se enfrentan a situaciones de
este estilo, es decir, conectar cantidades cuanticas con observaciones experimentales.
Sin embargo, en el contexto cosmoldgico donde el sistema a analizar es el universo
mismo, la version estandar de decoherencia falla en explicar esta conexién, princi-
palmente porque la decoherencia necesita de la identificaciéon de un ambiente y un
sistema (el cual interactia con el ambiente); y en el contexto cosmolégico es com-
plicado definir un ambiente no trivial. Ademas, el hecho de que tenemos acceso a
un sélo universo, complica la interpretacién estadistica en el contexto tradicional de
Decoherencia (véase Capitulo 4 y [106]).

Todo lo anterior sugiere que hay algo que falta, por lo menos a nivel conceptual
6 fundamental, para entender dicha transiciéon. De hecho, desde el punto de vista
de este trabajo, el ingrediente faltante es algo que va mas alla de la fisica estandar,
puesto que queremos justificar plenamente el poder predictivo de la inflacién.

Para ilustrar la fisica detras del aspecto faltante, utilizaremos el modelo fenomeno-
16gico expuesto en [89]. La idea principal de este modelo consiste en invocar el colapso
dinamico de la funcién de onda como el mecanismo responsable de romper la simetria
en el universo. El enfoque del colapso dindamico de la funciéon de onda utilizado en
[89] (v que es el que adoptaremos en este trabajo) estd fuertemente inspirado en las
propuestas de colapso de R. Penrose [86, 87, 88]. La idea de R. Penrose establece
que el colapso de la funciéon de onda es realmente un proceso dinamico donde la
gravedad -y no los observadores o mediciones externas- forza al sistema a tomar una
realizacion especifica de entre diversos estados, alterando en el proceso la evolucién
unitaria dada por la mecanica cuantica. Ain mas, estas ideas sugieren que la teoria
de la gravedad a nivel cudntico juega un papel importante en la fisica del colapso®*.

El modelo desarrollado en [89] es una descripcion efectiva en el sentido de que
no explica la transicién de un estado homogéneo é isotropico a otro que no lo es y
tampoco estd basado en algiin mecanismo fisico conocido, simplemente se propone
una parametrizacion general sobre dicha transicion. Esta parametrizacion involucra
un estado post-colapso inhomogéneo y anisotropico. Este es el punto de partida de

cuantico a un regimen clasico”. El punto de vista que adoptaremos en este trabajo es que no hay
regimenes cldsicos ni cudnticos. La descripcién fundamental siempre es cudntica, pero hay regimenes
en los que ciertas cantidades pueden describirse con suficiente precisiéon por sus contrapartes clasicas
representando a sus correspondientes valores de expectacion.

4Sin embargo, no se descartan otros posibles mecanismos de colapso como por ejemplo el prop-
uesto por Ghirardi-Rimini-Weber [41].
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esta tesis, donde tomando como base la hipétesis del colapso, incorporaremos nuevos
elementos a dicha hipotesis y posteriormente, al comparar los resultados obtenidos
con las observaciones provenientes del CMB, obtendremos nueva informacion acerca
de las caracteristicas del colapso.

Este trabajo de tesis estara organizado de la siguiente manera:

= En los Capitulos 2 y 3 se sentaran las bases del marco teérico en el cual nos
basaremos para desarrollar el trabajo contenido en esta tesis. La intencién en
estos capitulos es sintetizar y resumir el trabajo existente en la literatura y que
sirva de ayuda para que el lector logre una mayor comprension de los capitulos
siguientes.

= En el Capitulo 4 estableceremos el problema fundamental del paradigma in-
flacionario y discutiremos los diferentes enfoques que se encuentran en la lit-
eratura para lidiar con este problema. Uno de los enfoques existentes es la
propuesta del colapso [89], dicha propuesta es la que adoptaremos y de la cual
se derivard el trabajo original de esta tesis. Adicionalmente, realizaremos una
descripcion detallada de la hipdtesis del colapso.

= En el Capitulo 5 presentamos el calculo de la amplitud de las perturbaciones
de la métrica bajo el esquema de colapso. Mostraremos la relacién existente
entre los pardmetros que caracterizan el colapso y el problema del ajuste fino
del potencial del inflatén. El célculo presentado toma en cuenta la transicién
entre distintas épocas cosmoldgicas, por lo que es un calculo més realista que
el considerado en trabajos anteriores [89, 32].

= En el Capitulo 6 exploraremos las implicaciones que resultan de asumir colap-
sos multiples en la funcién de onda del campo inflacionario. Mostraremos que
la hipotesis de colapsos multiples requiere de una caracterizacion mas detallada
de los estados post-colapso que la utilizada en trabajos previos [89, 32]. En la
descripcion de los estados post-colapso consideraremos dos opciones simples
y, tomando en cuenta las observaciones, extraeremos nueva informacién de los
parametros que describen el colapso.

= En el Capitulo 7, siguiendo el procedimiento tradicional de cuantizacién de las
perturbaciones primordiales pero adoptando la hipétesis del colapso, estudiare-
mos las diferencias conceptuales que existen en este nuevo enfoque y el enfoque
original del Capitulo 4. Adicionalmente, mostraremos que las predicciones
tedricas cambian radicalmente dependiendo del enfoque que se utilice.
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= Finalmente, en el Capitulo 8 presentamos las conclusiones del trabajo ex-
puesto en esta tesis.

= En el Apéndice A se presentan las unidades y convenciones que seguiremos
en este trabajo de tesis

= En el Apéndice B presentamos los valores numéricos de las distintas canti-
dades que caracterizan algunos instantes importantes dentro de la historia del
universo.

= En el Apéndice C se presenta un resumen de las propiedades estadisticas de
las perturbaciones Gaussianas.

= En el Apéndice D demostramos que los estados squeezed poseen las carac-
teristicas requeridas para que puedan considerarse como estados post-colapso.



Capitulo 2

Cosmologia Estandar

La cosmologia es el estudio del universo como un todo, su estructura, su origen,
y su evolucién. La cosmologia se basa en observaciones tales como: la deteccién de
la Radiacién Césmica de Fondo, la deteccién de los rayos cosmicos, la medicion del
redshift! de las galaxias y los demds objetos interestelares que nos rodean.

Como ciencia, la cosmologia enfrenta una restriccién severa: sélo hay un universo
disponible. No podemos realizar experimentos en cosmologia, y las observaciones
estan restringidas a un s6lo objeto: el universo. De esta manera, no es posible realizar
estudios comparativos o estadisticos entre varios universos. Gracias a este aspecto
muy especial en la cosmologia, es muy posible que algunas preguntas importantes
permanezcan sin respuesta alguna.

Sin embargo, en las tultimas décadas se ha obtenido un progreso notable dentro
de la cosmologia debido a que la precision de los datos observacionales ha mejorado
gracias al desarrollo de instrumentos astronémicos mas modernos. Actualmente, con-
tamos con un mayor entendimiento de la historia y la estructura del universo, pero
todavia quedan preguntas abiertas importantes, como por ejemplo, la naturaleza de
la materia y la energia oscura.

Una de las observaciones fundamentales detras de la teoria del Big Bang es que
el espectro de las galaxias distantes se encuentra corrido hacia longitudes de onda
mayores, de hecho este corrimiento es mayor para las galaxias mas lejanas. A dicho
corrimiento se le denomina el redshift de las galaxias. Dentro del marco de la Rela-
tividad General, es posible entender este corrimiento como resultado de la expansién
misma del espacio intergalactico. A medida que el espacio se expande, la longitud de

LEl redshift se refiere al corrimiento hacia el rojo del espectro de objetos césmicos (galaxias,
cudsares, etc.) debido a la expansién del universo, la definicién més formal la haremos en la Seccién
2.4.
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onda de la luz que viaja a través del espacio también se expande.

La cosmologia utiliza a la Relatividad General como herramienta principal para
su estudio. La esencia de la Relatividad General [109] se puede escribir de la siguiente
manera: El espacio-tiempo es una variedad 4-dimensional en la cual esta definida una
métrica g, con signatura Lorentziana. La métrica y la distribucion de materia en el
espacio-tiempo se relacionan de acuerdo a las ecuaciones de Einstein, Gy, = 87GTy,
donde Gy es el tensor de Einstein (y depende de la métrica) y T, es el tensor de
energia-momento.

Asi, una de las preguntas vitales formuladas por la teoria es: ; Cudl solucion de
las ecuaciones de Einstein describe al espacio tiempo que observamos?, i.e., ;Cual
es la solucion correspondiente a nuestro universo, o, al menos, a un modelo ideal-
izado de nuestro universo?. Si pretendemos responder a estas preguntas, primero es
necesario proveer suficiente informacion basada en datos observacionales, y segundo,
realizar ciertas suposiciones acerca de nuestro universo. Una vez que contemos con
esta informacion, nos es posible analizar las ecuaciones de Einstein y posteriormente
realizar predicciones concernientes a la evolucion dinamica del universo.

La discusion que presentaremos en este capitulo estara basada en el libro de Wald

[109).

2.1. Homogeneidad e Isotropia

Desde el tiempo de Copernico, se ha considerado la posibilidad de que no ocu-
pamos una posicién privilegiada en el universo. Adicionalmente, podemos asumir
que el universo es isotropico, es decir, que las observaciones a escalas suficientemente
grandes (aproximadamente mayores a 100 Mpc) deben arrojar resultados indepen-
dientes de la direccion en que miremos. De hecho, observaciones recientes, esto es,
observaciones del CMB, parecen confirmar fuertemente la hipétesis de que nuestro
universo es altamente isotrépico (con desviaciones del orden de 107°). Esta isotropia,
combinada con la hipotesis de que la Tierra no se encuentra en el ‘centro’ del universo,
nos lleva a concluir que el universo es muy homogéneo a escalas cosmoldgicas.

Asi, una de nuestras primeras tareas es definir la hipdtesis de homogeneidad
e isotropia. Vagamente hablando, ‘homogeneidad’ significa que para un ‘instante de
tiempo’ dado, cada punto del ‘espacio’ debe ser muy parecido a cualquier otro punto.
Una formulacién més precisa de esta idea es la siguiente [109]: Un espacio tiempo
se dice que es (espacialmente) homogéneo, si existe una familia uniparamétrica de
hipersuperficies Y; espacialoides foliando el espacio-tiempo parametrizadas por el
tiempo coordenado t, tal que para cada t y para cualesquiera 2 puntos p,q € i,
existe una isometria de la métrica del espacio-tiempo, gu, la cual lleva p a q.
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Con respecto a la isotropia, un nocién intuitiva seria que para un ‘instante de
tiempo’ dado, todas las direcciones del ‘espacio’ deben ser iguales. Formalmente [26]
dirfamos que: Un espacio-tiempo se dice que es (espacialmente) isotrdpico, si existe
una familia uniparamétrica de hipersuperficies ¥; espacialoides foliando el espacio-
tiempo parametrizadas por el tiempo coordenado ¢ y si para cualesquiera 2 vectores
digamos v,w € T,>; dados alrededor de un punto p € X, existe una isometria de
la métrica del espacio-tiempo, g4 tal que el pushforward de w bajo la isometria es
paralelo a v (sin el pushforward).

La utilidad de la hipo6tesis de homogeneidad e isotropia es que simplifica el
tratamiento analitico debido a que es posible considerar al espacio como maxima-
mente simétrico?. Por tanto, una buena aproximacién para describir al universo real
consiste en asumir que el universo es espacialmente homogéneo e isotrépico, pero que
evoluciona con el tiempo. En Relatividad General esto iltimo equivale a suponer que
el universo se puede foliar con hipersuperficies espacialoides tal que cada hipersuper-
ficie 3-dimensional es maximamente simétrica. Consecuentemente, asumiremos que
nuestro espacio-tiempo es R x 3, donde R representa la direccion de la coordenada
temporal y Y es una 3-variedad maximamente simétrica.

La métrica que describe a un universo con secciones espacialmente homogéneas
e istrépicas, es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) [109, 26]:

dr?

2 2 2

+ 7r2d6? 4 r? sin? 0dp? | . (2.1)

Las coordenadas (t,7,6, ¢) de la métrica (2.1) se llaman coordenadas coméviles.
Las coordenadas comdviles son aquellas que asignan valores constantes a las coorde-
nadas espaciales de los observadores comoéviles. Los observadores coméviles son los
observadores que perciben al universo homogéneo e isotrépico. El tiempo coordenado
t es el tiempo cosmico y corresponde justamente al pardmetro con el cual la familia
uniparamétrica de hipersuperficies ¥; espacialoides (homogéneas e isotrépicas) folian
al espacio-tiempo.

El factor de escala a(t) es una funcién del tiempo adimensional y se relaciona
directamente con la expansion del universo.

La constante K esta relacionada con la curvatura del espacio y tiene unidades
de [longitud]™2. Si K = 0, la parte espacial (¢ =const.) de la métrica de FRW es
plana, esto es, corresponde al espacio Euclideano ordinario escrito en coordenadas
esféricas, donde la distancia radial esta dada por ar. No obstante, el espacio-tiempo

?Un espacio maximamente simétrico es una variedad n-dimensional que contiene in(n + 1)
vectores de Killing linealmente independientes, esto es, el mismo nimero de vectores de Killing
linealmente independientes que contiene R™.
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posee curvatura distinta de cero debido a que a(t) depende de t. En la terminologia
usual, es comun referirse a este caso como un universo plano.

Para estudiar el caso K > 0 conviene realizar una transformacion de coordenadas
r= K2 siny, esto es, la métrica (2.1) se reescribe como:

ds® = —dt* + a*(t) K [dx* + sin® xd#?* + sin? y sin® 0d¢?]. (2.2)

La parte espacial de la métrica® corresponde a una 3-esfera, la nueva coordenada
angular y varia de 0 a 7. El caso K > 0, describe a un universo con curvatura
(espacial) positiva®. La 3-esfera, que representa la geometria de la parte espacial del
universo, es una variedad compacta, y por lo tanto, describe a un universo finito pero
que no tiene frontera. A este universo se le llama universo cerrado.

Andalogamente al caso anterior, para analizar el caso K < 0 conviene hacer un
cambio coordenadas r = |K \*% sinh y, donde 0 < x < oco. En este caso, la métrica
(2.1) se expresa como

ds* = —dt* + a*(t)| K| [dx? + sinh® x(d6? + sin® Odp?)). (2.3)

La geometria de la parte espacial del universo se representa por un hiperboloide
en 3 dimensiones, el cual corresponde a una variedad no-compacta. Un universo con
K < 0 se le conoce como universo abierto.

La métrica de FRW tiene (a un tiempo dado) dos escalas de longitudes asociadas.
La primera es el radio de curvatura, re,., = a|K|*1/2. La segunda esta dada por la
escala temporal de la expansién conocida como el tiempo de Hubble, ty = H™!,
donde H = a/a es el parametro de Hubble. El tiempo de Hubble multiplicado por la
velocidad de la luz, ¢ = 1, es igual a la longitud o radio de Hubble, I = ctyy = H™1L.

2.2. La ecuacion de Friedmann

En esta seccion aplicaremos las ecuaciones de Einstein al caso homogéneo é isotro-
pico lo que nos lleva a la cosmologia de FRW. La métrica del espacio-tiempo es la
métrica de FRW:

dr?

2 2 2

+ 7r2d6? 4 r? sin? 0dp? | . (2.4)

3Notemos ademds que la aparente ‘singularidad’ en r = 1/v/K, en la métrica (2.1), desaparece
con este cambio de coordenadas.

4La curvatura positiva (negativa) se refiere a que la suma de los d4ngulos internos de cualquier
tridngulo es mayor (menor) que 180°.
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Calculando el tensor de Einstein G* = R® — 1¢"°R, a partir de la métrica de
FRW, se encuentra que

G = %(a2 + K), (2.5)

1
Gl =G" =G = —E(Qda +a® + K). (2.6)

Por otra parte, para poder utilizar las ecuaciones de Einstein, en cosmologia
generalmente se asume que toda la materia contenida en el universo, en cualquier
era cosmoldgica, puede describirse por el tensor de energia-momento correspondiente
a un fluido perfecto, esto es,

T = (p + P)uu® + Pn™, (2.7)

donde 7, es la métrica de Minkowski, u® es la cuadrivelocidad del fluido, p y P
representan la densidad de energia y presion del fluido respectivamente. De hecho,
(2.7) es la forma més general de Ty, consistente con las hipétesis de homogeneidad e
isotropia.

La isotropia implica que el fluido permanece en reposo en las coordenadas de la
métrica, i.e., u® = (1,0,0,0), de esta manera

0
T8 = ]8 (2.8)

oo oo
oo o
N o oo

0
La hipotesis de homogeneidad implica que p = p(t), P = P(t). Por tanto, de las
ecuaciones de Einstein G, = 87T}, se obtiene

3

ﬁ(eﬁ + K) = 87Gp, (2.9)
i (a\® K
—2—— (—) — — =8rGP. (2.10)
a a a
Manipulando algebraicamente las ecuaciones anteriores, obtenemos
-\ 2
a K 8rG
- = 2.11
() B, (2.11)

a 4w
a——T(p‘i‘?)P). (212)
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Las ecuaciones (2.11) y (2.12) son las ecuaciones de Friedmann (la ‘ecuacién de
Friedmann’ se refiere en particular a (2.11)).

Utilizando la ecuacién de conservacién de energia en Relatividad General , V, 7%
0, se tiene

p=—-3H(P+p), (2.13)

donde H = a/a. La cantidad H = H(t) es el pardmetro de Hubble y representa

la tasa de expansion del universo. Su valor actual H, es la constante de Hubble y
tiene dimensiones de 1/[tiempo] (o [velocidad]/[longitud]). La ecuacién de Friedmann

(2.11) relaciona tres cantidades: la densidad de energia p, la curvatura del espacio
K/a?, y la tasa de expansién del universo H,

3 K 3K
= — (H’+= ) =p.+ ——, 2.14
P 87TG( * az) pe 8rGa? (2.14)
donde la densidad critica p., se define como
3H?
(1) = . 2.15
pult) = = (215)

De la definicion de la densidad critica, observamos que su dindmica estd dada por
el parametro de Hubble. En general, por densidad critica nos referimos a su valor
actual fijado por el valor de la constante de Hubble,

3H?

8rG
Asi, la naturaleza de la curvatura depende de la densidad p:

Pec = pc(t0> = (216)

p<p. = K<O0
p=p. = K=0
p>p. = K >0

El parametro de densidad (t) se define como

o) = 21 (2.17)

Si 2 = 1 implica un universo plano, para €2 < 1 tenemos un universo abierto, y
para {2 > 1 un universo cerrado. En términos del parametro de densidad, la ecuaciéon
de Friedmann se escribe
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K
H{(t)%a(t)*

Notamos que K es constante y todas las otras cantidades son funciones del tiempo
Q(t),H(t), y a(t). Por otra parte, observamos que si K # 0y si 2 <1 (o Q2 > 1),
entonces {2 permanecerda menor (o mayor) que uno, ain cuando €2(t) evolucione con
el tiempo. Sin embargo, si 2 = 1 (esto es, K = 0), permanecerd constante, i.e.,
Q) = )y = 1. Las observaciones sugieren que la densidad del universo es muy cercana
a la critica Qg ~ 1.

Para resolver las ecuaciones de Friedmann, es necesaria la ecuacién de estado
P(p). Los casos mas simples son:

Q) =1+ (2.18)

1. MATERIA: (llamada ‘materia’ en cosmologia y ‘polvo’ en Relatividad General )
Por materia nos referimos a materia no relativista (la velocidad de las particulas
es v < 1), para la cual P < p, de tal manera que nos podemos olvidar de la
presién y aproximar P = 0. De (2.13) tenemos d(pa®)/dt = 0, 6 p oc a™.

2. RADIACION: Se refiere a materia ultra-relativista (donde la energia de las
particulas es mucho mayor que su masa en reposo, lo cual es siempre cierto
para particulas no masivas como los fotones) para la cual P = p/3. La ecuacién

(2.13) implica d(pa*)/dt =0, 6 p < a™*.

3. ENERGIA DE VACIO (6 constante cosmoldgica): En este caso p = const, por
lo que de (2.13) se sigue que la ecuacién de estado para la energia de vacio es
P = —p. Asi, una energia de vacio positiva corresponde a una presién de vacio
negativa.

En un universo que contenga los tres componentes de energia, la ecuacién de
Friedmann (2.11) toma la forma
(d)Q 2 —4 2 -3 o 1
—| =a‘a "+ % —Ka *+ A, (2.19)
a 3
donde «, B, K, y A son constantes. Los 4 términos en el lado derecho de (2.19)
representan radiacién, materia, curvatura, y energia de vacio, en ese orden. Mientras
el universo se expande (a(t) crece), los diferentes componentes en el lado derecho
se vuelven mas dominantes a diferentes tiempos. Dentro de las primeras etapas de
la evolucion del universo, la radiacion era la forma dominante de energia. Actual-
mente, sabemos [60] que el dltimo término de (2.19) comienza a ser el dominante,
por lo que, eventualmente la energia de vacio sera la forma dominante de energia.
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Adicionalmente, los datos observacionales [60] indican que la geometria del universo
es muy cercana a la plana, i.e., K < 1. En las etapas medias de la evolucion existen
las eras dominadas por la materia.

La contribucién a la densidad de energia, proveniente de la radiacién, es insignif-
icante actualmente. En la época inflacionaria existié ‘algo’® muy parecido a una
energia de vacio, y que posteriormente desaparecié del universo.

Asumiendo que cualquiera de los tres primeros términos de la ecuacion de Fried-
mann (2.19) es dominante sobre el resto, es posible resolver (2.19) de la siguiente

manera:
a 2
e _ )\2a—n
a

a"?Yda = M\dt. (2.20)

Integrando ambos lados de la tltima ecuacién obtenemos

2
“a"? = \t, (2.21)
n

donde escogemos a(t = 0) = 0. Si nos olvidamos del termino correspondiente a
la energia de vacio, existen 3 casos:

» 7 = 4 universo dominado por radiacién a o< t/?
= n = 3 universo dominado por materia a o t*/3
» n = 2 universo dominado por la curvatura (K < 0) a < t

El caso en el que la energia de vacio es el término dominante corresponde a una
expansion ‘acelerada’; i.e., d(t) > 0 (e.g., cuando el factor de escala a(t) aumenta
exponencialmente).

2.3. Parametros Cosmolégicos

La densidad total de materia en el universo, esta dada por la suma de los difer-
entes tipos de materia, es decir, materia no relativista®, radiacién” (6 materia ultra-

En el Capitulo 3, analizaremos detalladamente esta época, pero podemos adelantar que ese algo
se refiere a un campo escalar llamado inflatén.

SEn la época cosmoldgica actual, por materia no relativista nos referimos a materia bariénica y
materia oscura (cold dark matter).

"La contribucién actual a este tipo de materia corresponde a fotones y neutrinos.
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relativista) y vacio

P = Pm + Pr + Puvac, (222>

y de igual manera para el parametro de densidad tenemos

Q=Qn+ Q.+ Q, (2.23)

donde €, = pp/pe, po s la densidad de energia bariénica, €2, = p./p. v Qp =
Pvac/pe = N/3H 2 Qny ., v Q4 son funciones del tiempo (aunque py. es constante,
pe(t) no lo es). En notacién estandar, €,,,, €2, y 25 denotan los valores actuales de
estos pardmetros de densidad; escribiremos €, (t), Q,.(t), y Q4(t), si nos queremos
referir a sus valores a otros tiempos. Por lo tanto escribimos

Q) = D + Qe + Q. (2.24)

La densidad de radiacién actual, cuya mayor contribucién proviene de los fotones
del CMB [60], se conoce con mucha precisién y es relativamente pequena, €2, ~ 107°.
Por lo tanto, generalmente se acostumbra a escribir al pardmetro de densidad actual
como

Uy = O + Q. (2.25)

El modelo cosmolégico de FRW esté completamente definido si se dan los valores
actuales de los tres pardmetros cosmolégicos restantes, Hy, €2,,, v 4.

El valor actual de la constante de Hubble [60] es Hy = h km/s/Mpc donde
h = 0.71 £ 0.025. Los datos obtenidos por el satélite WMAP [60] arrojan los valores
Qr =0.7344+0.029 y 2, = 0.266 = 0.029. Por tanto, la evidencia observable apunta
a un universo (espacialmente) plano Qg ~ 1.

2.4. Relacién entre redshift y distancias.

Como mencionamos anteriormente, la evidencia observable mas directa de la
expansion del universo proviene del redshift de las lineas espectrales de galaxias
distantes. Para entender mas claramente este concepto, realizaremos el célculo del
redshift de una galaxia A.

La luz sale de la galaxia A ubicada en r = r4 a un tiempo ¢; con longitud de onda
A1 y llega a la galaxia O en r = 0 al tiempo 5 con longitud de onda Ay. El tiempo
que toma enviar una longitud de onda completa es 6t; = A\;/c = 1/ mientras que
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recibir una longitud de onda completa toma un tiempo oty = Ay/c = 1/15. Por otra
parte, sabemos que la luz viaja en trayectorias nulas, esto es, ds® = 0.
Empleando la métrica (2.1) y asumiendo a 6 y ¢ constantes, tenemos

dr?
2 2 2
ds* = —dt*+a (75)—1 7ok 0,
dt —dr

> - e (2.26)

Si seguimos dos rayos de luz enviados a diferentes tiempos ¢, y t; + dt; podemos
integrar (2.26); para el primer rayo obtenemos

/t2 dt /TA dr
t alt)  Jo VI—Kr?

mientras que para el segundo rayo

(2.27)

otz gy A dr
/ — = / _. (2.28)
t1+6t1 a“<t) 0 \% 1 - KT2
Dado que la fuente y el receptor de las sefiales permanecen en reposo respecto a

los observadores coméviles (el receptor se encuentra en r = r,4 y el emisor en r = 0),
el lado derecho de (2.27) y (2.28) son iguales, asi

tat0ta gy 2 gt tot0ta gy ttote gy ot ot
o:/ __/ _:/ __/ _ O 0% (999
t1+5t1 a(t) t a(t) to CL(t) t1 a(t) a(t2) CL(tl)

Por tanto, el tiempo para recibir una longitud de onda es

a(tz)
a(ty)

Esta dilatacion del tiempo cosmologico se aplica para cualquier evento observado
en la galaxia A. Mientras observamos la galaxia A, vemos todo sucediendo como en

‘cdmara lenta’ por un factor a(ty)/a(t1), el cual nos dice que tanto se ha expandido
el universo desde que la luz dejé la galaxia.

El redshift z se define

oty =

ty. (2.30)

A2 — A\
A

2= , (2.31)
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por lo que de (2.30), se sigue que

_ Ay Oty alty)
B /\1 a (5t1 n a(tl)'

Por tanto, el redshift de una galaxia corresponde fisicamente a comparar el factor
de escala cuando la luz dejé la galaxia, con el factor de escala actual.

En cosmologia, las velocidades tipicas de las galaxias respecto a los observadores
coméviles (denominadas velocidades peculiares) son pequenas v <1000 km/s, por lo
que no tenemos que preocuparnos por contracciones de Lorentz.

La expansion del universo trae consigo otras complicaciones al concepto de dis-
tancia. Por ejemplo, al preguntarnos por la distancia hacia una galaxia nos referimos
a ;la distancia a la que se encuentra actualmente? 6 ja la distancia a la que se en-
contraba cuando la luz de la galaxia sali6 de ella? 6 ;ja la distancia que la luz ha
recorrido desde la galaxia hasta nosotros?.

En particular la distancia propia entre dos objetos a un tiempo coordenado ¢, es
igual a la longitud de la geodésica espacial que conecta a dichos objetos cuando el
factor de escala estéd fijo a un valor a(t). Por distancia comévil nos referimos a la
distancia propia evaluada al valor actual del factor de escala (la distancia comévil
permanece constante para cualquier valor de a(t)).

Nuestra siguiente tarea sera calcular la distancia propia entre dos galaxias a un
tiempo fijo ¢, fijando nuestro origen de coordenadas en la galaxia O (observador).
Sea la coordenada r de la galaxia A igual a r4. Asumiendo que la velocidad peculiar
de la galaxia A es 0, entonces la coordenada r4 es constante.

De la métrica FRW

1+2

(2.32)

dr?

m + T’2d02 + 7"2 Sin2 HdQSQ s (233)

ds® = —dt* + a*(t) {

obtenemos la distancia propia d(t) integrando sobre un camino con t = 0 = ¢ =

const., lo que implica que dt = df = d¢ = 0, asi ds® = aQ(t)l_d;;TQ. Realizando la
integral
A dr
dit) = | a(t)—t— 2.34
0= [ et 2.3
obtenemos
K='2q(t)sin ! K'/2r, si K >0,
d(t) =4 a(t)ra si K =0, (2.35)

K| 2a(t) sinh~ (| K|Y2r,) s K < 0.
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Para facilitar el manejo de los 3 casos simultaneamente, definimos el ‘seno gen-
eralizado’

K=Y2gin (K?x) si K <0,
Sk(z) =< =z si K =0, (2.36)
|K|7Y2sinh (|K|Y?2)  si K <0.
Si denotamos Sl}l para sus funciones inversas, la distancia propia (2.35) se escribe
de una manera mas compacta

d(t) = a(t)Sz (r). (2.37)

Por otra parte, la relacién entre el redshift (2.32) y la distancia propia a un tiempo
t < tg viene dada por

1) = a5 ) = T 257 () = 1

donde dj es el valor actual de la distancia propia a r, 6 en otras palabras, es
la distancia comévil a r. A diferencia del redshift , la distancia d y la coordenada
r a una galaxia no son directamente observables. Por tanto, nuestra siguiente tarea
serd encontrar una relacion directa entre el redshift y la distancia propia, es decir,
queremos resolver la siguiente cuestion: Si se observa una galaxia con un redshift z,
. A qué distancia (comévil y propia) se encuentra? (Asumiremos que z se debe com-
pletamente a la expansion de Hubble, 1+ z = ay/a, i.e., ignoraremos la contribucién
de la velocidad peculiar de la galaxia y del observador).

Partiendo de la ecuacion de Friedmann con cuatro componentes distintos de ma-
teria, tenemos

(2.38)

N _oom () Laumz (©) oz K 2.39

(5) =0 () v () +ouri - (2:39)
d

= d—j = Hoao\/Qra%a—Q + Quaga=t + Qpa2ay®? — KHy ag”. (2.40)
Definiendo

1
r=2 = : (2.41)
aop 1+ =2

y utilizando (2.18) llegamos finalmente a

1 da d
Lda _dv T O O L 1. 2.42
oy df 7 0\/ x x AT ( 0) ( )
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Por otro lado, dado que para un rayo de luz se cumple

dr?

2 g2 2 _
ds* = —dt" +a (t)—1 7o 0, (2.43)
tenemos
dr o dt " dr d(t) dp
dt = —a(t) —m—— = — = = = —, 2.44
()\/1 — K12 /m a(t) /0 VI—Kr?2 a(t) ao (2:44)

La distancia comévil a un redshift z es entonces

to dt z(a(to)) dr 1
do(2) :ao/ = :/ e (2.45)
11 x

a(t) (a(t1)) e ZL’

Recordemos que & viene dado por (2.42) por lo que

do(2) /Z‘(a(tO)) dr 1
z) = —
’ z(a(t1)) L HQ\/le'fl + QTZL‘*Q + QA[L'Q + (1 — Qo)

_ gt ! dx
Y Vet (- Q)a? + Qa1 9,
1
dx
~ H;!
0 ﬁ \/QA$4+<1—Q())332+Qm33
1
d
— ! - (2.46)

L/ Qo2 — a?) — O (z — 24) + z2’

donde despreciamos el termino €,., y utilizamos que €2,,, = 25—, la tercera linea.
A la expresién (2.46) se le conoce como la relacion distancia-redshift. Observamos que
depende de tres parametros cosmologicos independientes, i.e, Hy, 2y y 5. En esta
parametrizacién, la distancia a un redshift dado es proporcional al radio de Hubble
Ht

Por otra parte, si la galaxia se ha mantenido al mismo valor de la coordenada
r en la época actual, i.e., no tiene velocidad peculiar, entonces la distancia comovil
es igual a la distancia actual. La distancia fisica a la galaxia al tiempo t; que la luz
salié de la galaxia viene dada por (2.38)

dy(z) = . (2.47)
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Si extrapolamos la validez de la Relatividad General hasta el inicio del universo,
i.e., hasta a = 0 6 z = o0, entonces la distancia comovil que la luz ha recorrido
durante toda la edad del universo es

dpor = Hl/l dz (2.48)
T o Vet + (1= Qo)a? + oz + Q, '

La distancia dj,, (o la esfera con radio dy,,, centrada en el observador) es llama-
da el horizonte en cosmologia, dado que es la maxima distancia que podemos ‘ver’,
o mejor dicho recibir informacién alguna. En cosmologia (y en Relatividad Gener-
al) hay muchos conceptos diferentes de distancia llamados horizontes; en particular,
el definido en (2.48) es el horizonte de particulas. Sin embargo, cuando la materia
satisface la condicion fuerte de energia, p + 3P > 0, el horizonte de particulas es
usualmente del orden de la escala de Hubble (también conocida como radio de Hub-
ble) H~!. Por consiguiente, los nombres ‘radio de Hubble’ y ‘horizonte de particulas’
se usan frecuentemente de manera intercambiable. Aunque el radio de Hubble y el
horizonte de particulas son de magnitudes similares para algunos modelos, pueden
llegar a diferir por un gran factor cuando se viola la condicion fuerte de energia,
p+ 3P < 0, por ejemplo cuando d > 0, esto es, cuando ocurre una expansion acel-
erada. De hecho, el radio de Hubble H~! es conceptualmente muy distinto a un
horizonte principalmente porque es una escala dindmica que caracteriza la tasa de
expansion y es del orden de la escala de 4-curvatura. A pesar del hecho de que el
radio de Hubble no es propiamente un horizonte, el uso del termino ‘horizonte’, al
referirse a la escala de curvatura, se ha convertido de uso comun en la literatura
por lo que ocasionalmente seguiremos la ‘terminologia tradicional’. Sin embargo, a lo
largo de este trabajo tendremos en mente la distincion entre horizonte de particulas
y radio de Hubble.

Otros conceptos de horizonte son el horizonte de eventos, que esté relacionado a
cuan lejos puede viajar la luz en el futuro; el horizonte de Cauchy; horizonte aparente
y horizonte de Killing, todos ellos son diferentes conceptos de horizontes utilizados
en Relatividad General [109].

Suponiendo el caso més simple, (2,,,2x) = (1,0) (con 2, = 0), (2.46) es simple-
mente

U de 1
do(z) = Ho—l/ — = =2H;" (1 — _) (2.49)
1q1Lz $1/2 1 + <

La distancia al horizonte (horizonte de particulas) en este caso es:

dpor = do(z = o0) = 2H, . (2.50)
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Por otro lado, expandiendo 1/4/1 + z para z < 1 obtenemos 1/y/1+4+2z =1 —

32+ 222 — 22 — . lo cual podemos sustituir en (2.49)
—1 32,93
do(z) = Hy (2 — Y g% ). (2.51)

Asi, para redshift pequenos, z < 1, obtenemos la Ley de Hubble, z = Hyd,.
La expresion (2.49) también nos permite encontrar la distancia propia en funcién
de z al tiempo en que la luz que observamos sali6 de la galaxia

B 1
14z

1 1
d do(z) = 2H,* - : 2.52
1(2) 0(2) 0 (1 tz (1+ 3)3/2) ( )
Nuevamente para redshift pequenos, z < 1, podemos expandir el termino entre
paréntesis de la ultima expresiéon obteniendo

7 19
di(z) = Hy' (2 — 122 + gz?’ — ). (2.53)
A primer orden en z, esta ultima expresién es igual a la Ley de Hubble d;(z) =
Hy'z. De esta manera la Ley de Hubble es vélida para z pequeiia sin importar

nuestra definicién de distancia.

2.5. Historia térmica y Termodinamica del uni-
verso primitivo

Al mirar al espacio podemos ver casi toda la historia del universo con nuestros
telescopios. Esto es, a un redshift z = 1100 nuestra vista encuentra la tltima super-
ficie de dispersion, en la cual se origina la radiacién del CMB. Antes de esta época,
llamada época del desacople, el universo no era transparente, por lo que no podemos
‘ver’ mas atrds en el tiempo hasta el origen del universo. Sin embargo, el espectro de
cuerpo negro de la radiacion césmica de fondo, indica que los fotones y la materia
estuvieron en equilibrio térmico a una temperatura distinta de cero en épocas ante-
riores al desacople (el equilibrio térmico se mantenia ya que los fotones y electrones
interactuaban mediante dispersién de Thomson). De esta manera podemos emplear
a la Termodinamica para estudiar la historia del universo temprano. Esta seccién y
la siguiente estardn basadas en las referencias bibliograficas [58, 109, 36, 83].

En equilibrio termodinamico, la funcion de distribucion, la cual corresponde al
nimero de particulas por unidad de volumen en el espacio fase, depende sélo de la
energia del estado. Esta funcién, de acuerdo con la fisica estadistica, es
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£ = o

(2.54)
donde + es para fermiones y — es para bosones. La funcién de distribucién anterior
tiene 2 parametros, la temperatura 1"y el potencial quimico u.

Si todas las especies de particulas 7 tienen una funciéon de distribucién del tipo
(2.54) para algun p; y T;, se dice que estan en equilibrio cinético. Si todas las especies
estan a la misma temperatura entonces el sistema se encuentra en equilibrio térmico;
este tipo de equilibrio requiere que las interacciones entre los constituyentes del sis-
tema ocurran de manera frecuente. Si esta condicién se satisface, entonces es posible
describir al universo como evolucionando a través de una secuencia de estados en
equilibrio térmico y utilizar las cantidades termodinamicas como la temperatura 7,
presion P, etc., para cada tiempo t. Si el sistema se encuentra en equilibrio quimico,
los potenciales quimicos de las diferentes especies de particulas estéan relacionados de
acuerdo a las formulas de reaccién, i +j <> k+1, p; + p; = p + fu, por lo cual, todos
los potenciales quimicos pueden expresarse en términos de potenciales quimicos de
cantidades conservadas, como por ejemplo, el potencial quimico bariénico.

La densidad de particulas en el espacio fase es la densidad de estados multiplicada
por la funcién de distribucién # f(p), donde g es el nimero de grados de libertad
internos de la particula. Es posible obtener la densidad de particulas en el espacio
ordinario integrando sobre el espacio de momentos

- o [ 10 (2:55)

Analogamente, la densidad de energia y presion en el espacio de configuraciones
estan dadas por

- o | FPEGE, (2:56)

() W (2.57)

Si la temperatura es mucho mayor que la masa de la particula, T > m, esto es en
el limite ultra-relativista, podemos aproximar E = /p? + m? ~ p. Adicionalmente,
si |u| < T, podemos aproximar,  ~ 0 y m =~ 0 obteniendo
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g [™ Ampidp

" (27r)3/0 er/T +17 (2.58)
g ™ 4mpidp

P= (27r)3/0 er/T £ 1, (2.59)
_ g * dmpidp 1

b= 3(27r)3/0 erT£1 37 (2.60)

En el caso de fermiones ultra-relativistas tenemos

3
= = ((3)gT? 2.61
ny 12 (3)gT", (2.61)
7 72
i 2.62
Py = 1.0505n,T, (2.63)

mientras que para los bosones

1
ny = FCC)’)QT?’? (2.64)
2
m
- —_qT* 2.
Pb 309 ) 65)
P, = 0.9004n,T, (2.66)

donde ((3) = Y77 (1/n%) = 1.20206, es la funcién zeta de Riemann. Si cal-
culamos la energfa promedio por particula (E) = £ obtenemos para los fermiones
(E) s = 3.151T mientras que para bosones (E), = 2.7017.

Si el potencial quimico p = 0, hay igual nimero de particulas que de antiparticu-
las. Si pu # 0, encontramos que para fermiones en el limite ultra-relativista 7' > m
el nimero neto de particulas es

— g Ood 4 2 1 1

() (5) oo

Mientras que la densidad de energia total es
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o9 [ J— 1
p+p = =y dp Amp (e(pu)/T +1 * elp+m)/T 4 1)
7 7T2 30 ol 15 1% !
_ T Ty, 30 (p i e ] 2.68

Notamos que (2.67) y (2.68) no son series truncadas, sino expresiones exactas.

En el caso del limite no relativista, 7' < m y T' < m — u; ademas la energia
cinética tipica es mucho menor que la masa, por lo que podemos aproximar E =
m + p?/2m. La condicién, T < m — u, nos lleva a niimeros de ocupacién < 1, i.e.,
un sistema diluido. Por lo tanto, es valida la aproximacién

e(E—u)/T + 1~ 6(E—M)/T7 (269)

esto es, la estadistica de Maxwell-Boltzmann y no existe distincién entre la es-
tadistica de fermiones y bosones. Por lo tanto

T 3/2 o
n = g(ﬂ;—ﬂ) e~ T (2.70)
3T
p = n(m+7), (2.71)
P = nT < p, (2.72)
3T
T\
n—n = Zg(m—) e~/ sinh £
2m
(2.74)

Comparando los limites ultra-relativista (7" > m) y no relativista (" < m),
observamos que la densidad de particulas, la densidad de energia, y la presion de
las particulas decae exponencialmente conforme la temperatura decae por deba-
jo de la masa de la particula. Fisicamente, lo que sucede es que las particulas y
las antiparticulas se aniquilan unas a otras. A altas temperaturas dichas aniquila-
ciones también se llevan a cabo, pero estan balanceadas por la produccion de pares
particula-antiparticula. A temperaturas bajas, la energia térmica de las particulas
no es suficiente para la produccion de pares.
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La entropia S(V,T) es otra cantidad termodindmica de gran importancia. De la
primera ley de la termodinamica encontramos

S(V.T) = ;[p(T) + P(T)). (2.75)

Por otra parte, reescribiendo la ecuacién de continuidad (2.13) se tiene

,dP d

0’5 = a[a?’(p%— P)], (2.76)
y al combinarla con
L) _ Loy + p(1), (2.77)

obtenemos una ecuacién de conservacién para la entropia

ds
=0, (2.78)

donde identificamos V' con a?(t). Si definimos a la densidad de entropia s = S/V/,
la ecuacion de conservacion se escribe como

a
dt

Para las especies relativistas la densidad de entropia viene dada por

(a®s) = 0. (2.79)

p+ P
= —. 2.80
s=20 (2:80)
En el caso de los fermiones
T2
=—¢gT? 2.81
mientras que para bosones
272
== 73, 2.82
Sp 45 g ( 8 )

El caso no relativista no es importante, ya que la entropia de la radiacién es
mucho mayor que la entropia de las especies no relativistas. La entropia producida
durante los diferentes procesos que ocurren en el universo es insignificante comparada
con la entropia total del universo, por lo que se dice que el universo es adiabdtico.
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La conservacion de la entropia S implica que tanto para fermiones y bosones
tenemos que ga*T® =const., lo que nos lleva una relacién 1til entre el factor de
escala y la temperatura

a(t) o« T (2.83)

De acuerdo con la ecuaciéon de Friedmann, la expansion del universo esta gober-
nada por la densidad de energia total

p(T) =Y pi(T), (2.84)

donde el indice 7 corre sobre las diferentes especies de materia que pudieran estar
presentes en el universo. Dado que la densidad de energia de especies relativistas
es mucho mayor que la de las no relativistas, es suficiente con incluir sélo las rela-
tivistas (Esto es valido para el universo primitivo, pero no para tiempos posteriores.
Eventualmente, las masas en reposo de las particulas que quedaron después de la
aniquilacién comienzan a dominar y entramos en una era dominada por materia).
De esta manera usando los resultados de la seccién anterior tenemos

71-2

o(T) = g (1T, (2.85)
donde
0.(T) = (T) + g4(T)
Y g» = >, g; suma sobre bosones relativistas y g = >, g; suma sobre fermiones

relativistas. Para la presién tenemos P(T') ~ %

Los resultados anteriores nos permiten describir la historia térmica del univer-
so. El cuadro (2.1) presenta las épocas mds importantes en la historia del universo
primitivo.

A temperaturas 7' >> 175 GeV (masa en reposo del quark top) todas las particu-
las son relativistas, esto es, para t > 107'? segundos y g, = 107, donde estamos
sumando los grados de libertad internos de todos los fermiones (quarks, leptones)
y bosones (gluones, fotones, W+, Z° Higgs) conocidos. Cerca de T ~ 100 GeV
ocurri6 la transicion de fase electro-débil.

Después de que sucedié la transicién de fase electro-débil, la temperatura del uni-
verso era 1" ~ 100 GeV, t ~ 20 ps, y la aniquilacién del quark ¢ comenzaba a suceder.
El boson de Higgs y los bosones de norma W+, Z° se aniquilaron posteriormente. A
la temperatura 7" ~ 10 GeV, tenemos g, =86.25 y es alrededor de esta etapa en que
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Cuadro 2.1: Eventos més importantes en el universo primitivo

Evento cosmolégico | Temperatura | Tiempo cosmolégico

Transiciéon de fase electrodébil T ~ 100 GeV t ~ 20 ps
Transicién de fase QCD T ~ 150 MeV t ~ 20 ps
Desacople de neutrinos T ~1 MeV t~1s
Aniquilacion electron-positrén T ~ 0.5 MeV t~10s
Big Bang Nucleosintesis | T' ~ 50 — 100 keV | ¢ ~ 10 min.
[gualdad entre materia y radiacion T ~0.8eV t ~ 60 mil anos
Recombinaciéon y desacople de fotones T ~0.3eV t ~ 380 mil anos

los quarks b y ¢ se aniquilan junto con el meson 7 lo que reduce los grados internos
de libertad g, =51.25.

A la mitad del proceso de aniquilacion del quark s, sucede una transicion impor-
tante: La transicion de fase QCD (también llamada transicion de fase quark-hadron).
Esta transicion tiene lugar a 7' ~ 150 MeV, ¢ ~ 20 us. La temperatura y por con-
siguiente la energia de los quarks decayé tanto que los quarks perdieron su llamada
libertad asintdtica, la cual habian tenido a altas energias. Las interacciones entre los
quarks y gluones (la fuerza nuclear fuerte o la fuerza de color) comenzaron a ser
considerables (las formulas de la densidad de energia de la seccién pasada ya no apli-
can). Los quarks y gluones dejaron de ser libres, por lo que el plasma quark-gluon
comienzé a transformarse en un gas de hadrones. Los quarks y los gluones formaron
sistemas ligados de 3 quarks®, llamados bariones, y pares quarks-antiquarks, llama-
dos mesones. En esta etapa se tiene g, =17.25. Poco después de la transicién de
fase QCD, cuando la temperatura alcanza T' = 20 MeV, g, =10.75, los piones y los
muones comienzan a decaer en electrones y positrones.

Cuando la edad del universo era de aproximadamente un segundo y la temper-
atura T' =~ 1 MeV, la materia en el universo consistia casi totalmente de neutrinos,
fotones, electrones, positrones, neutrones, y protones en equilibrio térmico; la tem-
peratura era lo suficientemente baja para que la abundancia de particulas elementales
mas pesadas fuera despreciable. Alrededor de esta época, las interacciones de los neu-
trinos se volvieron suficientemente débiles y se desacoplaron del resto de la materia.
Por el resto de la historia del universo, estos neutrinos sélo sufrieron un corrimiento
hacia el rojo, lo cual implica que su energia fue decayendo hasta formar un fondo
césmico de radiacion similar al CMB pero compuesto de neutrinos. Sin embargo la

8Quarks de valencia.
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deteccion de estos neutrinos es complicada debido a la tecnologia actual.

A t = 4 segundos, tenemos que la temperatura 7'~ 0.5 MeV. En esta etapa los
electrones y positrones comienzan a aniquilarse; la tasa de produccion de pares cae
por debajo de la tasa de aniquilacion, y poco tiempo después se aniquilan la mayor
parte de los positrones, dejando una poblacion relativamente pequena de electrones
residuales. Esencialmente toda la energia de los pares positron-electron se transfirio a
los fotones, calentandolos a una temperatura ~ 1.4 veces mayor que la temperatura
de los neutrinos.

Cuando la temperatura alcanza aproximadamente los 100 keV | y ¢ ~ 3 minutos,
comienza la nucleosintesis, produciendo nicleos de He*. La nucleosintesis de elemen-
tos mas alld del He* es poco considerable debido a la poca estabilidad de ntcleos con
peso atémicos entre 5 y 8. Esencialmente todos los neutrones presentes en esa época
que no decayeron se convirtieron en nticleos de He?, resultando en una abundancia
de cerca del 25% , con abundancias més pequeiias de nicleos de H2, He?, y Li".

La prediccion de abundancia de los elementos formados durante la nucleosintesis
se ha confirmado por las observaciones y de hecho es uno de los grandes logros del
modelo estandar cosmologico. Esta prediccién es sorprendente ya que las relaciones
de las abundancias respecto a la abundancia del Hidrégeno, cubre varios ordenes
de magnitud: He*/H ~ 0.08 hasta Li"/H ~ 10719 asi para esa prediccién y su
confirmacién existen cotas muy restrictivas a posibles desviaciones del model estandar
cosmoldgico [39, 36].

Después de la nucleosintesis, el universo continué expendiéndose y enfridndose. El
siguiente evento cosmoldgico de gran importancia tuvo lugar cuando la temperatura
cayo a los &~ 0.3 eV, ¢t ~ 400 mil anos (esta edad depende mucho de si el univer-
so siguié dominado por radiacién hasta esta época 6 si la materia ya empezaba a
contribuir a la densidad de energia). A esta temperatura y por debajo de ella, los
electrones y protones libres se combinaron para formar hidréogeno neutro. Debido a
este proceso, esta etapa se le conoce como recombinacion (aunque en realidad los
protones y electrones no habian estado combinados antes). Las interacciones entre
materia y radiacién decayeron precipitosamente, los fotones se desacoplaron por com-
pleto de la materia y después de la recombinacién se enfriaron debido a la expansiéon
del universo. Las escasas interacciones entre fotones y materia durante la evolucién
del universo después de la recombinaciéon tuvo como consecuencia que actualmente
observamos un fondo de radiacién con un temperatura 7' ~ 2.7K (correspondiente a
microondas), esta es la famosa Radiacién Césmica de Fondo, descubierta por Penzias
y Wilson en 1965.

El desacople entre materia y radiaciéon en esta época tuvo un gran efecto en el
crecimiento de las perturbaciones gravitacionales, que tuvo como consecuencia la
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formacién de galaxias. En algtin tiempo entre ¢ ~ 103 afios y ¢ ~ 107 afios, la materia
se volvio la forma dominante de energia en el universo. La dinamica del universo se
transformoé de una soluciéon dominada por radiacion a una dominada por materia.
Finalmente a t ~ 14 mil millones de anos el universo alcanzé su estado actual.



Capitulo 3

Inflaciéon y origen de estructura

En el capitulo anterior, estudiamos el modelo cosmolégico del Big Bang, dicho
modelo ha resultado ser muy exitoso; las evidencias observacionales mas fuertes que
apoyan las predicciones de este modelo son:

= La expansién del Universo.
s La existencia del Fondo Césmico de Radiacién.

» Las abundancias de los elementos ligeros en el Universo (nucleosintesis).

Sin embargo, el modelo cosmoldgico estandar tiene tres problemas de naturalidad
bien conocidos: el problema de planitud, el problema del horizonte y reliquias no
deseadas. Estos problemas no son indicio de inconsistencias logicas de la cosmologia
estandar, sino mas bien estan relacionados con un conjunto de condiciones iniciales
muy particulares para poder explicar la evolucién del universo con las caracteristicas
que observamos hoy en dia. El esquema inflacionario es una solucién elegante a
los problemas mencionados de la cosmologia del Big Bang, sin embargo, el gran
éxito actual del paradigma inflacionario radica en que supuestamente brinda una
explicacién acerca del origen de las inhomogeneidades observadas en el CMB. En
este capitulo comenzaremos analizando los problemas tradicionales del modelo del
Big Bang, y posteriormente, introduciremos el modelo de Inflaciéon y estudiaremos
detalladamente su conexién con el origen de las semillas de estructura coésmica. Las
referencias que seguiremos a lo largo de este capitulo son [63, 79, 69].

31
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3.1. Problema de Planitud

Si ignoramos una posible contribucién debido a una constante cosmoldgica, la
ecuacion de Friedmann (2.18) puede reescribirse como

K]
a?(t)H2(t)’

En la evolucién estandar dada por la teoria del Big Bang, a? H? siempre disminuye,
por lo que |Q(t) — 1| aumenta conforme t se incrementa, por ejemplo

()~ 1] = (3.1)

2

1. Universo dominado por materia

1
ao<t2/3,Ho<t_1:>—Ho<t1/3 = |1 — Q| o t¥3. (3.2)
a

2. Universo dominado por radiacion

1
amtl/Q,Hut_lﬂﬁoctlﬂ =1 -Qf o t. (3.3)

Actualmente sabemos que )y es del orden de la unidad (recordemos que €2y se
refiere al valor en la época actual), también sabemos que la temperatura actual
de la radiacién del CMB es de T' ~ 107'3 GeV. Utilizando esta temperatura, es
posible deducir el valor de |2(¢) — 1| en la época de nucleosintesis; empleando que la
temperatura en dicha época fue de Ty ~ 1 MeV encontramos

Q—1|7= a3 T?
[ = Ur=ry Sl == | ~010"), (3.4)

| = 1fr=n, ag Ty
es decir, el valor de Qy debid ser practicamente 1 para que actualmente observe-
mos dicho valor, por tanto, tenemos un problema de ajuste fino, necesitamos una

condicién inicial muy particular para que coincidan los datos observacionales de la
época actual.

3.2. Problema del Horizonte

Las observaciones del CMB indican que los fotones provenientes de direcciones
opuestas en el cielo observable, aparentan estar en equilibrio térmico a casi la misma
temperatura. La explicacién maés natural es que el universo ha alcanzado un estado
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COBE

LSS

singulari rl ad inicial

Figura 3.1: Problema del Horizonte: Puntos opuestos (P y Q) en la tdltima superficie de
dispersién (LSS) nunca estuvieron en contacto causal (i.e. sus conos de luz pasados no se
interesectan) y aun asi tienen propiedades similares.

de equilibrio térmico a través de las interacciones entre las diferentes regiones del
CMB. Sin embargo, esta explicacion no es compatible con la teoria del Big Bang
estandar: No existio suficiente tiempo para que esas regiones interactuaran antes de
que los fotones fueran emitidos (Fig. 3.1), lo cual es debido a que el horizonte de
particulas es finito y de hecho se cumple que

[ aw< ], 63

donde tp es el tiempo de desacople. La desigualdad anterior puede demostrarse
de la siguiente manera: Suponiendo que el universo ha estado dominado por materia
no relativista desde el tiempo de desacople tp hasta hoy en dia ¢y, entonces

1
an / T s (3.6)
tp a(t)

Por otra parte, si asumimos que desde ¢ = 0 a tp el universo estaba dominado
por radiacién entonces
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to (gt
aD/ — = 9%p. (3.7)
0

Utilizando el hecho observable que to ~ 10'° afios, mientras que tp ~ 10° aifios,
notamos que se satisface la desigualdad (3.5).

Fisicamente, (3.5) nos dice que la distancia que la luz pudo haber viajado antes
de que se formara el CMB es més pequena que la distancia del horizonte (horizonte
de particulas) actual. De hecho las regiones separadas por mas de 2 grados en el
cielo estarian causalmente desconectadas en la teoria del Big Bang. Por lo tanto,
en la teoria estandar del Big Bang resulta complicado concebir una explicacién al
por qué el universo aparenta ser tan isotropico, por lo que dicha isotropia deberia
corresponder a una condicion inicial.

3.3. Reliquias no deseadas

Adicionalmente a los problemas del horizonte y de la planitud tenemos un proble-
ma de Reliquias no deseadas. Este problemal! consiste en que si el Big Bang comienza
a una temperatura muy alta, las teorias mas populares de Gran Unificacién predicen
la existencia de objetos (e.g., gravitinos, monopolos magnéticos) que pudieran haber
sobrevivido hasta la época actual, pero que son descartados por las observaciones.

3.4. Inflacion

El esquema inflacionario no es un reemplazo de la teoria del Big Bang sino un
ingrediente adicional; se asume que la inflacion tuvo lugar durante las primeras etapas
del universo (e.g., t ~ 10735 s) y al término de esta época el universo siguié con su
evolucién descrita por el modelo del Big Bang, de esta manera las predicciones de la
cosmologia estandar no se ven afectadas.

Consideremos primero la relacién entre inflacion y el problema de planitud. En la
expresién (3.1) notamos que el problema viene del hecho de que al evolucionar ()
se aleja siempre de 1 (ya sea que Q(t) se vuelva una cantidad mucho mayor que 1
6 que se vuelva una cantidad mucho menor que 1), lo cual se puede analizar de la
siguiente manera

L Algunos especialistas consideran que el problema de reliquias no deseadas es realmente un
problema solo si las Teorfas de Gran Unificacién (e.g., Supersimetria) resultan favorecidas por los
datos experimentales.
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COBE

LSS

Fin de inflacion

INFLACION

Figura 3.2: Solucion del Problema del Horizonte: Debido a la expansion acelerada del
universo, existe suficiente ‘tiempo’ para que los conos de luz pasados de los puntos P y Q
hayan estado en contacto causal.

d d{ 1 d{1\ —2/K].
Yot =1K% )= K1E ) = . .
gt = |dt<a2H2> | dt(a2) PO (3:8)

Si el universo se expande, entonces aHH = & > 0 por lo que ¢* > 0. En las
expresiones (3.2) y (3.3) observamos que dada la forma explicita de a(t), tanto en los
universos dominados por materia y radiacion, se cumple que a < 0, lo que implica
que

d
E|Q—1| >0 = a<0. (3.9)

La conclusion que se obtiene de la expresion anterior es que el problema de la
planitud es ocasionado por una expansién desacelerada del universo. Si tuviéramos
una época temprana en la historia del universo, donde la expansién fuera acelerada,
i.e.,d > 0, entonces |2—1| = |K|/(aH)? tenderfa a cero rapidamente para condiciones
iniciales genéricas. Una vez que §)(t) se acercara lo suficiente a 1, esta época llegaria
a su fin y se seguiria la evolucién estdandar del universo pero €2(¢) ya no se alejaria
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tanto de 1, coincidiendo asi con las observaciones actuales. Esta época temprana de
expansion acelerada del universo se conoce como Inflacion.

Una época de expansiéon acelerada también resuelve el problema del horizonte. Por
ejemplo, si el factor de escala es una funcién exponencial del tipo exp(Ht), donde H
es una constante positiva, es facil que se cumpla la desigualdad

/t;D % > /t % (3.10)

donde t; es el tiempo al inicio de la inflacién.

El problema de reliquias no deseadas se resuelve si la expansion acelerada del uni-
verso diluye rapidamente dichas reliquias, lo cual es factible debido a que la densidad
de energia durante la inflaciéon decae més lentamente que la densidad de particulas
de las reliquias. La solucién dada por la inflacion a este problema es posible sélo
si, después de la inflacion, la densidad de energia del universo se convierte en ma-
teria convencional sin crear reliquias no deseadas. De hecho, si nos aseguramos que
durante la conversion, conocida como recalentamiento, la temperatura no aumente
demasiado (aproximadamente 10'* GeV) es muy factible que no haya recreacién de
reliquias; de esta manera el recalentamiento sélo produciria particulas observadas. El
recalentamiento nos permite llevar al universo del régimen inflacionario a la evolucion
estandar dada por el Big Bang, recuperando todas sus predicciones exitosas como la
nucleosintesis y todas las predicciones sobre el CMB.

3.5. El universo inflacionario

La posibilidad de la existencia de una expansion acelerada del universo fue con-
templada por muchos autores mucho antes de que se considerara algin modelo es-
pecifico. En la referencia [82] puede encontrase un compendio de escenarios pre-
inflacionarios. El primer modelo inflacionario, que se consideré propiamente como
modelo fisico, fue propuesto por Alan Guth [42] en 1981. A este primer modelo infla-
cionario se le conoce como ‘inflacién vieja’. En el modelo de Guth, se asumia que un
campo escalar quedaba atrapado en un estado de falso vacio con una alta densidad de
energia, muy parecida a una constante cosmoldgica. Este falso vacio era metaestable
y s6lo se podia salir a través de un proceso de nucleacién de burbujas via efecto
tunel cuantico. Poco tiempo después, el mismo Guth reconocié que su modelo no era
viable.

El primer modelo viable fue propuesto por Linde [64], y Albrecht y Steinhardt
[3] en 1982, en dicho modelo se consideré un campo escalar (el inflatén), que bajo
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condiciones apropiadas, rodaria lentamente? hasta llegar al minimo de un potencial
plano, a este modelo se le denominé como ‘nueva inflacién’. Posteriormente, en 1983
Linde [65] propuso otro modelo inflacionario en el cual, los valores iniciales del campo
escalar supuestamente variaban de forma cadtica para diferentes regiones del universo
y por esta razon a este modelo se le conoce como ‘inflacién cadtica’. Anos méds
tarde, el modelo cadtico fue favorecido por las observaciones. En este trabajo de tesis
nos enfocaremos a los modelos genéricos que contengan la condicién slow-roll (estos
modelos los discutiremos mds detalladamente en la Seccién 3.5.1).

En los anos 90 la comunidad continué explorando diversos modelos inflacionarios
tales como ‘inflacién extendida’[59] y la ‘inflacién hibrida’[66, 67]. Actualmente hay
una gran variedad de escenarios inflacionarios, entre los cuales podemos mencionar
aquellos relacionados con Supersimetria, Teoria de Branas, Teoria de Cuerdas, etc.

Histoéricamente la inflacién surgié para resolver los problemas del modelo del Big
Bang estandar, sin embargo, actualmente el mayor éxito del paradigma inflacionario
radica en la conviccién de que provee una explicaciéon® acerca de la generacién de las
semillas de estructura césmica.

La inflacién no es tanto una teoria, sino mas bien una idea general sobre cier-
to tipo de comportamiento del universo. El punto importante es que la inflacién
hace predicciones genéricas, i.e., predicciones que son independientes de un mode-
lo particular de inflacién. Los datos observacionales actuales concuerdan con estas
predicciones. Por tanto, se cree ampliamente que algo como la inflacion tuvo lugar
en el universo primitivo (aunque existen otras alternativas, e.g., [48]).

Recordemos entonces que la inflacion es una época en la que el universo se ex-
pandié aceleradamente, i.e., ¢ > 0. Teniendo esto en mente fijemos nuestra atencion
en la segunda ecuacion de Friedmann:

a ArG

-—= —— 3P 3.11

) (3.11)
Inflacién (@ > 0) < p+ 3P < 0. (3.12)

Observamos que la inflacién requiere de presién negativa, P < —1/3p (siempre se
asume que p > 0). Ni un universo dominado por radiacién o por materia satisfacen
dicha condicién (para radiacién P = p/3 y para materia P = 0). Pospongamos
por el momento la discusion del candidato mas favorable a satisfacer la condicién
P < 0. Supongamos que P = —p y estudiemos las propiedades que esto implica. Un
periodo del universo en el cual se tuvo P = —p se le denomina etapa de de Sitter.

2slow-roll en inglés.
3 . . e ¢ . c sy
En el Capitulo 4 analizaremos criticamente esta ‘explicacion’.
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Inspeccionando las ecuaciones (2.11) y (2.13), se encuentra que durante la fase de
de Sitter p =const. y H; =const., donde H; es el parametro de Hubble en inflacion.
Correspondiéntemente, resolviendo (2.11) se obtiene

a(t) = a;ef1t=t), (3.13)

donde t; denota el tiempo al cual comienza la inflaciéon . Adicionalmente dado
que la inflacién es una etapa en la que §2(t) ~ 1, se puede asumir que el universo
esta descrito por la métrica de FRW con K = 0, es decir,

ds* = —dt* + a(t)*(dr* + r*df* + r? sin® 0dp?). (3.14)

3.5.1. El inflatén

En la mayoria de los modelos inflacionarios, la inflacién es causada por un campo
escalar (aunque existen modelos en los que no se usan campos escalares [111]). Este
campo escalar (y su correspondiente particula de spin-0) se llama inflaton.

La accién de un campo escalar ¢ con acople minimo y término cinético estandar
se escribe como:

S = / d*z/—gL = / dz\/—g %vawamvw) . (3.15)

Variando la accién (3.15) respecto al campo se encuentran las ecuaciones de
Euler-Lagrange:

d0(v/—9gL d0(v/—9gL
00%¢ Y0,
La expresiéon (3.16) se reduce a la ecuacién de Klein-Gordon para un campo
escalar. Considerando el caso particular donde la métrica es la de FRW (3.14) se
obtiene la ecuacion de movimiento del campo

.. 2

é+3Hp— Va—2 + 05V (¢) = 0. (3.17)

Variando la accion respecto a la métrica se encuentra el tensor de energia-momento
del campo escalar

a_ 2 (Ly—y)
g _\/—_9 0Gab 7 (3'18)
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el cual, para el caso de un campo escalar, se reduce a

Tab = Vagbvbgb — gabﬁ. (319)

Las correspondientes densidad de energia p y presion P, para la métrica de FRW
(3.14), son

¢ (Vo)
Too=p = o + V(o) + 52 (3.20)
12 2
é(Tll + TQQ + T33) =P = % - V(gb) - (Zj? . (321)

Para analizar el comportamiento dindmico del campo ¢ es usual hacer la sepa-
racion

O(x,t) = Po(t) + dp(x, 1), (3.22)

con dp(x,t) < ¢o(t), esto es, estamos asumiendo que la parte homogénea del
campo ¢o(t) es dominante sobre la parte que representarian las inhomogeneidades
de dicho campo d¢(x,t). Hasta este punto no estamos asumiendo que existan in-
homogeneidades de algtin tamano definido en el universo inflacionario, simplemente
analizaremos su dinamica en caso de que hubieran existido. El aspecto que tiene que
ver con la presencia de dichas inhomogeneidades y su magnitud se trata a un nivel
cuantico, esto se revisara con detalle en la Seccién 3.6.4.

Abusando un poco de la notacion, en las proximas secciones nos referiremos a la
parte homogénea del inflatén por ¢ en lugar de ¢g, sin embargo, regresaremos a la
notacién original cuando de pie a alguna confusién. La densidad de energia y presion
de la parte homogénea del campo son, respectivamente,

=2+ V(o). (3.23)
p— % — V(). (3.24)

Si se cumpliera que V(¢) > #* obtendriamos la condicién P ~ —p. Con este
simple célculo, notamos que un campo escalar, cuya densidad energia es la dominante
en el universo y cuya energia potencial domina sobre su término cinético, da como
resultado una época inflacionaria.
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3.5.2. Condiciones slow-roll

En base a los resultados de la seccion anterior es posible hacer un analisis cuantita-
tivo de las circunstancias bajo las cuales ocurre la inflacion. La ecuacion de movimien-
to del campo clasico homogéneo es

b+ 3Ho + 9,V (¢) = 0. (3.25)

Para que la inflacién tenga lugar en el universo primitivo es necesario imponer
ciertas restricciones sobre el potencial y las condiciones iniciales del campo escalar,
a estas restricciones se les conoce como condiciones slow-roll y se caracterizan de
la siguiente manera: Si el potencial es lo suficientemente plano (i.e., 0,V < 1) y se
satisface la condicién ¢? < V para algunos valores de ¢, entonces el campo escalar
‘rodara lentamente’ sobre su propio potencial provocando una expansion acelerada
del universo. Esta es la razon por la que a un periodo con estas caracteristicas se le
conoce como inflacion slow-roll. Adicionalmente, debido a que el potencial es plano, es
valido suponer gzﬁ ~ 0 (la analogfa que se utiliza normalmente para explicar las condi-
ciones slow-roll es la de el movimiento de un objeto cayendo con velocidad terminal
bajo la influencia de la gravedad en un medio viscoso, debido a que (3.25) tiene la
misma estructura que la ecuacién de movimiento de dicho objeto). Por consiguiente,
las condiciones slow-roll estan dadas por

& < V(9), (3.26)
$ < 3H¢. (3.27)
Por otra parte, la ecuacién de Friedmann para un universo con K = 0 es
8rG
ffzz-l%—p. (3.28)

Sustituyendo (3.23) en la expresién anterior y considerando que la componente de
energia predominante en el universo inflacionario proviene del inflatén, encontramos
1
2

B 1
3

H? & +V(p)]. (3.29)

Aplicando las condiciones slow-roll a (3.25) y (3.29) se encuentran las ecuaciones
slow-roll

V(e)

H ==,
M

(3.30)
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3Hd = -0,V (). (3.31)

Por otra parte, los parametros slow-roll (adimensionales) estdn definidos como

e(¢) = %Mpl<a“@ ) : (3.32)

82
M 3.33
n6) = M3 (3.33)
donde Mp = \/T = 2.436 x 10" GeV es la masa reducida de Planck.

Las desigualdades (3.26) y (3.27) implican que ¢ < 1y || < 1, notemos que la
implicacién sélo va en ese sentido. Las condiciones € < 1y |n| < 1 son necesarias,
pero no suficientes para que la aproximacién slow-roll sea valida debido a que las
condiciones € < 1y |n| < 1 son condiciones sobre la forma del potencial y son
utiles para identificar una seccion slow-roll, esto es, donde la aproximacién slow-roll
puede ser valida. La ecuacién de movimiento del campo (3.25) es una ecuacién de
2do. orden, por lo que acepta condiciones iniciales arbitrarias de ¢ y ¢. De esta
manera, (3.26) y (3.27) pudieran no cumplirse inicialmente, atin si el potencial es lo
suficientemente plano. Sin embargo, sucede que la solucién slow-roll, i.e., la solucion
de (3.30) y (3.31), es un atractor de las ecuaciones completas (3.25) y (3.29), lo cual
se traduce a que la solucion de las ecuaciones completas se aproxima rapidamente a
la solucién slow-roll, sin importar las condiciones iniciales. En realidad, siendo mas
precisos, no son condiciones iniciales demasiado arbitrarias; las condiciones iniciales
deben estar dentro del rango de atraccion, para que el atractor sea efectivo. El que
las condiciones iniciales se encuentren dentro del rango de atraccién significa que ¢
debe encontrarse en la seccién slow-roll del potencial, i.e., $* < V(@)

La descripcién entre atractor y regién de atraccién puede precisarse un poco mas:
Si el universo (o una regién de él) se encuentra inicialmente (o entra) en el rango
de atraccién de la inflacién slow-roll, esto es, hay una regiéon donde la curvatura es
suficientemente pequena; el inflatén realiza una contribucién importante la densidad
total de energia; es suficientemente homogéneo, y esta en la seccion slow-roll del
potencial, entonces esta regién comienza a inflarse, y rapidamente se vuelve muy
homogénea y plana, todas las contribuciones a la densidad de energia distintas a la
del inflatén se vuelven despreciables, y la inflacion se describe por las soluciones de
las ecuaciones slow-roll.

Por lo tanto la inflacién borra toda memoria de las condiciones iniciales, y pode-
mos predecir la evolucién del universo sélo de la forma de V(¢) y la suposicién de
que ¢ comenzo lo bastante cerca de la parte slow-roll.
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Para entender un poco mas la relaciéon entre la aproximacién slow-roll y la in-
flacién fijemos nuestra atencién en el parametro €, este pardmetro puede usarse direc-
tamente para saber cuando nos encontramos en una etapa inflacionaria: Suponiendo
que la aproximacién slow-roll es valida, se demuestra que H/H? = ¢, por consiguiente

i b
=(1

U
Por lo que llegamos a la conclusion:

VH? = (1 — ) H. (3.34)

e<1 y P < V(o) = Inflacién slow-roll.

A medida que ¢ se aproxima al minimo del potencial, €(¢) se aproxima a la
unidad. Cuando se cumple que €(¢) ~ 1 generalmente se dice que la inflacién ha
llegado a su fin y es posible determinar el valor del campo ¢ al final de la inflacién.

3.5.3. Cantidad de inflacion

Durante la inflacién el factor de escala a(t) crece précticamente de manera expo-
nencial. Una vez que conocemos la forma explicita de a(t), es posible cuantificar que
tanto se ha expandido el universo, desde un tiempo inicial ¢; hasta un tiempo ¢ > t;,
mediante el nimero de e-folds definido como

a t ~ L~ ¢ 5 ~
N =2 / H(f)di ~ A;Q ¢ a‘fv(%dqs, (3.35)
t; pl i Vg

donde se utilizaron las ecuaciones slow-roll en la ultima igualdad. El nimero de

e-foldings minimo para que la inflacion resuelva los problemas de planitud y horizonte
es de ~ 60 [101].
En resumen, basicamente un modelo de inflacién estandar requiere de:

1. Un campo escalar con un potencial V(o).
2. Un mecanismo que describa el fin de la inflacién.
A su vez, se han contemplado dos maneras en que la inflacién puede terminar:

1. La aproximacion slow-roll deja de ser valida, ya sea que ¢ se aproxime al
minimo del potencial o que €(¢) = 1y |n(¢)| ~ 1.

2. Interviene fisica extra para terminar la inflacién (la inflacién termina atin cuan-
do la aproximacién slow-roll es valida).
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3.5.4. Recalentamiento

El recalentamiento es el mecanismo mediante el cual la expansion inflacionaria se
conecta con la evolucion estandar del universo dada por la teoria Big Bang, dicho de
otro modo, al mecanismo fisico mediante el cual, la energia del inflatén se convierte
en radiacion, se le conoce como Recalentamiento.

La teoria de recalentamiento aiin se encuentra incompleta, no sélo por los detalles,
sino porque todo el esquema depende de manera crucial de la teoria fundamental de
fisica de particulas que va mas alla del Modelo Estandar. Es debido a esta razén
que, por el momento, sélo existen modelos de juguete cuyo propésito es ayudarnos
a comprender los procesos fisicos que dan como resultado un universo que siga la
cosmologia del Big Bang estandar.

Para el propédsito de esta tesis, asumiremos que el entendimiento del proceso de
recalentamiento no tiene una importancia en particular. Sin embargo, el mecanismo
de decaimiento del inflatén es un tema de investigacion actual, por lo que es relevante
analizar algunas de sus propiedades.

Comencemos considerando el modelo mas simple de recalentamiento: Cuando
la época inflacionaria llega a su fin, el inflatéon ¢, comienza a oscilar alrededor del
minimo del potencial. El potencial inflacionario puede aproximarse cerca del minimo
como V(¢) ~ $m?¢?. Esta aproximacién nos permite obtener (de (3.25) y (3.23))

¢+ 3Hd ~ —m?¢, p = =(d* +m?¢?). (3.36)

N | —

De las expresiones (3.36) tenemos

p+3Hp = gH(mQsz — ¢?). (3.37)

Y dado que ¢ oscila alrededor del minimo del potencial, el promedio sobre un
periodo de oscilacién (en el limite donde el periodo es < H~') del término entre
paréntesis del lado derecho de (3.37), es cero. Por lo tanto

{p(t)) + 3H (p(t)) = 0. (3.38)

Asi, la densidad de energia promedio va como (p) oc a™3, justamente como en el
caso de un universo dominado por materia.

Para estudiar el decaimiento del inflaton en otras particulas es usual agregar un
término fenomenoldgico I'(p(t)) a la izquierda de (3.38), esto es

{p(t)) + 3H(p(t)) + T(p(t)) = 0, (3.39)
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donde I' = 771 y a 7 se le denomina el tiempo de decaimiento. Fisicamente, el
término ['(p(t)) representa la transferencia de energia del inflatén a otras particulas.
En 1994, Kofman [55] encontré que (3.39) da lugar una etapa de recalentamiento
muy ineficiente y en 1997 [56] propuso un modelo llamado resonancia paramétrica
cuyo propésito era estudiar el decaimiento del inflatén en bosones y fermiones. El
modelo de resonancia paramétrica involucra tiempos de decaimiento mucho menores
que el tiempo de Hubble.

Sin importar el mecanismo especifico de recalentamiento, las particulas creadas
a partir del inflatén, contintian interaccionando entre si, creando nuevas particulas,
dando como resultado una sopa de particulas que eventualmente alcanza el equilibrio
térmico a una cierta temperatura 7T,.,. Estas nuevas particulas se comportan como
un gas relativista, es decir, la velocidad media de las particulas es cercana a c. La
temperatura de recalentamiento esta determinada por la densidad de energia p,..; al
término de la época de recalentamiento

Preh = G« (Treh)T;leh

Al finalizar le época del recalentamiento, se sigue la historia del Big Bang estandar.

3.6. Origen de estructura

Hasta este punto hemos analizado al universo en términos de un modelo isotrépico
y homogéneo (al cual nos referiremos, en lo que resta de esta tesis, como el universo
no perturbado 6 de fondo). Claramente el universo actual es bastante inhomogéneo,
manifestando una estructura no lineal a escalas menores que 100 Mpc; al estudio del
origen de dicha inhomogeneidad se le denomina formaciéon u origen de estructura.
La estructura se manifiesta en diversas formas, por ejemplo, en la existencia de
galaxias y su distribucién irregular; (i.e., las galaxias se organizan en cimulos de
galaxias). Actualmente entendemos que la estructura se formé por la amplificacién
gravitacional de pequenias inhomogeneidades primordiales 6 semillas de estructura
cHésmica. El andlisis de la formacién de estructura, puede dividirse en dos partes
principales:

1. La generacion de las inhomogeneidades primordiales, ‘semillas de galazias’.
Esta es la parte mas especulativa de la teoria de formacién de estructura. No
podemos asegurar con certeza que conocemos la teoria que explica el nacimien-
to de las inhomogeneidades primordiales, aunque tenemos un buen candidato,
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el modelo inflacionaro, cuyas predicciones concuerdan con los datos observa-
cionales, y de hecho, se espera que en un futuro préximo los datos observa-
cionales (e.g., los recolectados por el satélite Planck [19]) confirmen el paradig-
ma inflacionario. En el modelo de inflacion estandar, la estructura se origina por
fluctuaciones cudnticas del estado vacio del inflatén. Las fluctuaciones cuanti-
cas del inflatén 5A¢ se cuantizan de la misma manera que un campo escalar en
un espacio-tiempo curvo (en este caso, el espacio-tiempo esta descrito por la
métrica de FRW). A cada uno de los modos de las fluctuaciones del campo (5A¢k,
caracterizados por un numero de onda k, se les asocia una longitud de onda
fisica Ay, = ZLka La longitud de onda fisica es inicialmente mucho menor que el
radio de Hubble H™1, i.e., k > aH. Conforme el universo se expande, a(t) au-
menta y la longitud de onda fisica del modo alcanza el radio de Hubble, esto es,
k = aH. Es en este instante cuando se dice que las escalas cruzan al horizonte®
y su amplitud se ‘congela’; i.e., se mantiene constante (Fig. 3.3). Las fluctua-
ciones cuanticas se identifican con el espectro (clésico) de las inhomogeneidades
y, posteriormente, su espectro se asocia con las fluctuaciones (clasicas) de la
densidad de energia dpy. Las fluctuaciones de la densidad evolucionan hasta
el final de la época inflacionaria y, después de esta época, la descripcion de su
evolucién se realiza dentro del regimen de la cosmologia estandar. El espectro
obtenido de las fluctuaciones se compara con las observaciones del CMB. Es
en estas pequenas inhomogeneidades donde se piensa que se encuentran las
‘semillas’ que originaron toda la estructura que observamos en el universo.

2. El crecimiento de estas pequenas inhomogeneidades hasta llegar a las estruc-
turas observables en el universo. Esta parte es menos especulativa debido a que
los procesos fisicos involucrados son bien entendidos (e.g., fisica de plasmas) y
ademas contamos con una teoria bien establecida de la gravedad: la Relativi-
dad General. Sin embargo, atin existe mucha incertidumbre en esta parte por el
hecho de que se desconoce cual es la naturaleza de los componentes dominantes
de la densidad de energia del universo, esto es, la materia obscura y energia
obscura.

Debido a estas razones se piensa que la inflacion liga la estructura a gran escala
del universo con la micro-fisica. El espectro resultante de las inhomogeneidades no es
muy sensible a detalles de un modelo particular de inflacién y tiene una forma casi
universal, lo cual lleva a predicciones concretas sobre el espectro de las anisotropias

del CMB.

4En realidad por horizonte nos referimos al radio de Hubble H 1.
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Longitud

//_H_l xa(n<1)

Fin Inflacion lOg a

Figura 3.3: La evolucion del horizonte y una escala fisica genérica \ durante y después de
inflacién. Las abreviaciones RD y MD corresponden a universos dominados por radiacion
y materia respectivamente (tomada de la referencia [57]).

En la Seccién 3.6.1 consideraremos un modelo inflacionario simple y junto con
la aproximacion slow-roll, revisaremos la solucién de las ecuaciones para las pertur-
baciones clasicas. Posteriormente en la Seccién 3.6.4 estudiaremos rigurosamente el
tratamiento cuantico de las perturbaciones bajo la vision estandar del paradigma
inflacionario, terminando con el calculo de la amplitud del espectro de las perturba-
ciones escalares.

El tratamiento que revisaremos a continuacion fue desarrollado principalmente
por V. Mukhanov et al. [80, 23] en 1992 y representa actualmente el enfoque estandar
para explicar la formacion de estructura. Por lo que para dar una representacion del
formalismo en la vision estdndar del modelo inflacionario seguiremos de cerca el
Capitulo 8 de la referencia [79).

3.6.1. Perturbaciones cosmolégicas clasicas

Actualmente se cree firmemente que las anisotropias observadas en el CMB, tu-
vieron su origen en las perturbaciones primordiales de la densidad del universo prim-
itivo. El tratamiento tedrico de dichas perturbaciones se da en el marco de la teoria
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lineal de perturbaciones en Relatividad General. La literatura que cubre esta rama
de estudio es muy extensa [54, 37, 70, 15, 72] por mencionar algunos. En este capitulo
cubriremos solo la parte que se relaciona directamente con los capitulos siguientes.

La idea basica de la teoria lineal de perturbaciones en Relatividad General es
sencilla: tanto la métrica g,, como el tensor de energia-momento T, son perturbados,
ie., gab — Gab + 0gawy v Tup — Ty + 0T,,. Posteriormente las perturbaciones se
sustituyen en las Ecuaciones de Einstein, obteniendo ecuaciones perturbadas de la
forma L[gap|0gay = 0Ta, donde L es un operador diferencial de segundo orden que
depende de la métrica de fondo g¢q.

Por otra parte, la teoria de perturbaciones en Relatividad General tiene el prob-
lema de la elecciéon de norma. El problema de la norma esta relacionado con el
hecho de que, al realizar perturbaciones, se estan comparando dos variedades pseudo-
Riemannianas: la del fondo (M, gup, ¢) (variedad, métrica y campo) y la perturbada
(M, gl,,¢'). Al realizar esta comparacién, es necesario lidiar con la arbitrariedad
que existe en la eleccion de la manera en que se realizara la identificacién de los
puntos en M’ con los puntos en M y, de esta forma, poder evaluar las diferencias
09ab = Gop — Jab Y 00 = ¢/ — ¢.

Existen dos opciones para lidiar con el problema de norma de forma genérica:

1. Escoger una norma.
2. Trabajar con cantidades invariantes de norma.

En cosmologia, generalmente se favorece a la opcién 2, principalmente porque ex-
isten ciertas combinaciones de los componentes de las perturbaciones de la métrica
(asociados a una eleccién previa de coordenadas preferidas definidas en un fondo ho-
mogéneo e isotropico), y de las perturbaciones de la densidad, que tienen la propiedad
de ser invariantes ante transformaciones infinitesimales de coordenadas. Sin embargo,
por razones que expondremos detalladamente en el Capitulo 4, en todo lo que resta
de este trabajo de tesis nos inclinaremos por la primera opcion.

Sea g la perturbacion de la métrica en un universo de Friedmann. Las pertur-
baciones de la métrica se pueden separar de la siguiente manera:

0Gab = (5900, d90i, 5gij)- (3-40)

Las perturbaciones de la métrica se clasifican en: escalares, vectoriales y tenso-
riales (los términos escalar, vector y tensor estan definidos [102] de acuerdo a su
comportamiento bajo rotaciones sobre el espacio-tiempo de fondo en las hipersuper-
ficies con t = const.). Resulta evidente que la perturbacién dggy = A es un escalar.
El teorema de Helmholtz nos dice que siempre se puede descomponer un vector en
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el gradiente de un escalar y un vector con divergencia cero. Asi, la perturbacién dg;
toma la forma

donde B es un escalar y S; un vector con divergencia cero, i.e. V;S* = 0. Es
posible realizar una descomposicién similar para la cantidad dg;; repitiendo esencial-
mente el mismo andlisis pero para dos indices. Consecuentemente, la cantidad dg;;
se descompone como

1 1
+ §(vivj +V,;Vi) — gcsijVQ E
+ hij, (3.42)

donde v y E son funciones escalares, F; -al igual que S;- es un vector con diver-
gencia cero y h;; es un tensor simétrico con traza cero.

La norma que elegiremos, y mantendremos a lo largo de esta tesis, sera la norma
longitudinal (también conocida como Newtoniana). En esta norma, las perturba-
ciones escalares de la métrica toman la forma: A =&, =¥y B=F =0.

Las ecuaciones que rigen el comportamiento de las perturbaciones, se pueden
obtener a partir de las ecuaciones de Einstein, las cuales relacionan dg,, con 67,.
El separar las perturbaciones de la métrica en perturbaciones escalares, vectoriales y
tensoriales, nos permite aplicar el Teorema de descomposicion [54, 112]. Este teorema
nos dice que a orden lineal las perturbaciones escalares, vectoriales y tensoriales
se desacoplan® y, por tanto, pueden analizarse por separado en las ecuaciones de
Einstein.

El siguiente paso, es aplicar la teoria lineal de perturbaciones al universo infla-
cionario. Comencemos recordando que en el modelo inflacionario, la materia dom-
inante en el universo primitivo se representa por un campo escalar ¢ junto con su
potencial V(¢). El potencial inflacionario actia como una constante cosmolégica,
que luego es ‘apagada’ (esto sucede cuando el inflatén llega al minimo del potencial)
como resultado de la dindmica del campo escalar, posteriormente se tiene una etapa
de recalentamiento que ‘trae de vuelta’ al universo a la dindmica evolutiva descrita
por la teoria del Big Bang.

5En el Capitulo 7 veremos que este teorema tiene una implicacién directa en la produccién de
ondas gravitacionales provenientes de inflacién.
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El modelo inflacionario se caracteriza por la acciéon de un campo escalar acoplado
minimamente a la gravedad

1 1
_ 4. [ _ —ab _
S = /d x\/—¢g LGWGR[g} 59 VadVid =V + Lot | (3.43)

donde el término L,,,;. representa el lagrangiano de la materia distinta al inflatén
que pudiera estar presente, sin embargo, durante el regimen inflacionario este término
es despreciable. El andlisis comienza con un espacio-tiempo de fondo que, como
resultado de una expansion cuasi-exponencial, ha alcanzado un estado homogéneo e
isotropico, caracterizado por la geometria del espacio-tiempo descrita por la métrica
de FRW espacialmente plana (3.14) y un campo escalar homogéneo.

Resulta practico realizar un cambio de coordenadas en la parte temporal. Defin-
imos el tiempo conforme como

t !

Qo , dt

dn = ——dt, o =a —_, 3.44

Ui (Z(t) n 0/0 (I(t/) ( )

con a(ty) = ap el valor actual del factor de escala y que siempre puede escogerse

igual a la unidad, i.e., a(typ) = ap = 1. En las coordenadas de tiempo conforme, la
métrica (3.14) y el campo escalar homogéneo estan dados por

ds* = a*(n)[—dn* + 5ijd:r;idxj], ®o(n). (3.45)

La métrica de fondo y el campo homogéneo representan hasta este punto un fondo
clasico homogéneo e isotrépico (o ‘valor de expectacion’).

La contribucién al tensor de energia-momento esta dada por todos los campos de
materia conocidos (materia no-relativista, materia relativista, etc.), representados
por el término L, , v el inflatén. Durante la etapa inflacionaria, el campo infla-
cionario tiene una mayor contribucién al tensor de energia-momento, sin embargo, al
término de la inflacion, y posterior a la etapa de recalentamiento, comienza la época
dominada por radiacion. El tratamiento se simplifica si consideramos la expresién
general de un fluido perfecto con tensor de energia-momento Ty, = (p+P)U,Up+Pgap,
que para el caso particular del campo inflacionario, las expresiones de densidad de
energia y presion son

p=X+V(p), P=X-V(), (3.46)

y la cuadrivelocidad es

Ut = —g™9,0/V2X, (3.47)
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donde X = —%g“baaqbabgb. Las cantidades p, P y U%, para el campo homogéneo
de fondo ¢, estan dadas por

(40 _ @) oo L (O
= avien, P ven v (D) ey

Las ecuaciones de Einstein para el fondo, G(()%) = 87rGT0(8) = 8rGa’p y GE? ) =
87TG7}(2»0) = 8mGa? P, implican las ecuaciones de Friedmann, que en tiempo conforme,
toman la forma

3H? = 87Ga’p, —2H' — H? = 87Ga’P, (3.49)

donde H = d'(n)/a(n) (no confundir con el factor de Hubble H = a(t)/a(t));
recordemos que la prima denota derivada respecto al tiempo conforme n; p y P
denotan la densidad de energia y presién total del sistema respectivamente.

Las ecuaciones de Friedmann (3.49) pueden manipularse algebraicamente para
encontrar una expresion que sera de gran utilidad en los siguientes célculos, es decir,

H? —H = 4nGa*(p+ P). (3.50)

Las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de la accién (3.43) (ignorando
los acoplamientos a la materia ordinaria), nos ayudan a encontrar la ecuacién de
movimiento (en tiempo conforme) para el campo inflacionario homogéneo ¢

0+ 2Hoy + a0,V = 0. (3.51)

Las ecuaciones anteriores describen la evolucion dinamica del regimen inflacionario,
que en tiempo conforme, estd caracterizada por el factor de escala

a(n) ~= —1/[H;(1 - €)n], (3.52)

con H? ~ 87GV/3, el pardmetro slow-roll ¢ = 1 — H'/H? (durante inflacién
se cumple que € < 1) y con el campo escalar ¢y en el regimen slow-roll, i.e., ¢y =
—(a®/3a’)04V. Posterior al término de la era inflacionaria se sigue el periodo de
recalentamiento, donde los campos de materia ordinaria comienzan a dominar en el
universo, finalizando con la cosmologia estandar derivada de la teoria del Big Bang.

El régimen inflacionario llega a su fin a un tiempo conforme n = 7,, el cual es
un nimero negativo y muy cercano a cero (1, ~ —10722 Mpc, véase Apéndice B),
dicho de otro modo, el tiempo conforme durante la era inflacionaria se encuentra
en el rango —oo < n < 0., por lo que n = 0 es un valor particular del tiempo
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conforme que no corresponde al periodo inflacionario, de hecho pertenece al periodo
dominado por radiacién. El factor de escala evaluado al final del régimen inflacionario
lo denotaremos como a, = a(n;).

La siguiente tarea es considerar las ecuaciones de Einstein a primer orden en las
perturbaciones. En el enfoque tradicional, es en este punto cuando se asume que
las fluctuaciones cudnticas generan anisotropias e inhomogeneidades en la métrica
del espacio tiempo. Recordemos que las perturbaciones de la métrica se clasifican
en componentes escalares, vectoriales y tensoriales. En el caso del sistema gravedad-
inflatén, sélo influyen las componentes escalares y tensoriales. Por el momento, nos
evocaremos al estudio de las perturbaciones escalares, por consiguiente, la métrica
perturbada (en la norma longitudinal) toma la forma

ds® = a(n)*[—(1 + 2®(n,x))dn* + (1 — 2¥(n, x))&;;dz"dx?], (3.53)

donde ® y ¥ son funciones de las coordenadas del espacio-tiempo 7,z’; a la
perturbacion ¥ se le conoce como el potencial Newtoniano.

Las ecuaciones 0G) = 87GITY y 6GY = 8wGITY, estan dadas, respectivamente,
por

VAU — 3H(HP + V') = —4rGa®STy, (3.54)
Oi(H® + V') = —4rGa?0T). (3.55)

Por otra parte, la ecuacién 6G§- = 87TG(5T; es

(U +HQRU+®) + (2H +H*) 0+ 1 V(P —W)]6i — 30'0;(D— V) = 4nGa’ST}. (3.56)

En las situaciones de interés en este trabajo, y tomando en cuenta la métrica
(3.53), podemos escribir 675 = —dp, 617 = (p + P)UU; y 6T} = 6 P6;.

Es facil notar de (3.56) que para el caso i # j, junto con las condiciones de borde
apropiadas (lo cual es més fécil de observar haciendo una transformada de Fourier),
se obtiene U = & (asumimos estrés anisotrépico). De ahora en adelante utilizaremos
este resultado.

Para materia hidrodinamica genérica, la presion P es funcion tanto de la densidad
de energia p como de la entropia de materia S, por consiguiente

P = c25p + 768, (3.57)

con ¢2 = (0P/9dp)s la velocidad del sonido adiabética y 7 = (9P/dS),. Las
expresiones (3.54), (3.56) y (3.57) pueden combinarse para obtener la ecuacién de
movimiento de V¥,
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U — VAU + 3H(1 + AV + 2H + H* (1 + 3¢,)]¥ = 47GT68S. (3.58)
Es conveniente reescribir (3.58) en términos de una nueva variable u, definida

v
drG\/p+p

Empleando la ecuacién de continuidad p' = —3H(p + P) y la definicién de ¢ se
encuentra que 1+ ¢ = —(p' + P")/[3H(p + P)]. Sustituyendo esta tltima ecuacién
en (3.58) y realizando el cambio de variable de ¥ a u, la ecuacién de evolucién para
u toma la forma

(3.59)

u =

1
u” — AV — %u =N, (3.60)
donde 0 = H/[a*(p + P)2] y N = a*76S/(p + P)2. La ecuacién de movimiento
(3.60) o equivalentemente (3.58) es de gran utilidad porque nos permite determinar
la evolucién de las perturbaciones en un universo hidrodinamico, sin importar la
época cosmoldgica.

En la época inflacionaria, es posible obtener una ecuacién similar a (3.58), la cual
se obtiene siguiendo los mismos pasos algebraicos que nos llevaron a la deduccion de
dicha ecuacion. Esto es, de la expresion general del tensor de energia-momento para
el inflatén

T = 40,0000 + 0 (— 560,604 — V(6), (3.61)

se obtienen las componentes a primer orden en las perturbaciones

5TO = 2[00 — 6400/ — 0,Va2dg], 0T = O(—a26y09),  (3.62a)

7

0T! = a~?[p(d¢’ — g — 04V a*d¢) 6. (3.62D)

Consecuentemente, las ecuaciones de Einstein (3.54), (3.55), (3.56) toman la for-
ma

VAU — SH(H® + V') = 47G[— o3P + ¢pd¢’ + OgVa*de), (3.63)
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(0" +HQRU 4+ O) + 2H +H)D + VP —U)|6i — 30°0;(® — V) =
AnG[pod’ — ¢ ® — 05V a’6¢)d;. (3.65)
Substrayendo (3.63) de (3.65) y utilizando: ¥ = @, la ecuacién de movimien-

to para el campo escalar homogéneo (3.51) y (3.64), se encuentra la ecuacién de
movimiento para U durante el regimen inflacionario

/! H¢//
qf”—v2x11+2< —¢—?>@’+2<%’— ¢,0>\pzo. (3.66)
0 0
Asi, realizando la identificacion
-1 207 (1 -2V
0

en (3.58), se obtiene directamente (3.66). De manera equivalente, sustituyendo
(3.67) en (3.60) se encuentra

0//
u’ — Vu — U= 0 (3.68)

Resumiendo, hemos encontrado una ecuacién de movimiento para el potencial
Newtoniano, (3.58) (o de forma equivalente (3.60)) la cual es valida para cualquier
época cosmologica, ya sea para el regimen inflacionario o para las posteriores etapas
dominadas por materia ordinaria. La informacion referente a la época cosmoldgica
particular de interés entrard en las cantidades ¢? y 7S, e.g., en inflacién vienen
dadas por (3.67). Sin embargo, es importante notar que, para el caso de un campo
escalar, los conceptos termodindmicos tales como ‘ecuacién de estado’, ‘entropia de
materia’ o ‘velocidad del sonido’, deben interpretarse con cuidado, ya que en este
caso, no estamos trabajando realmente con materia hidrodindmica.

3.6.2. Nociones termodinamicas del campo inflacionario

En la presente seccién presentaremos una discusién detallada, que refleja la jus-
tificacién tradicional encontrada en la literatura [36, 112, 69, 79], cuando se desea
aplicar las nociones termodinamicas al universo inflacionario, tales como: ecuacion
de estado, perturbaciones a la entropia y la velocidad del sonido adiabatica.

Comenzamos presentando un ejemplo que ilustra las posibles confusiones que
pueden surgir cuando se intenta encontrar una ecuacion de estado para el inflatéon.
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Para un campo escalar canénico, i.e., un campo escalar tal que P = X — V(¢) y
p = X + V(¢), las expresiones anteriores implican que P = —p + 2X, por lo que

se concluirfa que ¢ = —1y 78S = 26 X. Sin embargo, también es posible encontrar
que P = p—2V y en este caso ¢? = 1y 705 = —20,Vd¢. El conflicto aparente se
resuelve notando que ni P = —p + 2X ni P = p — 2V representan la ecuacion de

estado del ‘fluido’.

Es claro que necesitamos definir los conceptos termodindmicos de una manera
mas precisa antes de aplicar (3.58) al universo inflacionario. Es necesario mencionar
que el analisis que haremos a continuacion ilustra lo que se encuentra de manera
general en la literatura y es un resumen de la discusién detallada presentada en [29].

Partiendo de (3.57)

§P = c20p + 769,

observamos que la velocidad del sonido adiabdtica ¢? tiene que ser a orden cero
en las perturbaciones, y debido a que todas las cantidades de fondo dependen tinica-
mente del tiempo conforme, encontramos que

5
ST

donde el subindice 0 denota que nos referimos a la cantidad de fondo. Recorde-
mos que en (3.69) no hemos hecho una referencia a un sistema particular, sélo hemos
aplicado la definicién de la velocidad del sonido adiabatica para un sistema ter-
modinamico genérico, el cual estd caracterizado por tres variables P, p, S, de las
cuales p, S son independientes.

Si ahora nos concentramos en el escenario inflacionario, siempre es posible parame-
trizar la presién y la densidad de energia como funciones de X y ¢, i.e., P = P(X, ¢)
y p = p(X, ) lo cual implica que las perturbaciones de P y p estdn dadas por

C

(3.69)

0P = OxPoX + 0,Pd¢, dp = OxpdX + 04pdo. (3.70)
Asi, la cantidad 76S es
708 = 0P — 20p = 8(;5,0(%4)—}7 — cf) 0p + 8Xp(—P — c?) 0X, (3.71)
oP p

donde 60X = —3189"°0,004¢ — g*°0,¢0,0¢. La expresion para X a orden lineal en
las perturbaciones es
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5X = 50067 — 60 = a0 + 4o0)), (3.72)

por lo que la velocidad del sonido adiabatica, durante el regimen inflacionario, se
obtiene de (3.69) dando como resultado

P/ Xl oP ¢/
2="0= % x-x 55 o= 0, (3.73)

’ Po 8X|X:X0X6 |¢> b0

donde X, = ¢{,/2a*. Considerando ahora un campo escalar canénico (P = X —V
and p = X + V) y usando (3.72), la expresién (3.71) se reduce a
78S = (=g + ¢p6¢ ) (1 — ¢2) — 9,V a*dg(1 + ¢2), (3.74)

mientras que la velocidad del sonido adiabatica estaria dada por

2 294
= (1+ 3%) (3.75)

lo cual es compatible con la identificacién que se hizo para obtener (3.67). A
continuaciéon haremos una pequena digresion en este punto para senalar que existe
otra fuente de confusion respecto a la cantidad ¢?. Es comtn encontrar en la literatura
[79, 40, 5] otra definicién de la ‘velocidad del sonido adiabética’

s aXp ?

¢ (3.76)

por lo que, utilizando la definiciéon anterior, para un campo escalar candnico
¢2 = 1. La definicién (3.76), como comentan los autores de [40], estd motivada por el
hecho de que es precisamente esta cantidad la que aparece multiplicando al término
V? en la ecuacién de Klein-Gordon para las perturbaciones del campo, esto es, ¢
es la velocidad a la cual viajan las perturbaciones del campo en el fondo, por lo
tanto, las perturbaciones de un campo escalar canénico viajan a la velocidad de la
luz [40, 79).

La velocidad del sonido adiabdtica ¢ = (0P/0,)s describe la respuesta de la
presién a un cambio en la densidad de energia a entropia constante; la cantidad ¢
representa la velocidad a la cual viajan las perturbaciones a través del sistema. Un
campo escalar puede describirse como un fluido hidrodinamico, pero la analogia es
sutil. Mientras que para un fluido cldsico la cantidad ¢ y la velocidad del sonido

adiabdtica ¢ son iguales, esto no se cumple en el caso de un campo escalar (lo cual
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es evidente de (3.73) y (3.76)). La velocidad a la cual viajan las perturbaciones esta
dada por ¢? y la velocidad del sonido adiabética viene dada por (3.69).

Es posible encontrar otra expresion para 7S que serd de gran utilidad para el
caso del inflatén. Utilizando (3.51), la ecuacion de Einstein HV + V' = 47nG¢do y
sustituyendo (3.75) en (3.74) encontramos

(1- &)V
ArGa?
Por lo tanto (3.58) (6 equivalentemente (3.60)) pueden aplicarse al regimen in-

flacionario con las cantidades ¢ y 745 dadas por las expresiones (3.75) y (3.77)
respectivamente.

768 = (3.77)

3.6.3. Conservacion de (

En esta seccion discutiremos la ‘ley de conservacion’ para la cantidad . La con-
servacion de ( es de gran utilidad ya que bajo ciertas condiciones, es valida para
cualquier época cosmoldgica, por lo cual nos ayuda a conectar cantidades en distin-
tas épocas cosmoldgicas, por ejemplo, el potencial Newtoniano. La cantidad ( se le
denomina la ‘perturbacién de la curvatura intrinseca’ y fue introducida originalmente
en [7] y actualmente es de uso comun en la literatura [24, 68, 37, 79]. La definicién
de ( es

QH IV + U

631+w

+ v, (3.78)

donde w = P(p, S)/p viene de la ecuacién de estado. En el caso de un universo
dominado por radiacién o materia no-relativista, el pardmetro w es 1/3 o 0 respecti-
vamente. Sin embargo, durante una transicién de fase, w puede cambiar por un factor
muy grande, e.g., durante la fase de recalentamiento. En el universo inflacionario (y
considerando un campo escalar candnico) es posible obtener el pardmetro w de la
siguiente manera:

- ) (3.79)

Calculando la derivada de ¢ respecto al tiempo conforme, tenemos

w

P_X-V()
p

! 2 " SH(l + 'LU) Hl U}/ / w/
C_3’H(1+w){@+( 2 H 1+w+%)\p H1+wqj1' (3:80)
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Si utilizamos la definicién de ¢ = P'/p’ y la ecuacién de continuidad p' =

—3H(p + P) es posible relacionar ¢ con w’ y w de la siguiente manera

/

“T3H0+w)
La expresion (3.81), junto con las ecuaciones de Friedmann ((3.49) y (3.50)) nos
permiten reexpresar (3.80) como

+w. (3.81)

2
3H(1 + w)

Finalmente, utilizando (3.58) obtenemos la expresién final para ¢’

¢ = {\If”+3H(1+c§)\If’+ [2%’+H2(1+3c§)]\11}. (3.82)

¢ = m [C§V2KII + 47TGCL2T(55] . (3.83)

La ecuacion (3.83) es valida para cualquier era cosmoldgica.

La ‘ley de conservacion’para ( se obtiene facilmente si nos concentramos en escalas
mayores que el radio de Hubble (lo cual significa que podemos despreciar el término
con el gradiente espacial) y las perturbaciones de la entropia son despreciables (en
este caso es permitido escribir P = w(p)p lo cual implica que 765 = 0).

Durante el regimen inflacionario, las ‘perturbaciones a la entropia’ vienen dadas
por 41Ga*76S = (1 — ¢§)V?¥ consecuentemente (j,, = V>, por lo tanto, durante
el periodo inflacionario y en el limite de escalas mayores que el radio de Hubble, la
cantidad ¢’ se anula, esto es, no se necesita de la ‘adiabaticidad’ de las perturbaciones
del inflaton.

Sin embargo, el decaimiento del inflatén en particulas relativistas (i.e., radiacién)
es probablemente un proceso no-adiabatico, el cual genera una gran cantidad de en-
tropia. No obstante, si se considera una transicién suave entre el regimen inflacionario
y la época dominada por radiacién, a pesar de la no-adiabaticidad de los procesos in-
volucrados, y adicionalmente se asume que el sistema inflatén-radiacion se comporta
como un fluido perfecto, es posible llegar a la misma ecuaciéon de conservacion para
¢ como se puede estudiar en [71]. Adicionalmente, en los trabajos [73, 33| se analiza
la influencia sobre la evolucién de las perturbaciones de la densidad, provocada por
las transiciones entre diferentes épocas cosmoldgicas.

3.6.4. Perturbaciones cosmolégicas cuanticas

En esta seccién procederemos a describir el tratamiento usual de cuantizacién de
las fluctuaciones tanto de la métrica como del campo escalar. El tratamiento que
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seguiremos es el tratamiento estdndar [80, 79).

Utilizando la ecuacién de movimiento para el campo escalar homogéneo (3.51) y
las expresiones (3.48), podemos reescribir las ecuaciones de Einstein (3.63) y (3.64),
respectivamente, como:

VAU — 3H(V' + HV) = 47Ga®(p + P) [(5—?) — U — 2%5—?] : (3.84)
P o
! 2 5¢
U+ HY = 47Ga®(p + P) (W) (3.85)
0

Combinando (3.85) y (3.50), se encuentra que
U\ 4nGa*(p+P) [, 6¢
2 ) = —+ U 3.86
(%) () 350

Por otra parte, las expresiones (3.84), junto con (3.49), (3.50) y (3.85), nos con-
ducen a la ecuacion

4rGa*(p+ P) ([, 6¢ '

VAU = Ho+0). 3.87

i () 50

Es conveniente reexpresar (3.86) y (3.87), en términos de la variable u (introduci-

da en (3.59)) y una nueva variable v conocida como variable de Mukhanov-Sasaki
(77, 78, 96]

v = a(égb + %W), (3.88)

por lo que (3.86) y (3.87) toman la forma

Vi = z<g> v = 9(%) (3.89)

con z = 071 = a*(p + P)Y?H~'. El siguiente paso, en el enfoque tradicional,
consiste en escribir la teoria de campo cuantica para las variables de campo u y
v. El procedimiento usual consiste en realizar una expansién del campo escalar,
a segundo en las perturbaciones, en la accién del campo escalar y gravitacional
de fondo. Despreciando términos de derivadas totales, el resultado se reduce a una
expresion simple que contiene tinicamente a la variable v,
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1 /"
S = /dndgasﬁ =3 /dnd?’x ("UIQ + oV + %v2>. (3.90)

Los detalles de este célculo pueden consultarse en la seccién 10 de [80]. De la
accién (3.90), se encuentra la ecuacién de movimiento para v,

"

V=V — Sy =0, (3.91)
2

La estructura de (3.91) es un indicio (véase péagina 341 de [79]) de que la cuanti-
zacién de las perturbaciones cosmolégicas, dada por la accién (3.90), es formalmente
equivalente a la cuantizacién de un ‘campo escalar libre’ en el espacio-tiempo de
Minkowski con una ‘masa’ dependiente del tiempo m? = —2"/z.

Es importante senalar que la variable v, que es una combinacion de las pertur-
baciones escalares de la métrica y el campo, es, en el enfoque estandar, sometida
al proceso de cuantizacion. Lo cual significa que al cuantizar v automaticamente se
cuantiza ¥y d¢.

El momento canénico 7 conjugado a v es m = gg/ = v’. Las relaciones de con-
mutacion a ‘tiempos iguales’ correspondientes a los operadores v y 7 son

[0(n, x), 0(n, y)] = [x(n, 2), 7(n, )] =0, [0(n, x),7(n,y)] = id(z —y). (3.92)

La solucién general para la ecuacién de movimiento (3.91), en su version para
operadores (considerando a la teoria cudntica en el esquema de Heisenberg), se escribe
como

d3k ikex ~— —ik-x A~
iln.%) = = / 7 ok )i, i) (3.93)

donde las funciones vy (n) satisfacen

vy 4+ wi(n)vg = 0, wi=k*—2"/z (3.94)

La condicién de normalizacién sobre las soluciones v (n) se escoge de tal manera
/ . . ., ’
que v v; — vEvE = 2i, lo que nos lleva a las relaciones de conmutacién estandar para
los operadores de aniquilacién y creacién a, y a;,

la , G| = [y, 4] = 0, la,a0) = 6°(k — K). (3.95)

La eleccién de vg(n), corresponde a la eleccion del estado vacio |0) para el campo.
Dicha eleccién, para nuestro caso particular, y al igual que en cualquier espacio-
tiempo no-estacionario, no es unica. Sin embargo, en este punto, cabe senalar que
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cualquier seleccién de un estado vacio (realizada a través de la eleccién de los vy (n)
basada en su comportamiento como soluciones de energia positiva), serd un esta-
do del campo espacialmente homogéneo e isotrépico, lo cual se puede comprobar
aplicando directamente los operadores de rotacién o traslacién (asociados con las
hipersuperficies 7 = const. del espacio-tiempo de fondo) al estado vacio. El candida-
to mas natural para dicho estado con el que trabajaremos es el llamado vacio de
Bunch-Davies [25, 16]. El vacio de Bunch-Davies esté caracterizado por la eleccion

1
TN\ i ™
vr(n) = (T) /D)) g (), (3.96)

donde v =3/2+¢,y H,El) corresponden a las funciones de Hankel de primer tipo
y de orden v. En el limite n — —oo0, las soluciones vgy(n) — e~*7/1/2k, esto es, se
comportan como las soluciones de frecuencia positiva estandar en el espacio-tiempo
de Minkowski. Esto constituye nuestra eleccién del vacio de la teoria.

A partir de (3.94), junto con (3.85) y las ecuaciones de Friedmann en la aproxi-
macién slow-roll, es posible encontrar la ecuacién de movimiento para los modos de
las perturbaciones del campo d¢x(n), esto es,

S + 2HP), + k*d¢y, = 0. (3.97)
Si utilizamos una nueva variable yi(n) = a(n)dgr(n), la ecuacién anterior se
convierte en
a//
Yy + <k2 - —> yr = 0, (3.98)

cuya solucion, imponiendo las condiciones iniciales heredadas de vy y consideran-
do la forma explicita del factor de escala durante la inflacion, es

yr(n) = \/%—k (1 — kin) e~ tkn, (3.99)

Para escalas menores que el radio de Hubble (k > H = —kn — —o0), los modos
se aproximan a

~ L —ikn ~ 1 —ikn
yr(n) ~ \/Q_ke = dpi(n) ~ a\/ﬁe , (3.100)
por consiguiente, para escalas menores que el horizonte, los modos d¢, oscilan y
su amplitud disminuye conforme a aumenta. En el limite de escalas mayores que el
horizonte (k < ‘H = —kn — 0) tenemos
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Figura 3.4: Los modos §¢; exhiben un comportamiento oscilatorio para escalas menores
que el horizonte k/aH > 1, y se ‘congelan’ cuando salen del horizonte, k/aH < 1 .

o)) m

Por lo tanto, tomando en cuenta que H es aproximadamente constante durante
la inflacion, la amplitud del campo d¢, esta dada por

|0k| = |% — = const. (3.102)
a

H
\/§k3/2
Los resultados anteriores, en el enfoque tradicional, llevan a la conclusion que el
modo cuantico se ‘congela’ al cruzar el horizonte, Figura 3.4.
El siguiente paso consiste en calcular la funcién de correlacién de dos puntos
e interpretarla como el espectro de potencias del potencial gravitacional. En otras
palabras, el analisis que sigue esta basado en la identificacion

(O (17, %)W (1, ) 0) = W(n, x)¥(n,y), (3.103)

es decir, los promedios cuanticos se identifican con promedios sobre un ensamble
de configuraciones de campos clésicos. La identificacién (3.103) permite realizar la



62 Inflacién y origen de estructura

‘prediccién’del espectro primordial de estructura cosmica. Los problemas relaciona-
dos con la justificacién de dicha identificacion estan intimamente correlacionados con
los problemas conceptuales mencionados brevemente en la Introduccién, la discusiéon
detallada se realizara en el siguiente capitulo, sin embargo, es importante senalar que
este es uno de los puntos delicados del paradigma inflacionario. Continuaremos con
la estimacién de la amplitud de las perturbaciones en el enfoque estandar haciendo
uso de la identificacién (3.103).
De (3.59), (3.89) y (3.93) se obtiene una expresién para el operador ¥

A 47G p—i—P 1/2 d3l€ KX A — * —ik-xX ~
W) = TEEE [ e ey e ], (3101

donde las funciones de los modos ug(n) satisfacen

8//
uy + <k2 — g)uk = 0. (3.105)

La ecuacién (3.105) es la versién en modos de Fourier correspondiente a (3.68).
El valor de expectacién de W(n,z)¥(n,y) en el estado |0) es

sin kr
kr '

donde r = |z — y|. Tomando en cuenta que la definicién del espectro de potencias
para un campo gaussiano (véase Apéndice C) es

O 2) . 0)10) = [ G0 + Pl (3.100

sin kr
kr

es posible leer directamente de (3.106), el espectro de potencias de las perturba-
ciones de la métrica, es decir,

U(z,n)¥(y,n) = d—:%(k,n) (3.107)

Pu(k,n) = 4G*(p + P)|ue(n)?k. (3.108)

El resto de los célculos (que realizaremos mas adelante) para obtener el espectro
de potencias, se pueden resumir de la siguiente manera: dadas las condiciones iniciales
vg(n;) and vy (n;), fijadas por el vacio de Bunch-Davies, se obtienen las condiciones
iniciales uy(n;) and uj(n;) de (3.89). Una vez encontradas las condiciones iniciales, se
resuelve (3.105) . Posteriormente se utiliza la solucién wuy(n) en la expresion (3.108)
obteniendo el espectro de potencias. La ecuacion para ug(n) (3.105) se resuelve nor-
malmente considerando una situacion temprana en la época inflacionaria, en la cual
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la escala fisica de los modos se encuentra ‘dentro del horizonte’ k > aH (longitud de
onda corta). Esta solucién se conecta con la solucién obtenida en el regimen donde
la escala fisica del modo se encuentra ‘fuera del radio de Hubble’ k¥ < aH (longitud
de onda larga). Revisemos esta serie de pasos.

Las condiciones iniciales para ug(n;) v u}(n;) obtenidas de (3.89) son

ur(ns) = —ik™2, w(n) = k2, (3.109)

donde se usé el limite k£ > H (i.e, modos dentro del horizonte) debido a que, a
tiempos suficientemente cercanos al inicio de la inflacién, todos los modos se encuen-
tran en ese régimen. La solucién ug(n) de (3.105) para modos dentro del horizonte
(k* > H* > 0"/0), durante la era inflacionaria y dadas las condiciones iniciales
anteriores, esta dada por

-7 '
up(n) = me“@@*m). (3.110)

En el regimen de longitud de onda larga k* < 0”/6 < H?, y para cualquier era
cosmolégica, (3.105) toma la forma

" 0"(n)
(1) a(n) ug(n) = 0. (3.111)
Es importante enfatizar que (3.111) puede obtenerse directamente de (3.60) asum-
iendo la adiabaticidad de las perturbaciones S = 0 y tomando el limite de longitud
de onda larga (c?k* < 0”/6). Esto es, bajo las dos suposiciones anteriores (3.111) es
valida incluso a tiempos posteriores del término del regimen inflacionario, lo cual se
debe a que (3.60) se obtuvo independientemente de cualquier consideracién que se
limitara a una época cosmoldgica en particular. Por tanto, las soluciones de (3.111)
son validas tanto para el regimen inflacionario como para las épocas dominadas por
radiacién 6 materia no-relativista.
La solucién general de (3.111) es

" df
no 07(7)

donde ay y Bk son constantes de integracion que se determinaran mas adelante
y 1o es un valor arbitrario de tiempo conforme. Observamos que, al realizar la eval-
uacién de la integral en el segundo término de (3.112), la contribucién al limite de
integracién inferior dada por 7, es C'¢ donde C' es una constante. Esta contribucion
puede, por tanto, incluirse en el primer término y, consecuentemente, seré ignorada
en los calculos subsecuentes.

u(n) = axb(n) + Bro(n) (3.112)
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Utilizando (3.50) encontramos una nueva expresién para 6 que resultard mas
conveniente

0

7 \/R( H/)%. (3.113)

Integrando por partes en (3.112) y usando la definicion de § dada por (3.113) se

obtiene
) = eutn) + P (50— [ aipan ). (3.114)

Las constantes de integracion ay y [k se determinan conectando las soluciones
(3.114) y (3.110) (imponiendo continuidad en las funciones y sus respectivas primeras
derivadas), al tiempo en el cual se da la transicién del regimen de longitud de on-
da corta al regimen de longitud de onda larga, este tiempo particular se le conoce
como ‘el cruce del horizonte’, esto es, al tiempo que k = aH. Este calculo es justi-
ficado en la literatura [36, 79, 69] por el hecho de que las perturbaciones de interés
(aquellas que observamos en el CMB y en la estructura a gran escala) ‘cruzaron el
horizonte’(de acuerdo a la vision estdndar) cuando el universo ain se encontraba en
la fase inflacionaria.

Por consiguiente es posible utilizar las ecuaciones slow-roll: 3Hoy = —a?0d,V y
H*> = a’V/3M}; en el célculo de la integral que aparece en (3.114), obteniendo

ay, H : V2a 'H2>; y
=— (1= ] +pBM l—— ) =——+6:Mp\| >
u(n) Mplﬁa( H2> BrMp H < o Mv/2ea BrMp vV
(3.115)

donde se utilizo la definicion del parametro slow-roll en tiempo conforme € =
$M2%(95V)?/V? = 1—H'/H?. Recordemos que durante la inflacién e < 1, por lo que
es valido despreciar los términos de orden O(€?) en (3.114) al evaluar la integral.

Es relevante senalar que la expresion para ug(n) dada por (3.115) es valida sola-
mente durante inflacién, ya que se utiliz6 la forma explicita de a(n) correspondiente
a dicha época.

La expresion (3.112), permite calcular ) (n),

i = 5 (st + o) [ i) = (e [G)o+ B o)

Las cantidades 0 y 0" se obtienen directamente considerando (3.113) durante el
regimen inflacionario. Nuevamente, despreciando términos de orden O(e?) se encuen-
tra

5 [6€
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, H\ A H\ 2 H\ >
T N
_ ozk; 1+e \/7 Bee¥2\/2Mpa (3.117)

Las condiciones de continuidad para ug(n) y u(n) al ‘tiempo del primer cruce
del horizonte’ conducen a

@k V 2 66 . _3/2 k:( — )

kSt BuME | = = —ik 32 m 3.118

g\ ge PPy gy = ik ! (3.118)
—a, |V 2 |6, 35 —1/2 ik(ni—mn:)

Sk M2,/ = ik 11
7V 6 (1+¢€) — BMp Vk‘e k= e : (3.119)

donde se utilizé que al momento del ‘cruce del horizonte’ a(ny) = kH™' =
kMp+/3/V (donde a su vez utilizamos la ecuacién slow-roll H*> = V/3M%). Fi-
nalmente, las constantes oy y §i estan dadas por

/ 4 ik(n—m:) |
Oék—k7§MP ?/6 k(g = Th)(_l_|_7;€>7 ﬁk :k,%GT é(l—Z(E—i—l))
P

(3.120)
Por lo tanto, la expresion para ug(n) en los 2 regimenes es

; 9//
u(n) = k3/2 e para k> 7 (3.121)

uy(n) = oub(n) + %(G") (% — /77 a2(ﬁ)dﬁ) para k* < %ﬂ (3.122)

con ay y B dados en (3.120). El paso final es calcular el espectro de potencias
(3.108) considerando que los modos relevantes (uy(n)) se encuentran en el regimen
de longitud de onda larga durante la época dominada por radiacién (a(n) o 7). Por
lo que, despreciando el primer término en (3.122) (6 es inversamente proporcional a
a(n) la cual es una funcién creciente), podemos expresar ux(n) como
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2 Br
up(n) ~ ok 3.123
k(1) 34xG(p+ D) ( )
Sustituyendo (3.123) en (3.108) se obtiene
Bl (2
= -] . 124

Y finalmente, usando (3.120) en (3.124), se obtiene el espectro de potencias para
la perturbacién de la métrica

V V
Polk,n) = ————(2+2+ ) = ———, 3.125
w(km) 547T2M;§€( ) 2Tm2Mie ( )
esto es, se obtiene un espectro de potencias practicamente invariante de escala
compatible con el espectro plano de Harrison-Zel’dovich.

3.7. Evolucién de las perturbaciones después de
inflacién

A lo largo de este capitulo, hemos estudiado como se originan las perturbaciones
primordiales, asi como su evolucién durante inflacién. Sin embargo, otra parte impor-
tante relacionada con este analisis corresponde a la evolucién de las perturbaciones
primordiales hasta la estructura que observamos hoy en dia: estrellas, galaxias, cimu-
los de galaxias, supercumulos, vacios, etc.

La teorfa de formacién de estructura ha sido ampliamente estudiada [84, 85] y
tipicamente sélo se necesita conocer las condiciones iniciales para aplicar todo su
formalismo. Los datos iniciales incluyen informacion acerca de la composicion del
universo, la cantidad de materia no-relativista, el espectro y el tipo de perturbaciones
primordiales.

3.7.1. El espectro angular de las anisotropias del CMB

La Radiacién Césmica de Fondo (CMB) es una fotografia del universo en el mo-
mento de la ultima dispersion, esto es, cuando los fotones del CMB se desacoplaron
del plasma caliente primordial y, posteriormente, se propagaron hasta llegar a nue-
stros satélites. Los primeros datos precisos fueron recolectados por el satélite COBE
[100], seguido por MAXIMA [45], BOOMERANG [81], DASI [44] y WMAP [60]. To-
dos ellos detectaron fluctuaciones en la temperatura del CMB al orden AT /T ~ 107°.
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Las fluctuaciones en la temperatura se asocian con las fluctuaciones en la densidad
de energia en la época de recombinacion, i.e., AT /T ~ Ap/p.

Los procesos fisicos involucrados en el origen de las fluctuaciones de la temper-
atura son muy diversos, mientras que unos generan una mayor contribucién a escalas
angulares grandes, § > 1°, otros lo hacen a escalas menores 6 < 1°. Los procesos que
contribuyen a escalas angulares pequenas tienen que ver con procesos microfisicos y
los analizaremos brevemente al final de esta seccion.

El proceso fisico, que da lugar a las fluctuaciones de la temperatura a escalas
angulares grandes, es el llamado efecto Sachs-Wolfe [94, 113, 49, 50]. Dicho efecto
consiste en el hecho de que los fotones pueden ganar o perder energia en presencia
de pozos de potencial gravitacional en la ultima superficie de dispersion. La forma
matematica del efecto Sachs-Wolfe esta dada por

oT 1
?(97 80) = g‘I;(XD7 nD)a (3126)
donde np se refiere al tiempo conforme del desacople y
xp = Rp(sinfsing,sinfcosp,cos) con Rp el radio de la superficie de tltima

dispersion y (6, ¢) las coordenadas de la 2-esfera celeste.

La razén por la cual nos interesan las escalas angulares en las que el efecto Sachs-
Wolfe es el dominante, es debido a que el horizonte de particulas, en la época del
desacople, corresponde aproximadamente® a § ~ 2°. Las anisotropias mayores a esta
escala no han evolucionado significativamente y por lo tanto, reflejan las ‘fluctua-
ciones primordiales’.

Es comun realizar una expansion de las fluctuaciones de la temperatura en armo-
nicos esféricos

%T(e, 2)=> > umYim(0, ) (3.127)

=2 m=—1

El espectro de potencias angular se define como:

1

!
Cr = (|lam|*) = A+l Z |ctm|*. (3.128)
m=—1

6Esto se puede calcular de manera aproximada de la siguiente manera: para calcular el horizonte
de particulas al tiempo de desacople tq, obtenemos d$;p(tq) = fotd dt/a(t) ~ 0.168h~'Mpc, si
calculamos su valor hoy, ~ d$;p(ta)(ao/aq) ~ 184h~'Mpc, que comprado con la distancia que
viajaron los fotones (i.e., la distancia a la tltima superficie de dispersién), D. = ag tt; (dt'/a(t")) ~
6000h~!Mpc, el dngulo subtendido es 6 ~ 184/6000 ~ 2°.
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Figura 3.5: Mapa (WMAP ano 7) de las fluctuaciones de la temperatura 67/T después de
minimizar el ruido. La temperatura promedio es de T' = 2.725 K. Los puntos amarillos y ro-
jos son maés calientes que el promedio, los azules mas frios que el promedio (NASA/WMAP
Science Team).

Debido a la homogeneidad e isotropia, los C;’s no dependen de la posicién espacial
de los observadores ni de m. El espectro de potencias angular esté relacionado con
el espectro de potencias de las perturbaciones de la métrica, Py. Se puede mostrar
(véase Apéndice C) que

> dk
Cy = 4r / ?jf(kRD)m(k), (3.129)
0

donde j;(x) son las funciones esféricas de Bessel de orden [; el espectro de po-
tencias Py (k) es el que se obtuvo en (3.125). La expresién (3.129) es valida para
2 < 1 <« 100, que corresponde las escalas angulares en las cuales el efecto Sachs-Wolf
es dominante. Ademads, se puede observar que si Py(k) es independiente de escala
(plano) entonces /(I 4+ 1)C; es constante.

Los resultados de las observaciones del satélite WMAP (7 anos) se muestran en
las figuras 3.5 y 3.6.
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Figura 3.6: Espectro de potencias angular de las anisotropias del CMB, misién WMAP
ano 7 (Figura tomada de [60])

3.7.2. Crecimiento lineal de estructura

En el paradigma inflacionario, las fluctuaciones al inflaton, producidas durante
la inflacién, son ‘alargadas’ a escales mucho mayores que el horizonte y, después de
que salen del horizonte, su amplitud permanece constante, i.e., se ‘congelan’. Una
pregunta interesante que surge es el estudiar como evolucionan estas fluctuaciones
después que reentran al horizonte e investigar los posibles efectos que pueden tener
en el universo.

A medida que las perturbaciones de la curvatura entran al horizonte, se comien-
zan a formar fluctuaciones en la densidad de energia dpr via pozos de potencial
gravitacional. Se define a las fluctuaciones de la densidad como:

P (3.130)

donde p es la densidad de energia promedio del fondo.

Antes de investigar cual es el destino de las fluctuaciones de la densidad después
de entrar en el horizonte, haremos un breve andlisis de su comportamiento a escalas
mayores que el horizonte.
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Las ecuacién de evolucién para ¥y, se puede obtener de (3.58), la cual es vélida
para cualquier época cosmoldgica, en particular, es valida durante la época dominada
por materia (MD). En esta época, la ecuacion de estado correspondiente es P = 0,
por lo que la ecuacién de evolucién para Wy es

6

W=, =0, (3.131)
n
y su solucion es
Ay (k)
U, = Ay (k) + o (3.132)

donde A;(k) y A2(k) son constantes de integracién que se determinan mediante
las condiciones iniciales. Utilizando (3.132) y (3.54), podemos encontrar (véase las
referencias [84, 79]) que

Ay (k)
a5/2

Sp = ads(k) + (3.133)

Puesto que, a(n) es una funcién creciente se suele ignorar el segundo termino del
lado derecho de (3.133) denominandolo el ‘modo que decae’, por lo que para la época
MD ¢ x a.

Para una época dominada por radiacién (RD), la ecuacién de evolucion para ¥y, y
sus soluciones se estudiaran detalladamente en el Capitulo 5. En esta caso, utilizando
U, para la época RD y (3.54), se encuentra que dj, o< a®.

En resumen, para las escalas mayores al horizonte, las fluctuaciones a la densidad

crecen Cco1o:

a?, RD,
O = { a. MD, (3.134)
donde RD denota un universo dominado por radiaciéon y MD un universo domi-
nado por materia no-relativista.
Por otra parte, después de que las perturbaciones entran al horizonte, normal-
mente se argumenta [79] que es vélido aplicar teoria de perturbaciones Newtoniana,
de la cual se obtiene la ecuacion lineal de la perturbacion:

. . L2
O + 2H 6, + (cgﬁ — 47TGp0) 0 = 0, (3.135)

donde ¢2 = P/j es la velocidad del sonido. Si el modo entra al horizonte durante
RD, los bariones y los fotones se encuentran tan fuertemente acoplados que la §; no
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puede aumentar debido a la presién del bano de fotones, por lo que el comportamiento
de 9, es oscilatorio.

Si el modo entra al horizonte durante MD, el crecimiento de 9, es posible, de-
pendiendo de si la combinacién c2k?/a* es mayor, 6 menor que 47Gpy en (3.135).
Lo anterior significa que existe una escala caracteristica k; = /47Gpo/cs, donde k;
se define como el numero de onda de Jeans, el cual permite hacer una distincién
entre los modos gravitacionalmente estables e inestables. Los modos k& > k; son
estables y corresponden a oscilaciones, mientras que para k < k; son inestables y
dan lugar a la formacion de estructura. Por lo tanto, la época de igualdad entre ma-
teria y radiacién, la cual corresponde a la época de transicion de la etapa dominada
por radiacion a la época dominada por materia, fija una escala importante para la
formacién de estructura

ke = H *(aeq) == 0.08h Mpc™. (3.136)

Las perturbaciones con k& > k., estdn suprimidas respecto a las perturbaciones
con k < key, por un factor (aens/aeq)? = (keg/k)?, donde a.,; denota el factor de
escala al instante en que las perturbaciones, correspondientes a la escala k, entran al
horizonte.

Después de que el universo se vuelve dominado por materia no-relativista, el
espectro de potencias primordial de las perturbaciones de la densidad es influenci-
ado por las inestabilidades gravitacionales y la formacién de estructura es posible.
Resolviendo (3.135) en la época MD, se obtiene la evolucién del modo creciente d;"

6F o<t oca o (14 2)7% (3.137)

El valor de ¢, obtenido tedricamente en un universo dominado por materia
bariénica, al tiempo actual es dg(t = ty) < 0.1, el cual es un nimero muy pequeno
comparado con la gran cantidad de inhomogeneidades observadas en el universo. Esto
quiere decir que en un universo dominado exclusivamente por materia bariénica, la
formacion de galaxias no seria posible. La teoria de formacién de estructura requiere
de la presencia de materia débilmente interactuante no-bariénica y no-relativista.
Este tipo de materia se le denomina materia obscura y es esencial en la teoria de
formaciéon de estructura.

Actualmente, existen muchos argumentos cosmolégicos y astrofisicos en favor de
la existencia de la materia obscura en el universo. La materia obscura interactia
débilmente con la materia ordinaria. El adjetivo “obscuro” viene del hecho de que
no puede absorber ni emitir ningin tipo de radiacién electromagnética, incluyendo
el espectro visible. Adicionalmente, se sabe que no ha perdido la suficiente energia



72 Inflacién y origen de estructura

cinética como para asentarse en los discos de galaxias, tal y como ha sucedido con
la materia barionica. Esto significa particularmente que dichas particulas deben ser
eléctricamente neutras [99]. Los estudios detallados de la dindmica de los ctiimulos de
galaxias indican que las particulas de materia oscura deben ser ‘frias’ en el sentido
de que sus velocidades son altamente no-relativistas [18].

Una manera de determinar el contenido de materia obscura en el universo, es
utilizar las observaciones provenientes del CMB. En el contexto del modelo estandar
cosmolégico (también llamado modelo de ‘concordancia’ o modelo ACMD), es posi-
ble determinar, dentro de otros parametros, la densidad total de materia €2, y la
densidad de materia bariénica €2;,. Los datos més recientes provienen de las observa-
ciones de 7 anos del WMAP [60], las cuales dan el siguiente valor, para la densidad
de materia bariénica: €2, = 0.0449 4+ 0.0028, mientras que el valor que se infiere para
la densidad total de materia es €2, = 0.266 + 0.029. Por tanto, la densidad de ma-
teria total es claramente mayor que la densidad de materia bariénica, lo cual es un
indicio de la existencia de un componente de materia obscura no-bariénica, con una

densidad Qpyr ~ 0.2.



Capitulo 4

El problema fundamental y la
propuesta de colapso

En el capitulo anterior se analiz6 la solucién dada por inflacién para ayudar a
resolver los problemas del Big Bang (problema del horizonte, problema de la plani-
tud, reliquias no deseadas), pero ademads se repasé un argumento estandar respecto
al origen de las inhomogeneidades en nuestro universo: Las fluctuaciones cuanticas
del estado vacio del inflatéon dieron origen a las semillas primordiales de estructura
cosmica.

Sin embargo, hay un problema fundamental en la explicacion tradicional propues-
ta por el paradigma inflacionario: El argumento estandar dice que el universo, como
resultado de la dinamica inflacionaria, fue llevado a un estado originalmente simétrico
(homogéneo e isotrdpico), junto con con un campo escalar (el inflatén) cuyo esta-
do vacio también es homogéneo e isotrépico, y finalmente llegamos a una situacion
no simétrica (inhomogéneo y anisotrépico) que concuerda satisfactoriamente con los
datos observacionales. Es precisamente en este punto donde existe una problematica,
que se ha discutido ampliamente en [89, 103, 105, 104, 106]; tomando en cuenta la
interpretacion ortodoxa de la Mecanica Cudantica, la teoria cuantica establece que:
La evolucién unitaria de un estado cudntico (el proceso U en [86]), con una simetria
que sea conservada por el Hamiltoniano, no rompera esta simetria inicial, sin em-
bargo, la medicién de un observable, cuyos eigenestados no sean simétricos, forza
al sistema (a través del colapso, denominado proceso R en [86]) a reducirse a uno
de los posibles estados no simétricos. El surgimiento de esta asimetria ocurre sélo
como resultado de una medicion, y por lo tanto, inicamente cuando los observables
medidos no conmutan con los generadores de la simetria.

Debido a lo anterior, en el contexto cosmoldgico surgen varias cuestiones: ;A
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qué nos referimos exactamente con una medicion que colapse la funcién de onda?,
., Cuando ocurri6 la ‘medicién’?, jCual fue el observable que se midié?. No podemos
pensar que el universo era perfectamente homogéneo e isotropico hasta antes de que
los primeros satélites comenzaran a recolectar datos del CMB, ya que las condiciones
de nuestra existencia se deben a la evoluciéon de dichas inhomogeneidades primor-
diales.

Maés atn, existen aspectos problematicos ligados a cuestiones relacionadas al valor
predictivo cuando se realizan predicciones con una sola medicion. Lo anterior nos
lleva a la siguiente cuestion: ;Coémo es que aseguramos tener un poder predictivo si
solamente nos es posible realizar mediciones tinicas debido a que tenemos acceso sélo
a un universo?.

Las preguntas anteriores estan relacionadas con el problema de la medicién en
Mecénica Cuéntica [14, 12], es decir, como se da la transicién de un tratamiento
cudntico a uno clasico'. Cabe senalar que existen muchos miembros en la comunidad
cosmoldgica [79, 112, 69] que aceptan la existencia de un elemento faltante en la
explicacién tradicional. Incluso, existe una gran cantidad de trabajos en la literatura
dedicados a comprender los aspectos que relacionan la Mecanica Cuantica con el
contexto cosmolégico en general [116, 27, 43].

Basados en lo anterior, se puede apreciar que la explicaciéon propuesta por el
modelo inflacionario, respecto a las anisotropias e inhomogeneidades primordiales de
la densidad, no puede calificarse como satisfactoria mientras no se tome en cuenta
el problema de la medicién. De hecho, todas las posibles soluciones al problema
de medicion deberian poder decir algo respecto a la siguiente cuestiéon: ;Es posible
describir a todos los procesos fisicos mediante la Mecénica Cuantica (i.e., el universo
es esencialmente cudntico?)?. Por ejemplo, segin Von Neumann, si el universo es
cuantico, resultaria casi imposible resolver el problema de la macro-objetificacion.
Su argumento [108](6 en su version no idealizada hecha por Bassi y Ghirardi [10])
estd basado en la linealidad de la evolucién dictada por la ecuacién de Schrodinger.

Mencion aparte, merecen todos los aspectos relacionados con la estadistica gen-
eral involucrada en la explicacion tradicional, es decir, es necesario establecer la
naturaleza de los diferentes promedios, fluctuaciones, etc.. Como se discute en [89],
por un lado, se tienen valores de expectacién de operadores cuanticos. En este caso
la naturaleza estadistica se refleja en el indeterminismo usual que existe en las medi-
ciones futuras de ciertas cantidades cuando el estado del sistema no coincide con

'En realidad la mayoria de los expertos concuerdan en que no hay regimenes clsicos é cudnticos.
La descripcién fundamental siempre es cudntica, pero hay regimenes en los cuales ciertas cantidades
se pueden describir satisfactoriamente por sus contrapartes cldsicas que representan valores de
expectacion de las cantidades cuanticas.
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los eigenestados del observable. En otras palabras, el aspecto estadistico de la teoria
cuantica emerge unicamente cuando se selecciona un observable particular asociado
a una medicion. Por otra parte, se tiene toda la estadistica asociada con el ensamble
clasico representado por el campo estocastico ¢ y sus correspondientes inhomogenei-
dades que, a su vez, caracterizan a los correspondientes ensambles de universos. Y
finalmente, se tiene toda la descripcion estadistica de las inhomogeneidades dentro
de nuestro universo, el cual puede pensarse como una realizacion arbitraria genérica
dentro del ensamble de universos mencionado. El punto aqui es poder distinguir en
principio entre la estadistica del ensamble de universos y la estadistica de nuestro
universo.

Con el objetivo de introducir al lector con los diferentes enfoques existentes en
la literatura para tratar con el problema fundamental del paradigma inflacionario
estandar, a lo largo de este capitulo haremos una revision basica de las propuestas mas
populares. Adicionalmente, resumiremos los argumentos mas elaborados expuestos
en [89, 103, 105, 104, 106] para senalar el porqué dichas propuestas nos parecen
insatisfactorias.

4.1. Decoherencia

La decoherencia, en su interpretacion estandar [117, 97, 118], describe el hecho
de que cuando consideramos un sistema cuantico con varios grados de libertad, la
mayoria de los cuales se ignoran (considerandolos como ‘el ambiente’), la matriz
de densidad para un subconjunto de los grados de libertad restantes, evolucionan
(denominédndolos ‘observables’) y, después de realizar un promedio temporal, la ma-
triz de densidad se vuelve diagonal. Es en este punto donde se dice que tenemos
el surgimiento del comportamiento clasico de los observables de interés, debido a
que los elementos fuera de la diagonal, que representan la interferencia cuantica, se
aproximan rapidamente a cero. En resumen, un analisis tipico basado en el programa
de decoherencia consta de los siguientes pasos:

1. Dividir los grados de libertad: sistema + ambiente (identificarlos como inacce-
sibles 6 irrelevantes).

2. Calcular la matriz de densidad reducida (i.e., realizar la traza sobre los grados
de libertad del ambiente).

3. Realizar un promedio temporal de tal manera que los elementos fuera de la
diagonal se anulen.
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4.

Utilizar a la matriz de densidad diagonal para describir un ensamble clasico.

De hecho, es justo decir que la decoherencia por si misma no ha resuelto el
problema de la medicién en Mecanica Cuédntica. Por ejemplo citando a la referencia

[17]:

“sDecoherencia resuelve el problema de la medicion? Claramente no.
Lo que decoherencia nos dice es que ciertos objetos aparentan ser cldasicos
cuando son observados. Pero, ;qué es una observacion?, en algin mo-
mento necesitaremos aplicar las reglas de probabilidad usuales de la Teoria
Cuantica” E.Joos

Por otra parte, en [2], se senala que decoherencia no explica el porqué, después
de realizar una medicién, no se observa al sistema en una superposicion de estados.

En [89, 106], se exhiben dos problemas importantes en el esquema estandar de
decoherencia:

» i) El problema de la base: Es claro que si se realiza un cambio de base, en el

espacio de Hilbert del sistema, la matriz de densidad dejaria de ser diagonal.
En el uso estandar de decoherencia, para tratar de lidiar con este problema,
se dice que todo sistema siempre se encuentra interactuando con el ambiente,
y que es el ambiente el que selecciona la base privilegiada en la que la matriz
de densidad se vuelve diagonal. Sin embargo, si tomamos como ejemplo una
situacion en la que el ambiente seleccionara la base de posicion, el momento
del sistema quedaria indeterminado, por lo cual seria complicado afirmar que
emergio la clasicalidad del sistema. El problema de la base, se magnifica en el
contexto cosmoldgico, ya que en este escenario surgen las siguientes cuestiones:
. Quién juega el papel del ambiente en el universo?, ; Cudl es el mecanismo fisico
con el que se selecciona la base en que la matriz de densidad se vuelve diagonal?.
Si afirmamos que somos nosotros, los seres que evolucionaron a partir de las
inhomogeneidades cuanticas amplificadas gravitacionalmente las cuales dieron
origen a nuestra existencia, a través de nuestros estudios de la radiacién césmica
de fondo, los responsables de seleccionar dicha base, entonces entrariamos a un
circulo cerrado de causas y efectos. Este ultimo punto ha motivado a algunos
autores (e.g., [46, 47]) a sugerir la necesidad de ir mas alld de la Mecanica
Cuéantica. Por lo tanto, si quisiéramos afirmar que la decoherencia resuelve el
problema en el escenario cosmoldgico, necesitariamos comenzar escogiendo una
base preferente, seleccionada por algiin mecanismo fisico, y un criterio para
poder separar los grados de libertad en ambiente y sistema.
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w» ii) El problema del estado mizto: El problema consiste en la ausencia de una
justificacién satisfactoria que nos permita interpretar al estado mixto, caracter-
izado por la matriz de densidad, como una descripcion del sistema en términos
de un ensamble estadistico. Estrictamente hablando, el sistema compuesto total
todavia se encuentra descrito por una superposicion de estados cuanticos, i.e.,
es la funcion de onda, compuesta por una superposiciéon de estados cuanticos,
y no la matriz de densidad reducida, la que contiene la informacion del estado
del sistema. En otras palabras, tenemos un conjunto de posibles realidades co-
existiendo simultaneamente, lo cual es distinto a afirmar que cada uno de los
miembros del ensamble tiene una realizaciéon definida (pero atn desconocida)
con determinada probabilidad. De hecho, el querer asignarle a los estados mix-
tos una incertidumbre puramente clasica, entra en conflicto con las llamadas
desigualdades de Bell [13, 76] las cuales han sido verificadas experimentalmente
6].

Actualmente, existen trabajos [9, 8] que han intentado justificar el uso de deco-
herencia en el contexto cosmoldgico atacando los problemas anteriores, sin embargo,
todos los esquemas comparten el mismo problema: Incluso, comenzando con un es-
tado perfectamente simétrico, y construyendo una matriz de densidad para un cierto
subconjunto de grados de libertad fisicos, los cuales se expresan en una base tal que
los elementos fuera de la diagonal se anulan, y cuya eleccion se realizé a través de
una selecciéon justificada de los grados de libertad que se consideran como el ambi-
ente, no es posible terminar con un estado mixto asimétrico, ya que no hay ningun
aspecto en la situaciéon inicial que pueda conducir a tal ruptura de la simetria. Por
tanto, el estado mixto descrito por la matriz de densidad es perfectamente simétri-
co. Posteriormente a la matriz de densidad se le da una interpretacion estadistica,
donde se deja de asociar a la matriz de densidad al estado correspondiente a nuestro
universo, y en cambio se utiliza como la representaciéon de un ensamble estadistico
de universos, dentro de los cuales uno de ellos corresponde a nuestro universo. El
ensamble, como un todo, es claramente simétrico, pero puede suceder que uno de
sus elementos sean asimétricos. De esta manera, se identifica a nuestro universo co-
mo un elemento asimétrico del ensamble de muchos universos. Sin embargo, es claro
que esto no explica como nuestro universo originalmente en un estado homogéneo e
isotropico evolucioné a un estado inhomogéneo y anisotrépico. Por lo tanto, si bus-
camos un entendimiento realista del origen de la inhomogeneidad y anisotropia en
nuestro universo, cualquier esquema basado en decoherencia no es el adecuado.
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4.2. Decoherencia sin decoherencia

En esta propuesta [92, 52, 53] unicamente se considera al campo escalar y no
existe ningin otro sistema fisico que juegue el papel del ambiente. La idea basica
consiste en que comenzando con un estado cuantico puro del campo, se observa que
ciertos modos del campo escalar se anulan asintéticamente debido a la dinamica
inflacionaria del universo, por lo que se sugiere tratarlos como inobservables y se
ignoran, posteriormente, tomando la traza sobre ellos, se obtiene un estado mixto a
partir de lo que era inicialmente un estado cuantico puro del campo.

Por otra parte, en este enfoque, se utiliza el hecho de que durante la inflacion, el
estado vacio inicial para cada modo, evoluciona hacia un estado squeezed. Recordemos
que un estado squeezed es aquel tiene una incertidumbre minima en un nuevo par de
variables candnicas ‘rotadas’y no en las variables estandar de posiciéon y momento.
Asi, en este caso, se obtiene una incertidumbre en el valor del campo y su momento
conjugado que es mucho mayor que el valor minimo permitido por el principio de
incertidumbre. Por lo tanto, en este esquema se argumenta que la incertidumbre
minima (establecida por la Mecdnica Cuéntica) es despreciable si se compara con
la incertidumbre actual y de esta manera la Mecanica Cuantica es irrelevante. Lo
anterior se toma como un indicio de que ocurrié una transiciéon cuantico-clasica.

Las criticas que presentaremos hacia esta propuesta constituyen un resumen de
la critica més detallada expuesta en [106].

Este esquema tiene los mismos problemas que el programa de decoherencia estandar
en el sentido de que no describe satisfactoriamente la transiciéon de un estado cuéntico,
homogéneo e isotropico hacia uno también cuantico pero inhomogéneo y anisotrépi-
co. Tampoco se expone un mecanismo fisico capaz de romper la simetria del estado
inicial. Adicionalmente podemos mencionar dos problemas en especifico de este es-
quema:

1. El hecho de que ciertos modos se aproximen asintéticamente a cero no es jus-
tificacion suficiente para considerarlos como inobservables, el valor cero del
campo es tan bueno como cualquier otro valor. Incluso aceptando el hecho de
que existieran algunos grados de libertad inobservables; esto no necesariamente
implica que al estado mixto se le pueda dar una interpretacion de ensamble es-
tadistico. Un sistema cuantico, no deja de serlo solo porque alguno de sus
componentes sean inobservables (e.g., un proton, en circunstancias apropiadas,
puede describirse por un estado cuantico puro, a pesar de que en estas mismas
condiciones, sus constituyentes-quarks y gluones-sean, en la préactica, inobserv-

ables).
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Figura 4.1: Funcién de onda de un electrén en un estado de superposicién de dos paquetes
de onda minimos.

2. El criterio sobre la clasicalidad de un sistema, basado en comparar las incer-
tidumbres de sus variables canénicas respecto al valor minimo permitido por el
principio de incertidumbre, no estd completamente justificado. Esto se puede
ilustrar més claramente con un ejemplo: Pensemos en un electréon represen-
tado por un paquete de onda minimo (i.e., tipo Gaussiano) localizado en el
origen de tal manera que la incertidumbre en su posicion es Az = « y en su
momento candénico conjugado es Ap = h/2a. Hagamos ahora una superposi-
cién de este estado con otro idéntico (Figura 4.1) desplazado por una distan-
cia D con D > «. El producto de las incertidumbres es aproximadamente
AZAp ~ Dh/2a, el cual se puede hacer tan grande como uno quiera. Es claro
que este sistema no se aproxima a un sistema clésico.

4.3. Interpretacién de varios universos

Esta propuesta pareciera ser la menos popular de todas, si empleamos como
indicador de popularidad el nimero de trabajos encontrados en la literatura, pero, a
su vez, es la que muchos investigadores sobre el tema adoptan cuando se les cuestiona
acerca de los problemas mencionados al inicio de este capitulo.

En este esquema se toma la postura de que nuestro universo nunca fue homogéneo
e isotropico, sino que el verdadero estado cuantico, homogéneo e isotrépico, describe
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al ensamble de muchos universos, uno de los cuales corresponde a nuestro univer-
so. Dentro de este enfoque, el tratamiento estandar del paradigma inflacionario se
interpreta como el reflejo del aspecto mas probable que se espera de nuestro univer-
so, cuando se considera estadisticamente dentro de dicho ensamble. En esta inter-
pretacion, aparentemente no hay problemas abiertos, no hay necesidad de un colapso
y mucho menos de recurrir a fisica nueva.

Cabe senalara que esta postura es diferente a la interpretacion de ‘varios mundos’
de Everett [38]. Esta interpretacién sostiene que un sistema fisico existe en forma
simultanea en todos sus posibles estados, antes y después de haberse sometido a
mediciones. En la interpretacion de varios mundos, cada una de estas existencias
simultaneas forma parte de una realidad separada. Cada vez que medimos un sistema
fisico y descubrimos que esta en un estado particular de todos los posibles, nuestro
‘mundo’ se bifurca hacia uno de los ‘mundos’ donde el sistema esté en ese estado
particular en ese preciso momento. No obstante, el sistema continta existiendo en
sus otros posibles estados, en “los otros mundos”.

Asi, en la postura de varios mundos, no hay un colapso de la funciéon de onda
sino una ramificacion de diferentes realidades. Cabe senalar que hay un mapeo entre
la propuesta de la separacion de los mundos con lo que llamariamos ‘mediciones’
en la interpretacion ortodoxa 6 de Copenhagen. Por tanto cada problema senalado
anteriormente, para explicar la transicién de un estado simétrico, correspondiente al
universo inflacionario, a un estado que no lo es, utilizando la interpretacion de Copen-
hagen, tiene su correspondiente formulacién en la interpretaciéon de varios mundos:
., Cuando ocurre la separacién en diversos mundos?; jPor qué y bajo qué circunstan-
cias ocurre?; ;Qué provoca dicha separacién?

En el paradigma de ‘varios universos’ no hay ninguna separacién, en particular,
queremos enfatizar que en el enfoque de ‘varios universos’ nuestro universo nunca
fue homogéneo e isotropico.

La interpretacion, que surge de la postura de ‘varios universos’, es que cada uno de
los universos pertenecientes al ensamble tuvo una realizacién concreta de asimetrias.
Sin embargo, la afirmacién anterior implica que cada uno de estos universos estaria
sujeto a una descripcion, en particular, una descripcion de sus asimetrias. Esta de-
scripcion debe hacerse cldsica 6 cuanticamente.

Si decidimos considerar que la descripcién sea clésica, entonces no hay super-
posiciones y la Mecanica Cuantica no tiene lugar. Por lo tanto estariamos afirmando
que cada uno de estos universos se encuentra en una realizacién especifica (que no
se conoce aun, pero que posee determinada probabilidad) mucho antes de que se
realizara algtin tipo de medicién, esto es, estariamos diciendo que las asimetrias de
cada uno de los universos en el ensamble (en particular nuestro universo) ya existian
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desde el origen mismo del universo. Por lo tanto, la explicacién del origen de las inho-
mogeneidades en nuestro universo es inexistente ya que su origen se da simplemente
por construccion.

Por otra parte, si tomamos la postura que la descripcion de las asimetrias en nue-
stro universo (el cual pertenece a un ensamble de muchos universos) sea cudntica,
estariamos afirmando que nuestro universo se encuentra en un estado cuantico que no
es simétrico, pero que, cuando se superpone con los estados cuanticos no simétricos
de los demas universos pertenecientes al ensamble, nos da un estado cuantico ho-
mogéneo e isotrépico. El problema con esta descripcion es que viola las reglas de la
Mecanica Cuantica: Si tenemos dos sistemas, cada uno de los cuales se describe por
un estado cudntico |U;) y |¥s), entonces, el sistema compuesto NO se describe por la
superposicién de dos estados cudnticos C}|W1) + Cy|Ws) sino por el producto directo
6 ‘tensorial” de los vectores en cada uno de los espacios de Hilbert correspondientes
W) @ [Wy).

Finalmente es necesario senalar que cualquier explicacién estandar, basada en la
interpretacion de Copenhagen de la Mecanica Cuéntica, no es factible si no es posible
definir a los ‘observadores externos’, lo cual en el contexto cosmoldgico es una tarea
bastante dificil (sino imposible).

4.4. El colapso auto-inducido

La hipdtesis del colapso auto-inducido, aplicada al universo inflacionario, fue in-
troducida originalmente en [89] y ha dado lugar a resultados interesantes [32, 62, 61],
también existen trabajos relacionados con esta propuesta que discuten aspectos mas
especificos del esquema del colapso [103, 105, 104, 106]. A continuacién presentaremos
las ideas basicas de dicha propuesta.

A lo largo de este capitulo hemos estudiado las diferentes propuestas existentes en
la comunidad para lidiar con el problema fundamental, i.e., encontrar una explicacion
satisfactoria sobre la transiciéon de un estado homogéneo e isotrépico, correspondi-
ente al universo primitivo, hacia el escenario actual, donde el universo se encuentra
en una situacion altamente inhomogénea. Sin embargo, cada una de las propuestas
consideradas se basan en las reglas y postulados de la Mecanica Cuantica estandar.
No obstante, hemos discutido que en el contexto cosmolégico no es clara la apli-
cacion de dichas reglas. La propuesta del “colapso auto-inducido” que presentaremos
en esta seccion, tiene como motivacion dar una explicacion mas clara a las preguntas
formuladas por el problema fundamental, pero para ello, modifica el postulado del
colapso de la funcion de onda en la interpretacién ortodoxa de la Mecanica Cuantica.
Tal modificacién consiste en reemplazar a los “observadores externos”, responsables
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del colapso de la funcién de onda en la interpretacién usual, por un colapso auto-
inducido. De esta manera, la explicacion propuesta por el esquema de colapso, para
resolver el problema fundamental, consiste en: El estado cuantico simétrico, corre-
spondiente al universo temprano, evoluciona unitariamente hasta que un aspecto
intrinseco al sistema, provoca el colapso de la funcién de onda original, dando lugar
a un estado inhomogéneo compatible con las observaciones actuales.

La propuesta del colapso auto-inducido se basa profundamente en las ideas de L.
Diési [35, 34] y Roger Penrose [87, 86, 88] acerca del colapso de la funcién de onda en
Mecéanica Cuantica. Estas propuestas senalan que el colapso de la funciéon de onda
es realmente un proceso dindmico, donde la Gravedad forza al sistema a tomar una
realizacién especifica de entre diversos estados, rompiendo en el proceso la evolucion
unitaria de la Mecanica Cuantica. Mas atn, las ideas de Penrose sugieren que la
teoria unificada de la Gravedad Cudntica requiere una modificacion en la Mecédnica
Cuéntica y no unicamente en la Gravedad como cominmente se piensa.

La hipétesis de Penrose, sobre la manera en que la gravedad interviene en el
auto-colapso, puede explicarse a grandes rasgos de la siguiente manera:

Consideremos un trozo de material en una superposicién cuéntica de encontrarse
en dos lugares distintos. A cada lugar donde se encuentra el material, se le asocia un
campo gravitacional estatico producido por el mismo trozo de material que también
se describe por un estado cuantico. El estado resultante es un estado enredado, esto
es,

(W) = ) |Gy) + A)IGy), (4.1)

donde p y A son ntimeros complejos que representan la amplitud de probabilidad
de que el trozo de material se encuentre en uno u otro lugar; los estados estacionarios
|1) v |x) representan los 2 lugares alternos en los que se puede localizar al trozo
de material; los estados |Gy) y |Gy) representan los estados cudanticos del campo
gravitacional del trozo de material correspondiente al los lugares descritos por [i))
v |x) respectivamente. Posteriormente, como se discute en [87], se encuentra que el
estado |V) es inestable (en analogifa con una particula inestable) y decae 6 colapsa
en una de los posibles alternativas. El tiempo de decaimiento 7T esta caracterizado
por

h

T=—
En’

(4.2)

donde FA es la energia de interaccion gravitacional entre las dos posibles alterna-
tivas descritas por |¥). Observamos que en este esquema, el decaimiento 6 el colapso
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de la funcién de onda | W), en uno de los dos posibles estados, se produjo por la inter-
accion gravitacional entre ellos, no hubo ningin observador o algin agente externo
al sistema que colapsara la funcién de onda.

Tomando en cuenta la hipétesis del colapso de Penrose, el esquema que se propone
en [89] para lidiar con el problema fundamental, puede desglosarse de la siguiente
manera:

1. Separar al campo escalar inflacionario y a la métrica en un fondo méas pequenas
perturbaciones.

2. A la perturbacion del campo escalar se le asigna un tratamiento de campo
cudntico evolucionando en el espacio-tiempo clésico de fondo (i.e., se aplica el
formalismo de Teorfa Cudntica de Campos en espacio-tiempos curvos), dicha
evolucién sigue una dindmica estandar, excepto cuando la gravedad (6 algin
aspecto intrinseco al sistema) induce el colapso de un estado cuantico del cam-

po.

3. El colapso se describe fenomenoldgicamente, sin ninguna referencia a un mecan-
ismo fisico en particular.

4. Las perturbaciones de la métrica se acoplan con los valores de expectaciéon del
campo ciantico de acuerdo con las ecuaciones semiclasicas de Einstein

Gap = 8TG(Ty). (4.3)

Debemos senalar que, durante el periodo que ocurre el colapso, resulta prob-
lematico el no poder definir la ecuacion de conservacién de energia, ya que

Va(T™) = Va(0)|T*|O(t)) # 0. (4.4)

Lo anterior se debe basicamente a que el estado |©(t)), durante el colapso, evolu-
ciona de alguna manera no unitaria, hasta terminar en el estado de post-colapso.
Cabe senalar que, estamos considerando a la evolucién de los operadores y los esta-
dos bajo el esquema de Heisenberg antes y después del colapso, esto es, los operadores
son dependientes del tiempo y los estados estan fijos, sin embargo, durante el colapso
(lo que identificaremos como la ‘interaccién’) consideraremos el esquema de Inter-
accion, es decir, es el estado el que cambia con el tiempo. Por lo que 0t|©(t)) no
necesariamente es cero durante el colapso. Esta posible ruptura de la aproximacion
semiclasica se representa formalmente por la presencia de un término ()., en las
ecuaciones semiclasicas de Einstein, que es distinto de cero solo durante el colapso
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G+ Qup = 87TG<Tab>. (4.5)

En el Capitulo 3, mencionamos que a lo largo de este trabajo de tesis utilizariamos
la teorfa de perturbaciones cosmolégicas en una norma fija. El motivo por el cual
trabajaremos con una norma particular (la longitudinal) y no con cantidades invari-
antes de norma, es debido a que, en el esquema de colapso, las perturbaciones de
la métrica tienen una naturaleza distinta a las perturbaciones del campo escalar. La
métrica se considera como una variable clésica (la cual describe de manera efectiva los
grados de libertad més fundamentales de la teoria de gravedad-cuantica que creemos
se encuentra detras de dicha descripcién), mientras que los campos de materia, es-
pecificamente las perturbaciones del inflatén, estan descritas por la teoria cudntica
de campos en espacios curvos. La eleccién de norma, implica que la coordenada
temporal se asocia a una foliacién especifica del espacio-tiempo perturbado y, por
tanto, con nuestra identificacién de las hipersuperficies (de tiempo constante) corre-
spondientes a aquellas asociadas con la incidencia de colapsos, —lo cual se considera
como un proceso fisico real—. Consecuentemente, la eleccién de norma, en realidad se
vuelve una eleccion de hipersuperficies particulares asociadas al proceso fisico detras
del colapso. Lo anterior nos lleva naturalmente a un aspecto problematico con la
covarianza de la teoria fundamental, lo cual es un problema que afecta a todos los
modelos de colapso conocidos, y en el escenario no-gravitacional se traduce en una
incompatibilidad con la invariancia de Lorentz 6 Poincare. Debemos reconocer que
este es un problema genérico que aqueja a todos los modelos de colapso y es, sin
duda, un problema abierto en la hipdtesis del colapso. Sin embargo, creemos que su
resolucion estd conectada con lo que denominamos el mecanismo de colapso de la
funcién de onda (el cual emplearemos tinicamente de manera efectiva). De hecho,
desde nuestro punto de vista, creemos que la fisica detras de la teoria fundamental,
ayudara a relacionar el tratamiento cuantico de la gravedad con los problemas fun-
damentales que afligen a la teoria cuantica en general, particularmente a aquellos
relacionados con el problema de la medicién.

En la siguiente seccién, basdndonos en el trabajo [89], realizaremos un analisis
mas detallado donde se ilustra el formalismo utilizado al adoptar la propuesta del
colapso.

4.5. Analisis detallado del esquema de colapso

El andlisis expuesto en esta seccién estard basado en la teoria de perturbaciones
cosmoldgicas clasicas introducidas en el Capitulo 3. Esto es, separaremos a la métrica
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y al campo escalar en una parte espacialmente homogénea a la que denominamos
el fondo y una parte inhomogénea llamada “fluctuacion”, i.e., el campo escalar se
escribe ¢ = ¢g+0¢, mientras que la la métrica perturbada (en la norma longitudinal)
se escribe como (3.53) .

Las ecuaciones que gobiernan al universo de fondo y al campo escalar homogéneo
¢o(n) son, de nuevo, la ecuacién del campo escalar (3.51) y las ecuaciones de Fried-
mann (3.49) y (3.50).

Recordemos que de la teoria de perturbaciones clasicas obtuvimos el resultado
U = @, el cual incorporaremos en las ecuaciones de Einstein (3.63) y (3.64). Fijando
las condiciones de borde apropiadas, (3.64) se reduce a

U+ HY = 4xGed¢. (4.6)

Substituyendo la expresion anterior en el lado izquierdo de (3.63) y notando que
ArGoRV = 4nGa’(p + P)¥ = (H? — H')¥ (donde la ultima igualdad se sigue de
(3.50)) obtenemos

V2 + u¥ = 470G (wéd + ¢pdd), (4.7)

donde p = H?—H' and w = 3H ¢\ +a*d,V, y al utilizar la expresion para 9,V que
viene de (3.51), obtenemos w = Hey — ¢y. La aproximacion slow-roll en términos del
tiempo césmico estd dada por: 92¢y/0t* ~ 0. Es posible escribir esta aproximacién
en términos del tiempo conforme: ¢y — Hey =~ 0, esto es, ¢y ~ Hp;. Asi, la ecuacion
de movimiento para el campo escalar homogéneo en la aproximacién slow-roll es

3Hoy + a’0,V = 0. (4.8)

La ecuacién (4.8) implica que w ~ 0. Por lo tanto (4.7) se reduce a
V2V + u¥ = drGeéd . (4.9)
Por otra parte, la ecuacion de evolucion para la fluctuacion del campo, obtenida

de la accion (3.43) y utilizando la aproximacion slow-roll para el potencial del campo,
es

§¢" — V25 +2Ho¢' = 0. (4.10)

El siguiente paso consiste en cuantizar la teoria. Es necesario enfatizar que el
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campo homogéneo ¢y se describe de una manera clasica® y solamente cuantizaremos
la fluctuacién® ¢.

Cabe senalar que el proceso de cuantizacion, en el esquema de colapso, es signi-
ficativamente distinto al enfoque tradicional, donde se cuantiza la variable v (3.88)
que es una combinacién de las perturbaciones de la métrica ¥ y de las fluctuaciones
del campo escalar d¢. Es decir, en el enfoque de colapso, la parte cuantica involu-
cra unicamente a los campos de materia y no a las cantidades relacionadas con la
geometria del espacio-tiempo.

Es conveniente trabajar con el campo auxiliar y introducido anteriormente y =
ad¢p, de esta manera (4.10), en su version para operadores cudnticos, se reescribe
como

~11 2 a” ~
g — V—l—; gy =0. (4.11)

El momento canénico conjugado a g es @ = ¢’ — ga’/a. Evitaremos distracciones
innecesarias, debido a divergencias infrarrojas, por lo que consideraremos al sistema
dentro una caja de lado L con condiciones de borde peridédicas. Descomponiendo al
campo y su momento conjugado en modos de Fourier tenemos

~ 1 ikex ~

§(n.%) = 75 > (), (4.12a)
k

~ 1 ikx A~

(%) = 75 3 e ), (4.12b)
k

donde el vector de onda satisface k;L = 27n; para ¢ = 1,2, 3. Los coeficientes del

campo se escriben como: (n) = yi(n)é + Tu(m)i . ¥ () = g ()i + Fu(m)a .
Las funciones yx(n) y gx(n) reflejan la eleccién del estado vacio. En nuestro caso, es-
cogeremos, como es usual, el llamado vacio de Bunch-Davies (estudiado en el Capitulo
3), lo que resulta en

1 1 )
ye(n) = Jon (1 - ﬁ_k) exp(—ikn), (4.13a)

2Por cldsico, en este contexto, nos referimos a que el el campo homogéneo de fondo ¢g(n) se
toma como una descripcién aproximada de la cantidad cudntica (1] (z, 1)), donde el estado [¢))
corresponde al estado vacio de 5};5(307 7).

3Recordemos que estamos considerando a la evolucién de los operadores y los estados bajo el
esquema de Heisenberg antes y después del colapso, esto es, los operadores son dependientes del
tiempo y los estados estdn fijos, sin embargo, durante el colapso (lo que identificaremos como la
‘interaccién’) consideraremos el esquema de Interaccidn, es decir, es el estado el que cambia con el
tiempo.
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gk(n) = —i\/gexp(—ikn). (4.13b)

El estado vacio correspondiente satisface ax|0) = 0 para todo k, y facilmente
se observa que es homogéneo e isotrépico, lo cual se puede comprobar aplicando
directamente los operadores de rotacién o traslacién (asociados con las hipersuper-
ficies n = const. del espacio-tiempo de fondo) al estado vacio. Como discutimos en
la seccién anterior, el auto-colapso opera de manera analoga a una ‘medicién’ en
el sentido tradicional de la Mecanica Cudantica, pero sin requerir a un observador
6 aparto externo que pudiera referirse como el responsable de realizar dicha medi-
cién. Asumiremos que el auto-colapso ocurre de manera independiente para cada
modo del campo. Esto es, asumimos que a un cierto tiempo 75 (de ahora en adelante
nos referiremos a este tiempo particular como el tiempo de colapso), el estado de
cada modo k del campo, que inicialmente correspondia al estado vacio, cambia de
manera espontanea a otro estado. El colapso auto-inducido, inspirado en las ideas
de Penrose, parte de que la gravedad juega un papel importante en la fisica detras
del colapso de la funciéon de onda y no requiere de agentes externos para producirse.
Sin embargo, el esquema de colapso, como lo emplearemos en este trabajo de tesis,
no propone, hasta este punto, un mecanismo fisico concreto, aunque se esperaria
que una teoria de la gravedad-cudntica contenga alguna explicacion satisfactoria que
nos brinde un mayor entendimiento de dicho mecanismo. Las motivaciones e ideas
originales se discuten en gran detalle en las referencias [89, 103, 104, 105].

Siguiendo lo expuesto en [89] es conveniente descomponer el campo gy y su mo-
mento conjugado 7, en sus respectivas partes reales e imaginarias, las cuales son
completamente Hermitianas i (n) = 95 (n) +igL(n) y m(n) = 7#f(n) +i7L(n), donde

X 1 S(RI) | — o\ (R,
0 = s (™ + mtnal ™), (4140
R 1 R A
A0 = s (il + gu(al™ ), (4.140)
con 1 .
A A A A =1 . A
alt = —2(ak +a_y), al = —2(ak —a_x)- (4.15)

El conmutador de los operadores de aniquilacion y creacién, reales e imaginarios,
es

[, g ] = LP (dupe + O 1), (4.16a)
[, i) = L (Grpe — O, K/ )- (4.16b)
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Para cualquier estado |Z) del campo ¢, definimos las siguientes cantidades

dl((R,I) = <dl((R’])>E7 (417&)
RI) __ ~(R,T

Cl(< ) — <(a1(( ))2>E7 (4.17Db)

elBD = (g(RDt(RD)_ (4.17c)

De esta manera, los valores de expectaciéon de los modos del campo y su momento
conjugado toman la forma

G 0)= = VAR (mn)d) (4.18a)
D )= = VR (arnd™") (4.18)

mientras que sus incertidumbres respectivas estan dadas por

(R,I R 1 RI RrD\1?
(AR ()% = R <yi(n)6f< )) + Sl ()’ (L3 + 2e, )> —2 [3’% (yk(n)di )>] :
(4.19a)
~(R,I R 1 RI RrI\1?
(AR )L = R (G0 ) + Lot ? (27 +26) = 2[R (@) |,
4.19b)
especificamente, para el estado vacio |0), se tiene, dl({R’I) = cl((R’I) = eiR’I) =0,y
por tanto
~(R,T ~(R,T
G m)o=0, (@) =0, (4.20)
con las incertidumbres dadas por
NESIFRAS. 273
AR ), = SlmPL, (1.212)
A(R7I) 2 _ 1 2713
Aty () = glae(m)"L7. (4.21Db)
Una vez que especificamos el valor de expectacién de los modos del campo Ql({R’I)
"(RJ) = 3 C
y T, ", en el estado post-colapso |=) evaluados al tiempo de colapso 7y,
0) = [2) :
(R ey = (BRI ey
(e )= = Elg )12, (4.22)
(
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es posible obtener la evolucion de los valores de expectacion para cualquier tiempo
posterior al tiempo de colapso, asumiendo que no existio un colapso adicional. De
hecho, comparando (4.22) con (4.18) obtenemos

@D ()2 = A, ) (7D )= + B, ng) 8 ()=, (4.23a)
G ()= = Cln, ) (7D 06))= + D, ) (9" () =, (4.23b)

donde A, B,C y D son funciones dependientes del tiempo y describen la evolucion
temporal del sistema cudntico desde el tiempo 7} hasta 1. En particular, durante el
regimen inflacionario, estas funciones toman la forma

sin(kn — ki)

A(n, mi) = cos(kn — knp) + pra— (4.24a)
M
B(n,n;) = —ksin(kn — knp), (4.24b)
cos(kn —kng) (1 1 sin(kn — knj) 1
Cmg) = ———— -~ 7= 1), (4.24
c o sin(kn — Eknj
D(n,n;) = cos(kn — kng) — % (4.24d)
Las ecuaciones (4.23) pueden escribirse en forma matricial, esto es,
T (n,=) = Uln, )Y (15, =), (4.25)
donde -
R

T,z = [ (=) (4.26a)

(@ff“” (m)=

A(n,ng) B(n 775;’))
Uln, ) = e Big 4.26b
. ) (C(n,nk) D(n,75) (4.265)
(BI) (e

c =\ — T =
1. 2) = ( e =) (4.26c)

(e (m))=

En esta notacién, es claro que la matriz U(n, nf) representa la evolucién unitaria
estandar?, para los valores de expectacién de los campos, desde un tiempo 7§ hasta
un tiempo arbitrario 7.

4Por evolucién unitaria estdndar nos referimos a la evolucién tradicional dada por la Mecénica
Cuéntica aplicada a los estados u operadores, y no debe confundirse a la matriz U(n,n§) con una
matriz unitaria. No lo es, y no hay razén para que lo sea.
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La evolucién de las incertidumbres (AQI((R’I) M) y (Afrl((R’I) (n))2 depende del
estado post-colapso especifico. En particular, las cantidades cl((R’I) y el((R’I) dependen
del estado después del colapso. Esto es, una vez que especifiquemos el estado post-
colapso (y por lo tanto, las cantidades cl((R’I) y el((R’I) queden especificadas), podemos

emplear (4.19) para obtener la evolucién de las incertidumbres.

4.5.1. Esquemas de colapso cuantico

Un paso importante, dentro de la propuesta de colapso, consiste en especificar el
esquema de colapso cuantico responsable de llevar al campo inflacionario hacia un
estado inhomogéneo y anisotrépico. En trabajos previos [89, 32| se estudiaron tres
esquemas de colapso distintos. Dos de ellos, llamados esquema Independiente y New-
toniano se expusieron en [89] y el tercero de ellos se presenté en [32]. A continuacién
realizaremos una breve descripciéon de cada uno de ellos.

Esquema de colapso Independiente

En este esquema, tanto el valor el valor de expectacién del campo Ql((R’I), como el

< . ~(R,I -

valor de expectacion del momento conjugado 7, ) en el estado post-colapso |Z) al
tiempo 7 estan distribuidos aleatoriamente en los respectivos rangos de las incer-
tidumbres del estado vacio |0) y no se encuentran correlacionados estadisticamente.

El valor de expectacion considerado se selecciona de manera aleatoria como

2
G )= = xfﬁw (0™ ) (4:27)

)
0

0.

2
(me " ()= = xﬁ?;?\/ (A7) (4.28)

., . . R,
en este esquema, el valor de expectacion salta hacia un valor aleatorio $1(< ) mul-

tiplicado por la incertidumbre del estado vacio del campo. Las variables aleatorias
RJI) (RI) . PR

Ty; ', Ty p toman valores entre —1y 1, ademas estan distribuidas de acuerdo a una

Gaussiana centrada en cero con dispersién uno (normalizada), y no estdn correla-

cionadas estadisticamente, lo que explica la naturaleza del nombre del esquema. En

otras palabras, ignoramos la correlacién natural que existe entre los campos en el

estado pre-colapso.
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Esquema de colapso Newtoniano

La motivacion en este esquema se basa en la observacién que en la ecuacién de
tipo Poisson (4.9), tinicamente aparece el valor de d¢/ = a~!7. Por lo tanto, siguiendo
las ideas de Penrose respecto a las incertidumbres cudnticas que se heredarian al
potencial Newtoniano provenientes de las incertidumbres cudnticas de los campos
de materia, como los factores fundamentales responsables de provocar el colapso, se
considera un esquema en el que ‘solamente 7% colapsa’, manteniendo el valor de
expectacién de gD sin modificacién

G (ng))= =0, (4.29)

2
A R,I C R7[ o R7I C
H 0))= = xfc,fﬁ\/ (A" ()

. . R,I . . .
Aligual que en el esquema anterior, xl(( 4 ) representa una variable aleatoria Gaussiana

centrada en cero con dispersién uno.

(4.30)

0‘

El esquema de colapso de Wigner

El ultimo esquema de colapso, estudiado detalladamente en [32, 31| tiene por
objetivo tomar en cuenta la correlacién existente en el estado pre-colapso entre g0
y 70 y caracterizarla en términos de la funcién de Wigner. La funcién de Wigner
del estado vacio de cada modo del campo es una funcién Gaussiana bi-dimensional.
Este hecho se utiliza para modelar el colapso resultante del campo cuantico. La
suposicién consiste en que, a un cierto tiempo 7y, la parte del estado que caracteriza
al modo k se colapsara, llevandolo hacia un nuevo estado en el cual los valores de
expectacion de los campos tomaran la forma:

G )z = 2" Ay cos O, (4.31)
(w0 )z = 2 Ak sin O, (4.32)
donde $1(<R’I) es una variable aleatoria, caracterizada por una distribucién Gaus-

siana centrada en cero con dispersion uno. A, estd dada por el semi-eje mayor de la
elipse que caracteriza a la funcién Gaussiana bi-dimensional (la elipse corresponde a
la frontera de la region en el ‘espacio fase’ donde la funcién de Wigner tiene magnitud
. , . : . A (R)
mayor que 1/2 de su valor méximo), y Oy es el angulo entre dicho eje y el eje g, ".

Las cantidades Ay y O, en términos de 75, se expresan como:

ANV hL3k

A, =
VL 5(kng)? — /T T00kng)2 + 9(kng)?

, (4.33)
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4kny,
20, = arct — . 4.34
L = arc an<1—3(/€77,‘;;)2) ( )

En los siguientes capitulos, emplearemos la propuesta de colapso, en situaciones
especificas, y obtendremos nueva informacién sobre sus propiedades.



Capitulo 5

El esquema de colapso y la
amplitud del espectro primordial

Una de las principales motivaciones del trabajo expuesto en este capitulo consistia
en estudiar la hipétesis presentada en trabajos anteriores [89, 103, 105, 104], en la
cual se planteaba que el esquema de colapso podria resolver el problema de ajuste-fino
del potencial inflacionario.

El problema de ajuste fino del potencial, se puede apreciar del hecho que la am-
plitud de las perturbaciones es proporcional a V/e. Este es un resultado incémodo
debido a que, para obtener un espectro compatible con los datos observacionales, el
enfoque tradicional requiere que el parametro slow-roll € sea, por un lado lo sufi-
cientemente “pequenio” (aproximadamente 1072 en los modelos mds populares [11])
para producir un espectro plano, y por otro, tiene que ser suficientemente “grande”
para asegurar que las perturbaciones sean tan “pequenas” (107°) como lo indican las
observaciones. Para lidiar con este problema hay que recurrir a un ajuste fino de la
escala de energia del potencial inflacionario.

Por otra parte, en el esquema de colapso, es posible encontrar un conjunto par-
ticular de caracteristicas para el colapso que evitarian la necesidad de un ajuste
particular. Esto es, el esquema de colapso admite un modelo especifico para el colap-
so el cual darfa como resultado un espectro cuyo comportamiento dependeria de €
en la forma adecuada: si € disminuye el espectro se vuelve mas plano y pequeno. Sin
embargo, como mostraremos en este mismo capitulo, no es un aspecto genérico del
esquema de colapso, y en la mayoria de los casos la prediccion tedrica serd la misma
que el enfoque tradicional V/e. Hasta el momento de escribir esta tesis, no existe
un mecanismo natural que favoreciera las caracteristicas particulares mencionadas,
y el tinico camino de obtener tal comportamiento parece involucrar un ajuste de los
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parametros del colapso con las caracteristicas de la época de recalentamiento, en lo
que podria denominarse, un ajuste teleolégico!.

En la literatura se pueden encontrar diversas propuestas para lidiar con el prob-
lema del ajuste-fino: Por ejemplo, en el contexto de inflacion hibrida, donde se con-
sideran dos campos escalares, el problema parece resolverse [67] (véase también la
pagina 216 de la referencia [63]), sin embargo, reaparece cuando se considera el mod-
elo de inflacién hibrida supersimétrica [21]. Otras propuestas [20, 28] ofrecen una
resolucién en el contexto de Inflaciéon de Branas. De hecho, existen otras propuestas
en diferentes contextos inflacionarios [51, 74, 75]. Todas las propuestas anteriores
involucran suposiciones importantes, como asumir dimensiones extra ¢ multiplicidad
de campos, sin embargo, a diferencia de la propuesta del colapso, ninguna de ellas
se ocupa de los problemas conceptuales del paradigma inflacionario.

En este capitulo revisaremos detalladamente el procedimiento para obtener una
estimacion de la magnitud de las perturbaciones en el esquema de colapso. Los re-
sultados que presentaremos corresponden a una descripciéon maés realista que la ex-
puesta en trabajos previos [89, 32] principalmente porque tomaremos en cuenta la
transicion entre las épocas cosmoldgicas, es decir, obtendremos la amplitud de las
perturbaciones en la misma era cosmolégica que el enfoque tradicional. Recordemos
que en el paradigma estandar, se obtiene una expresién para el espectro de potencias
que es proporcional a V/e (3.125). A continuacién, expondremos el estudio detallado
para obtener la amplitud de las perturbaciones en el esquema de colapso.

5.1. Argumentos Anteriores.

Al inicio de este capitulo, mencionamos que una de nuestras motivaciones para
encontrar la amplitud de las fluctuaciones bajo el esquema del colapso, era estudiar
la posibilidad de lidiar con el problema de ajuste fino. En el enfoque estandar, es
posible rastrear el origen del problema al hecho de que, durante la transiciéon del
regimen inflacionario hacia la época dominada por radiacion, el espectro de las fluc-
tuaciones sufrié una gran amplificacion. Siendo mas precisos, empleando el analisis
que presentamos en el Capitulo 3, el hecho de que Py sea proporcional a V/Mpe
puede rastrearse al comportamiento de uy(n) a tiempos posteriores a la época infla-
cionaria, lo cual se puede apreciar en (3.123), i.e., es proporcional a |3|? que a su vez
es directamente proporcional a V/Mpe. Por lo tanto, el resultado correspondiente a

LEl término teleologia proviene de los dos términos griegos Télos (fin, meta, propédsito) y Logos
(razén, explicacion). As{ pues, teleologia puede ser traducido como razdn de algo en funcidn de su
fin, o la explicacion que se sirve de propdsitos o fines.
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la amplitud del espectro, estd completamente ligado al comportamiento de ug(n) en
la aproximacion de onda larga durante la época dominada por radiacion, la cual se
considera como la época donde se imprimen las inhomogeneidades en el CMB, y a las
condiciones bajo las cuales se obtienen las constantes de integracion «y y B durante
el llamado “cruce del horizonte” (caracterizado en (3.117), (3.118), y (3.119)).

Con el objetivo de entender detalladamente la naturaleza del factor por el cual
Uy (n) se amplifica durante la transicién, enfocaremos nuestra atencién en la cantidad
¢ (3.78) introducida previamente en el Capitulo 3. Recordemos que la definicién de
¢ viene dada por:

g”H—lxlf’Jr V)

C31—|—w

+ 0, (5.1)

donde w = P/p. En la seccién 3.6.3, mostramos que, para escalas “mayores que
el horizonte” y para “perturbaciones adiabaticas”, la cantidad ( es esencialmente
constante, independiente del regimen cosmolégico y de la naturaleza de la materia
dominante.

La conservacién de ¢ durante la transicion de la época inflacionaria a la época
dominada por radiacién, se puede emplear para obtener una relacién entre los valores
del potencial Newtoniano durante los regimenes mencionados (Wi (1) y W;%(n))

inf __ rrad nf 2 1 _ § rad

e e ()b

donde, para obtener el lado derecho de (5.2) utilizamos la ecuacién de estado
P = p/3, y el lado izquierdo se obtuvo empleando la ecuacién de estado P = wj,p
con wi,r + 1 = ¢ /a*p. Cabe senalar que el potencial Newtoniano también presenta
un comportamiento constante (para escalas mayores que el radio de Hubble) tanto
en la época inflacionaria como en la época dominada por radiacién, por lo que se
utiliz6 en ambos lados de la ecuacién que ¥, ~ 0; aunque Wy es constante en la
época inflacionaria, es distinto a la constante en la época dominada por radiacion,
esto es debido a que durante la transicion de épocas cosmologicas ¥y no es constante.
Finalmente, basandonos en la validez de la aproximacién slow-roll durante el regimen
inflacionario ¢ /a® = Ve, la expresion (5.2) se transforma en

20
3 €

Notemos las diferencias entre el espectro de potencias obtenido a diferentes épocas
cosmologicas

grod = (5.3)
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inf k?) 2 2 rad k3 4 2
Py’ (k,m) = 2t | Bkl Py (k,n) = 4_7r2§|ﬁk| ; (5.4)

y dado que |Bg|? oc k73V/M}e la expresién anterior implica que

Ve V
M eMp’

Consideremos ahora el mismo analisis pero trabajando con la hipétesis
de colapso. La diferencia fundamental en nuestro enfoque, es que existe una mayor
libertad intrinseca, que va mas alla de la especificacién del conjunto de campos y
del potencial. En nuestro esquema es necesario especificar el tiempo de colapso y el
estado post-colapso, lo cual pareciera sugerir que en el esquema de colapso, se podria
prevenir que el potencial Newtoniano W, fuera amplificado durante la transicién
del regimen inflacionario hacia la época dominada por radiacion. En los articulos
[89, 103, 105, 104] se realiz6 un andlisis preliminar de esta posibilidad que consistié en
analizar el comportamiento de la cantidad (. A continuacién presentamos un resumen
de dicho analisis.

Durante la época inflacionaria, la expresién (5.1) puede reescribirse (empleando
0GY = 8mGOTY en su version semi-cldsica junto con p + P = ¢i/a®> y 1 +w =

TG /3H? ) como:

Pt (k,n) Prad(k, ) o (5.5)

Gug = Wiog + o 00()o (5.6
donde al campo d¢ lo reemplazamos por el valor de expectacién de su corre-
spondiente operador, evaluado en el estado post-colapso |0). Desde luego, estamos
trabajando con valores de expectacién cudanticos, y podrian surgir preocupaciones
respecto a la validez de utilizar propiedades derivadas de las correspondientes can-
tidades en el mundo clasico. Sin embargo, sabemos que la evoluciéon dinamica dada
por los esquema de Schrédinger ¢ Heisenberg implica que, para este sistema, los
valores de expectacion siguen las mismas ecuaciones de movimiento que sus contra-
partes clasicas (Teorema de Ehrenfest [95]). No obstante, es cierto que la evolucién,
especificamente durante el colapso, no se da de una manera tan suave, sin embargo,
dado que nos evocaremos al comportamiento de las cantidades a tiempos tardios (i.e.,
posteriores a la época de recalentamiento), y asumiendo que el colapso ocurre du-
rante la época inflacionaria, pareceria justificable el obtener conclusiones empleando
el comportamiento clésico de (.
Asumiendo que el estado post-colapso |©), es tal que (3¢(15)) = 0 (como es el
caso del esquema Newtoniano introducido en 4.5.1), y utilizando el hecho de que ¢
es una cantidad constante (para modos con kn < 1) se infiere que
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Ging = Yins. (5.7)

Durante la época dominada por radiacion, la expresion para ¢ que se obtiene de
(5.1) y considerando w = 1/3 junto con W ~ const. para modos fuera del horizonte,
es

3
Crad = §‘Ilrad- (58)

Empleando la conservacion de ¢, es posible obtener una relacion entre Wiy, v Wyoq
dentro del marco del colapso ((5.7) y (5.8)):

ra mn ra 2 n,
¢rd =¢nt o \Ifkdzgqfkf. (5.9)

Por lo tanto, este ultimo resultado indica que en el enfoque de colapso, la amplitud
de la métrica se “amplifica”, durante la transicion del regimen inflacionario a la
época dominada por radiacién, dnicamente por un factor de 2/3. Este resultado
difiere drasticamente del que se obtiene en el enfoque tradicional ya que, en ese caso,
la amplificacién de la perturbacién de la métrica, durante la transicién, es de 1/e.
En la ausencia de tal amplificacién, la amplitud final del espectro seria simplemente
proporcional a Ve/Mp. En la siguiente seccién realizaremos un estudio més cuidadoso
y veremos como esta feliz conclusion no es del todo cierta. Sin embargo, podemos
adelantar que la razén por la cual la relacién (5.9) no es del todo valida es debido
a que la expresion para ( evaluada al tiempo de colapso, y tomando en cuenta el
esquema en el que <6A<b('r],§)> = 0, no contiene informacién del regimen k < H, esto
es, el regimen donde la cantidad ¢ es una cantidad constante. Dicho de otro modo
el valor de ( al tiempo de colapso no es igual al valor de ¢ para modos mayores que
el radio de Hubble. Por lo tanto no podemos usar el valor de ¢ al tiempo de colapso
para cualquier otro tiempo de la época inflacionaria.

5.2. El espectro de las inhomogeneidades dentro
del marco del colapso

En el resto de este capitulo nos enfocaremos al esquema de colapso particular?
dado por (5.10) y (5.11) debido a que, como veremos mas adelante, contiene las
caracteristicas necesarias para obtener la amplitud del espectro,

2El esquema, de colapso que utilizaremos en esta seccién es en realidad muy parecido al esquema
de colapso independiente 4.5.1 que presentamos en el Capitulo 4
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G (10)e = Meazyiy v/ (ATE = My lun () [V L2, (5.10)

~RI[ c R,I ~R,I R, ¢
(i (k))e = A2y \/ (AT = Arawyy lgn (i) [V L2 /2, (5.11)
donde A1 y A2 representan parametros reales (i.e., Ay 1, A2 € R ); 15, representa

: RI _R1I . )
el tiempo de colapso para el modo ky .}, x5, se seleccionan de manera aleatoria de

una distribucién Gaussiana centrada en cero con dispersion uno. Debemos enfatizar
que nuestro universo corresponde a una sola realizacién de estas variables aleatorias,
y por tanto cada una de estas cantidades posee un valor especifico.

Las ecuaciones semi-clasicas de Einstein perturbadas a primer orden, en particular
(4.6) y (4.9) evaluadas al tiempo de colapso, se transforman, después de realizar una
descomposicion en modos de Fourier, en

W, () + HW(rf) = 47G 2 ), (512)
— W) + i) = 4762 (o). (5.13)

Es facil notar que, antes del colapso, el valor de expectacién en el lado derecho de
(5.12) y (5.13) es exactamente cero, esto es, el universo es homogéneo e isotrépi-
co (a la escala correspondiente) y, s6lo es después del colapso cuando nacen las
inhomogeneidades en la métrica.

Las expresiones (5.12) y (5.13) se obtuvieron a partir de las ecuaciones de Einstein
con componentes 6G) = 8nGITY v 6GY = 8nGHT?. Un resultado bien conocido es
que estas ecuaciones en particular, no son en realidad ecuaciones de movimiento,
sino ecuaciones de constriccion. La ecuacién de movimiento viene de la ecuacién con
componentes 5G§» = 87r5T; la cual, después de emplear la ecuacion de constriccion
(3.63) y durante el periodo inflacionario, se representa por (3.66) (6 equivalentemente
por (3.68)).

Por consiguiente, es posible utilizar las ecuaciones de constriccién (5.12) y (5.13),
para obtener los datos iniciales correspondientes a (3.66), i.e., (5.12) y (5.13) nos
permiten especificar ¥(n5) y ¥ (75) que serviran de condiciones iniciales para (3.66).
Por lo tanto, suponiendo que el tiempo de colapso 7;, ocurre durante los primeros
momentos del regimen inflacionario, para el cual los modos de interés satisfacen
k* > eH*(ng) = u = |kng| > €, entonces (5.13) nos arroja la condicién inicial

ey _ (M) oy e
V(ngp) = _47TGa(77,§)k2 (T(n5))- (5.14)
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Sustituyendo (5.14) en (5.12) encontramos la segunda condicién inicial

c ¢/ nc ~ c HC ~ c
W) = 4n G0 | ey 4 e ). (5.15)
a(ng) k
donde H,. denota ‘H evaluado al tiempo de colapso 7;.
Una vez obtenidas las condiciones iniciales, procederemos a resolver (3.66) 6,
equivalentemente, (3.68):

uy(n) + <k2 — %ﬂ)uk(n) = 0.

Durante la inflacién, la cantidad 6 se puede aproximar por 6 = 1/v/2eMpa.
Considerando que en la aproximaciéon slow-roll se cumple que 1 > € &~ const., en-
contramos

9" O 2
O gp_ O (5.16)
0 (1 —=¢)*n? Uk U

donde en la segunda igualdad utilizamos la expresion explicita para H = —1/[n(1—

¢)] (véase Apéndice B). Consecuentemente, (3.68) toma la forma
€
ug(n) + (k2 — ?)uk(n) =0. (5.17)

La solucion general de (5.17) es

ug(n) = 01\/—_77Ju(_k77) + 02\/__77Yu(_k77)7 (5.18)

donde v = %\/1 +4ey J,, Y, corresponden a las funciones de Bessel de primer
y segundo tipo respectivamente. Utilizando la definicién de v = V/(47G+/p + p),
obtenemos la expresion exacta para el potencial Newtoniano durante el regimen
inflacionario:

02 ) = (GO ) + Con/ TV ) (5.19)

donde s = 41G¢). Después de imponer las condiciones iniciales (5.14) y (5.15)
a la solucién general, y utilizando el esquema de colapso dado por (5.10) y (5.11),
encontramos a las constantes C; y Cy
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L\ mVk
s .
Cl — (—) —{)\kﬂ(l‘ﬁl‘f“lxél) |Zk|YV(|Zk|)+
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(5.20)

L %W\/E ~
o = ~(5) T ot + i Tl +

erwatal i) (1 -0 ) 2D 4 Vs

(5.21)

donde 2z = knj y el factor de Hubble comévil al tiempo de colapso es H. =
—1/(1 - ng = k/(1 = )]l

Puesto que asumimos que el tiempo de colapso ocurre durante las primeras etapas
del periodo inflacionario, el valor de z se encuentra dentro del rango —oo < zp < kn,
(recordemos que en el Apéndice B obtuvimos 7, ~ —10722 Mpc, por lo tanto z; < 0).

El resultado que aparece en (5.19) representa la evolucion dinamica de Wy (n) du-
rante el regimen inflacionario bajo la hipdtesis del colapso. Para obtener un ‘espectro
de potencias’ y compararlo con las observaciones, estrictamente no podemos utilizar
el Wi(n) que aparece en (5.19), debido a que las observaciones (i.e., las fluctuaciones
de la temperatura) se relacionan con el valor de W (n) durante la tltima superficie de
dispersién y no con el comportamiento del potencial Newtoniano durante el régimen
inflacionario, el cual viene dado por (5.19). Por lo tanto, un andlisis mds realista
involucra el comportamiento de Wi (n) durante todas las épocas cosmoldgicas anteri-
ores al tiempo del desacople. Asi, el siguiente paso es obtener W (n) durante la época
dominada por radiacion, la cual es posterior al régimen inflacionario.

Para obtener el valor del potencial Newtoniano durante la época dominada por
radiacién, debemos conectar esta época con la época anterior. Este es el punto donde
nuestro andlisis se desvia del tradicional, ya que en nuestro caso, la métrica contiene
inhomogeneidades y anisotropias (no cuanticas) mucho antes de que la inflacién llegue
a su fin. El llamado proceso de recalentamiento, donde el inflatén decae a particu-
las de materia ordinaria y fotones (incluyendo muy probablemente particulas de
materia oscura) es un proceso complicado y no entendido en la actualidad, donde



5.2 El espectro de las inhomogeneidades dentro del marco del colapsol01

posiblemente existié una gran creacion de entropia y otras complejidades. Estas com-
plicaciones generalmente se ignoran en la literatura y nosotros procederemos de igual
manera.

Después de que el periodo inflacionario llega a su fin, la evolucién dindamica de
las perturbaciones de la métrica, estara conectada a la densidad de energia de la
radiacion, las ecuaciones que dictan la evoluciéon son, naturalmente, las ecuaciones
de Einstein. Recordemos que (3.58), la cual viene dada por

U — VAU + 3H(1 4+ AV + [2H + H*(1 + 3¢D)|V = 47Ga*75S,

describe justamente la evolucién de ¥ para cualquier época cosmoldgica (véase
seccién 3.6.1). En un universo dominado por radiacién, la ecuacién de estado es
P = p/3, por consiguiente ¢2 = 1/3 y 765 = 0. Una vez, conocida la ecuacién
de estado, el factor de escala se calcula utilizando las ecuaciones para el fondo,
obteniendo a(n) = Creq(n — n,) + a, donde: C? ;, = %WGpa‘l es una constante; 7, es
el valor del tiempo conforme al cual comienza la época dominada por radiacién; a,.
es el valor del factor de escala evaluado en 7, con n, < 7, donde 7., es el valor del
tiempo conforme al cual se da la igualdad entre materia y radiacion.

En base a los argumentos anteriores, tomaremos el valor de 7,, correspondiente
al instante (en tiempo conforme) en que termina la inflacion, igual al instante en que
comienza la época dominada por radiacion.

En la época dominada por radiacién, la version para modos de Fourier de (3.58),
toma la forma

1
w+ )+ §k2\11k =0, (5.22)

n_nr+Drad

donde D,qq = a,/Cpaq- La solucién analitica a (5.22) es

v = e (e o () oo (M5
(moge () e ((F0)) e

donde & = kn, — kD, qq. Observamos de (5.23) que W, (n) contiene el denominador
(kn — &)~', lo que podria provocar que Wi(n) se volviera singular, sin embargo,
notamos que este denominador es esencialmente, C,..q/ka(n), por lo que la posibilidad
de una divergencia es nula debido al hecho de que a(n) # 0, y ademés es una funcién
creciente.
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Las constantes C3 y Cy las obtendremos del valor de ¥(n) y ¥'(n) evaluadas
al tiempo de la transiciéon 7, del regimen inflacionario hacia la época dominada
por radiacion. Para ello, aproximaremos continuamente el cambio de la ecuacion
de estado por un salto brusco debido a que no conocemos cual es la ecuacién de
estado exacta al momento de la transicion, esto es, no podemos conocer la solucion
exacta de (3.58) durante la transicién. Por lo tanto, asumiremos que P/ (p™/ (n,)) =
Prad(prad(n.)). Esto nos lleva a la aproximacion W/ (n,) = ¥(n,), la cual es de
esperarse debido a que W, el cual representa las perturbaciones en la métrica, se piensa
que es continuo durante la transicion. Las condiciones para unir ¥’ en la época de la
transicién, las derivaremos de la ecuacién de movimiento para u ((3.60), asumiendo
perturbaciones adiabéticas), la cual puede reescribirse de la siguiente manera:

{92 (%) } = —k*c0uy. (5.24)

Integrando (5.24) desde 1, — 9 a 1, + 0, donde § es un nimero real positivo y muy
pequeno en términos absolutos, obtenemos

/ /
]|l
|: erad 46 ! Omf

Tomando el limite 6 — 0, las condiciones para pegar a Uy en la transicién son

/ /
02 Uk,inf — 2 Uk rad
inf 0. — Yrad 0
inf n=nr rad
Notemos que las condiciones anteriores son equivalentes a las condiciones Deruelle-

Mukhanov [33]. A partir de estas condiciones, podemos encontrar el valor de las
constantes C3 y Cy

77'r+6
= —k? / c2Ouydn. (5.25)
T]r—(; nr*(s

) ‘I’an(nr) = \D?l;ad(nr)- (5'26)

n=nr

Foa)on
. D? .
+ {D_ﬁ cos (D—’é) + 3 sin (3—%)} 3 B (kny, 21,), (5.27)

2
_ [%sm <D_3) ~ Do %)} LBk, 1), (5.28)
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donde

—sm (L 2 )
A(kn,, zx) = (—) {)\k,l(5’3kR,1+mk1 ( ) \/]zk|[J,, |2k Y., (—kn,) —

4q k
V() (= km] A+[ NE N

s
AT PR (E SN

1
+ v
(1 p 2) /] 1 - AEN
+v 2k L1 (|2x]) ) Yo (=K, ] } —kn,., (5.29)

OA(—kn,, zr)
a(_kmr)
y Dy = kD,qq. La cantidad A(kn,,z;) puede aproximarse, considerando que si

€ < 1 entonces v ~ 3, por

Bl ) =2 <k FHEIACR )| 630

3 1

—s(L\? ) 1\2 .

A(kn,, zx) =~ S0 (E) [)\k,1(5621 + mi;) (1 + ;) sin A, +
2

A,
+Ak,2(xﬁ2 + 2x£2) (cos A, + St )] , (5.31)

Zk

3
S 22k 1\?2 sin A,
B(knrazk‘) ~ %(E) . {Am(xkl—l—zxk 1)<1+;) (cosAT— i )
k r

. 1 1 . 1
+Ak,2($ﬁ2 + méz) {cos A, (k_nr — Z_k) +sin A, <km2k + 1)} }7
(5.32)

[SIE

donde A, = kn, — zx. A pesar de la aparente complejidad de las constantes
Cs y Cy, notamos que, para las escalas de interés 1072 Mpc™ < k < 1 Mpc™
tomando en cuenta que D,qq = a,/Craq = 1.5 X 10722 Mpe, el valor numérico de Dj,
es Dy € [107%,107?%]. Consecuentemente, es valido hacer una expansion a primer
orden en Dy en las expresiones (5.27) y (5.28)

D
ZEBkn,, z) + O(D?), (5.33)

Og = 3A(l{57}7«, Zk) + L
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Cy= O(D}) ~0. (5.34)

Es importante senalar que la aproximacién dada por las expresiones anteriores
corresponde, en el tratamiento estandar del modelo inflacionario, a despreciar el
“modo que decae”. Sin embargo, notamos que es una consecuencia natural de las
condiciones de pegado y del rango de valores de las cantidades relevantes.

Con estos resultados podemos escribir una expresién aproximada, durante la
época dominada por radiacion, para el potencial Newtoniano,

W) [3A(krnm ) + %B(’W’ Z’f)] (kn - &)’ {(kn\/—g&c) o <kn\/_§€k> B

— cos (k”\/_;’“ﬂ , (5.35)

donde las constantes A(kn,,zx) v B(kn,, zx) estan dadas en (5.31) y (5.32) re-
spectivamente.

El siguiente paso consiste en enfocarnos a las cantidades observacionales. Co-
mo discutimos en la secciéon 3.7.1 el potencial Newtoniano, evaluado en la ultima
superficie de dispersién W(np,xp), se conecta con los coeficientes ay,y,

i = / QU x0) Y (0, 9). (5.36)

donde xp = Rp(sinfsin @, sinf cos ¢, cos ) y Rp representa el radio de la dltima
superficie de dispersion. Al evaluar la expresion anterior, es conveniente descomponer,
a las perturbaciones de la métrica, en modos de Fourier

Wi.x) = 3 2 Tan)e>. (537
k

Sustituyendo (5.37) y (5.35) en (5.36) obtenemos

—S 2Dk ~

=Y ————3F(kn,,z) — —=G(kn,, zi) | E(knp, kn,)4mi'j,(kRp)Y,: (k),
i = 32 T [ 20 = 22 )| Bl o 40
(5.38)

ol

donde
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1 2
F(kn,, z,) = Ak,1<1‘£1+ix£71)(1+?) sin A, +
k

nA
F k2 (Thy + iz o) (COS A, + SH; ) , (5.39)
k

N|—=

1\2 in A,
Gkne, z) = Mea(zfy +izgy) (1 + —2> <cos A, — s ) +
, 7 %k knr

. 1 1 ) 1
+>\k72($£2 + zxég) |:COS A, (k_ﬁr - Z_k) +sin A, (kak + 1)} ,

i) = e[ o (M) e ()] e

Ji(x) son las funciones de Bessel esféricas de orden [, y k indica la direccién el
vector k.

La cantidad anterior debe ser evaluada al tiempo (conforme) del desacople np
que pertenece la época dominada por materia. Sin embargo, en los cédlculos ante-
riores utilizamos la expresion para Wi (n) en la era dominada por radiacién (5.23),
extendiendo de alguna manera el rango de validez para (5.38), que vade 7, a e, < np.
Los cambios, durante el periodo desde el inicio de la época dominada por materia no-
relativista hasta la época del desacople (donde el factor de escala sélo cambia por un
factor de 10, i.e., a(np)/a(ne,) =~ 10), son naturalmente irrelevantes para los asuntos
que nos interesa tratar en esta seccién, y por lo tanto, el valor aproximado que se
obtuvo para «y,, utilizando (5.23) debe corresponder a una buena aproximacién del
valor exacto.

Ademas, observamos que el pardametro slow-roll € se encuentra en el denominador
de uno de los términos de (5.38), y como mostraremos mas adelante, el origen de
la amplificacién del espectro se debe precisamente a este factor. La posibilidad de
evitar este problema en el esquema de colapso, que no tiene una contraparte en el
tratamiento estandar, emerge esencialmente de la libertad de seleccionar los detalles
del colapso y, de esta manera, asegurar que el coeficiente del factor 1/e se anule en
(5.38). Discutiremos detalladamente esta posibilidad mas adelante.
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Otro aspecto importante que queremos senalar es que es precisamente en (5.38)
donde la justificacion acerca de las consideraciones estadisticas se vuelve evidente a
pesar del hecho de que estamos trabajando con un sélo universo (incluso si asumimos
que existen muchos universos, el hecho empirico es que tenemos acceso a uno sélo).
Nuestro interés recae en la cantidad oy, la cual como se observa en (5.38), es el
resultado de las contribuciones combinadas del colapso de las funciones de onda de
un conjunto de osciladores arménicos (uno para cada uno de los modos k del campo
cuantico), cada uno contribuyendo con un nimero complejo a la suma, conduciendo
a lo que efectivamente se conoce como una caminata al azar en 2-dimensiones cuyo
desplazamiento total corresponde a la cantidad observable de interés. Es claro que,
como en cualquier caminata aleatoria, no es posible evaluar tal cantidad y lo tinico
que resta es evaluar el valor mas probable de dicho desplazamiento. Para obtener el
valor més probable de la ‘caminata al azar’ asociada a la cantidad «,,, consideramos
un ensamble de universos imaginarios y realizaremos la identificacién del valor mas
probable con el valor medio del ensamble. Estas dos cantidades coinciden en condi-
ciones normales, i.e., que la distribuciéon de probabilidad posea un maximo global y
que no sea patoldgica en ningiin otro aspecto. Por lo tanto, podemos suponer que la
cantidad observada se aproxima de buena manera al valor més probable (que a su
vez identificamos con el valor medio del ensamble de universos imaginarios).

La magnitud esperada de oy, después de tomar el limite continuo (L — o0) es
(véase [89] para los detalles):

52 Bk ) »
. = 5oy [ S H O 20 B2, ki RRo) i (B, (542

2 3
Ta? k

donde

1 2D 3 Ar 2
H(kny, 21) = 2)‘i1<1+—2) [SSinAr——k<COSAT—Sln )] +
7 ks €
mA\ 2D 11
+2>\i2{3(cosAT+sm r) B k[COSAT(___) +

1 2
+sin A, (/ﬂ? ” + 1)} } . (5.43)

Por lo tanto, el valor esperado para la cantidad observada (el espectro de potencias
angular) OB, = 1(1+ 1)C; = 1(1 + 1)(20 + 1)1 Y [agbs|? es

Im
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82 dk 2 .9
— H (kn,, zx)E“(knp, kn,.)j; (kRp). (5.44)

era? ) k

OB, = 1(l+1)

Como se demuestra en el Apéndice C, la cantidad observada OB esta relacionada
con la amplitud del potencial Newtoniano, esto es, podemos extraer un “espectro de
potencias equivalente” para las perturbaciones de la métrica:

2

T Q2.2
8maz

Py (k) H (kny, 2) E* (knp, kny ). (5.45)

Observamos que si Py (k,n) es independiente de k, entonces la cantidad OB es
independiente de [ lo cual corresponde a las observaciones.?

Es fécil mostrar, con la ayuda de a(n) durante la época de radiacién, que la
cantidad (kn — &)/v/3 que aparece en (5.41), es de hecho k/+v/3H. Por lo discutido
anteriormente, esta cantidad se debe evaluar al tiempo del desacople np. Sin embargo,
los modos de interés satisfacen la condiciéon k/H < 1. Lo anterior corresponde a
enfocarse a los denominados “modos mayores que el horizonte”. Esto es, debemos
considerar en (5.41), las escalas k < aH, por lo que E(kn, kn,) es aproximadamente

1

E(kn, kn,) ~ 3 (5.46)
Considerando (5.46) y tomando en cuenta: la definicién s = 4rG¢y; la ecuacion
de movimiento para el campo en la aproximacién slow-roll ¢y = —03Va?/3d'; la

ecuacién de Friedmann en el regimen slow-roll 3a” = 87Ga*V (¢y); la definicién del
pardmetro slow-roll e = $M?%(0,V/V)? y la definicién de la masa reducida de Planck
Mgz = 1/(87@G), tenemos que la amplitud total del espectro de potencias, predicha
por el esquema del colapso, es

1 Ve

col
Py (k,n) = 13222 M3

H(kn,, zi). (5.47)

La cantidad H (kn,, z;) depende de los parametros que caracterizan al colapso,
esto es, depende de A1, Ap2, ¥ 2x. Debemos notar que la libertad de escoger dichos
valores corresponde a la caracterizacién de algunos de los detalles del mecanismo de
colapso, y que no existe una libertad analoga cuando se decide ignorar los problemas
conceptuales del Capitulo 4, los cuales motivaron las propuestas para modificar el
paradigma inflacionario mediante la hipotesis del “colapso de la funcién de onda”.

3Las observaciones a las que nos referimos son el espectro de potencias angular Figura 3.6 pero
sin tomar en cuenta la fisica de plasmas que da origen a los picos acusticas, esto es, un espectro
plano o de Harrison-Zel’dovich.
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Como mencionamos, podemos escoger los detalles del colapso de tal manera que los
términos no deseados se anulen. Por ejemplo, si ajustamos los pardmetros A\;; = 0,
A2 = 1y el tiempo de colapso satisface

1 1 1
A, - — in A, 1) =0, 4
cos <k777" Zk) + sin </f77r2k + > 0 (5.48)

la cantidad H (kn,, z;) toma la forma

in A, 2
H(kn,, z) = 18((308 A+ SH; ) , (5.49)
k

la cual no contiene los molestos términos proporcionales a 1/e. La amplitud total
de las perturbaciones de la métrica, bajo las suposiciones anteriores, es

sin(kn, — zx) > 2

2k

1
Prcl(k,m) = %]\Z—; (cos(km — 2k) +
donde la * sobre Py denota que el resultado (5.50) se obtiene de un modelo muy
especifico del colapso. La amplitud dada por (5.50) tiene el rasgo distintivo de tener
al factor € en el numerador en lugar del denominador, lo que contrasta con los re-
sultados obtenidos del modelo de inflacion estdandar. Por lo tanto, a medida que el
pardametro slow-roll € disminuye, la amplitud de las fluctuaciones del espectro tam-
bién va disminuyendo, lo cual es totalmente opuesto a lo que ocurre en el enfoque
tradicional. El resultado anterior nos daria una resoluciéon natural del problema de
ajuste fino, que aqueja a la mayoria de los modelos inflacionarios, si hubiera una
manera natural de explicar los valores que caracterizan a este esquema de colapso
en particular. En principio, y dado que no conocemos con certeza la fisica detrds
del colapso (que como creemos estd intimamente conectado con los aspectos de la
gravedad cuédntica de la manera en que lo sugiere R. Penrose), no es un aspecto prob-
lematico desde este punto de vista. Sin embargo, existe un asunto muy problematico
relacionado con la eleccién de los parametros, que pareciera comparten todas las op-
ciones posibles para alcanzar el comportamiento deseado, esto es, que depende de un
valor muy particular de z;, una cantidad que es determinada por la etapa a la cual
comienza la época del recalentamiento 7., y la cual pensamos que esta en el futuro
del tiempo de colapso n; < 7,. En otras palabras, existe un aspecto teleolégico en
la eleccion de los parametros del colapso, lo que nos lleva a una situacion verdader-
amente complicada de justificar mediante un proceso fisico razonable, atado 6 no, a
la gravedad cuantica.
Respecto a la “invariancia de escala”del espectro, notamos que si |zx| > [kn,|,
lo cual no es una suposicién muy fuerte debido a que |n,| ~ 1.157 x 10722 Mpc, lo

(5.50)
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que implica que 1072 < |kn,| < 107%2; entones, la dependencia de la escala, en el
espectro de potencias predicho, estard contenida tinicamente en zj, llevandonos a la
conclusion que sélo existe una opcién simple para recuperar el espectro plano que
se observa en las regiones 2 < [ < 100 del espectro de potencias angular. Esto es,
asumiendo que el tiempo de colapso de los diferentes modos depende de la frecuencia
de acuerdo a 1§ = z/k, de tal manera que z; es independiente de k (véase [89] para
una posible explicacion fisica detras de tal patrén), obtenemos una forma para el es-
pectro predicho que concuerda con la llamada invariancia de escala que se obtiene de
los estudios observacionales, sin embargo, debido a que los datos observacionales no
son infinitamente precisos, en [32] se exploran otras opciones. En lo que resta de este
capitulo nos enfocaremos en el caso z, independiente de k debido a su simplicidad,
y porque estamos mas interesados en la amplitud del espectro que en su forma.

Regresando a la magnitud total del espectro de las fluctuaciones, notamos que
para un esquema de colapso genérico, el termino (5.43) el cual contiene el factor 1/e
se vuelve dominante y la cantidad H (kn,, z) puede aproximarse por

8 D2 1 inA,\?
H(kny, z,) ~ E—Qk{AiJ (1+§> (COSAT— 31277 ) +
k T

11 1 2
+Aio [cos A,(W - Z) —l—sinAr<kn . 1)] } (5.51)

Insertando esta ultima expresion en (5.47), obtenemos el espectro de potencias
para las perturbaciones de la métrica en un esquema de colapso genérico

1V 1 sin A, >
col 242 7"
P\I/ (k,?’]) = @M{DkAk’l (1 + Z_’3> (COS AT — qu’]r )

11 _ 1 ?
+DPN 5 |:COS Ar(kﬁr - Z_k> + sin Ar<k?77r2’k + 1)] }, (5.52)

mostrando asi, que en general, la amplitud total del espectro de potencias es
proporcional a V/eM} al igual que en el enfoque estéandar.




Capitulo 6

Colapsos maultiples

En los capitulos anteriores, hemos mencionado que, hasta el momento, la prop-
uesta de colapso es un modelo puramente fenomenolédgico; en el sentido de que no
intenta explicar el proceso en términos de una nueva teoria fisica, sino simplemente
brindar, una parametrizacion general de la transiciéon cuantica involucrada. Los re-
sultados que se han obtenido a partir de la propuesta de colapso, se encuentran
relacionados con el tiempo de colapso [32] y también con la relacién de los paramet-
ros del colapso con el problema de ajuste fino del potencial inflacionario (Capitulo
5, véase también [62]). Sin embargo, hasta ahora el andlisis se ha basado solamente
en el caso en el que hay un tnico colapso de la funcién de onda del inflatén para
cada modo. Esta restricciéon ha permitido avanzar en la investigacion sin tener que
caracterizar al estado post-colapso mas alld de los valores de expectacion del cam-
po y su momento conjugado. La motivacion de este capitulo, es extraer una mayor
informacion sobre los procesos asociados al colapso en cada uno de los modos del
campo. Para ello, consideraremos la posibilidad de multiples colapsos en cada uno
de los modos del campo, esta consideracion requiere, a su vez, una mayor especifi-
cacion de los estados post-colapso; en particular, nos enfocaremos en modelos donde
los estados post-colapso puedan identificarse como coherentes 6 squeezed. El trabajo
original expuesto en este capitulo puede consultarse en la referencia [61].

6.1. Conexion con las cantidades observacionales

El objetivo de esta seccidn serd introducir las cantidades tedricas que necesitamos
para hacer conexién con los datos observacionales.

Comenzamos nuestro analisis recordando la expresién (4.9):

111
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VU + pu¥ = 4nGohod .

Utilizando la expresién para el factor de escala a(n) = —1/[Hm(1 — ¢€)] en la
definicién de u = H? — H’, obtenemos que p =~ 0, lo cual simplifica (4.9) de la
siguiente manera

V20U = 47Goyd¢ = sé¢, (6.1)

donde s = 447Gy, la cantidad s, utilizando la expresién del pardmetro slow-roll,
la ecuacion slow-roll para ¢ y las ecuaciones de Friedmann, puede reescribirse como
s = a\/Ve/V6MB.

Los coeficientes Wy, que se obtienen después de realizar una descomposicién de
Fourier ¥(x,n) = Y, (Vx/L?)e™ >, satisfacen

Win) = 25001 (n). (6.2)

Utilizando las ecuaciones semi-clésicas de Einstein: Gy, = 87G(T,,) la expresion

anterior toma la forma
—5

Vic(n) = —5{T(), (6.3)

donde utilizamos que (5};5;33 esta conectado al valor de expectacién del momento del
campo a través de ((5};5;)5 = (Tk)=/a(n) en el estado |Z).

Recordando que s = av/Ve / \/EMI%, la expresion para el potencial Newtoniano se
reescribe como:

1
i 5 ) (6.4

Como mencionamos en el capitulo anterior, antes de que ocurra el colapso, el es-
tado del campo corresponde al vacio de Bunch-Davies, para este estado (7 (n)) = 0,
consecuentemente Wy (n) = 0, y el universo es homogéneo e isotrépico. Sin embar-
go, después del colapso, el nuevo estado tendra un valor de expectacién genérico
(T(n)) # 0 lo que implica la aparicién de perturbaciones en la métrica. Esto es, el
primer colapso del modo correspondiente, se asocia con el nacimiento de las inhomo-
geneidades para cada escala.

Nuevamente, para obtener una prediccion tedrica y compararlo con las observa-
ciones, necesitamos la expresion del potencial Newtoniano durante la época dom-
inada por radiacién, dicha expresién la calculamos en el capitulo anterior (5.23).
Sin embargo, podemos encontrar una expresién aproximada a partir de (6.4) que

Ui(n) =
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nos permitira simplificar los calculos en gran medida. La aproximacion que tenemos
en mente consiste en enfocarnos a los modos de interés observacional, i.e., aquellos
modos para los cuales el efecto Sachs-Wolfe d7/T ~ U es dominante, esto es, los
modos mayores que el radio de Hubble. Puesto que nos concentraremos en los modos
mayores que el horizonte, podemos recurrir nuevamente a la cantidad conservada ¢
para poder relacionar las perturbacion de la métrica durante el regimen inflacionario
(6.4), con su correspondiente expresién en la era dominada por radiacién. La relacion
que buscamos, la calculamos en el capitulo anterior (ecuacién (5.3)) obteniendo:

\Ijrad — 2 \Pi(”f )
K 3 ¢

Por lo tanto, substituyendo (6.4) en (6.5), la expresién aproximada para el po-

tencial Newtoniano es
—1  [8V (m(n))
prad(p) = — . .

La expresion anterior es valida para los modos k < H, i.e., debemos tomar el
limite k/H < 1 en (7 (n)). Ademas, el resultado (6.6) muestra que para un esquema
de colapso genérico, existe una amplificacién del potencial Newtoniano de 1/e que
concuerda con los resultados del capitulo anterior (véase también [62]).

La cantidad de interés observacional, son los coeficientes oy, que presentamos en
3.7.1 (véase también Apéndice C)

(6.5)

Aim :/dQqu(nD>XD)YEm(9>¢)7 (67)

donde np es el tiempo conforme del desacople y xp = Rp(sin 6 sin ¢, sin 0 cos ¢, cos 6)
con Rp el radio de la ultima superficie de dispersion, 6, ¢ son coordenadas esféricas
correspondientes a la 2-esfera celeste.

Utilizando la descomposicién en modos de Fourier ¥ (np,xp) = > (Vk(np)/L?)e >,
y empleando (6.6) para los coeficientes ¥y, obtenemos

—1 8V )
o 2 ~ * ik-xp
Qm = /d sz:m 2—76(@(17,3)) (0, @)e™ P, (6.8)

Utilizando las relaciones entre la funcién exponencial y los arménicos esféricos:
e**p = Ax > il (kRp)Yim (0, ¢)Y;5, (k), donde j; corresponden a las funciones
esféricas de Bessel y realizando la integral sobre la parte angular en (6.8), tenemos
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—1 8V A
o .l ~ . *
m =471 oy \ e )R (RTDIYE, () (6.9)

La magnitud esperada de «y,, es, por tanto,

2V 1 - - . . P A/
|m[ipp. = (47)° Z 27 M W2 L (F(np)) (7L (D)) ji(kRp ) ji (k' Rp) Y (K) Yin (K ).
P

kk’

(6.10)
La discusién, respecto a la naturaleza estadistica de |ay,|? en el esquema de
colapso, se expuso en la Seccion 5.2

En el resto de este capitulo nos evocaremos a calcular la cantidad (7 (n)) (7%11, (n))
bajo condiciones especificas de los estados post-colapso.

6.2. Esquema de colapsos multiples

Una vez que se propone la existencia de algin tipo de proceso fisico no conocido
que afecta al sistema bajo investigacién, parece légico considerar la posibilidad de
que ocurra mas de una vez y en circunstancias diferentes a las cuales se propuso
originalmente. El estudio exhaustivo de este aspecto, va mas alla de este trabajo de
tesis y requeriria considerar algiin mecanismo de colapso particular. Sin embargo, en
el contexto cosmologico que nos atane se vuelve relativamente accesible profundizar
nuestro analisis.

En esta seccion estudiaremos los 3 esquemas de colapso presentados en el Capitulo
4 bajo la suposicion de que ocurran colapsos multiples, es decir, nos enfocaremos a
los valores de expectacién, de las cantidades relevantes, evaluados a cualquier tiempo
1 y después de n colapsos.

Nuestro primer paso serd generalizar la notacion para poder manejar los tres
esquemas de colapso de manera unificada. Comencemos asumiendo que a un tiempo
;! ocurrié un sélo colapso, llevando el estado |cp) al estado |¢q)!. La suposicién mds
natural, que generaliza las suposiciones encontradas para el valor de expectaciéon del
campo (y su momento conjugado) en un estado post-colapso |c;), consiste en

~(RI); ¢ 1)(R,I ¢ ~(RI); ¢
G0y = 2B (e ) + (D (1)) o (6.11a)

'En esta seccién, hemos cambiado un poco la notacion, el estado post-colapso lo denotaremos
|cn) en vez de |Z) como lo habfamos hecho en las secciones anteriores. Esto es, el estado |c,),
representa el estado vacio; |¢1) denota el primer colapso y asi sucesivamente.
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~(RI)/ ¢ D(RI) (R, c ~(RI) [ ¢
@0 e = wiety oD o) + B (7)), (6.11b)
donde xfi)](R’I) y xl(i)I(IR’I) se refieren a los valores aleatorios que caracterizan el

I) (R,I)

cambio del valor de expectacion de g)l((R’ y 7. respectivamente. El superindice M
indica que las variables aleatorias estan asociadas al primer colapso, mientras que
las cantidades en el dltimo término del lado derecho de (6.11) representan el valor
de expectacion de los operadores correspondientes como si no hubiera existido un
colapso. La razdén por la cual escogimos la generalizaciéon (6.11) es porque, después
del primer colapso, la funciéon de onda ya no estd centrada en cero y tiene un nuevo
ancho. El primer termino del lado derecho de (6.11) refleja el proceso estocastico
del colapso mientras que el segundo toma en cuenta la informacion en el estado
pre-colapso.

La correlacion entre las variables aleatorias depende del esquema de colapso par-
ticular. Las funciones oy " (e, co) y oD (i, co) denotan las incertidumbres de
los valores de expectacion de los campos para un esquema de colapso. La notacion
empleada tiene como por objetivo recordarnos las cantidades principales que carac-
terizan a los valores de expectacion, es decir, el estado pre-colapso |cy) (que para el
caso de un sélo colapso corresponde al estado vacio), el tiempo de colapso n;', y las
variables aleatorias xl(({)I(R’I), xl(({)I(IR’I).

Observamos que el lado izquierdo de (6.11) se encuentra evaluado en el estado
post-colapso |c1), mientras que el lado derecho se encuentra evaluado en el estado
anterior |cg), i.e., el nuevo estado depende del viejo estado. También notamos que
la expresion completa (6.11) se encuentra evaluada al tiempo n;', el tiempo al cual
ocurrié el primer colapso. El segundo termino del lado derecho representa el valor
de expectacién del modo en el estado |co) evolucionado hasta el tiempo 7;'. Esta
evolucion dindmica esta dictada por (4.25). La generalizacién de las ideas anteriores
nos permite escribir el esquema de colapso para el colapso n-simo |c,—1) — |c,):

~(RI) [ cn ()R, , n (BRI cn

G e, = 21 Do SED (e o) + G 0 e (6.12a)
. n n)(RI) (R,)/(. cn ~(RI)/ e
(FED (i) e, = 1’1&}(1 LoD (en cumr) + (0D (05 ey (6.12b)

El segundo termino del lado derecho de (6.12) representa el valor de expectacién
en el estado (n — 1)-simo evaluado al tiempo de colapso n-simo n;". Recurriendo a la
notacion matricial introducida en el Capitulo 4, esto es,

LR
o= ()

podemos reescribir el esquema de colapso (6.12) como:
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Cn . n R,I Cn Cn
YO, en) = A0 g o) + TR ), (6.14)

donde introducimos un nuevo objeto:

~

(D) (R.1)

§ <n;",cn_1>>
(R,I) (R,) 9

(n
n R,I Cn S X
A<m§<,z')( )777k ) Cno1) = l(?l cn
I O=n (nk 7Cn—1)

Ly

N~

g

coni =111

6.3. Evolucién entre colapsos

La ecuacion (4.25) caracteriza la evolucién entre dos colapsos sucesivos, e.g., n'y
n — 1. En otras palabras, esto significa que (4.25) es vdlida desde un tiempo 7"
(su condicién inicial) hasta n;". Para entender mds claramente esta dependencia
reescribimos (4.25), con la notacién adoptada en este capitulo, obteniendo

Ty co-1) = Ul ny = )T ) (6.15)

La expresion (6.15) es vélida para el intervalo ;" " y ny". Por lo tanto, la evolucidn
desde 7," " hasta 7;", de los valores de expectacion en el estado |c,_1), estd determi-
nada por (6.15) pero utilizando, como condicién inicial, el valor de expectacién dado
por el colapso n — 2, el cual evolucion6 de manera similar. Esto nos llevara a una
relacion de recurrencia para la ecuacion dinamica del valor de expectaciéon del campo
después de n colapsos. Observamos que dicha evolucién corresponde a la evolucién
ortodoxa en Mecénica Cudntica: Entre las ‘mediciones’ la funcién de onda evolu-
ciona de acuerdo a la ecuaciéon de Schrodinger, y en los tiempos cuando ocurre la
‘medicién’ la funcion de onda ‘colapsa’ 6 se reduce. Posteriormente, la funcion de
onda continua evolucionando de acuerdo a la ecuaciéon de Schrodinger pero ahora
con las condiciones iniciales del estado cudntico ‘post-medicién’.

Los argumentos anteriores, implican que (6.15) depende de los estados de colapso
(n—1)%me (n—2)%me__ 1°°. Por consiguiente, nuestra siguiente tarea serd obtener
una nueva expresion para (6.15) que muestre esta dependencia explicitamente.

Comenzamos sustituyendo (6.14) en (6.15) obteniendo:

Y (1, ¢a) = Ul ng) Ay ) e comt) + U g ) Y1 ). (6.16)

2Le recordamos al lector que en realidad no se estd realizando ninguna ‘medicién’, simplemente
es una manera de referirnos al proceso que dispara el colapso.
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La cantidad Y (n;", ¢,—1) contiene la informacién del valor de expectacién de los
campos en el estado |c,—1) al tiempo 7;", no obstante (6.15) nos da el valor de T a
cualquier tiempo 71 y para cualquier estado |¢,). Es decir, podemos utilizar (6.15) y
la ‘receta’ de colapso (6.14) ( para obtener Y (1", c,_1)) para calcular Y (", c,_1).
Este cdlculo resultard en un termino Y(7," ", ¢,—2) €l cual, de nuevo, se puede obtener
de (6.15) y (6.14), por consiguiente, (6.16) es una relacién recursiva que depende
explicitamente desde el primer colapso hasta el (n— 1)-simo estado post-colapso. Por
ejemplo, si ocurre un solo colapso tenemos

T (1, 1) = Ul ng ) A ™ it o), (6.17)

debido a que |cg) corresponde al estado vacio y Y(n',cp) = 0. Para dos colapsos
obtenemos

T(n, ¢2) = Ul ) A0 ne2 o) + U, e ) U2, g ) A (DD e, o).
(6.18)

Asi, la expresion general para Y(n, c,) después de n colapsos es

Y(n,cn) = Umne Aw'l(( ,nk ,Cn—1)
Cn R,I Cn—
U Az D et e, y)

U
U

Cn Cne1 _Cn n—2)(RI) cn_
e Unk,nk DU ) Ay D g e g) 4+

Cp— Cp— Cn— Cp— Cp— R,I C1
U, YU = U2, - U2, ) A )" et eo).
(6.19)

(1,71 ) A(
(1,7 )U (7
(n, 7" U(
(, 7" U(

+ o+ +

7777k

Cn Cn—1

De la expresion (6.15) es evidente que la matriz U(n{", n," ") representa la evolu-
cién unitaria para los valores de expectacién del campo en el estado |c,—1) desde 7"
hasta 77;". Debido a la evolucién unitaria, se cumple que U(n, i )U(ni", n ") ... U(n2, ngt) =
U(n,n). Utilizando esta propiedad en (6.19), obtenemos finalmente

R,I
77 nkz Z U ’f] nl‘;m ‘rk 7,)( )7nlzmucm71)~ (620)

La ecuacion (6.20) nos permite extraer la evolucién para el valor de expectacion
de frl({R’[)(n) después de n colapsos
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(# () Z[ ksin(kn — ki)l oD (e e, )

m=1

. sin(kn — kni™) m)(R.I .
(COS(lm — k™) + T b D gD (e e ]
k

(6.21)

El resultado (6.21) corresponde a la generalizacién de (4.23a) para colapsos multi-
ples durante la época inflacionaria. Observamos que la evolucion de <7rl((RI >cn dada

por (6.21) es parecida a la suma de muchos valores de expectacion de 7Tk , donde
para cada valor de exyectamon ocurrié un sélo colapso a un tiempo dlferente, para
calcular U(RI y 07r , es necesario emplear las expresiones (4.19), las cuales con-
tienen informacién mas genérica respecto a los estados post-colapso.

Como mencionamos al final de la Seccion 6.1, para conectar las cantidades predichas
tedricamente con las cantidades observacionales, necesitamos calcular |y, |3, p (6.10).
Esto es, necesitamos obtener (7(n))e, (7%11, (1))e,, lo cual serd nuestra siguiente tarea.

Primeramente, observamos que, en la notacién introducida en (6.11), el valor
de expectacion de cada esquema de colapso se descompuso genéricamente como
xl(cl’)I(R’I)aéR’I)(n?, 0) Y :ES)I(IR D )(nk , o), donde las variables aleatorias son adi-

mensionales, y oy, 0, corresponden a la parte del esquema de colapso que contiene las

umdades (e. g en el esquema de colapso Independiente Py (i, c VL3 /2|gr(n
y az(, (e, co) = v/ L3/2|yx(n)]). El valor medio del producto de Ty )(R 2 depende

del esquema de colapso partlcular En el esquema Independiente el valor medio del
producto es

(n)R_(m)R _

Lyi Ty g = (Ox i + O~/ )Omns (6.22a)
w0 = (g = Oieie)Oman, (6.22b)

donde ¢ = I, 11,y con todas las otras posibles combinaciones iguales a cero.
Mientras tanto, en el esquema Newtoniano tenemos

xl(cnl)'f xl(:’n;f - (6k,k' + 5k,7k’)5m,n7 (623&)

xl(( I)II:L{:})[[ (5k k' — 5k k’)(sm,na (623b)



6.3 Evoluciéon entre colapsos 119

y en el esquema de Wigner

JZLH)R{EI(ZTL)R = (5k,k' —I— 5k,—k’)5m,n7 (624&)
M = (G = O Fmn: (6.24b)

La d,,, significa que, en los tres esquemas, estamos asumiendo que las variables
aleatorias, asociadas a distintos colapsos, son independientes (e.g., la variable aleato-
oI . (21
ria 7). ; es independiente de )7 ).
Después de seleccionar un esquema de colapso particular (con la correspondiente
caracterizacién del valor medio del producto de las variables aleatorias (7.30), (6.23),

(6.24)), y tomando en cuenta que (7x(n))e, = (FE(N))e, +i{7L(N))e, (usando (6.21)),

obtenemos la cantidad (7 (7)), (frlt,(n»cn para cada esquema de colapso. El calculo
se simplifica debido al hecho de, al realizar los promedios de las variables aleatorias
(para los 3 esquemas), los términos cruzados se cancelan. Por tanto, tomando el
limite continuo (L — o0), la expresion para |ag,|3, p (6.10), después de N colapsos
es

N
AV [dk .
ol = 5oy / D k) 3 ko), (6.25)
P

n=1

donde Cl(”)(k, np) depende del esquema de colapso considerado. En el esquema in-
dependiente, esta expresion toma la forma

2
P (k) = (ksinwnD—kn;;n)) (Y;+<—1>’Yk)

sin(knp — knt" )\’ n !
- ((costinn — by + IR (g oy ),
k

(6.26)

mientras tanto, en el caso del esquema Newtoniano

n sin(knp — ki) \ 2 _
CF" o) = ((costionp — ) + 2R ZPEDY (g oy ). oz
k

las cantidades YkjE y Hi se definen como

Vi = (A ))z, -, £ (Adicni)e (6.28a)

Cn— Cn—1"
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T = (AR i), £ (A, - (6.28b)

Cn—1 Cn—1

Finalmente, en el esquema de Wigner, C’l(n)(k:, n) estd dado por

Cl(”)(k’ np) = 2]52/\%’” {sin(lmD — kn) sin O,

cny . S0(knD — ki) ;
+ | cos(knp — kn;™) + e cos Okl , (6.29)
K

con Ay, y O, definidas de la siguiente manera:

vV

A = : (6.30a)
V1 5(kne)2 — /T 100k )2 + O(kr )
4kn
20;,, = arctan | —— ) 6.30b
k, arc an(l—S(an”)2> ( )

Es importante comentar que las incertidumbres que aparecen en (6.25) siempre
se evalian en el estado de colapso (n — 1)-simo.

Antes de discutir las implicaciones fisicas del resultado general (6.25), comence-
mos analizando la suposicién de que ocurrié un sélo colapso y lo caracterizamos por
el esquema Independiente, en este caso (6.25) se reduce a

4V dk . sin?(knp — kn sin 2(knp — kn;*

(6.31)

De manera andloga, para un sélo colapso en el esquema Newtoniano, (6.25) se
expresa como

4V dk . ) o 1
‘Oélm‘?\/[,P, = m / ?’]l(kRD>|2 {1 + Sln2(/f77D — kny ) <(k’ﬁcl)2 - 1>

k
sin 2(knp — kr],f:l)}
kni! '

(6.32)

Los resultados (6.31) y (6.32) son consistentes con los obtenidos en [89] y [32]. El
resultado que se obtiene de (6.25), para un sélo colapso en el esquema de Wigner,
también corresponde al presentado en [32, 31].
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Observamos que, para los tres esquemas de colapso, en el caso de un sélo colapso

N = 1, unicamente las incertidumbres del estado vacio contribuyen a la integral
n (6.25). El punto es que para un sélo colapso, (6.25) no contiene ninguna infor-

macién caracterizando al estado post-colapso (la informacién que define un estado
post-colapso particular estd contenida en las incertidumbres evaluadas en ese preciso
estado). Esto es, no necesitamos especificar el estado post-colapso. Sin embargo, si
asumimos colapsos multiples, entonces las incertidumbres de los estados post-colapso
contribuiran a la integral en (6.25), y puesto que las incertidumbres dependeran de
los estados post-colapso, que ahora son diferentes al estado vacio, entonces nece-
sitaremos especificar todos los estados pre-colapso (lo cual es el tema central de la
siguiente seccién).

En los esquemas Independiente y Newtoniano surge un aspecto importante; para
estos casos, (6.25) exhibe una dependencia explicita de [ en los terminos®

YI:r + (= 1)lYk_ y H+ + (= )ZHE’ Sil es par, Yk+ + (_1) Yo = Z(A?/k (" ))cn 1Y
I + (=)' = 2(A%E ()2, s si Les impar, Y. + (=1)'Y " = 2(Ag(n")Z,_, ¥
I + (=)L, = 2(ARL(ng ))gﬂ_l. Por lo tanto, dependiendo de la paridad de [, la
cantidad predicha |ay,,|3; p involucrard la incertidumbre de la parte real o imaginaria
de 9k (") v mk(n;™) lo cual no es enteramente compatible con la prediccién estandar,
es decir, un espectro plano. Con el propésito de recuperar la prediccion estandar, la
dependencia de [ debe evitarse, y la opcién méas natural es que las incertidumbres
satisfagan la condicion:

(Ayk (" ))cn 1 (Ayk<77k ))cn 1 (6.33a)

(A0 ))e,y = ATz, - (6.33b)

Evidentemente, la condicién (6.33) no se cumple para los casos genericos?, y

no debe tomarse como una condicién necesaria para la compatibilidad de nuestras
predicciones tedricas con las observaciones del CMB, debido a que todavia necesi-
tamos considerar la fisica de las épocas cosmolégicas posteriores al regimen infla-
cionario, y sobre todo, hay que tomar en cuenta que los datos observacionales no
son infinitamente precisos. Cabe senalar que, la condicién para las incertidumbres de
la parte real e imaginaria de gx(n{") v Tk(ng"), sélo aplica para los esquemas Inde-

3Existe otra dependencia explicita de [ en el termino |j;(kRp)|?, sin embargo esta dependencia no
afecta la compatibilidad de las predicciones tedricas obtenidas en nuestro enfoque con las obtenidas
del enfoque estdndar (las cuales estdn confirmadas observacionalemente), puesto que para estas
ultimas la dependencia de [ se da de la misma manera.

4Sin embargo, como veremos en la siguiente seccién, si caracterizamos a los estados post-colapso
como estados coherentes, la condicion se satisface automaticamente.
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pendiente y Newtoniano. En el esquema de Wigner, no existe tal condicion para los
parametros Ay, y Oy, que caracterizan las incertidumbres en ese esquema.

Finalmente, senalamos que todas las cantidades involucradas en (6.25) son pos-
itivas. En otras palabras, tenemos una suma de términos positivos definidos. Por
consiguiente, si tomamos el limite N — oo la suma diverge genéricamente®, lo que
implica que no podemos considerar un ntmero infinito de colapsos, ya que la cantidad
predicha |aym |3, p tenderfa al infinito. Por lo tanto, la constriccién que se obtiene es
que el nimero de colapsos debe ser finito. Es importante notar que, en los pa-
sos que nos llevaron al resultado (6.25), no consideramos ningin estado post-colapso
particular. Desde luego (y lo haremos en la siguiente seccién), podemos asumir un
estado post-colapso particular y esa informacién entrara en las incertidumbres. Por
lo tanto, si consideramos un estado-post colapso genérico, en cualquiera de los tres
esquemas de colapso, la expresién (6.25) nos lleva a la conclusion de que el niimero
de colapsos es finito.

6.4. Caracterizacién de los estados post-colapso

La informacién que caracteriza un estado post-colapso particular esta contenida
en las incertidumbres del campo (y su momento) a través de los pardmetros que
caracterizan al estado post-colapso. Por lo tanto, una de nuestras primeras tareas
serd enfocarnos en calcular las incertidumbres para los estados coherentes y squeezed,
posteriormente emplearemos los resultados de las secciones anteriores para realizar
predicciones sobre las cantidades observacionales.

6.4.1. Estados coherentes como estados post-colapso

Una eleccion simple para un estado post-colapso es un estado coherente. Un
estado coherente es un estado especifico del oscilador armoénico y su dinamica es
muy similar a la de un oscilador arménico clésico. Los estados coherentes |£) estén
definidos como los eigenestados del operador de aniquilacién a,

alg) = €16, (6.34)

puesto que a no es un operador hermitico, £ es un nimero complejo y puede
representarse en su forma polar £ = |¢[eX, donde || es la amplitud y x la fase.

5A menos que cada uno de los términos de la suma se acerquen rapidamente a cero, ese caso no
lo vamos a considerar aqui.
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El significado fisico de la ecuacién (6.34) consiste bésicamente en que |) no se
ve afectado por la deteccion o aniquilacién de una particula. Para un estado coher-
ente, las incertidumbres cuanticas de p y ¢ (el momento y la posicién del oscilador
respectivamente) toman el valor minimo, i.e., ApA§ = %h

Con la excepcién del estado vacio |0) (que también es un estado coherente), es
posible obtener cualquier estado coherente mediante la aplicacion del operador de
Desplazamiento D(€) = exp (€a' — €*a) al estado vacio

[€) = D(£)]0).
Si asumimos que el estado post-colapso de cada modo del campo es un estado
coherente |&) v, utilizando las propiedades simples de los estados coherentes, es
posible calcular las cantidades d (BI) (R Dy c( (4 17)

d(R7I) — (R,I)
k )
iR D= (g0, (6.35)
(R n _ ’g 1)|2

Las expresiones (6.35) y (4.19) nos permiten obtener la evolucién de las incer-
tidumbres del campo y su momento conjugado para cualquier estado coherente. Si
aplicamos los mismos argumentos que generalizaron (4.25) a la expresién (6.15), la
expresion (4.19) puede generalizarse al caso de colapsos miltiples de igual manera.
Por lo tanto, asumiendo que todos los estados post-colapsos son estados coherentes
(1€ = |c,)), tenemos

(AR )2, = RIAED PP + Sl P + 246l 02) — 2Ry (e ™)

= gz =1 (14 o). (6360

(AR ()2, = Rlgh ) (67 V) + Slae (2 + 206l ™ P) — 2Rigs ()

kL3
o
Este ultimo resultado muestra que las incertidumbres, del n-simo estado coher-
ente post-colapso, tienen la misma forma que las del estado vacio. Ademas, resulta

interesante que la incertidumbre del momento conjugado se mantiene constante du-
rante la época inflacionaria.

= o)L = (6.36b)
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6.4.2. Estados squeezed como estados post-colapso

Los estados squeezed se consideran como un caso mas general de los estados coher-
entes. Cuantitativamente, un estado squeezed es un estado que tiene incertidumbre
minima, pero no en las variables de posiciéon o momento, que de hecho son mayores
que el minimo, sino en un nuevo par de variables candnicas ‘rotadas’ (las cuales se de-
nominan comunmente como variables de cuadratura [1 10]). Sean Q y P estas nuevas
variables. Para un estado squeezed, se puede tener ‘mayor (6 menor)’ incertidum-
bre ya sea en Q 6 P, siempre y cuando su producto sea igual al minimo permitido
por el principio de incertidumbre de Heisenberg. Los parametros del estado squeezed
controlan el angulo de ‘rotacion’ y ‘squeezing’de las incertidumbres.

El trabajar con los estados squeezed se simplifica si introducimos el siguiente
operador

. 1 1
S(w) = exp(§w*&2 zwdTQ) (6.37)

donde w es un niimero complejo. En particular w se expresa como w = re’. El
operador S(w) se le conoce como el Operador de Squeeze. Aplicando los operadores
de Squeeze y Desplazamiento al estado vacio, obtenemos un estado squeezed

|éw) = D(€)S(w)]0). (6.38)

Asi, un estado squeezed |Ew) esta completamente definido por cuatro pardmetros:

|£|7 X7 7"7 9
Algunas propiedades bien conocidas de los operadores D(&) y S(w) son:

L Di(¢)aD(§) = a+¢.

2. Di(©)atD(¢) = al + €.

3. ST(w)aS(w) = acoshr — ate * sinhr.
4. St(w)alS(w) = at coshr — ae sinh .
5. Dy S son operadores unitarios.

Asumiendo que los estados post-colapso de cada modo corresponden a estados
squeezed (véase Apéndice D) y utilizando las propiedades 1-5, podemos calcular
(de(4.17)) las cantidades d (B]) l({R’I) y ef{R’I) , esto es,

D =g, (6.392)
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01(<RJ) = —L? cosh Tl((RJ) sinh T’l((R’I)@_w](‘RJ) + (51(<RJ))27 (6.39b)
el((R’I) = L3sinh? Tl((R’I) + |§1((RJ)|2- (6.39¢)

Si rl((R’I) = 0, entonces (6.39) se reduce a los resultados particulares obtenidos
para el caso de los estados coherentes (6.35).

Las ecuaciones (4.19) dictan la evolucién de las incertidumbres, en términos de
las cantidades dl((R’I), cl((R’I) y el((R’I). Al igual que con los estados coherentes, (4.19) se
generaliza directamente al caso de colapsos multiples. Por tanto, considerando a los
estados post-colapso como estados squeezed, podemos sustituir (6.39) en (4.19), que

para el caso de colapsos multiples, nos da el siguiente resultado:

L3 ]' c @ 1
(AﬂﬁR’”(n))i - Uk [1 + —} { - Sinh(QTkn(R’I)) coS {Gk”(R’I) + 2 arctan <k:_) + 2/97)]

(kn)? y
+ cosh(2r1i"(R’I))}, (6.40a)
~ (R,I) 2 _ kT en(R,I) en(R,T) en(R,I)
(Amc " (n))z, = e sinh(2ry ) cos(6), + 2kn) + cosh(2r, )|. (6.40b)

Los parametros de squeezing rf{"(R’D y Hli"(R’I) se refieren a los parametros del

estado squeezed post-colapso n-simo para cada modo. La situacién ahora es comple-
tamente distinta al caso coherente, ya que para ese caso, a pesar de haber considerado
n colapsos, las incertidumbres estaban completamente caracterizadas por el estado

vacio. En el caso de los estados squeezed, resulta evidente (6.40) que las dispersiones

(AQIER’I) ()2, (Aﬁl((RJ)(n))gn estan determinadas por los pardmetros squeeze rﬁ"(R’I)

R, . : .
y 916("( ). Por lo tanto, hemos encontrado una diferencia crucial con el caso coherente

ya que, en este tltimo caso, las incertidumbres son independientes de los pardmetros
: L . R,I
que caracterizan al estado coherente. Notamos también que, si rf(”( ) = 0, entonces

cn(R,I
(6.40) se reduce a (6.36), como debe ser, ya que ry (=D

a un estado coherente.

= 0 reduce un estado squeezed

6.4.3. Contacto con los datos observacionales

Las incertidumbres del campo estan caracterizadas por el estado post-colapso
particular y por el esquema de colapso. Por el resto de este capitulo nos enfocare-
mos al esquema de colapso Independiente, sin embargo, si se consideran los otros
dos esquemas de colapso propuestos, las conclusiones generales obtenidas no se ven
afectadas, salvo a detalles que no son importantes para nuestra discusion.
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Estados post-colapso caracterizados por estados squeezed

El contacto con las observaciones lo haremos bajo las siguientes suposiciones: I) La
funciéon de onda se ha colapsado N veces y los N estados post-colapso son estados
squeezed. II) Las incertidumbres (A (ni"))2 | v (AgL(ny" ))Cn . son iguales (de
igual manera para las incertidumbres (A7 (ng"))2 |y (A7g(ng))2 ), lo anterior
estd motivado por la discusién presentada al final de Seccion 6.3.

Bajo la suposicién II), la expresién (6.25) (recordemos que estamos trabajando
bajo el esquema de colapso Independiente) se simplifica

2 8 V dk . 2 al : Cn ? ~ cn\\2
|l p, = 97r ML ﬁUl(k’RDﬂ > | ksin(knp — kng") ) (Adw(ni™))2,
n=1
. sin(knp — kn;» 2
- ((osthnp — k) + LI Y (A2 |- (oan

k

Después de realizar un poco de algebra, la expresion para |a,, |3, p, que se obtiene
de substituir (6.40) en (6.41), es

2V sin 2(knp — kn;")
2
= — (kRp) E
|alm|M.P. 277T€M]%/ |Jl D [( knzn

2sin?(knp — kng)
(kni)?

X (cosh 2r 7 + knpr sinh 2ry sin(6 7 + 2/{577;"))] : (6.42)

X (COSh 2r "+ sinh 2 cos(0 7 + an;")) +

El resultado anterior nos lleva a la conclusion que, para obtener un espectro de
potencias razonable, esto es, un espectro plano de Harrison-Zel’dovich, solo existe
una simple opcién caracterizada por dos condiciones particulares:

Primero, para cada uno de los n estados post-colapso, kn;"* debe ser independiente
de k pero dependiente de n debido a que para el tiempo de colapso para cada colapso
es distinto. En otras palabras, el tiempo de colapso para los n estados post-colapso
de los diferentes modos, debe depender de la frecuencia del modo de acuerdo a
nyt = fn/k. Esta condicién no es sorprendente y de hecho se obtuvo en [89] donde
se considerd unicamente un sélo colapso (una posible desviacién de tal ‘receta’ se
estudié en [32]). El resultado (6.42) simplemente generaliza la condicién ng o« 1/k
para el caso de colapsos multiples.
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Segundo, para recuperar un espectro de potencias practicamente plano, la solu-
cion mas sencilla es que los parametros del estado squeezed se caractericen como
independientes de k , esto es, r* = r y 6" = 0. Sin embargo, cabe la posibilidad
de que existan desviaciones permitidas por la imprecision de los datos experimen-
tales, aunque este resultado genérico parece una fuerte limitacién asi como una guia
para entender la fisica detras del colapso. La condicién ri* = r°» y 6, = 6°* no impli-
ca que las incertidumbres de todos los modos sean iguales, ya que las incertidumbres
también estan caracterizadas por el tiempo de colapso y la frecuencia de cada modo

(6.40).

Una cota superior para el nimero de colapsos utilizando a los estados
coherentes coo estados post-colapso

Uno de los resultados importantes que obtuvimos en la seccion 6.3, es que, genéri-
camente, el namero de colapsos para cada modo debe ser finito, en esta secciéon hare-
mos una simple estimacion de este niimero. Seguiremos trabajando bajo el esquema
de colapso Independiente, pero asumiremos ahora que todos los N estados post-
colapso son estados coherentes (los cuales, después de todo, son una clase particular
de estados squeezed con 1 = 0). Es decir, utilizaremos las incertidumbres (6.36) para
obtener una estimacién teérica de |ay,, |3, p. Cabe sefialar, que en el caso de los esta-
dos coherentes, la suposicién (II) de la seccién anterior 6.4.3 se obtiene naturalmente
debido a que las incertidumbres de los estados coherentes son iguales a las incer-
tidumbres del estado vacio y satisfacen automaticamente (Ag(nx))2 = (Adg(m))2,
(asi como también (A® ()2, = (AL (nx))2,)- Substituyendo (6.36) en (6.25) obten-
emos

N . cn 22 Cn
| |2y p = %LAL/%UZ(ICRD)PZ (1+sm2(/€?7Dcn— kny )+2 sin (kﬁa— kny, ))
meMp )k — K, (kng")?
(6.43)
De esta ultima expresion, es relativamente simple obtener informacién respecto al
nimero maximo de colapsos. Si asumimos que |kn"| > knp, esto es, que el tiempo
colapso para el 1¢7° 2ndo  N$imo colapso ocurre dentro de las primeras etapas del
regimen inflacionario; entonces (6.43) se puede aproximar por

2V dk .
[l ~ 5o / —li(kRp)N, (6.44)
P

utilizando que [ 27 'j2(x)dz = 7/l(l + 1), la expresién anterior se reduce a
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2 V. N
2
m N —— 4
[m .. 27eMAI(1+1) (6.45)

En general |y, |3, p es independiente de m y la cantidad que se presenta como re-
sultado de las observaciones, es el espectro angular de potencias, i.e., OB; = [(I+1)C},
donde C; = (20 4+ 1)1, |ags|?. Ignorando la fisica de plasmas que sigue después
de la época de recalentamiento, OB; es esencialmente una cantidad independiente de
[ correspondiente a la amplitud de las perturbaciones de la métrica (la cual es aprox-
imadamente 107°). Por lo tanto, fijando OB; = A, el nimero maximo de colapsos

Nyae permitido por las observaciones es

_ 27eMpA
wT ooy

Creemos que esta constriccién podria ser de gran ayuda al estudiar propuestas
concretas acerca del mecanismo de colapso y podria servir como guia de las investi-
gaciones asociadas a un mecanismo fisico de colapso, el cual a su vez, esta detras de
nuestro modelo fenomenolégico.

Np (6.46)



Capitulo 7

El esquema de colapso en el
proceso de cuantizacion tradicional

En este capitulo mostraremos como incorporar el esquema de colapso al proce-
so de cuantizacién tradicional del paradigma inflacionario [80, 22, 79, 101]. Esto es,
estudiaremos las implicaciones de asumir el esquema de colapso pero dejando de la-
do el enfoque de gravedad semi-clasica, adoptando en su lugar, la postura de que
la descripcion de la gravedad, basada en la métrica, se mantiene a nivel cuantico.
Este cambio de postura se debe a los siguientes motivos: Primero, cabe la posibil-
idad de que el mecanismo de colapso no tenga nada ver que con la gravitacion.
Segundo, que la gravitaciéon cuantica sea, de alguna manera, la cuantizacion de las
variables ligadas a la métrica, y que la cuantizacion perturbativa, de los grados de
libertad gravitacionales, tenga que realizarse en conjunto con la cuantizacién per-
turbativa de los grados de libertad de la materia. De esta manera, el procedimiento
de cuantizacién tradicional (presentado en el Capitulo 3) corresponderia a encontrar
las combinaciones de las variables que se podrian cuantizar lo mas parecido a “lo
usual” en teoria de perturbaciones, por consiguiente, tendriamos una cuantizacién
de las fluctuaciones gravitacionales y de materia de manera conjunta. Es impor-
tante enfatizar, que aun cuando abandonemos el enfoque de gravedad semi-clasica,
es necesario incluir la hipoétesis del colapso, ya que de lo contrario, de acuerdo a lo
expuesto en el Capitulo 4, no hay una explicacién satisfactoria que pueda explicar
las inhomogeneidades observadas partiendo de una situacién homogénea.

Sin embargo, mostraremos que el precio que pagaremos al adoptar este nuevo
enfoque, serd que el andlisis se vuelve menos transparente y tendra algunos prob-
lemas conceptuales. Ademas, mostraremos que algunas de las predicciones tedricas
obtenidas en este nuevo enfoque contrastan con las de los capitulos anteriores.

129
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7.1. Analisis detallado del colapso en el nuevo en-
foque

En el Capitulo 3 estudiamos el proceso de cuantizacion tradicional, recorde-
mos que las ecuaciones que inspiraron dicho proceso fueron (3.89), en particular,

la ecuacién para u estda dada por
v !/
Viu = z(—) (7.1)
z

donde la variable u, durante inflacién, es u = Va/(47G¢p). En términos del
potencial Newtoniano, la ecuacién (7.1) se reescribe como

z

V2 = 47TG% (v’ - Z—v) (7.2)

Por otra parte, como vimos en el Capitulo 3, la variable de cuantizacion, en el
procedimiento usual, es la variable de Mukhanov-Sasaki, i.e., v que se define como
v = adp+agyV/H. Asi, al cuantizar la variable v se da una cuantizaciéon automatica
de la perturbacién de la métrica W. Por lo tanto, nuestra variable cuantica de campo
serd ¥ y su momento conjugado (véase seccién 3.6.4) 7, = ©'. Descomponiendo a 0
en modos de Fourier, tenemos

~ 1 A tk-x AT % —ik-x
8(1,%) = = > (@xon()e™ + alei(m)e ) (73)
k

donde nuevamente asumimos que el campo se encuentra en una caja de lado L
con condiciones de borde periddicas. La ecuacion de movimiento para vy se obtiene
de (3.91), es decir,

Z//
v + (k2 — ?> v = 0, (7.4)

Las reglas de conmutacién para los operadores v y @, son: [0(n,z),0(n,y)] =
[Fo(n,2), 7o(n,y)] =0, [0(n, ), 7o(n, y)] = i0(z — y).

Durante el periodo inflacionario, la cantidad z estd definida como z = a¢/H,
utilizando la aproximacién slow-roll, dicha cantidad la podemos reescribir como z =
av/€/(4rG). Utilizando que durante el regimen inflacionario € ~ const., tenemos que
2"z ~ a"/a, por lo que la ecuacién de movimiento para los modos vy se reescribe
como
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"
"4 <k2 - “—) v = 0. (7.5)
a

La solucién de (7.5), en el regimen inflacionario, es

() = \/% (1 - %) ek, (7.6)

donde nuevamente, la eleccién de vy (n) esté relacionada con el vacio de la teorfa,
i.e., el vacio de Bunch-Davies. Por lo tanto, el estado vacio |0) es un estado del campo
espacialmente homogéneo e isotropico, lo cual se puede comprobar aplicando direc-
tamente los operadores de rotacién o traslacién (asociados con las hipersuperficies
n = const. del espacio-tiempo de fondo) al estado vacio.

Es en este punto donde introducimos la propuesta del ‘auto-colapso’. Esto es,
asumimos que a un tiempo 75 el estado |0) cambid, debido a un aspecto intrinseco
del sistema, que podria o no estar ligado a la gravedad, a un nuevo estado |=).
Siguiendo las ideas presentadas en Capitulo 4, parametrizaremos este colapso de una
manera fenomenoldgico, teniendo como objetivo la extraccién de informacion acerca
de los detalles que caracterizan al ‘auto-colapso’.

Nuevamente, es conveniente reexpresar al campo © y su momento conjugado 7,
como:

! o 1 A ik-x
X) =73 > lm)e™™, To(0,%) = 75 D Fuln)e™™, (7.7)

donde 0y (1) = vi(n)a+vi(n)al . y Fuc(n) = v (n)ac+v ()l . Descomponien-
do a 0x(n) y Tuk(n) en sus respectivas partes reales e imaginarias, que ademds son
completamente Hermitianas , tenemos ok (n) = 05(n) + 0L(n) y 7u(n) = 75 (n) +

il (n), donde

. 1 .
i) = (el + sgal™), (782
. 1 . T
#BD () = NG <U,;<n>a§fv” + o (m)af” ”) , (7.8b)
donde
. 1 . -,
af = —2(ak + a_x), al = —2(ak — a_x) (7.9)
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Las reglas de conmutacion, para los operadores de aniquilaciéon y creacion, reales
e imaginarios, son, respectivamente

[, 3] = L (O + O -10) (7.10a)

[, Gy = L (O — O 1) (7.10b)

Sea |Z) cualquier estado del campo 0, definimos a las cantidades Dl((R’I), Cl((R’I ) y
EﬁR’I) de la siguiente manera:

DS = (@), (7.11a)

Y = (@), (7.11b)

E1(<R7I) = <d1(<R’I)Td§<R’I)>E, (7.11¢)

Utilizando las cantidades anteriores, encontramos los valores de expectaciéon de
los modos del campo y su momento conjugado, es decir,

W ()= = VIR (u(n) D). (7.12a)
GO )= = VR (D) (7.12D)

En particular, para el estado vacio |0), tenemos que DIER’I) = CliR’I) = El((R’I) =0,

y consecuentemente
~(R,T ~(R,I
) =0, (7 0)e =0, (7.13)

con las incertidumbres dadas por

X 2 1
(A8 ) = Sloem)PL?, (7.14a)
A(}%’1) 2 ]' / 213
(Amk (77))0 = Slum)"L”. (7.14b)

El siguiente paso consiste en especificar las reglas bajo las cuales ocurre el colapso,
i.e., especificar el esquema de colapso. De nuevo, en este punto el criterio a utilizar
serd la simpleza y naturalidad. Para continuar con el célculo, y puesto que en este
capitulo no estamos interesados en caracterizar al estado post-colapso, dejaremos de
lado las cantidades C’l((R’I) y El({R’I), las cuales estdn relacionadas con el ancho del
paquete de onda que describe al estado post-colapso. Por lo tanto, nos enfocaremos

. R,I . - . .
en la cantidad D1(< ). en el estado vacio, los valores de expectacion de Uy y Ty se
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encuentran distribuidos 1nd1v1dualmente de acuerdo a una Gaussiana centrada en
0 con dispersion (Avl((RI (ne))a y (A?T (nk))2 Ignorando la correlacion entre la
variable de campo y su momento conjugado en el estado vacio, supondremos que los
valores de expectacién de Uy y 7,k en el estado post-colapso |Z) estén caracterizados
por

2
(6 )= = xfﬁﬁ (A mp), = il e ) VI 2 (7.15a)

(el ()= = aszi?\/ (27506 >) = 2057 v (nf) [ V/L3 (7.15b)

donde kaII),xl({ H) son variables aleatorias distribuidas a lo largo de una Gaus-

siana centrada en cero con dispersion 1.

Utilizando las expresiones (7.12), evaluadas al tiempo de colapso 75, e igualandolas
con (7.15), es posible obtener Dl((R’ ) en términos de (0 pLT) UER (7%1()1:’]) (%)=, de
esta manera, las expresiones correspondientes a la evolumon de los valores esperados
de 0" (n) y #537" (1) son

G e = (o ”<nk>>z{ (1 ;L iQ) cos(kn — 24) + [kin (iz _ 1) L

N (k_ln . l) cos(kn — zk)}, (7.162)

1

e = K= [1 (1) - 2 (G 1)) eostin 20 - [
(- 1) |sntin =20 b+ 0 mie{ |1+ 1 -

.
(kn)
x cos(kn — zx) — {kin — Z—lk(@ — 1>] sin(kn — Zk)},

donde z, = kni. Es importante senalar que las expresiones (7.16) son distintas a
(4.23), las cuales describen la evolucién de los valores de expectacién de los campos
~(R,I) . . . .
g, (), y su momento conjugado, correspondientes al procedimiento de cuanti-

zacion presentado en el Capitulo 4.

1
o
(7.16b)
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Con la ayuda de (7.2), podemos calcular (¥ (n)) en el estado post-colapso, es
decir,

()= = —oa (= + otz (r.17)

Sustituyendo (7.16) en (7.17) tenemos

e = kot S (L1 sy - )

ak? 2, 2

b e | costlon - ) + =2, (7.13)

con s = aV'Ve/(VOMR), (ix(nf))z = (00np)= + i0e(ni))z v (Fucif))= =
(7B (ne))=+i(xl, (n%))=. Tomando en cuenta el esquema de colapso (7.15), finalmente

encontramos
. sL3/? 1 2 cos Ay, 1
U o= R N L) s
e =~ falt it 14 5] |22+ (5 -1) ]
1
1 1]°2 in A
+ (xfn—i-ixﬂn){l——Q%—j] [CosAk—i—Sm k]}, (7.19)
el b zk Zk Zk

donde Ay = kn — z.

Es aqui donde se comienza a observar la diferencia conceptual con el enfoque
del colapso (i.e., el que se estudié en el Capitulo 4). Recordemos que la cantidad
observable corresponde a las fluctuaciones de la temperatura d7/T en el CMB. Co-
mo se discutié en la seccién 3.7.1, dT'/T se relaciona directamente con el potencial
Newtoniano W, el cual es una cantidad clasica o mejor dicho un observable. Por lo
tanto, es necesario hacer la identificacion (@) = U y ademas justificar dicha iden-
tificacion. Sin embargo, resulta complicado encontrar una justificaciéon para realizar
la identificacion <\i/) = U debido a que existen algunos problemas conceptuales que
mencionaremos a continuacion.

Los estados post-colapso |Z) “permitidos”, son aquellos para los cuales podemos
hacer la identificacién (Ui (n))=z ~ Ui(n) , esto es, necesitamos que el estado post-
colapso sea tal que permita asociar la cantidad clasica Wy con el valor de expectacion
del operador cuantico ‘ilk, lo cual siempre se puede hacer si el estado post-colapso |=)
es un estado “muy picudo”. Sin embargo, el criterio sobre los posibles estados post-
colapso permitidos, basado dnicamente en que la identificacion (Ui (n))z ~ Uy (n)
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sea valida, no es un criterio general y, puesto que desconocemos el mecanismo de
colapso, realmente no existe una justificacion fuerte que nos permita pasar de valores
de expectacién cudnticos a promedios sobre ensambles de campos clasicos!. Notemos
que en el esquema de colapso presentado en el Capitulo 4 (esto es, haciendo uso
de las ecuaciones semi-clsicas) no tenemos que lidiar con este problema ya que la
métrica (y sus perturbaciones) siempre es una cantidad clésica.

Por otra parte, cabe senalar que, el estado vacio es justamente un estado que per-
mite relacionar (¥ (n))o ~ Wi (n), no obstante, de (7.17) encontramos que (¥y(n))o =
0, lo que implica que Wy (n) = 0, esto es el universo es homogéneo e isotrépico, y por
tanto, es s6lo hasta después del colapso cuando aparecen las inhomogeneidades de la
métrica.

En la siguiente seccién calcularemos las predicciones tedricas, asumiendo que, de
alguna manera, la identificacién (¥y(n))z ~ () es valida.

7.2. Predicciones tedricas bajo el nuevo enfoque

Para relacionar la cantidad Wy (n), obtenida de (7.19), con las cantidades observa-
cionales, recurriremos nuevamente a la cantidad ¢, debido a que, para modos “fuera
del horizonte” y “perturbaciones” adiabéticas (estas condiciones se discutieron en la
seccién 3.6.3), es una cantidad conservada en cualquier era cosmoldgica, lo cual nos
permite relacionar el potencial Newtoniano de la época de radiacién (i.e., la época de
donde se obtienen los datos observacionales) con el correspondiente proveniente de
inflacion. Los modos fuera del horizonte se caracterizaron por la condicién k£ < H,
utilizando que durante la inflacion ‘H ~ —1/n, la condicién k < H se puede reex-
presar como —kn < 1 (recordemos que n < 0 durante la inflacién). Por tanto, al
tomar el limite —kn — 0 en las funciones ¥y (n) (calculadas en la época inflacionar-
ia), equivale a considerar los modos fuera del horizonte. De esta manera el potencial
Newtoniano Wi/ (1) durante el regimen inflacionario (7.19), en el limite —kn — 0,
se expresa como:

1
% sL3/? 1 ]2 [cos z 1
K (n) 2ak3/2 {(xk,l + iy ;) [ + Zi] [ o (Z;% ) sin Zk}
1 1 2 sin zy,
+ (zi + iz ) {1 s + ?] {cos = } }, (7.20)
ko Pk k

'En el paradigma inflacionario estdndar (i.e., sin introducir la propuesta de colapso) se hace la
suposicion, no justificada, de que para modos fuera del horizonte (i.e., modos con —kn — 0) se
cumple que ¥y — Wy y posteriormente se obtienen las predicciones tedricas.
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donde utilizamos que Ay — —z; si —kn — 0. La conservacién de ¢, para modos
k < H, implica la expresién (5.9), es decir, W% = %lllf{”f . Por lo que, el potencial
Newtoniano en la época dominada por radiacién, en el limite —kn — 0, es

[V L3? 172 coS 2 1
rad __ R . T k .
Wi (n) = - _546W{(xk’l + zxk,I) {1 + 2_13} [ o — (2_1% — 1) sin zk}

1 112 sin z
+ (wig + iz ) [1 -+ —4] {COS 2 — k] }, (7.21)
) ) Zk Zk Zk

donde ademés usamos la definicién de s = av/Ve/v/6M3. Es importante sefialar
que existen dos razones por las cuales trabajaremos en el limite k& < H: Primero,
la cantidad ( se conserva unicamente para dichos modos, y es por ello que nos fue
posible obtener el resultado (7.21). Segundo, el Efecto Sachs-Wolfe 67/T ~ W, el
cual se relaciona directamente con los datos observacionales, es dominante para los
modos mayores que el radio de Hubble (como se discutié en la seccién 3.7.1).

Recordemos que la cantidad de interés observacional son los coeficientes ay,,
(3.7.1) (véase también Apéndice C), que en términos del potencial Newtoniano, se
escriben como

A :/dQQ‘II(/r/D7XD)Hm(97¢)a (722)

donde np es el tiempo conforme del desacople y xp = Rp(sin 6 sin ¢, sin 0 cos ¢, cos 0)
con Rp el radio de la ultima superficie de dispersion, 6, ¢ son coordenadas esféricas
correspondientes a la 2-esfera celeste.

Descomponiendo al potencial Newtoniano en modos de Fourier W(np,xp) =
L7350, Wi (np)e™>p vy utilizando (7.21), obtenemos

Vo L73? 117 [cos 2 1
2 § R - 1 k .
Aqly, = — / d“Q -546 M%kg/z {(xk,f + Zxk,[) [1 + Z_]ZC:| |: 2k - <Z_’3 - 1) Sin Zk:|
k
Zp 2 2

Utilizando las relaciones entre la funcién exponencial y los arménicos esféricos:
e**p = Ax >, il (kRp)Yim (0, ¢)Y;5, (k), donde j; corresponden a las funciones
esféricas de Bessel y realizando la integral sobre la parte angular en (7.23), tenemos
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Aw L~ 3/2 . )
Z \/; M2E3/2 X (z1)31(kRp) Yy, (

>

), (7.24)

donde

1
17° 1
X@)E(ﬂﬁﬂ@*¢;]r%%—&"ﬁkm4

. 1 112 sin z
+ (@ilgr + i) [1 -t _4} {COS 2k — k] (7.25)
b tl Zk Zk Zk

La cantidad predicha en el esquema de colapso, es el valor mds probable de |y, |?.
Esto es, utilizamos un ensamble imaginario de universos y la estimacion del valor més
probable |a;,|3; p dado por el valor medio del ensamble |y, |? (véase la discusién de
la naturaleza estadistica de |ay,|? en la seccién 5.2).

Como un primer paso, calculemos la cantidad |ay,,|?, esto es,

9 V ].67'('2L_3 % . * /TN - /10 * (7.0
|t :ZEWX(ZIC)X (2 ) (kR p)Y 5, (k)ji (K Rp) Yy, (K'). (7.26)
K’ P

El siguiente paso es tomar el valor medio del ensamble. El célculo del valor medio
se simplificard debido al hecho que, como es usual, el promedio sobre las variables
aleatorias lleva a una cancelacién de los términos cruzados. En nuestro caso, encon-
tramos

X(2) X*(2nr) = MkMk(% ka/ + xk ka/ )+ Np Ny (Ik ka/ ot Ik ka/ H) (7.27)

donde
112 1
MEP+31VM“(——QmWL (7.28)
1 172 i
N, = {1 - =+ —4} |:COS 2k — o Zk}, (7.29)

y también utilizamos la independencia entre los cuatro conjuntos de las variables
: R I R I : :
aleatorias x;’y, ¥y, 1, Ty g, Ty, 17+ Sin embargo/, recordemos que dentro de cada conjun-
to, las variables correspondientes a k y k' no son independientes. Esto ltimo se
vera reflejado en los promedios
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fﬁﬂfgi = Ok T Ok —K/ (7.30a)
Th T = Oead — Ok 1 (7.30b)

donde ¢ = I, 1. Por lo tanto,
X(Zk)X*(Zk/) = (M]? + N]?)(Sk,k- (731)

Consecuentemente, la expresion para el valor mas probable, el cual como comen-
tamos es una buena aproximacién para el valor medio del ensamble, es

9 V 1672L73 9 9N .9 N
|O~/lm|M‘P. = E _546 —M4k3 (Mk + Nk)]l (kRD)|Ylm(k7)| . (7-32)
K P

Recordando que los valores permitidos para los componentes de k estan separados
por Ak; = 2m /L, escribiremos la suma como una integral

3k 'V 167* ~
mlip = — M} + N2)ji(kRp)|Yim (k)|
oufie = [ s a0+ VROV (R)

Vv dk . A
- / W2 4 N2 (kRD) / 4 Vi ()2

2TreM$ |k
Vv dk 9
= — | — k .
sy | FU R ERD) (7.3)

donde U(zz) = M? + N?. Recordemos que la cantidad que se presenta como
resultado de las observaciones es el espectro de potencias angular, i.e., OB; = I(l +
1)C, donde C; = (21+1)7' Y |a?|2. Ignorando la fisica de plasmas correspondiente
a la época posterior del regimen inflacionario, OB; es esencialmente una cantidad
independiente de [ correspondiente a la amplitud de las perturbaciones de la métrica.

Asumiendo que el tiempo de colapso ocurre dentro de las primeros instantes de
la inflacién z, — —oo, Le., U(z,) — 1y utilizando que [z~ 'j2(x)dz = 7/[I(1 + 1)],
encontramos

V
27eM}

Nuevamente recuperamos el espectro invariante de escala. Al igual que en los
capitulos anteriores, es posible recuperar el espectro plano (confirmado observa-
cionalmente), para el caso de un tiempo de colapso finito, imponiendo la condicién
ne o< k1, es decir, z;, independiente de k, también nos lleva a la prediccién estandar
de un espectro plano de Harrison-Zel’dovich.

OB, = (7.34)
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7.3. Analisis preliminar sobre los modos tensori-
ales

Hasta este punto en este capitulo, las dificultades que hemos encontrado al dejar
de lado el enfoque semi-clasico pero manteniendo la hipdtesis del colapso, han sido a
nivel conceptual. Sin embargo, las predicciones tedricas, relacionadas con la amplitud
del espectro de las fluctuaciones escalares de la métrica, han sido las mismas que
en los Capitulos 5 y 6. En esta seccién realizaremos un andlisis preliminar de las
predicciones tedricas provenientes de las perturbaciones tensoriales de la métrica.

Comencemos nuestra discusién retomando el enfoque de gravedad semi-clésica
Gu = 871G (Tab> aplicado al universo inflacionario y la hipdtesis de colapso. En este
enfoque la fuente de las fluctuaciones que dan origen a las anisotropias e inhomo-
geneidades, esta relacionada con las incertidumbres cudnticas del campo escalar, el
cual colapsa, debido algin efecto cuantico-gravitacional desconocido. Una vez que
ocurre el colapso, las inhomogeneidades y anisotropias en la densidad alimentan a
los grados de libertad gravitacionales, lo que produce perturbaciones no triviales en
las fluctuaciones de la métrica, en particular, el potencial Newtoniano. Sin embar-
go, la métrica misma no es fuente del colapso ‘auto-inducido’. Consecuentemente,
el campo escalar no es fuente de los modos tensoriales -al menos no al orden méas
bajo-, los modos tensoriales no se excitan. Por lo tanto, como se ha discutido en
[89, 103], la prediccién del esquema de colapso, junto con en el enfoque de gravedad
semi-cldsica, es una amplitud de cero -6 al menos fuertemente suprimida- para las
ondas gravitacionales en el CMB.

Por otra parte, en el caso del sistema inflatén-gravedad, las perturbaciones a
primer orden del tensor de Einstein G, para los modos tensoriales, toman la forma

5G = 6GY =0, (7.35a)

. 1 (; : 1
G = — (5) (hj +3Hhy; — (¥> v%ij) . (7.35b)

donde h;; es un tensor simétrico, con divergencia y traza cero. El tensor h;; posee
dos grados de libertad independientes, correspondientes al tipo de polarizacién aso-
ciada a las ondas gravitacionales. Si adoptamos el enfoque de que la métrica es una
variable fundamental a nivel cuantico, entonces es posible realizar un procedimiento
de cuantizacion de la cantidad h;j, el cual es muy parecido al de las perturbaciones
escalares. El procedimiento de cuantizacién tradicional [80, 79, 112], comienza real-
izando una expansion en la accién (3.43) a segundo orden en las perturbaciones de
la métrica h;;. El resultado es
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1
5= 647G

/ dnd*za® (RS bl — Vhiv'h]) (7.36)

Al cuantizar el campo ﬁij (en el esquema de Heisenberg), obtenemos

hi(e,m) = D / () B, N e (k, \)e™ + B (n) B (k, N)es, (, A)e ],
A=+2
(7.37)
donde e;; es un tensor de polarizacién independiente de 7 y satisface las condi-
ciones

ey = e, € =0, ke =0, (7.38)

las funciones hy(n) son soluciones de la ecuacién

hy + 2Hh, + k*hy = 0. (7.39)

Las relaciones de conmutacién para los operadores de aniquilacién y creacion
vienen dadas por

A A

Bk, ), BK, X =0,  [B(k,N),B (K, \)] = 5>k — k). (7.40)

Como en el caso de las perturbaciones escalares, asumimos que durante la in-
flacién, el universo se encuentra en el estado cudntico |0), el cual satisface la condicién
de vacio 3(k, \)|0) = 0. Por lo tanto, en el estado vacio se tiene que (hy;(x, 7))o =

Es en este punto del analisis donde se aprecia la necesidad de incluir la hipotesis
del colapso, ya que de lo contrario, como se discutié en el capitulo 4, no hay una
justificacién satisfactoria de obtener inhomogeneidades en la métrica, es decir, es sélo
después de un colapso de la funciéon de onda, que podemos afirmar que se imprimen
las inhomogeneidades en el CMB. En otras palabras, el hecho de que para un estado

post-colapso |Z), se cumpla que (ﬁm (x,m))= # 0, permite de alguna manera, la iden-
tificacion (izm> ~ h;;. Por lo tanto, el asumir que la descripciéon de la gravedad basada
en la métrica se mantiene a nivel fundamental, aunado a la hipdtesis de colapso, nos
lleva, en principio, a la prediccién de que la amplitud de los modos tensoriales es dis-
tinta de cero. Evidentemente, para confirmar esto ultimo necesitariamos continuar
con un analisis mas detallado, i.e., relacionar las predicciones tedricas correspondi-

entes a los modos tensoriales (e.g., el espectro de potencias de los modos tensoriales)
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con las cantidades observacionales (e.g., la polarizacién del CMB), dicho andlisis es
un trabajo en proceso por parte del autor de esta tesis.

Es importante senalar que, aunque en el enfoque de este capitulo es posible obten-
er predicciones acerca de los datos observacionales, sigue existiendo un aspecto con-
ceptual problematico, el cual consiste en pasar de la descripcion cuantica (iALU) al
tratamiento clésico (h;;).

Debido a lo anterior, concluimos que, ain adoptando la hipdtesis del colapso,
las predicciones sobre las cantidades observacionales, pueden llegar a ser realmente
distintas dependiendo de la descripcién fundamental de la gravedad, como es el ca-
so de la existencia de ondas gravitacionales en el CMB provenientes del periodo
inflacionario.



Capitulo 8

Conclusiones y Trabajo Futuro

El punto de partida de este trabajo de tesis esta basado en la propuesta que se
presenté por primera vez en [89]. Ahi, se argumenté que la explicacién propuesta
por el paradigma inflacionario, acerca del origen de la estructura cdésmica, posee un
serio problema, esto es, la emergencia de estructura a partir de un estado inicial
homogéneo e isotropico, lo cual no es claro si no es posible identificar el mecanismo
mediante el cual la simetria original se rompe. La propuesta planteada, denominada
la hipdtesis del colapso auto-inducido, motivada para lidiar con este problema, con-
sistio en introducir una modificacion de la teoria cuantica estandar correspondiente
a la reduccion dinamica de la funcién de onda, lo cual es de particular importancia
en el contexto cosmoldgico debido a que no existen “observadores que colapsen” a
la funciéon de onda, ni tampoco es clara la identificacién de un ambiente no trivial
para el estado vacio. Adicionalmente, al considerar a la métrica como una descripcion
efectiva de los grados de libertad mas fundamentales relacionados con la gravedad
(es decir, la métrica siempre es una cantidad clasica), no tuvimos que enfrentar la
justificacién de la transicién de un tratamiento cudntico, correspondiente a las per-
turbaciones de la métrica, hacia su descripcion clasica, lo cual es una ventaja sobre
el paradigma inflacionario estandar, donde se pretende justificar la identificacion de
las correlaciones de dos puntos cudnticas con correlaciones estadisticas clasicas.

En este contexto cabe plantearse las siguientes preguntas: ;Qué fue lo que se
gano al introducir, en la teoria fisica, un elemento ad-hoc y sin explicacién conoci-
da?, jPor qué no aceptar un simple paso (problemadtico) en el argumento dentro del
paradigma tedrico establecido?. La respuesta: Primero, se reconoce explicitamente
que existe un aspecto faltante y que debe someterse a una investigacion més pro-
funda. Segundo, el modelo y la parametrizacién de la fisica no conocida pueden
servir como el punto de partida para la investigacién de los aspectos de la fisica que
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aun no se han incorporado a nuestras teorias fundamentales. De hecho, el escenario
cosmolégico ofrece una gran cantidad de datos observacionales, que junto con los
analisis llevados a cabo y los resultados obtenidos, nos indican que estamos en la
posicién de enfrentar, con estudios cientificos serios, el reto de entender algunas de
las caracteristicas que posee la nueva fisica.

La investigacion, basada en la hipétesis de colapso, ha continuado desde que se
propuso por primera vez [103, 105, 104, 107, 106], obteniendo resultados interesantes
(32, 62, 61]. El trabajo original en esta tesis representa la continuacién de la investi-
gacion de dicha propuesta.

Uno de los temas que se investigaron fue el problema de ajuste fino del potencial
inflacionario. Este problema se refiere al hecho de que, en el enfoque inflacionario
tradicional, se obtiene que la escala de energia del potencial V' se encuentra con-
strenida de manera no-natural, debido a que la prediccién correspondiente a la am-
plitud del espectro primordial es ~ V/eM3. Lo anterior puede considerarse como un
problema de ajuste fino debido a que, en el modelo tradicional, V' debe disminuir a
medida que e disminuye. Esto es, para obtener un espectro plano € debe tener un
valor muy pequenio (aproximadamente 1072 en los modelos més populares [11]), lo
que implica que V' debe ajustarse para prevenir que la escala de las fluctuaciones au-
mente de tal manera que se vuelva incompatible con las observaciones. Por otro lado,
el paradigma inflacionario estandar sufre de los ya mencionados problemas concep-
tuales ligados al origen de las inhomogeneidades. En el caso de los andlisis anteriores
de la propuesta de colapso [89, 103, 105, 104, 107], se pensé que esta propuesta podria
resolver de manera natural el problema —ma&s técnico— de ajuste fino.

En el Capitulo 5, concluimos que, efectivamente, existe una prediccién dentro
del esquema de colapso, en la cual la amplitud del espectro de potencias puede ser
~ €V/M}, siempre y cuando escojamos una caracterizacion muy particular de los
parametros del colapso. Para un colapso genérico, no obstante, obtenemos el mismo
resultado incémodo que el enfoque estandar. Ademas, encontramos que la eleccién de
los parametros, que dan lugar a un espectro con el comportamiento adecuado, parece
involucrar un aspecto teleoldgico no deseado. Este es es el principal argumento en
contra de las expectativas anteriores respecto al problema de ajuste fino. Sin embargo,
el hecho de que el nuevo enfoque involucre aspectos diferentes como parte de la
explicacién del nacimiento de las inhomogeneidades primordiales, puede conducir a
enfoques viables e inesperados para lidiar con este y otros aspectos problematicos de
los modelos inflacionarios.

Es importante senalar que el modelo de colapso no se introdujo originalmente para
lidiar con el problema de la amplitud del espectro, sino para enfrentar los problemas
conceptuales mas importantes que afligen a la explicaciéon estandar sobre el origen
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de la estructura césmica. En este sentido, debemos remarcar que los resultados del
Capitulo 5, muestran que las ideas detras del esquema de colapso no son de indole
meramente filosofico, sino que son susceptibles a un estricto analisis cuantitativo y
abren la posibilidad de contrastar la teoria con las observaciones. Ademas, el hecho de
que en el modelo de colapso exista una posibilidad técnica para ajustar los parametros
que describen al colapso, de tal manera que se resuelva el problema de ajuste fino,
y a pesar del hecho de que tal solucién parezca poco convincente (al menos en la
ausencia de un mecanismo causal que pudiera justificar la condicién (5.48)), puede
calificarse como algo ilustrativo del potencial que ofrece el nuevo enfoque para lidiar
con los problemas mas especificos y técnicos de la cosmologia inflacionaria.

En el Capitulo 6, estudiamos la posibilidad de ocurrieran colapsos multiples en
cada uno de los modos del campo cuantico. Para realizar este estudio, fue requeri-
da una caracterizacién mas detallada de los estados post-colapso, lo cual, a su vez,
requirié de la introduccion de suposiciones extras. En particular nos enfocamos en
la posibilidad de que los estados post-colapso pudieran describirse en términos de
estados coherentes o en su caso mas general como estados squeezed, y bajo estas su-
posiciones, nos fue posible constrenir aiin més (comparado con los andlisis previos) los
detalles del colapso necesarios para la compatibilidad con los datos observacionales.

El primer resultado obtenido del Capitulo 6 senala que, tanto en el esquema
Independiente como en el Newtoniano, para poder recuperar un espectro plano, y
asumiendo la hipotesis de colapso muiltiples, las incertidumbres de la parte real e
imaginaria de las fluctuaciones del campo inflacionario, i.e., g y su momento conju-
gado 7y, deben ser iguales. Este requerimiento nos sirve como guia para identificar
a los candidatos mas naturales a jugar el papel de estados post-colapso. De hecho,
en la seccion 6.4.1 encontramos que, para los estados coherentes, la relacién anterior,
entre las incertidumbres de la parte real e imaginaria de 7y y 7y, se satisface au-
toméaticamente. Por consiguiente, un estado coherente es un candidato natural para
un estado post-colapso. El hecho de que un estado coherente actie como un buen
candidato para un estado post-colapso, es compatible con la nocion de que, un estado
coherente del campo es el estado cuantico mas parecido a una descripcion clasica del
campo y donde cabria esperar la validez de la aproximacion semi-clasica.

Por otro lado, para un estado squeezed genérico |2), (AGE)E # (AgL)E y (AFE)E #
(A7L)Z, 1o cual no significa que los estados post-colapso squeezed estan prohibidos
por las observaciones. Esto es, podemos considerar estados post-colapse tales que
los parametros de squeezing rliR’I) y 91((1%,1) cumplan que 7 = L y 0F = 6 lo que
ocasionaria que la relacion entre las incertidumbres se cumpla. Ademads, en la sec-
cion 6.4.3, argumentamos que, dada una coleccion de multiples estados post-colapso

squeezed caracterizados por 7" y 6., entonces, la eleccion mas simple, que nos per-
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mite recuperar el espectro plano estandar, es que los parametros de squeezing sean
independientes de k. El punto que queremos enfatizar es que estamos empleando a
las observaciones como guia para inferir las caracteristicas particulares del estado
squeezed para que este pudiera considerarse como un estado post-colapso razonable.
Debemos notar que, como se discuti6 en [32], no podemos esperar que dicho patrén
se cumpla de manera estricta en una teoria que involucra un colapso controlado por
eventos fundamentalmente aleatorios, y como tal, en principio, se deben investigar
los efectos de las desviaciones de dicho patron en los datos observacionales. La in-
vestigacion detallada del aspecto peculiar de dichas desviaciones, asi como también
las cotas observacionales impuestas (i.e. andlogas a las que se consideraron en [32]),
es parte de nuestra investigacion a seguir.

Otro resultado importante que obtuvimos en este trabajo de tesis es que el nimero
de colapsos debe ser finito bajo condiciones genéricas. Sin embargo, en principio, es
posible seleccionar un conjunto de estados post-colapso y ajustar las incertidumbres
del campo (y su momento conjugado) y los tiempos de colapso de tal manera que
la cantidad observacional predicha (la suma en (6.25)) permaneciese finita, incluso
para un numero infinito de colapsos. Evidentemente, esto resultaria en una ajuste
fino del esquema, lo cual nos parece una opcién poco convincente. Por otro lado,
debemos mencionar que si el colapso, el cual da origen a las inhomogeneidades ob-
servadas en el CMB, fuera un proceso que ocurriese de manera indefinida, incluso
después del termino de la época inflacionaria, los Potenciales Newtonianos también
estarian cambiando, afectando de una manera muy aleatoria la propagacién de los
fotones desde la ultima superficie de dispersion hasta nuestros satélites. Estas ideas
podrian estar ligadas, al menos al nivel fenomenoldgico, con las presentadas en [30].
En este trabajo de tesis, nos enfocamos tinicamente en las condiciones genéricas para
el colapso durante el regimen inflacionario y encontramos, no sélo que el ntimero
de colapsos debe ser finito, sino también obtuvimos —bajo condiciones particulares
sobre el estado post-colapso— una estimacion aproximada del niimero de colapsos en
términos de los parametros del potencial inflacionario.

En el Capitulo 7, exploramos la idea de incorporar la propuesta de colapso al
proceso de cuantizacién tradicional. Esto es, utilizamos el procedimiento usual de
cuantizar tanto los campos de materia como las perturbaciones de la métrica. El
precio que pagamos al seguir este camino fue que perdimos parte del entendimiento
conceptual proporcionado por el esquema de colapso en el contexto de gravedad semi-
clasica. En otras palabras, si bien las inhomogeneidades (espaciales) de la métrica
siguen teniendo su origen solo después de ocurrié un colapso, no se vislumbra una ex-
plicacién satisfactoria de como dar el siguiente paso que nos relacionaria con las can-
tidades observacionales, es decir, no existe una buena justificaciéon para la asociacion
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de valores de expectacién cuanticos <\f/k(77)> con los campos clasicos Wy. De hecho,
este problema tiene su origen en la manera en que se decida tratar a la gravedad
a nivel fundamental. Si creemos que la descripcién dada por la métrica es soélo una
descripcion efectiva de los grados de libertad mas fundamentales descritos por una
teoria cuantica de la gravedad —como lo plantea el enfoque de gravedad semi-clasica—
entonces no nos veriamos forzados a tratar con la “transicion cuantico-clésica” de
las variables gravitacionales, en cambio, si creemos que la descripcién de la gravedad
en términos de la métrica se mantiene incluso al nivel fundamental, tendriamos que
enfrentar el problema tradicional de la macro-objetificacion de la Mecanica Cuéantica
en el contexto inflacionario y el asunto de que no sabriamos a que atribuir el origen
del colapso (en el enfoque del Capitulo 4 estaria ligado a la gravedad).

Este dltimo argumento sirve también para explicar el porqué, bajo el esquema de
colapso y en el contexto de gravedad semi-clasica, la prediccién sobre la amplitud de
las ondas gravitacionales en el CMB es cero (a orden lineal), esto es, el campo de fondo
es homogéneo e isotropico y el tensor de energia-momento es cuadratico en el campo,
de manera que a primer orden en las perturbaciones no hay términos tensoriales en
el tensor de energia-momento y por tanto, no hay ondas gravitacionales. Por otro
lado, en el enfoque tradicional, los modos tensoriales siguen sin tener una fuente dada
por los campos de materia, pero en este caso, a la métrica se le da un tratamiento
cuantico, por lo tanto, lo que sea que genere las anisotropias en las fluctuaciones
escalares, es de esperar que también lo haria en el caso de las fluctuaciones tensoriales
lo que nos llevaria a esperar la generaciéon de ondas gravitacionales. El anélisis formal
que involucra a la hipétesis del colapso con los modos tensoriales cuanticos es un tema
en el cual el autor de esta tesis se encuentra trabajando. Por otra parte, el resultado
que obtuvimos en el Capitulo 7, respecto a la relacién del tiempo de colapso con la
frecuencia del modo, i.e., n¢ oc k!, coincide con la obtenida en todos los trabajos
anteriores, lo que nos lleva a suponer que esta dependencia es més robusta que con el
mecanismo de colapso; evidentemente, esto ultimo solo lo podriamos asegurar hasta
tener mayor informacién del proceso fisico detras del colapso.

Toda la discusién anterior muestra que, aunque en principio no conocemos la
naturaleza de la fisica detras de lo que denominamos el colapso, nos es posible, de
hecho, obtener algunas pistas de las ‘reglas’ que lo gobiernan, i.e., aquellas que deter-
minan la naturaleza de los estados post-colapso, los tiempos de colapso y el niimero
de colapsos para cada modo, mediante la comparacién de nuestras predicciones tedri-
cas con los datos observacionales. Actualmente, estamos comenzando a investigar la
posible conexion de nuestra propuesta con algunos mecanismos de colapso mas elab-
orados que involucran modificaciones no unitarias a la teoria cuantica. Por lo tanto,
el camino a seguir, por parte del autor de esta tesis, es explorar los mecanismos de
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colapso que sean compatibles con las conclusiones obtenidas de esta tesis y de los
trabajos previos. También estamos comenzando a incorporar la fisica de plasmas, que
da origen a los picos acusticos en el CMB, a la hipdtesis del colapso y de esta manera,
estudiar como se afecta el espectro de potencias predicho por los esquemas de colapso
para realizar predicciones directamente contrastables con las observaciones.

Creemos que, en el caso del paradigma inflacionario, no podemos conformarnos
con el hecho de que los calculos nos lleven a resultados que concuerden satisfacto-
riamente con las observaciones pero que no pueden justificarse dentro del contexto
de las interpretaciones dadas por nuestras teorias fisicas actuales. Reconocemos que,
aunque nuestra propuesta ofrece una explicacién més clara sobre el origen de la
semillas de estructura césmica, bien puede resultar siendo una propuesta incorrec-
ta que necesite ser reemplazada por algo mucho mas complejo que los paradigmas
fisicos establecidos. Lo que es claro es que la explicacion tradicional sobre el genesis
de estructura cosmica, algo que esta intimamente relacionado con el nacimiento de
las condiciones necesarias para nuestra propia existencia, no es completamente sat-
isfactoria y por otro lado, el acceso que tenemos en la actualidad (y tendremos en el
futuro), a los datos empiricos, convierten a este problema en uno, no sélo susceptible
a un analisis cientifico riguroso, sino también, desde nuestro punto de vista, en uno de
los terrenos mas fértiles y prometedores donde es posible explorar cuestiones mucho
mas fundamentales.



Apéndice A
Convenciones y unidades

Como sucede en préacticamente todas las ramas de la fisica, las unidades y con-
venciones se establecen de acuerdo al problema que se va analizar. En este Apéndice
mencionaremos las convenciones y unidades que emplearemos en esta tesis.

La signatura que emplearemos para la métrica serd (— + ++). Para el tensor de
Riemann utilizaremos la convencién de Wald [109].

El punto (6 puntos) sobre las funciones f(t) representa derivada de f respecto al
tiempo césmico ¢, mientras que la prima (6 primas) sobre funciones f’(n) representa
derivada respecto al tiempo conforme 7

Respecto a las unidades, emplearemos las llamadas unidades naturales, las cuales
consisten en tomar ¢ = kg = h = 1, con kp la constante de Boltzmann, pero
mantendremos la constante gravitacional G. Por tanto, todas las dimensiones pueden
expresarse en unidades de energia. La unidad de energia que adoptaremos sera el GeV
= 10% eV, asf

-1

[Energia] = [Masa] = [Temperatura] = [Longitud] " = [Tiempo] .

La constante gravitacional G en unidades naturales es G = 6.7186 x 1073 GeV 2.
En terminos de la Masa de Planck reducida Mp, la constante gravitacional viene dada
por G = 1/(87 M%), donde Mp = 2.436 x 10'® GeV.

A continuacién enlistamos algunos factores de conversion que seran de gran util-

idad
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1GeV
1GeV
1GeV
1GeV ™
1GeV™!

1.60 x 107 erg (Energia)
1.16 x 10" K (Temperatura)
1.78 x 10~ *g (Masa)

1.97 x 10~ *em (Longitud)
6.58 x 10*’s (Tiempo)

En ocasiones, adoptaremos unidades empleadas en astronomia tales como el par-
sec. Un parsec se define como la distancia a la que una unidad astronomica' subtiende
un angulo de un segundo de arco. En otras palabras, una estrella dista un parsec si
su paralaje es igual a 1 segundo de arco; 1 pc = 3.26 anos luz. Las distancias tipicas
entre galaxias son del orden de megaparsecs 1 Mpc = 3.085 x 10?2 m.

11 w.a. = distancia media entre la Tierra y el Sol.



Apéndice B
Escala temporal

En este apéndice encontraremos los valores numéricos para las diferentes canti-
dades que describen la evolucién del universo en cada una de las épocas cosmologicas
relevantes!.

Hemos considerado tres etapas principales dentro de la historia del universo:
1) época inflacionaria, 2) época dominada por radiacién y 3) época dominada por
materia.

El factor de escala se obtiene de resolver las ecuaciones de Friedmann y, en coor-
denadas de tiempo conforme, toma la forma

1
(9 TO0 <= s

a(n) =3 Craa(n —n:) + ar e <0 < Teg (B.1)
[4Comat(n = Neq) + \/Geg)” e < 1.
donde € < 1y las constantes a,, 1, Geq ¥ 7eq S¢ Obtienen imponiendo continuidad
en el factor de escala. Nuestra normalizacién del factor de escala sera

a(n=mn) =ag = 1. (B.2)
Asumiendo que la ecuacion T'a = cte. es valida durante inflaciéon, podemos cal-
cular el factor de escala al final del regimen inflacionario a(n = 7,) = a,,

=7

De los datos observacionales sabemos que Ty = 2.4 x 10713 GeV; por lo que
asumiendo T, = Tpignk ~ 10" GeV, encontramos que a, ~ 0.24 x 10727, Si usamos
la expresién para el factor de escala durante inflacion podemos encontrar 7,

(B.3)

Qy

!Trabajaremos en coordenadas de tiempo conforme.
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-1
a, H[ ’
donde Hy es el valor del factor de Hubble durante inflacién, dicho valor se supone

esencialmente constante, su valor puede calcularse de la ecuacién de Friedmann (en
la aproximacion slow-roll),

Ny ~ (B.4)

i = v () (B.5)

Suponiendo que la escala energética al final del periodo inflacionario es Tpanck
entonces V() ~ T, De esta manera Hy ~ 0.2370 x 10”GeV = 0.36 x 10°
Mpc~t. Por tanto 1, = —0.1157 x 1072 Mpc. Asumiendo que el regimen inflacionario
dura aproximadamente 80 e-folds (60 es el minimo para resolver los problemas de
planitud y horizonte) es posible calcular el valor numérico del factor de escala al

inicio de inflacién a(n = n;) = ay,
D e® o gy =043 x 10792, (B.6)
Qi

mientras que 7;;,

~1
i = H, —0.64 x 10"*  Mpe. (B.7)

Las constantes C..q v Cnar estan dadas por

811G 81G
2 4 2 3
Orad - 3 Prad@ Cmat = 3 Pmat@ (B8)
donde praq V pPmar denotan las densidades de energia y radiacién y materia re-
spectivamente. Una vez definida la ecuacion de estado, la ecuacion de continuidad
para p implica la conservacién de prqqa* ¥ pmara®. Debido a que Chaq y Chae SOD con-
stantes, es posible expresarlas en términos de los pardmetros cosmoldgicos actuales

(recordemos que ag = 1), esto es,

81G 8¢
Cq?ad - Tprad,o - Hngd,O, quat = Tpmat,O = Hngat,Ov (Bg)
donde Hj es el factor de Hubble actual; 2,400 V Qmato son los parametros de
b y b
densidad actuales tanto de radiacién y materia respectivamente.
Cuando el factor de escala toma el valor a., se cumple que prqq = Pmat, PO lo

: 2 2
que para el cociente C7 ,/Cr . encontramos
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Tiempo conforme 7 s Mpc a(n)
i —0.641 x 10%7 —0.64 x 10 0.43 x 10792
Nplanck —0.1157 x 1072 —0.1157 x 10717 0.24 x 1073
My —0.1157 x 1077 —0.1157 x 1072t 0.24 x 10~77
n=0 0 0 0.42 x 1027
Mns 15 x 10° 0.00015 0.24 x 107
Neq 1.2 x 1016 119.81 0.00019296
D 2.6 x 1016 260.06 0.0009
o 8.6 x 1017 8625.32 1

Cuadro B.1: Valores numéricos para eventos importantes en la historia del universo.
(tomado de la referencia [31])

2 8rG 4
CTad _ 3 pradaeq _ (B 10)
2  8nG 3 Ceg- :
mat 3 pmataeq

Las ecuaciones (B.9) y (B.10) implican que

o Q7‘ad,0
Qeg = =

=1.9296 x 1074 (B.11)
Qmat,O

los valores numéricos de Q.00 = 2.47 x 107°h% v Quuaro = 0.128h% pueden
consultarse en [60]. Con los valores numéricos Qqa0 ¥ Qmato Se encuentra que

Craqa = 0.161 x 1075 Mpc! y Cher = 0.000011 Mpct. Imponiendo continuidad
en el factor de escala,

Qeq — Qp
Crad

En el cuadro B.1 se muestra una tabla con los valores numéricos, del factor de
escala y el tiempo conforme, en distintos instantes en la evolucion del universo.

Neq = + 7, = 119.85Mpc. (B.12)
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Estadistica de las perturbaciones
Gaussianas

La naturaleza estadistica (Gaussiana) de las perturbaciones del inflatén d¢ es
heredada a las perturbaciones que dependen linealmente de ellas, como es el caso de
las perturbaciones de la métrica. En este apéndice estudiaremos las propiedades de
una perturbaciéon Gaussiana genérica.

Sea ¢g(x) una perturbacién Gaussiana, esto es,

9(x) =Y ge™™, (C.1)

donde el conjunto de coeficientes {gx} es el resultado de un proceso Gaussiano
aleatorio, i.e., cada uno de los coeficientes tiene la misma distribucion de probabilidad
y ademas son mutuamente independientes.

La razén por la que trabajaremos con series de Fourier, en lugar de integrales,
es por que los calculos se tornan mas simples. El considerar una serie de Fourier,
corresponde formalmente a tomar una regién cubica del universo, en coordenadas
comoéviles y volumen V = L3, donde se asumen condiciones de borde periédicas. La
fisica de la caja no es relevante, solo es un artificio matematico. Al final siempre es
posible tomar el limite V' — oo y reemplazar la serie de Fourier con la integral de
Fourier.

Asumimos g(x) real, i.e., g_x = gg. Descomponiendo gy en su parte real e imagi-
naria tenemos

Ik = ouc + 1k (C.2)

Observamos que gy es una variable aleatoria Gaussiana compleja, mientras que
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ax v Bk son variables aleatorias Gaussianas reales. Si conocemos el proceso aleatorio,
conocemos la funcién de distribucién F'(gy). La funcién de distribucién es la proba-

bilidad de obtener un valor especifico ay y S en un intervalo day y dfx centrado en
ax v Pk respectivamente. Por consiguiente

/ " dondBF (o) = 1. (C3)

—00

El promedio estadistico de una cantidad f(gx) que depende de gy estd dado por:

flo) = /_OO doncdPiF (g1c) f (91c)- (C.4)

Las perturbaciones Gaussianas satisfacen 3 propiedades:

1. La funcién de distribuciéon F'(gx) es una Gaussiana

Flo) - ( 1a§>x | ( | ﬁ) .
=——exp| —-— exp | — ==, .
9 V2T Sy P 2 512( V2T Sy P 2 512(

donde sk es un parametro libre llamado dispersion y esté relacionada con el
ancho de la gaussiana; a si se le conoce como varianza.

Utilizando la distribuciéon Gaussiana es posible calcular la media de los coefi-
cientes gy, es decir,

T =0, (C.6)

y su respectiva varianza

|gk|? = 2si. (C.7)
2. La funcién de distribucion es independiente de la direccion del modo k

sk = s(k) con k = |k|. (C.8)

3. Las probabilidades de los diferentes modos son independientes (no estén cor-
relacionadas), lo cual se traduce matemdticamente a

g =0  conk #k. (C.9)
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De las propiedades 1 y 3 se obtiene la relacién

gkgi:, = 25kk’812< = 5kk’|gk’2- (ClO)

Regresando al espacio de coordenadas, encontramos que

9(x) =D gre™x = " Gie™* = 0. (C.11)
k k

El promedio de la perturbacién es cero debido a que como representa una desviacion
del valor del fondo, las desviaciones positivas y negativas son igualmente probables.
El cuadrado de la perturbacién puede escribirse como

9x)* =) ghe ™Y ge’™ ™. (C.12)
k Kk’

La amplitud tipica de la perturbacion estda dada por la varianza, la cual es igual
al valor de expectacion del cuadrado de la perturbacion

9x)? = Ggee ™ =N "[g P =2) s (C.13)
k k

kk’

Para las integrales de Fourier, seguiremos la convencion

g(x) = (27r1)3/2/d3k g(k)e™ ™, (C.14)
g(k) = W/d?’k g(x)e*x, (C.15)

Al tomar el limite V' — oo en nuestra caja imaginaria, las sumas se reemplazan
por integrales, esto es,

(2%)3; - /d%
L

(C.16)
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Cuando la aproximacién dada por la funciéon de distribucién Gaussiana a la fun-
cién de distribuciéon que corresponde al proceso aleatorio real no es vélida, se dice
que tenemos correcciones no-gaussianas a la funcion de distribucién. En cosmologia,
las fluctuaciones de temperatura del CMB se aproximan tanto tedricamente como
experimentalmente por variables gaussianas. Sin embargo, siempre existe un grado
de no-gaussianidad en los datos observacionales que puede servir para reforzar o
descartar diversos modelos inflacionarios que arrojen predicciones especificas sobre
no-gaussianidad a las fluctuaciones de temperatura del CMB.

Espectro de Potencias

A la dependencia de la varianza de gy del nimero de onda k se le llama espectro
de potencias de g y esta definido como

I3

L3
Pg(k‘) = ﬁk:ﬂgklz = k3812{. (C].?)

2
m

La varianza de g(x) (C.13) se relaciona con el espectro de potenicas de la siguiente
manera:

o7 = Ll = () T P

k k
1 [ dk > dk >
o ﬁpg(k) :/O ?739(/{;) :/_OoPg(k;)dlnk.

(C.18)

Por tanto, si conocemos el espectro de potencias de g(x) conocemos su varianza,
y con esta cantidad podemos determinar todas las variables estadisticas de g(x).
Una manera alternativa de calcular el espectro de potencias, viene de la funcién de
correlacién de dos puntos

Gy(lx —y|) = 9(x)g(y)- (C.19)

Esta funcién nos dice que tan grandes son las fluctuaciones del campo en diferentes
escalas. En el caso homogéneo e istrépico, la funcién de correlacién depende sélo de
la distancia entre los puntos x y y. Insertando

g&):(%swy/d% gk (C.20)
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en (C.19) obtenemos

2m)3

Prd®K g(k)g(K)e!kxHK)

Prd®k 20 (k + K )e!kx+ky)

[\]

I
,\MS‘
—— —

BPhspe™xy), (C.21)

(2m)?

donde en la segunda linea se utiliz6 el limite continuo de (C.10) y en la dltima
linea se realizd la integral respecto a k’. Realizando la integral (C.21), en coordenadas
esféricas sobre la parte angular de k, se obtiene

dk spk® sin kr
k w2 kr’

donde r = |x —y|. De la definicién del espectro de potencias, en el caso continuo,
se encuentra

G(x—yl) =

(C.22)

sin kr

Gx-y) = [ TR0 (©23)

Por tanto, si calculamos la funcién de transferencia de 2 puntos, y llegamos a una
expresién del tipo (C.23) autométicamente conocemos el espectro de potencias.

Analisis Multipolar

Al realizar el analisis de las fluctuaciones de temperatura del CMB, se considera
una funcién §7(0, ¢)/Ty que representa dichas fluctuaciones. Esta funcién tiene co-
mo dominio los puntos sobre la superficie de una 2-esfera con radio constante Rp.
Cualquier funcién definida de la manera anterior f(, ) continua y diferenciable, se
puede expandir en armoénicos esféricos

F0,0) =" amYim(9, ). (C.24)

empleando la ortogonalidad de los arménicos esféricos, es posible encontrar los
coeficientes de la serie, esto es,

o = [ dW(6,007(6. ). (C.25)
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Por otra parte, cualquier funcién f(x) continua y diferenciable, la podemos ex-
pandir en series de Fourier

fx) =" fue™™. (C.26)

En la referencia [4] se muestra que, para el caso en que x = Rp(sin 0 sin ¢, sin 0 cos ¢, cos 6)
con Rp constante, la exponencial que aparece en (C.26) se descompone en

e** = 4m > i (kR p)Yim (%)Y, (k). (C.27)
Im

con j;(z) las funciones de Bessel esféricas de orden [. Sustituyendo (C.27) en
(C.26) se obtiene

F0,0) =) fidm Y iGi(kRp)Yim (%)Y, (k). (C.28)

A su vez, sustituyendo (C.28) en (C.25) obtenemos

~

am = 4ty Y / A fiYy5, (301" ji (KRp) Yo (%)Y, ()

k U'm/

= 4’ Z fedi(ERp)Y, (k). (C.29)
Kk
En la dltima linea usamos de nuevo la ortonormalidad de los arménicos esféricos.

Tomando el limite continuo fi — f(k), se encuentra que

= Gy | 4RIV ()Y (). (C:30)

El espectro de potencias angular C; se define como

_ 1 2
Ci=577 ;qalm\ ). (C.31)

El espectro de potencias angular que se obtiene utilizando la expresién (C.30) (en
el limite discreto) es
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16 ~/
G = g S S Ui )i (6 )i ()i ()

m  kk’

B 21l647:1 SN el flPii(kRp)ji (K Rp) Y, (k) Y (k)

m  kk’
= 307 2 SRR Pin ()
— ar S AP bRD) P, (©32)
k

donde se utilizé (C.10) en la segunda linea y la propiedad de los arménicos esféri-
cos >, |Yem(0,0)> = 2t en la ﬁltima linea. Recordemos que la definicién del

espectro de potencias es Py(k) = L5 2k3{(|gi]?), por lo que empleando esta definicién
en (C.32) se encuentra que

=% () 2 o) (.39

k

Tomando el limite continuo en la ultima expresion, se tiene que

= /d3 kR —47?/0 dkpf( ViR (C34)

Por tanto, si conocemos el espectro de potencias de una funcién Py (k), es posible
obtener automaticamente la cantidad C;.



Apéndice D

Estados squeezed como estados
post-colapso

El objetivo principal de este apéndice es demostrar la siguiente afirmacién: Dados
los valores esperados para cada uno de los modos del campo y sus respectivas incer-
tidumbres, siempre es posible asociar un estado squeezed al estado post-colapso. En
otras palabras dadas las cantidades (,°7), (70", (AGE")2, (A%P")2, encontraremos
un estado squeezed particular, i.e., encontraremos los parametros especificos que lo
caracterizan.

Antes de comenzar con la demostracién, introduciremos de manera cuantitativa
a los estados squeezed. Esta introduccién se basa en las referencias [110, 98]

Un estado squeezed es una version generalizada de un estado coherente. Para
entender mas claramente la afirmacion anterior, nos enfocaremos al caso del oscilador
armonico cudntico. En términos de los operadores de aniquilacion y creacién, los
operadores de momento y posicién se escriben®

G=1/—(a+a") p=i g(a—eﬁ). (D.1)

La varianza de un operador O se define como

(AO)? = (0?) — (0)2. (D.2)
Por lo tanto, en un estado coherente, las varianzas de los operadores p y ¢ son
1 w
AG)? = — Ap)? = =. D.3
(Ag)"=5-,  (Ap) =7 (D.3)

'Recordemos que estamos trabajando en unidades naturales, i.e., A =1
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Figura D.1: Grafica del espacio fase donde se muestra la incertidumbre de un estado
coherente |¢) (grafica tomada de la referencia [110]).

Consecuentemente, el producto de las incertidumbres es igual al minimo permi-
tido por el Principio de Incertidumbre de Heisenberg, esto es,

(ApAG) = 5. (D.4)
El resultado anterior, indica que un estado coherente, correspondiente a un estado
cuantico del oscilador arménico, representa lo mas parecido a un estado clasico del
oscilador, i.e, es lo mas similar a una localizacion, en el sentido clasico, del oscilador.
Nuestra siguiente tarea serd relacionar la propiedad (D.4), con los estados squeezed.
Para ello, utilizaremos la propiedad del operador a que se refiere a que este operador
siempre se puede expresar como una combinacién lineal de dos operadores hermiticos,
es decir,

X1 +iX,
2 b

a =

(D.5)

a los operadores X y X, se les conoce como cuadraturas [110, 98]. El conmutador
entre los operadores X; y X, es
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Figura D.2: Grafica de AX; versus AX, para los estados con incertidumbre minima.
El punto denota las incertidumbres para los estados coherentes mientras que la region
sombreada se refiere a los estados squeezed (grafica tomada de la referencia [110]).

(X1, X,] = 2. (D.6)

Por lo tanto, el principio de incertidumbre, para estos operadores, toma la forma

AXAX, > 1 (D.7)

Si en la desigualdad anterior, nos enfocamos en el caso donde se cumple la igual-
dad, esta ecuacién define una familia de estados con minima incertidumbre. Los
estados coherentes son un estado particular de minima incertidumbre con

AX, = AKX, =1 (D.8)
donde (AX1)? = 2w(AG)? v (AX,)? = 2(Ap)?/w. Por tanto el estado coherente

|€) corresponde a un estado para el cual X; y X, tienen la minima incertidumbre y
es igual en la fases de las dos cuadraturas. Un estado coherente puede representarse
por un ‘circulo de error’ en un plano complejo (Figura D.1) cuyos ejes son X, y X,.
El centro del circulo estard en —(X1 + ng) = ¢ y su radio AX, = AX, = 1 se

relaciona con las incertidumbres de X 1y X2
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Figura D.3: Grafica del espacio fase donde se muestra la incertidumbre de un estado
squeezed (grafica tomada de la referencia [110]).

Sin embargo, hay una familia completa de estados de minima incertidumbre
definidos por AX;AX, = 1. Si graficamos (Figura D.2) AX; vs. AX,, los esta-
dos de minima incertidumbre corresponden a puntos sobre una hipérbola, y debido
al principio de incertidumbre, los estados fisicos estan a la derecha de esta hipérbola.
El estado coherente con AX 1= AXQ es un caso especial de una clase de estados mas
generales los cuales pueden tener mayor incertidumbre en una cuadratura si mini-
mizamos la incertidumbre en la otra cuadratura (AX; < 1 < AX,). Estos estados se
representan en la region sombreada de la Figura D.2, dichos estados son los llamados
estados squeezed . Un estado squeezed se puede representar por una ‘elipse de error’
en un plano complejo (Figura D.3).

En el Capitulo 6 mostramos que un estado squeezed |£w) puede obtenerse apli-
cando los operadores de Squeeze y Desplazamiento al estado vacio, esto es,

[€w) = D(€)5(w)]0). (D.9)

donde £ v w = re? son ntimeros complejos. De esta manera, un estado squeezed

queda caracterizado por cuatro parametros: [£|, arg(§),, 0.
Una vez estudiados los estados squeezed, procederemos a demostrar que: A todo
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estado post-colapso, correspondiente a cada modo del campo ¢, caracterizado por
“R,I\ /R, ~R,I ~R,I . .
(G ) (M0, (AG")?, (AR.7)?, se le puede asociar un estado squeezed, es decir,
) R, RI\ RI pRI
podemos encontrar los parametros |€, (&), e, 0.
Comencemos recordando que en el modelo de colapso estamos trabajando con
~ A R I / .
los valores esperados de los operadores af, af, akT, akT que a su vez estan definidos

COINO:

1 —1
~R _ . A AT . .
ay = — (ax + a_y) , a, = — (ax — G_k) . D.10
{=latan), af= (=i (D.10)

Si recordamos que las reglas de conmutaciéon entre los operadores de aniquilacion
y creacion (ay y ak) asociados al campo cudntico g, estdn dadas por [ay, a k,] L35y,
es posible obtener, de las definiciones anteriores, las reglas de conmutacién para los

~R A Rt I
operadores i, aﬁ, akT, akT, esto es,

[y, é ") = LP (S + Oierer) i, ') = L (Oa¢ — G- (D.11)

Sean aff y al. operadores definidos como

AR 1 ~
SR = _ak 1 P A =T — a’k . —1 A A
e = 733 = \/m(a + a—p), e = 755 = \/m(ak a—). (D.12)

Las reglas de conmutacién para dichos operadores estan dadas por

[CLE, ék/ ] = 5kk’ + (5k K [éﬂ, ai}T] = 5kzk’ — 5/€—k’~ (D]_S)

De esta manera, el conmutador para un sélo modo k£ toma la forma

[, a'] = 1. (D.14)

De ahora en adelante trabajaremos con los operadores fzf y éﬂ debido a que ya
no apareceran factores L3, lo cual facilita los calculos, y ademés quitaremos la tilde
sobre dichos operadores.

Utilizando la expresion (D.9) que define a los estados squeezed y las reglas de
conmutacién (D.14), podemos calcular las cantidades df’l , cf o y 65’1 definidas en

(4.17), esto es,

' = (gwla ' |ew) = &7, (D.15)

<§w|(ARI) |w) = — COShTf’I sinh rf’le_wfj + 55’12, (D.16)
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= (twlay Mo |€w) = sinh? rio" |22 (D.17)

Por otra parte, las expresiones de los valores de expectamon para cada uno de los
modos del campo y su momento conjugado, asi como sus respectivas incertidumbres,
evaluados en el estado de colapso, estdn dadas en (4.18) y (4.19), es decir,

(G (1)) = V2Re(yp(nf)dy "), (D.18)
(e (7)) = V2Re(ge(nf)di), (D.19)
(AGS (07))” = Re(gR () e )+ (1/2) |y (nf) P (14267 ") = 2Re? (ye (ng) i), (D.20)
(A4 (07))* = Re(gi(n)e) + (1/2)|gk(n) P (14 2e”") —2Re* (gi(ng)dy). (D.21)
Notemos que, dado que nos interesa encontrar los parametros que describen al
estado squeezed, las expresiones anteriores se encuentran evaluadas al tiempo de
colapso 7;. El siguiente paso consiste en sustituir las cantidades di! cf o y ef L cal-
culados para el estado squeezed ( (D.15) (D.16) y (D.17)), en las expresiones (D.18),
(D.19), (D 20) (D 21), y demostrar que siempre es posible invertirlas para obtener
arg(fk’ ), \f \ rk y 95 1 es decir, demostraremos que a partir de las expresiones
(D.18), (D.19), (D.20) y (D.21) podemos encontrar los cuatro pardmetros del estado
squeezed en funcion de los valores esperados de yRI, RI, y sus correspondientes
incertidumbres.
Observamos que las ecuaciones (D.18) y (D.19) contienen tinicamente a la canti-
dad dff’l, por lo que de estas dos expresiones podemos encontrar arg( f Ny \55 ’I|.
De esta manera

~R,I “R,I
cam ol — (e Yel os Be — (G )19kl cos
k ~R,I . ~R.I . )
(T ) yrl sin By — (G ) gn| sin vk
“R,I
K—R,I‘ . <yk >
RI|

V2lyx| cos (B + )’

donde oy’ = arg(d") = arg(¢f), By = arg(yr), v = arg(gr). La expresion
(D.23), en términos de (,"") se expresa como:

(D.22)

(D.23)

~R,I
<7Tk >
V2| gk| cos (7 + ap")

Recordemos que tanto yx(n5) como gx(n5) estan siendo evaluadas al tiempo de

colapso n;, el cual es un pardmetro mas a considerarse, a parte de las cantidades

G, (F3EN (AGEN?, (ARET)? que caracterizan al estado post-colapso.

6| = (D.24)
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Enfoquemos nuestra atenciéon en (D.22), observamos que esta ecuacién depende
de las cantidades @f Yy (frf 7Y, que en principio son arbitrarias, sin embargo, es
claro que siempre podemos encontrar un valor Oéf I para cualquier valor del tiempo
de colapso (la dependencia del tiempo de colapso 7 entra en las funciones |yi| y
lgr|) debido a que la tangente es una funcién cuya inversa esté definida sobre todo
R. De esta manera, siempre es posible obtener ocf’[, el cual corresponde a uno de los
4 parametros del estado squeezed

Por otra parte, tenemos la expresion explicita de las funciones yx(n) v gr(n) (4.13)

yr(n) = \/% (1 - #) exp (—ikn),

.|k .
gk(n) =1 5 €xp (—an)-

De la forma explicita de yx(n) v gx(n), encontramos a las siguientes cantidades:

1 1 1\ Y2
—ﬁk(n)zarctan(k—n)Jrkn; |yk<n>|=ﬁ(1+w) . (D2)

— () =kn+7/2  |g(n)| = Vk/2. (D.26)

Para encontrar el siguiente parametro |£7|, utilizaremos (D.24) debido a que
los calculos se vuelven mas sencillos, no obstante, es posible calcular |§f 1| tanto de
(D.24) como (D.23) sin ninguna ambigiiedad. Por lo tanto, sustituyendo (D.26), en

(D.24), obtenemos
2 ~R,1
:\/j ) (D.27)
Fsin (—hnf + o)

En principio (D.27) parecerfa tener problemas si sin (—kn* + af 1Yy =0, es decir,
cuando —kn¢ + af”’ = n7 con n un nimero entero. Sin embargo, de (D.22) notamos
que la unica posibilidad en la que se da la igualdad —kng + 045 1 = nr es cuando
(frf Ty = 0, lo cual no es posible?, y aunque lo fuera, la expresién (D.27) seguiria
siendo finita (tendriamos una situacién del tipo sinx/x con x — 0).

Otra posible dificultad surgirfa si (71"") v sin(kn® + ai") tuvieran el signo con-
trario, ya que en ese caso, \ffj’l\ < 0. No obstante, el angulo OzE’I viene de invertir la

[sie

2Recordemos que si la expresion (7?5 "I> = 0 implica que ¥y = 0 y no hay inhomogeneidades.
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funcién tan ap’ = F((g"), (722", 15), la cual es multivaluada, por lo que siempre
podemos escoger el af adecuado que haga que (Wf ) tenga el mismo signo que
sin(knk + af’[) , esto es, siempre podemos encontrar af’l tal que |§f;2 ’[] > 0 Por
tanto, (D.24) (6 equivalentemente (D.23)) siempre estd bien definida; consecuente-
mente, siempre se puede encontrar la cantidad |§f’l|, la cual pertenece al conjunto
de parametros que caracterizan el estado squeezed.

Para encontrar los pardmetros restantes (rp>’ y 657, sustituimos (D.15), (D.16)

y (D.17) en (D.20) y (D.21), obteniendo

(A e I) 1 R,I . R,I 2
W 5= coshr” sinh ™ cos(206y — ) + sinh rk , (D.28)
k
A2 g
—< |7Tk|2) 5= cosh rf’l sinh rf’l cos(2yy, — 95’1) + sinh? rf’l. (D.29)
Gk

Empleando las propiedades de los senos y cosenos hiperbdlicos, las expresiones
anteriores toman la forma

2(Agy” I) : R R R,
|2 —sinh(2r") cos(6y" — 26y) + cosh(2r,), (D.30)
2(Af)? - RI R R,
W —sinh(2r" ) cos(0," — 27%) + cosh(2r,"). (D.31)
9k

Sustituyendo la forma explicita de |yg| , |gx|, Bk v W (i.e., (D.25) y (D.26) eval-
uadas al tiempo de colapso n§) en (D.30) y (D.31), encontramos las expresiones

a = —sinh R cos(©f" — §) 4 cosh R, (D.32)
b= sinh R,"" cos OF" + cosh Ry, (D.33)
donde z = kn,
(A1)

a=2"Y ) D.34
T .

AAR,I 2
b= 2@, (D.35)

\9k|2
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R = oplt! (D.36)

O =0 + 22, (D.37)
1

d = —2arctan (—) (D.38)
z

De esta manera, invertiremos (D.32) y (D.33), para encontrar Ry y ©.%" en ter-
minos de a, by d, estas cantidades estan fijas por los parametros iniciales (Ag)f ’1)2, (Afrf 7[)2
y 1%. Después de un calculo que involucra diversas identidades trigonométricas, en-
contramos una expresion para cosh Rf 4

(a -+ b) + v/2ab(1 — cos §) + sin®§
(14 cosd) '

La expresion (D.39) se volverfa singular si 1 4+ cosd = 0, es decir, cuando se
cumpliera que 6 = nm con n un numero entero. No obstante, de la definicién de ¢
(D.38) notamos que § = nrw si y sélo si z = 0, esto es, que el tiempo del colapso
sucediera después del periodo inflacionario (véase Apéndice B), lo cual no es posible.
Este es el tnico caso en el que la expresién (D.39) podria estar indeterminada (el

termino dentro de la raiz cuadrada siempre es positivo), por lo que el 3er. pardmetro
R,I
RJI _ RY
del estado squeezed (1" = =%

El ultimo pardmetro que nos falta por determinar (95 1= @f L 2z) es el més
laborioso de todos; después de un calculo bastante largo encontramos que

rr 1 2R — § T
0, = 5 {arc cos (\/W + arctan )| (D.40)

cosh R = (D.39)

) queda siempre definido.

donde:
R=(a—b)*— (b*—1)sin?J, (D.41)
S =(a*—1)+ (b* —1)cos(26) + 2(ab — 1) cos , (D.42)
T = (b* — 1)sin(26) + 2(ab — 1) sind. (D.43)

Para analizar los posibles problemas de la expresién (D.40) conviene reescribirla
de la siguiente manera:
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cos [2@k — arctan <§>} = Vo (D.44)
T

El término en el lado izquierdo de (D.44), arctan(g), corresponde siempre a un
angulo cuya tangente es T'/S, no importa que valor de T' 6 S tengamos (incluso
S = 0), la tangente de un dngulo siempre esta bien definida. Finalmente, para mostrar
que (D.44) no queda indeterminada de ninguna manera, basta demostrar que la
desigualdad

2R—- S
‘/SZ+T2

se satisface siempre. Sin embargo, el demostrar la desigualdad

<1, (D.45)

T? —4R(R - S) > 0, (D.46)
implica demostrar la desigualdad (D.45). Sustituyendo las definiciones de R, Sy
T dados por (D.41), (D.42), y (D.43), en el lado izquierdo de (D.46) obtenemos

— cos® § + 2ab(cosd + 1) —2cosd — 1 > 0. (D.47)

Para demostrar la desigualdad (D.47) recurrimos al principio de incertidumbre

(Ag " (AREH? > (D.48)

|

~R,I\2 . R,I\2
Puesto que a = 9B )" o py = 9B )
Y| |9k |

de a,b y ¢ se reescribe como:

, el principio de incertidumbre en términos

ab > 2(cosd + 1). (D.49)

Consecuentemente, el valor minimo del producto ab es (ab) i = 2(cosd+1), esto
implica que

—cos? 6+ 2ab(cos§ +1) —2cosd — 1 > —cos? § +4(cos§ +1)? —2cosé — 1, (D.50)

pero — cos?d + 4(cosd + 1) —2cosd — 1 = 3(cosd + 1)? > 0.

Por lo tanto la desigualdad (D.47) se satisface siempre, lo que implica que la
expresién para O (D.44) estd bien definida.

Concluimos entonces que al estado post-colapso, caracterizado por un tiempo de
colapso 7; y por los valores esperados @f‘ ’I> y (frf ’I>, asi como por sus respectivas
incertidumbres (A@f H2y (Aﬁfj )2 siempre es posible asignarle un estado squeezed.
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