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Introduccion.

En este trabajo estudiamos algunos aspectos de la dindmica de la familia

Hou(z) = Xe” + g
Si Ay p son ambos distintos de cero, fy , es analitica en el plano complejo
salvo en el cero donde la funcién tiene un polo, ademas tiene una singularidad
esencial en infinito. Esto es, fy, es una funcién meromorfa trascendente.
Demostramos que para esta funcion el infinito es un valor no excepcional.

A SV(f) se le llama el el conjunto de wvalores singulares de f, que es
la cerradura del conjunto de todos los valores criticos y asintéticos de f.
Demostramos que si ambos pardmetros son distintos de cero, SV (fy ) es un
conjunto infinito y acotado, ademas de que el cero es punto de acumulacion
de los valores singulares de fy .

Hacemos una exploracion de la dindmica de fy , para diversos parametros
empleando imégenes generadas con Mathematica. En ellas localizamos algu-
nas cuencas de atracciéon y posibles dominios de Baker de periodo 2. Damos
una descripcion de algunos aspectos que se aprecian en estas imagenes, en
particular lo referente a la posibilidad de que el conjunto de Julia de fy,
contenga un Cantor bouquet.

Abordamos una seccién del mapa de pardmetros de fy,. Esta seccion
corresponde al caso en que ambos parametros son reales. En este plano iden-
tificamos el conjunto de parametros para los cuales la funcion real f) ,(x) =
e+ 1/ x tiene un punto fijo superatractor o indiferente con derivada 1y —1.
Ello nos permite localizar un conjunto de regiones en el plano (A, u) donde
conjeturamos que fy, tiene al menos un punto fijo atractor.

Todos estos aspectos de la familia fy, se encuentran en el Capitulo 4.
A lo largo del trabajo planteamos diversas preguntas y conjeturas sentando
algunas bases para investigar la dindmica de la familia f,, cuando ambos
parametros son diferentes de cero.



Pocos son los teoremas de caracter general aplicables a la familia f) ,
y estos abarcan conjuntos de funciones mas amplios como es el caso de las
funciones meromorfas. En la literatura revisada no hay resultados que es-
tablezcan comportamientos globales en la familia f), como ocurre con el
teorema 3.5.6 en relacion a la familia E) = Ae®. Solo en [6] y [13] encontra-
mos algunos aspectos de la funcion f_; ;.

Hacemos una revision de conceptos y resultados sobre la iteracion de
funciones meromorfas, de sistemas dindmicos discretos y el anélisis complejo;
esto se encuentra principalmente en los Capitulos 1 y 2. Abordamos en el
Capitulo 3 algunos aspectos de la ampliamente estudiada familia exponencial
E\(z), ver [24], no sélo porque es la familia que resulta del caso p = 0 para
[, sino porque nos ayuda a estudiar el caso en que ambos parametros son
diferentes de cero. En esta revision, las discusiones de los conceptos y las
demostraciones de los resultados no son parte del objetivo de este trabajo
pero en algunos casos se incorporan.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo revisaremos algunos conceptos y teoremas de analisis
complejo y los sistemas dinamicos discretos. Muchos forman parte de los
cursos basicos de estas area, aunque también incluimos definiciones y teore-
mas que generalmente se presentan en cursos mas avanzados.

Salvo referencias concretas, el material de este capitulo se encuentra en
[2], [19], [10] v [20]. En adelante, las funciones de las que hablemos tendran
dominio y rango en los complejos a menos que senalemos otro caso.

1.1. Funciones analiticas.

Las cualidades de las funciones derivables de variable compleja hacen de
ellas objetos matematicos muy importantes. Si una funcién f definida en un
abierto GG es derivable en todos los puntos de GG, decimos que la funciéon es
analitica, o bien, holomorfa en G. Cuando la funcién es analitica en todo
el plano complejo se le suele llamar funcion entera. Una de las diferencias
contrastantes con las funciones reales derivables de variable real de las fun-
ciones analiticas, es que las segundas tienen derivadas de todos los 6rdenes.
Ademés, todas las funciones analiticas no constantes son abiertas.

Debido a la abundancia de resultados acerca de las funciones analiticas,
presentaremos oportunamente soélo algunos, aquellos que utilizaremos direc-
tamente en los siguientes capitulos.

A continuacién enunciamos dos teoremas de suma importancia: El Teo-
rema de Riemann y el Lema de Schwarz. Para ello recordemos que, por de-
finicién, una region es simplemente conexa si tiene un complemento conexo.



Intuitivamente ello significa que no tiene “hoyos”.

Teorema 1.1.1. Teorema de Riemann. Sea G un conjunto abierto sim-
plemente conexo que no sea todo el plano. Sean zy elemento de G y D =
{z € C: |z| < 1}, el disco unitario. Entonces existe una unica funcion ana-
litica h : G — D, que cumple las siguientes propiedades:

1. h(z) =0y h' (2)>0.

2. h(G) = D.

3. h es inyectiva en G.

De hecho h es biholomorfa, o sea, es holomorfa y su inversa también. A
h se le conoce como la uniformizaciéon de GG en el disco unitario.

Teorema 1.1.2. Lema de Schwarz. Sea D el disco unitario y f una fun-
cion analitica definida en D que cumple:

1. f(D)C D.

2. f(0)=0

Entonces |f' (0)] <1y |f(2)| <|z| para todo z en D.

Ademds, si |f'(0)| =1, o bien, si|f (z0)| = |z0| para algin zy distinto de

cero, entonces, existe una constante c, |c| =1, tal que f (z) = cz para todo z
en D.

Del Lema de Schwarz y el Teorema de Riemann se desprende un corolario,
que de hecho es una variante del Lema de Schwarz y que resulta muy ttil en
el estudio de sistemas dindmicos discretos. Aqui lo formulamos y abordamos
su demostracion.

Definicion 1.1.3. Sean X y Y espacios métricos y sean f : X — X y
g:Y — Y. Decimos que f y g son topoldgicamente conjugadas si y solo si
existe un homeomorfismo h : X — Y tal que f = h™' o go h. En tal caso
h es una conjugacion topologica entre f y g. Cuando adicionalmente h es
analitica decimos que f y g son analiticamente conjugadas.

Corolario 1.1.4. Sea G una region simple conexa que no sea todo el plano.
Sea f: G — C con f(G) C G, analitica. Supongase que f(z0) = zy para
algin punto en G. Entonces, una de las siguientes dos condiciones se cumple:
1. |f (20)] <1 y en este caso f™(z) — zy para todo punto zy en G, o
2. f'(z0) = € y en tal caso f es analiticamente conjugada, en G, a una

rotacion R : D — D del disco unitario dada por R(z) = €“z.



Demostracion 1.1.5. Por el Teorema de Riemann existe h analitica que
satisface:

a) h(z) =0y h (2)>0.

b) h es inyectiva.

¢) h(G)=D.

Definimos una funcion g como sigue:
g(z)=hofoh™(z).

Veamos que ésta funcion asi definida satisface las condiciones de Lema de
Schwarz.

g(D)=hofoh™(D)=ho f(G)Ch(G)=D.

Con ello tenemos que g : D — D. Ahora veamos la siguiente condicion.

g(0)=hofoh ™ (0)=ho f(z)="h(z)=0.
De la definicion de g, goh(2) = ho f(2) y asi:

[g 0 h]' (20) = [ho f] (20) =
g (h(20)) - (20) = W' (f (20)) - ' (20) -

Como h(z) =0y f(2) = 20, cancelando en ambos lados de la igualdad
llegamos a que:
g9'(0) = f"(20) -

En ese caso |g' (0)| =1 o |¢g' (0)| < 1y porlo tanto g cumple las condicio-
nes del Lema de Schwarz. Es decir, si |g' (0)] = 1, entonces g (z) = cz = €z,

pues el modulo de ¢ es 1. De la definicion de g se cumple también que:

f(z)=hiogohi'(2).

Donde hy = h™', con lo cual se concluye que f es analiticamente conju-
gada con una rotacion del disco unitario por ¢ = e¥.

Para demostrar que si |f (z9)] < 1, entonces f"(z) — zo, tenemos que
probar que g™ (z2) — 0. El caso en que z es zy para la f y el caso en que z es

cero para la g es trivial, asi pasamos al otro caso.
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Sea z distinto de cero en el disco unitario. Dado que |g(z1)| < |z,
tenemos que |g" (z1)| es una sucesion decreciente y obviamente acotada, por
lo tanto converge. Demostremos que el valor limite es cero. Supongamos que
es distinto de cero, entonces existe una subsucesion de las iteraciones tal que
g™ (z1) — 29, con zy distinto de cero. Entonces:

Tim [g"* ()] = |2|
por la continuidad de g tenemos

ltm g™* (21) = g (22)

n—0o0

lfm g™ (21)] = [g (22)].

n—oo

Como zy es distinto de cero, |g (22)| < |22|. Con ello hemos encontrado dos
subsucesiones de la sucesion de maodulos que convergen a valores distintos, lo
cual genera una contradiccion. Por lo tanto la sucesion de mddulos converge
a cero y con ello se obtiene

lim ¢" (z) =0,

n—oo

para todo punto en D. Ahora resulta inmediato que para todo punto en G

lim f"(2) = 2.

n—oo

Recordemos que f se puede escribir como:

f(z)=hiogohi'(2).

Como hi* (z) = z* es un punto en D y por la continuidad de hy, tenemos:

lim " (2) = lim hyog(=*) = by (m g (=) = i (0) = 2,

n—oo

asi hemos terminado la prueba del corolario. [ |



1.2. Familias de funciones normales.

Aunque el tema de convergencia de funciones puede tratarse en un con-
texto muy general, aqui nos interesan resultados muy propios de la teoria de
variable compleja, como es el caso del Teorema de Montel.

Por esta razéon, a menos que especifiquemos lo contrario, siempre que
hablemos de una sucesiéon o de una familia de funciones, supondremos que
éstas estan definidas en un dominio adecuado G en el plano complejo o en la
esfera de Riemann. A cualquiera de estos dos espacios lo denotamos por X.

Para este tipo de sucesiones existen diferentes criterios de convergencia,
sin embargo, para el estudio de sistemas dindmicos discretos de variable com-
pleja nos interesa la convergencia uniforme.

Definiciéon 1.2.1. Una sucesion de funciones {f,}, fn : G C X — X,
n € N, converge uniformemente a f en G si para cualquier € > 0, existe
N € N de forma que sin > N se cumple que |f (2) — f. (2)| < &, para todo
zenGQ.

Esta definicion se puede extender a lo que llamamos convergencia unifor-
me a infinito. Esto ocurre si para todo M real, existe N natural de forma
que sin > N, |f, (2)| > M para todo z en el dominio.

En el caso de sucesiones de nimeros reales o complejos contamos con el
importante teorema de Bolzano-Weiestrass, que establece que una sucesiéon
acotada siempre tiene una subsucesion convergente. Antes de hablar de con-
diciones necesarias y suficientes, para que una sucesion de funciones contenga
subsucesiones uniformemente convergentes, definimos el concepto de familia
normal.

Definiciéon 1.2.2. Sea § una familia de funciones. Decimos que § es normal
en G si para toda sucesion {f,} contenida en la familia, existe una subsuce-
sion uniformemente convergente en todo subconjunto compacto de G a una
funcion f o a infinito.

Observemos que en esta definicion nos interesa la convergencia uniforme
en cada subconjunto compacto de G. Esto es porque pedir que una sucesion
converja uniformemente en todo G es demasiado restrictivo y se obtienen
importantes resultados sin necesidad de ello. Muestra de ello es el siguiente
teorema.



Teorema 1.2.3. Sea {f,} una sucesion de funciones analiticas definidas en
un dominio G C X. Si f,, converge uniformemente a f en cada subconjunto
compacto de G, entonces, f es analitica. En tal caso decimos que la sucesion
converge uniformemente en compactos a f.

Este teorema es de gran trascendencia pues establece la completez del
espacio métrico de funciones analiticas definidas en un dominio G C X. La
métrica es la inducida por la convergencia uniforme en compactos.

Para ejemplificar lo anterior, tomemos la sucesion de funciones f, (z) =
2. Si bien la sucesion no converge uniformemente en el disco unitario abierto
D, si lo hace en compactos a la funcién constante cero.

Montel establecié condiciones necesarias y suficientes para que una fa-
milia de funciones analiticas sea normal. Para ello requerimos introducir el
concepto de familia localmente acotada.

Definiciéon 1.2.4. § es una familia localmente acotada si para cada punto
zo en el dominio existe un valor real M vy una vecindad de zy en donde
|f (2)] < M, para todo punto z en la vecindad y toda funcion en la familia.

Y asi podemos formular ahora el Teorema de Montel.

Teorema 1.2.5. Teorema de Montel. Sea § una familia de funciones
analiticas. Entonces § es normal si y solo si ocurre una de estas dos opciones:
1. La familia es localmente acotada.
2. Toda sucesion en § tiene una subsucesion que converge uniformemente
a oo en cada subconjunto compacto del dominio.

Usando el Teorema de Montel se prueba el siguiente resultado cuyo coro-
lario nos ser4 muy util.

Teorema 1.2.6. Teorema de Montel-Carathéodory. Sea § una familia
de funciones analiticas en un dominio G. Si existen dos valores distintos a
y b en C tales que a ¢ f(G) y b ¢ f(G) para toda funcion f en la familia,
entonces § es normal en G.

Corolario 1.2.7. Sea § una familia de funciones analiticas tal que para toda
vecindad V' de zy la familia no es normal. Entonces,

Jrw)

feF

omite a lo mds dos puntos en C = C U {oo}.
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Un complemento a la definicion 1.2.4 es la idea de una familia de funciones
acotadas uniformemente en un conjunto G C X. Introducimos aqui este
concepto pues permite utilizar de forma simple el Teorema de Montel.

Definicion 1.2.8. Sea § una familia de funciones definida en G C X. De-
cimos que § es uniformemente acotada en G, si y solo si, existe M € R tal
que | f (2)] < M para toda f en la familia y todos los puntos z en G.

Es inmediato que una familia de funciones acotada uniformemente lo es
localmente. De ello se desprende el siguiente corolario.

Corolario 1.2.9. Sea § una familia de funciones acotada uniformemente en
G C X, entonces § es normal en G.

1.3. Elementos de sistemas dinamicos discre-
tos.

Dada una funcién f : G — G, a la composiciéon de ésta consigo misma
le llamamos una iteracion de f. Tenemos que f°(2) = z, f1(2) = f(2),
f2(2) = f(f(2)) y asf sucesivamente. Entonces, f* = fo fo..ofo f, n
veces, le llamamos la enésima iteracion de f.

El objeto de estudio de los sistemas dinamicos discretos es el comporta-
miento de los puntos del dominio al evaluarlos con las sucesivas iteraciones de
una funcion. Como siempre en matematicas, no sb6lo nos va a interesar cono-
cer el comportamiento particular de las iteraciones en un punto del dominio,
sino poder abarcar aspectos cada vez mas generales.

Dado un punto zy, el conjunto {zo, 21, 22, ..., Zn, ...} donde z, = f™(z) le
llamamos la drbita hacia adelante de zg bajo f,y lo denotamos por O (zg, f).
Al conjunto de puntos limite de la 6rbita de zg bajo f, le llamamos el omega
congunto limite de zy bajo f,y lo denotamos por w (zo, f).

Por otro lado, la drbita hacia atrds de un punto zy bajo f, O~ (zo, f), se
define como:

O™ (20, f) = Unenf " (20) -

La orbita completa de zy es la uniéon de la 6rbita hacia adelante con la
orbita hacia atrés.
Si f(z9) = 2o decimos que zy es un punto fijo.
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Si para algtn n # 0 se cumple que ™ (z9) = zo, 20 s un punto periddico.
Cuando n es el natural menor que satisface esta igualdad, decimos que z, es
de periodo n. Evidentemente un punto fijo es un punto periédico de periodo
1.

Los puntos fijos y periddicos se clasifican de acuerdo al médulo de la de-
rivada. Esto se debe a las consecuencias dinamicas que de ello se desprenden.

Definicion 1.3.1. Sea f analitica y zy un punto fijo. Si:
1. |f" (20)] = 0, entonces zy es un punto fijo superatractor.
2. |f' (z0)| < 1, entonces zy es un punto fijo atractor.
3. |f" (z0)] > 1, entonces zy es un punto fijo repulsor.

4. 1f (20)| = 1 y es una raiz de la unidad, entonces zy es un punto fijo
indiferente racional.
5.1 (z0)] = 1, pero f'(z) no es una raiz de la unidad, entonces zy es

un punto fijo indiferente irracional.

Esta definicion se generaliza a puntos periddicos considerando que si z
es de periodo n, entonces zy es punto fijo para f". Tenemos pues, puntos
periddicos superatractores, atractores, repulsores, indiferentes racionales e
irracionales segiin |(f™)’ (20)| sea cero, menor a uno y distinto de cero, mayor
a uno, siendo uno si es raiz de la unidad o no, respectivamente. Al valor de
(f™' (20) se le conoce como el multiplicador de zy. Si z; es el infinito, entonces
el multiplicador de z; esta dado por (g")" (0), donde

1
g(z)—m-

z

En muchas ocasiones, siempre que un punto periédico, o fijo, cumpla que
‘( i) (zo)‘ = 1, nos referimos a zg simplemente como punto perioédico, o fijo,
indiferente.

Si zp es un punto periddico de periodo n, entonces diremos que la 6rbita
hacia adelante de zy es un ciclo atractor, repulsor o indiferente, segiin z, sea
atractor, repulsor o indiferente.

Los puntos no periédicos para los que existe n natural tal que su ima-
gen bajo f™ es un punto periodico, se llaman preperiddicos o eventualmente
periodicos.

Ademas de los puntos peridédicos y preperiodicos, hablaremos de los con-
juntos de valores criticos CV(f), asintéticos AV (f) y excepcionales E(f).
Como es bien sabido, los puntos criticos son aquellos donde la derivada se
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anula, 2y es valor critico si es la imagen de un punto critico. Decimos que zg
es un valor asintotico si existe una curva z(t) con 0 < ¢ < 1 tal que si:

lin} 2(t) — 00 = 2lturll f(z(t)) = 2.

En el caso de la exponencial el cero es valor asintotico y R™ corresponde
a la curva z(t).

A la cerradura en C del conjunto de valores criticos y asintoticos de
una funcion f se le suele llamar conjunto de wvalores singulares de f y lo
identificamos con SV (f).

Finalmente, zy es valor excepcional si O~ (zp) es un conjunto finito de
puntos, en el caso particular en que O~ (z9) = ¢, a z se le llama valor
omitido (ver también 2.1.1). En el caso de la exponencial, el cero es un valor
excepcional y omitido, mientras que para la funcién ze® el cero no es omitido
pero es excepcional.

Ahora pasemos a definir dos conjuntos esenciales para la dindmica de las
funciones.

Decimos que f : G — G es normal en z, si la familia de iteraciones
5 = {f% f1, f?, ...} es normal en alguna vecindad V que tenga a z; como
elemento.

Naturalmente f no es normal en zj si para toda vecindad de z; la familia
de iteraciones no es normal. Con base en esto se pueden clasificar los puntos
del dominio en dos conjuntos ajenos.

Definiciéon 1.3.2. Sea f: C — C. El conjunto

F(f)={2€C: f esnormal en z} es llamado el conjunto de Fatou de
f, o el conjunto estable de f.

J (f) se define como el complemento del conjunto de Fatou y se llama el
conjunto de Julia de f.

Historicamente al conjunto de puntos donde f no es normal se le ha
identificado con el nombre de conjunto de Julia. Mas recientemente, en 1984,
al conjunto estable se le empezo6 a llamar conjunto de Fatou. Estos nombres
se deben a los creadores de la teoria, dos matematicos franceses, Pierre Fatou
y Gaston Julia, alrededor de 1918.

Cuando f(A) C A para algin subconjunto del dominio de f, decimos
que A es un conjunto invariante hacia adelante. Si f=1 (A) C A se dice que
A es invariante hacia atrds. En el caso de darse la igualdad, se dice que A es
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fuertemente invariante hacia adelante o hacia atras, segtin sea el caso. Si el
conjunto cumple ambas condiciones se le llama completamente invariante.

Teorema 1.3.3. Sea f analitica, entonces los conjuntos de Julia y Fatou de
f son completamente invariantes.

Demostracion 1.3.4. Si zy € F(f), entonces existe V vecindad de zy donde
la familia de iteraciones es normal.

Dado que f es continua, f~Y(V) = U es abierto y contiene a todos los
puntos de f~'(zg). Todo compacto K C U cumple que C = f(K) CV y es
un compacto. En virtud de la normalidad de f en zy existe una subsucesion
{f™} uniformemente convergente en C, por tanto la subsucesion { f™* 1} es
uniformemente convergente en K 1y con ello tenemos que f~Y(F(f)) C F(f).

Si f es constante, F(f) es todo el plano y se cumple que f(F(f)) C F(f).
En el caso en que f no es constante usaremos que f es abierta. St wy = zy,
entonces f(V) = U es un abierto que contiene a wy. Dado un compacto
K C U, entonces f7Y(K) NV = C es un compacto porque f es abierta.
Por la normalidad de f en zy existe una subsucesion {f"} uniformemente
convergente en C. Entonces la subsucesion {f™ 1} es uniformemente con-
vergente en K. Por lo tanto f(F(f)) C F(f). |

Una 6rbita atractora y los puntos que convergen a ella forman un conjunto
abierto y se le llama la cuenca de atraccion de la orbita. Cada elemento z; del
ciclo atractor pertenece a una componente abierta de la cuenca de atraccion
que se conoce como la cuenca inmediata de atraccion de z;.

Las componentes del conjunto de Fatou tienen la siguiente clasificacion:

Definiciéon 1.3.5. Sea ® una componente de F (f) el conjunto de Fatou.

1. ® es periddica, si existe n > 0 tal que " (P) = .

2. ® es eventualmente periodica o preperiodica, si existe n natural y I' C
F(f) componente peridgdica, tal que f*(®) C T.

3. ® es errante, si para todo n > 0 los conjuntos f™(®) son ajenos por
pares entre Si.

Para describir la dinamica en el conjunto de Julia recurriremos a la nociéon
de caos. Hay variantes de como éste se define. Aqui presentamos la que utiliza
Devaney que parte desde un punto de vista topologico.

Definicion 1.3.6. Decimos que f es cadtica en X si se cumplen las siguien-
tes propiedades:

1. El conjunto de puntos periodicos es denso en X.

2. [ es topologicamente transitiva en X.
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1.3.1. Mapa de parametros.

En el estudio de los sistemas dinamicos discretos generados por una fami-
lia de funciones § = {f} es de interés comprender como se altera la dindmica
generada por f € § al modificar el valor de un pardmetro. Como en el caso
de una perturbacién que depende de un pardmetro.

El caso méas estudiado y famoso es el de la familia cuadratica Q. (z) =
2% 4 ¢, donde aparece el conjunto de Mandelbrot 9. Para esta familia los
conjuntos de Julia presentan una dicotomia que depende del pardametro c.
Esto es, o bien J (Q.) es conexo o es totalmente disconexo. Al identificar en
el plano a cuales parametros les corresponde un Julia conexo, obtenemos el
conjunto de Mandelbrot.

Figura 1.3.7. Conjunto de Mandelbrot. Tomada de [53].

Ademas de identificar el conjunto de parametros donde el conjunto de
Julia es conexo, se puede localizar el conjunto de parametros donde la funcion
tiene una orbita de periodo uno atractora. Este conjunto estda formado por
la cardioide en negro. Los bulbos pegados a la cardioide, que son las zonas
en negro circulares, son conjuntos de parametros donde se tiene la presencia
de una orbita periddica atractora.

Como en un mapa, cuando se sabe leer, se puede conocer informacion
acerca de la dinamica de una familia de funciones dada por la variaciéon de
uno o varios parametros. En general, se identifican las bifurcaciones de la
familia y los dominios de estabilidad. En el caso del conjunto de Mandelbrot,
se puede localizar los conjuntos de parametros donde hay orbita atractora
de periodo 3, 5, 7, etc. Por ello es natural que al plano donde se identifica el
conjunto de Mandelbrot se le conozca como mapa de pardmetros de la familia
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cuadratica, o bien, plano de pardmetros de la familia cuadratica. Al plano
donde se localiza el conjunto de Julia de una funcién f se le conoce como el
plano dinamico de f.

Al final del capitulo 3 incluimos aspectos sobre el mapa de parametros
de la familia exponencial E)(z) = Ae*. En el capitulo 4 abordamos algunos
aspectos del mapa de parametros de la familia fy .
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Capitulo 2

Iteracion de funciones meromorfas

El estudio de los sistemas dinamicos discretos en el campo de la dinamica
holomorfa se dio a comienzos del siglo XX con los matematicos franceses G.
Julia y P. Fatou. Si bien en estos comienzos la mayor parte de los trabajos
eran respecto a funciones racionales, también se estudiaron funciones tras-
cendentes como la funciéon exponencial. En las tltimas dos décadas del siglo
XX se retomo el estudio de la dinamica holomorfa teniendo un importan-
te desarrollo el caso de las funciones enteras trascendentes. En las tltimas
dos décadas, esto ha ocurrido también para el caso de funciones meromorfas
trascendentes.

Uno de los caminos que se siguen con frecuencia para el estudio de la
dinamica de funciones meromorfas, es la busqueda de generalizar resulta-
dos conocidos para el caso racional. Por otro lado, las funciones meromorfas
trascendentes presentan fenémenos que no son posibles en el caso racional.

En la primer seccién, veremos la definicion de funcién meromorfa y algu-
nos resultados basicos respecto a las singularidades esenciales. En la segunda
seccion, veremos propiedades topologicas y dinamicas de los conjuntos de
Julia y Fatou para funciones meromorfas. Otros resultados seran abordados
oportunamente en los capitulos siguientes. Salvo referencias concretas, el ma-
terial de este capitulo se encuentra principalmente en [13|, [3]; asi como en

2], [19], [10] y [20].
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2.1. Funciones meromorfas.

Cuando una funcion f es analitica en un disco perforado D —{zy} decimos
que 2o es una singularidad aislada. Estas singularidades se clasifican de la
siguiente manera:

1. La singularidad es remouvible si existe lim,_,, f(z).

2. Es un polo de la funcion si lim,_.,, f(z) = oo.

3. Es esencial en cualquier otro caso.

Una funcién es meromorfa en C si es analitica en C salvo en los polos. Por
definicién, en una funcién meromorfa los polos deben ser aislados de otros.
La suma, el producto y el cociente de funciones meromorfas son meromorfas.

Un famoso resultado que es sumamente util para estudiar la dindmica de
funciones meromorfas se debe a Picard, ver [42].

Teorema 2.1.1. Teorema pequeno de Picard. Sea f meromorfa en C
y no constante. Entonces f toma todos los valores en C salvo a lo mds dos
puntos.

Los puntos que excluye una funcién meromorfa se conocen como wvalores
de Picard. Por ejemplo, para la funcién E(z) = e* el 0 es un valor de Picard.
A estos valores también se les conoce como valores omitidos. Notese que los
valores omitidos son excepcionales.

Las funciones meromorfas se clasifican en diferentes familias, en las cuales
son validos resultados del anélisis complejo o bien de sistemas dinamicos
discretos. Por supuesto los polinomios y las funciones racionales son funciones
meromorfas. Las siguientes familias nos seran de utilidad mas adelante.

Definicion 2.1.2. 1. Las funciones enteras trascendentes, son funciones
analiticas en el plano complejo que no son polinomios. Es decir, los coefi-
cientes de su serie de Taylor que son diferentes de cero son una cantidad
infinita.

2. Las funciones meromorfas trascendentes son aquellas funciones mero-
morfas que no son racionales.

Las funciones trascendentes se caracterizan por tener singularidades esen-
ciales. En el caso de las meromorfas trascendentes, siempre el punto al in-
finito es la tinica singularidad esencial. El comportamiento de una funciéon
alrededor de estas singularidades queda establecida en el clasico teorema de
Weierstrass:
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Teorema 2.1.3. Una funcion analitica toma valores arbitrariamente cerca-
nos a cualquier valor complejo en toda vecindad de una singularidad esencial.

Eso no es todo, con el Teorema grande de Picard podemos tener una idea
mas precisa del comportamiento de las funciones cerca de una singularidad
esencial.

Teorema 2.1.4. Teorema grande de Picard. Sea zy singularidad esen-
cial de f, entonces en toda vecindad de zy, f asume una infinidad de veces
cualquier valor complejo en la esfera de Riemann, salvo posiblemente dos
valores.

Este teorema nos dice que una funcion trascendente tiene a lo mas dos
valores excepcionales. En la funcion e?/z, el infinito es valor excepcional no
omitido, pues hay un polo en cero, en tanto que 0 es valor omitido.

2.2. Propiedades de los conjuntos de Julia y Fa-
tou.

Los conjuntos de Julia y Fatou juegan un papel central en el estudio de
los sistemas dinamicos. Aqui presentamos algunas de las propiedades de estos
conjuntos. En adelante, las funciones referidas son meromorfas no lineales ni
constantes. Convenientemente, en cada resultado haremos referencia al caso
racional.

Si llamamos V,, a una vecindad donde f es normal en zj, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Sea f meromorfa, entonces:

F(fy=|J v
)

z€F(z

Demostracion 2.2.2. Una de las contenciones es obvia. Para garantizar la
otra, necesitamos probar que dado zy € F (f), V., € F (f). Sea z elemento
de V,,, entonces eziste una vecindad V de z contenida en V,,, con ello f es
normal en V' y por tanto z es elemento del Fatou, quedando demostrada la
wqualdad anterior. [ |
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Al ser el conjunto de Fatou una unién arbitraria de abiertos, el conjunto
es abierto y por tanto el conjunto de Julia es cerrado.

Los puntos periodicos juegan un papel central en el estudio de los sistemas
dindmicos. De hecho estan intimamente relacionados con los conjuntos de
Julia y Fatou. Se puede probar que los puntos periédicos atractores y sus
cuencas de atraccion pertenecen al conjunto de Fatou. También se puede
demostrar que la frontera de la cuenca de atracciéon esta contenida en el
conjunto de Julia.

En el caso de los puntos periddicos indiferentes, los racionalmente indi-
ferentes siempre pertenecen al conjunto de Julia. Los irracionalmente indife-
rentes son caprichosos, pueden ser parte del Julia o del Fatou. Mas sobre el
tema se puede consultar en [49].

Otro teorema es que los puntos periddicos repulsores petenecen al con-
junto de Julia. Mas todavia, para el caso de funciones meromorfas se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 2.2.3. Sea f meromorfa. Entonces el conjunto J (f) es la cerra-
dura del conjunto de puntos periddicos repulsores.

Este resultado los probaron Fatou y Julia para el caso racional. Baker lo
extendio para el caso de las funciones enteras trascendentes. Battacharyya
para el caso de la familia P y Baker, Kotus y Lii para M. En las pruebas del
caso trascendente se usd un teorema sobre la teoria de Ahlfors de superficies
cubrientes, [13|. Posteriormente Bolsch [18] extendi6 al caso de las funciones
meromorfas una prueba més sencilla de este hecho hecha por Schwick [48|
para funciones enteras y racionales, ver [11].

En la prueba seguida por Julia para este teorema es indispensable la
existencia de puntos peridédicos repulsores. Al respecto se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 2.2.4. Sea f una funcion meromorfa trascendente y n > 2, en-
tonces [ tiene una infinidad de puntos periddicos repulsores de periodo n.

No siempre las funciones trascendentes tienen puntos fijos, por ejemplo
la funciéon f(z) = e* + z no los tiene, dado que la ecuacion f(z) — z no se
anula. Baker probo en [4] que si una funcion racional de grado d > 2 no tiene
puntos periodicos de periodo n, entonces n =2y d € {2,3,4} osin =3y
d=2.
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Del resultado anterior se desprende que el conjunto de Julia es no vacio
para funciones trascendentes. Esto es valido mas en general para todas las
funciones meromorfas y de hecho se tiene el siguiente:

Teorema 2.2.5. Si f es meromorfa, entonces J (f) es perfecto, es decir, es
cerrado, no vacio y no tiene puntos aislados.

La prueba en el caso racional seguida por Julia y Fatou es mostrando que
existe un punto fijo repulsor o con multiplicador 1. Una vez que se encuentra
2o € J(f), se muestra que O~ (zp) es infinito. Con ello y el Teorema de
Montel se tiene que J es perfecto. Si f es trascendente la prueba se hace por
casos. Mas adelante daremos una clasificacion de las funciones meromorfas
trascendentes.

La dinadmica en el conjunto de Julia resulta ser muy complicada. Recorde-
mos que si f no es normal en z, quiere decir que en ninguna vecindad de z la
familia tiene una subsucesion uniformemente convergente. Las consecuencias
dinamicas de este hecho en el conjunto de Julia se resume en el siguiente
resultado, ver [21].

Teorema 2.2.6. Sea f analitica, no inyectiva ni constante. Entonces, f es
cadtica, en el sentido de Devaney, en J (f).

Para funciones meromorfas trascendentes la familia de iteraciones no esta
definida en todo el plano complejo, en tanto que todas las iteraciones de las
funciones racionales estan bien definidas en la esfera de Riemann.

Como ya mencionamos, el comportamiento del punto al infinito en el ca-
so de las funciones racionales es sumamente distinto al caso de las funciones
enteras trascendentes. Por ejemplo, para los polinomios el infinito es un pun-
to superatractor generando una componente de la cuenca de atraccion. En
general, el comportamiento dindmico del punto al infinito para las funciones
racionales no se distingue del resto de los puntos. En cambio, las funciones
meromorfas trascendentes tienen en el infinito una singularidad escencial.
Por ello el infinito juega un papel central en la dinamica de estas funciones,
que en el area se suelen clasificar segtn el inifinito sea omitido, excepcional
no omitido o no excepcional formando las siguientes familias:

1. f € E si el infinito es omitido, por tanto E es la familia de funciones
enteras trascedentes. La familia de iteraciones de f en este caso estd bien
definida en el plano complejo.

2. La familia P es la de aquellas funciones trascendentes f tal que tienen
so6lo un polo en zy que resulta ser un valor omitido. Entonces las iteraciones
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estan bien definidas en C — {zp, 00}. Esto es, las funciones de la familia P
tienen al infinito como un valor excepcional no omitido. Como una funcién
trascendente tiene a lo més dos valores excepcionales, la 6rbita hacia atras
del infinito tiene un unico elemento que debe ser un valor omitido.

3. La familia M es la de aquellas funciones meromorfas trascendentes
donde el infinito es no excepcional. Por lo senalado en (2), si f tiene al
menos dos polos, el infinito es no excepcional. En tal caso, o si f tiene sélo
un polo que no es un valor omitido, entonces O~ (00) resulta ser un conjunto
infinito. A los elementos de la 6rbita hacia atras del infinito los llamaremos
prepolos. Sea z un prepolo, entonces existe n tal que f"(z) = oo, es decir, 2z
es eventualmente singularidad esencial, por tanto f"! no se puede definir en
z. Esto constituye una diferencia importante del conjunto de Julia cuando el
infinito es no excepcional de cuando si lo es. En el capitulo 4 veremos que
este es el caso de las funciones de la familia f) , si ambos pardmetros no son
cero.

Si z € O~ (00), la familia de iteraciones de f € M no se puede definir
continuamente en alguna vecindad de z. Dado que C — O~ (c0) es invariante
hacia adelante bajo f y O~ (c0) tiene méas de dos puntos, por el Teorema de
Montel, se concluye que {f"} es normal en C — O~ (c0).

Lo anterior nos da una caracterizacion del conjunto de Fatou para una
funciéon en M. Esta es, como el conjunto abierto mas grande donde podemos
definir todas las iteraciones de f. En este caso, se tiene que:

J(f) = O~ (o0).

Empleando el corolario 1.2.7 del Teorema de Montel se puede demostrar
el siguiente resultado:

Teorema 2.2.7. Sea f meromorfa, entonces J (f) es denso en ninguna parte
o es todo el plano.

Demostracion. Si J (f) no es todo el plano, entonces el conjunto de
Fatou es no vacio. Siendo el conjunto de Fatou abierto, existe una infinidad
de puntos donde f es normal. Dado un punto z, en el conjunto de Julia y una

vecindad arbitraria V,, de este punto, como |J f™(V,,) s6lo puede excluir a lo
neN

més dos puntos de C (corolario 1.2.7) debe existir N natural, tal que f (V%)
tiene intersecciéon no vacia con el conjunto de Fatou. Tomemos a w € F(f)N
N (V,,). Entonces f~ ({w}) intersecta a V,,. Al ser Fatou completamente
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invariante, encontramos elementos de este conjunto arbitrariamente cerca de
20 En tal caso el Julia debe ser denso en ninguna parte. |

Tenemos mas consecuencias del Teorema de Montel. Una es que si 2y no
es excepcional, entones J (f) = O~ (2).

Otra mas es que si zg pertenece al conjunto de Julia de f, si U es un
abierto que contiene a zy, entonces O (U) omite a las mas dos puntos en C,
los excepcionales. Mas atn, si f no tiene valores excepcionales o estos per-
tenecen al conjunto de Fatou, entonces f"(J(f)NU) = J(f), para algin
natural n suficientemente grande. Conviene tener presente que las funciones
meromorfas tienen a lo més dos valores excepcionales, si f es entera trascen-
dente, oo siempre es excepcional, por lo que en este caso la funcién puede
tener a lo mas un valor finito excepcional.

Para terminar esta seccion de resultados, enunciamos el Teorema de cla-
sificacion de dominios periddicos para funciones meromorfas, que caracteriza
la dindmica en el conjunto de Fatou de las componentes periddicas. Se sabe
ademas que una funcién meromorfa tiene a lo més un dominio invariante
[34].

Teorema 2.2.8. Sean f meromorfa y U componente periodica de F(f) de
periodo n. Entonces se tiene una de las siguientes 5 posibilidades:

1. La componente U contiene un punto zy atractor de periodo n. Entonces
™ (2) — 2 para toda z en U cuando k tiende a infinito. La componente U
se llama la cuenca inmediata de atraccion de zg.

2. La frontera de U contiene un punto periodico zy de periodo n, tal
que f™*(2) — z para toda z en U cuando k tiende a infinito. Entonces
| (f™) (20)] = 1. En este caso a U se le llama dominio de Leau o dominio
parabolico.

3. Eziste un homeomorfismo analitico o : U — D, con D el disco unitario,
tal que @ conjuga a f* con e*™*z para o irracional, es decir, con una rotacion
wrracional. En tal caso, U se llama disco de Siegel.

4. Existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — A donde A es un anillo,
A={z:0<|z| <r}, conr > 1, tal que ¢ conjuga a f* con e*™*z para
a irracional, es decir, con una rotacion irractonal. En tal caso U se llama
anillo de Herman.

5. Existe un punto 2y en la frontera de U, tal que f™ (2) — 29 para toda
z en U cuando k tiende a infinito, pero " (z9) no estd definida. En este caso
U se llama dominio de Baker.

La caracterizacion de los dominios periédicos del conjunto de Fatou fue
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dada para el caso de funciones racionales por Sullivan entre 1982 y 1983,
resultado que se conoce como Teorema de clasificacion de Sullivan, . El caso
general por Baker, Kotus y Lii en 1991, ver [13].

Conviene hacer notar que en el caso del ciclo de dominios de Baker, siem-
pre existe una componente donde z; = 0o, mas aun cualquier componente
cumple que el zy correspondiente es un prepolo, [13].
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Capitulo 3

Aspectos dinadmicos de
E)\(Z> = \e”

En 1981 Misiurewicz demostré que el conjunto de Julia de fio(2) =
Ei(z) = E(z) = €* es todo el plano, contestando a una pregunta de Fa-
tou que habia quedado abierta durante 60 anos. Si bien en la actualidad se
cuentan con sofisticadas herramientas que simplifican enormemente la demos-
tracion de este hecho, la virtud del procedimiento seguido por Misiurewicz es
la utilizacion de resultados bésicos del andlisis complejo, ver [20] y [43]. En
la demostracion de Misiurewicz se exhibe un comportamiento geométrico de
la funcién exponencial y su dinamica que nos permite “sentir” el resultado,
ver [44].

Con la familia F\ se ilustra parte importante de la riqueza de fenémenos
que se presentan en la dindmica de funciones trascendentes. Varios de estos
aspectos seran de utilidad para abordar a la familia f), y nos conduce al
planteamiento de varias preguntas. Por ejemplo:

Pregunta 3.0.9. ;El conjunto de Fatou de f\, puede ser vacio si p es
diferente de cero?

En este capitulo, ademas de hacer una revision de resultados, abordamos
la demostracion de la dicotomia de J(E)), teorema 3.5.6, siguiendo la idea
presentada en [24] y en [13]. De este resultado se desprende como un caso
particular el hecho de que J(E;) = C. Esta prueba es sumamente contras-
tante a la presentada por Misiurewicz, pues utiliza propiedades dindmicas
de caracter general para distintas clases de familias meromorfas, abarcando
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con ello no sélo el caso A = 1, sino que caracteriza los pardmetros en que
J (E)) = C en funcion de la orbita del cero.

3.1. La funcién exponencial compleja.

Definimos la funcion exponencial compleja E (z) = €*, z = z + iy, z € C,
como sigue:
E (z) = e cosy + e"isiny.

Por tanto, la funcion satisface que |E (2)| = e* y Arg(F (z)) = y. Esto
trae como consecuencia propiedades analiticas y geométricas peculiares. El
cero es un punto omitido en la imagen de la exponencial. Mientras que la
imagen de cualquier recta horizontal forma un rayo cuyo angulo es y, la
imagen de cualquier recta vertical es una circunferencia cuyo radio es e”*
dando una infinidad de vueltas al cero.

En franjas horizontales de altura 27 la exponencial es una funciéon biyec-
tiva con imagen C — {0}.

Como E’ (z) = F (z) la funcion no tiene punto criticos. Ademas, |E’ (2)| =

er.

Figura 3.1.1. (a) Imagen de rectas verticales.

Ez)
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(b) Imagen de rectas horizontales.

y E(Z)

(c) Imagen de franjas horizontales de altura 27

T .
- D, o
-

%7/ 707 ] Z//f/ ///,17//2%

Si tomamos un valor A en C — {0}, para la funcion E) (z) = e las
propiedades anteriores se preservan, es decir: la imagen de rectas verticales
son circunferencias, la imagen de rectas horizontales son rayos desde el origen
sin el cero y la imagen de franjas horizontales de altura 27 es todo el plano
sin el cero. Ademés la exponencial es simétrica respecto a la conjugacion:

E(z)=FE(2).

3.2. Bifurcaciones de £, : R — R, A € R.

Como ocurre con muchas familias de funciones, si limitamos la variable y
el parametro a los nimeros reales la dinamica puede resultar bastante simple.
A continuacion presentaremos este caso porque nos ayudara en el estudio
posterior del caso complejo. Este procedimiento lo seguiremos también para
analizar fy .

En esta familia aparecen dos fenémenos con el cambio del pardametro. Por
un lado tenemos una bifurcaciéon tangente o de punto silla cuando A = % Por
otro, una bifurcaciéon de duplicaciéon de periodo cuando A = —e.
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Observemos en las graficas de las Figuras 3.2.1 y 3.2.2 estas bifurcaciones.
Para el caso A > 0, ver Figura 3.2.1, tenemos 3 casos.

Figura 3.2.1. (a) El caso A > 1.

(¢) El caso 0 < X\ < 1.

re'

Si0< A< é tenemos dos puntos fijos. Uno z, que es atractor y otro x,
repulsor. Ademaés se cumple que 0 < z, < 1 < x,.. Si z € (—o0, z,) su orbita
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converge a z,. Si x € (x,,00) su oOrbita se va a infinito.

Si A = ¢ tenemos un punto fijo indiferente en 2 = 1. Si 2 € (—o0,1] su
orbita converge a 1 y si « € (1,00) su oérbita crece hacia infinito.

SiA > % no existe punto fijo y la 6rbita de todos los puntos se va a
infinito.

Cuando A < 0, tenemos nuevamente tres casos, ver Figura 3.2.2.

Figura 3.2.2. (a) El caso —e < A < 0.

X,

e’

(b) El caso \ = —e.
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(c) El caso A < —e. Primera y sequnda iteraciones.

\ |

e
/

-
-

En el caso (a) si —e < A < 0 hay un punto fijo atractor y las orbitas de
todos los puntos convergen a éste.

En el caso (b), cuando A = —e, hay un punto fijo indiferente en x =
—1. Como FEf (—1) = —1 el punto fijo es no hiperbélico, todas las érbitas
convergen a él.

En el caso (c), si A < —e, hay un punto fijo repulsor y un ciclo atractor de
periodo dos, a éste tltimo convergen las érbitas de todos los puntos, excepto
la del punto fijo.

3.3. Cantor bouquet

De la dindmica del caso real sabemos que para A = % hay un punto fijo
indiferente. En el caso 0 < A\ < é tenemos dos puntos fijos. Uno menor a
uno, z,, que es atractor; otro mayor a uno que es repulsor, z,.. Los puntos
en el conjunto de Fatou tienen orbitas convergentes al punto fijo atractor z,.
Ademas, el conjunto de Fatou es homeomorfo a un disco abierto, ver [24].

Para estos parametros se tiene que el conjunto de Julia es un Cantor
bouquet. En [44] presentamos la construccion geométrica que da Devaney
para el caso A = % y se puede consultar también en [24]. Aqui damos la
definicion y enlistamos algunas propiedades, ademas de mostrar una imagen
que da una idea aproximada del tipo de conjunto que es el conjunto de Julia.

Definicion 3.3.1. Un cepillo recto B es un subconjunto de [0,00) X T en R?,
donde 1 son los irracionales. B tiene las siguientes propiedades:
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(a) Cabellosidad. Para todo (y,a) € B existe t, € [0,00) tal que t, <y
y{t: (t,a) € B} = [ta,00). El punto e, = (to, ) se llama el extremo del
cabello en « dado por cq = [tq,0) X {a}.

(b) Densidad. El conjunto P = {a €1: (y,a) € B para alguna y} es
denso en 1. Ademds para cualquier (y,a) € B, existen sucesiones {f,} ¥y
{Vn} contenidas en P que satisfacen que B, T o, v | o, tg, — ta Y t,, — ta.

(c) Secciones compactas. B es cerrado en R2.

Definicion 3.3.2. Un subconjunto Cy del plano es un Cantor bouquet si y
solo si existe un homeomorfismo entre el conjunto Cy y un cepillo recto B.

Si0 < A< % el conjunto de Julia cumple las siguientes propiedades,

resultando sorprendente que este tipo de conjuntos, ademas de los continuos
indescomponibles, aparezcan en la dindmica de la familia exponencial:

(a) Existe un cepillo recto homeomorfo al conjunto de Julia de E), con
0< A< é, ver [1]. Es decir, el conjunto de Julia es un Cantor bouquet.

(b) Todo punto en el conjunto de Julia es elemento de solo una curva
continua homeomorfa al intervalo [0, 00), ello determina los cabellos y sus
extremos. De hecho las curvas son C*, un resultado de Viana en [50].

(c) El conjunto de puntos periddicos repulsores esté contenido en la corona
que es el conjunto de extremos de los cabellos.

(d) La orbita de los puntos en los cabellos tiende a infinito. Algunos
puntos en la corona también tienden a infinito.

(e) Dado que la corona contiene los puntos periddicos repulsores, la corona
es densa en el conjunto de Julia.

(f) Los puntos de los cabellos son inaccesibles desde el complemento. Esto
es, dado z en el Julia, no existe una curva continua (t) : [0, 1] — C tal que
v(1) = z y v(t) pertenece al conjunto de Fatou para todo t # 1. Sélo los
elementos de la corona son accesibles desde el complemento, [22].

(g) El infinito es un “punto de explosion”de la corona, [41]. Es decir, en
la esfera de Riemann la corona y el infinito forman un conjunto conexo, en
tanto que so6lo la corona es un conjunto totalmente diconexo.

Para generar en computadora las imagenes de la Figura 3.3.3 se utiliza el
hecho de que los puntos cuya orbita tiende a infinito son densos en el Julia.
Para ello se elige cierto ntiimero de iteraciones y se busca aquellos z en el
plano tal que, Re(z) > 50. En blanco se muestran estos puntos, ddndonos

una aproximacion de J (E; (z)), ver [24].
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Figura 3.3.3. (a) El conjunto de Julia para X\ = L. Tomada de [24].

€

(b) Detalle del conjunto de Julia para X = L. Tomada de [24].

e

Devaney y Tangermann en [31] muestran que este tipo de conjuntos apa-
recen en el conjunto de Julia de muchas familias de funciones. Por ejemplo,

Fagella probo en [36] que si A # 0, el conjunto de Julia para cada funcion de
la familia Aze* contiene un Cantor bouquet, ver [3].

Conjetura 3.3.4. El conjunto de Julia de f», contiene un Cantor bouquet.
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3.4. Trasplante de cabellos

En esta seccion ilustraremos el fenémeno de “trasplante de cabellos” [27].
Esto ocurre en la bifurcacion de duplicaciéon de periodo cuando el parametro
pasa por A = —e.

Para 0 > A > —e, tenemos un punto fijo atractor y el Julia es un Cantor
bouquet con las mismas propiedades del caso en que A es positivo.

Conforme A se aproxima al valor —e, una orbita repulsora de periodo 2
se aproxima al punto fijo atractor, llevando consigo los cabellos de los puntos
periddicos repulsores. Cuando A = —e, la orbita repulsora se “funde” con
el punto fijo atractor creando un punto fijo indiferente, convirtiéndose en el
extremo de dos cabellos. Al pasar el paramtero por la bifurcacion, es decir,
cuando A < —e, el punto fijo se convierte en repulsor volviéndose el extre-
mo de dos cabellos. Tengamos presente que los cabellos y sus extremos son
conjuntos ajenos en un Cantor bouquet, por tanto también en los conjuntos
de Julia cuando 0 > A > —e, al pasar el parametro por la bifurcacion, dos
cabellos originalmente ajenos se juntan en los extremos. A este fenémeno se
le conoce como “trasplante de cabellos”. Ver Figura 3.4.1.

Para A < —e, el conjunto de Julia ya no tiene la misma topologia que
los cepillos rectos, sin embargo, sigue conteniendo conjuntos de Cantor in-
variantes. Ademas, los conjuntos de Julia siguen siendo familias de curvas
continuas cuyos extremos son densos en el Julia, ver [15].

Otra consecuencia de esta union de cabellos es que el conjunto de Fatou
deja de tener s6lo una componente y se fracciona en una infinidad de ellas.
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Figura 3.4.1. Tomado de [2}]. Los conjuntos de Julia de Fy para A\ = —2,5
y A= —3,5.

3.5. Dicotomia de F)(z).

En esta seccion enunciaremos resultados de caracter general para distin-
tas clases de funciones meromorfas que se encuentran en [13]. Uno de ellos
es la generalizacion del Teorema de Sullivan de la no existencia de domi-
nios errantes. Estos los utilizaremos para la demostracion del teorema que
establece las condiciones de la dicotomia para el caso de la familia F)(z).

La dicotomia de la familia exponencial es en el sentido de que para unos
parametros el conjunto de Julia es todo el plano y para el resto, ademas de
tener interior vacio, contiene un Cantor bouquet, ver [24]. Para argumentar la
dicotomia basica, es decir, que el Julia es C o tiene interior vacio, comencemos
por enunciar el Teorema de Sullivan que establece que las funciones racionales
no tienen dominios de Fatou errantes, uno de los teoremas mas importantes
en la iteracion de funciones racionales, [13].

Teorema 3.5.1. Sea f racional y ® una componente del conjunto de Fatou,
entonces ® es eventualmente periddico, es decir, existe n natural y I' C F(f)
componente periddica, tal que f*(®) C T.

La generalizaciéon mencionada abarca cierto tipo de funciones.
Definicién 3.5.2. Sea f meromorfa. f € S siy sélo si SV(f) es un conjunto
finito.
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El siguiente resultado se debe a Baker, Kotus y Lii, [7].

Teorema 3.5.3. Sea f meromorfa en S, entonces f no tiene dominios erran-
tes.

Este resultado no es valido para funciones enteras trascendentes en ge-
neral, Baker fue el primero en presentar un ejemplo, [13]. Un caso simple
de una funcion entera con dominio errante es f(z) = z + Asenz con A € R
apropiada.

En cuanto a los dominios de Baker, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.5.4. Las funciones meromorfas en S no tienen dominios de
Baker.

El siguiente teorema vincula los puntos singulares de f con los ciclos
periddicos del conjunto de Fatou.

Teorema 3.5.5. Sea f meromorfa y C = {Uy, Uy, ...,U,_1} un ciclo perio-
dico de componentes de F, es decir, f(U;) = Uj41 si j € {0,1,....,n—1} y
f (Un—1) = Uy. Entonces:

(a) Si C' es un ciclo de cuencas inmediatas de atraccion o de dominios
parabolicos, entonces algun U; contiene un valor singular de f, para alguna
j € 40,1,....,n — 1}. El punto no puede ser preperiddico y si es periddico
entonces es critico.

(b) Si C es un ciclo de discos de Siegel o de anillos de Herman, entonces
la frontera de U; estd contenida en la cerradura de la orbita hacia adelante
de todos los puntos singulares de f.

Estos resultados los podemos usar para la familia E) donde el cero es
valor asintotico y no hay puntos criticos.

Teorema 3.5.6. Sea E,(z) = Ae*. Entonces una de las siguientes condicio-
nes se cumple para el conjunto de Julia de esta funcion:

(a) Si la drbita de O tiende a infinito, entonces el Julia es todo el plano.

(b) Si 0 es preperiddico, entonces el Julia es todo el plano.

(c) Si existe una drbita atractora o indiferente, entonces el Julia es denso
en ninguna parte.

Demostracion 3.5.7. Por el Teorema de clasificacion de dominios 2.2.8, el
teorema 3.5.83 y el 3.5.4, solo puede haber cuencas inmediatas de atraccion,
dominios de Leau, discos de Siegel o anillos de Herman.
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Caso 1, la orbita de cero tiende a infinito. De existir una cuenca de atrac-
cion o un dominio parabolico, por la parte a) del teorema 3.5.5 y al ser 0 el
unico singular, su orbita seria acotada. Por lo tanto E\ no tiene cuencas
de atraccion ni dominios parabdlicos. Como la orbita hacia adelante del 0 es
una sucesion convergente a inifinito, no puede contener la frontera de ningun
disco de Siegel o anillo de Herman. Por la parte b) del teorema 3.5.5, E\ no
tiene de este tipo de dominios. Por lo tanto si O tiene orbita convergente a
infinito el conjunto de Fatou es vacio.

Caso 2, el cero es preperiodico. Al ser O un valor omitido, no puede ser
periodico. Si 0 es preperiodico, tampoco puede haber cuencas de atraccion ni
dominios de Leau, en virtud de la parte a) del teorema 3.5.5 y del hecho
de que Ey no tiene puntos criticos. Por otro lado, en el caso de que 0 sea
preperiodico, al ser su orbita hacia adelante un conjunto finito, es igual a su
cerradura, por lo que no puede ser la frontera de ningin disco de Siegel o
anillo de Herman. En razon de la parte b) del mismo teorema, tampoco hay
discos de Siegel ni anillos de Herman. Por lo tanto el conjunto de Fatou es
vacio.

Caso 3, existe punto periodico atractor o indiferente. En tal caso el con-
junto de Fatou es no vacio. Como consecuencia del Teorema de Montel, por
el teorema 2.2.7, el Julia es denso en ninguna parte. [ |

En la Figura 3.5.8 aparece una aproximaciéon del mapa de parametros.
En negro aparece el conjunto de pardmetros donde el Julia es todo el plano.
Este conjunto de parametros es denso en ninguna parte y contiene una unién
no numerable de curvas homeomorfas al [0, 00).
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Figura 3.5.8. Tomado de [24]. El mapa de pardmetros de la familia E (z).
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Capitulo 4

El caso A\, u € C — {0}

Como ya hemos mencionado, el caso p = 0 estd ampliamente estudiado.
Si A = 0 la funcion fy,(z) = p/z es una transformacion de Mdbius y su
dindmica es muy simple: el conjunto de Julia es vacio, todos son puntos
periodicos si pu # 0, las dos raices de p son puntos fijos y todos los demas
puntos son periédicos de periodo 2. En adelante, al referirnos a A y p los
consideramos ambos distintos de cero.

Si bien en las tltimas décadas ha avanzado el estudio de la dinamica
de funciones meromorfas, diversos resultados no se aplican a la familia fy ,
cuando ambos parametros son distintos de cero al tener una infinidad de
valores criticos. Ya en 1991 Baker, Kotus y Lii mostraron en [6] que si A = —1
y i = 1, existe un dominio de Baker de periodo 2, cuyos puntos convergen
a 0 bajo las iteraciones de fzm. Bergweiler en [13] hace notar que en este
caso tenemos una funcién con una infinidad de valores criticos y que, siendo
acotados, se acumulan en 0, veremos que estos hechos se generalizan sin
importar los valores de A y pu.

En la primera secciéon de este capitulo abordaremos algunos aspectos bési-
cos de la familia fy ,. Demostraremos que en efecto f) , pertenece a la familia
M, esto es, que teniendo solamente un polo en 0, éste no es omitido y que
por tanto hay una infinidad de valores cuya imagen es 0. También proba-
remos que la funcién tiene una infinidad de valores criticos y que siendo 0
el tmico valor asintético, SV(f) es acotado y que 0 es punto de acumlacion
de los valores criticos. En la segunda secciéon presentaremos algunos dibujos
de computadora del plano dindmico para algunos parametros, explicando el
algoritmo utilizado y describiremos algunas estructuras que se aprecian en
ellos.
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En la tercera seccién abordaremos el caso A\, u € R — {0}. Al tomar los
dos parametros reales, podremos tomar una secciéon del mapa de parametros
de la familia. Tengamos presente que al tener dos parametros complejos, el
mapa de parametros tiene dimension 2 compleja, es decir, dimension 4 real.
La seccion real del mapa de parametros tiene dimension 2 real y con ello
podemos tener un primer acercamiento a un mapa de parametros para esta
familia. Explicaremos algunas bifurcaciones y mostraremos més figuras del
plano dinamico complejo para algunos parametros reales.

4.1. Aspectos basicos generales.

Tenemos que f), es analitica en C — {0}. Ademas lim,_ . f) () = oo,
por lo que 0 es un polo de la funcién. Al ser el tnico y siendo analitica en el
resto, fi, es meromorfa. Al no ser f), una funciéon racional, es meromorfa
trascendente, por lo tanto, oo es una singularidad esencial.

Proposicién 4.1.1. El infinito es un valor no excepcional para fy, y por
tanto f, € M.

Demostraciéon 4.1.2. Como en cero la funcion fy, tiene un polo, es su-
ficiente con probar que el cero es mo excepcional. Tenemos que si z # 0,
Ae* + £ =0 siy solo si \ze* + 1= 0, o sea, siy solo si ze* = 5. La funcion
ze* es entera trascendente, por lo que a lo mds puede tener solo un valor
finito excepcional. Como ze* = 0 si y solo si uno de los factores se anula y €*
no se anula, el producto sélo se anula si z = 0. Por lo tanto O~ (0) = {0} y 0
es un valor excepcional. Como ze* no puede tener mds valores excepcionales
finitos, entonces ze* = =F en una infinidad de valores. Por lo tanto fy, se
anula en una infinidad de puntos. ]

De lo anterior, y por lo visto en el Capitulo 2, J (f,) = O~ (c0). Siendo

0 el tinico polo y al no poder tener el Julia puntos aislados, J (f,) = O~ (0).
El cero, ademéas de ser polo y no ser excepcional, es un valor asintotico. Si
z€eR™, lim fy,(2) =0si 2 — —o0.

Respecto a los valores criticos, comencemos por observar que (f,) () =
Ae* — £, como en z = 0 se tiene un polo, esto significa que la derivada se
anula solamente si z?e* = £ . Similarmente a los argumentos dados para la
funcion ze®, 2%e* tiene un valor excepcional en 0, por lo que cualquier otro lo
toma una infinidad de veces. Por lo tanto, f) , tiene una infinidad de puntos

criticos.
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Proposicién 4.1.3. La funcion fy, tiene una infinidad de valores criticos.

Demostracion 4.1.4. Si z es punto critico, entonces:

P N N TR N U
f)\M(Z)—)\e +;—)\€—?+;+;—?+; (41)

Sean z1 y 2o dos puntos criticos diferentes y supongamos que sus imdgenes
bajo fx, son iguales. Por lo anterior:

— 4+ = = — + =
Por lo tanto:
Z% — Z% Z1 — %9
2322 2129

Y en CONSECUENCLE:

2129 = 21 + 29.

— _Z
Entonces z ;é‘ 1yz= s L | .
Como la funcion = es inyectiva, los puntos criticos que dan un mismo
valor critico solo son dos. Habiendo una infinidad de puntos criticos, tenemos

una infinidad de valores criticos. |

Proposicién 4.1.5. El conjunto de valores criticos de fy, es acotado y se
acumula en 0.

Demostracién 4.1.6. Como la derivada de fy,, tiene un polo en cero, existe
e > 0 tal que en el disco D.(0) no existen puntos criticos. Por lo tanto si z
es punto critico, |z| > €. Usando 4.1.4, cualquier valor critico cumple que:

B 11
[au@l <151 +1Z1 < Il + <]

Por lo tanto el conjunto de valores criticos es acotado. De la ecuaciond. 1,
no solo sabemos que la iqualdad se da en una infinidad de puntos, sino que
al ser oo singularidad escencial, hay una sucesion de puntos {z,} que tiende

a infinito donde la derivada se anula. Sea ¢ > 0 y N tal que || < 5y
N

| L] < 5, de 4.1.6 concluimos que |fyu(2n)| < e. Por lo tanto 0 es punto de
acumulacion de los valores criticos. |
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4.1.1. Dinadmica en los dominios de Baker.

En cuanto a la dinamica en los dominios de Baker, al tener f) , sélo un
polo, la funcién tiene una conjugacion conforme en los términos establecidos
por Konig [37]. Veamos este resultado.

Definicion 4.1.7. Sea B C C dominio de una funcion f holomorfa. Deci-
mos que un dominio V. C B es absorbente o fundamental para f si: V' es
simplemente conexo; V' es invariante hacia adelante y, para todo conjunto
compacto K C B, existe N que depende sélo de K tal que fN(K) C V.

Definiciéon 4.1.8. Sea H = {z € C : Rez > 0}. La terna (V,p,T) es una
conjugacion conforme de f en B, que denotamos con f ~ T, si y solo si se
cumple:

(a) el dominio V' C B es absorbente para f.

(b) ¢ : B—Q, donde Q € {H,C}, ¢ es holomorfa e inyectiva en V.

(¢c) T es una transformacion de Mdébius de 2 en si mismo y (V) es
absorbente para T .

(d) Para toda z € B se tiene que ¢ (f(2)) =T (p(2)).

Teorema 4.1.9. Sea f meromorfa con una cantidad finita de polos. Si
By, By, ..., B,_1 es un ciclo de dominios de Baker de pertodo n entonces existe
una congugacion conforme de f™ en B;, para toda j € {0,...,n — 1}.

Ademas se sabe que T es de la forma z+1, 2417 0 cz con ¢ > 1. Es decir,
la dinamica de f tiene, en esencia, un comportamiento lineal en los dominios
de Baker, como es el caso de fy .

Pregunta 4.1.10. De acuerdo a la clasificacion de Kénig de los dominios
de Baker, ;de qué tipo se pueden presentar en la familia fy ,?

4.2. Planos dinamicos.

Se sabe que en el caso (A, 1) = (—1,1) existe un dominio de Baker cuyos
puntos convergen a 0 bajo la segunda iteracion, ver [6]. En las figuras que
presentamos estan identificados en color los puntos cuya norma es mayor que
un cierto valor después de un cierto numero de iteraciones de ffu A ese
valor lo llamamos valor de escape y los puntos que cumplen esta condicion
se dice que son puntos que escapan. Conviene resaltar que este lenguaje es
en el contexto del computo de imégenes del conjunto de Julia.
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Utilizamos Mathematica 7.0 de Wolfram, modificando el cédigo para la
exponencial presentado en [47]. En negro aparecen los pixeles que no escapan.
En rojo estan los que escapan rapidamente y en otros colores los que tardan
en hacerlo. El valor de escape es 5,000 en Mathematica y superior en ItFun.
En Mathematica se pueden obtener resultados semejantes con valores de
escape menores, la eleccion ayuda a tener una imagen mejor definida.

Figura 4.2.1. El conjunto de Julia de f_1 ;.

L L L L L
-4 E 0 2 4

Si bien los prepolos rebasan rapidamente el valor de escape, el programa
define una indeterminacién y los identifica en negro. Sin embargo, en toda
vecindad de un prepolo deben existir valores donde la funcion esté definida
y su modulo crece rapidamente. Como los prepolos son densos en el Julia, el
conjunto esta aproximado por el conjunto de pixeles en color.

El origen esté en el centro y se aprecia en un semiplano izquierdo en negro
el dominio de Baker que es atraido hacia —oo. Si bien las érbitas de estos
puntos deben eventualmente escapar, al hacerlo de manera lineal como lo
establece Konig 4.1.9, tardan en escapar y por ello aparecen en negro. Si se
disminuye el valor de escape, estos puntos aparecen en color. Sobre el eje real
negativo, se aprecia el punto fijo repulsor, adonde convergen 6 estructuras en
color.
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En las imagenes se pueden apreciar en el semiplano derecho estructuras
que recuerdan a la del Cantor bouquet mostradas en el capitulo anterior, que
les llamaremos racimos. Sabemos que el Julia de la exponencial contiene un
Cantor bouquet si el Fatou es no vacio. Revisando la construccion geométrica
del Cantor bouquet en [44] vemos que cada subdedo Dy, k, ., contiene un
Cantor bouquet, por lo que toda vecindad de infinito contiene una infinidad
de estos conjuntos.

Ahora bien, en una vecindad de infinito |£| < b, para cualquier b > 0.
La funcién ae® + b es conjugada con Ae? y se tiene que a = e, por lo que
si |b] & 0 entonces a &~ \. Siempre que Ae® tiene una orbita atractora, la
dinamica es estable en una vecindad de A, en particular las vecindades de
infinito contienen un Cantor bouquet y esto puede explicar los racimos que
se aprecian en el semiplano derecho de la siguiente figura.

Figura 4.2.2. El Julia de f_1.1, en el semiplano derecho, racimos que
brotan de infinito.

10 b

=15
L L L 1 L L L
-15 -10 -5 a ki 10 15

Otra explicacion geométrica de los racimos en el semiplano derecho tam-
bién se pueden hallar al retomar otro aspecto de la construcciéon geométrica
del mismo Cantor bouquet para A = é En ella, se toman preimégenes bajo
FE)\ de un semiplano izquierdo que se sabe esta contenido en Fatou. Eso genera
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los dedos y subdedos que contienen copias del Cantor bouquet que resulta de
intersectar la infinidad de subdedos. Los racimos que se aprecian en las imé-
genes generadas con computadora son la aproximacion al Cantor bouquet.
En el caso de f_; 1, se aprecia en la figura anterior que al menos localmente
un semiplano izquierdo G es parte del conjunto estable. Si Rez >> 1, se
tiene que |£] ~ 0, por lo que al tomar la preimagen de G contenida en un
semiplano derecho H bajo f_; i, el resultado es similar a tomar la preimagen
bajo —e*.

Figura 4.2.3. El Julia de —e*. Notese la similitud de los racimos en el
semiplano derecho con los de f_1;.
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La estabilidad del Cantor bouquet en infinito explica los racimos que se
aprecian cerca del polo en la siguiente figura. Como el Julia es completamen-
te invariante, un sector de una vecindad de 0 es mapeado en el semiplano
derecho donde estan los racimos que brotan de infinito. Por lo que algunos de
los racimos cerca del polo deben brotar de él. El dominio de Baker esta a la
izquierda del 0, que esta en el borde izquierdo del disco rojo del centro. Como
estamos trabajando con la segunda iteracion, el 0 es singularidad esencial,
mostrandose su cuenca de atraccion que es el dominio de Baker en negro y en
el disco rojo los puntos que escapan rapidamente. Este comportamiento debe
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ocurrir en los demés prepolos, por lo que es de esperar que en los bordes de
los discos rojos se encuentre un prepolo acompanados de racimos que brotan
de ellos.

Figura 4.2.4. Acercamiento en el origen del Julia de f_11. A la izquierda
del disco rojo central, en negro estd el dominio de Baker de puntos que
convergen a 0 bajo la sequnda iteracion. A la derecha del disco, racimos que
brotan del polo.

0ar
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Como el conjunto de prepolos es denso en el Julia, los racimos se aprecian
en las figuras por todas las zonas en color. En la siguiente figura se puede
ver como los racimos se acumulan en un punto fijo repulsor que esta en los
reales negativos.
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Figura 4.2.5. Detalle del Julia de f_1 ;1 en un punto fijo repulsor.

Estos elementos geométricos estan presentes en f), para otros parame-
tros. Veamos algunas imagenes.
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Figura 4.2.6. El conjunto de Julia de f_; ;.
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Figura 4.2.7. El conjunto de Julia de f;;.




Pregunta 4.2.8. ;En toda vecindad de un punto del conjunto de Julia de
[ estd contenido un Cantor bouquet?

En el caso (1,1), sabemos que en los reales negativos hay un punto de
periodo dos atractor para f;;. Podemos ver que en el semiplano izquierdo
los dominios estables estdn contenidos en franjas de cierta altura. Cada par
contiguo de estos dominios esté dividido por una estructura del conjunto de
Julia que llamaremos encaje que aparece en varios colores.

Estos dominios se extienden hacia la izquierda. Como en el caso (—1,1), al
localizar la preimagen de un semiplano izquierdo contenida en un semiplano
derecho se explican los racimos rojos horizontales a la derecha. En las franjas
negras horizontales entre estos racimos rojos se encuentra la preimagen del
semiplano izquierdo bajo fi;. Al hacer un acercamiento en esta zona, se
puede distinguir la preimagen de los encajes.

Figura 4.2.9. (a) El Julia de f1:. Los encajes aparecen en colores azul y
verde en el semiplano izquierdo.

-10 F

=15k
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(b) Detalle del semiplano derecho del Julia de f 1, parte de la preimagen de
los encajes.

25

Para el caso f1; se vuelven a apreciar los racimos asociados a los prepo-
los. Ademas se distinguen racimos peculiares que se enciman en los extremos.
Recordemos el fenémeno de trasplante de cabellos en la familia Ae* cuando
hay ciclo atractor de periodo dos o mayor, como lo vimos en el capitulo ante-
rior. Esto ocurria cuando dos racimos se juntan en algunos de sus extremos.
En el caso de fj 1, los racimos se juntan de tal manera que parecen tener un
bulbo en el extremo. Es de esperar que estos bulbos contienen algiin tipo de
estructura que la aproximacion de la computadora no logra distinguir. En la
siguiente figura estan algunos bulbos marcados con asteriscos blancos.
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Figura 4.2.10. El conjunto de Julia de fy 1, bulbos en los extremos de
algunos racimos.
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Para finalizar el caso f;;, se observa otro fenémeno peculiar. En la si-
guiente figura estan marcadas con asteriscos blancos zonas donde se cruzan
diferentes racimos. En cada cruce se juntan cuatro racimos, dos en los extre-
mos con dos en la base, estos tltimos tienen bulbo en sus extremos.
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Figura 4.2.11. El conjunto de Julia de f1:, cruce de racimos.
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Para terminar esta secciéon incluimos otra figura donde se pueden apreciar
los encajes y algunas preimagenes.
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Figura 4.2.12. El conjunto de Julia de f1;.

4.3. Seccién real del mapa de parametros.

SiA\, peRyzeR, entonces A\e* € Ry /2 € R, por lo tanto f, , (R) C
R. Por esta razon, la restriccion de fy, a los reales nos define un sistema
dindmico discreto en R.

El estudio de la dinamica real nos ayuda a comprender la dindmica com-
pleja, como ocurre con la familia Ae*. El plano de parametros para la res-
triccion de fy,, a los reales sera muy ttil para estudiar la seccion del mapa
de parametros del caso general complejo en el caso A\, u € R — {0}, que lla-
maremos seccion real del mapa de parametros. En particular, si localizamos
los puntos en el plano (A, ) para los cuales f) ,(z), * € R, tiene un ciclo
atractor en los reales, lo mismo ocurre en la dindmica compleja.

En esta seccién presentamos un primer acercamiento al conjunto de para-
metros para los cuales fy , tienen un punto fijo atractor en R y presentamos
algunos conjuntos de Julia de f, , generados igual que en la seccion anterior.
Identificaremos los conjuntos de pardmetros para los cuales f jompda,u tiene
un punto fijo con derivada 0, 1 y —1. Las curvas donde esto ocurre estan
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generadas usando Fooplot, un recurso en linea.

Comencemos por localizar el conjunto de parametros para los cuales hay

punto fijo superatractor. En general un punto fijo satisface:

1

Ae’ + = =ux.
x
En tanto que un punto critico satisface:
Ae® — % = 0.
x

Usando (4.1.4), que nos da el valor critico, en 4.2, obtenemos:

1+x
x:%—l—ﬁzu( 5 ),
x T x

entonces:

=y

Sustituyendo este valor de p en (4.3):

T
r+1

et =

por tanto:
67{[’
x+1

Xz

(4.2)

(4.3)

(4.5)

Las ecuaciones (4.4) y (4.5), nos dicen que para cada x # —1 hay un par
de pardametros A y u para los cuales hay un punto fijo superatractor. Con ello
obtenemos una curva Ly parametrizada por x en el plano (A, ). La curva
Ly tiene dos componentes conexas, una es la imagen del rayo (—oo, —1) y la

otra es la imagen del rayo (—1,00).
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Figura 4.3.1. Seccion real del plano de parametros (A, u). En rojo la curva
Ly donde f, tiene punto fijo superatractor en (—1,00).

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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Figura 4.3.2. Seccion real del plano de parametros (A, u). En rojo la curva
Ly, donde f,, tiene punto fijo superatractor en (—oo, —1).

20
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Ahora localicemos el conjunto de parametros para los que fy , tiene punto
fijo indiferente. Empecemos por resolver el caso fgu(a:) = —1, donde susti-
tuimos el valor de p dado por la ecuacion (4.2):

1
Ae” <1+—) =0.
x

Como Ae® # 0 para toda x, la ecuacion anterior se cumple so6lo si 1+1/z =
0, por lo que x = —1. De 4.2 obtenemos:

p=1+e '\

Lo que nos da una recta en el plano (A, u) que llamaremos L_;. Ahora
resolvemos para el caso f} () = 1, donde sustituimos el valor de p dado

por 4.2.
1
e’ < +x) =2,
x

o4

despejando A se tiene



_ 2ze””
x4l
Con lo que obtenemos al sustituir en (4.2):

p=i (o2 ):M.

z+1 r+1

Como en el caso del punto fijo superatractor, las ecuaciones anteriores
parametrizan una curva L, en el plano de parametros, con dos componentes
conexas.

Figura 4.3.3. (a) Seccion real del mapa de pardmetros de fy . En color,

pardmetros para los que f», tiene punto fijo. En rojo Ly, donde el punto

fijo es superatractor en (—1,00). En negro Ly, donde el punto fijo estd en

(—1,00) y tiene derivada 1. En azul L_y, donde el punto fijo es —1 y tiene
derivada —1.

95



(b) Seccion real del mapa de parametros de f,. En color, pardmetros para
los que fx, tiene punto fijo atractor o indiferente. En rojo Ly, donde el
punto fijo es superatractor en (—oo, —1). En negro Ly, donde el punto fijo
estd en (—oo, —1) y tiene derivada 1. En azul L_y, donde el punto fijo es
—1 y tiene deriwada —1.

Los parametros sobre estas curvas indican que el conjunto de Fatou no es
vacio, pues hay al menos una cuenca de atracciéon o un dominio parabélico.
Las curvas L; y L_; dividen el plano en diferentes regiones, llamemos ‘R a
la coleccion de estas regiones, ver Figura 4.3.5. Tomando en cuenta que en
estas curvas son los tnicos parametros donde la funciéon real puede tener un
punto fijo indiferente; asi como la continuidad de f) , y de su derivada, nos
lleva a establecer la siguiente:

Conjetura 4.3.4. En cada region de R para fy,(z), con v € R, el nimero
de puntos fijos atractores y repulsores se conserva.

o6



Figura 4.3.5. Regiones en seccion real del plano de pardmetros

(a) Cuadrante I, regiones A, B y C.

1 2 3

(b) Cuadrante I, regiones B, C, D y E.
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(c) Cuadrantes II y 111, regiones F a J.

(d) Cuadrante IV, regiones K y L.
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Como Ly tiene intersecciéon no vacia con las regiones A, I, B, D y E, de ser
verdadera la conjetura 4.3.4, en estas regiones existiria un punto fijo atractor
y por tanto Fatou seria no vacio. Mediante métodos numéricos es posible
identificar que las regiones G y K, contienen cada una un punto (\, i) para
el cual f,, tiene un punto fijo atractor. Esto y aceptando la conjetura nos
llevaria a que en G y K el el conjunto de Fatou es no vacio. Siguiendo el
mismo procedimiento podriamos identificar que en las regiones C, F, H y L
los puntos fijos son todos repulsores. En tanto que en la regiéon J no existirian
puntos fijos para fy ,(z).

Pregunta 4.3.6. ;Cdmo es el conjunto de pardmetros en la seccion real para
los cuales existe una orbita periddica atractora?
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4.4. Conjuntos de Julia de f), en distintas re-
giones de la seccion real del mapa de pa-
rametros.

A continuacién presentamos figuras donde se muestran conjuntos de Julia
de fy, con pardmetros en las regiones R de la seccién anterior, junto con la
grafica de la funcion real y segiin convenga su segunda iteraciéon. Con estas
graficas, generadas con Fooplot, podemos identificar ciclos atractores y asi
cuencas de atraccion en el Julia correspondiente. En las figuras se pueden
apreciar algunos fenémenos geométricos abordados en el capitulo y otros
méas. Esta exploracion experimental y la revision de [3] nos condujo a las
siguientes conjeturas:

Conjetura 4.4.1. El dominio de Baker en el caso (—1,1) es “estable”. Es
decir, existe una vecindad V de este punto en C?, tal que para todo (A, 1) € V,
o tiene dominio de Baker.

Conjetura 4.4.2. St A € R™ y pu no es cero, la funcion fy, tiene dominio
de Baker.
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Figura 4.4.3. (a) Grdfica de fy,(z), caso (0,1515,1), region A. Hay dos
puntos fijos atractores, uno positivo y otro negativo.

R

L

1

2

(b) El conjunto de Julia. A la izquierda con asterisco, la cuenca inmediata
de atraccion del punto fijo negativo. A la derecha con asterisco, la cuenca
inmediata de atraccion del punto fijo positivo.

10 b

-1
L
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Figura 4.4.4. (a) Grifica de fy,(x), caso (1,10), region B. Hay un punto
fijo atractor negativo.

20 - 10 20

(b) El conjunto de Julia. A la izquierda con asterisco, la cuenca inmediata
de atraccion del punto fijo negativo.
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Figura 4.4.5. (a) Grdfica de f\,(z), caso (4,1), region C.

(b) El conjunto de Julia.
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Figura 4.4.6. (a) Grdfica de fy,(z), caso (34,7,13,8), region D. Hay dos
puntos fijos atractores negativos.

(b) El conjunto de Julia. A la izquierda con asterisco blanco, una
componente de la preimagen de la cuenca inmediata de atraccion del punto
fijo mayor. A la derecha con asterisco blanco, la cuenca inmediata de
atraccion del punto fijo menor.
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Figura 4.4.7. (o) Grdfica de f,(x), caso (47,18), region E. Hay un punto
fijo atractor negativo.

(b) El conjunto de Julia. Con asterisco blanco, la cuenca inmediata de
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Figura 4.4.8. (a) Grdfica de f\,(z), caso (—10,1), regidn F. En rojo la
sequnda iteracion. El cero atrae los puntos de un intervalo en R~ bajo la
sequnda iteracion.

-8 =7 -6 =5 -4 =3 =2 =1 1

—

(b) El conjunto de Julia.

b
T

-4 -2 0 2 4

Conjetura 4.4.9. Si (\, ) = (—10,1) eziste trasplante de cabellos similar
al caso \e* y dominios de Baker de periodo 2.
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Figura 4.4.10. (a) Grifica de fy ,(x), caso (—1,0,5), region G. En rojo la
sequnda iteracion. Bl O atrae los puntos de un intervalo en R~ bajo la
sequnda iteracion. Hay un punto fijo atractor en medio de una orbita de
periodo 2 repulsora, en la figura solo uno de ellos.
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(b) El conjunto de Julia. Tres regiones con asterisco blanco. En medio,
cuenca inmediata de atraccion del punto fijo atractor.
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Conjetura 4.4.11. Si (A, 1) = (—=1,0,5) hay un ciclo de dominios de Baker
de periodo 2. En la figura 4.4.10 (b) son las regiones marcadas con asterisco
blanco en los extremos.
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Figura 4.4.12. (a) Grifica de f, ,(x), caso (—6,—1), region H. En rojo la
sequnda iteracion. En los negativos una orbita atractora de periodo 2.

L

2

(b) El conjunto de Julia. Cuatro zonas marcadas con asterisco blanco. En
medio, las cuencas inmediatas de atraccion de los puntos de periodo 2
atractores.

-4 2 0 2 4

Conjetura 4.4.13. Si (A, ) = (=6, —1) hay un ciclo de dominios de Baker
de periodo 2. En la Figura 4.4.12 (b) son las regiones marcadas con asterisco
blanco en los extremos.
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Figura 4.4.14. (a) Grdfica de f ,(x), caso (=5, —1), region 1. En rojo la
sequnda iteracion. Hay un punto fijo atractor. El 0 atrae a los reales
positivos bajo la sequnda iteracion.
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(b) El conjunto de Julia. Tres regiones marcadas con asterisco blanco. En
medio la cuenca inmediata de atraccion del punto fijo atractor.
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Conjetura 4.4.15. Si (A, 1) = (=5, —1) hay un ciclo de dominios de Baker

de periodo 2. En la figura 4.4.14 (b) son las regiones marcadas con asterisco
blanco en los extremos.
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Figura 4.4.16. (a) Grifica de fy ,(x), caso (—1,—10), region J. En rojo la
sequnda iteracion. Bl O atrae a los reales positivos bajo la sequnda iteracion.
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(b) El conjunto de Julia.

Conjetura 4.4.17. Si (A, u) = (=1, —10) hay un ciclo de dominios de Baker
de periodo 2. En la figura 4.4.16 (b) son las regiones marcadas con asterisco
blanco.
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Figura 4.4.18. (a) Grifica de f ,(x), caso (0,37,—0,05), region K. Hay
tres puntos fijos positivos, en medio uno atractor.

(b) El conjunto de Julia.
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Figura 4.4.19. (a) Grifica de f, ,(x), caso (1,—10), region L.
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(b) El conjunto de Julia.

4.5. Valores singulares, dominios de Baker y
dominios errantes.

En el teorema 3.5.5 se establece una relacion entre los valores singulares
de f y los ciclos periddicos de las componentes de Fatou que no son dominios

de Baker. En cambio, la relacion entre los valores singulares y los dominios
errantes o de Baker no es tan simple.
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En 1919 Fatou dio el ejemplo f(z) = z — 1 + ¢*. Esta funcion tiene
un dominio de Baker invariante que contiene un semiplano izquierdo. El
dominio contiene a todos valores singulares, que son una infinidad. En 1985
Herman mostré que para cierto valor A € R, la funcion f(z) = z + i\ + e~ ?
tiene un dominio de Baker que contiene un semiplano, pero este dominio no
contiene valores singulares. En 1997 Baker y Dominguez mostraron que la
funcién f(z) = z + e * contiene una infinidad de dominios de Baker, cada
uno contenido en una franja de altura 27, y cada uno con un tnico valor
singular, ver [3].

El conjunto postsingular de f se define como:

PS(f) = Unenf" (SV(f)).

Bergweiler en 1995, [12], mostr6 que la funcion f(z) = 2 —log2 + 2z — €*
tiene un dominio de Baker tal que su distancia a PS(f) es estrictamente
positiva. Herman noté que se puede serguir la idea de Sullivan en el teorema
de no existencia de dominios errantes para funciones racionales, para probar
que cualquier ciclo de Baker en una funcién del tipo f(z) = z + P(z)e9®)
contiene valores singulares, donde P(z) y Q(z) son funciones racionales. Este
resultado se puede extender a otras familias de funciones, [13].

Pregunta 4.5.1. ;Cudl es la relacion entre los valores singulares y los do-
minios de Baker en esta familia?

Eremenko y Lyubich en [35] probaron que si una funcién entera tiene
un dominio de Baker, el conjunto SV'(f) es no acotado. La funcion f_;; de
nuestra familia es un ejemplo de una funcién meromorfa trascendente con
SV (f) acotado pero con dominio de Baker, [13].

Los mismos Eremenko y Lyubich probaron también que una funcién en-
tera con SV(f) acotado, no tiene dominios errantes. Ver [35]. Varias son
las familias de funciones meromorfas trascendentes que no tienen dominios
errantes, como lo es la familia S, ver [13|, ninguna de las cuales abarca a la
familia f), cuando ambos parametros son diferentes de cero. Esto nos lleva
a la siguiente:

Pregunta 4.5.2. ;La funcion fy, tiene dominios errantes?
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