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Introduccion

Una inspeccion al arreglo de teclas blancas y negras en un piano, uno de los instrumentos
mas conspicuos en la historia musical, funciona como una buena introduccién a la estructura
de la musica académica actual. La combinaciéon de notas blancas y negras, que a primera
vista parece irregular, muestra un patrén que se repite cada doce notas. La sucesion de teclas
dentro de este ciclo no muestra una estructura particularmente ordenada: generalmente una
nota blanca sigue a una nota negra pero esto no se cumple en todos los casos.

Por otro lado, el mecanismo que produce sonido en un piano se basa en pequenos martillos
que golpean cuerdas resonantes; para asegurar el funcionamiento adecuado del piano, cada
cuerda debe ser cuidadosamente afinada. El término afinacién serd muy vago para alguien
que no esté familiarizado con algiin instrumento musical y tal vez, como nota aclaratoria, se
le puede hacer saber que la afinaciéon de un piano no es una tarea sencilla y que generalmente
es un especialista quien debe realizarla.

La estructura y afinaciéon de un a piano parecen a primera vista completamente arbitrarias;
sin embargo, la evidente multiplicidad de composiciones armoniosas que se pueden interpretar
en un piano es una clara senal de que la afinacion correcta y la disposicion de notas en un
piano son importantes para la interpretacion de pasajes musicales agradables. La existencia
de musica estéticamente agradable en la configuracion estandar de un piano no excluye la
posibilidad de que existan formas alternativas de afinar un piano que produzcan pasajes
musicales interesantes o agradables. Después de todo, la historia musical nos muestra que

las afinaciones del piano han cambiado a lo largo del tiempo!.

1Por ejemplo, en el libro de Haluska |7] se enlistan cientos de escalas musicales correspon-
dientes a distintas areas geogréficas y épocas en la historia musical.

111



Las causas de la consonancia de algunos intervalos musicales (si se piensa en el ejemplo
del piano, los intervalos son parejas de notas) fueron investigadas por Pitagoras, quien ob-
servo que parejas de cuerdas en vibracion producian sonidos armoniosos si sus longitudes
se encontraban en razones que involucran nimeros enteros pequenos. Galileo propuso una
explicacion para este fenémeno en términos de la periodicidad de los movimientos ondula-
torios, en el caso de notas separadas por una octava (es decir, la frecuencia asociada a una
de ellas era el doble de la otra), la suma de dos ondas senoidales conservara la periodicidad.
De forma anéloga, ondas senoidales cuyas frecuencias estan relacionadas por razones simples
mantendran cierta periodicidad; como se explicara mas adelante, la explicacion de Galileo
no es correcta y, para desarrollar una explicacion satisfactoria, es necesario considerar los
mecanismos fisiologicos que hacen inteligible el sonido.

Los estudios de Hermann von Helmholtz en el siglo diecinueve sentaron las bases para un
estudio metodologico sobre la relacion entre las propiedades fisicas del sonido y la percepcion
del mismo. Las observaciones de Helmholtz sobre la cognicion musical muestran una fuerte
relacion con la teoria espectral del sonido. Un siglo més tarde, la relacion entre cognicion
musical y el espectro de un sonido planteada por Helmholtz fue utilizada por R. Plomp y W.
Levelt para elaborar un modelo de disonancia que predice intervalos de méaxima consonancia
sensorial en funciéon del espectro de un timbre perioédico. Los resultados obtenidos por Plomp
y Levelt son consistentes con la escala musical predominante en la miusica occidental de los
dos tltimos siglos: el temperamento igual de doce tonos. El modelo de Plomp y Levelt predice
que, para timbres armoénicos, los puntos de maxima consonancia se encuentran cuando los
cocientes entre frecuencias fundamentales son representados por razones simples como 1 : 2
y3:2.

Las investigaciones de William Sethares se han enfocado en aplicar el modelo de Plomp-
Levelt en timbres inarmoénicos, en este caso, los puntos de maxima disonancia no necesaria-
mente coinciden con las notas del temperamento igual de doce tonos. Como el autor describe
en el libro Tuning, Timbre, Spectrum, Scale [18], se puede definir una clara correspondencia

entre timbre y escala musical que genera intervalos musicales sensorialmente agradables.
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El principal objetivo de esta tesis es presentar un modelo computacional de disonancia
basado en las ideas postuladas por Plomp y Levelt; sin embargo, dada la naturaleza mul-
tidisciplinaria del tema, es necesario introducir al lector a las bases de fisica, psicoactustica
y teoria musical necesarias para comprender los resultados expuestos al final de la tesis. El
desarollo de este texto esta fuertemente influenciado por los textos Music: A Mathematical
Offering de Dave Benson (3] y Tuning, Timbre, Spectrum, Scale de William Sethares, y se
recomienda consultarlos a cualquiera interesado en el tema; los temas y resultados expuestos

en ambos libros sobrepasan el material expuesto en esta tesis.



0.1. Descripciéon del contenido de la tesis

En el primer capitulo se presentan algunos modelos fisicos de sistemas en vibracion, par-
ticularmente el modelo de la cuerda en movimiento, también se incluye una secciéon dedicada
al Teorema de Fourier, que sustenta la teoria espectral del sonido. Los modelos y resultados
de este capitulo se basan en los libros de actstica musical de Kuttruff [10] y Howard [9]. El
objetivo de esta seccion es introducir al lector a temas de actistica musical asi como motivar
el uso de la teoria espectral del sonido para comprender la relacion entre el espectro de un
timbre y la consonancia sensorial que genera.

El segundo capitulo estéa dedicado a la psicoactistica, en ¢l se explica brevemente el fun-
cionamiento del aparato auditivo, también se exponen algunos fenémenos fisiologicos y cog-
nitivos que son esenciales para desarrollar una teoria de la disonancia sensorial. Finalmente,
se describe la teoria de disonancia sensorial de Plomp-Levelt [14], esencial para comprender
los resultados expuestos en la parte final de la tesis. Los modelos descritos en esta seccion se
basan en los libros de Howard [9] y Helmholtz [§].

En el tercer capitulo se propone una estructura matemaética para el espacio de tonos y se
describen algunas escalas musicales histéricamente notables. Tomando como base la teoria
de disonancia expuesta en el capitulo dos, se define formalmente la nociéon de disonancia
sensorial asi como la relacion entre timbre y escala propuesta por Sethares [17].

Finalmente, en el cuarto capitulo se propone una parametrizacion de las curvas de di-
sonancia y se describe una implementaciéon del modelo del Plomp-Levelt en el lenguaje de
programacion Pure Data. Utilizando el programa parciales™ se muestran algunos resultados

experimentales para distintos tipos de timbres y se derivan algunas escalas musicales.
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Capitulo 1

Acustica musical

En este capitulo se desarrollan resultados necesarios para comprender la naturaleza fisica
de los fenémenos vibratorios que generan sonidos musicales. Se exponen algunos modelos
acusticos basicos como el oscilador armonico y la cuerda en vibraciéon; también se enuncia el
Teorema de Fourier para funciones perioédicas, un resultado esencial para el analisis espectral

de los sonidos.

1.1. El oscilador arménico

El oscilador armoénico es el modelo mas sencillo de vibraciéon en un sistema fisico; experi-
mentalmente se puede modelar como una cuerda elastica anclada en sus extremos y con un
peso en su centro.

Dada cualquier posicién inicial, la ley de Hooke dicta que la cuerda ejerce una fuerza F' en
direccion a la posicion de equilibrio y magnitud proporcional a la distancia y de la posicion
de equilibrio (Figura 1.1). La ecuacion de la fuerza que actta sobre la masa es

F = —kax, (1.1)

en donde z es el desplazamiento (en metros) de la posicion de equilibrio de la masa m (en
kilogramos) y k es la constante de elasticidad (en newtons por metro: N/m) de la cuerda, el
signo negativo indica que la fuerza es opuesta a la direccion del desplazamiento. Sustituyendo

la igualdad (1.1) en la ecuacion general de movimiento



dx

en donde 4*z/a2 es la aceleracion de la masa, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial
d*r  k
— 4+ —x=0. 1.3
> ~ m (13)
Como k y m son nimeros positivos fijos, se puede definir una constante wy = +/*/m

llamada frecuencia natural del sistema, después de hacer la substitucion se obtiene la ecuacion
diferencial lineal de segundo orden
d*x

7+ wir = 0. (1.4)

Cualquier solucién de (1.4) puede ser expresada como combinacion lineal de dos soluciones

linealmente independientes.

Las funciones h (t) = sin (wot) y g (t) = cos (wot) cumplen con estas caracteristicas; por lo

tanto, una solucion general de (1.4) es
f(t) = ay cos (wot) + ag sin (wpt) , (1.5)

donde a; y ay son nimeros reales determinados por la posiciéon inicial y la velocidad inicial

del peso, f(0) =z y f'(0) = zo.

Figura 1.1: Movimiento de una cuerda eldstica con un peso en el centro.

Laigualdad (1.3) es llamada ecuacion del oscilador armoénico simple y sus soluciones sugieren
que las funciones trigonométricas son importantes para el estudio de fenémenos vibratorios.

Se puede reescribir (1.5) de la siguiente formal

1En donde a = (a2 4+ a2)2 y ¢ = arctan(1/a,).



f(t) =acos (wot + @), (1.6)

al namero real a se le llama amplitud del movimiento y a ¢ se le llama dngulo de fase inicial.

Figura 1.2: Soluciones del oscilador armonico simple con distintas amplitudes y frecuencias.

En la Figura 1.2 se encuentran graficadas algunas soluciones al oscilador armoénico para
distintos parametros. El parametro a esta relacionado con la amplitud que toman las oscila-
ciones, el parametro wy con la frecuencia o periodicidad de la funcién y el pardmetro ¢ con

el valor (fase) que toma la funcion en el punto x = 0.

1.2. El oscilador arménico amortiguado

El modelo de la secciéon anterior ofrece una explicacion simplificada de una cuerda en
vibracién. Para proponer un modelo mas realista hay que notar que, cuando una cuerda
oscila, existen fuerzas disipativas que disminuyen la energia de las oscilaciones a lo largo
del tiempo. En el modelo de movimiento oscilatorio amortiguado se contempla esta nueva
restriccion; existe una fuerza que impulsa el oscilador hacia el punto de equilibrio y también

hay una fuerza disipativa F,. que se opone al movimiento y es proporcional a la velocidad,



dx
FT = _:ua7

en donde > 0. Al anadir en la ecuacion general de movimiento (1.2) se obtiene una
ecuacion diferencial lineal de segundo grado con coeficientes constantes

d*x dx

L da
a M

+ —y =0.

m

(1.7)

Para resolver (1.7) se encuentran las raices del polinomio caracteristico asociado

k
p(x) =2 + pr + —;
m

Asi, fi(x) =

las soluciones son x; = wtV/#2—4/m/y v xo = n—n/ 12 —4k/m/5,

ety fo(x) = €*' son dos soluciones de la ecuacion diferencial que son
linealmente independientes; cualquier solucion f(¢) de (1.7) es combinacion lineal de fi(z)

y fo(z). En el caso en que las raices del polinomio caracteristico sean nimeros complejos de

la forma 1 = a + iy vo = o — fi, la féormula de Euler permite reescribir a cada solucién
como fi(x) = e*(cos(ft) + isin(ft)) y fo(x)

e (cos(ft) —isin(ft)).

) 25— - ; o
\ /,”
\V

Figura 1.3:

Solucion asociada al oscilador armonico amortiguado.
En la Figura 1.3 se

encuentra graficada una solucién, se observa que las oscilaciones
disminuyen en amplitud a lo largo del tiempo.



1.3. La vibracién en una cuerda y la ecuacién de onda

A continuacion se presentarda un modelo de una cuerda en vibracién bajo el supuesto de
que la cuerda esta atada en sus extremos y que no existen fuerzas que disipen la energia.
La cuerda es perfectamente elastica, con densidad uniforme g (en kilogramos por metro:
ke/m) y estd estirada con una tension 7' (en newtons: N). Como una primera aproximacion
al movimiento de la cuerda, se puede suponer que la cuerda consta de pequenos segmentos
rigidos ds. Cuando los desplazamientos son pequenos, la cuerda se mueve verticalmente y el
movimiento horizontal es casi nulo. La fuerza neta dF, que empuja cada segmento ds a su
posicion de equilibrio, es la resta entre los componentes en y de la tension 7" en los extremos

del segmento

dF, = (T'sin®) 14, — (T'sinf),.

Aplicando la expansiéon en series de Taylor,

of(x)
ox d

flz+dx) = f(x)+ A

Figura 1.4: Modelo de la cuerda en vibracion.



a la funcion T sin @ y dejando so6lo los términos de primer orden se obtiene

(T sin )
ox

dr| — (T'sinf), = Mdm.

dF, = |(T'sinf), + pe

Para un desplazamiento pequeno ¥, sin f puede ser reemplazado por tan 6, que es también

8$/ Oy

O(T/a) 8%y

La masa del segmento ds es uds, entonces la segunda ley del movimiento de Newton se

convierte en

0%y 0%y

Como dy es pequeno, ds = dx, si escribimos ¢ = T/, resulta la ecuacion diferencial

0%y 0%y
oz = 2 (1.8)

llamada ecuacion de onda en una dimension.

1.4. Solucién a la ecuaciéon de onda

La ecuaciéon de onda se puede resolver considerando los cambios de variable

u=x+ct y v=ux—ct.

La siguiente identidad se puede obtener diferenciando y utilizando la regla de la cadena:

8y_8y@_u ay@_ dy Oy

ot ouot "ovor ‘ou ot

Diferenciando de nuevo, se obtiene



Py _ 0 (0y\0u 0 (0y)0v
o2 ou\ot) ot ov\ot) o’

que es igual a

Py _ (Oy Py _ [Py Py
ot? - Cf)u2 Cauc% ¢ Cavf)u Cf)tv2 ’

factorizando ¢ se obtiene la expresion equivalente

dy [Py Py Py
o © (W—Q—auaﬁw -

Procediendo de manera analoga se derivan las igualdades

2 2 2 2
@_&y@_i_@y@_@ ou 0%y 8y+28y 0%y

or  Oudr %8:{:_8u+8x ¥ or2  ou? 8u8v+w'

Sustituyendo en la ecuacion (1.8) se obtiene

2 2 2 2 2 2
Cz(f’)y_28y +8y):62(0y+28y +8y)’

ou? oudv — Ov? ou? oudv — Ov?

o0, equivalentemente,

0%y

=0 1.9
Oudv (19)
Integrando (1.9) con respecto a u resulta
dy
% - g(’U)7
e integrando con respecto a v se llega a
y=G(v)+ F(u). (1.10)

Sustituyendo u =z + ¢t y v =x — ct en (1.10) se obtiene



y(z,t) = F(z + ct) + G(x — ct). (1.11)

Si la cuerda esta atada en los extremos y tiene longitud [, necesariamente se cumple que,

six =006 x =1, entonces y = 0 para cualquier valor de ¢

0= F(ct) + G(—ct) (1.12)
y
0=F(l+ct)+G(l— ct). (1.13)
De (1.12) se sigue que
F\) =—-G(=\)

para todo A, asi se puede expresar (1.11) como

y(x,t) = G(x — ct) — G(—x — ct). (1.14)

Evaluando z = [ en (1.14) y utilizando (1.13)

0=G(l—ct)— G(—l—ct)

para todo t, equivalentemente

G(=l—ct)=G(l - ct),

asi se obtiene que?

G(\) = GO\ +21)

por lo tanto, la funcién G es periddica con periodo 2.

2FEn donde A = —[ — ct.




1.5. La suma de senoidales

Cuando dos o mas ondas vibran en el mismo espacio, la amplitud total en el medio puede
ser calculada como la suma de las amplitudes de cada onda, esta propiedad es conocida como
el principio de superposicion y permite explicar la interaccién entre ondas sonoras. Si bien
el principio de superposicion es un principio fisico que no necesita una prueba formal, puede
ser explicado sencillamente en términos matematicos.

Dada una onda con frecuencia v en hertz, amplitud c y fase ¢

csin (2mut + @) .

Se puede descomponer la expresion anterior utilizando una conocida identidad trigonomé-

trica

csin (wt + ¢) = ¢sin ¢ cos wt + ¢ cos ¢ sin wt.

Si g (t) y h(t) son dos ondas sinoidales con la misma amplitud a, la misma fase ¢ y con
frecuencias w y w + ¢, la suma de ambas puede expresarse como un producto de funciones

trigonométricas

1 1
g (t)+ h(t) = acoswt + acos(w + €)t = 2a cos(w + §e)tcos (§€t> . (1.15)

Entonces, al sumar dos ondas se obtiene una onda cuya amplitud estd determinada por
el factor no constante 2a cos %et y con frecuencia w + ¢/2, cercana a w si € es cercano a 0.

En general, si se suman dos ondas con la misma amplitud y frecuencias wy, w;

asin (2rwot) + asin (21wit) = 2a [cos (27‘(‘%75)] : [sin (271’%)} . (1.16)

Esta ecuacion sera utilizada mas adelante para explicar la percepcién de batimientos que

scos (a + b) = cosacosb — sinasinb



| Wiadll
DA

Figura 1.5: Grdfica de la funcion sin 7z + sin 8z, las curvas en rojo muestran la modulacion
de la amplitud.

=)

-2.4

se presenta cuando se escuchan dos notas simultaneas con frecuencias cercanas.

1.6. El Teorema de Fourier

Dada una funcion periodica f (z) con periodo 27, se puede buscar descomponerla en
términos de componentes periddicas mas simples, como las funciones trigonométricas seno y
coseno. Como una combinacion lineal de funciones periddicas con el mismo periodo siempre
es periddica, es sensato preguntarse en qué casos se cumple lo opuesto, esto es: ;Bajo qué
condiciones una funcién con periodo 27 puede ser aproximada por una suma de funciones

trigonométricas?, es decir

3

f(x) =~ f,(z) = % + Y |agcos kx + by sin kx|,
k=1

para n suficientemente grande, con f(z) : R — R, f(z) periodica y {a;b; || i € N} C R.

En las secciones anteriores se ha comprobado que plantear esta pregunta es bastante
natural, ya que movimientos periodicos o casi-periodicos (el oscilador armoénico simple y el
oscilador amortiguado) tienen soluciones que involucran a las funciones trigonométricas seno

y coseno. La respuesta a la pregunta planteada se encuentra en el Teorema de Fourier.

10



TEOREMA (Fourier)*: Sea f(z) una funcién 27 periédica y C' a pedazos, definimos las

constantes

ary =2 [T f(z)coskzdr y bp=1L[" f(z)sinkzdz, (1.17)

entonces para todo x € R:

lim lay, cos kx + by sin kx| =
n— oo P
f(x) Si f(x) es continua en z

SUf™) + flz7)] Si f(x) es discontinua en x

El teorema muestra que cualquier funcion que es C! a pedazos y 2r-periddica puede ser
expresada como una serie de ondas senoidales con frecuencias angulares que son ntmeros
enteros. Aunque aqui se ha formulado el Teorema de Fourier para funciones con periodo 27,
el resultado puede ser generalizado a cualquier funcion f(x) con periodo arbitrario P por
medio de la sustitucion f(z) = 22 f(z). Dada la definicion de frecuencia angular, el Teorema
de Fourier garantiza que una funcion f(z) periddica puede ser expresada como suma de
ondas senoidales cuyas frecuencias angulares son multiplos de la frecuencia angular w de
f(@).

A la frecuencia w se le llama frecuencia fundamental y al resto de sus multiplos se les
conoce como armdnicos; los armonicos se distinguen por su orden consecutivo (ie. primer
armonico, segundo armonico, etc) y a los armoénicos que no se anulan en la expresion de
Fourier se les llama parciales.

Para una funcién periddica, se pueden graficar sus componentes armonicas en el eje de las
abscisas contra la amplitud de cada una de ellas en el eje de las ordenadas. El conjunto de

todas las parciales correspondientes a una funcién periodica se llama el espectro de la funcion

4Se puede encontrar una prueba del Teorema de Fourier en [12].
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y, como se presentara en capitulo 3, la idea de descomponer un sonido en sus componentes
senoidales es esencial para comprender el funcionamiento del oido. En el ejemplo siguiente
se muestra una aplicacion del Teorema de Fourier.

Para la funcion s(t) = ¢ definida en el intervalo [—m, 7) y con periodo 27, las integrales

de Fourier son

ar == [" wcoskrdr y by=2[" zsinkxdr -

T
., . ™
Como la funcién z cos kx es una impar, por lo tanto %f_ﬂ x cos kx dx = 0, por otro lado

os coeficientes b,,; se obtienen integrando por partes

1 [T 2(—1)m+1
—/ sinkxdmzL.

™ m

—T

En la Figura 1.6, se grafican las primeras 4 aproximaciones de s(t).

ya

w wnw nw w
N

Y
x

Figura 1.6: Aprozimaciones de fourier para la funcion s(t).

En la seccion 1.4, se encontré la solucion general a la ecuacion de onda en una dimension.

Si se toman en cuenta las condiciones iniciales determinadas por una cuerda fija en sus

extremos, la solucion general esta expresada en términos de una funcion periodica G(t). Una

aplicacion directa del Teorema de Fourier permite comprender la vibracién de la cuerda en

términos de los modos de vibracion de la cuerda. Si se define el n-ésimo modo de vibracion
nm(z+ct)

de la cuerda como la funcion f, = C cos((—5—) +¢) — C cos((w) + ¢), el Teorema

de Fourier asegura que cualquier solucion al modelo de la cuerda en vibracién es una suma

12



de los modos de vibracion.

Figura 1.7: Modos de vibracion de una cuerda.

1.7. La acistica de los instrumentos musicales

Los resultados obtenidos hasta ahora han permitido introducir conceptos basicos de actis-
tica musical, el analisis de la cuerda en movimiento representa una pequena parte de los
métodos utilizados para producir sonidos musicales. El modelo de la cuerda en vibracion
es esencialmente distinto a la generacion de sonidos en los instrumentos de viento o per-
cusiones, tampoco es util para explicar el funcionamiento de instrumentos de cuerda como
el violin. Las caracteristicas tonales y timbricas de cada instrumento pueden ser analizadas
experimentalmente utilizando herramientas de software®. La inspeccion de un espectrograma
permite localizar las parciales predominantes de un timbre y sus respectivas amplitudes. En
la Figura 1.8 se muestran espectrogramas asociados a varios instrumentos musicales; el eje
de las abscisas corresponde al tiempo, el eje de las ordenadas corresponde al logaritmo de
las frecuencia de cada parcial y la gradacion en grises corresponde a la amplitud de cada
frecuencia.

Los espectrogramas asociados al piano y al saxofén muestran que las parciales predomi-

nantes en ambos instrumentos se distribuyen armoénicamente, ya que la distancia entre ellas

sGeneralmente se utiliza la Transformada Rdpida de Fourier (o FET por sus siglas en
inglés), algoritmo disenado para determinar componentes espectrales.
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Saxofén

Campana Voz Humana

Figura 1.8: Espectrogramas.

es constante y estan graficadas en una escala logaritmica. La campana muestra claramen-
te varios picos espectrales que no estan armoénicamente relacionados, en algunas parciales
la amplitud no decrece de manera monétona (los instrumentos de percusion generalmente
estan asociados con espectros inarmoénicos). El espectrograma de la voz humana muestra

componentes armoénicas que varfan continuamente en su frecuencia.
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Capitulo 2

Psicoacustica

El objetivo de este capitulo es ligar los atributos fisicos del sonido (expuestos en el ca-
pitulo anterior) con su contraparte perceptual, asi como presentar modelos teoéricos que los
sustentan. En este capitulo se describe brevemente el funcionamiento del sistema auditivo
y después se explican fenémenos relacionados con la percepcion, particularmente la genera-
cion de batimientos cuando se escuchan dos senales con frecuencias fundamentales cercanas.
Ademés, se expone un modelo de consonancia sensorial que esta basado en la aparicion de

batimientos para tonos puros y la teoria espectral del sonido.

2.1. Las propiedades perceptuales del sonido

La percepcion auditiva es un fenémeno subjetivo e independiente del conocimiento teérico
que se tenga sobre las causas fisicas del sonido. Los sonidos generalmente son descritos
utilizando términos como duracion, volumen o tono; en muchos casos los adjetivos usados
para describir la naturaleza de un sonido estén relacionados con su espectro, por ejemplo: una
onda sonora correspondiente a una onda senoidal con frecuencia f, amplitud a y fase ¢ (se
puede pensar en el sonido emitido por un diapasén) se percibira con un volumen mayor si la
amplitud aumenta y un aumento en la frecuencia se escuchara como un tono mas agudo. En
el caso de sonidos complejos el volumen y el tono también estan directamente relacionados

con la amplitud y la frecuencia de sus parciales; sin embargo, al considerar timbres con mas
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de una parcial se generan fendémenos complejos como la aparicion de tonos de diferencia, la

percepcion de batimientos y el enmascaramiento.

2.2. Funcionamiento del oido

Los procesos que permiten la percepcion sensorial del sonido se llevan a cabo en la parte
interna del oido, que esta constituida por un tubo lleno de liquido incompresible enrollado
en forma de caracol. A lo largo de la estrucutra tubular, o coclea, se encuentra distribuida la
membrana basilar; cada seccion de la membrana basilar es sensible a un rango determinado
de frecuencias y las vibraciones que ingresan al oido interno se propagan a lo largo de la coclea
y resuenan en alguna zona de la membrana basilar. En esencia, la respuesta de la membrana
basilar a un estimulo sonoro se puede modelar como el oscilador armoénico y, como se mostro
en el capitulo anterior, las onda senoidales son soluciones para este modelo. El ancho de
la membrana basilar es variable y por esta razéon distintas secciones de la misma vibraran
a diferentes frecuencias. De esta manera, la membrana basilar distingue las componentes

senoidales de cada sonido entrante y las reporta al cerebro. El comportamiento fisiologico

2

b ke
IR %

Figura 2.1: Arreglo de filtros {Af,}, en el que cada componente permite el paso de un segmento
de banda entrante.

del oido es muy parecido al de un banco de filtros (figura 2.1), el oido separa en varios anchos
de banda los sonidos entrantes sin distinguir diferencia alguna entre las fases relativas de cada

una de las componentes armonicas, esta observacion es conocida como la Ley Acustica de

Ohm.
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Qval window

Scala tympani

Figura 2.2: La coclea.
2.3. La banda critica

Los mecanismos de percepcion tonal no son perfectos, es muy importante determinar
qué tan preciso es el sistema auditivo para discriminar entre componentes espectrales de un
sonido. En el caso de parciales con frecuencias cercanas, el oido no podra distinguir entre las
dos, este fenbmeno se manifiesta sensorialmente por medio de la percepciéon de batimientos,
los cuales aparecen cuando la distancia entre frecuencias es (aproximadamente) menor a
12.5 Hz. Si se aumenta la distancia a méas de 15 Hz se escucha un tono &spero, al seguir
aumentando la diferencia la percepcion de aspereza desaparece y da lugar a la aparicion
de dos tonos distintos. El intervalo de banda en donde cambia la percepciéon de aspereza a
dos tonos distintos es llamado banda critica, y los resultados experimentales sugieren que
en promedio toma los mismos valores para todas las personas. En la Figura2.3 se muestran

valores promedio para la banda critica en funcién de la frecuencia central.

2.4. La percepcién de altura tonal

La mayoria de los instrumentos musicales tiene la capacidad de producir notas en distintos
tonos. El estudio de los mecanismos que asignan un tono a cada nota musical es fundamental
para comprender las causas de la consonancia sensorial. En el caso de sonidos armonicos
en los que ninguna parcial se anula, el proceso de asignaciéon de altura tonal es similar al

descrito para ondas puras: los timbres armoénicos se asociaran al tono correspondiente con
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Figura 2.3: Banda Critica en funcion de la frecuencia central.

la frecuencia fundamental. Cuando el sistema auditivo procesa sonidos inarmoénicos o en los
cuales faltan una o més parciales, el proceso de asignacion tonal no estd completamente
entendido y muestra un comportamiento complejo, por ejemplo: dos timbres con espectros
distintos t; = {f,3f,5f,7f,9f,...} vy ta = {3f,5f,7f,9f,...} se percibiran con el mismo
tono f. La percepcién tonal es un tema de discusion activa en la psicoactstica y atn no ha

sido completamente explicado.

2.5. Batimentos

Como se expuso en la secciéon anterior, segiin Helmholtz el oido funciona como un anali-
zador armonico, es decir, el sistema auditivo es capaz de determinar el contenido espectral
de un sonido por medio de ciertos mecanismos fisioldgicos. Los resultados experimentales
muestran que parejas de senoidales, cuyas frecuencias se encuentran dentro un intervalo pe-
queno, seran percibidas como un solo tono. En la secciéon 1.4 se mostré un resultado sobre
la combinacién lineal de funciones trigonométricas que seré tutil para explicar la manera en

que se perciben dos tonos puros con frecuencias cercanas.
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Como primera aproximacion se puede pensar en el siguiente experimento que es facil de
recrear: cuando se producen dos tonos con frecuencias 440 Hz y 450 Hz, lo que una persona
percibe es un tono con frecuencia constante pero en trémolo. Una explicacion matematica
del fendémeno puede ser obtenida representando cada tono como una senoidal, en este caso
sin 27440t y sin 2r450¢, al sumar ambas y usando el resultado obtenido en (1.15), obtenemos
la expresion 2 sin 445t sin 5¢, una funcion que representa una onda con frecuencia de 445 Hz
y una amplitud que varia continuamente de 0 a 2, en donde la variacion de la amplitud es
periodica con una frecuencia de 10 Hz. La razon por la cual la variaciéon de amplitud no es
5 Hz es que el odio no puede distinguir las fases positiva y negativa de la senial moduladora
de 5 Hz. Este resultado coincide con nuestra percepciéon de un tono en trémolo, la variacion
de amplitud explica los cambios periddicos en el volumen del tono. Regresando a la ecuacion
1.15, la modulacién de la amplitud o efecto de trémolo estda expresada en funciéon de la

diferencia de frecuencias.

2.6. Enmascaramiento

El enmascaramiento es otra de las formas en las que el sistema auditivo genera inconsis-
tencias entre percepcion y realidad fisica; en algunos casos cuando se perciben dos tonos con
frecuencias distintas, un tono evita que el otro sea escuchado. Los resultados experimentales
muestran que existe un umbral alrededor del tono central que determina si la amplitud de
tonos cercanos es suficiente como para no ser cubiertos por el otro. Por ejemplo, cuando se
produce una senoidal de 1000 Hz a 60 db este oculta a un tono con frecuencia de 750 Hz
y amplitud de 35 db, lo mismo sucede con una senoidal de 1500 Hz y 35 db. La figura 2.4
muestra el cambio en el umbral del escucha cuando se percibe un tono de 1000 Hz, la linea

punteada indica el umbral del escucha cuando no hay tonos presentes.

2.7. Tonos de combinaciéon

En 1754 el violinista Giuseppe Tartini descubrié que cuando dos ondas puras son escu-
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Figura 2.4: Decibeles necesarios para pasar el umbral de escucha en funcion de la frecuencia
cuando se percibe un tono de 100 Hz a 60dB.

chadas al mismo tiempo un tercer tono es percibido, ademas, observo que el tercer tono tenia
una frecuencia igual a la diferencia entre las dos notas originales. Posteriormente, Helmholtz
descubrié que también se puede percibir un cuarto tono mas grave y con frecuencia igual a
la suma de las dos frecuencias originales. El hecho de que el tono de suma sea mas dificil de
percibir esta relacionado con el enmascaramiento discutido en la secciéon anterior.

La aparicion de tonos de combinacién, como han sido llamados los tonos de diferencia y
suma, es un fenémeno psicoacustico que, erroneamente, suele relacionarse con la aparicion
de batimientos y, por lo tanto, con la consonancia de algunos intervalos musicales. El hecho
de que la frecuencia de los batimentos sea igual a la diferencia entre frecuencias sélo podria
explicar la aparicion de los tonos de diferencia y no la de los tonos de suma. Ademas, los tonos
de diferencia solo se pueden escuchar cuando al menos uno de los dos oidos procesa ambas
senales; en el caso de los batimientos, aparecen incluso cuando los tonos se perciben en oidos
distintos. Es por esta razéon que en el modelo de disonancia sensorial que seré presentado a

continuacién no se incorpora la aparicién de tonos de combinacion.
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2.8. Consonancia sensorial y las curvas de Plomp-Levelt

La palabra disonancia suele tener distintas definiciones dependiendo del contexto en que
sea utilizada. La definicion de disonancia que sera utilizada en esta tesis se refiere a la
disonancia sensorial, o el grado en el que un sonido genera aspereza auditiva.

En la década de los sesenta, en el articulo Tonal Consonance and Critical Bandwith,
R. Plompt y W. Levelt [14] publicaron resultados experimentales sobre la percepcion de
aspereza y batimiento en ondas puras. En el articulo se desarrolla un modelo que explica la
consonancia que generan ciertos intervalos musicales.

Los autores midieron experimentalmente la percepcion de consonancia para parejas de
ondas senoidales que varian en su frecuencia. En la figura 2.5 se muestra el promedio de
valores de disonancia obtenidos, en el eje horizontal se encuentran valores correspondientes
a la banda critica y en el eje vertical la disonancia percibida. En este caso se puede suponer
que un tono se mantiene fijo y el otro varia en su frecuencia, ambos con la misma amplitud.

Sobre la Figura 2.5 hay tres detalles importantes:

» No existen puntos de consonancia que sean “privilegiados”, salvo el unisono que es un

minimo local.
» La disonancia toma el valor maximo en un punto cercano al valor .24.

» La aspereza tiende a 0 cuando la diferencia de frecuencias es mayor a .24.

La forma de la curva varia un poco al cambiar de frecuencia base, en la figura 2.6 se han grafi-
cado las distintas formas que adquiere en funcion de la frecuencia base. Los datos observados
para tonos puros no muestran ningun intervalo que sea particularmente consonante, lo que
indica que el fendémeno de la consonancia tiene que ser estudiado con sonidos més complejos.
Plomp y Levelt proponen que la disonancia total asociada a un tono se calcule sumado las
disonancias entre cada pareja de parciales. En la Figura 2.7 se muestran las curvas obtenidas
para dos timbres con seis armoénicos, se muestra como varfa la disonancia en funcion de la

longitud del intervalo entre ambos tonos. Existen puntos de méxima consonancia local en
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Figura 2.5: Curva de disonancia para una pareja de sinoidales en funcion de la banda critica.

Figura 2.6: Disonancia para distintas frecuencias centrales.
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donde el cociente entre las frecuencias fundamentales de ambos tonos es cercano a razones

entre nimeros enteros pequenos.
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Figura 2.7: Consonancia de dos tonos complejos en funcion de su intervalo. Fuente: [14].

2.8.1. La disonancia es necesaria en la practica musical

La interacciéon entre disonancia y consonancia es esencial para la creacion de obras musi-
cales interesantes, si no fuera el caso, las mejores composiciones musicales estarian formadas
solo por intervalos como la quinta y la octava. Por otro lado, también existe un factor de
acondicionamiento psicoldgico que modifica nuestra percepcion sobre los que es estéticamente
agradable; naturalmente, los intervalos que resulten més familiares tenderén a ser juzgados
como més consonantes.

La percepcion de batimientos y rugosidad para sonidos con frecuencias cercanas, que es
un fenémeno completamente psicoaciistico, es necesariamente una caracteristica timbrica
que se desee evitar. Los estudios musicolégicos de Pantelis Vassilakis [19] muestran ejemplos
concretos de instrumentos, como la tambura hinda o el mikwiz del mediterraneo, que buscan

generar cierta rugosidad auditiva. Por lo tanto, existen elementos considerados disonantes
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en el occidente que forman parte de la expresividad musical adoptada en otras partes del

mundo.
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Capitulo 3

Escalas musicales

El conjunto de frecuencias audibles es infinito y se concentra en el rango de los 20 Hertz a
los 20000 Hertz. En la mayoria de los casos la practica musical se ha centrado en colecciones
finitas de notas; por un lado, sélo algunos instrumentos poseen la capacidad de generar un
numero infinito de notas, ademés, no todos los intervalos en el continuo de tonos resultan
agradables al oido. El uso de colecciones de notas como base de la creaciéon musical es una
caracteristica recurrente en la historia y representa un tema de gran interés en la musicologia.

En este capitulo se presentan ejemplos de escalas musicales histéricamente notables como
la escala pitagorica o el temperamento igual de 12 tonos. En todos los casos se muestra una
estructura generativa que determina la eleccion de ciertos subconjuntos finitos del conjunto
de tonos audibles. Finalmente, tomando como punto de partida el modelo de Plomp y Levelt
presentado en el capitulo anterior, se define una relacién entre un timbre periédico y una

escala musical.

3.1. El espacio de tonos

Cualquier subconjunto A del conjunto de tonos [20,20000] seré definido como una escala
musical.
Si T representa el conjunto de todos los timbres periddicos audibles, cada elemento de

este conjunto puede ser representado como una serie de Fourier que involucre frecuencias en

25



el rango [20, 200001,

o0

= (ansin(fut + ¢,), na € [20,20000] .

n=0

Como se expuso en la secciéon 2.4, la asignacion de tonalidad para timbres armoénicos esta
determinada por la frecuencia fundamental de cada timbre. En este caso, el estudio de las
escalas musicales se simplifica si consideramos que los timbres generalmente! se corresponden
con una frecuencia dada la funcion de tonalidad 2.4 T'on : T — [20, 20000] que es una funciéon
suprayectiva del espacio de timbres al conjunto de tonos audibles. 2

La siguiente relacion de equivalencia esta definida en el espacio de todos los tonos audibles

a~b < Ton(a) = Ton(b).

Cada namero real en el conjunto [20,20000] reprenta a una clase de equivalencia, por lo
tanto, existe una biyeccion entre 7/~ y [20,20000]. El orden natural ([20,20000], <) define
una relaciéon de orden en el espacio de tonos; a < b, se lee “b es mas alto que a”.

Dado que el intervalo de la octava se obtiene multiplicando frecuencias por dos, esto sugiere

que la percepcion de tonalidad tiene una naturaleza logaritmica sobre las frecuencias; por lo

méx{a,b})

- . Considerando
min{a,b}

tanto, resulta natural definir una métrica I de la forma I(a,b) = In(
la métrica I, existe una relaciéon de equivalencia muy comin que define el intervalo de la
octava. Se dice que dos tonos se encuentran separados por una octava si I(a,b) = In2, la
relacion de equivalencia generada por la octava es

awocth%:TneZ.

Cuando I(a,b) =nln2, decimos que a y b se encuentran separados por n octavas.

1Existen sonidos que no pueden ser asociados con una tonalidad, como el sonido de la
consonante s. Las técnicas expuestas en esta tésis s6lo se aplican a sonidos que tienen una
tonalidad bien definida.

2Trivialmente Ton(sin ax) = a Va € [20,20000], por lo tanto T'on(t) es suprayectiva.
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3.1.1. Cents

Existe una medida alternativa para asignar una longitud a los intervalos musicales llamada
cents. Dadas dos frecuencias a y b, si a > b, el intervalo entre ellas expresado en cents es
c(§) = 12001ogy(%).

La conversion a cents facilita la transposicion de intervalos, que se convierte en una suma:

/ / / /
a

a a a a a a a

Dada un intervalo de ¢ cents y una frecuencia a, la otra nota b que define al intervalo c es

b=aq- 210,
Una escala musical A = {ay,as, ...,a,}?, determina el conjunto de intervalos en cents
(tomando a a; como nota base o raiz)
a a Ay
Iy = {120010g1(—1),120010g1(—2), ..., 12001og, ( 1)}.
a9 as Qp,

3.2. La escala pitagorica

La escala pitagorica es una de las escalas mas antiguas que se conocen y sus origenes
preceden a Pitagoras. Comunmente se relata que Pitagoras observo que, para parejas de
cuerdas en vibracion, se obtenian resultados particularmente agradables cuando el cociente
entre las longitudes de ambas cuerdas se puede representar por fracciones simples. Pitagoras
observéd que el intervalo representado por la razén 2 : 1 era el mas consonante de todos,
seguido por el intervalo correspondiente a la razéon 3 : 2, asi construyé una escala a basada
en estas dos razones.

La escala pitagorica se obtiene agregando y restando intervalos correspondientes a la razéon

() e

sSuponiendo que el conjunto A ha sido ordenado, esto es a; > a; si ¢ > j.

3 : 2, a partir del unisono,
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equivalentemente,

B 128 64 32 16 8 4 2 3 9 27 81 243 729 2187
B "218777297243°81727°9°37 772747 87167 327 647 128" '

El conjunto P, generado por la sucecién infinita de quintas, nunca tendra dos puntos

distintos (g)n y (%)m que estén separados por un numero exacto de octavas*, por lo tanto,

el conjunto ]P/ ~oer €5 Infinito.
Si se expresa cada fraccion como un nimero en el intervalo [1, 2) utilizando la equivalencia

de la octava, la escala pitagorica es el conjunto

7 4096 1024 256 128 32 16 4 . 3 9 27 81 243 729 2187
B ' 21877 72972437 8127 9737 72787167647 1287 512" 2048’ '

La escala pitagorica de 12 tonos se basa en el hecho de que las fracciones gfg (= 1.4238)

1024

=50 (= 1.4046) son cercanas, es decir, agregar seis veces el intervalo correspondiente a la

razon 3 : 2 lleva casi a la misma nota que restar seis veces el mismo intervalo. Asi, la escala

pitagoérica de 12 tonos esté caracterizada por la coleccion de intervalos

b _ [1024 256 128 32 16 4 3 9 27 81 243
127077297243 °81 727 937 72°87 16’ 64’ 128

{1 3 81 43 21 243} es llamado escala pitagorica de siete tonos.

el subconjunto Pz = {1, ¢, 61,3, 55 76> Tog

La sucesion de intervalos correspondientes a la razén 3 : 2 no genera intervalos que son
necesariamente consonantes, especialmente si se utilizan notas que no se encuentren en P.

Por ejemplo: la razon entre la primera y segunda nota es 3/2 y juntas produciran un sonido

1024 . 256

armonioso en un piano; en cambio, las notas correspondientes a las razones <=5 y 53¢

generan
un intervalo (cercano a la razon 3 : 2) que es altamente disonante, es por esta razon que la

transposiciéon de armonias es complicada en la escala pitagoérica.

4Si suponemos lo contrario, obtenemos una contradiccion:

3\"
(3) =2 =3rm=tm oy —=m [=0!

)"
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1 9/8 81/64 43 32 27116 243/128 2

Do Re Mi Fa Sol La Si Do

-— 4+ P APt > 4 > P>
9/8 9/8 256/243 9/8 9/8 9/8 256/243

Figura 3.1: Intervalos de la escala pitagorica.
3.3. Entonaciones justas

La escala diatonica justa es historicamente notable y se basa en los acordes mayores

de la forma {1x, %a:, g:pHx € [20,20000]}. Partiendo del unisono se obtienen los intervalos

315 9

5y 5 8} y el intervalo

{1, %, %}, partiendo del intervalo de la quinta (%) se obtiene la triada {

de la cuarta(%) se genera la triada {%, g, 2}. Este proceso produce una escala diatéonica que

conserva triadas puras, aunque en muchos casos los cambios de tonalidad son disonantes.
En general, cualquier escala que esté definida por medio de razones entre niimeros enteros

es llamada una entonacién justa, las entonaciones justas son implementadas considerando

una tonalidad especifica y no son aptas para transiciones armonicas.

Sol-Si-Re

|

Fa-La-Do
| N

Do-Mi-Sol
1 9/8§ 5/45 4/3? 3/23 5,3§ 15/8 2
| | | | |
Do Re Mi Fa Sol La Si Do

«———— P> P 4P > > <>
9/8 10/9 16/15 9/8 10/9 9/8 16/15

Figura 3.2: Entonacion justa y las triadas que la generan.

3.3.1. El p-limite

Las entonaciones justas se pueden catalogar por la cantidad de niimeros primos que se
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utilicen en la definicion de sus intervalos, si una entonacién justa utiliza los primeros n
nimeros primos, diremos que la entonacion estd basada en el n-limite. La escala pitagorica
esta basada en el 3-limite, existen afinaciones como la de Harry Parch basada en el 11-limite
y la afinacion utilizada por La Monte Young en The Well Tuned Piano [20] esta basada en

el 7-limite.

3.4. El temperamento igual con 12 tonos

El Temperamento igual de 12 tonos, o 12-TET, es la escala musical predominante en la
musica occidental. La notacién musical y afinacién actual de instrumentos se basan en ella.

Representa una division uniforme de la octava en 12 tonos, partiendo del unisono

12— TET = {212||n € N},

considerando la equivalencia de la octava tenemos 12 clases de equivalencia (notas)

distintas.

El intervalo entre cada nota es llamado un semitono y el intervalo que comprende dos
semitonos es llamado un tono. El temperamento igual es una buena aproximacion a la escala
pitagoérica, en ella la disonancia entre intervalos iguales es la misma sin importar la nota
base, ya que los intervalos tienen una longitud uniforme. Las disonancias inherentes a la
escala pitagorica se distribuyen de manera uniforme en cada nota en el temperamento igual
de 12 tonos. La ausencia de intervalos altamente disonantes la convierte en una buena opcion
para la escritura armoénica. En el Cuadro 3.1 se muestra una comparacion entre la escala

pitagorica, la entonacion justa obtenida en 3.3 y el temperamento igual de 12 tonos.
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| Nota | 12-TET | Pitagérica | Entonaciéon Justa |

Do 0 0 0
Do/ 100 90 112
Re 200 204 204
Re/f 300 294 316
Mi 400 408 3806
Fa 500 498 498
Fa/ 600 612 290
Sol 700 702 702
Sol# 800 792 814
La 900 906 884
La#/ 1000 996 996
Si 1100 1110 1088
Do 1200 1200 1200

Cuadro 3.1: Intervalos en cents de las escalas 12-TET, Pitagorica y Entonacion Justa.

2 4 5 L 2 1
. 12 212 Hi2 12 12 2 9
| | | |
Do Re Mi Fa Sol La Si Do
—> €E— > > > €—> €—> <>
2 2 1 2 2 2 L
2 12 12 12 12 12 12

Figura 3.3: 12-TE'T.

3.4.1. Temperamento igual con n tonos

El temperamento igual con n tonos esté definido como

n—TET — {2%

ieN}

y, dada la equivalencia de la octava, parte a dicho intervalo en n notas.

Existen varios temperamentos iguales que han sido utilizados en la practica musical; los
temperamentos 5-TET y 7-TET son comunes en la misica tradicional de Bali y Tailandia.
En general, cualquier refinamiento de 12-TET tendra mejores aproximaciones a las quintas

puras, como en el caso de 72-TET.
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3.5. Temperamentos irregulares

La octava tiene una cualidad que la diferencia de cualquier otro intervalo; si en un piano
suenan dos notas separadas por una octava, se podran distinguir como dos tonos distintos y,
al mismo tiempo, como la “misma nota”’, una mas alta que otra. Esta propiedad de la octava
se manifiesta en la identificacion de dos notas con frecuencias fundamentales distintas (una
es el doble de la otra) con el mismo nombre.

La consonancia de la octava para timbres armoénicos puede explicarse sencillamente si nota-
mos que al transponer por una octava un timbre harmoénico T con parciales { f,2f,3f,4f,5f,6f ...},
obtendremos el timbre 2T con parciales {2f,4f,6f,12f, ...}. Las parciales de 2T coinciden
con algunas de las parciales de T y esta alineacion de parciales es responsable de la percep-
cion de fision tonal que se percibe en el intervalo de una octava. Para timbres inarmonicos, la
fision tonal no tiene porqué darse en el intervalo de la octava, como se vera a continuacion.
Par los timbres con parciales {440, 860, 1203, 1683} y {225, 440,615,860}, el intervalo entre
sus frecuencias fundamentales es menor a una octava, sin embargo, se percibe consonante.
Mientras que los timbres {440, 860, 1203, 1683} y {220,430, 602, 841} generan una octava di-
sonante. Este sencillo ejemplo muestra que para sonidos inarmoénicos las escalas comtinmente
usadas no necesariamente generan los intervalos més consonantes.

El ejemplo anterior es una prueba de que pueden existir escalas que no necesariamente
se basen en la octava, estos temperamentos son llamados temperamentos irrequlares. Las
escalas alfa y beta de Wendy Carlos [5], asi como la escala de Bohlen-Pierce, son ejemplos

de temperamentos irregulares.

3.5.1. La escala Bohlen-Pierce

Como se ha visto anteriormente, la consonancia de la octava puede explicarse por medio de la
alineacion de parciales en sonidos armoénicos. Al considerar un timbre T constituido de par-
ciales impares {f,3f,5f,7f, ...}, el timbre 27 tendra parciales pares {2f,6f,10f,14f, ...}
que no se alinean con las parciales del timbre original. La escala de Bohlen-Pierce [13] se basa

en la observacion de que el timbre 37 tiene parciales, {3f,9f,15f,21f, ...}, que coinciden
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con las parciales de 7. El intervalo correspondiente a la razén 3 : 1 fue llamado por John
Pierce la tritava®. La escala de Bohlen-Pierce, o BP, es una divisiéon uniforme en 13 tonos de

la tritava. La escala esta determinada por la siguiente colecciéon de intervalos
BP = {315|n € Z}

Se define una equivalencia similar a la octava, la pseudo-octava, que esta determinada por
la siguiente relacion
a

aNtrinEZBH, n ez

dada la equivalencia de la tritava, el conjunto BP/~,, tiene 13 elementos. La Figura 3.4
muestra una comparacion de las escalas Bohlen-Pierce y 12-TET. Se puede observar notar
que pocos intervalos de la escala temperada de 12 tonos se aproximan a intervalos de BP;

por otro lado, la escala de Bohlen-Pierce induce una particion de la octava muy cercana a

8-TET.

12-TET octava tritava
BP 2:1 3:1

v .

Figura 3.4: Fscala de Bohlen-Pierce comparada con 12-TET.

3.6. Escalas musicales asociadas a timbres

En la seccion 2.8 se describié un método para dibujar curvas de disonancia asociadas a pare-
jas de timbres complejos. En las curvas de disonancia, los minimos locales predicen intervalos

de consonancia local que pueden ser utilizados para crear escalas musicales basadas en el

5

El término tritava es mio, una adaptacion del original tritave, en inglés.
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principio de consonancia sensorial. Las técnicas desarrolladas por Plomp y Levelt permi-
ten dibujar una clara correspondencia entre timbres y escalas musicales. A continuacion se

presenta una formalizacion del concepto de disonancia

Definicién 1: Sea §(fy, f, a1, a)® una funcién de R* en R, decimos que § es una funcion de
disonancia para las ondas puras 71(t) = ay sin(fit + ¢1) y 72(t) = ag sin(fot + ¢o), si cumple
con las siguientes propiedades para todo fi , fa, a1 v as:

i) 0(f1, f2,a1,az) es continua.

ii) 0(f1, f2, a1, a2) = 6(fo, f1, a1, a2).

iii) 6(f1, f2, a1, a2) = 0(f1, fa, az, a).

i) d(f, f,a1,a9) = 0.

iv) 6(f1, f2, a1,a2) > 0.

v) Para f,a;, y a fijos; la funcién de una sola variable 6(f,-, a1, @) se cumple que

argmaz e 8(F . 01,) = { T+ JOBU. T~ 10B(D)}

en donde C'B(f) es la banda critica asociada a la frecuencia f.

vi) Para f,a; y a fijos

limg oo (f, g, a1,a2) =0y limg_o0(f,g,d1,d2) = 0.

Definicion 2: Dada una funcion de disonancia 0, timbres 71(t) = Y 2 a;sin(fit + ¢;) y

Ty =y 2o bisin(git + ¢;), la funcion de disonancias agregadas I es

sLa expresion para la funciéon § no involucra las fases de cada onda, este hecho incorpora
la Ley Acustica de Ohm implicitamente .
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D(Tl, 7'2) = Z Z(S(fi,gj, a;, bj) + Z Zé(‘f” fj7 a;, (lj) + Z Z 5(9i79j, bi, bj) (31)

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0

En la expresion para la funcion de disonancias agregadas, el segundo y tercer sumando
representan las disonancias intrinsecas de 7, y 7y, el primer sumando representa la disonancia

generada por la interaccion entre las parciales de los dos timbres.

Definicion 3: Para 7 fijo, se define la funcion real D, (z) : [1,00) — R como

D (z) = D(7,x7).

Analogamente, se puede calcular la disonancia entre dos timbres distintos 7 y 73, suponiendo

que uno se mantiene fijo mientras que el otro varia en una proporciéon a.

Definiciéon 4: Diremos que un timbre ¢ y una escala musical A € R estan relacionados”, si

para todo i € 4 la funcion real D(T, 2T) tiene un minimo local en x = i.

"Esta relacion entre escalas musicales y curvas de disonancia fue postulada por Bill Sethares
en [17].
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Capitulo 4

Un modelo de disonancia en Pure Data

En este capitulo se presenta un modelo computacional de disonancia, para ello, primero se
ofrecera una parametrizacion de curvas de disonancia para parejas de tonos puros. El pro-
grama parciales™, implementado en Pure Data, permite dibujar curvas de disonancia y
obtener escalas musicales asociadas a ellas. Al final del capitulo se muestran algunos resul-

tados experimentales para distintos tipos de timbres.

4.1. Parametrizacion de las curvas de Plomp y Levelt

Los resultados experimentales de Plomp y Levelt [14] indican que, dado un par de ondas
senoidales con frecuencias f; y fs, el intervalo correspondiente a la disonancia maxima se
encuentra aproximadamente a una cuarta parte del ancho de banda critico asociado a la
frecuencia base f = min(fi, f2). Es decir, si la funcion de disonancia es 0(fi, f2) y CB(f) es
la funcién que asigna a cada frecuencia su ancho de banda critico, la funcién de una variable
d(f1-) alcanzard su méaximo en la frecuencia f, que cumpla con la condicion fo — f; =
25CB(f1).

En esta secciéon se propone una parametrizacion que permite ajustar los puntos de maxima

disonancia de manera sencilla. A continuacién se demostraran tres proposiciones ttiles.
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Tres observaciones utiles

Consideramos la siguiente familia de funciones

T = {f(:c) = % z]e 7" || a, BERT, & ER}

Observacién 1: Para toda f € T se cumple que lim, o, f(z) =0y lim,,  f(z) =0

Demostracion:

Reagrupando, encontramos una expresion equivalente para f(z)

sl
ATV

aplicando el Teorema de LL’Hopital, podemos calcular el limite cuando z — oo
(5 l=])’

lim f(z) = lim
asi )
) 3 . . ae 57
lim - = lim —— = lim =0
T—00 ze B T—00 T T—00 ﬁgj‘
( { }awT) e 7°
e

analogamente se puede probar que lim, . ., f(z) = 0.8

o

Observacion 2: Los puntos criticos de f son fy —f, ademas f(5) = f(—0)

Demostracion:

f es derivable en todo punto salvo el 0, para z # 0
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eF" — Spe " siz >0 (Casol)
f'(x) =
— 25— 2T siz <0 (Caso?2)

B B?
En el primer caso, igualando la derivada con 0, obtenemos

« 1 « 1 « 1 T
—e ' — —xe B =—e 5 (1——=)=0
g B B 8]
como %e_%x >0,VzreR
x
1—-—-—=0<wz=p
B
de manera andloga, para x < 0 tenemos que f'(z) =0 < x = —f.

Evaluando f(z) en los puntos criticos § y —/3, obtenemos

B =F 18l =C = Z 1= = f(-p).m

Observacion 3: 3y —[3 son los puntos en los que se alcanza el maximo global de la funcion

f.

Demostracion:

De la primera observacion tenemos que para cualquier niimero positivo €, existe un ntamero
real positivo M, tal que si |x| > M entonces f(r) < e. Tomando € = 2 se tiene que f(z) < ¢
para cualquier x en el conjunto (—oo, —M)U (M, oo). De la segunda observacion, se deduce
que en [—M, M] — {0} el maximo global toma el valor ¢ en los puntos 3, —f. Por tltimo,
tenemos que f(0) = 0, entonces 0 no puede ser maximo global. En los puntos f y —f se

alcanza el maximo global de la funcion f.®
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Figura 4.1: La familia de funciones Y.

La tercera observacion indica que el parametro [ permite ajustar el punto en donde las
funciones alcanzan su maximo; un cambio en § no modifica el valor maximo de la funcién,
que so6lo depende del parametro a.

Si la disonancia méaxima se obtiene en un intervalo equivalente a una cuarta parte de la
banda critica, entonces necesariamente § = .25C' B(min(f1, f2)). Para que el valor méximo
en todos los casos sea igual a 1 se debe cumplir a = e. La funcién buscada es 0(fy, f2) =
Sl = hle 7P

Una parametrizacion para el ancho de banda critico puede ser encontrada en Brinker [4] y esta
dada por la expresion C'B(min(fi, f2)) = 2% + %’5&)1'5. La funcion C'B(f) fue utilizada

para graficar la banda critica en la Figura 2.3. Si se utiliza esta parametrizacion, dada una

29 4 min(f1,f2)'" ).

. ) . . , ;L
frecuencia base min(f1, f2), el punto de mayor disonancia estara en f' = .25(= v

Sustituyendo f” por § en la funciéon 0(fi, f2, a1, as) obtenemos la expresion

[fa—f1l
al ) CLZ ‘€ N 295 Inin(fl,fz)1~5
5(f1,f2,a1,a2) - - T ’f2_f1|€ 25(2B Iy
25(25 4 2n(fLh) )
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La parametrizacion obtenida en esta seccion difiere de las parametrizaciones encontradas en
la bibliografia consultada en el hecho de que no solo depende de la distancia relativa entre
frecuencias, también varia con el registro; ademés, considera la observacién de que el punto
de mayor disonancia entre dos tonos se encuentra cuando se encuentran a una cuarta parte

del intervalo correspondiente al ancho de banda critico.

4.2. Manual del usuario para parciales™

El modelo de disonancia de Plomp-Levelt se implement6 en Pure Datal!, la parametrizacion
obtenida en la seccion 4.1 fue utilizada para calcular la disonancia entre dos timbres.

El nombre del programa es parciales™ .pd y calcula la disonancia total entre dos timbres,
tomando como dados sus espectros. Los timbres pueden tener hasta veinte parciales y el pro-
grama cuenta con una interface grafica que permite identificar puntos de minima y méaxima
disonancia.

El programa parciales™ tiene integrado un analizador espectral que puede ser utilizado para
estmar el espectro de un sonido, el analisis espectral se basa en el objeto fiddle™ desarrollado
por Miller Puckette[15]. En el caso de sonidos cuyas parciales varian poco en su amplitud
el analisis espectral es exacto, para sonidos de corta duracién o sonidos con espectros que
varfan a lo largo del tiempo el objeto parciales™ falla en calcular su contenido espectral y

es necesario utilizar herramientas mas avanzadas como espectrogramas.

Modo manual

1. En el modo manual se debe capturar la informacion espectral de dos timbres en los recua-
dros Espectro 1 y Espectro 2, antes de ingresar los datos en cada recuadro es importante
seleccionar la cantidad maxima de parciales que seran utilizadas en el recuadro Curvas, este
paso modifica el algoritmo utilizado en el calculo de disonancia y, en el caso de timbres con

pocas parciales, lo vuelve mas eficiente. Al momento de calcular la disonancia el programa

1Pure Data es un lenguaje de programacion grafico orientado a las aplicaciones en multi-
media, el software es gratuito y puede encontrarse en la pagina web http://puredata.info/.

40



varia el espectro del segundo recuadro mientras el primero se mantiene constante.

20 fiocte-anatizer

L[ TTTT]
y

Figura 4.2: Paso 1.

2. Se debe seleccionar el rango en el que varia el segundo tono, es decir, el dominio de la
funcion real D(7, amp)?, dados 71 y 7 fijos . El valor que sea capturado en la entrada rango

determinaré el punto extremo derecho del intervalo [1,z] en el que « toma valores.

3. Se puede agregar la opciéon para visualizar temperamentos regulares en pseudoctavas. Por
ejemplo, si se desean ver los intervalos de 7-TET para la octava usual, se debe ingresar en
la entrada TET el ntmero de divisiones de la octava (en este caso seria 7) y en Octava se
ingresa el intervalo que corresponde a la pseudoctava (en este caso es la octava usual y la

entrada es 2).

4. En el recuadro Curvas se activa el botén Inicia para activar el calculo de las curvas de

disonancia.

2La funcion D(7y, aty) se definié previamente en la ecuacion 3.1 de la seccion 3.6.
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E]lll-lll
b

Figura 4.3: Pasos 2 y 3.

5. En la interface grafica se pueden seleccionar hasta 12 puntos de interés, basta apuntar con
el raton y hacer click. Los puntos seleccionados aparecen en el recuadro Escala.

Los intervalos correspondientes al temperamento igual elegido previamente se indican con
rectas de color azul. Para repetir este proceso basta seleccionar el botén cuadrado ubicado
en la parte superior derecha de la ventana GEM. En la esquina superior derecha se indica
con valores numéricos el valor de o correspondiente a la posicion vertical del puntero.

Si se desea visualizar otro temperamento para la misma curva de disonancia se debe capturar

la informacién y presionar el boton Reset en el recuadro Gem.

Modo con anéalisis espectral

2.1. El objeto parciales™ permite conectar dos entradas de audio en Pure Data, correspon-

dientes a dos timbres cuyo contenido espectral se quiere estimar.
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ganancia

inlet~

pd fiddle~analizer

loadbang
T H
pd dsp @ pd dsp 1

disonancio2@parciales

ganancia

inlet~

+. commel

pd fiddle~analizer

Espectro2
Espectrol GEM
CURVAS
reset espectro
espectro 3 3 nim._de.
TET octava 1
2
5
8 2
1
11569 50 g % rango
21.670 6o 100 17
3 20 2 Kz
20 Hz 2 Kiz 2 "R -0
40 80 120
ESPECTRO 1 [[Jespectro.on.off PC ¥ onancia ESPECTRO 2 [[Jespectro.on.of f
# frec amp # frec amp frec gmp # frec amp g # frec amp # frec amp & frec gmp # frec amp
1 439.9 @.02¢ 6 2638. ©.204 114835. 5 app 16 7030. p.¢o1 .‘ 1 420.0 @.02¢ 6 2638. ©.224 114835 4 opo 16 7030. .pp1
2 879.9 0.012 7 3278. ©.203 12 5275. g gpp 17 7466. o.001 i 2 830.0 ©.012 7 3078. 0.203 12 5275. g gpp 17 7467. 9.001
3 1319. 0.008 8 3518. ©.023 13 5713. g gp1 18 7903. g.001 II 3 1319. o0.008 8 3518. 0.003 13 5714. g g1 18 792¢. g.001
4 1759. o.006 9 3957. ©.002 14 6152. g g1 19 8339. o.001 | 4 1759. op.o05 9 3957. ©.202 14 6153. 5 0p1 19 83¢0. .00l
5 2198. @.00¢ 10 43%6. ©.202 15 6592. g gp1 20 8775. ¢.001 5 2199. o.00¢ 10 4396. ©.002 15 6592. g 0p1 20 8777. 9.001
{

Figura 4.4: Pasos 4 y 5.

phasor~ 449

parciales~

Figura 4.5: Entradas de audio del objeto parciales ™.
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2.2. Para iniciar el analisis se presiona el boton espectro.on.off (el analisis esta activado
cuando el botén muestra una X) y se puede ajustar la ganancia de la sefial de audio con

ganancia.

2.3. El analizador espectral arroja una serie de datos que se estabiliza a lo largo del tiempo vy,
por lo tanto, serd mas exacto si se activa por periodos largos de tiempo.? Cuando se obtengan

los resultados del analisis el analizador debe ser apagado.

1
inlet~ i

disonancia2@parciales a
pd fiddle~analizer

fiddle~analizer

Figura 4.6: Pasos 2.2 y 2.5.

2.4. Una vez que se hayan estimado los espectros, se pueden calcular las curvas de disonancia

de la misma forma que en el modo manual.

4.3. Resultados experimentales

El programa parciales™ permite estudiar una gran cantidad de parejas de timbres, a conti-
nuacion se muestran cuatro casos para timbres armoénicos e inarmoénicos que ejemplifican la

utilidad de parciales™ para encontrar intervalos de maxima consonancia.
sMinutosdsfsdf
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4.3.1. Timbres armonicos

El estudio de timbres armonicos es de particular interés para corroborar que el modelo
computacional desarrollado en parciales™ es consistente con los resultados esperados. Se
sintetizaron dos ondas en Pure Data correspondientes a una onda diente de sierra, ambas
con frecuencia fundamental de 440 Hz. El analisis espectral arrojo los resultados esperados,
con parciales cuyas frecuencias son multiplos enteros de la frecuencia fundamental.

Las curvas de disonancia muestran que el intervalo de mayor consonancia es el de la octava,
le siguen intervalos correspondientes a o = 3/2, a = 4/3, @« = 5/3 y a = 5/4. Estos intervalos
se corresponden con la quinta, la cuarta, la sexta y la tercera mayor de la entonacion justa,
intervalos que son considerados consonantes en la practica musical. También se puede obser-
var que los puntos de méaxima consonancia pueden ser aproximados por puntos en la escala

12-TET.

4.3.2. Timbres inarmoénicos

La mayoria de los instrumentos de percusion tiene espectros que no son armoénicos, para este
tipo de sonidos es interesante buscar escalas musicales distintas a 12-TET que contengan
intervalos relacionados* con su espectro. Algunos de los instrumentos utilizados en los con-
juntos Gamelan, de Bali y Java, tienen espectros inarmoénicos y estan afinados en escalas de
cinco tonos llamadas slendro. En la practica musical occidental también existen instrumentos
con timbres inarmoénicos como la marimba y el vibrafono. A continuacion se describen los

resultados obtenidos en parciales™ para el bonang y el vibrafono.

4.3.2.1. Bonang

El bonang es una coleccion de pequenos gongos en forma de cazuela hechos de bronze que el
ejecutante golpea con palos de madera afelpados. Debido a su fabricaciéon de manera arte-

sanal, los timbres suelen tener espectros que varian de instrumento a instrumento, Sethares

4+Ver seccién 3.6.
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ganancia ganancia
= loadbang =
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pd dsp @ pd dsp 1
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Figura 4.7: Curvas de disonancia para dos timbres armonicos.

[18] propone un espectro tipico de Bonang
Ty = {f,1.52f,3.46f,3.82f} .

El bonang es afinado en la escala Slendro en la que cada intervalo esta separado aproxima-
damente por 240 cents, lo que acerca a 5-TET. En los conjuntos gamelan también se utilizan
instrumentos con espectros armoénicos como el rebab, un instrumento de cuerdas, y el suling,
un instrumento de viento.

La interaccion entre timbres armoénicos e inarmoénicos puede ser investigada utilizando como
herramienta las curvas de disonancia, es por esa razéon que se introdujo el espectro del
Bonang, con frecuencia fundamental de 200 Hz, en parciales™ y se configurd el programa

para visualizar los intervalos de 5-TET. El dominio de la funcién de disonancia se fijo en
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[1,2], el segundo timbre utilizado para el célculo de las curvas de disonancia fue un timbre

armoénico con frecuencia fundamental de 200 Hz y cuatro parciales.

Una rapida inspeccion a las curvas de disonancia muestra que los intervalos de 5-TET
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Figura 4.8: Disonancia para el Bonang y un timbre armadnico.

aproximan a los intervalos que generan puntos de minima disonancia local. El intervalo de la
octava es el méas alejado de los puntos de maxima consonancia y sugiere el uso de divisiones

basadas en una pseudoctava cercana a la octava usual.

4.3.2.2. Xilo6fono

El xiléfono es un instrumento de percusion ampliamente utilizado en la musica clasica. La

afinacion mas utilizada para este instrumento es 12-TET, pero se puede buscar una afinacion

47



que sea més consonante con la ayuda de curvas de disonancia. Por un lado se puede buscar
una afinaciéon que sea consistente con el timbre del mismo instrumento y genere algunos
acordes sensorialmente agradables, pero también se puede buscar una afinaciéon que sea
compatible con instrumentos cuyo timbre sea armoénico. El espectro idealizado de un xyléfono
es Ty = {f,2.75f,5.40f,8.93f,13.34f,18.64f}. Se analiz6 el espectro del xilf6fono con una
frecuencia base de 100 Hz. en parciales™ y se buscaron puntos de maxima consonancia local.

El intervalo 1.966, cercano a la octava, y la division uniforme en 12 intervalos de esta
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Figura 4.9: Disonancia para el zildfono.

pseudoctava generaron intervalos que se acercan a los puntos de maxima consonancia local.
También se estudi6 la disonancia generada por la contraposicion de un espectro armoénico,

con frecuencia fundamental de 100 Hz., y el espectro del xilo6fono. En este caso ni el unisono

sEn [3] se encuentra un modelo fisico del xil6fono y las soluciones para el espectro.
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ni la octava resultan ser puntos de consonancia local; los intervalos de maxima consonancia
no se ajustaron a ninguna de las divisiones uniformes de la octava, esto sugiere la utilizacion

de un temperamento irregular para el xiléfono.
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Figura 4.10: Curvas de disonancia para el xiléfono y un timbre armdonico.

4.3.3. Timbres con parciales impares

Como se expuso en la seccion 3.5.1, el uso de timbres armoénicos con parciales que son
multiplos impares de la frecuencia fundamental sugiere que la escala Bohlen-Pierce puede
generar intervalos consonantes. Los resultados obtenidos en parciales™ coinciden con esta
observacion, los puntos de maxima consonancia local se encuentran en los intervalos de 13-

TET para la tritava.
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Conclusiones

El modelo de disonancia desarrollado en Pure Data por medio del programa parciales™
genera curvas de disonancia e intervalos consonantes que coinciden con los resultados con-
sultados en la bibliografia. Debido a que el modelo implementado en parciales™ es una
extension de la teoria de Plomp y Levelt, los resultados obtenidos son esencialmente los
mismos. Fn el caso de sonidos armoénicos, los puntos de méxima consonancia local coinciden
con notas de 12 — T'ET’; para timbres inarmoénicos, el programa parciales™ es una buena
herramienta para estimar intervalos de méxima consonancia y construir escalas musicales a
partir de ellos. La parametrizaciéon obtenida en la seccion 4.1 es un refinamiento de la teoria
de Plomp-Levelt en el sentido en que refleja con mayor exactitud el comportamiento de las
curvas de disonancia a lo largo del rango de tonos audibles.

Como se expuso en el capitulo dedicado a psicoacustica, existen mas fenémenos auditivos
que deben ser integrados a una teoria de la disonancia sensorial. Por ejemplo, el fenémeno
de enmascaramiento no se considera al sumar las disonancias de cada componente espectral
de los timbres; un modelo de disonancia que integre el enmascaramiento debera ponderar
con mayor peso a las componentes que tengan una frecuencia mas grave. La incorporacion
del enmascaramiento en el modelo de Plomp-Levelt se presenta como una posible extension
al modelo expuesto en esta tesis.

La teoria de disonancia sensorial desarrollada en esta tesis se sitiia en un vértice en donde
convergen campos de estudio tan diversos como la misica, la psicoactistica y las matematicas.

Las implicaciones reales que este modelo puede tener sobre la creaciéon musical no son muy
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claras, las observaciones de Vassilakis [19] sobre el uso de aspereza sensorial en instrumentos
musicales alrededor del mundo comprueban que una teoria de la consonancia musical siempre
estard incompleta en la misma medida en la que asuma que existen elementos musicales

disonantes que deben ser evitados para generar composiciones estéticamente agradables.
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