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Introduccion

El trabajo de esta tesis plantea el estudio de los 6rdenes lineales desde los
diferentes tipos de orden que los caracterizan. Haremos esto por medio de una
herramienta llamada condensacién que actta sobre los 6érdenes lineales para pos-
teriormente caracterizarlos respecto de su tipo de orden.

El capitulo 1 es una introduccion al concepto de orden lineal basado en la
construccion de ciertas estructuras numéricas. Varias caracteristicas de los dis-
tintos érdenes lineales son motivadas por las principales estructuras numéricas
N, Z, Q y R vistas como tales. Algunas de estas caracteristicas son las que dis-
tinguen a un orden de otro, como el ser denso, disperso, buen orden, etc.

La tricotomia de los 6rdenes nos permite hablar de funciones que mantienen
el orden entre cualesquiera dos elementos. Estas funciones las llamamos isomor-
fismos y cuando dos 6rdenes son isomorfos decimos que tienen el mismo tipo de
orden. Para estudiar a los 6rdenes lineales nos interesamos en el tipo de orden,
mas que en los elementos en si del conjunto, pues el tipo de orden es el que
caracteriza a una clase de o6rdenes lineales isomorfos. Por ejemplo, en el primer
capitulo, damos la construccion de los 6rdenes 2 y de 2 y en el apéndice B
recuperamos la construcciéon usual de Z y de Q para probar, usando los resulta-
dos del segundo capitulo, que 2 y Z son isomorfos y que 2 y Q son isomorfos,
por tanto, tienen el mismo tipo de orden. De esto trataremos en el capitulo 2.
A partir de éste, podremos trabajar con representantes de conjuntos de 6rdenes
isomorfos, a los que llamamos tipo de orden, de los cuales justificamos su exis-
tencia en el apéndice A por medio del truco de Scott.

De los tipos de buenos érdenes parte la construciéon de los naturales y de
los ordinales. Es por esto que dedicaremos todo el capitulo 3 a estudiar a los
ordinales. Aqui definiremos a los ordinales como tipos de buenos 6rdenes y es-
tudiaremos la aritmética ordinal de forma alternativa, a partir del estudio de
buenos 6rdenes. De los ordinales obtenemos, no sélo un estudio de los buenos
ordenes, sino dos teoremas muy ttiles, el Teorema de Induccién y el Teorema de
Recursion para ordinales. Aunque nosotros consideramos a los ordinales como
tipos de orden, usualmente los ordinales se definen como conjuntos transitivos
bien ordenados por la pertenencia, esto se hace en el apéndice A y se prueba un
resultado muy importante, el Teorema de Enumeracion, que justifica la defini-
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cion de ordinal que damos en esta tesis.

Los capitulos y 5 de la tesis constan del estudio de los 6rdenes lineales a
partir de las condensaciones. Las condensaciones son particiones de un orden
lineal en intervalos. Estas son a su vez ordenes lineales, de las cuales cada ele-
mento corresponde a un intervalo y éstos se ordenan respecto al orden original.
Una representacion del hecho de hacer una condensacion serfa aplastar (o con-
densar, como lo dice su propio nombre) los intervalos de una particion del orden
lineal. En la primera parte del capitulo definiremos varias condensaciones, como
lo son la condensacion finita, contable, dispersa y la del buen orden. De cada
una daremos algunos resultados interesantes, sin embargo, posteriormente nos
restringimos a estudiar la condensacion finita.

Como las condensaciones son asimismo o6rdenes lineales es natural pensar
en las condensaciones de las condensaciones. Asi que, en la segunda parte del
capitulo definiremos el concepto de condensacion iterada por recursion para
ordinales. En particular daremos un resultado importante respecto de las con-
densaciones iteradas de buenos 6rdenes, del cual deducimos que basta analizar
los puntos limites de un buen orden para conocer el tipo de orden de cualquiera
de sus condensaciones.

En el capitulo 5 introduciremos la nocién de rango finito que es el limite de
la condensaciones iteradas, es decir, el ordinal a partir del cual no hay cambio
en el tipo de orden de las condensaciones posteriores a él. El resultado final que
damos es un gran ejemplo de la utilidad del rango finito, ya que nos dice por
medio del rango de un orden lineal cuél es la condicién para que el orden sea
encajable en una potencia de 7.

Aunque el ultimo tema que se toca en el trabajo sea el de la caracterizacion
de 6rdenes dispersos por medio del rango de su condensacion finita, este también
se pueden calcular para cualquier orden lineal, obtiendo una clasificaciéon méas
general (véase [Ros82|).

Intentamos que los temas que abarcamos sean vistos desde la mirada de
los 6rdenes, pues algunos de ellos se pueden observar de la manera comin. Los
lnicos conceptos que necesitamos como preliminares son el de conjunto, relacion,
funcion y particion.



Capitulo 1

Orden

1.1. Orden Lineal

En este capitulo veremos qué son los 6rdenes lineales. Un orden lineal es un
conjunto con una relaciéon binaria sobre éste, donde se cumple que la relacion es
antirreflexiva, transitiva y tricotémica. Como lo dice su nombre, a los elementos
de un orden lineal los podemos representar sobre una sola linea. Es por esto que
los nimeros naturales los consideramos un buen punto de partida para estudiar
los 6rdenes lineales pues tienen una de las estructuras més sencillas. Otras es-
tructuras ntmericas, como Z, Q y R, también son érdenes lineales y cumplen
propiedades interesantes respecto a éstos.

Podemos pensar que el estudio de los érdenes lineales parte de reconocer la
forma del conjunto de los nimeros naturales. Este conjunto surge de una manera
muy intuitiva y todos lo reconocemos, pues los usamos para contar y enumerar
algunos conjuntos, para lo cual estamos dando un orden a sus elementos.

Considerando las estructuras numéricas N, Z, Q, R, construiremos érdenes
lineales similares a éstos e iremos desarrollando sus caracteristicas. Daremos las
definiciones generales para responder a la necesidad particular de definir estos
ordenes tan importantes, pues en capitulos posteriores estudiaremos o6rdenes
lineales en general.

Definicion 1.1.1. Sea X un conjunto y R C X x X una relacion binaria. R es
un orden lineal de X si y solo si cumple lo siguiente:

1. para cualquier z € X, (z,z) ¢ R (R es antirreflexiva);

2. para cualesquiera x,y € X, si ¢ # y, entonces (x,y) € R 6 (y,z) € R (R
es tricotomica); y

3. para cualesquiera z,y,z € X, si (z,y) € Ry (y,z) € R, entonces (z,2) € R
(R es transitiva).



8 CAPITULO 1. ORDEN

Llamaremos a la pareja (X, R) un orden lineal, si R es un orden lineal de X.
En otros contextos también se le llama orden total o cadena. A veces diremos
simplemente que X es un orden lineal para decir que existe una relacion que
ordena linealmente a X. Al hecho de que (z,y) € R también lo denotaremos
como zRy, o como x <x y; esto ultimo se lee como “z es menor que y”. Si
no se estan considerando distintas relaciones, entonces © <x vy se escribird
simplemente como x < y.

De la definicién de que (X, R) sea orden lineal se puede deducir que para
cualesquiera x,y € X sucede una y so6lo una de las opciones xRy, yRx o = = y.

Abreviamos con & <y ¥y, que se lee “x es menor o igual que y”, al hecho
de que =z <x y 6 x = y. Decimos que una relacién R sobre un conjunto X es
refleriva si cumple que para todo x € X, zRx; y si para cualesquiera z,y € X
tales que xRy y yRx, se tiene que z = y, decimos que R es antisimétrica (es el
concepto para ordenes reflexivos andlogo a la tricotomia).

Si (X, R) es un orden lineal, entonces <x es una relaciéon reflexiva, antisi-
métrica y transitiva X.

De hecho, hay una manera similar de definir el concepto de orden lineal. En
algunos libros se dice que (X, R) es un orden lineal si y solo si R es una relacion
reflexiva, antisimétrica y transitiva sobre X. Esta definicién, a la que podemos
llamar de un orden lineal reflexivo, es equivalente a la nuestra en el sentido
siguiente. Si R es un orden lineal reflexivo sobre X, R’ = R\ {(z,z) : x € X} es
un orden lineal segtin nuestra definicién; y si S es un orden lineal sobre X segiin
nuestra definiciéon, S’ = S U {(z,z) : ® € X} =<x es un orden lineal reflexivo.

Aunque nosotros nos apegamos a la definiciéon de orden lineal dada en 1.1.1,
es muy util saber de esta otra definicién no s6lo para abreviar que un elemento
sea menor o igual que otro, sino para saber que podemos seguir hablando de un
orden cuando recurrimos a la relacion <x sobre el conjunto X.

El nombre de orden lineal se desprende del hecho de que las caracteristicas
de una relacién que ordena linealmente a un conjunto implican que podemos
colocar a los elementos del conjunto sobre una linea. La tricotomia (o la antisi-
metria, para ordenes reflexivos) es lo que hace a un orden lineal, pues con esta
estan totalmente ordenados, es decir, todos sus elementos son comparables bajo
la relacion de orden. Generalmente los 6rdenes se leen de izquierda a derecha;
es decir, que z esta antes que y sobre la linea que representa al orden, significa
que x < y. Para un conjunto puede haber distintas relaciones que lo ordenen
linealmente. Como se representa en la figura 1.1, el conjunto {a,b,c} se pue-
de ordenar por dos relaciones distintas, Ry y Rg. Pero cuando un conjunto lo
ordenamos con dos relaciones distintas no necesariamente cambia su “aspecto”.

Otro ejemplo es la relacion que ordena inversamente a cualquier conjunto.

Definicién 1.1.2. Sea (X, R) un orden lineal. (X, R*) es el orden lineal inverso
de X, definido por:

(x,y) € R* siysolosi(y,z) € R.

También podriamos decir que (X, R)* o X* es el orden inverso, si no hay
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Figura 1.1: Distintas relaciones ordenan un conjunto.

duda sobre cuél es el orden de X.

Al igual que a un conjunto se le pueden dar varios o6rdenes distintos, una
relacion se puede restringir para ordenar conjuntos distintos, como en el caso
de los subérdenes.

Definiciéon 1.1.3. Sean (X, R) y (Y,S) ordenes lineales tales que X C Y.
(X, R) es un suborden de (Y, S) si y solo si para cualesquiera x,y € X

T <pysiysolosiz<guy.

La relacion R sobre el subconjunto X de Y es la restriccion de S a X, es decir,
R=SN(X x X).

A partir de ahora daremos varios ejemplos de 6rdenes lineales. Hay 6rdenes
lineales que ya conocemos pero que son generalmente estudiados mas como
estructuras algebraicas que como 6rdenes. Son las estructuras numeéricas N, Z,
QyR.

Justamente el objetivo de este estudio no es analizar las caracteristicas de
las operaciones algebraicas sino el orden que tienen sus elementos y algunas
caracterizaciones de estos 6rdenes. Por esto, los construiremos desde el principio
como 6rdenes lineales, y aunque esto haga que los percibamos de manera un poco
diferente, veremos en el Apéndice B, que para el analisis de sus 6rdenes (los fines
de nuestro estudio), es lo mismo tratar con las definiciones que tratamos aqui
que con las que damos alla que son las més usadas. Entonces por ahora, a cada
uno le daremos un nombre distinto, para distinguir entre el orden lineal y la
estructura numérica, haciéndonos los ingenuos como si no los conociéramos.

1.2. N

La definicién conjuntista de los ntmeros naturales estd basada en la idea
intuitiva de que los nimeros naturales deben servir para contar. Es decir, debe
haber una correspondencia de cada nimero natural n con los conjuntos que
tienen n elementos. Entonces un ndmero natural es un conjunto con ciertas
caracteristicas de forma que coincida con nuestras ideas preconcebidas de como
es un numero natural.

Al contar los elementos de un conjunto requerimos de un primer elemento
del cual partir. Las siguientes definiciones nos sirven para esto.
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Definicién 1.2.1. Un orden lineal (X, R) tiene un elemento R-minimo, o pri-
mer elemento, o extremo tzquierdo, si hay a € X tal que a <p x para todo
x € X; y tiene un elemento R-mdximo, o ultimo elemento, o extremo derecho,
si hay b € X tal que x <p b para todo = € X.

Se puede demostrar que el elemento a y el elemento b son tnicos si existen; en
este caso a a se le llama el R-minimo, el primer elemento o el extremo izquierdo
de X y a b se le llama el R-maximo, el ultimo elemento o el extremo derecho de
X.

Numeros naturales

Para dar la definicion de ntmero natural, primero necesitamos dar las si-
guientes dos definiciones.

Definicién 1.2.2. Un par ordenado (X, R) es un buen orden siy solo si (X, R)
es un orden lineal' y todo subconjunto de X no vacio tiene un elemento R-
minimo; es decir, si y € X y y # 0, hay a € y tal que para todo w € y,
a<pw.

La definicion de buen orden tiene un uso mas extenso y un interés mayor,
asi que volveremos a ella constantemente en este trabajo, de hecho el tercer
capitulo esté dedicado a los buenos 6rdenes.

Definicion 1.2.3. Se dice que x es un conjunto transitivo si y solo si para todo
Yy € x, se tiene que y C x.

Es importante notar que es distinto hablar de relaciones transitivas que de
conjuntos transitivos.

Definicién 1.2.4. Un conjunto z es un numero natural si'y soélo si
1. x es un conjunto transitivo;
2. (z,€) es un buen orden;

3. todo subconjunto no vacio de = tiene un elemento €-méximo, es decir, si
yCxyy#D hay b €y tal que para todo w €y, w € bo w = b.

Definicién 1.2.5. El conjunto de los nimeros naturales es
N = {n : n es un namero natural}.

Primero, el conjunto vacio es un ntimero natural. Entonces son nimeros na-

turales 0, {0}, {0,{0}}, {0,{0},{0,{0}}}, .... Ahora nos enfocamos en ver que

(N, €) es un orden lineal.

IBasta pedir que R sea una relaciéon antirreflexiva y transitiva, ya que la tricotomia se
desprende de pedir que todo subconjunto no vacio tenga un minimo.
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N es un orden lineal

Supongamos n es un natural tal que n € n. Como n € n hay un elemento de
n, n mismo, que se pertenece a si mismo, contradiciendo la antirreflexividad de
la pertenencia en n. Por tanto, n ¢ n. Concluimos que € es antirreflexiva en N.

Sean x,y, z nimeros naturales tales que x € y y y € z. Como z es un conjunto
transitivo, y C z, por lo que = € z. Por tanto, € es una relacion transitiva en N.

Todavia nos falta ver que la pertenencia es una relacion tricotémica en N
para probar que (N, €) es un orden lineal. Para esto es indispensable mostrar
que dado cualquier nimero natural, hay otro nimero natural al que pertenece
y tal que no hay ninguno otro entre ellos.

Definicién 1.2.6. Sea (X, R) un orden lineal y # € X. Llamamos sucesor de
z a cualquier a € X tal que © <g a y predecesor de x a cualquier b € X tal que
b<px.

Llamamos a s(z) un sucesor inmediato de x si x <gr s(z) y no hay a € X
tal que © <g a <gr s(x); y a p(x) un predecesor inmediato de x si p(zr) <g x 'y
no hay a € X tal que p(z) <g a <g z.

Un sucesor inmediato, o predecesor inmediato, de algiin elemento (si lo tiene)
es Gnico, por lo que las notaciones s(z) y p(x) estan bien justificadas. Una vez
que demostremos que (N, €) es un orden lineal, podremos ver que todo natural
n tiene un sucesor inmediato que es n U {n}, como se demuestra en el siguiente
lema.

Lema 1.2.7. 1. Todo elemento de un nimero natural es un nimero natural.

2. Sin es un nimero natural, n U {n} es un nimero natural. Ademds, no
existe un natural m tal que n € m € nU {n}.

Demostracion.

1. Sea m un ndimero natural y m € n. Como n es un conjunto transitivo,
m C n, entonces las propiedades de ser un orden lineal se tienen para (m,€)
inmediatamente porque podemos considerar a m como un suborden de n. Ade-
mas, todo subconjunto no vacio de m es un subconjunto no vacio de n. Por esto,
m es un buen orden y todo subconjunto no vacio de m tiene un maximo.

La relacién € es transitiva en n, porque es un orden lineal. De aqui que si
yeEmy z ey, z€ m. Por tanto, m es un conjunto transitivo.

2. Sea n un nimero natural. Veremos que n U {n} es un nimero natural.

Sea x € nU {n}. Los casos posibles para x son € n 6 x = n. En cualquier
caso, x C nU{n}, si x € n, porque n es un conjunto transitivo, y si x = n, es
obvio. Por tanto n U {n} es un conjunto transitivo.

Sea x € n U {n} no vacio. Si x = {n}, entonces n es el €-minimo de z. En
caso contrario tomamos xo el €-minimo de z \ {n}. Como zy € n, también es el
€-minimo de z, pues si y = n (suponiendo que n € z), se tiene que xg € y; y si
y € x, pero y # n, xg € y por la minimalidad de zy. Por tanto, (n U {n}, €) es
un buen orden.
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Sea y C nU{n} no vacio. Sin € y, entonces n es el E-maximo de y. Sin ¢ y,
y € n y entonces tiene un €-méximo porque n es un numero natural. Por tanto,
todo subconjunto no vacio de n U {n} tiene un €-méaximo.

Entonces n U {n} es un namero natural.

Es claro que n € n U {n}. Supongamos que hay un natural m tal que
n € m € nJ{n}. Como todo natural es transitivo, entonces n C my m C nU{n}.
De que n C m, se sigue inmediatamente que nU{n} C m. Entonces nU{n} C m,
y asi tenemos que m = n U {n}, contradicieno la antirreflexividad de los natu-
rales. m

Una vez que demostremos que (N €) es un orden lineal, serd claro por el
lema anterior que todo ntimero natural n tiene un sucesor inmediato s(n) y que

nU{n} = s(n).

Requerimos de una herramienta fundamental para probar resultados respec-
tivos a todos los nameros naturales. Este es el Prinicipio de Induccion, dice,
béasciamente, que si una propiedad se cumple para un ntimero natural ng y, ca-
da vez que un elemento tiene la propiedad se tiene que su sucesor inmediato la
tiene, entonces todos los nimeros naturales mayores o iguales que ng tienen la
propiedad.

Definicién 1.2.8. A es un conjunto inductivo si 'y sblo si ) € A y siempre que
y € A, se tiene que y U {y} € A.

Teorema 1.2.9. Todo nimero natural pertenece a
m{A : A es un conjunto inductivo}.

Es decir, N C (\{A: A es un conjunto inductivo}.

Demostracion. Sea r € N y supongamos que hay un conjunto inductivo A
tal que z ¢ A. Como z es un natural, por el 1.2.7, z U {z} es un natural. Sea
y el minimo del conjunto = U {x} \ A, que existe porque z U {z} \ A C 2 U {z}
y U {x} \ A es no vacio porque tienen a x. Por la transitividad de = U {z},
y C x U {x} y, ademas, por el lema 1.2.7, y € N. Ahora, y C A, pues al ser el
minimo de z U {z} \ 4, si w € y, entonces w ¢ z U {z} \ A.

No puede ser que y = @, pues y ¢ A y A es inductivo. De aqui que y # 0.
Sea z el maximo de y, entonces z € A y, como A es inductivo, z U {z} € A.
Afirmamos que y = z U {z}.

Seau € y. Siué¢ zU{z}, entonces u ¢ z y u # z. Por la tricotomia de la
pertenencia en y, z € u, pero esto contradice que z sea el maximo de y. Por
tanto, y C z U {z}.

Por la transitividad de y, z C y, entonces z U {z} C y.

Ya tenemos que y = z U {z} € A, pero esto contradice que y ¢ A. ®
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Por el Lema 1.2.7 y el lema 1.2.9, N es un conjunto inductivo?, entonces la
interseccion de los conjuntos inductivos esta contenido en N, es decir,

ﬂ{A : A es un conjunto inductivo} C N.

De este resultado obtenemos que N = ({A : A es un conjunto inductivo}.
Esto quiere decir que N es el minimo conjunto inductivo con respecto a la
contencion de conjuntos.

Obtenemos también como corolario el Principio de Induccién. Gracias a este
importante resultado basta probar que un conjunto, definido por una propiedad,
es inductivo para obtener que todo niimero natural cumple la propiedad.

Corolario 1.2.10 (Prinicpio de Induccion). Si A C N es un conjunto tal que
e AynuU{n} € A para todon € A, entonces A =N.

Demostracion. Si A C N cumple que ) € Ay nU{n} € A paratodon € A,
entonces A es inductivo y A C N, por lo que acabamos de mostrar. m

El Prinicipio de Induccién es equivalente a que si A C N es un conjunto
inductivo, entonces A = N. Al probar que A es inductivo, suponemos que n € A
para probar que s(n) € A, asi que a esta suposiciéon la llamamos hipdtesis
inductiva.

Con el principio de induccién probaremos que la relacién € es tricotémica
sobre N. Observemos antes que como ningin ntmero natural se pertenece a si
mismo, entonces pasa una y a lo méas una de las siguientes afirmaciones: n € m,
menym=n.

Lema 1.2.11. Sean n,m € N. Sin € m, entonces nU{n} € mU {m}.

Demostraciéon. Sea
A ={n € N: para todo m € N (si m € n, entonces mU {m} € nU {n})}.

Veamos que A es un conjunto inductivo. Como no hay m € N tal que m € 0,
entonces 0 € A.

Supongamos que n € A. Sea m € N tal que m € n U {n}. Recordemos
que para cualquier natural k, se cumple que k € kU {k} y & C kU {k}. Si
m € n, se tiene que m U {m} € n U {n} por la hipotesis inductiva y, entonces,
mU{m} € (nU{n})U{nU{n}}. Si m = n, entonces m U {m} =nuU{n} C
(nuU{n})U{nu{n}}. Por lo tanto, nU {n} € A.

Como A es un conjunto inductivo, concluimos que para cualesquiera n,m €
N, si n € m, entonces nU {n} € mU{m}. m

2No es trivial asegurar que N es un conjunto. Para probar esto, en primer lugar,
por el Axioma de Infinito, sabemos que existe un conjunto inductivo y, por tanto,
N{A : A es un conjunto inductivo} es la unién de una clase no vacia de conjuntos, haciendo
que ({A : A es un conjunto inductivo} sea un conjunto (véase [AMn05]). En segundo lugar,
como [{A: A es un conjunto inductivo} es un conjunto, por el lema 1.2.9 y el Axioma de
Separaciéon, N es un conjunto.



14 CAPITULO 1. ORDEN

Lema 1.2.12. Sea
A={neN:para todomeN,men onecmom=n}.
Entonces A es un conjunto inductivo.

Demostracion. Sea B = {m € N: m = ) o) € m}. Veamos que B es
un conjunto inductivo. Obviamente ) € B. Supongamos que m € B. Si (} € m,
entonces () € m U {m}, por la transitividad de la pertenencia en N. Si m = {J,
entonces m U {m} = {0}, por lo que § € m U {m}. Asi, B es inductivo y
concluimos que B = N y tenemos que () € A.

Ahora supongamos que n € A y sea m € N.

Si m € n, entonces m € n U {n} por la transitividad; si m = n, entonces
m =n € nU{n};sin € m, entonces nU{n} € mU{m}. Se sigue que nU{n} € m
onU{n}=m.

Concluimos que n U {n} € A. Por tanto, A es un conjunto inductivo. m

Corolario 1.2.13. La relacion € sobre N es tricotomica.

Demostracion. Por el teorema anterior, A es inductivo y, por el Teorema
de Inducciéon, A =N. =

Ahora si, juntando este hecho con las observaciones que hicimos después del
lema 1.2.7, (N, €) es un orden lineal. Ademaés, gracias al lema 1.2.7, tenemos
que el sucesor inmediato de un natural n es n U {n}, es decir s(n) = nU {n}.
También denotamos con n + 1 al sucesor inmediato y con n — 1 al predecedor
inmediato de un nimero natural n.

Mas atn, (N, €) es un buen orden.
Teorema 1.2.14. (N, €) es un buen orden.

Demostracion. Sean X C N no vacio y n € X. Consideremos el conjun-
to (nU{n})NX. Tenemos que (nU{n})NX CnU{n} y es no vacio, pues
ne€ (nU{n})NX. ComonU{n} € N, hay k € N, el cual es el €-minimo de
(nU{n})NX.

Veamos que k también es el €-minimo de X. Sea m € X. Hay tres casos por
la tricotomia de la pertenencia en N: si m € nU {n}, entonces m € nU{n}NX
y, por tanto, k € m o k = m; sinU{n} € m, entonces k € m, pues k € nU{n};
y si m =nU{n}, entonces k € m, pues k € nU {n}.

En cualquier caso k = m o k € m. Por tanto, k es el €-minimo de X. m

Por induccién se nos facilita probar una de las propiedades importantes de
N. El orden lineal (N, €) tiene un elemento minimo que es el conjunto vacio,
ya que para cualquier nimero natural n no vacio, ) € n. El primer paso es que
() € {0}. El paso inductivo es trivial, pues la hipotesis inductiva es que @) € n,
pero n C nU {n}. Al elemento minimo lo denotamos con 0.

Y, si nos fijamos en la representacion del orden inverso de N, vemos que el
orden lineal N* tiene un elemento méaximo, a saber, 0.
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Ademés del Principio de Induccion tenemos el Teorema de Recursiéon sobre
el conjunto de los nimeros naturales. El Teorema de Recursion es como la otra
cara del Principio de Induccion. Con este Teorema podemos definir una funcion
sobre N definiéndola en el 0 y, teniendo definida la funcién en un nimero natural,
definiéndola en el sucesor.

Teorema 1.2.15 (de Recursion). Sean A un conjunto, a € A y una funcion
f:+A— A. Entonces hay una unica funcion h: N — A tal que:

h(0) =a
h(nU{n}) = f(h(n)).

No vamos a probar este resultado porque hay una generalizaciéon de este
teorema, el Fsquema General de Recursion, y otras versiones del Teorema de
Recursion para buenos drdenes que por su utilidad en una amplia gama de es-
tudios, y en nuestro estudio en particular, enunciaremos y probaremos en el
capitulo 3. El enunciado de las otras versiones de recursion de ese capitulo abar-
ca este teorema de recursion para el conjunto de los naturales.

Para finalizar esta seccién, comentamos la cuestion del tamano de los con-
juntos, es decir, definimos la cardinalidad de ciertos conjuntos, utilizando el
concepto de ntimero natural.

Si n es un nimero natural y hay una biyeccion entre n y un conjunto A,
entonces decimos que A es finito y es de cardinalidad n (es decir, tiene n ele-
mentos). Es importante considerar 6rdenes lineales finitos, porque veremos que,
incluso cuando un conjunto finito esté ordenado por dos relaciones diferentes,
en esencia estos ordenes lineales tienen el mismo “aspecto”(o tipo de orden, de-
finicion 2.1.1)3.

Decimos que un conjunto A es numerable siy soélo si hay una biyeccion entre
Ay N; y, decimos que A es contable si y solo si A es numerable o finito.

De hecho, si f : N — A es biyectiva, gracias a que (N, €) es un buen orden,
podemos dar una enumeracion de A. De manera que A = {ag,ay,...}, donde

f(n) =ay.

Utilizaremos también que la unién numerable de conjuntos numerables es
numerable. Para més detalles respecto de la cardinalidad de conjunto contables,
véase el apéndice A.

1.3. &

Ya vimos que N es un orden lineal con extremo izquierdo y N* tiene extremo
derecho. Nos gustaria construir un orden lineal que se parezca a N pero que no
tenga extremos, para llegar a estudiar a la estructura que se conoce como Z, la
de los nmeros enteros.

3Daremos la definicién de tipo de orden en el siguiente capitulo.
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Daremos una forma de combinar dos 6rdenes lineales obteniendo un orden
lineal. De hecho, en la siguiente definicién, el orden restringido a uno solo de los
conjuntos es el mismo orden original de conjunto.

Definiciéon 1.3.1. Sean (X, R) y (Y, S) ordenes lineales ajenos. Definimos la
suma de ordenes lineales

(X,R) +(Y,8) =(Z,T)
de manera que Z =X UY y

s<ryereXyyeY;o
z,ye X yxr<py; o
r,yeY yxr<gy.

Maés generalmente, si (I, R) es un orden lineal y para toda i € I, (A;, R;)
son oOrdenes lineales ajenos dos a dos, se define el orden lineal > {A4; :i € I} =
(C,T), donde C = J;c; Ai y

r<ryoSrcA,ycAjyi<pj
ohayieltalque z,y € A; y x <g, .

Damos el orden lineal (N x {0}, <), donde el orden < esta definido por:
(n,0) < (m,0) siy solosinem.
Definicién 1.3.2. Definimos
(Z,<#)=(Nx{0},<)" +(N,€)

con el orden definido por la suma de érdenes lineales.

Z < >
] Ll

~ o —

_—

(Nx{op* N
Figura 1.2: 2 es la suma de los érdenes N x {0}* y N.

Claramente 2 no tiene extremos.

1.4. 2

Vamos a construir el orden lineal (2, < ), de manera que no tenga extremos
y que entre cualesquiera dos elementos de 2 haya otro elemento de 2. A un
orden de este tipo se le llama denso.

Sea (L, <) un orden lineal.
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Definiciéon 1.4.1. (L, <) es un orden denso si y sblo si L # () y para todo
x,y € L tales que ¢ < y, hay a € L tal que z < a < y.

Mas adelante, veremos que cualesquiera 6rdenes densos numerables y sin
extremos tienen el mismo “aspecto”.

Para observar como son los érdenes densos, primero vamos a notar c6mo
son los 6rdenes que no son densos. Esto nos interesa, porque los 6rdenes que
construimos anteriormente no son densos.

Definicién 1.4.2. L es un orden disperso si y sélo si no tiene ningtn subcon-
junto denso infinito.

Si L es un buen orden, entonces es disperso. Si tuviera un subconjunto denso
A, tomamos el minimo de A, digamos a. Entonces para todo b € A existe un
x € A tal que a < z < b. Por tanto, A\ {a} es un conjunto no vacio sin minimo,
contradiciendo que L es un buen orden. De aqui que N es disperso.

Un ejemplo en el que podemos observar como se representa un conjunto
disperso es notando lo que ya hemos visto, un nimero natural n siempre tiene
un sucesor inmediato, nU{n}. Por tanto, N es disperso. Y sabiendo esto, es facil
ver que N* es disperso.

Lema 1.4.3. La suma de drdenes dispersos, es disperso.

Demostracion. Sean (X, R) y (Y, S) ordenes dispersos. Si A es un suborden
de X +Y, en los casos en que A C X 0 A C Y es trivial notar que A no es
denso. El caso interesante es cuando A intersecta a X y a Y. Pero también es
muy facil, pues X N Ay Y N A no son densos, entonces (X NA)U(Y NA)=A
no es denso. Por tanto, X + Y es disperso. m

Concluimos que 2 es disperso.

También de este lema, obtenemos que cualquier suma finita de 6rdenes dis-
persos es disperso. Més generalmente, probaremos en el capitulo 5 que una suma
dispersa de 6rdenes dispersos es disperso. Pero no es cierto que toda suma de
ordenes dispersos sea disperso. De hecho, ponemos el ejemplo de la suma densa
de ordenes dispersos, es decir Y {X; : i € A}, donde X; es un orden disperso
para cada i € Ay A es denso. Sea B un subconjunto que tiene a uno y sélo un
elemento de cada X;. Entonces, B C > {X; : i € A} y B es denso. Asimismo,
es claro respecto de la suma dispersa de 6rdenes densos que no es cierto que sea
un orden denso ni que sea un orden disperso. Por esto, tampoco es cierto que
la suma de 6rdenes densos es denso.

Construccion

Una motivaciéon para construir el orden 2 es la contraposicion con los orde-
nes que ya tenemos.



18 CAPITULO 1. ORDEN

Si tenemos una relaciéon que no es transitiva podemos completarla constru-
yendo una nueva que contenga a la anterior pero que si cumpla con la transi-
tividad. Lo que haremos es relacionar elementos que estén conectados por una
cadena de elementos relacionados.

Definicién 1.4.4. Sean A un conjunto y 7 C A x A una relacion. Definimos la
cerradura transitiva de v, R =tr(r) C A x A, de la siguiente manera: = <p y si
y solo si hay ag,a1,...,a, € A tales que x = ag <, a1 <, ... <p Gp =Y.

Para ver que la cerradura transitiva de una relacion r sobre a A si es una
relacion transitiva, tomemos x, y y z en A tales que x <p y <pr 2. Entonces
hay ag,...,0n,b0,...,b;m € Atalesque z=ag <y ... <p ap =y =bg <p ... <y
b, = z. Por tanto, © <g z y R es una relacion transitiva en A.

Ademés tenemos que si r es cualquier relacion, r C tr(r).

La manera en la que vamos a construir a 2 es en el limite de una cantidad
numerable de subconjuntos, o niveles que definiremos por recursiéon®.

Como lo que queremos es que el conjunto sea denso con cierto orden, cada
nivel es un conjunto finito y vamos a intercalar un elemento nuevo entre dos de
los del nivel anterior. Finalmente, tomamos la unién de todos y veremos que el
resultado es un orden denso.

Definiremos (A,,<,) para toda n € N por recursion. Para que sirvan a
nuestros propositos posteriores como primer paso definimos (Ag, <o) y (A1, <1)
al mismo tiempo:

Ag = {0}7 <o=10 y A1 = {07 172}7 <q1= {(170)7 (072)7 (172)}'

Supongamos que tenemos definido el orden lineal (A,,<,). Sea m = |A,]
y tomamos la enumeracion de A,,, digamos {ag,a1,...,am—1} que cumple que
ag <n a1 <pn ... <p Gpm-_1. Ahora elegimos un conjunto A;, ,; = {am, @1 .., 02m}
con m+ 1 elementos de N\ A4,, los cuales vamos a intercalar entre los elementos
de A,,.
Definimos A, 41 = A, UA] ;.
Para intercalar los nuevos elementos primero definimos la relaciéon

<;L+1:{(am, o), (a0, @m+1), (@m+1,a1),
seey (am+i7 ai)7 (aia am+i+1)7 (am+l+1; ai+l)7

vy (a2m717 amfl)v (am717 a2m)}-

Pero ésta no es transitiva, asi que definimos <, 1= tr(<;,; U <p). Se ve
que <,41 es tricotomica por la construccion de <, ;, ya que incluimos todas
las cadenas y, es antirreflexiva porque no incluimos parejas de elementos iguales.

Entonces, (4,41, <np+1) es un orden lineal y obsérvese que por la construc-
cién, siempre que i < j, se tiene que 4; C A; y <;C<; y, para cada =,y € A,

4La construccion de estos niveles esta justificada por el Teorema de Recursién mas general,
al que nos referimos en el Capitulo 3
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Ag °
0
Ay ° o °
1 0 2
As e 0o 00000
31405 2 6
.
.
An ) Y PR [ ) [ J
ao a1 Am—2 Am—1

Avfi @ @ ®© @ @ <+ © © © o o

Qm ago Am+1 ai Am+-2 a2m—2 Am—2 A2m—-1 Gm—-1 G2m

Figura 1.3: Los primeros n + 1 niveles para la construccion de 2.

hay z € A, 41 tal que <, 11 2 <n41 y. En la figura 1.3 se muestran los primeros
niveles y la construccion del paso sucesor (A, 11, <ni1)-

2= UAn.

neN

Definicion 1.4.5.

Se define el orden <g de la siguiente manera. Dados =,y € 2, entonces
hay n,m € N tales que z € A, vy y € A, y sin pérdida de la generalidad
supongamos que n < m. Entonces, como A, C A,,,

T <gysiysolosiz <,y
Teorema 1.4.6. (2, <g) es un orden lineal numerable denso y sin extremos.

Demostracion. (2, < o) es un orden lineal y esta bien definido porque cada
(A, <p) es un orden lineal y <;C<; si ¢ < j.

Sea z € 2, entonces hay n tal que x € A,. Pero A, es antirreflexivo, asi que
L€y T Lo

Sean x,y € 2. Sea n el maximo tal que =,y € A,,. Por la tricotomia de A,
sucede una tnica de las siguientes: =y o x <, y 0 y <,. Por tanto, z =y o
r<g9yoy<g.
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Sean x, y vy z en 2, tales que z <9 yy y <2 2, y n el maximo tal que
x,y,z € A,. Tenemos por la definiciéon que = <, y y y <, z, pues sin importar
para que n se cumple el orden, como los 6rdenes se contienen, tomamos el
méaximo. Por la transitividad en A,,, x <, zy asi x < g 2.

Ademas, 2 es un conjunto numerable, pues cada A, es finito y A; C A;
siempre que i < j.

Sean z,y € 2 tales que r <g y. Como vimos arriba, hay m € N tal que
& < y. Si tomamos una enumeracion de A4,, = {ao,...,a:;—1} de tal forma que
ag <p a1 <p ... <p as_1, entones hay i < j <t —1talesque r =a; y y = a;.
Ahora vemos que si A;, | = {a,...,a2}, entonces a; <m41 Gmpit1 <m+1
aiy1. Pero a;41 = a;j 0 a;41 <m+1 aj, obteniendo que z = yp4441. Ya tenemos
que existe z € 2 tal que r <9 z <9 ¥.

Para probar que 2 no tiene extremos, basta probar que todo elemento tiene
uno mayor y uno menor que él.

Seaq € 2, ntal que ¢ € A,, y una enumeracion de A,,, digamos {ag, a1, ...,am—1}
tal que ag <, a1 <p ... <p Gm_1- 51 ¢ = a;, con 0 < i < m — 1, entonces
ai—1 <p q <p Git1, donde a;—1 y a;41 pertenecen a A,,.

Si ¢ = ag, en el siguiente nivel se eligi6 a,, tal que a,, <,41 q. De la misma
manera, suponiendo que ¢ = a,,_1, entonces ¢ <,11 Gom-

Por tanto, (2, <) es un orden lineal numerable denso sin extremos. m

1.5. Z%

La construccion del siguiente orden lineal se basa en “completar”(2, <); esto
quiere decir elmimar lo agujeros que hay en (2, <).

Por otro lado, los 6rdenes que hemos construido hasta ahora tienen todos el
mismo nimero de elementos, son todos numerables. Pero % no ser4 numerable
ni finito. Entonces tenemos un nuevo caso interesante.

Completar un orden

Primero veamos qué queremos decir con un agujero o hueco de un orden
lineal, para después rellenarlo.

Definicién 1.5.1. Si (X, R) es un orden lineal, A C X es un intervalo de X si
y s6lo si para cualesquiera a,b € A, si a <g ¢ <g b, entonces = € A.

Sia,be X, los conjuntos {z € X :a<pax <pb}, {r € X :a<pz<pb}
{reX:a<px<gpbly{zr e X:a<gz<gb} son intervalos de X. Se
denotan (a,b), [a,b), (a,b] y [a,b] respectivamente.

Sea (X, R) un orden lineal.

Definicién 1.5.2. Sean A, B C X no vacios tales que AUB =X ysia€ Ay
b € B, entonces a <g b. Decimos entonces que (A4, B) es una cortadura de X.
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Las cortaduras de un orden lineal X se pueden ver como en la figura 1.4.

A B

Figura 1.4: Cortaduras de un orden X.

Lo que mostramos con este diagrama son las posibilidades de que A tenga
méximo y/o B tenga minimo. De las cortaduras, la tltima, en la que A tiene
maximo y B tiene minimo, no es posible en 2, ya que es un orden denso y habria
un elemento entre los extremos. El segundo y el tercer caso son equivalentes,
pues a partir del segundo caso se puede hacer una particiéon similar a una del
tercer caso considerando al maximo de A como el minimo de B.

Definiciéon 1.5.3. Sea (A4, B) una cortadura de X. Decimos que (A, B) es un
hueco en X siy s6lo si A no tiene maximo y B no tiene minimo. Decimos que
(X, R) es Dedekind completo si y solo si X no tiene huecos.

Numeros Reales
Ahora nos concentramos especificamente en 2.
Definicion 1.5.4. [ es un segmento inicial de 2 si'y solo si
1L.I#0yIC2;
2. paratodoa€lybe 2, sib<a,entonces b € I;
3. I no tiene elemento maximo.

Si I es un segmento inicial de 2, a la cortadura (I, 2\ I) de 2 se le llama
cortadura de Dedekind. Los subconjuntos I, = {¢ € 2 : ¢ < r} con r € 2,
son segmentos iniciales de 2. Justamente la cortadura (I, 2\ I,.) se ve como
en el segundo caso posible de las cortaduras de 2, pues 2 \ I, tiene a r como
minimo, entonces (I, 2 \ I,.) no es un hueco para ningan r € 2.

Definicién 1.5.5.
X ={I : I es segmento inical de 2}.
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Definimos el orden en % como la contencién propia entre conjuntos, es decir,
dados I,J € Z, 1 <g J siysolosi I C J.

Tenemos que hay un suborden de £ con el mismo “aspecto’que 2. Este es
9 ={I,:re 2}

y se puede probar que es un orden lineal denso numerable sin extremos, al igual
que 2. Pero queremos rellenar los huecos de 2 agregando las cortaduras de
Dedekind que son huecos, asi que veamos que efectivamente % no tiene huecos.

Definicién 1.5.6. Sea (X, R) un orden lineal y A un suborden de X. Decimos
que z € X es una cota superior de A (cota inferior de A) siy solo si a < x
para todo a € A (z < a para todo a € A). Si hay una cota superior de A (cota
inferior de A), entonces decimos que A es acotado por arriba en X (acotado por
abajo en X).

Si x es la minima cota superior de A (es decir x < y si y € X es cota superior
de A), entonces x es el supremo de A; si  es la méxima cota inferior de A (es
decir y < z si y € X es cota inferior de A), entonces z es el infimo de A.

La diferencia de esta ultima definicién con la de méximo y minimo de un
suborden es que el infimo y el supremo no necesariamente pertenecen al subor-
den, pero el minimo y el maximo si. Esto hace la diferencia a la hora de con-
siderar las cortaduras, porque en & ya rellenamos los huecos, entonces aunque
no hay un maximo o un minimo de £, si hay un supremo o un infimo que
pretenecen a Z.

Si A no es acotado por arriba en X (acotado por abajo en X), también se
dice que A es cofinal con X (A es coinicial con X). Esta forma de hablar nos
da una idea de qué quiere decir que un conjunto no sea acotado por arriba en
otro, esto es que A termina como X.

Definicién 1.5.7. Sea (X, R) un orden lineal. Decimos que (X, R) es un orden
completo si 'y solo si todo suborden no vacio A de X acotado por arriba en X,
tiene supremo.

La condicién de esta tltima definicion es equivalente a que todo suborden
no vacio A de X acotado por abajo en X, tiene infimo. Observar esto nos da
una mejor idea de cémo son los 6rdenes completos.

Lema 1.5.8. Un orden lineal (X, R) es completo si y sdlo si (X, R) es Dedekind
completo.

Demostraciéon. Supongamos que (X, R) es completo y sea (A, B) una cor-
tadura. Para ver que (A4, B) no es un hueco, basta mostrar que A tiene méximo o
que B tiene minimo. Como (X, R) es completo, existe el supremo de A, digamos
ag. Si ag € A, entonces ag es maximo de A. En el otro caso, si ag ¢ A, entonces,
como (A, B) es una cortadura, ag € B. Ademas, para todo b € B, ag < b, pues
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si b < ag habria a € A tal que b < a < ag, pero esto no es posible. Es decir, ag
es el minimo de B.

Reciprocamente, supongamos que (X, R) es Dedekind completo y sea A un
suborden de X acotado por arriba en X. Supongamos que A no tiene supremo
en X. Tenemos que A’ = {z € X : hay a € A tal que x < a} es un suborden
de X tal que (A, X \ A’) es una cortadura de X. Como A no tiene supremo,
A’ no tiene supremo y X \ A’ no tiene infimo, ya que éste seria el supremo de
A’. De aqui que esta cortadura es un hueco. Pero esto contradice que (X, R) sea
Dedekind completo. Por tanto, A tiene supremo y asi (X, R) es completo. m

Teorema 1.5.9. % es un orden completo.

Demostracion. Sea (A, B) una cortadura de Z. Por la definicion, para
todo J € A, J C |JA. Veamos que |J A es un segmento inicial de 2. Como los
elementos de A son segmentos iniciales de 2, se ve que | JA # 0y que A C 2.

Seana € |JAy b€ 2 tales que b < a. Hay J € A segmento inicial de 2 tal
que a € J, por tanto b € J C |JA.

Sea x € |JA. Hay J € A tal que « € J. Entonces, hay y € J C |J A tal que
x < y. Es decir, | A no tiene elemento méaximo.

Al cumplir estas tres condiciones, | J A es un segmento inicial de 2, es decir
UA € Z. De aqui tenemos dos casos posibles, pues (A, B) es un cortadura de
H:\JAe Aol|JAe B.Si|UA € A, |J A es maximo de A. Si|JA € B, tomamos
J € B. Como (A, B) es una cortadura, para todo K € A, K C J, entonces, por
propiedades de la union de conjuntos, | J A C J. Por tanto, | J A es el minimo de
B.

En cualquiera de los casos estamos mostrando que la cortadura (A, B) no es
un hueco de Z. Por tanto, Z es un orden Dedekind completo y, por el Lema
1.5.8, es un orden completo. m

Otras caracteristicas de %

Ahora vamos a descubrir qué otras caracteristicas tiene el nuevo orden que
acabamos de construir a diferencia de los anteriores. Primero, vamos a probar
que Z es no numerable y, despuies, analizaremos a # dando un resultado sobre
2’ como suborden de Z.

Teorema 1.5.10. Z es no numerable.

Demostracion. Supongamos que & es numerable. Entonces, habria una
enumeracion de #, digamos {c, : n € N} = #Z. Vamos a encontrar a € # tal
que a ¢ {c, : n € N}

Construiremos simultaneamente por recursion dos conjuntos, {a, : n € N}
y {bn : n € N}, de la siguiente manera.

1. ap = co y bg = cx, donde k es el minimo niimero natural tal que ¢y < ¢y,
que existe porque Z no tiene elemento maximo.
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2. Gp41 = ci, donde k es el minimo nimero natural que a, < ¢ < b,, que
existe porque Z es denso.

bn+1 = ¢k, donde k es el minimo ntmero natural tal que a,+1 < ¢x < by,
que existe porque Z es denso.

Observemos que, por la definicién,
ag < a1 <ag...y ...ba...by <bg.

De esto se sigue que {a, : n € N} no tiene maximo y {b, : n € N} no tiene
minimo. Ademas, a, < b, para cualesqueira n,m € N; es decir {a, : n € N}
esté acotado por b,, para toda m € N.

Sea a el supremo de {a, : n € N}; a € #Z, pues Z es completo. Como a es
cota superior de {a, : n € N}, a,, < a para todon € N. Y como «a es la minimo
cota superior y b, son cotas superiores, a < b,, para todo m € N. Para todo
neN, a, <a<b,.

Probaremos que a ¢ {c, : n € N}. Sea ¢; € {¢, : n € N}. Veamos que
¢; < @41 0 ¢; > biy1. Siajy1 < ¢, entonces hay dos casos: ¢ es el minimo
natural tal que a;4+1 < ¢; < b;, en cuyo caso, ¢; = b;11; o hay un nimero natural
k tal que a;4+1 < ¢ < ¢; ¥ bi+1 = ¢k, en cuyo caso b;+1 < ¢;. Entonces para cada
i € N hay n € N tal que ¢; < a, 0 b, < ¢, es decir, ningin ¢; cumple la afirma-
ci6on anterior de que para todon € N, a,, < ¢; < b,,. Por tanto, a ¢ {c, : n € N}.
]

Respecto de 2’ veamos que no solo es un orden denso sino que al verlo como
un suborden de %, cumple mas cosas sobre densidad.

Definicion 1.5.11. Sea A un suborden de un orden lineal X. Decimos que A
es denso en X siy solo si para cualesquiera a,b € X, si a <x b hay ¢ € A tal
que a <x ¢ <x b.

Lema 1.5.12. 2’ es denso en Z.

Demostracion. Si I, J € # con I C J, entonces hay p € 2 tal que p € J\I.

Veamos que I C I, C J. Claramente I, # J, pues p € J \ I,. Como p € J,
para todo z € £ tal que z < p, x € J, entonces I, C J. Si hubiera € I tal que
x ¢ I,, entonces p < z y asi, tendriamos que p € I, contradiciendo la eleccion
de p. Por tanto, I C I,.

Como J no tiene méaximo, hay g € J tal que p < q y, como 2 es denso, hay
r € 2 tal que p < r < ¢q. Tenemos que I, C I, C J. Por tanto, concluimos que
hay I, € 2 talque ICI. CJ. m

Definicién 1.5.13. Sea (L, <) un orden lineal no finito. L es un orden separable
si y s6lo si hay un suborden numerable de L que es denso en L.

Concluyendo, tenemos que & es un orden completo separable sin extremos.



Capitulo 2

Tipos de orden

Al principio de esta tesis mencionamos que puede haber varias relaciones
distintas que ordenen linealmente a un conjunto. Estas distintas relaciones que
existen para un mismo conjunto, pueden cambiar esencialmente el orden, de
manera que cambie su “aspecto”. De cierta manera, lo que vamos a estudiar en
este capitulo es cuando las relaciones que ordenan linealmente a un conjunto
mantienen cierta estructura y las podemos considerar como la misma.

Hicimos una observacién en el capitulo anterior respecto a los 6rdenes lineales
finitos. Cualquier orden lineal finito se ve esencialmente igual a cualquier otro
con la misma cardinalidad, sin importar cual es la relaciéon que lo ordena. En
cambio, a N si le podemos dar un orden que le da un “aspecto’diferente al usual.
Por ejemplo, entre N y N* hay diferencias importantes, entre las que podemos
mencionar que un orden tiene minimo y no tiene méximo, y el otro viceversa. En
este capitulo, formalizamos lo que queremos decir con el “aspecto’de un orden
lineal.

2.1. Tipos de orden

Definicion 2.1.1. Dados dos ordenes lineales (X, R) y (Y,S) y una funciéon
f: X — Y, decimos que f es una funcién mondtona siy sélo si para cualesquiera
z,y € X

x <g y implica que f(z) <s f(y);
decimos que f es una funcién que preserva orden si 'y sélo si para cualesquiera
z,y € X

x<gysiysoélosi f(z) <gs f(y).

Si f preserva orden y ademés es una funcién sobre, decimos que f es un iso-
morfismo entre X y Y y que X y Y son isomorfos. Si hay un isomorfismo entre
X y Y, lo denotamos como X ~ Y. Al hecho de que f es un isomorfismo entre
X y Y, lo denotamos como X ~; Y.

Decimos que X es encajable en Y si y solo si hay una funcion de X en Y
que preserva orden. Esto lo denotamos como X <Y

25
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En la figura 2.1 se muestran tres funciones de N. La primera funcion, fi, si
es un isomorfismo, mientras que las otras no, pues f; no preserva el orden de N
v fs no es una funcioén biyectiva.

0 1 2 3 4 0 1 2 3
fl e o o o o ... f2 e o o o ...
. \ . N ;, \\‘
¢ e s ¢ o -
0 2 4 0 1 3
0 1 2 3 4
f3 ® o o o o ..
o o % Yo .-
0 1 2 3 4

Figura 2.1: f5 no preserva orden; f3 no es sobre.

Definicion 2.1.2. Sean X,Y oOrdenes lineales. Decimos que X y Y tienen el
mismo tipo de orden si X y Y son isomorfos.

Esta definicion es sumamente importante para este trabajo y es precisamen-
te la que formaliza el concepto de que dos ordenes lineales tengan el mismo
“aspecto”.

Gracias a esta definicion queda justificada nuestra discusion de que los or-
denes lineales construidos en el primer capitulo tienen el mismo aspecto que
las estructuras numéricas usuales. Por ejemplo, en el apéndice B probamos que
Z es isomorfo a 2, asi que tienen el mismo tipo de orden. Asi, de ahora en
adelante podremos hablar del tipo de orden, en vez de mencionar el conjunto
con la relacién que lo ordena.

Como las funciones con las que trabajaremos son funciones entre érdenes
lineales, el resultado siguiente es muy importante y justifica porqué en la defi-
nicién de isomorfismo no incluimos que la funcion sea inyectiva (hecho usual en
cualquier definicion de ismorfismo).

Lema 2.1.3. Sean (X, R) y (Y, S) drdenes lineales y sea f : X — Y una funcion
mondtona. Entonces f es inyectiva y preserva orden.

Demostracion. Sean z,y € X tales que x # y. Por tricotomia, x <g y 0
y <g x. Entonces se tiene que f(z) <s f(y) o f(y) <s f(x) por la monotonia
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de f. Como S también es tricotémica, tenemos que f(z) # f(y). Asi que f es
inyectiva.

Ahora sean z,y € X tales que f(x) <g f(y). De nuevo por tricotomia, se
tiene que x <g y, y <r * 0 T =y, y s6lo una de ellas. Pero por la monotonia y
el hecho de que f sea funcién, no pueden ser los casos en que y <gr £ 0 T = ¥.
Por tanto, x <p y y f preserva orden. m

De manera similar se puede probar que si f : X — Y cumple que para
cualesquiera z,y € X con f(x) <s f(y) se tiene que x <pg y, entonces f es
inyectiva y preserva orden.

Lema 2.1.4. Sean (A,R) y (B,S) drdenes lineales. Si existe una funcion f :
A — B mondtona, entonces hay un suborden B’ de B isomorfo a A.

Demostracion. Haciendo B’ = f[A] obtenemos el suborden deseado, pues
por el lema anterior f preserva el orden. m

Nos interesa estudiar a los 6rdenes lineales por medio de su tipo de orden (o
su apariencia) para asi caracterizarlos.

Se puede verificar que ~ se comporta como una relaciéon de equivalencia
sobre la clase! de todos los érdenes lineales. Dada la clase de equivalencia de
cada tipo de orden, podriamos pensar en elegir a un representante de ella, pero
incluso si las clases de equivalencia fueran conjuntos, la coleccién de ellas no lo
es, por lo que no podemos aplicar el Axioma de Eleccién. Recurrimos entonces
al truco de Scott (véase el Apéndice A), tomando el conjunto de érdenes que
tienen el mismo tipo de orden y son de rango minimo.

Por lo visto en el Apéndice A, hablar de un tipo de orden 7 es hablar de un
conjunto de ordenes lineales isomorfos, entonces que (X, R) tiene tipo de orden
7 significa que cualquier orden lineal con 7 es isomorfo a (X, R). Usaremos la
notacién 7 ~ (X, R)? para decir que (X, R) tiene tipo de orden .

Usando la notacion que definimos para érdenes lineales, ahora podemos decir
lo siguiente para tipos de orden.

Definicion 2.1.5. Sean 71 y 7o tipos de orden. Decimos que 7y es encajable
en 7o si y s6lo si cualquier orden lineal con tipo de orden 7 es encajable en
cualquier orden lineal de tipo de orden 7. Esto lo denotamos como 7 =< 7.

Si T =75y T < 71, entonces escribimos 7 = 7o.

Lema 2.1.6. Sean (A, R) ~ (A',R') y (B,S) ~ (B',S’) drdenes lineales tales
que A y B son ajenos al igual que A’ y B’. Entonces A+ B ~ A’ + B'.

Demostracion. Para probar que dos 6rdenes lineales son isomorfos basta
dar una funcién mondtona y sobre de uno en otro. Como (A, R) ~ (A", R') y

INo podemos decir que ~ es una relacién de equivalencia porque no es un conjunto, es
una clase propia. En el apéndice A recordamos cuales son las clases propias y las impropias
(conjuntos).

2Esta nocién de isomorfismo es solamente notacién que nos simplifica la escritura porque
de hecho 7 ni siquiera es un orden lineal.
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(B,S) ~ (B',S") , hay isomorfismos g1 : A — A’ y go : B — B’. Asi que,
el ismorfismo que estamos buscando esta definido de la siguiente manera, para
cadax € A+ B

2) = g1(z) siz €A,
/(@) {92(1') siz € B.

f esta bien definida, pues ANA'=0=BNB'. =®

Pero también queremos tener la posibilidad de sumar 6rdenes lineales que
no sean ajenos. Si buscamos sumar (X, R) y (Y, S), podemos encontrar 6rdenes
lineales (X', R’) v (Y’,S") que si sean ajenos y que cumplan que X ~ X’
vy Y ~ Y’. Esta idea la retomamos de la definicion de & en el capitulo 1.
Habiamos definido a 2 como la suma (N x {0}, <) + (N, €). Como se tiene que
(N x {0}, <) ~ (N, €)*, podriamos haber definido 2 = N* + N.

Es importante saber que, aunque por el lema 2.1.6 no sea relevante cuéles,
si podemos encontrar estos dos ordenes lineales ajenos e isomorfos a los origi-
nales. Definimos X' = {(2,0) : z € X} y R’ = {((=,0),(y,0)) : = <gp y}; ¥y
Y ={(y,1) :ye Y}y S ={((=1),(y,1) : © <s y}. Entonces (X', R') y
(Y',S’) son ordenes lineales tales que X' NY' =0y X ~ X'y Y ~ Y’ Asi,
esta bien definida la suma de cualquier par de 6rdenes lineales.

Con esto tltimo podemos definir la suma de tipos de orden. Si 7, y 7, son los
tipos de orden de (X, R) y (Y, S) respectivamente, entonces 7, + 7, representa
al tipo de orden de (X, R) + (Y, S).

De hecho, es posible hacer una suma arbitraria de tipos de orden. Sean
(I,S) un orden lineal y {(A;, R;) : i € I} y {(A}, R.) : i € I} familias de 6rdenes
lineales tales que (4;, R;) ~ (A}, R}) para todo ¢ € I. Entonces, > {(A;, R;) :
i€ I} ~>{(A,,R;) :i € I}. Por tanto, esta bien definida la suma arbitraria
de tipos de orden y > {7; : i € I} es el tipo de orden de > {(A;,R;) : i € I},
donde <Ai7 R,L> >~ T;.

Definicion 2.1.7. Sean 7y « tipos de orden. Tomamos para toda i € 7, 6rdenes
lineales (A;, R;) tales que (4;, R;) ~ a. Se define el producto de a por T como
el tipo de orden de Y {A; : i € 7} y lo denotamos por « - 7.

Si tenemos ordenes lineales (I,.S) y (A, R) con tipos de orden 7 y « res-
pectivamente, podemos referirnos al producto entre A y I, es decir A - I, pues
estarfamos hablando de a - 7.

2.2. Los tipos famosos

En el capitulo anterior construimos varios 6rdenes lineales. Estos conjuntos
tienen tipos de orden notables, por lo que los denotarmos con un simbolo espe-
cifico. El tipo de orden de (N, €) es w; al tipo de orden de (£, <) lo denotamos
con (; el tipo de orden de (2, <) es n; y el tipo de orden de Z es A. Cualquier
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orden lineal finito con n elementos es isomorfo a (n, €), por lo que denotamos
con n a su tipo de orden.

Podemos escribir (X, R) ~ 7, para decir que 7 es el tipo de orden de (X, R).

En el apéndice B comprobamos que con respecto al orden usual de las estruc-
turas numéricas (y solo fijandonos en ese orden) es lo mismo hablar de 2 que
de Z y de 2 que de Q. De hecho N = .4, y la construccion de Z es totalmente
equivalente a la de R pero usando Q en vez de 2. Para maés referencia respecto
a la construccion de las estructuras numéricas véase el Apéndice B.

En esta secciéon caracterizamos sus tipos de orden y, por lo discutido en el
apéndice B, podremos afirmar que

¢
1

)

Z.
Q;
R

1

N o &
R

1

¢
U
A

12

b

pues también N, Z,Q y R cumplen con las caracterizaciones que damos a conti-
nuacion.

El tipo de orden w
Para caracterizar el tipo de orden de N probemos el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Sea (L, <r) un orden lineal numerable. Entonces L ~ w si y sdlo
si{y € L:y <y x} es finito para cualquier x € L.

Demostracion. Supongamos que L ~ w. Como N ~ w, hay un isomorfismo
f: L — N. Entonces, para cualquier x € L

lyeL:y<pax}~{neN:n< f(z)},

ya que la restriccion de f a {y € L : y <y x} es sobre y su imagen es {n € N :
n < f(z)}. Como f(z) e Ny {neN:n < f(x)} = f(x) para cualquier z € L,
{y € L:y <y x} es finito.

Supongamos ahora que {y € L : y <p z} es finito para cualquier z € L.
Para cada x € L, sea n, € N la cardinalidad de este conjunto. Veamos que la
funciéon f : L — N definida por f(z) = n, es un isomorfismo.

Sean z,y € L. Entonces, z <y ysiysdlosi{z€ L:z2<pz} C{z€ L:2<y
y}. Sea f, el isomorfismo entre {z € L : z <p y} y ny y sea f, el isomorfismo
entre {z€L:z<px}yng. Si{zeL:z<y2} C{z€L:z<yy}, entonces
fy{lz e L:z<pa}] C fyl{z € L: 2z <p y}| = ny. Tenemos también que

fy{ze€Ll:z<pa}|~={z€L:2<px}~n,.

Entonces, n, =< ny, pero n, % ny. De aqui que n, < n,, pues de lo contrario,
como z =y implica que n, ~ n, y n, < n, implica que n, C n,, llegariamos a

=
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una contradiccion. Concluimos que n, < ny,si * <z y. La funcién f es inyectiva
y monoétona, por tanto, f preserva el orden.

Sea m € N. Como f es inyectiva y L es numerable, f[L] es numerable. En-
tonces hay a € L tal que m < ng,, pues si para todo ¢ € L tuviéramos que
ne < m, se seguiria que f[L] C m, contradiciendo la numerabilidad de f[L].
Como m > 0, ng, > 0, por lo que a no es el <p-minimo de L (si lo tuviera).
El conjunto de los predecesores de a es un suborden de L de cardinalidad ng,
donde {be€ L:b<yg a} ={by,b1,...,bp,—1} yb; <b; paratodai < j <mn,— L.
Tomemos b, = ¢ € L. Por la definicién de f, m = n.. De aqui que f sea sobre.
Por lo tanto, f es un isomorfismoy L~N~w. m

Llamamos w™* al tipo de orden de N*.
Si (L,<p) ~ w, entonces (L, <r)* ~ w*. Por esto se puede demostrar que
(L', <p) ~w*siysolosi {y € L' : z <, y} es finito.

Otra caracteristica importante que observamos sobre el tipo de orden w y
w* se enuncia en el siguiente lema.

Lema 2.2.2. w no tiene elemento mdximo y w* no tienen elemento minimo.

Demostracion. Sabemos que existe el sucesor inmediato de cualquier nu-
mero natural, entonces N no tiene maximo. Por lo tanto, w no tiene méaximo.

Para cualquier elemento n de N*, hay un predecesor inmediato, a saber el
sucesor con el orden de N. Por lo tanto, N* no tiene minimo. Entonces, w* no
tiene minimo. m

El tipo de orden (
El tipo de orden de (%, <) es ( y, por la construccion de &,

(=w"+w.
Damos ahora una caracterizacion del tipo de orden de Z.

Lema 2.2.3. Sea (L, <y,) un orden lineal. L ~ ( si y sdlo si L no tiene elemento
minimo ni mdzimo y [a,b] es finito para cualesquiera a,b € L.

Demostraciéon. Supongamos que L ~ (. Entonces, L ~ % ~ N* 4+ N y hay
un isomorfismo f : L — N* 4+ N. Si L tuviera un elemento minimo, digamos
a, entonces f(a) serfa elemento minimo de (N, €)* + (N, €), y por el orden de
la suma de ordenes f(a) seria minimo de N*, hecho imposible. Si L tuviera un
méaximo llegariamos de la misma manera a que N tiene un elemento maximo y
esto no es posible. Por tanto, L no tiene extremos.

Ahora, dados a,b € L, como f es isomorfismo, [a,b] es finito si y solo si
[f(a), f(b)] es finito. Pero podemos reescribir este intervalo como union de dos
intervalos (no forzosamente no vacios), [f(a), f(b)] = [f(a), xo] U [z, f(b)], don-
de [f(a),x0] € N* y [zg, f(b)] € N, que por el lema anterior son finitos. Por
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tanto, [f(a), f(b)] v [a, ] son finitos.

Reciprocamente, supongamos que L no tiene elemento maximo ni minimo
y que para cualesquiera a,b € L, [a,b] es finito. Sea ag € L y consideremos el
suborden de L, L, = L\ {z € L : z < ag}. Por la hipotesis, para todo b € L,,
se tiene que [ag,b] es finito y [ag,b) es finito. Pero [ag,b) = {z € L, : z < b}.
Ademas, L, no es finito, pues si lo fuera tendria un elemento méximo, digamos
¢, contradiciendo que L no tiene maximo. Por la caracterizacién de w del lema
2.2.1, L, ~w.

De la misma manera se muestra que L\ L, ~ w*. Para todo b € L\ L,, se tiene
que [b, ag] es finito, y por esto {z € L\ L, : b < z} = (b, ap) es finito. Tampoco
L\ L, es finito, pues si lo fuera, tendria un elemento minimo, contradiciendo
que L no tiene minimo. Usando la caracterizacion de w*, L \ L, ~ w*.

Es inmediato comprobar que L = L\ L,+L,. Por lo tanto, L ~ w*+w =_. &

En el Apéndice B se prueba que Z es isomorfo a N* + N. Por tanto Z ~ %,
asi que hablando de 6rdenes lineales es lo mismo tratar con Z que con Z.

El tipo de orden 7

Ya sabemos que 2 es un orden denso sin extremos. Lo que veremos en esta
seccion son algunos teoremas de Cantor que tratan sobre los 6rdenes densos y
caracterizan al tipo de orden 7.

Para hablar de tipos de orden densos necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.2.4. Si (B,R) ~ (D, S) son dos drdenes lineales isomorfos, entonces
(B, R) es denso siy sdlo si (D,S) también lo es.

Demostracion. Sea f : B — D un isomorfismo. Supongamos que (D, S)
es denso. Sean z,y € B tales que  <p y. Entonces f(z) <s f(y). Como D es
denso, hay a € D tal que f(z) <s a <g f(y). Como f es sobre, hay z € B tal
que f(z) = ay, por ser isomorfismo, tenemos que & < z <g y. La demostracion
del reciproco es similar. m

Teorema 2.2.5 (Cantor). Sea (D, R) un orden lineal denso numerable sin md-
zimo ni minimo y sea (B,S) un orden lineal numerable. Entonces (B,S) =<

(D, R).

Demostracion. Sea {bg,b1,bz ...} una enumeracion de B. Vamos a definir
cada f(b;) por recursion para naturales de forma que f sea un funciéon de B en
D que preserve orden.

Sea dy cualquier elemento de D. Hacemos f(by) = dp. Supongamos que estén
definidos f(b;) para toda ¢ < n y cumplen que

b; <g bj si y solo si f(bl) <R f(b])
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parai,j < n.Sienumeramos de otra forma a {bg, b1, . .., by} como {b;,, b;,, ..., b;, }
de manera que
bio <sg bz’1 <g...<g bin-

Entonces,

f(biy) <r f(biy) <mr .- <gr f(bi,)-

Las posibilidades en las que se coloca b, 11 en el orden de B son las siguientes:

bn+1 <s bio;
bin <s bn+1; o
hay j < n tal que b;;, <5 bnt1 <sbij,-
En los primeros dos casos, como D no tiene ni maximo ni minimo hay un
elemento d, 41 € D, tal que dp+1 <gr f(bi,) 0 f(bi,) <r dn+1, respectivamente.
En el caso en el que hay j < n tal que b;; <g bpi1 <s b;,,,, tomamos un
elemento d,, 1 € D tal que f(b;;) <r dny1 <gr f(bi;,,), que existe porque D es
denso.

En cualquier caso hacemos f(b,+1) = dp+1. Entonces, para cada b; € B ya
definimos f(b;) tales que si ¢,j < n, b; <g b; si y solo si f(b;) <r f(b;). Por
tanto, f : B — D es una funcién que preserva orden. m

De aqui que todo orden lineal denso numerable, tiene un suborden de tipo
7. Es cierto incluso si (D, R) tiene extremo izquierdo o extremo derecho, ya que
7 es encajable, por el teorema anterior, en el suborden (D', R), que resulta de
(D, R) al quitarle uno o ambos extremos. Por tanto, n < (D, R).

Teorema 2.2.6 (Cantor). Sean (D, R) y (B,S) drdenes lineales densos nume-
rables sin extremos. Entonces (B, S) ~ (D, R).

Demostracion. Para definir el isomorfismo que queremos, empezamos por
construir simultaneamente conjuntos B,, C By D, C D y funciones f, : B, —
D,, para cada n € N, tales que cumplan que para b;,b; € B,

b; <g bj siysolosi fn(bi) <r fn(b;).

Sean {bo, b1,b2,...} v {do,d1,da,...} enumeraciones de B y D respectiva-
mente. Sean BQ = {bo}, DO = {do} y fo(bo) = do.

Supongamos que estan definidos B;, D; y f; para cada i < n de forma que
cumplan los requisitos. Vamos a construir los correspondientes a n + 1.

Si n+ 1 es par, hacemos b}, ; = by, donde k es el minimo natural tal que
by € B— By. Sea B,11 = B, U{b, }.

Reordenamos B,, = {b;,,b;,,...,b;, }, de manera que b;, <g b;, <g ... <g
b;,, . Las posibilidades en que b}, ; se coloca en el orden de B,, (el mismo orden
de B) son: b, | <s biy; 0 b, <s b, 1;0hay j <ntalqueb;, <g b, 4 <sbi,,-

Luego elegimos dj,; como en la prueba anterior: si by, <g biy, dj, .| <s
F(big)s si by, <5 Byrs f(bi,) <s djips 0 si hay j < n tal que by, <s b,y <s
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bi, 1, [(bi;) <s dy 1 <s f(bi;,,). En cualquier caso podemos elegir dicho d;,
porque D es un orden denso sin extremos. Sea D, 1 = D, U {d;,,}.

Ahora hacemos fn11(b, 1) = dy, 1 ¥ fat1(b) = fn(b) para todo b € B,,.
Entonces fy,11 es un ismorfismo por la eleccion de dj, , ; y la hipotesis de que f,
es isomorfismo.

Sin+1 es impar, hacemos casi lo mismo pero partiendo desde d;,, | € D—D,,.
Primero hacemos diﬂ_l = d}, con k el minimo natural tal que dx, € D — D,,.

Si ordenamos D,, = {d;,,d;,,...,d;, } de manera que d;, <gp di; <gr ... <R
d;, , nos encontramos con las mismas posibilidades de colocar dj, ,; con el orden
<gr en D,. Entonces, como B,, es denso sin extremos, también podemos elegir
by, .1 € B de manera que b <g bj,,; exactamente para todos los b € B,, tales
que fr(b) <gr dj,yq. Ast, Byy1 = B, U{b), 1}

Entonces hacemos fr41(by, 1) = dp, 1 v fny1(b) = fr(b) para todo b € B,,.
Claramente f,,11 es un isomorfismo.

Como en cada paso par de la construccion se toma el minimo de los que
quedan de B, y en cada paso impar de la construcciéon se toma el minimo de
los que quedan de D, nos estamos asegurando que no falte ningtn elemento de
B ni de D. Por eso, cualquier b; € B es elegido a mas tardar en el conjunto
By; y esto se puede ver por induccion sobre i. Supongamos que b; € By; para
todo j < i. Si b; € By;—1 ya terminamos. Pero si b; ¢ Bg;_1 se tiene que i es el
minimo indice que cumple que b; ¢ Bo;_1. Entonces, como 2i es par, b; € Ba;.

De la misma manera se prueba que cualquier d; € D es elegido a méas tardar
en el conjunto Dy; 1. Por tanto, se tiene que B = J,cy Bn ¥ D = U, ey Dn-

Ahora si, la funcién f : B — D definida como f(b,) = font1(bn) es un
isomorfismo. m

Ahora est4 justificado que Q y 2 son isomorfos, pues tienen el mismo tipo
de orden.

Corolario 2.2.7. Si (D, R) es un orden lineal denso numerable o finito, enton-
ces tiene tipo de orden 1, 7, n+1, 1+n 01 +n+1.

Demostracion. Si (D, R) es finito, entonces soélo puede tener tipo de orden
1, es decir, solo tiene un elemento (pues si tuviera méas de uno, la densidad
provocaria que fuera infinito).

Si (D, R) es infinito y (D', R) es el orden lineal resultante de eliminar el ma-
ximo y/o minimo de D, si los tuviera, entonces, por el teorema anterior, se sigue
que D’ ~ 7. Asi, dependiendo de si D tiene méaximo y/o minimo, es isomorfo a
nn+1,1+nol+n+1. m

También es interesante notar que n ~ n* y, por tanto, a diferencia de las
sumas entre w y w*, no importa el orden en el que sumemos 7 y n*, es decir,
n+n=n+nt =gt 4.
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El tipo de orden )\

Z es un orden lineal denso completo separable sin extremos, esto es lo que
caracteriza al tipo de orden .

Teorema 2.2.8. Si (L, <) es un orden lineal denso, separable, completo y sin
extremos, entonces (L, <) ~ (Z, <a).

Demostraciéon. Sea (L, <) un orden lineal denso, separable, completo y
sin extremos. Sea P un suborden de L numerable y denso en L. Veamos que
P no puede tener extremos. Si P tiene minimo, digamos pg, como L no tiene
extremos, hay = € L tal que = < p. Esto no es posible, pues, como P es denso
en L, habria ¢ € P tal que z < ¢ < pg. Se llega a una contradiccién similar
suponiendo que P tiene maximo. Por tanto, P no tiene extremos. Siendo asi,
P~

Sea f: P — 2’ un isomorfismo. Se define g : L — £ de la siguiente manera.
Siae L, gla) =sup{f(p):p € Pyp<y a}. Veamos que g es un isomorfismo.

La funcién ¢ estd bien definida, ya que {f(p) : p € Py p <p a} es un
suborden acotado de Z y Z# es completo.

Sean a,b € L tales que a <, b. Veamos que g(a) <z g(b). Como P es denso
en L, hay q € P tal que a < ¢ <p b. En primer lugar, se sigue de la definicién
de g que f(q) < g(b) y de que f es isomorfismo se sigue que f(a) < f(q). En
segundo lugar, como f(a) es cota superior de {f(p) : p € Py p <r, a}, entonces
g(a) < f(a). Por tanto, g(a) < g(b).

Que g sea una funcién sobre es una consecuencia de la completud de L.
Ya que si b € Z, b = sup{q € 2’ : ¢ < b}, entonces b = g(a), donde a =
sup{f~'(q) : ¢ < b}.

Ya tenemos que g es una funciéon monétona y sobre, por lo tanto, es un
isomorfismo. m

De aqui que, cualesquiera dos érdenes lineales densos, separables, completos
y sin extremos son isomorfos.



Capitulo 3

Ordinales

3.1. Buenos 6rdenes

Ya definimos en el primer capitulo lo que es un buen orden y a los niimeros
naturales como érdenes lineales bien ordenados por la pertenencia. Ahora vamos
a estudiar a los buenos 6rdenes en general y analizar como son sus tipos de orden.

Recordemos que un orden lineal (L, <) es un buen orden si y sdlo si todo
subconjunto no vacio de L tiene un elemento <-minimo.

Si L es un buen orden, el mismo L es un subconjunto no vacio de L, asi que
todo buen orden tiene minimo o extremo izquierdo. Ademaés, todo suborden de
un buen orden es un buen orden.

Es por esto que para cualquier x € L, excepto para el méaximo de L (si lo
tuviera), hay un sucesor inmediato de . Este s(z) es el <-minimo del conjunto
{yeL:z <y}

Una equivalencia de que (L, <) sea un buen orden es que no existe una
cadena infinita descendiente contenida en L, como demostramos en el siguiente
lema.

Lema 3.1.1. Sea (L, <) un orden lineal. Entonces, w* < L si y sdlo si L no
es un buen orden.

Demostracion. Si L tiene una cadena infinita descendiente, es decir si w* <
L, hay un subconjunto de L isomorfo a w™ que no tiene elemento minimo, pues
como ya vimos anteriormente, N* no tiene elemento minimo. Por tanto, L no es
un buen orden.

Supongamos que hay A C L sin elemento minimo. Si aqg es cualquier elemen-
to de A, entonces hay a; € A tal que a1 <g ap. Si ya estan elegidos {ao, ..., a;}
que cumplen a,, <g a,, si m < n < i, entonces hay a;11 tal que ay11 <g an-
Aplicando el Teorema de Recursién para nimeros naturales, ya elegimos ele-
mentos {ag,a1,as...} € A de forma que a;4+1 <g a; para todo i € N. Este es

35
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un subconjunto de A isomorfo a w™ por el lema 2.2.1, pues para cualquier i € N
el conjunto {a; : a; < a;} es finito. m

Segmentos iniciales

Definicion 3.1.2. Sea W un buen orden. Llamamos segmento inicial de W a
un intervalo no vacio que tenga al minimo elemento de W.

Una consecuencia de la definicion de buen orden es el siguiente lema.

Lema 3.1.3. Todo buen orden infinito tiene un segmento inicial con tipo de
orden w.

Demostracion. Sea (W, R) un buen orden infinito. Sea ag el elemento mi-
nimo de W y consideremos W — {ag}. Este es un subconjunto no vacio de
W, por lo que también tiene elemento minimo, digamos a;, el cual cumple
que ay <gr ai. Una vez elegidos los primeros n elementos {ao,...,a,} con
ap <R ... <R G, entonces tomamos el minimo elemento de W — {ay,...,an}
y lo llamamos a1, esto siempre es posible porque W no es finito. Asi, tene-
mos el conjunto {a; : i € N}, donde ap < a1 < as < .... Como para cada aj;,
{a; : aj < a;} es finito, el conjunto {a; : i € N} tiene tipo de orden w, por el
lema 2.2.1.

Como ag, el minimo de W, pertenece al conjunto {a; : i € N}, solo falta
mostrar que {a; : i € N} es un intervalo de W para probar que es un segmento
inicial de W. Sea b € W. Si hay j tal que b < a;, 7 > 0 y hay un indice 7 < j
méaximo tal que b > a;. Entonces, para todo k tal que i < k, b < ag, y asi b
es el minimo elemento de W —{ay, ..., a;—1}. Por tanto, b = a; € {a; : i € N}. m

Los segmentos iniciales son suboérdenes de un buen orden con la propiedad
de tener el minimo elemento, entonces como su nombre lo indica son un pedazo
inicial del buen orden original. Por esto vamos a analizar una equivalencia de la
definicién de segmento inicial y algunas propiedades de ellos !.

Lema 3.1.4. Sea (W, R) un buen orden. Entonces se cumple lo siguiente.

1. V es un segmento inicial de un buen orden W si y sdlo si para todo b € V
ya€eW, sia<grhb, entoncesa € V.

2. Si U y V son segmentos iniciales de W, entonces U UV y UNV son
segmentos inciales de W. Mas atn, la union arbitraria y la interseccion
arbitraria de segmentos iniciales son segmentos iniciales de W.

1En el primer capitulo definimos especificamente un segmento inicial de los racionales. En
general se puede definir un segmento inicial I de un orden A como un intervalo de A cerrado
por abajo, es decir, para todo « € I, si y <4 x, entonces y € I. A diferencia de la definiciéon
de segmento inicial de £ que dimos en el primer capitulo, un segmento inicial de un orden
cualquiera puede tener maximo.
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3. Sea a € W. Definimos el conjunto W, = {b € W : b <g a}. Entonces, W,
es un segmento inicial de W. Mds ain, si V' es un segmento inicial propio
de W, entonces hay a € W tal que V =W,.

Demostracion.

1. Sea V un segmento inicial de W y sean b € V' 'y a € W tales que a <p b.
Se tiene que ag < a <g b, donde ag es el minimo de W, pero como V es
un intervalo en el que esti el minimo de W, a € V.

En el sentido contrario, sea V' C W no vacio y supongamos que para
cualesquiera b € V y a € W, si a <g b, se tiene que a € V. Claramante
V' es un intervalo y, como el minimo de W, digamos ag, es menor o igual
que cualquiera, ag € V. Por tanto, V' es un segmento inicial.

2. Se sigue de la equivalencia de segmento inicial del inciso anterior.

3. Es claro que para toda a € W, W, es un segmento inicial de W. Ahora, sea
V un segmento inicial propio de W. Si consideramos el conjunto W — V|
éste es no vacio, entonces tiene un elemento R-minimo, digamos a. Se
puede ver entonces que V = W,.

Los buenos érdenes son parecidos en el sentido en que todos tienen un primer
elemento y cada elemento tiene un sucesor inmediato. Es por esto que vamos a
investigar lo que pasa cuando un buen orden en encajable en otro. Ademés vere-
mos que, como cualesquiera dos buenos 6rdenes empiezan de la misma manera,
uno debe ser encajable en un segmento inicial del otro.

Teorema 3.1.5. Sean (W, R), (V,S) buenos drdenes y f1 : A4 — V, fo :
Ay — V funciones que preservan orden, con Ay y As segmentos iniciales de W
y f1[A1] y f2[A2] segmentos iniciales de V. Entonces fi(x) = fo(x) para todo
r € AN As.

Demostracion. Supongamos que W/ = {z € Ay N Ay : fi(z) # f2(x)} es
no vacio. Sea xg el minimo de W’. Para cualquier x <g x¢, © € A1 N As, pues
A1 N Az es un segmento inicial de W, pero ademas f1(z) = fa(z).

Sin pérdida de la generalidad, supongamos que fi(zo) <s f2(zo). Probare-
mos que esto implica que fa[As] no es un segmento inicial. Sea y € As.

Siy <g xg, entonces

f2(y) = fiy) <s fi(zo).

Si zg <pg y, entonces

f1(z0) <s fa(wo) <5 f2(y).

Por tanto, para todo y € Aa, fa(y) # fi(xo), es decir f1(zg) ¢ f2[Az]. Como
f1(zo) <s fa(zp), esto contradice que fo[As] es un segmento inicicial de W.
Por lo tanto, para cualquier 2 € A; N As, f1(z) = fa(z). =
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Corolario 3.1.6. Sean (W, R), (V,S) buenos drdenes. Si hay una funcion f :
A — V que preserva orden donde A es un segmento inicial de W y f[A] es un
segmento inicial de V', entonces f[A] es el inico segmento inicial de V' isomorfo
a A y el isomorfismo es unico.

Demostraciéon. Este es un caso particular del teorema, donde los segmentos
iniciales de W, Ay y As, son iguales, digamos A1 = Ay = A,y f1[A4] v f2[A] son
segmentos iniciales de V. Sean f; : A — V'y fo : A — V funciones que preservan
orden. Entonces, para todo x € A = Ay N Ag, se tiene que f1(x) = fa(x), por lo
cual f; = fo. Es decir, la tnica funcion que preserva orden de A en un segmento
inicial de V es f.

Sea B un segmento inicial de V' isomorfo a A y sea ¢ la funcién de A en V
que preserva orden tal que g[A] = B. Por el parrafo anterior, f[A] = g[A] = B.
Es decir, el unico segmento inicial de V' isomorfo a A es f[A]. m

Notemos ademas que no puede pasar que un buen orden W sea isomorfo
a un segmento incial propio de si mismo, digamos A, pues el Gnico segmento
inicial de W isomorfo a A es A, el tnico isomorfismo de A en A mismo es la
identidad y A C W.

Definicion 3.1.7. Una familia de funciones F' es un sistema compatible de
funciones si y solo si para cualesquiera f,g € F y para todo x € dom(f) N
dom(g), se cumple que f(x) = g(x).

No es cierto que la union de cualquier familia de funciones sea una funcion,
se requiere que sea un sistema compatible, de ahi el nombre. Si F' es un sistema,
compatible de funciones, I = [J F' es una funcién con dominio {J ;. dom(f) y
definida por F'(x) = f(z) para alguna f € F tal que x € dom(f).

Teorema 3.1.8. Sean (W,R) y (V,S) buenos drdenes. Entonces (W, R) =~
(V,S); o (W,R) es isomorfo a un unico segmento inicial propio de (V,S); o
(V,S) es isomorfo a un tnico segmento inicial propio de (W, R), y éstos son los
unicos casos posibles de los cudles sélo sucede uno.

Demostracion. Consideremos la familia de segmentos iniciales A de W
isomorfos, bajo fa, a algin segmento inicial de V', es decir, sea

A={A C W : A es segmento inicial de W'y

hay un isomorfismo f4 de A en un segmento inicial de V'}.

Por el lema 3.1.4, A* = [J{A: A € A} es un segmento inicial propio de W
o es W mismo. También hacemos f* = (J{fa : A € A}. Se afirma que f* es un
isomorfismo de A* en un segmento inicial (no necesariamente propio) de V.

Ya vimos en el lema anterior que los isomorfismos fa, con A € A, son
unicos, es por esto que si A, B € Ay A C B, entonces también f4 C fp, pues
fa = fe | A. Esto implica que {fa : A € A} es un sistema compatible de
funciones y f* es una funciéon con dominio A*. Por otro lado, sean z,y € A*
tales que x <p y. Hay A € Atal que y € Ay también x € A, pues A es segmento
inicial. Aplicando la funcion, se tiene que f*(x) = fa(x) <s fa(y) = f*(y). Esto
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prueba que f* preserva orden. La imagen de f* es la union de los segmentos
iniciales fa[A] de V, que es asimismo un segmento incial de V.

Veamos los casos que cumple A*. Si A* = W, hay dos casos: f*[W] =V o
f*W] C V. Entonces, W ~V o W es isomorfo a un segmento inicial propio de
V.

Si A* es un segmento inicial propio de W, entonces hay a € W tal que
A* = W,. Pero si f*[A*] fuera un segmento propio de V, habria b € V tal
que f*[A*] = V;, y podriamos extender f* a un isomorfismo de A* U {a} en
f*[A*] U {b}. Siendo asi obtendriamos que A* U {a} C A*, contradiciendo que
a ¢ A*. Entonces f*[A*] = V. Asi, llegamos a la tercera posibilidad, que V sea
isomorfo a un segmento inicial propio de W, bajo (f*)~! y ya hemos agotado
todas las posibilidades.

La unicidad de los segmentos iniciales es una consecuencia del corolario 3.1.6.
Ademas, los casos que cumple A* son excluyentes: A* = W o A* C Wy, si
A* C W, los casos que cumple f*[W] son también excluyentes: f*[W] =V o
FIVICV. m

Lema 3.1.9. Sean (W, R), (V,S), (W', R") y(V',S’) buenos drdenes. Si (W, R) ~
(W' R, (V,S) ~ (V' 8", entonces:

1. (W,R) ~(V,S) sty sélo si (W ,R)~ (V' Sy

2. (W,R) es isomorfo a un segmento incial propio de (V,S) si y sdlo si
(W', R') es isomorfo a un segmento incial propio de (V' S').

Demostracion.

1. Supongamos que (W,R) ~ (V,S). Sean f - W — V, g : W - W'y
h : V — V' isomorfismos. Tomamos la composicion de funciones f' =
ho fog™!. La funcion f': W’ — V' es un isomorfismo.

La prueba para el reciproco se hace de la misma manera.

2. Como (W,R) ~ (W' R") y (V,S) ~ (V' S§’) cualquier segmento inicial
propio de W es isomorfo a un segmento inicial propio de W’ y cualquier
segmento inicial propio de V es isomorfo a un segmento inicial propio de
\ %48

Suma de buenos 6rdenes

Lema 3.1.10. Sean (W, R) y (V,S) buenos drdenes. Entonces W +V es un
buen orden.

Demostracion. Sea A un subconjunto no vacio de WU V. Si A C V| se
puede ver que el minimo de A con el orden de la suma es el S-minimo de A en
V.Si ANW # (), se puede ver que el minimo de A con el orden de la suma es
el R-minimo de ANW en W. Por lo tanto, W + V es un buen orden. m
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Lema 3.1.11. Sean (A, R), (B,S) y (C,T) buenos drdenes. Si B es isomorfo
a un segmento inicial de C, entonces A+ B es isomorfo a un segmento inicial
de A+ C.

Demostracion. Si B ~ (C, ya probamos que A+ B ~ A + C en el lema
2.1.6. Si B es isomorfo a un segmento inicial propio de C, con g el isomorfismo,
veamos que A+ g[B] es un segmento inicial propio de A+ C. Sean x € A+ g[B]
yy €A+ C tales que y <(ayc) . Siy € Aosix e A, por el orden de la suma
tenemos que y € A. Six € g[B] y y € C, entonces y € g[B], pues g[B] es un
segmento inicial de C'y y <¢ «. En cualquier caso y € A + g[B], por lo que
A + g[B] es un segmento inicial propio de A + C.

Definimos la funcién f: A+ B — A + C como sigue

o) = {x S? reA

g(z) sixeB

Se puede verificar que f es un isomorfismo, de manera que A+ B es isomorfo

a un segmento inicial propio de A+ C. m

Corolario 3.1.12. Sean (A, R), (B,S) y (C,T) buenos drdenes.
Si A+ B~ A+ C, entonces B~ C.

Demostraciéon. Supongamos que A + B ~ A + C. Por el teorema 3.1.8,
hay tres casos posibles. Supongamos que B es isomorfo a un segmento inicial
propio de C. Por el lema anterior, tenemos entonces que A + B es isomorfo a
un segmento inicial propio de A + C, contradiciendo que son isomorfos. Si su-
ponemos que C es isomorfo a un segmento inicial propio de B, llegamos a una
contradiccién similar. Por tanto, s6lo puede suceder que B~ C. =

Definicién 3.1.13. Sean (I, R), (V,S)
dos, con b € I, tales que (V,, Tp) ~ (V, S

de V y I como
V-I:ZV;,.
bel

y (Vp, Tp) Ordenes lineales ajenos dos a
) para todo b € I. Se define el producto

En el caso de que hagamos una suma “bien ordenada’de buenos érdenes, si
obtenemos un buen orden como demostramos en el siguiente lema. En general
no es cierto que la suma arbitraria de buenos 6rdenes es un buen orden.

Lema 3.1.14. Sea (I,<;) un buen orden y sean (X;, <;) buenos drdenes para
cada i € I. La suma > {X;:1 € I} es un buen orden.

Demostracion. Sea A C Y {X; : i € I} un conjunto no vacio. Digamos que
J es el conjunto {7 € I : X; N A # (}}, de indices de los buenos d6rdenes a los
cuales pertenecen los elementos de A. Como J es un subconjunto no vacio de [
y éste es un buen orden, J tiene un elemento minimo ¢y. Después encontramos
el elemento minimo de X;, N A, digamos que es xy. Mostraremos que ¢ es el
minimo de A.
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Sea z € A. Entonces hay i € J tal que z € A;. Se tiene que ig <j i. Si
19 <1 1, con el orden de la suma, x¢y <y x; y si 19 = %, entonces con el orden de
X, vo <; . En cualquier caso, zg <s x para todo x € A. Por tanto, zg es el
minimo de Ay > {X;:% € I} es un buen orden. m

3.2. El tipo de un buen orden

Para hablar del tipo de orden de un buen orden debemos tener en cuenta el
siguiente lema.

Lema 3.2.1. Sean (W, R) y (V,S) drdenes lineales tales que (W, R) ~ (V,S).
Entonces, (W, R) es un buen orden si y solo si (V,S) es un buen orden.

Demostracion. Supongamos que (W, R) ~ (V,S) y que (W, R) es un buen
orden. Sea B C V con B # (). Hay A C W no vacio tal que f[A] = B. Sea a
el R-minimo de A. Afirmamos que b = f(a) es el S-minimo de B. Sea y € B,
entonces hay = € A tal que f(x) = y. Pero a <g x, por tanto b <g y.

La implicaciéon contraria se prueba de la misma manera. m

Definicion 3.2.2. Decimos que un tipo de orden es un ordinal si es el tipo de
un buen orden.

Es importante decir que usualmente un ordinal se define como un conjun-
to transitivo bien ordenado por la pertenencia. En el Apéndice A damos esta
definicion y varios resultados que se derivan de ella. Entre ellos el Teorema de
Enumeracién, que dice que todo buen orden es isomorfo a un dnico ordinal.
Gracias a este Teorema de Enumeracion, dado un buen orden, hay un tnico
orden perteneciente a la clase de buenos érdenes isomorfos al orden dado, que
corresponde a un ordinal (es decir, a un conjunto transitivo bien ordenado por
la pertenencia).

Como el tipo de orden de un buen orden es un representante de la familia
de 6rdenes isomorfos, podriamos elegir que fuera precisamente el tinico conjunto
transitivo bien ordenado por la pertenencia que pertenece a la familia. A pesar
de que haciendo esta eleccion ambas definiciones de ordinal serian equivalentes,
es importante resaltar que en esta tesis no asumiremos que que el representante
de un buen orden sea necesariamente el ordinal correspondiente con la definicion
usual (aunque si estamos asumiendo que una vez hecha la elecciéon del represen-
tante de cada familia queda fijo). Esto con la intencion de no desviarnos de un
concepto central para esta tesis: los tipos de orden de 6rdenes lineales. Sin em-
bargo, en algunas de las demotraciones que veremos aqui tendremos que ser muy
cuidadosos, pues no es indiferente la elecciéon que hagamos del representante de
cada familia. Especificiamente debemos considerar que una consecuencia muy
conveniente de la definicion usual de ordinal es que un ordinal es el conjunto
de los ordinales menores que él, lo cual no se puede desprender de la definicion
que usamos aqui. Esto se refleja en que aqui en vez de definir el orden entre
ordinales como la pertenencia (o como la contenciéon propia) lo definimos como
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<, el orden entre tipos de orden que dimos en el capitulo anterior basado en
isomorfismos.

En la mayorfa de los libros se estudian los ordinales y el orden de la clase de
los ordinales se estudian desde la definicién usual, como mencionamos anterior-
mente, pero nosotros intentaremos dar los resultados que necesitamos utilizando
tinicamente el concepto general de buen orden.

Definicion 3.2.3. Dados dos ordinales o y 3, decimos que o < 3 si cualquier
buen orden con tipo de orden « es isomorfo a un segmento inicial propio de
cualquier buen orden con tipo de orden J3.

Este orden esta bien definido gracias al lema 3.1.9. Resumiendo resultados
anteriores, si (W, R), (V,S) y (Z,T) son buenos 6rdenes, entonces:

1. (W,R) y (V,S) tienen el mismo tipo de orden si y sélo si (W, R) ~ (V, S)
siy solo si (W, R) <(V,S)y (V,S) < (W,R), por el lema 3.1.9;

2. (W,R) < (V,S) siy solosi (W, R) es isomorfo a un segmento inicial propio
de (V,S), por el teorema 3.1.8.

Lo anterior se puede traducir uitlizando tipos de orden de la siguiente ma-
nera. Por el teorema 3.1.8, < se comporta como una relaciéon tricotomica y
antirreflexiva, y, por el lema 3.1.9, como una relacién transitiva. Por tanto, la
clase de los ordinales se comporta como un orden lineal.

Lema 3.2.4. Sean « un ordinal y A el conjunto de los ordinales menores que
a. Entonces (A, <) ~ a.

Demostracion. Sea (W, R) un orden lineal isomorfo a a. Si § es un ordinal
tal que 8 < «, entonces (8 es isomorfo a un tnico segmento inicial propio V'
de W. Por tanto, para todo ordinal § < «, hay un tdnico a(f8) € W tal que
Wa(p) = By asi podemos ver a a como una funcion de A en W.

Sea w € W. Entonces W,, es un buen orden y es un segmento inicial propio
de W. De aqui que el tipo de orden de W,, es menor que o y 3 ~ W,, para
algtn ordinal 8 < «. Tenemos que a : A — W es una funciéon suprayectiva, pues
a(f) = w.

Dados 7, € A tales que a(y) <r a(3), se sigue que W,y & Wy (g). Pero
B = Wap) ¥y v = Wy, entonces v < . Por tanto, la funcién a : A — W es un
isomorfismo. m

De aqui obtenemos que para todo ordinal «, el conjunto A de los ordinales
menores que « tiene tipo de orden «.. En particular esto significa que el conjunto
de los ordinales menores que « es un buen orden.

Llamaremos O a la clase de todos los ordinales. Antes introdujimos la nota-
cion W,, donde W es un buen orden y a € W. En semejanza con esta notacion,
si a es un ordinal, 0, = {3 € O : g < a}?.

2Por el lema 3.2.4 y por el Axioma de Reemplazo (véase Apéndice A), O, si es conjunto.
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Antes de enunciar el siguiente teorema haremos un paréntesis explicando el
lenguaje que se usa. Mencionamos hace poco que O se comporta como un orden
lineal y como consecuencia del siguiente teorema se tiene que O se comporta
como un buen orden, pero no decimos que O es un buen orden. Hay clases que
no son conjuntos pero que de todas maneras se comportan de una manera que
podemos estudiar. Por ejemplo, hay clases contenidas en el producto cartesiano
de una clase que no es conjunto, en cuyo caso éstas tampoco son conjuntos
pero si podemos decir que se comportan como relaciéon o como funcién. Las
llamaremos relacionales y funcionales. Una funcional F' es una relacional de una
clase A X B que ademés cumple que para cada x € A hay un tnico y € B tal
que (z,y) € F. Normalmente en la Teoria de Conjuntos si se estudian las clases
propias (clases que no son conjuntos), pues estan conformadas por conjuntos.
En resumen, podemos decir que un conjunto pertenece a una clase propia, lo
que no esta permitido es hablar de la pertenencia entre clases propias.

Por ejemplo, podemos decir que la coleccién de los ordinales menores que un
ordinal o, O, es un segmento inicial® de la clase de los ordinales.

Teorema 3.2.5 (Principio del minimo ordinal). Toda clase no vacia de ordi-
nales tiene un elemento minimo.

Demostracion. Sean A una clase no vacia de ordinalesy a € A. Si O,NA =
(0, entonces « es el minimo de A.

Si O,NA # 0, como O, es un buen orden por el lema 3.2.4, el conjunto
A’ = O, N A tiene minimo, digamos (. Veamos que [y es el minimo de A. Sea
B e A Sia< 3, entonces Sy < 3, pues By < a. Si B < «, entonces 3 € A’ y,
por tanto, Gy < 5. m

Induccién y Recursiéon Transfinita

Sea (W, R) un buen orden y x un conjunto tal que ¢ W. Si hacemos la
suma W + {z}, tenemos que W + {x} es un buen orden. Asi, si « es el tipo de
orden de W y tomamos el conjunto O, de los ordinales menores que «, entonces
W+ {z} ~ O, + {a} ~ a+ 1. Esto muestra que o + 1 es un ordinal.

Si 8 < a+ 1, entonces como Og, el conjunto de los ordinales menores que
B, es isomorfo a un segmento inicial propio de O, + {a}, Os es isomorfo a un
segmento incial de O, o es isomorfo a O, . Por lo tanto, Og ~ a, pues O, ~ «,
en cuyo caso = a; 0 Og € O,, obteniendo que § < a.

Concluyendo, si 8 < a+ 1, 8 < «, por tanto, a + 1 es el minimo ordinal
mayor que «. Es decir, a + 1 es el sucesor inmediato de c.

En el primer capitulo vimos que todo niimero natural tiene un sucesor inme-
diato y, excepto el 0, todo nimero natural es el sucesor inmediato de otro. En la
clase de los ordinales también es cierto que todo « tiene un sucesor inmediato,
s(a) = a+ 1, pero no todos son sucesores de algin elemento. Por ejemplo, el

3 Al describir O, vemos que cumple las caracteristicas para ser un segmento inicial de todo
O. Estrictamente no podriamos llamarlo de esta manera porque O no es un conjunto, pero
Oq si es un segmento inicial de Og con 3 cualquier ordinal mayor que «, asi que por eso lo
llamamos segmento inicial de O sin mayor problema.
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ordinal w, el tipo de orden de N, no es sucesor de ningtn ordinal. Todo ordinal
7 < w es isomorfo a un namero natural n y ya probamos anteriormente que
n + 1 es también un ntmero natural, por tanto, n +1~n+1 < w.

Definiciéon 3.2.6. Decimos que « es un ordinal sucesor si y so6lo si hay un
ordinal § tal que a = 3+ 1. Si @ # 0 y no es un ordinal sucesor, decimos que
es un ordinal limite.

Bajo esta definicion, w es un ordinal limite.

Ya hemos probado un Prinicpio de Induccién para niimeros naturales. Este
resultado se puede generalizar para abarcar a toda la clase de los ordinales.
Para probar que todos los ordinales tienen una propiedad, basta probar que
siempre que todos los menores a cualquier ordinal a cumplan la propiedad, se
tiene que v cumple la propiedad. Primero enunciamos un principio de induccién
para cualquier buen orden en general.

Teorema 3.2.7. Sea (W, <) un buen orden y A C W. Si para todo a € W se
tiene que W, C A implica que a € A, entonces A =W.

Demostraciéon. Supongamos que W\ A es no vacio y sea zo el minimo de
este conjunto. Entonces, W,, C A, pues para todo x € W tal que z < 2g, z € A.
Por hipétesis, esto implica que zp € A, contradiciendo que zy € W \ A. Por
tanto, A=W. m

Podemos traducir este principio para los ordinales.

Teorema 3.2.8 (Principio de Induccion Transfinita). Sea A una clase de ordi-
nales tal que para cada ordinal «, el hecho de que O, C A implica que o € A.
Entonces, A = O.

En el enunciado del teorema anterior la propiedad de los ordinales de la
que hablamos parrafos arriba que describe a este principio se representa como
pertenencer a la clase A.

Una equivalencia del Principio de Induccién para los ordinales es el siguiente.

Teorema 3.2.9. Sea A una clase de ordinales que cumple lo siguiente:
1. 0 A;
2. para cualquier ordinal o, siempre que o € A, se tiene que o+ 1 € A;

3. dado un ordinal limite X tal que para todo B < A, B € A, se tiene que
A e A

Entonces, para todo ordinal o, o € A.

Demostracion. Sea A una clase de ordinales que cumple los incisos 1, 2 y
3 del enunciado del teorema. Supongamos que hay un ordinal « tal que v ¢ A.
Entonces el conjunto de los ordinales {3 € O: 3¢ Ay [ <~} es no vacio. Sea
7o el minimo de este conjunto. Hay tres posibilidades para ~y: 79 = 0, 79 es un
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ordinal sucesor o ¥y es un ordinal limite. Veremos que ninguno de estos casos es
posible.

Como por las hipotesis 0 € A, 9 # 0. Si v9 = 0+ 1, entonces 8 € A, pues
8 < 70, ¥, por el inciso 2 de las hipétesis, 79 = 8+ 1 € A. Por tanto, 7y no es
un ordinal sucesor. Si 7 es un ordinal limite, como para todo 8 < 79, 8 € A,
por el inciso 3 de las hipotesis se tiene que vy € A.

Por tanto, o € A para todo ordinal «. Es decir, A es la clase de todos los
ordinales. m

Al igual que hemos podido generalizar el Prinicipio de Induccién para na-
turales para abarcar a los ordinales, podemos demostrar una generalizacién del
Teorema de Recursién. La siguiente versiéon del Teorema de Recursién para
buenos ordenes afirma que para cualquier buen orden A hay una funcién con
dominio A que cumple que su definicién en un elemento a € A depende de la
funcién evaluada en los predecesores de a.

Si Ay B son dos conjuntos, denotamos como 4B al conjunto de funciones
con dominio A y rango B. Si A es un buen orden y a € A, dado que A, es un
segmento inicial de un buen orden, se puede ver a una funciéon de A, en B como
una sucesion de elementos de B de tamano a.

Teorema 3.2.10. Sean (A, <) un buen orden, B un conjunto arbitrario y G :
Uasca 4a B — B una funcion. Entonces, hay una inica funcion f : A — B que
satisface que

para toda a € A.

Demostracion. Veremos que para todo z € A hay una unica funciéon f, :
{ye A:y <z} — B tal que

fm(y) = G(fac rAy)

para todo y < x. Para esto, sea T' C A el conjunto de los x € A tales que existe
esta Unica funcion f, satisfaciendo lo anterior. Probaremos usando el principio
de induccion que T = A.

Sea a € Ay supongamos que A, C T. Hagamos una observacion. Sean
x,z € A, tales que z < z. Tenemos que {y € A:y <z} C{ye A:y <a}y,

como f y f. son Unicas, f; r{yeA:ygz}: [z
Definimos la funciéon f, de la siguiente manera:

) fa(x) siz < a,
Jal@) = {G(fa l4,) siz=a.

Si z < a, para todo z < x se tiene que f; [{yca.y<.}= f» por la observacion,
y entonces fq(2) = f.(2) = fu(2). Asi, fo [a,= fo la,, por lo que fo(z) =
(@) = G(fa Ta,) = G(fu Ta).

Si & = a, f,(a) cumple el requisito por la definicién y solamente falta ver
que f, es la tnica funcién tal.
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Sea g una funcion sobre {y € A : y < a} tal que g(z) = G(g [4,), para todo
r < a. Si x < a, entonces, por la hipotesis de induccion g [{yca.y<a}= fz ¥

914, (2) = 9 lyeawyszy (2) = fa Ta, (2) = fa [, (2)
para todo z < x. Es decir, si x < a, entonces
9(x) = G(g [a,) = G(fa [4,) = fal2).
Si & = a, entonces g(a) = G(g 14,) = G(fa 14,) = fula). De aqui que g = fo v,

por tanto, a € T 'y T = A.
Ahora podemos definir la funcion f : A — B de la siguiente manera:

fla) = fa(a).

Sean a € Ay & < a. Debido a la primera observacién que hicimos respecto a

los elementos de T', f, [{ycawy<a}= fo, en particular f.(z) = fo(x). Tenemos

entonces que f,(x) = f.(z) = f(z) para todo x € A, es decir f, [a,=f |a
Por tanto, la funcion f cumple que

f(a) = fa(a) = G(fa an) = G(f an)-

o

Falta ver que la funcién f es dnica. Supongamos que hay una funcién g :
A — B tal que g(a) = G(g 4,) para toda a € A.

Lo probaremos por induccién transifinita sobre el buen orden A. Supongamos
que A, C{ye A: f(y) = g(y)}, es decir, que f [a4,= ¢ [4,. Es inmediato que

es decir, a € {y € A: f(y) = ¢g(y)}. Por tanto, f =¢g. m

Podemos reescribir este teorema para tener recursion para ordinales, pero el
teorema anterior no se puede aplicar directamente porque O no es un conjunto
aunque si se comporta como un buen orden.

Lo esencial es que para todo ordinal «, O, si es conjunto y es un buen orden,
pues es isomorfo a «.. Esta es la razon por la cual podemos usar la misma prueba
del teorema 3.2.10 para mostrar que hay una tdnica funcional F' : O — B que
satisface que F(a) = H(F [, )* para todo ordinal a.

En la siguiente seccion utilizaremos otras versiones del Teorema de Recursion
que son mas tutiles para este trabajo.

Definicién 3.2.11. Sea a un ordinal y G una funcional definida sobre todo el
universo. Se dice que t es un cdlculo de longitud o basado en G si 'y sélo si t es
una funcién con dominio Oq 1 y para todo 8 € Oaq1, t(B) = G(t [o,).

4Con la definicion usual de ordinales se tiene que O = {8 € O : B € a} = «, entonces en
el teorema de recursion se pide que la funcional F' cumpla que F(a) = H(F |a).
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Sea G una funcional. Definimos una relacional Pg de la siguiente manera:
(z,y) € Pg siy solo si
2 € O y hay un calculo t de longitud x basado en G tal que y = #(x); o
r¢O0yy=10

Teorema 3.2.12 (de Recursion Transfinita, Version 1). Sea G una relacional
definida sobre todo el universo. Hay una funcional F' que cumple que F(a) =
G(F lo,) para todo ordinal c.

Demostracion. Veamos que la relacion Pg define un funcional F'. Es decir,
probaremos que para todo conjunto z hay un tnico y tal que Pg(x,y).

Si x no es un ordinal no hay nada que probar, pues siempre le corresponde
y=0.

Probemos por inducciéon transfinita que para cualquier ordinal « hay un
unico calculo de longitud « basado en G. La hipoétesis de induccion es que
para todo § < « hay un unico calculo t de longitud 3 basado en G tal que
t(y) = G(t o,) para todo v < 3. Sea T' un conjunto definido de la siguiente
forma: t € T si y solo si para algin ordinal § < «, t es un célculo de longitud
( basado en G y es el tinico que cumple tales caracteristicas. Se afirma que el
conjunto 7' es un sistema compatible de funciones.

Sean t,u € T. Entonces, hay ordinales 3,7 < « tales que ¢ es un calculo
de longitud B y u es un calculo de longitud ~. Sin pérdida de la generalidad
supongamos que 8 < 7. Pero entonces u [op,,, es un calculo de longitud 8 y
cumple que u [o,,, (§) = u(d) = G(u [o,) si 6 < 3, y, como estos célculos son
tnicos, u [o,,,= t. Las funciones u y t coinciden en todos los elementos de la
interseccién de sus dominios, (Ogt1 = Og+1 N O~41) esto hace que T sea un
sistema compatible de funciones.

Ahora podemos construir una nueva funciéon ¢ = (J7, de manera que el
dominio de t es | B<a Op41 = O4. Definimos una nueva funcién

r =10 {(a,GOD)}.

Veamos que 7 es la funcion buscada, es decir, es el unico célculo de longitud «
basado en G.

Para ver que se comporta como funciéon basta observar que a no pertenece
al dominio de . Ademaés, el dominio de 7 es O, U {a} = Op41.

Sea 3 € Ouy1. Si B = q, se tiene que 7(a) = G(t) = G(7 [o,). Si 8 < a,
por la hipotesis de induccién, hay un tnico calculo ¢t € T' de longitud 8 basado
en Gy

7(8) = (B) = t(8) = G(t lo,) = G(r l0,).

Por tanto, 7 es un calculo de longitud « basado en G.

Para ver que 7 es tnico, supongamos que hay otro calculo de longitud «
basado en G, digamos o. Por induccién veamos que para todo 3 < «, 7(8) =
o(0). Sea 8 < a y supongamos que para todo v < [ se cumple que 7(y) = o (7).
Tenemos que

7(8) = G(7 los) = G(o los) = o (B)-
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Por tanto, 7 € T'. Ya tenemos que para todo ordinal « existe y de forma que hay
un tnico célculo ¢ de longitud « basado en G tal que y = t(«). Por la unicidad
de la funcion ¢, t(«) = y es tnico, probando asi que Pg define una funcional que
llamaremos F'.

En segundo lugar hay que probar que F' cumple con con que para todo
ordinal o, F(a) = G(F [o,). Sea o € O. Por lo visto anteriormente, hay un
tnico célculo ¢ de longitud « basado en G, asi si 8 < «, t [o,,, es el tnico
calculo de longitud 3 basado en Gy F(8) =t [o,,, (8) = t(8) para todo
0 < a. En conclusion

Teorema 3.2.13 (de Recursion Transfinita, Version 2). Sean G1,G2 y Gs fun-
cionales definidas sobre todo el universo. Entonces, hay una unica funcional F
que cumple que

1. F(0) = G1(0);
2. Fa+1) = Ga2(F (), para todo ordinal o; y
3. F(X) = G3(F[O,]), para todo ordinal limite .

Demostracion. Se define una nueva funcional G de la siguiente manera.
G(z) =y siy solo si

1.z=0yy=G1(0);o0

2. x es una funcién y hay un ordinal a tal que el dominio de = es Oy41 ¥

y = Ga(z(a)); 0

3. x es una funcion y hay un ordinal limite A tal que el dominio de = es Oy
y y = Gs(z[On]); o

4. x es cualquier otro conjunto y y = 0.

Por el teorema 3.2.12, la propiedad Pg (como la definimos anteriormente) define
la funcional F' que cumple que F(a) = G(F |p,) para todo ordinal a. Veamos
por separado los casos que cumple F'.

1. F(0) = G(F Ig) = G(0) = G1(0).

2. Sea o un ordinal. Entonces, F(a + 1) = G(F |o,,,) = G2(F()), pues

F lo,,, es una funcion con dominio Ogyy1.

3. Sea A un ordinal limite. Entonces F(\) = G(F [o,) = G3(F[O,]), pues
F o, es una funcién con dominio Oy y A es un ordinal limite.
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Las siguientes versiones del Teorema de Recursion serdn maés tltiles. Esta
nueva version depende de un parametro, cada funcional que definamos depende
de dos variables en vez de una. Sea GG una funcional definida sobre dos variables y
p un conjunto. Se dice que t es un cdluclo de longitud o basado en G y p siy soélo
si t es una funcién con dominio Oy 41 y para todo 8 € Oqy1, t(B) = G(p,t [0,)-
Definimos una nueva relacional Pg , de la siguiente manera: (z,y) € Pgp siy
s6lo si

{x € O y hay un célculo t de longitud z basado en G y p tal que y = t(x);

r¢Oyy=0

Teorema 3.2.14 (de Recursion Transfinita, Version paramétrica 1). Sea G una
funcional definida sobre todo el universo. Entonces, hay una tunica funcional F
que cumple que F(a) = G(p, F |o,) para todo ordinal .

Demostracion. La relacién Pg j, define a la funcional . m
Teorema 3.2.15 (de Recursion Transfinita, Version paramétrica 2). Sean Gy,
G2 y G3 funcionales de dos variables en el unvierso y p un conjunto. Entonces,
hay una unica funcional F que cumple que

1. F(0) = G1(p,0);

2. F(a+1) = Gap, F()), para todo ordinal o; y

3. F(\) = Gs(p, F[O,]), para todo ordinal limite \.

Demostracion. Se define una nueva funcional H de la siguiente manera:
H(z) =y siy solo si

L.x=0yy=Gi(p,0);o0

2. z es funcién y hay un ordinal « tal que el dominio de  es Oq41 y ¥y =
Ga(p,z(a)); 0

3. = es funcién y hay un ordinal limite A tal que el dominio de = es Oy y
y = Gs(p,z[Ox]); 0

4. x es cualquier otro conjunto y y = 0.

Entonces, la relacional P, define al funcional F. m

Las pruebas de estos dos tltimos teoremas son muy parecidas a los de las
primeras dos versiones del Teorema de Recursion, pues el parametro p no influye
en las demostraciones.
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3.3. Aritmética ordinal

Lo que buscamos en esta seccién es probar un resultado muy importante
para expresar a cualquier ordinal como suma de potencias de w. Esta manera
de expresar a un ordinal se llama la Forma Normal de Cantor y nos serd muy
util mas adelante. Para llegar a esto, debemos dar varias definiciones y entender
las operaciones entre ordinales.?

Lema 3.3.1. Sia, By~ son ordinales tales que a+ 3 = a+y, entonces 5 = .
Demostracion. Se sigue del corolario 3.1.12. m
Lema 3.3.2. Sean «, B yy ordinales. Entonces, 8 <~y si y sdlo si a+0 < a+-.

Demostraciéon. Supongamos que < «. Sean (A, R), (B,S) y (C,T) bue-
nos ordenes tales que (4, R) ~ «, (B,S) ~ 'y (C,T) ~ ~. Ya vimos en el lema
3.1.11 que, como B es isomorfo a un segmento inicial propio de C, A + B es
isomorfo a un segmento inicial propio de A + C, por tanto, a + 8 < a + 7.

Si ahora suponemos que o + 8 < a + -, no puede pasar que v < 3 por la
implicaciéon anterior y el lema 3.3.1. Entonces 8 <. =

Lema 3.3.3. Sean « y B ordinales. Entonces o < 3 si y sdlo si hay v # 0 tal
que o+ = f3.

Demostracion. Sean (A4, R) y (B, S) buenos érdenes tales que (A, R) ~ o
y (B,S) ~ (8. Si @ < 8 hay un segmento inicial propio de B isomorfo a A,
digamos que es By, con b € B. El conjunto B\ By, por ser un subconjunto de un
buen orden, es un buen orden no vacio con elemento minimo b, asi que hay un
ordinal « tal que B\ B, ~ . Ademas By, + (B \ B,) = B, entonces o + v = 3.

Supongamos que v # 0y a +v = (3. Como 0 < ~, por el lema 3.3.2,
a<a+v=03n

Aplicando el lema 3.3.1, es claro que el ordinal y del lema anterior es tnico.
Por tanto, podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 3.3.4. Si oy 3 son ordinales tales que o < 3, definimos § —«a como
el inico ordinal v tal que = o + 7.

Diremos que 7y es una cola de (8 si hay un ordinal « tal que 8 = o + 7.

Operaciones con ordinales

Sea A un ordinal. Si 3 es el maximo de Oy, no puede ser que §+ 1 < A,
entonces A < #+ 1, pero al ser 8+ 1 el sucesor inmediato de 3, 8+ 1 < A. Por
tanto, 5+ 1 = Ay A es un ordinal sucesor. Es decir, si A es un ordinal limite,
entonces Oy no tiene maximo.

5Las operaciones sobre los ordinales se definen normalmente por recursién, pero siguiendo
el enfoque de esta tesis, aqui las definiremos a través de tipos de orden.
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Reciprocamente sea § un ordinal distinto de @ tal que O no tiene méaximo
y sea o < 3. No puede ser que 8 = a + 1, pues Og no tiene maximo. Tampoco
puede ser que 8 < a+ 1, pues tendriamos que 3 < a. Entonces, a+1 < 3, para
todo a < 3, y asi, B es un ordinal limite.

Por tanto, A es un ordinal limite si y s6lo si Oy no tiene maximo.

Lema 3.3.5. Si X es un conjunto de ordinales, X tiene supremo y éste es un
ordinal.

Demostracién. Consideremos el conjunto Y = [ J{O,, : a € X}. Este es un
conjunto de ordinales y por tanto es un buen orden, esto se puede ver por el
principio del minimo ordinal. Sea § el ordinal tal que Y =~ 6.

Sea v € X. Entonces, como O, C Y se tiene que v < §. Por tanto, § es cota
superior de X.

Por lo anterior, el conjunto {a € O : v < « para todo v € X}, que es el
conjunto de cotas superiores de X, es no vacio y por tanto tiene un minimo.
Entonces, X tiene supremo y es un ordinal. m

Ademas de que cualquier conjunto de ordinales tiene supremo y éste es un
ordinal, desde esta ultima demostraciéon se puede probar que el mismo § es el
supremo.

Sea [ una cota superior de X. Es decir, para todo a € X, a < 3. Esto
significa que O, C Op para toda o € X, y por ende | J{On : @ € X} C Og.
Esto implica que 6 < 8. De aqui que § es el supremo de X.

Lema 3.3.6. Sea A\ un ordinal limite y sea {ag : B < A} un conjunto de
ordinales tales que ag < a~ si § < 7. Entonces sup{ag : 8 < A} es un ordinal
limite.

Demostracion. Sea § = sup{ag : § < A}. Sea v < J. Para probar que
0 es un ordinal limite, basa probar que v+ 1 < 4. Como d es el supremo de
{ag: B < A}, hay 8 < X tal que v < ag. Entonces, y+1 < agt1 <46. ®

Esto quiere decir que el supremo de una sucesion creciente con tamano un
ordinal limite es asimismo un ordinal limite. Para ciertas sucesiones podemos

probar exactamente cual ordinal limite es el supremo 6.

Lema 3.3.7. Si A es un ordinal limite, entonces A = sup{ € O : 5 < A}.

Demostracion. Por el lema 3.3.5, 6 = sup{f € O : § < A} es un ordi-
nal. Falta probar que A = §. Es inmediato ver que \ es una cota superior de
{B € O:p < A}, entonces § < A. Supongamos que 6 < A. Como A es limite,
6+ 1 < A, contradiciendo que ¢ es la minima cota superior. Por tanto, d = \. m

Este lema solamente es cierto si A es un ordinal limite. Para ordinales suce-
sores se tiene que sup{8 € O : § < a+ 1} = «, pues en este caso el conjunto
tiene maximo y es .

6Con la definicion usual de ordinal, se prueba que a = {8 : 8 < a} = O, entonces es facil
ver que sup X = |J X. En particular, A = [J A, si A es un ordinal limite.
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Lema 3.3.8. Si A es un ordinal limite y o es cualquier ordinal, entonces a+\ =
sup{a+v:v < A}

Demostracion. Sea § = sup{a+v:v < A}

Siy < A, entonces @ + v < a + A, por tanto, @ + A es cota superior del
conjunto.

Ahora supongamos que § < « + A. Hay dos casos posibles: que § < « 0 que
a<9d.

Sid<a,d<a+1le{a+rvy:v <A}, contradiciendo que ¢ es cota superior
de este conjunto. Entonces, a < § y hay « tal que 6 = a+ +y; pero v < A porque
0 <a+ Ay portanto,d < a+ (y+1) <a+Ayd+ 1< a+ A Este caso
también contradice que § sea una cota superior, pues para todo ordinal (3, tal
que a < g < a+ A hay v < X tal que 8 =a+ 7.

Por tanto, « + A =46. m

Para definir el producto entre dos ordinales a y 3, supongamos que (I, R) ~
By (V,S) ~ a. Del lema 3.1.14 se obtiene que V - I es un bueno orden si V' y I
son ordinales. Se denota como « - al ordinal de V' - I.

También observemos qué sucede si - 3 = 0. Si tomamos para cada b € I un
orden Vj, ~ V, entonces | J,.; Vo = 0, con V3, = () para toda b € I, o I = (). Esto
quiere decir que . = 0 o # = 0. Por tanto, si a y 3 son ordinales distintos de 0,
se tiene que « - # # 0.

Lema 3.3.9. Sean «, B y v ordinales. Se tiene lo siguiente.
La-(B+y)=a-f+a-7.
2. Sif<~yya#0, entonces a- B < a-7.
8. Sia< (-7, entonces hay ordinales inicos § y n tales que
a=/p-0+n,
cond <~vyyn<p.
Demostracion.

1. Que la suma de o6rdenes lineales en general distribuye al prouducto es
inmediato del hecho de que > {A;:i € B+C}=>{A;:i€ B}+> {4;:
i € C}. Este resultado particular se obtiene pidiendo que A; ~ « para todo
1€ BUC, que B~ (yqueC ~n.

2. Si 8 <, hay § # 0 tal que v = 8+ 6. Entonces, dado a # (), a -y =
a - (f+d6)=a-f+a-dy, como a-J#0,se tiene que a- 3 < a - 7.

3. Consideremos dos buenos ordenes (4, R) y (C,T) tales que (A,R) ~ ay
(C,T) ~ v, y sean (B, S.)” buenos érdenes para todo ¢ € C tales que
(Be, Se) ~ .

"En esta desmotracién hay que tener cuidado para no confundir los érdenes B, con seg-
mentos inciales de B, ya que c¢ es un elemento de C.
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Entonces, > {B.:c€ C} ~ (-~ ycomo a < -7, A es isomorfo a un
segmento inicial de ) {B. : ¢ € C}. Es decir, hay by € J,c Be tal que
A~ (U.co Be)b,y- Sea co € C tal que by € Be,.

Por la manera en que esta definido el orden de la suma, veamos que

(U BC)bo = (Z{BC IS CCO}) + (Bco)bm

ceC

pues = € (U,cc Be)v, siy solo si hay ¢ € C tal que 2 € B. y x < by, que
a su vez es equivalente a que ¢ <7 cg, 0 x <¢ by y ¢ = ¢yg.

Como C es un buen orden y C,, es un segmento inicial de C, hay un
ordinal 0 < v tal que C,, ~ ¢. También (B, ), €s un segmento inicial
de B, por lo que hay n < 8 tal que (Bg,)p, =~ 7. Por tanto, (A, R) ~
O {Bc:ceCu}) 4+ (Bey )by =50 +n. Es decir, a = -5+ 1.

Lema 3.3.10. Si a es un ordinal y A es un ordinal limite, entonces a - A =
sup{a - 0: 0 < A}

Demostracion. Veamos que - A es el supremo de {a-8: 8 < A}. Sia =0,
entonces a - 3 = 0 para todo < A, y se cumple la igualdad. Ahora veamos que
se cumple cuando « # 0.

Sea 0 < A, como a # 0, -3 < « - A, entonces « - A es cota superior del
conjunto.

Sea 1 un ordinal tal que para todo 8 < A, se tiene que a3 < p. Supongamos
que g < « - A, entonces hay ordinales § y n tales que p = «a-J +n, con § < A
y n < a. Entonces, u < « - 4, contradiciendo quién es u. Por tanto, a- A < py
«a - A es la minima cota superior. m

Por ahora definiremos la exponenciacion de ordinales, pero més adelante de-
finiremos también las potencias del tipo de orden de los ntimeros enteros.

Definicion 3.3.11. Sea # un ordinal. Se definen las potencias de 6 por recursion
para ordinales como sigue:

. V=1,
= para cualquier ordinal a, 6%t = 9% . ¢;
= para cualquier ordinal limite A, 6* = sup{6” : 3 < A}.

Si # =1y [ es cualquier ordinal, se tiene que #° = 1. Si§ =0y B # 0,
entonces 6% = 0.

Teorema 3.3.12. Sean «, B y v ordinales con o # 0,1. Si B < =y, entonces
o’ <al.
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Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre . Si v = 0, enton-
ces no hay nada que probar ya que no hay 3 < ~.

Supongamos que para todo 3 < v, a® < a”. Por el inciso 2 del lema 3.3.9,
como a > 1, se tiene que a” < a” -a = a"t!. Sea B < v+ 1. Si 3 < v, entonces
a” < a¥ < o', por hipotesis de induccion; y si f = v, ya demostramos el
resultado. Por lo tanto, si B < v+ 1, a” < oL

Sea A un ordinal limite y # < A. Se cumple que o’ < o, ya que o por
definicion es el supremo de {a” : B < A\}. m

Como consecuencia de este lema y de 3.3.6, si € es un ordinal limite, también
6< es un ordinal limite, para cualquier ordinal o > 0. Si & = 1, entonces 6 = 6,
que es limite; si se cumple que 0% es limite, entonces 0% -0 = sup{* -3 : 5 < 0},
entonces #t! es limite; si a es ordinal limite es inmediato.

También se pueden probar las siguientes afirmaciones de manera muy pare-
cida a algunos lemas anteriores (lemas 3.3.8,3.3.10). Sean «, 6, A ordinales. Si A
es un ordinal limite, entonces:

a+9>‘=sup{a+0ﬁ:ﬁ<)\};
a+6-A=sup{a+0-5:0 <A}

Forma Normal de Cantor

Si « es un ordinal cualquiera, podemos encontrar cual es la maxima potencia
de w menor que a. En lo que resta de a podemos hacer lo mismo, quitar la
méaxima potencia de w, esta potencia de w serd menor que la primera. La idea
es ir separando las potencias de w mas grandes posibles. Es asi como podemos
reescribir a o como suma de potencias de w. Esta forma de describir al ordinal
a es su Forma Normal de Cantor.

Lema 3.3.13. Para cualesquiera ordinales £ y o, con & > 1, se tiene que
a < ot

Demostracion. Lo demostraremos por induccién sobre a. Si a = 0, el
resultado es obvio, pues £F1 = ¢.
Supongamos que o < £**1, Utilizando el inciso 2 del lema 3.3.9, se tiene que

Oé+1 §€a+1 <£O¢+1.E:£a+2.

Entonces, se cumple para a + 1.

Supongamos que A es un ordinal limite y que para todo § < A se tiene que
§ < &*1. Entonces, por el teorema anterior, § < €1 < £ para todo § < ),
pues § +1 < A. Por tanto, A =sup{d : 6 < \} <&} < L m

Teorema 3.3.14 (Forma Normal de Cantor). Cualquier ordinal o > 0 se puede
escribir de forma nica como

w* ng +wM ng -+ w0y

donde k,ng,...,ng son numeros naturales distintos de cero y oy, ..., son
ordinales tales que ag > ... > ay.
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Al mayor exponente de la expresion en su Forma Normal de Cantor de un
ordinal « se le llama el grado de a. Por el enunciado del teorema, éste siempre
es el primer exponente, es decir, si W™ -ng+w -ny +- - +w -nyi es la Forma
Normal de Cantor de a, su grado es ag.

Demostraciéon. Sea [y el minimo ordinal tal que a < w. Sabemos que
existe porque {y € O : @ < w7} es un conjunto de ordinales no vacio por el
lema 3.3.13.

Veamos ademés que (g es un ordinal sucesor. Si By = 0, tendriamos que
a < 1, lo cual no es posible porque a > 0. Como [y es el minimo ordinal tal
que o < WP, W < @, para todo § < fy. Asi, si By fuera un ordinal limite,
tendriamos que

who = sup{w‘S 10 < Bo} <«

contradiciendo la eleccion de (3y. Por tanto, hay un ordinal a tal que By = ap+1.
Tenemos entonces que a < w™-w y, por inciso 3 del lema 3.3.9, hay ordinales
dnicos ng y 71 tales que
a=w ng+,

con ng < wyy <w*. Es claro que ng > 0, pues si no fuera asi tendriamos
que a = y; < w?, contradiciendo la minimalidad de Sy.
Si 1 =0, ya terminamos. Si ;3 > 0, repetimos el proceso para ;.

Figura 3.1: La Forma Normal de Cantor de el ordinal a.

Sea (3; el minimo ordinal que cumple que v; < w”. Se puede probar, al
igual que en la primera parte, que hay un ordinal a; tal que 81 = a1 +1. Y asi,
encontramos ordinales tinicos n; y 2 tales que

Y1 =w* -ng + 92,

conng <w,ny >0y v <w.

Veamos que ag > 3. Supongamos lo contrario, que ag < «;. Entonces,
utilizando el lema 3.3.12, 71 < w® < w? < WP contradiciendo la minimalidad
de 51.

Si 72 = 0 ya terminamos, pues o = w* - ng + w -ny, con ag > a1 y 0 <
ng, N1 < w. Pero si 5 > 0, de nuevo hay as, ny y 3 tales que v9 = w*? -ngy +73,
con 0 <no <w,v3 <w* yag>a; > as.
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Entonces, podemos continuar mientras «y; # 0. El conjunto de estos ordinales
~; tales que 7; > 0, es un conjunto finito, ya que si no lo fuera tendriamos un
conjunto de ordinales sin elemento minimo, pues ... < v < v < a.

Sea i el minimo de estos ordinales tal que v, > 0, donde k < w, entonces
Ye+1 =0y

a=w ng+w* ng+ -+ w -y,

con ng,..., N <wWyoy>or >...> 0.

Ahora probemos la unicidad de la descomposiciéon. Supongamos que a tam-
bién es igual a w"° - mg + W - My + -+ + W - my, con T, Mg, ..., My < WY

o > p1 > ..o > Uy

Probaremos primero que o < w*°!, por induccién sobre r < w. Si r = 0,
entonces o = wh® - mg < WM - w = wrotl,

Supongamos que se cumple para r < w. Entonces, se tiene que

a:w“"~m0+w“1-m1+~-~+w’”~mr+w’“+1 Mgl
< who - my +w,u1+1
g wuo “myp + wuo
=wh . (mo+1)
<wlto+1.

Usando que w”0 < who . my < o < wot! por la minimalidad de ag, tenemos
que ap = - Asi que

a=wh -my+9d=wh ng+r.

Por el lema 3.3.9, ng = mgy 6 = v, donde § = w™ -ny 4+ -+ +w* -ng y
v =wh -mq + - +wh -m, y ademés se cumple que § < w* Ty y < wirtl,

Repetimos el proceso para el ordinal d y asi sucesivamente, obteniendo r = k,
n; =m; y a; = p; paratodo: < k. m

Fl siguiente Lema nos da una forma de comparar dos ordinales con respecto
a su forma normal.

Lema 3.3.15. Sean a y 3 ordinales, con formas normales w*® -ng+---+wr-n,
yw mg 4+ wbh ~mgq. Entonces, a < 3 si y solo si

v hay i < min{p, q} tal que a;j = B; y n; =m; para todo j <1, y o; < Bi; 0

» hay i < min{p,q} tal que a; = B; y n; = m; para todo j < i, a; = B; y
n; < m;; 0

" p<qya; =0 yn; =my; para todo j < p.

Demostracion. Si a < 3, hay v # 0 tal que 8 = a 4+ . Como la Forma
Normal de un ordinal es tnica, hay un minimo ¢ < min{p,q} tal que o <
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wPo Smo + - 4 WP Smyy o = wPo “mg + - 4 WPi-1 -m;_1 + ~', donde
v < WP . m;. Entonces, por un lado ya tenemos que n; =m; y o = 3; para
todo j < 1.

Si+y’ > 0, entonces v = w* -n; + - - - + w® - ny. Si suponemos que G; < a;,
entonces 3; +1 < a; y wPtiom, < w®, contradiciendo que 7' < WP -m;. Por lo
tanto, a; < §;. Si ; < (; se cumple el primer caso; si «; = [3;, entonces n; < m;
y se cumple el segundo caso.

Si 4/ = 0, entonces a = w - mg + - + w1 . m;_,. Esta es la tercera
posibilidad.

Para la implicacion contraria supongamos que pasa alguna de las siguientes:
» hay ¢ < min{p, ¢} tal que o; = 3; y nj = m; para todo j < i,y a; < f;;

= o hay ¢ < min{p, ¢} tal que a; = 8; y n; =m; paratodo j < i, s =f; ¥y
n; < Mg,

" 0p<gqya;=0;yn; =m; paratodo j < p.

En cualquier caso a # (3. Pero tampoco puede ser que [ < a, porque entonces
nos remitimos a la implicacién inversa y vemos que se contradice con la hipotesis.
Por tanto, a < 5. =
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Capitulo 4

Condensaciones

Condensar un orden lineal se refiere a hacer una particion de éste induci-
da por una relacién de equivalencia de manera que se obtenga un nuevo orden
lineal. Usaremos ciertos homomorfismos para definir las condensaciones, don-
de cada elemento de la particiéon serd un intervalo, es decir, correspondera a
un pedazo del orden original. Las condensaciones nos serviran para descubrir
distintas propiedades del orden original. Podremos estudiar el tipo de orden de
la condensacién basandonos en el tipo de orden original y, viceversa, cuando
estudiemos el orden resultante, obtendremos informacién del orden original.

Podemos condensar nuevamente al orden lineal que obtengamos como resul-
tado de una condensacién. De hecho podemos continuar haciendo condensacio-
nes de cada nuevo orden resultante. A esto le llamaremos realizar condensaciones
iteradas y, como empezamos con una primera condensacion y a partir de ésta
volvemos a condensar, y asi sucesivamente, podemos ordenar a las condensacio-
nes iteradas con la clase de los ordinales.

En este capitulo vamos a modificar lo que significa la notacién de los inter-
valos. Normalmente, si [z, y] es un intervalo de un orden lineal (L, <), entonces,
por la definicién, estéd implicito que x < y. Al hablar de condensaciones no
nos interesa tanto como son los extremos del intervalo sino las caracteristicas
del intervalo mismo, asi que usaremos de manera indiferente [z,y] y [y, ] para
significar todos los puntos z de L tales que z < z <y o tales que y < z < z.

4.1. Condensaciones

Definicién 4.1.1. Sea (L, <) un orden lineal y sea L’ una particion de L com-
puesta de intervalos disjuntos de L. Definimos el orden < sobre L’ de manera
que dados I, J € L’

I < J siy sélosix <y para cualesquiera x € I,y € J.

Llamamos a (L', <) una condensacion de L.

59
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Un hecho crucial para el desarrollo de este trabajo es que la condensacion
(L', <) resulta ser un orden lineal.

Homomorfismos

Definicién 4.1.2. Dados dos ordenes lineales (L1, Ry) y (Ls, Ro) y una funcion
f Ly — Ly, decimos que la funcién f es un homomorfismo si y sélo si para
todo z,y € Ly

x <g, y implica que f(z) <g, f(y).

Definicién 4.1.3. Dado L un orden lineal y f: L — L, f es no decreciente si
y solo si para todo z € L, x < f(x).

Toda funcion que preserva orden es un homomorfismo, pero no siempre su-
cede el reciproco, porque no necesariamente un homomorfismo es una funciéon
inyectiva.

Tipos de condensacién

Si L’ es una condensacion de L, hay un homomorfismo natural ¢ de L en L/,
tal que a cada x € L se le asocia c(x) € L', donde ¢(z) es el tinico intervalo al
que pertenece x. Siendo asi, para describir una condensaciéon de L basta con dar
una funcién ¢ que a cada cada x € L le asocie un subconjunto de L y asegurarse
que se cumplan las siguientes condiciones:

I. ¢(x) es un intervalo al que pertenece z; y
1. siy € ¢(x), entonces c(y) = c(x).

Si una funcién ¢ cumple estas dos condiciones, entonces (c[L], <) es una
condensacion de L. La segunda condicién que cumple ¢ nos asegura que c[L] es
una particion de L. Ademas, es directo de la definicion del orden de las conden-
saciones mostrar que ¢ es un homomorfismo, ya que si x,y € L cumplen que
x < y, entonces c(y) & c(z).

La condensacién de L, al ser un orden lineal, se puede ver como en la figu-
ra 4.1. También podemos ver que si tomamos un conjunto con uno y sélo un
representante de cada intervalo, éste es un suborden de L.

Si L' es una condensacion de un orden lineal L y d es el homomorfismo que
define a la condensacién, entonces hay una relacion de equivalencia ~j, sobre
L. De manera que para cualesquiera z,y € L,

x ~p ysiy solosid(z) =d(y).

Es inmediato que L/ ~/, el conjunto de clases de equivalencia de L respecto a
~rs, es isomorfo a d[L] = L'. Esta es otra manera de ver a las condensaciones,
como el conjunto cociente de L modulo una relacion de equivalencia (que es la
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X
L b
c[L] C(}U)
L ot o
clL] olr) < )

Figura 4.1: El homomorfismo ¢ que induce una condensacién sobre L.

definida por el homomorfismo).

A continuaciéon daremos varios ejemplos de condensaciones que usaremos
maés adelante para resolver algunos problemas.

Definiciéon 4.1.4. Si x € L y L es un orden lineal denotamos con cp(x) al
conjunto {y € L : [z,y] es finito}!. Llamaremos a cr[L] la condensacion finita
de Ly, six € L, a cp(x) la condensacion finita de .

Estamos definiendo la condensacion finita sobre un orden lineal dado. Cuan-
do no se preste a confusién no hay problema con decir que la condensacion finita
es simplemente cp, pero si trabajamos con condesaciones finitas de mas de un
orden lineal, debemos ser mas precisos ya que cp es una funcion definida sobre
un orden lineal.

Para mostrar que cg es una condensaciéon debemos mostrar que para todo
x € L, cp(z) es un intervalo y, si y € cp(x), entonces cp(y) = cp(x).

Usaremos para esto las siguientes propiedades de los conjuntos finitos que
estan demostradas en el apéndice A. Si A y B son dos conjuntos finitos, AU B
es finito; y si A es finito y B C A, entonces B es finito.

Sean y,z en cp(x) y w € L tales que y < w < z. Si & < w, entonces
[x,w] C [z,z2]; si w < z, entonces [w,z] C [y, x]. Pero [z, 2] ¥ [y, x] son finitos,
entonces [z, w] es finito. Por tanto, w € cp(z). Esto prueba que cp(z) es un
intervalo.

Sea y € cp(x). Si z € cp(x) se puede ver con las propiedades de orden li-
neal que si x € [y, z], entonces [y, z] = [z,y] U [z,2]; v si & ¢ [y, 2], entonces
ly,z] C [x,2] o[y, 2] C [x,y]. En cualquiera de las posibilidades, [y, z] es finito,
entonces z € cp(y). Analogamente, si z € cp(y), se tiene que z € cp(x). Con

1Es lo mismo [z, y]NL que [z, y], ya que nos referimos a un solo orden lineal L. Mas adelante,
podra causar confusion cuando necesitemos hablar de la condensacién de un suborden A de L.
En este caso la condensacion del orden A se describe como cp(z) = {y € A : [z,y]NA es finito}.
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esto terminamos de probar que cp(z) = cp(y).

Los lemas 2.2.1 y 2.2.3 nos dan la clave para las observaciones siguientes,
ya que son una caracterizacion de los 6rdenes lineales con tipo de orden w, w* y (.

Hay que notar que cp(z) puede no ser finito, puede haber una cantidad
infinita de intervalos finitos de L que contengan a x. De hecho, si L ~ w,
entonces cp(x) = L para todo z € L y, por tanto, cp[L] = {L}. Asi, cplw] ~ 1.

Si L es isomorfo a w* o ¢, también se tiene que cplw*] ~ 1 0 cp[¢] ~ 1.

Mas alin, si tomamos un intervalo [a,b] de c¢p(x), entonces [a,b] = [a,x] U
[z, b], mostrando asi que [a, b] es finito.

Lema 4.1.5. Sicp(z) no es finito, entonces sucede alguna de las siguientes:

cr(z) ~ w;
cr(z) 2 w0

cp(z) ~ (.

Demostraciéon. Depende tnicamente de si ¢p(x) tiene maximo y/o minimo,
pues todos los intervalos de c¢p(x) acotados por arriba y por abajo son finitos.
]

Veamos ahora qué sucede con la condensacion finita de una suma de 6rdenes
lineales. Sean Lq y Lo 6rdenes lineales tales que L; N Lo = ().

Demos el ejemplo en el que L1 ~w y Lo >~ w*.

Hasta ahora no ha habido problema con la notaciéon de las condensaciones,
yva que hemos hecho la condensaciéon sobre un solo orden lineal L. Como ahora
vamos a trabajar con varios 6rdenes lineales, para evitar confusiones vamos a
distinguir el homomorfismo que define a la condensacion finita de cada uno de
los 6rdenes. Denotaremos la condensacién finita de Ly con ¢, la de Ly con cp,,
ylade Ly + Ly con cp, .

Tenemos que x € Ly siy solo si ¢g (x) = Ly, pues Ly ~w; yx € Ly siy
solo si cp, (z) = La, pues Ly ~ w*. Entonces,

cr, [L1 + Lo] ~ cplw + w*] ~ 2.

Asi, tenemos que cplw + w*| ~ cp|w] + cplw?].
De hecho, resulta que en general, tenemos que

cr, [L1 + Lo] X ep [L1] + cr, [La].

Lema 4.1.6. Sean Ly y Ly drdenes lineales tales que Ly N Ly = (). Entonces
cry (L1 + Lo] = cpy [Lh] + cpy[La].

Demostracion. Sea x € L+ Lo, entonces cp, () es un intervalo de Lq+ Lo.
Si cp, (x) C L1, entonces cp, (x) = cp, (x); si cp, (x) C Lo, entonces cg, (x) =
cr,(2); y en el otro caso hay y € Ly y z € Ly tales que cp, () = cp, (y) +cry (2)-
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Se define la funcion f : cp, [L1 + La] — ¢ [L1] + cp,[La] por casos. Sea
x € L1 4+ Ly, entonces

cr(x) sicp (x) C Ly
fler, (%)) = { cpy ()  sicp, (x) C Ly
cr(y) sicp ()N Li,cp () NLy #Dyy€cp, (x)N L.

Sin embargo, no siempre se cumple que cg, [L1] + ¢p,[L2] = cp, [L1 + Lo].
Consideremos el ejemplo anterior sélo que hagamos la suma en otro orden. En
este caso resulta que cplw* + w] >~ cp[C] >~ 1. Asi, cp|w*] + crlw] & cplw* + W],
pues cp[w*] + cplw] >~ 2. Por tanto, cp, [w*] + cp,[w] # cp, [W* +w].

Ahora veamos como es la condensacion finita de w - w y w - 7, para un tipo
de orden cualquiera 7.

Sea I ~ 7y sean A; ~ w para cada i € I, entonces Y {A;:i €I} ~w-T.
Supongamos que los 6rdenes A; son ajenos por pares. Por lo visto anteriormente,
como A; ~ w para todo z, cp(x) = A; siy solo si € A;. Entonces,

cF[Z{Ai;iel}} —{A;iel}~1.

Por tanto,
cplw-T] ~ T

w w w
> {AizieT}
c[w .7—] ces Y L[] °
A;

Figura 4.2: Condensacion finita de w - 7.

En particular, cplw - w] ~ w.

Definiciéon 4.1.7. Si z € L y L es un orden lineal denotamos con cy (x) al
conjunto {y € L : [z,y] es un buen orden}.

También es claro que ¢y [L] cumple las condiciones para ser una condensa-
cion, pues un subconjunto de un buen orden es un buen orden y la unién de dos
buenos 6rdenes es un buen orden.



64 CAPITULO 4. CONDENSACIONES

Observemos que no es forzosamente cierto que cy () es un buen orden. Si
L ~ w* para todo € L tenemos que cy () = L, pues para cualquier y € L,
[x,y] es finito, pero L no tiene minimo.

Sin embargo, veamos que si L es un buen orden, entonces ¢y [L] es un buen
orden. Sea A un subconjunto no vacio de ey [L], entonces hay B C L no vacio
tal que A = {cw(z) : © € B}. Asi, si z¢ es el minimo de B, entonces cy (x) es
el minimo de A. Mé4s atin, si L es un buen orden se tiene que ¢y [L] > 1, pues
dado x € L, cualquier y € L pertenece a cy (z), ya que [x,y] es un subconjunto
del buen orden L.

Si L no es un buen orden, necesitamos mas informacién para saber céomo
es el tipo de orden de ¢y [L]. Por ejemplo, si L ~ (, entonces cy () = L para
todo z € L, pues todo intervalo acotado es finito. En este caso cy[L] es un
buen orden. Un ejemplo de lo contrario es cuando L ~ 7. Como 7 es un tipo de
orden denso (en particular, no es un buen orden), ningtin subconjunto de L con
al menos dos elementos es un buen orden. Por tanto, cy (z) = {«} para todo
x € Ly cw[L] = L ~n. En este caso ¢y [L] no es un buen orden.

Definiciéon 4.1.8. Si x € L y L es un orden lineal denotamos con cg(x) al
conjunto {y € L : [x,y] es disperso}.

Si B fuera un suborden denso infinito de cg(x), entonces para cualesquiera
Yy1,Y2 € B con y; # yo se tendria que [y1,y2] N B es denso infinito y habria
y1,Y2 € cs(x) tales que [y1,y2] no es disperso. La condensacion cg(z) si es un
orden disperso para toda = € L.

Definicién 4.1.9. Si x € L y L es un orden lineal denotamos con cc(z) al
conjunto {y € L : [x,y] es contable}.

En la siguiente secciéon hablaremos mas sobre esta condensacion, la llamamos
la condensacion contable.

La prueba de que c¢ y ¢g inducen condensaciones de L es muy parecida a la
que hicimos para mostrar que cg induce una condensaciéon. Esto es porque los
subconjuntos de un conjunto disperso son dispersos y la uniéon de dos conjuntos
dispersos es dispersa; y, al igual, los subconjuntos de un conjunto contable son
contables y la unién de dos conjuntos contables es contable.

Usando condensaciones

Teorema 4.1.10. Sea L un orden lineal numerable. Entonces hay una funcion
sobre de L en un suborden propio de L que preserva orden.

Demostracion. Si hay algtin xg € L para el cual cp(zg) no es finito, en-
tonces podemos definir la funciéon de la siguiente manera. Por el lema 4.1.5,
sabemos que solo hay tres casos posibles para cp(zg). Si cp(xg) ~ w, definimos

la funciéon
ez six ¢ cp(xg)
J(@) = {s(x) siz € cp(zo),
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donde s(z) es el sucesor inmediato de z.
Si ep(xg) ~ w*, definimos la funcion

T siz & cp(x
(o) = o # erloo)
p(z) siz€cp(xo),
donde p(x) es el predecesor inmediato de .
Si cp(zg) ~ ¢, definimos la funcion

f(x)—{x six <xo6x¢cr(ro)

s(x) siax > xp.

En cualquier caso f preserva orden y f[L] € L, ya que en el primer caso el
minimo de cp(zp) no pertenece a f[L], en el segundo caso el maximo de cp(zo)
no pertenece a f[L], y en el tercero o ¢ f[L].

Entonces, veamos qué sucede cuando cp(x) es finito para todo « € L. Note-
mos primero que como L es un orden lineal numerable y cg(z) es finito, cp[L]
tiene al menos dos elementos.

Tomemos z,y € L tales que cp(z) < cp(y). Si no hubiera z € L tal que
cr(z) < cp(z) < cp(y), entonces para todo z € L tal que x <p z <r, y, se
tendria que z € cp(z) Ucp(y), es decir, cp(z) C cp(y) seria un intervalo, y
[x,y] seria finito por lo que cp(z) = cp(y). Esto contradice la eleccion de x y
y. Por tanto, cp[L] tiene tipo de orden denso infinito, pues tiene al menos dos
elementos.

Elegimos un representante de cada cp(x) excepto del maximo y del minimo
de cp[L] (si existieran) y llamamos Lo a este suborden de L. Por la forma en
la que esta construido, Ly también es denso y no tiene méximo ni minimo, en-
tonces (por el teorema 2.2.6) Ly ~ n. Tomamos ahora L' = Ly — {y}, donde
y € Lo, y con esto aseguramos que L’ es denso, numerable sin extremos y es un
suborden propio de L. Por el teorema 2.2.5, hay una funciéon f : L — L' que
preserva orden. m

El siguiente resultado nos da mas informacién sobre el tipo de orden de los
elementos de la condensacion cyy.

Teorema 4.1.11. Sea L un orden lineal. Si para todo x € L, {y : < y} es
un buen orden, pero L mismo no es un buen orden, entonces hay Lo, L1, Lo . ..
buenos drdenes tales que

L=---41Ls+ L1 + Lo,

es decir, L es una w*-suma de buenos ordenes.

Inversamente, si hay Lo, L1, Ls ... buenos ordenes tales que L = -+ + Lo +
Ly + Ly, entonces para cualquier x € L el conjunto {y : © < y} es un buen
orden.
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Demostracion. Supongamos que para todo « € L, {y : z < y} es un buen
orden y que L no es un buen orden. Como L no es un buen orden, por el lema
3.1.1, hay un suborden numerable de L que se comporta de la siguiente manera:

<X <21 < X

Definamos L; = [z;,2;_1) para todo ¢ > 0y Ly = {y : z9 < y}. Como
L; C{y:x; <y}, L; es un buen orden para toda i € N.

Si hubiera x € L, tal que x < x; para cada i € N, entonces {y : < y} no
serfa un buen orden. Por tanto, para cada x € L hay ¢ € N tal que x; < x; es
decir, L C UiEN L;. Asi, tenemos que L = -+ + Lo + L1 + Ly.

Supongamos ahora que L = ---+ Lo+ L1+ Ly y L; es buen orden para toda
1 € N. Entonces para cualquier x € L, hay i € N tal que z € L;, por lo que
{y :x <y} C L+ -+ Lo, pero ésta es una suma finita de buenos ordenes,
por tanto es un buen orden. Asi, {y : < y} es un buen orden. m

Corolario 4.1.12. Sea L un orden lineal y sea x € L. Hay dos posibilidades
para cyw (x): es un buen orden o es una w*-suma de buenos drdenes.

Demostracion. Supongamos que cy (z) no es un buen orden. Para todo
y € cw(z) el conjunto {z € ey (x) : y < z} es un buen orden. Esto es asi porque
si A es un subconjunto no vacio de {z € ew(z) : y < z} y w € A, entonces
AN [y, w] tiene minimo, pues y,w € cw(z) y, por la definicion, [y, w] es un
buen orden; asi que AN [y, w] tiene minimo y éste es también el minimo de A.
Aplicando el teorema anterior, cy () es una w*-suma de buenos 6rdenes. ®

Teorema 4.1.13. Sea L un orden lineal numerable tal que toda funcion de L
en L que preserve orden es no decreciente. Entonces L es un buen orden.

Demostraciéon. Supongamos que L tiene un suborden denso numerable.
Si tiene maximo y/o minimo, consideramos el suborden de éste que resulta de
quitar el maximo y el minimo. Asi, sea L’ un suborden de L denso numerable
sin extremos. Tomamos y € L’ y x € L tales que < . Con el mismo método
de la prueba del teorema 2.2.5, podemos construir una funcion f : L — L’ que
preserva orden y que ademds cumple que f(z) = y. Esta funcién f no es no
decreciente, contrario a la hipotesis.

Entonces, L no tiene ningiin suborden denso numerable.

Primero supongamos que hay x € L tal que ¢y (z) no es un buen orden para

llegar a una contradiccéon. Por el corolario 4.1.12, hay Lg, L1, Ls,... buenos
ordenes tales que cy (z) = --- 4+ L1 + Lg. Sea «; el ordinal de L;, para cada
1< w.

Definimos los conjuntos A; = {j > i : a; < «a;}. Obervemos que si A; es
finito, entonces hay un indice méximo en A;, digamos j(i), el cual cumple que
a; < oy para todo j > j(4).

Afirmamos que hay una cantidad finita de A;’s finitos. Si hubiera una canti-
dad infinita, entonces hay un indice minimo 4 tal que A;, es finito y podemos
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construir una conjunto infinito {i, : n < w} donde A; es finito, eligiendo
in+1 > j(in) para cada n < w. Asi, tenemos que

B TR <oy, < ..o < Qg

Esto es imposible, pues no hay tal suborden numerable de ordinales sin elemento
minimo.

Por tanto, hay i tal que para todo i > ig, A; es infinito. Es decir, para cada
i >y k <whay j >k tal que o < aj.

Recursivamente definimos una funcion k& : {i € N: 4 > 49} — {i € N :
i > ip}. Sea k(ig) el minimo j > iy tal que a;, < ay; sea k(n + 1) el minimo
Jj > k(n) tal que a1 < ;. Podemos ver entonces que L, es isomorfo a un
segmento inicial (no necesariamente propio) de Ly,,); es decir, para cada n > ig
hay una funcion g, : L, — Ly,) tal que para cualquier y € L, hay v < ap,
{z: 2 <y} ~{gn(x) : © < y} = v; es decir, para cualquier y € L,, si y es el
7y-ésimo elemento de Ly, hay un y-ésimo elemento de Ly, que es g, (y).

Ahora definamos la funcion f: L — L de la siguiente manera:

L fly) =y, siy ¢ cw(x);
2. fly)=y,siig>1yy€ Liy_1+---+ L1+ Lo;

3. f(y) =gn(y),siy € L,y n>ip.

ew (2)
— —
Liyi2 Ligt1 Ly, Ly Lo
L - | | | | | | el |
T T %
g P arid g / //
P / /
_- - e - / 7
P - - PRs / 7/
P ad e < / /7
. | -1 7 | | | e 1 |
L 1 I I I I I I 1 I T T
Lio+2)  Li(io+1) Liio) Ly Lo

Figura 4.3: La funcion f : L — L restringido a cy ().

En la figura 4.3, la funcion f : L — L actta sobre los elementos de ¢y ().
Cada buen orden L;, es isomorfo a un segmento inicial de Ly ;,,)-

Veamos que f es una funciéon que preserva orden, pero no es no decreciente,
contradiciendo la hipotesis.

Sea y € L,, con n > ig. Como g, es una funcion de Ly, en Ly, y k(n) > n,
por el orden de la w*-suma se tiene que f(y) = gn(y) < y.

Para probar que f preserva orden tomamos y, z € L. Hay varios casos de las
posiciones en las que podrian colocarse y y z.
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El primero es y,z € (L \ ew () U (Lijy—1 +---+ Lo). Si y < 2, entonces por
la definicion de f, f(y) < f(2).

Para el segundo caso, supongamos que y € cw (x) y z ¢ cw (x). En este caso,
fly) € ew(x) = ...La+ L1 + Lo, f(y) <yy f(z) = z. Si z < y, entonces
f(z) =z < f(y), pues cw(x) es un intervalo y z ¢ cy(x). De igual manera, si
y<z fly) <z=[f(2)

El tercer caso es en el que hay n,m > ig tales que y € L, y z € L,,. Si
y < z, por el orden de la w*-suma, m < n. Si m = n, como g,, preserva orden,
entonces f(y) = gn(y) < gn(2) = f(2); y si m < n, entonces k(m) < n < k(n)
y f(y) < f(2), pues f(y) € Li(n) v f(2) € Li(m)-

La funcién f contradice que toda funcién de L en L que preserva orden es no
decreciente, por tanto, ¢y (z) no es una w*-suma de buenos 6rdenes. Asi, por el
corolario 4.1.12, concluimos que ¢y (z) es un buen orden para cualquier z € L.

Para ver que L es un buen orden, supongamos que hay z,y € L tales que
ew(x) < ew(y). Siz € L es tal que < z < y, entonces uno de los intervalos
[2,y] 0 [z,2] no es un buen orden, pues la suma de dos buenos 6rdenes es un
buen orden. Sin pérdida de la generalidad supongamos que [z, y] no es un buen
orden, entonces para cualquier w € [z,y] tenemos que [w,y] y [w,z] no sean
buenos 6rdenes. Por tanto, existe w € L tal que cy(z) < cw(w) < cw(y)
y cw|[L] tiene tipo de orden denso. Pero, como demostramos al principio, L
no tiene ningin suborden denso numerable, por lo que cy/[L] ~ 1. Por tanto,
cw(x) = L, para todo € L, y L es un buen orden. m

Teorema 4.1.14. Todo orden lineal L es una suma densa de drdenes lineales
dispersos. Es decir, hay un orden lineal denso L, y una funcion h tal que h(i)
es un orden lineal disperso y L =5 {h(i):i € L.}.

Demostraciéon. Sean z,y € L tales que cg(z) < cg(y). Si no hubiera
z € L tal que cs(x) < cs(z) < es(y), entonces [z,y] serfa disperso haciendo
cs(x) = es(y) y contradiciendo la hipotesis. Por tanto, c¢g[L] es un orden lineal
denso. Ademaés,

L= Z{z cx € cg[L]}

es una suma densa de 6rdenes dispersos. m

4.2. Condensaciones iteradas

Haciendo la condensacién de cualquier orden lineal obtenemos un nuevo
orden lineal, al que se puede aplicar de nuevo la condensaciéon. Naturalmente se
motiva la intencion de seguir haciendo la condensacién de los nuevos érdenes
lineales resultantes. Para esto necesitamos usar los teoremas de recursion sobre
ordinales, ya que empezamos con una primera condensacion y definimos otra
condensacion por cada ordinal, obteniendo un buen orden de 6rdenes lineales,
que corresponden a las condensaciones iteradas del orden original.

La tnica condensacién que vamos a usar a partir de esta seccion es la conden-
sacion finita, entonces simplemente la llamaremos ¢ en vez de cg. Intuitivamente
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podremos imaginarnos que en un orden cualquiera todos los intervalos isomorfos
a w se aplastan en un solo punto al hacer la condensacion finita, es decir, cada
intervalo isomorfo a w se convierte en un elemento de la condensacién. Gra-
cias a la Forma Normal de Cantor para expresar ordinales, al describirlos como
potencias de w, tiene sentido investigar las condensaciones iteradas de buenos
ordenes numerables para obtener informacion del orden original. Esto es lo que
estudiaremos después de definir las condensaciones iteradas.

Condensaciones iteradas

Definiremos las condensaciones finitas iteradas de un orden lineal A como
ciertos conjuntos ordenados del conjunto potencia de A y posteriormente mos-
tramos que si cumplen con la definicién de condensaciéon. Estos conjuntos son
auxiliares, pues posteriormente sera4 mas sencillo trabajar con los homomorfis-
mos que les corresponden a estas condensaciones.

Definicion 4.2.1. Sea A un orden lineal. Se define la (-ésima condensacion
finita de A por recursion sobre el ordinal § de la siguiente manera.

1. Ao = {{z} : x € A} es la 0-ésima condensacidn finita de A.

2. Supongamos que esta definida la (3-ésima condensacion finita de A 'y sea
ésta Ag?. Un conjunto Agyq es la B+ 1-ésima condensacion de A si cumple
que para todo I € Ag4q hay J € Ag tal que

I=|J{K € Ap : [K, J] es finito}.

3. Sea A un ordinal limite y supongamos que est4 definida A la $-ésima con-
densaciéon de A para cada 8 < A. El conjunto Ay, la A-ésima condensacion
de A, se define como I € Ay siy solo si hay y € A tal que

I={xe€A:hay f<Ayhay K € Ag tal que z,y € K}.

Debemos ver que efectivamente Ag es una condensacién de A para todo
ordinal .

Lema 4.2.2. Para todo ordinal v, si se cumple que para todo o < 7y, A, es
una condensacion de A, entonces, para cualesquiera I € A, y K € A, tales que
INK #0 ya<-vy, se cumple que K C I.

Demostracion. Hagamos la prueba por induccion sobre 7. Si v = 0 no hay
nada que probar. Supongamos que el lema se cumple para v y que A, es una
condensacion de A para todo o < v+ 1. Sea I € A,4. Por la definiciéon de
A, i1, hay Jr € A, tal que I =J{J € A, : [J, Ji] es finito}.

Primero tomemos K € A, tal que INK # (. Sea x € IN K. Como z € I,
hay J € A, tal que [J, J;] es finito y # € J. Pero como A, es condensacion de

2A la condensacién Ag se le da el orden < definido para condensaciones.
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Ay JNK # 0, entonces J = K. Por tanto, [K, Jy] es finito y asi tenemos que
KCI.

Ahora, sean o < vy K € A, tal que I N K # (. Tomemos z € I N K. Hay
J € A, tal que [J, J;] es finito y « € J. Entonces, como JNK # 0y o < 7,
aplicando la hipétesis de inducciéon, K C J C 1.

Concluimos que para todo o < v+ 1,81 K € A, y KNI # (), entonces
KClI.

Sea A un ordinal limite y supongamos que para todo v < A, A, es una
condensaciéon de A. Supongamos que el lema se cumple para todo v < A. Sean
Yy<ANKeA, yIec A, talesque INK # (. Como I € Ay, hay y; € A tal que
I={x € A:hay 8 < Xyhay J e Ag tal que z,y; € J}. Tomemos z € I N K,
entonces hay o < Ay J € A, tal que z,y; € J. De aqui que x € JN K.

Hay dos casos posibles, que v < a o que a < . Si v < @, por la hipotesis
de induccién tenemos que K C J y, como J C I, obtenemos lo que queriamos
probar. Si a <+, por la hipotesis inductiva, se cumple que J C K, por lo que
yr € K. Siy € K, como K € A, con v < A, por la definicién de I, se tiene que
y € I, mostrando asi que K C 1. m

El lema que acabamos de probar muestra que si A, y A, son condensaciones
de Ay quesiax € Ale corresponden los intervalos J en la condensacion A, y K
en la condensacion A, entonces J C K si v < . Obsérvese que la implicacion
contraria no se cumple. Si J C K, se deduce de esta misma, que a < =y, pero
podria suceder que J = K, y en este caso si es posible tener que v < a. En el
siguiente capitulo estudiaremos cémo los 6rdenes lineales alcanzan un ordinal a
partir del cual no varia el tipo de orden las condensaciones iteradas. A partir de
este ordinal, que llamaremos el rango finito, todas las condensaciones posteriores
son iguales y, por tanto, comparten intervalos.

Gracias a este lema, suponiendo que A es un ordinal limite y que Ag es
una condensacion de A, para todo 3 < A, podemos dar la siguiente definicion
equivalente de los elementos de Ay: I € A siy solo si I # () y para cualesquiera
z,y € L hay y <Ay K € A, tal que z,y € K. Es decir, todos los elementos
de I se han condensado en algtun intervalo de una condensaciéon anterior a .
Recurriremos a esta equivalencia de la definicion de Ay en el siguiente lema,
combinada con la primera definicién que dimos.

Lema 4.2.3. Para todo ordinal 3, Ag es una condensacion de A.

Demostracién. Debemos mostrar que Ag es una particién de A y que todos
sus elementos son intervalos de A. La prueba la haremos por induccién sobre 3.

1. Si 8 =0 no hay nada que probar, pues {z} es un intervalo de Asiz € A
y Ag es una particién de A.

2. Supongamos que Ag es una condensacion.

a) De la definicion es inmediato ver que si I € Ag.q, entonces I C A,
y asi [JAgt1 C A. Sea x € A, entonces, como Ag es particién de
A, hay K € Ag tal que z € K. Como siempre sucede que [K, K]
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es finito, entonces hay I € Agy tal que x € I. Esto significa que
UApq = A

Probemos que dos elementos distintos de Ag;; son ajenos. Sean
11,15 € Agy1 y supongamos que hay x € I; N I,. Hay Ji,Jo € Ag
tales que I; = | J{K € Ag : [K,J1] es finito} y I = |J{K € Az :
[K, J2] es finito}, y entonces hay K1, K € Ag tales que x € K1 NKo.
Pero como Ag es una particién de A, K1 = Ks. Denotando con K a
K1, tenemos que [K, Ji] y [K, Jz] son intervalos finitos.

Si y € I, entonces hay K, € Ag tal que [K,, J1] es finito y y € K.
Por lo que acabamos de mostrar, [K,, K] es finito y entonces también
[Ky, J2] es finito, luego y € I. La otra contencién se prueba de
manera analoga. Por tanto I} = I5.

Concluimos que Agy; es una particion de A.

Sea I € Agyq1. Hay J € Ag tal que I = | J{K € Ag : [K, J] es finito}.
Sean z,y € I y w € A tales que x < w < y. Debemos probar que
w € I. Por la definicién, hay K,, K, K,, € Ag tales que v € K,y €
K,y w € K,, y que cumplene que [K,,J], [Ky,J] y [Ky,J] son
intervalos finitos. Como Ag es condensacién, los intervalos preservan
el orden, entonces K, < K, 0 K; = Ky, y Ky < Ky 0 Ky = K.
Se sigue que [Ky, J] C [Ky, J] o [Ky, J] C [Ky,J]. Y, como [K,, J]
y [Ky, J] son finitos, en cualquier caso [K,, J]| es finito y w € I.
Esto prueba que todo elemento de Agy; es un intervalo.

Por lo tanto, Agy1 es una condensacion de A.

3. Sea A un ordinal limite. Supongamos que para todo 8 < A, Ag es una
condensacion de A.

a)

De la definicion es inmediato ver que si I € Ay, entonces I C A, y asi
JAx C A. A cada x € A le podemos asociar un I € Ay tal que z € I,
dondeI = {y € A:hay 8 < Ay hay K € Ag tal que z,y € K}, pues
para cada 3 < A hay K € Ag tal que x € K. Entones [J A\ = A.
Sean I1,I, € Ay tales que I} N Iy # (). Sabemos que hay y1,y2 € A
tales que I; = {x € A:hay 8 < Ay hay K € Ag tal que z,y1 € K}
yIo = {zx € A:hayf < Ayhay K € Agtalquez,y, € K}.
Tomemos x € I1NI,. Entonces hay ordinales 3, < Ay hay K1 € Ag
y Ky € A, tales que x,y1 € K1y 2,92 € Ko. Como K1 NKy # (), por
el lema 4.2.2, se tiene que K1 C K5 o K5 C K3, dependiendo de si
B < aosia< . Sin pérdida de la generalidad supongamos que se
cumple el primer caso y asi y1,y2 € K5. De aqui se sigue que y; € I
yy2 €1

Usando la definicion alternativa que dimos de los elementos de Ay,
siz € I, hay vy < Ay K € A, tal que 2,42 € K, pues y» € I,
y se sigue de la definiciéon original que z € Is. Mostramos con esto
que I C I,. La otra contencién se prueba de manera analoga. Por lo
tanto, Is = I;.
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De aqui que A) es una particién de A.

b) Sea I € Ay. Sean z,y € [ 'y z € A tales que z < z < y. Por la
definicion alternativa de Ay, hay 8 < Ay K € Ag tal que =,y € K.
Como Ag es una condensacion, K es un intervalo, entonces w € K.
Por el lema anterior, K C I. Entonces, w € I, mostrando asi que [
es un intervalo de A.

Ya que las condensaciones finitas iteradas son asimismo condensaciones, bas-
ta definir un homomorfismo del orden en intervalos del orden que cumpla con
ciertas caracteristicas mencionadas anteriormente.

Dado un ordinal 3 y la B-ésima condensacion finita de L, digamos Lg, sabe-
mos que hay un homomorfismo asociado cg.

Cuando no quepa duda sobre cuél orden lineal estamos condensando vamos a
evitar el subindice, entonces sera simplemente c® en vez de c§. Hasta el siguiente
capitulo vamos a retomar esta notaciéon para comparar las condensaciones de
ordenes lineales distintos. Por ahora vamos a usar un solo orden.

Observemos como funciona la definicon de condensacion (3-ésima. Tomemos
x € Ay consideremos ¢”*1(x). Con la definicion, hay ¢”(z) € ¢®[A], con z € A,
tal que c®T(z) = U{P(y) : [®(y),?(2)] es finito}. En la definicién original
podiamos elegir entre varios elementos de ¢’[A] para definir ¢®*!, pero es mas
sencillo asociarle el intervalo particular que ya sabemos que lo define, c¢®(z), el
que le corresponde a x. Es decir,

A e) = U{cﬁ(y) 2 [P (y), ?(x)] es finito}.

Sucede algo similar con los elementos de la condensacién ¢*[A] con A un ordinal
limite. Con la primera definicion se tendria que a cada x € A le corresponde el
intervalo

AMxz)={y € A: hay f < Ay hay z € A tales que z,y € ’(2)},

pero como son condensaciones, esto es lo mismo que

B<A

Al hacer la condensacion finita de un orden lineal A, si y € ¢(z) hay una
cantidad finita de elementos en A entre x y y. Para el caso general con un
ordinal 3, si y € ¢®*!(x) hay una cantidad finita de elementos de c’[A] entre
c’(z) y c®(y). Por decirlo de otra manera, y € ¢?*!(z) significa que x y y son
finitamente lejanos en c?[A].

Es natural pensar que las condensaciones finitas de dos 6rdenes isomorfos,
son asimismo isomorfas. Esto es lo que mostramos con el siguiente lema. Si
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Ay B son dos o6rdenes lineales isomorfos, a cada intervalo de la condensacion
de A le corresponde uno de la condensacion de B, y los intervalos de dos ele-
mentos correspondientes en A y B son isomorfos en cualquier iteracion de la
condensacion.

Lema 4.2.4. Sean A y B ordenes lineales isomorfos. Si A ~, B, entonces
ci(m) ~, cg (9(x)) para todo ordinal 5 y todo x € A.

Demostracion. La demostracion la haremos por inducciéon para ordinales.

Si 8 =0 se tiene que ¢ (z) = {z} ~, {g(z)} = % (g9(z)) para todo z € A.

Supongamos que ci(m) ~, cﬁB(g( )) para todo x € A y un ordinal 3. De

la hipétesis de induccién se sigue que ci(m) = ci(y) si y solo si c%(g(w)) =
&(g(y)). Ya teniendo esto es inmediato mostrar que ¢5[A] ~ ¢3,[B], donde el

isomorfismo es el que asocia a cada cﬁ(m) con c% (g(x)).

Sean © € Ay y € ciﬂ(x). De la definicion sabemos que el intervalo

[cﬁ(x),ci(y)] es finito. Del isomorfismo que se deduce de la hipotesis de in-

duccion, el intervalo [c% (9(z)), cﬁB (g9(y))] también es finito y, por la definicion,
esto significa que g(y) € ¢yt (g(x)). Y viceversa, si g(y) € 5 (g(x)), entonces
y € cﬁ“( ). Acabamos de mostrar que cﬁ+1(gc) ~g c[f;rl(g(x)).

Sea A un ordinal limite. Supongamos que cg( ) g cg(g(x)) para todo

x € Ay todo f < A. Directamente de la hipotesis inductiva, se tiene que
(@) = Uper ca@) 2 Uger d9(2) = ch(g(@)). =
Corolario 4.2.5. Sean A, B drdenes lineales tales que A ~4 B. Si cﬁ(z) =A

para algin x € A, entonces cﬁB (9(x)) = B.

Demostracién. Por el lema anterior, se tiene que cB( )) g[ )]
como ¢ es isomorfismo, g[A] = B. Entonces es inmediato que si A( x) = A par
algin = € A, se cumple que cg (9(z))=B. =

Ordinales limite

La idea de definir las siguientes clases de ordinales es ver cuando un ordinal
limite es un limite de ordinales limite, o es un limite de limites de ordinales
limite, y como se puede saber qué tan limite de limites es un ordinal. En la
siguiente secciéon usaremos estos limites para estudiar las condensaciones de
buenos érdenes en general.

Definicién 4.2.6. Para cada ordinal § definimos la clase de ordinales Lg y a
los elementos de Lg los llamamos ordinales B-limite.

1. Ly =0.
2. a € Lgqq siy solo si para cada £ < a hay n¢ € Lg tal que £ <ne < o

3. Si A es un ordinal limite, o € Ly si y s6lo si o € L para todo 5 < A.
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De la definicion deducimos que 0 es un S-limite para cualquier ordinal 3.

Veamos quién es L. Si a € Ly, entonces « no tiene maximo. Esto pasa si y
sOlo si v es un ordinal limite. Por esto, L es el conjunto de todos los ordinales
limites, ademés del 0.

Algunos ejemplos de elementos de Ly son w + w y, en general, w - m, para
m < w. Como ya que sabemos que w-m € Li, vemos que w? € Ly si lo
expresamos como sup{w-m : m < w}. Pero también w? € Ly, pues es un ordinal
limite. Expresando a w?® como sup{w? - m : m < w} tenemos que w® € L3, pues
w? - m € Ly. Sucesivamente, para cualquier n < w, se tiene que w™ € L.

Tal vez ahora queda més claro qué queremos decir con limite de limites,
pues si consideramos el supremo de un conjunto de ordinales limites, digamos
{ag : B < A} con A un ordinal limite, éste mismo pertenece a L. La generaliza-
cion de esto es que un § + 1-limite es un limite de [-limites, es decir el supremo
de una sucesién creciente de (-limites.

Hay algunos ordinales que aunque pertenecen a Lg, no pertenecen a Lg,q.
Por ejemplo, w € L1, pero w ¢ L. Decimos que « es un ordinal 5-limite estricto
sia € Lg, pero o ¢ Lpyq.

Lema 4.2.7. Si « es un ordinal B-limite, entonces o es un y-limite para todo
v < p.

Demostracion. Si 8 = 0 no hay nada que probar.

Supongamos que para todo v < [, si a es un (-limite, entonces a es un
v-limite. Sea o € Lg1. Usando la hipotesis de induccién, basta probar que si
o € Lg4q, entonces o € Lg.

Para todo & < o hay n¢ € Lg tal que £ < n¢ < a. Por la hipétesis de
induccién, ne € L, para todo v < 3. Entonces, o € L1 para todo v < 8. Si 8
es un ordinal sucesor, digamos 3 = v+ 1, como v < 8, a € Ly41 = Lg. Si 3 es
un ordinal limite y si hubiera v < 3 tal que a ¢ L., sea 7o €l minimo ordinal tal
que o ¢ L.,. Entonces, a € Ls para todo § < . Pero 7y es un ordinal limite
por lo primero que mostramos y asi, por la definicion de vp-limite, tendriamos
que o € L., contradiciendo que vy es el minimo para el cual no sucedfa esto.
Por lo tanto, o € L, para todo v < 8y a € Lg.

Sea A un ordinal limite. Si a es un A-limite, es inmediato de la definicién que
a € Lg para todo < A. m

Con este lema ya tenemos que Lg C L,, si @ < 8. Hagamos una observacién
a partir de este hecho. Sean A un ordinal limite y o un ordinal tal que o € Lg41
para todo 8 < A. Si hubiera 8 < A tal que a ¢ Lg, por el lema 4.2.7, o ¢ Lg11,
contradiciendo la hipotesis de a. Entonces, oo € Lg para todo 8 < Ay o € Lj.
Esto significa que, si A es un ordinal limite, para que « sea un A-limite, basta
saber que a € Ly para cada 3 < A, es decir, no es necesario saber que a es
[-limite para los ordinales limite 5 < A.
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Daremos una caracterizacion de los ordinales (-limite para asi entender me-
jor quiénes son. Por ejemplo, el ordinal w?+w no es un 2-limite, aunque w+w? si
lo es, pues w + w? = w?. Para lograr esto estudiaremos las colas de los ordinales
en su Forma Normal de Cantor.

Teorema 4.2.8. Sea « un ordinal numerable y sea w™ -ng + - - - + w™ - ng la
Forma Normal de Cantor de a. Entonces son equivalentes las siguientes afir-
Mmacltones:

A. «a es un B-limite;
B. sia =06+, cony#0, entonces y > wP;
C. ap > 0.
Y son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. « es un B-limite estricto;
II. hay un ordinal & tal que o = § + w?;
1. oy = 0.

Demostracion. Veamos que el inciso A implica el inciso B por induccion
sobre 3. Si =0y a =8+, con v # 0, claramente v > w®, pues 1 = w°.

Supongamos que se cumple la implicaciéon para un ordinal 3. Primero vere-
mos que no hay 3 + 1-limites de la forma § + w?.

Sea 1 un ordinal tal que § +w” < 1 < d+w”, con v < 4. Hay un ordinal ¢ tal
que ) = & + ¢, donde se cumple que 0 < € < w?, pues w” # 0. Por la hipotesis
inductiva, como ¢ es una cola de 7 distinta de cero y menor que w”, n ¢ Lg.
Con esto, exhibimos que no hay S-limites entre § + w” y § + w”, mostrando asi
que § + w? no es un B + 1-limite.

De aqui se sigue que los ordinales § + w” - m, con m < w y m > 0, no son
B+1-limites, pues en este caso 6+w?-m se puede escribir como §+w?(m—1)+w?.

Supongamos que o € Lgi1y o =6+ cony # 0. Por el lema 4.2.7, o € Lg
y, por la hipotesis de induccion, v > w”. Veamos que esto, junto con lo que
mostramos anteriormente, significa que no hay m < w tal que 6 +w? -m < a <
§+w? - (m+1). No puede ser que a = 6 + w” - m, pues ya mostramos que este
no es un 3+ 1-limite. Tampoco puede ser que § +w? -m < a < §+wP - (m+1),
porque se tendria que a = § +w?-m++, con v < wP, contradiciendo la hipotesis
de induccioén.

De esto se sigue que

5+ WPt =5 + sup{w? -m:m < w}
=sup{d +w’ -m:m < w}
<a=4§+1.

Por lo tanto, v > w/*L.
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Sea A un ordinal limite y supongamos que se cumple la implicaciéon para
todo B < A. Supongamos que o € Ly, entonces a € ﬂﬁ<>\ Lg. Sia=46+7,
con v # 0, por la hipotesis inductiva, v > w? para todo 8 < A y de aqui que
v >sup{wf : B < A} =t

Ahora veamos que el inciso B implica el inciso C'. Si suponemos que toda
cola de o es mayor o igual que w?, un caso particular de una cola de a es w®*.
Por lo tanto, ap > (.

El hecho de que el inciso C' implica el inciso A también se prueba por induc-
cion sobre (. Si B = 0, pues claramente o € Ly.

Supongamos que se cumple la implicacion para el ordinal 5y que ay, > 5+1.
Reescribimos a « de la siguiente manera:

a =0+ w*,

donde 6 = w* -ng+ -+ w1 -ng_; +w* - (ng — 1) (recuérdese que ny, > 0).

Sea v < a. Afirmamos que hay 7, € Lg tal que v <1, < a.

Sea ¢ el ordinal tal que ap, = (B+1)+&. Si & = 0, entonces a = sup{d+w”-m :
m < w}y hay m < w tal que v < w? - m = 7y < a. Si £ es un ordinal sucesor,
digamos & = pu + 1, entonces @ = {§ + wBHtDH . m o m < w} y hay m < w
tal que v < § + wBHDHr . = . < . Si € es un ordinal limite, entonces
o =sup{d +wBHDFr . < ¢}y hay p < € tal que v < § +wP DT =5 < a.

En cualquiera de los casos, 7, estd expresado en su Forma Normal, pues su
ultimo exponente, 7,, cumple que v, < oy, y, aplicando la hipétesis inductiva,
se tiene que, como 7y, > 3, ny € Lg.

Sea A un ordinal limite. Supongamos que oy > A. Por la hipotesis de induc-
cién, a € Lg para todo B < A, pues o, > . Por tanto, o € Lj.

La segunda lista de equivalencias se prueba a partir de la primera.

Por las equivalencias anteriores, o € Lg\Lgy1 siy sélosiay > By o < 8+1;
y esto pasa si y sOlo si oy = (3. Asi, son equivalentes las afirmaciones I y I11.

Veamos que I implica el inciso I1. Supongamos que o € Lg \ Lg41. Como
a ¢ Lgyq, por el inciso B, hay una cola no nula de « tal que v < wBtL, Sea
m < w el maximo tal que w®-m < ~. No puede pasar que w®-m < v < w?(m+1),
pues en este caso v tendria una cola menor que w? y ésta misma seria cola de
a, contradicieno que « es un SB-limite. Por tanto, v = w? - m. De esta manera
se puede expresar a «

a=8+w (m—1)+d°

Por tltimo, veamos que el inciso I implica I. Supongamos que o = & + w?.
Como w” es una cola de v y es menor que w?*!, entonces o ¢ L.

Solo falta ver que o € Lg y esta prueba la haremos por induccién sobre 3.
Si 8 =0, no hay nada que probar.

Supongamos que 3 es un ordinal sucesor, § = £ + 1, y que existe ¢ tal que
a = 0 + w?. La hipétesis de induccién es que si a = ¢’ + w¢, entonces o € Le.
Por la hipotesis inductiva, los ordinales de la forma ¢’ + w¢ - m, con m < w, son
&-limites. Entonces, como a = sup{§ + w® - m : m < w}, para cada v < «a hay
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m < w tal que v < 6 +w® - m y se cumple que § + ws - m € L¢. Mostramos con
esto que o € Leyy = Lg.

Sea A un ordinal limite. Supongamos que a = § +w? y que para todo 8 < A,
si a =6 +wP, entonces a € Lg. Como X es limite, @ = sup{d +w” : B < A}.
Por la hipotesis inductiva, § + w” € Lg y entonces, o € Lgy; para todo § < A
Mencionamos anteriormente (después del lema 4.2.7) que basta que « pertenez-
ca a los B+ 1 -limites, con 3 < A, para que « sea un A-limite. m

De aqui se sigue que w” es un S-limite estricto para cualquier ordinal 3 y
que w” es el minimo B-limite no nulo.

Figura 4.4: En general, los §-limites se ordenan como en este diagrama.

Con esto podemos corregir la contencion que se sigue del lema 4.2.7, pues
de hecho Lg C Ly si a < 8. Si o € Lg, pero a ¢ Lgy1, entonces o ¢ L., para
cualquier v > G+ 1. Asi, el nombre de §-limite cobra sentido.

También este ultimo teorema nos hace visualizar mejor como son los (-
limites. En el diagrama 4.5 se muestras los primeros Lg.

@)

w-m w?om wdom Wwemtwt ntwep
0 wmtwon ;u3»m+;u2»
Lo <> o o o < o o < = o
w w? 3
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L2 @ oo @ s @ @ - @ e
L3 @ [ TEEEEEE L R EUREECTLEEE R LLEEEE P LEE
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Figura 4.5: Las primeras clases de (-limites se ordenan como en este diagrama.
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Como no todos los ordinales son limite, ni mucho menos g-limite para un g
arbitrario, nos sirve encontrar el 8-limite mas cercano a un ordinal cualquiera.
Con el siguiente teorema probaremos la existencia de un maximo S-limite menor
o igual que un ordinal « para inducir la siguiente definicién.

Teorema 4.2.9. Dados dos ordinales o y 3, hay un unico B-limite v < « tal
que siy < 6 < «, entonces § no es un [B-limite.

Demostraciéon. Supongamos que la Forma Normal de Cantor de v es w0 -
ng + - -+ w - ny,.

Si 8 < ag, hacemos v = a. Por el teorema anterior, v es un [§-limite y -~y
cumple los requisitos.

Si 8 > ag, hacemos v = 0. Tomemos un ordinal § < « con Forma Normal
who . mg 4 - WP mp. Usando el lema 3.3.15 para comparar dos ordinales,
se tiene que By < ag y, como g > B, en la Forma Normal, 3, < ag, por lo que
Bp < B. Asi, por el teorema 4.2.8, § no es un ordinal 8-limite.

El otro caso es que ay < 8 < agp. Sea i < k el maximo indice tal que 8 < «y,
entonces

y=w* ng+---+w-n; € Lg.

Sivy < d < a, entonces § = w* -ng+---+w* -n;+7, donde, por el lema 3.3.15,
el primer exponente de la Forma Normal de 7 es menor o igual que «;41. Pero
;11 < (3, por tanto, § no es un ordinal G-limite. m

Usando este tltimo teorema, podemos dar la siguente definicion.

Definicién 4.2.10. Sean « y § ordinales. Denotaremos con Lg(«) al maximo
ordinal 8-limite menor o igual que «.

Sea A un ordinal limite y o un ordinal. A partir de las definiciones se observa
que Ly (a) € Lg paratodo 8 < Ay que Ly(a) < Lg(a) también para todo 5 < A,
pues Lg(a) es el maximo S-limite menor o igual que a.

Supongamos ahora que para cada 8 < A, Ly(«) < Lg(a). Entonces

Ly(a)<...<Lgla) <...< Li(a) < o

Pero esto no es posible, porque {Lg(cr) : § < A} seria un conjunto infinito de
ordinales sin minimo. Por tanto, hay 5 < A tal que Ly(a) = Lg(a) y si B es el
maximo tal se tiene que

Ly(a)=---=Lgla) < ... < Li(a) < 0.
Lema 4.2.11. Sean o y 3 ordinales.
1. Sea v € Lg. Entonces, Lg(a) =y siy sdlo siy < a <vy+w’.

2. Sean aq y aq tales que aq < . Entonces, Lg(a1) = Lg(ae) si y sélo si
g —ap < wh.

Demostracion.
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1. Si Lg(a) =, entonces v < oy v + w” es un B-limite. Como Lg(a) es el
méaximo 3-limite menor o igual que a, o < v + w?.

Supongamos que v < a < v + w”. Tomemos un ordinal 6 tal que v < § y
§ € Lg. Como § >+, hay 7 > 0 tal que § = + 7. Como § € Lg, 7 > wP.
Entonces o < v+ w” <4+ 7 = 4. Por tanto, Lg(a) = .

Ls(a) o  Lgla)+ o

Figura 4.6: Entre dos 3-limites hay por lo menos w”.

2. Sean aj y as tales que a; < ap. Supongamos que Lg(aq) = Lg(az). Sea
v tal que ag = aq + 7. Si v > wP, por el inciso anterior se tiene que

ag < Lg(a) +wP = La(aq) +w? <o+’ <o +v=as,

pero esto es imposible. Entonces v = ag — a7 < w”.

Si g —a; < WP y v es el ordinal tal que ay = ay + 7, entonces v < wP.
Llamemos Lg(a1) = v1 y Lg(aa) = 72. Por la definicion, v < a1 < as y,
como y; es el maximo [-limite menor o igual que a; y 2 es un G-limite,
tenemos que 72 < 7v1 6 a1 < 72 < . Pero como 1 < ag, v2 £ 71, pues
de lo contrario - no seria el maximo (-limite menor o igual que aws. Asi,
los dos casos posibles son 71 = 75 6 a1 < 72 < ag. Se muestra en la figura
4.7 el caso en que a; < v < as.

Lg(n) Lg(az) s o4 w?

Figura 4.7: a1 < 2 < ao.

De la segunda desigualdad se sigue que 72 — a1 < as — a1 < w?. Esto
quiere decir que ¥, tiene una cola menor que w”, contradiciento que es un
(B-limite. Por tanto, 71 = 7.

Hasta ahora s6lo hemos hablado de ordinales, pero en general para cualquier
buen orden (W, R) podemos hacer definiciones equivalentes, ya que (W, R) es
isomorfo a un tnico ordinal.
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Definicién 4.2.12. Sean (W, R) un buen orden, « el ordinal tal que (W, R) ~
O,y f: W — O, el isomorfismo.

Si  es un ordinal, decimos que z es un punto (-limite de W si y so6lo si
f(z) € Lg. Denotamos con Lg(W) al conjunto de los puntos S-limites de W,

Lg(W) ={zeW: f(z) € Lg}

Definimos también que, para todo x € W, Lg(z) = w si y solo si f(w) =
Ls(), donde f(z) = .

Si consideramos los [-limites del orden O, éstos son los mismos que los
elementos de Lg que sean menores que «, es decir, Lg(Oq) = Lg N Oq.

Con estas definiciones podemos hacer una traduccién a buenos érdenes de
los resultados que probamos anterioremente. Sea x € W y (3 un ordinal.

1. Si x es un punto (-limite de W, entonces = es un punto -limite de W
para todo v < 3. Por esto se cumple que si A es un ordinal limite, entonces

La(W) = () Ls(W).
B<A

2. Como el ordinal Lg(7y) existe y sabemos que es unico, entonces esta bien
definido Lg(z) con € W. De hecho, las definiciones son anéalogas. Se
puede ver que Lg(x) es el maximo punto S-limite menor o igual que z.

Sea w un punto §-limite de W tal que w < z. Mostraremos que w < Lg(z).
Hay 7,6 < o tales que 0 € Lg, f(w) =d y f(z) = ~. De que f preserva
orden se sigue que § < vy d < Lg(y). Con esto concluimos que w < Lg(z).

3. Como cada elemento de W corresponde a un unico ordinal menor que «,
se puede reescribir el lema 4.2.11. Se obtiene algo muy parecido, porque
se comparan los puntos (-limite de W con base en los ordinales (-limite
que les corresponden.

a) Sea w € Lg(W). Entonces, Lg(z) = w si y solo si f(w) < f(z) <
f(w) +w?.

b) Sean wy,ws € W tales que wy <p wa. Entonces, Lg(wi) = La(wz)
siy solo si f(ws) — flwy) < wP.
Limites y condensaciones

Ahora vamos a darle utilidad a los S-limites en el estudio de las condensa-
ciones iteradas.

Teorema 4.2.13. Sea o un ordinal. Hacemos la condensacion ¢® sobre el con-
junto O,. Entonces, para todo ordinal 8 se cumple lo siguiente:

1. P(y) = P(Ls(v)) para todo v € Oy;
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2. siv,0 € Lg(O,) son tales que v # &, entonces c?(y) # c?(8); y
3. siv,8 € O, son tales que v < 3, () = P (9) siy sélo si § — v < wP.

Demostracion. La demostracion es por induccién sobre los tres puntos
simultaneamente.
Veamos el caso en que 3 = 0.

1. Para todo v € O, Lo(7y) = 7. Entonces ¢¥(y) = ®(Lo(7)).

2. Siv,0 € Lo(Oa) y v # 6, P(7) = {7} # {6} = L(9).

3. Sivy,d € O, se tiene la siguiente cadena de implicaciones: —y < w® = 1 si
y s6losi §—v =0, siysolosid =r,siysélosic(y) ={v} = {5} = ().

Supongamos que se cumple el teorema para un ordinal 3.
Primero probaremos usando est hipotesis que la funcion

I CB[Oa] - Lﬁ(0a>7

dada por f(c’(z)) = Lg(z), es un isomorfismo.

Sea z,y € O, tales que ¢’(z) = ¢(y), por el inciso 1 de la hipétesis induc-
tiva, esto implica que ¢?(Lg(x)) = ¢?(Ls(y)) y, por el inciso 2 de la hipotesis
inductiva, esto implica que Lg(x) = Lg(y). Ademaés, por el inciso 1 de la hipo-
tesis inductiva, f es sobre, pues si x € Lg(On) = Lg N Oy, entonces Lg(x) =z
v 1 (@) = Ly(x) = .

Por el inciso 3 de la hipotesis y por el lema 4.2.11, f es una funcién inyectiva,
pues si 7,y € O, son tales que Lg(x) = Lg(y) y < y, entonces y — z < w” y,
por la hipétesis, ¢ (z) = 4 (y).

Veamos que por el inciso 2 de la hipétesis, f preserva el orden. Sean z,y € O,
tales que c’(z) < ¢?(y). Si suponemos que Lg(y) < Lg(z), entonces Lg(y) <
y < Lg(x) < z, contradiciendo que = < y. Y si suponemos que Lg(z) = Lg(y),
por el lema 4.2.11, y — 2 < w? y, por el inciso 3 de la hipétesis, ¢®(x) = c?(y),
contradiciendo que c’(z) < ¢?(y). Por tanto, f(c’(z)) = Lg(x) < Lg(y) =
().

Ya tenemos que ¢?[0,] ~ Ls(O,).

Ahora afirmamos que para cualquier x € O:

I (x) = {y € On : Ly (x) = L1 (y)}-

Sea y € O, tal que z < y. Observemos que por el isomorfismo derivado de la
hipotesis inductiva, [¢?(z),c?(y)] es finito si y solo si [Lg(z), L(y)] es finito.
Ademss, por el lema 4.2.11, Lgq1(x) = Lgii(y) si y solo si y —z < wfTl
Entonces, para probar la afirmacién que hicimos basta ver que [Lg(z), Lg(y)] es
finito si y solo si y — x < WPt

Supongamos que y — > wPT!. Tenemos las siguientes desigualdades

Lﬁ(.ﬁ) <z < x—&-wﬂﬂ < Lﬁ(y) <uy,
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porque x + w?t! es f-limite. Pero entonces tendriamos que
Lo(z) <z +w’ -m < La(y)

para todo m < w. Como = + w® - m € Lg para todo m < w, [Lg(x), Ls(y)] es
infinito.
Supongamos que [Lg(x), Lg(y)] es infinito. De aqui se tiene la desigualdad

Lp(r) <z < Lg(y) <y

y, por el hecho de que no hay S-limites entre Lg(z) y z, hay una infinidad de
B-limites entre z y Lg(y). Los primeros §-limites mayores que x son de la forma
x + w? - m, con m < w. Entonces, x < x + w” - m < Lg(y) para cada m < w,
pues son una cantidad numerable y son (-limites estrictos. De aqui se siguen
las siguientes desigualdades:

y > sup{z +w’ -m:m < w}

=z +sup{w’ -m:m < w}
=z + Wt

Por tanto, y —x > WPt El caso en que y < x se desmuestra andlogamente y
el caso en que & = y es trivial. Con esto podemos afirmar que ¢®1(z) = ¢+ (y)
siy solo si Lgt1(x) = Lg41(y).

1. Como Lgii(x) es el maximo 3 + 1-limite menor o igual que Lgiq1(x),
entonces Pt (x) = AT (Lgyq ().

2. Siz,y € Lg41(On) v © # y, entonces Lgi1(z) =z # y = Lg+1(y). Por lo
tanto, ¢t (y) # A1 (x).

3. Sean z,y € O,, tales que = < y. Se tiene que ¢*+1(x) = #F1(y) si y sélo
si Lgy1(z) = Lp11(y); y esto sucede si y solo si y — x < wftL,

Sea A un ordinal limite. Supongamos que se cumplen los incisos 1, 2 y 3 para
todo B < A. Como en el caso anterior, basta probar que para todo = € «

Ma)={y € Oy : La(z) = Lr(y)}-

Sea y € c*(z) tal que z < y. Hay 3 < A tal que y € ¢?(x). Tenemos por el
inciso 1 de la hipétesis inductiva, que ¢®(Lg(y)) = P(y) = P (z) = ?(Lg(z))
y, por el inciso 2, Lg(x) = Lg(y). Ademas se tiene la siguiente desigualdad

La(z) < Lg(z) <o < La(y) < Lg(y) <y

de la cual deducimos que & = Ly (y). Entonces, x es un A-limite y, por tanto,
Ly(z) = Lx(y). El caso en que y < = es analogo.

Sea y tal que Ly(x) = Lx(y). Anteriormente observamos que hay ordinales
B,y < Atales que Ly(x) = Lg(x) y La(y) = L,(y) y paratodoacon f < o < A,
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Ly(z) = L,(z) (v anélogamente para y y «). Sin pérdida de la generalidad
supongamos que § <+, entonces L,(x) = Ly(z) y de aqui que L, (z) = L (y).
Por la hipétesis de induccion, esto implica que y € ¢¥(x) y, por tanto, y € c¢*(z).

Por lo tanto, c*z) = {y € O, : Lx(x) = Lx(y)}. Anilogamente al caso
sucesor, de este hecho se desprenden los incisos para A. m

Probamos este tltimo teorema para cualquier ordinal a y esto quiere decir
que se puede aplicar a cualquier buen orden.

Teorema 4.2.14. Sea A un buen orden tal que A ~¢ Oy con a un ordinal y f
un isomorfismo. Entonces para todo ordinal 3:

1. P(z) = P(Ls(x)) para todo x € A;
2. six,y € Lg(A) son tales que x # y, entonces c(z) # P (y);

3. six,y € A son tales que v <4y, ?(x) = P(y) siy sdlo si fly) — f(x) <
B
wP.

Una consecuencia muy importante de este teorema es que basta condensar
los puntos B-limite de A, es decir, ¢’[A] ~ Lg(A). Esto se representa en la figura
4.8. Como consecuencia tenemos que c’+1[A] ~ ¢[Ls(A)] para todo ordinal 3.

0 Wf WP 2 WAt w4 WP
A e >
\ /N . N ’
\ / \ v N 2
N N7 N /
P [A] v ¥ 1
cﬁ(()) Cﬂ(wﬁ) e (wﬂﬂ)

Figura 4.8: La condensacion ¢ sobre un buen orden A.

Ejemplos
Daremos algunos ejemplos de condensaciones de buenos érdenes. Sea A un

buen orden.

1. Seam < w. Si A ~ w™, veamos como es el conjunto L, (A) ~ L,(Oym)
de los puntos n-limites de A, cuando n < m. El conjunto L, (O,m) se
describe de la siguiente forma. Dado un ordinal « con forma normal de
cantor w* - ng + -+ w1 g1 + W% - ny

a € L,(O,m) siy solosin < ap < ay < m; por otro lado

a € Oym-n siy solosi ayg <m—n.
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Construimos la funcion f : L, (Oym) — Oym-n, definida por
f(a) — Po ‘ng+ - 4 WPt np_1 + WP Tk,

donde (3; = «a; — n para todo i < k. Esta funciéon es un isomorfismo,
entonces

L’I‘L(OUJ'”) Ef wmin,

m—n

¥y, por tanto, ¢"[A] ~ w

Ly(w™)
0 oWt 2 ot ntlig w™
WM A ARSI .
\ /N 7 \ ,
\ / \ / \\ 7
" [wm] \y/ \\‘, \{,
" [Ln(w™)]

Figura 4.9: La condensacion ¢ de un buen orden isomorfo a w™.

. Un caso particular del inciso anterior es cuando n = m. El primer m-limite

no nulo es w™, éste es un m-limite estricto. Pero recordemos que 0 € L,,,
se tiene entonces que L,,(w™) = {0}. Si ag es el minimo punto m-limite
de A, L,,(A) ={ap} y ™[A4] ~ 1.

. Sea A ~ w¥ y sea un ordinal o con forma normal de cantor w®® -ng+---+

WY1 .My 4w - . Se cumple que
a € L,(Oye) siysolosin < ap < ap <w; por otro lado

a € Oy siy solo si ag < w.

Al igual que en el primer ejemplo damos un isomorfismo f entre L, (O« )
y Oyw. Se define

fla) = wPo . no+---+ whr-1 . ne_1 + WPk . g,

donde ; = a; — n para todo ¢ < k. Se cumple que es un isomorfismo
porque si (3; < w, entonces 3; + n < w.

Por tanto, se tiene lo siguiente
Ly (Opw) =~ w®.

Obtenemos que ¢"[A] ~ w* para todo n < w.
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Aunque tengamos que c[w®] ~ w¥, esto no quiere decir que c[w*”] = w¥,
como si la condensacién ¢ no tuviera ningun efecto sobre w“. La condensacion
de w* produce un nuevo orden con el mismo tipo de orden, pero cada intervalo
se compone de varios elementos, como si los aplastaramos en uno mismo.

Para condensaciones iteradas finitas no hay efecto en tipos de orden de po-
tencias no finitas de w, pero no es asi en cualquier condensacion. Hagamos ahora
condensaciones posteriores a w.

4. Sea A ~ w¥ y a € Oy, entonces hay n < w tal que a < w™ y, por el
teorema 4.2.14, ¢ (a) = ¢™(0). Viendo esto, cualquier o < w* se condensa
a 0 en una cantidad finita de pasos, es decir w* = |, ¢"(0) = ¢*(0).
Esto significa que la condensacion ¢“ si tiene efecto sobre w*, pues ¢“[A] ~
1.

5. Sea A ~ w* + w*. Entonces

Lw(©w“’+w“’) = {vaw} y
“[A] ~ 2.

6. Sea A ~ w“ - w. Sabemos que
@ € Ly(Oyw.) siysolosiw < ap < ap <w+ 1; es decir,
Ly(Ope.) ={w” - n:n<w}.
Entonces, ¢*[A] ~ w. Este es un caso particular del siguiente.

7. Sea 7 un ordinal con forma normal de cantor w™ - mg + -+ W - My ¥
A ~ w¥ - 7. De nuevo,

a € L,(O,w.7)siysolosiw<arp <oy <w+ 7,; es decir,
L,(Opo.r)={w”-8:8<7}.
Entonces, ¢“[A] ~ 7.

8. Sea A ~ w®. Si « es cualquier ordinal, w® es el minimo ordinal a-limite
estricto. Por esto, Lo (Oye) ~ 1. Asi obtenemos que ¢*[A] ~ 1 para todo
ordinal a y ¢?[A] % 1 para todo 3 < a.
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Capitulo 5

Rango de un orden lineal

Veremos en este capitulo que siempre se alcanza un ordinal (§ para el cual
yva no hay cambio en el tipo de orden de las condensaciones, a partir de este
ordinal se estaciona el tipo de orden. Es decir, las condensaciones a partir de
algin ordinal son todas isomorfas. Vamos a acotar este ordinal para el cual ya
no hay cambio posterior en la condensacion.

5.1. Rango

Sean A un orden lineal y o un ordinal.

Veamos qué pasa si A es denso infinito. Como A es denso, los tinicos interva-
los finitos contenidos en A son de la forma {z}, con « € A. Entonces, ¢(z) = {z}
para todo x € A. Esto implica que si A es denso, ¢[A] ~ A. De hecho, si ¢*[A4]
es denso infinito, los tnicos intervalos finitos de ¢*[4] son de la forma {c5(z)},
con x € A. Resulta de este hecho, que si ¢®[A] es denso, ¢ (z) = c**!(x) para
todo x € A.

Mas atin, observamos que si A es cualquier orden lineal y ¢®(z) = ™1 (x)
para todo x € A, entonces las condensaciones posteriores a « no se modifican.

Lema 5.1.1. Sea o un ordinal. Si ¢®(z) = c®*1(z) para todo x € A, entonces
A (x) = e*(z), para todo v € A y todo B > «.

Demostraciéon. Supongamos que ¢+ (x) = ¢*(z) para todo x € A. Pro-
bemos el lema por induccién sobre los ordinales 8 > «.

Si ¢?(z) = ¢*(z) para todo = € A, con 3 > a, tenemos que c’[A] = c*[A].

87



88 CAPITULO 5. RANGO DE UN ORDEN LINEAL

Por tanto,

AT z) ={y € A:[P(x),P(y)] es finito}
={ye A:[c%(x),c"(y)] es finito}
= c*l(x)

= c“(x).
Si ¢?(z) = ¢*(z) para todo x € Ay 8 < A, con A un ordinal limite, entonces

Ma)=J P2) = | (@) = (@),

B<A B<A
pues para todo v < 3 se tiene que ¢?(z) C c’(z). m

Como consecuencia del lema anterior, tenemos que si ¢®[A] es denso infinito,
entonces c’(z) = ¢*(x), para todo z € Ay todo 3 > a. Asi, si A es denso
infinito, entonces ¢®[A] ~ A para cualquier ordinal a.

Ahora, si c®[A] ~ 1, es claro que ¢®(x) = c¢*(z), para todo * € A y todo
B> a, porque A = c*(x) C F(x) C A.

Concluimos que en cualquier de estos casos (¢®[A] es denso infinito o ¢*[A] ~
1), los tipos de orden de las condensaciones siguientes ya son todos iguales.

Cuando ¢®[4] no es denso, entonces hay al menos dos z,y € A, tales que
c*(z) # c*(y), para los cuales no hay z € A tal que ¢*(x) < ¢*(z) < ¢*(y). En-
tonces, para z y y, c®*T1(z) = ¢**1(y) porque no hay elementos de la condensa-
cién c¢*[A] entre ellos. Se ve que en este caso, si hay cambio en una condensacién
posterior a ¢ si ¢®[A] no es denso.

Lo que queriamos mostrar es que tiene sentido seguir condensando el orden
lineal ¢*[A] (o que haya cambio en el tipo de la siguiente condensacion del orden
lineal) si y solo si ¢*[A] no es denso.

El siguiente teorema prueba que la iteracién de las condensaciones de un
orden lineal se estaciona después de un cierto ordinal.

Teorema 5.1.2. Sea A un orden lineal. Hay un ordinal o tal que ¢ (z) = c*(z)
para todo B > a y para todo x© € A.

Demostraciéon. Veamos que
A ={acO: " (z) # c*(x) para algin = € A}

se comporta como un segmento inicial de la clase de los ordinales. Sea 3 € A’
y v <pB Siy¢ A (suponiendo que no es un segmento incial), entonces para
todo z € A se tendria que ¢ T!(z) = ¢”(z). Pero 3 > v, entonces, por el lema
5.1.1, A(z) = ¥(x) = A1 (x) para todo x € A. Contradiciendo que 8 € A’.
Por tanto, v € A’ y A’ se comporta como un segmento inicial de O. Por esto,
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hay un ordinal' ag tal que A’ = O,,, el ordinal aq es el buscado. Se cumple
que si 3 > ag, entonces ¢’ (z) = ¢ (x) para todo z € A. =

Definicién 5.1.3. Sea A un orden lineal. Al minimo ordinal « tal que ¢®(x) =
cP(z) para todo € A y todo 8 > « le llamamos el F-rango de A, o el rango
finito de A. Lo denotamos a = rp(A).

Ya probamos, con el teorema 5.1.2, la existencia de un ordinal que cumple
que no hay cambio en las condensaciones posteriores y se ve que el ordinal cons-
truido en la prueba es el minimo que cumple con el requisito. Es decir, el mismo
«g de la prueba del teorema 5.1.2 es el F-rango de A.

Por lo expuesto antes del teorema 5.1.2, concluimos que si « = rp(A), en-
tonces c*[A] tiene tipo de orden denso. También sucede que si A es denso o
A =0, entonces rp(A) = 0.

Obsérvese que si en A hay al menos dos elementos y rp(A4) > 0, enton-
ces para cualquier v < rp(A), ¢”[A] no es denso, pues hay x,y € A tales que

¢(z) # ¢ (y) pero L (z) = A+ (y).

Lema 5.1.4. Sea A un orden lineal. Entonces:
1. A es disperso si y solo si c®[A] ~ 1, con a =rp(A); y
2. rp(w®) = a para todo ordinal o.
Demostracion.

1. Sea o = rp(A). Si A es disperso, no puede ser que ¢*[A] tenga tipo de
orden denso infinito, porque entonces cualquier conjunto de representantes
de cada elemento de la condensacion seria un suborden denso infinito de
A. Por tanto, ¢®[A] ~ 1.

Supongamos que hay un suborden denso infinito B de A. Observemos que
para cualquier ordinal 8 y para cualesquiera z,y € B, tales que = # y,
se tiene que c?(z) # c’(y). Esto se prueba por inducciéon sobre 3. Si
B =0y z,y € B tales que  # y, entonces (z) = {z} # {y} =
(y). Sean x,y € B tales que x # y y supongamos que ¢”(z) # ¢®(w) si
z,w € By z# w. Ya tenemos que c®(z) # ¢®(y) y que [z,4] N B no es
finito, entonces, por la hipétesis de induccion, [c?(x),c?(y)] no es finito.
Entonces, ¢?*1(x) # ¢#*1(y). Sea A un ordinal limite y supongamos que
P (x) # P(y) para todo B < \ y cualesquiera x,y € B tales que = # y.
Entonces, c*(z) N c¢*(y) = 0, pues si hubiera z € ¢(x) N ¢*(y), habria

1Se puede afirmar este hecho porque A’ C O. En la teoria de conjuntos se sabe que la
clase de los ordinales no es un conjunto, entonces si A’ = O, podemos encontrar un elemento
de A para cada ordinal, contradiciendo que A es un conjunto. De hecho, la contradiccién
se encuentra por el axioma de Reemplazo (véase el Apéndice A), pues podemos definir por
recursion para ordinales una funcional que a cada ordinal le asocie un elemento de A distinto
de los anteriores.
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7,8 < Atales que v < B < Ay 2z € Px)Nnci(y) C P(x)nPy),
contradiciendo que ¢’(z) N c?(y) = 0.

Habiendo probado que hay z,y € A tales que ¢’(z) # c’(y) para todo
ordinal 8, en particular se tiene que c¢*[A] # 1.

2. Sea « un ordinal. Como w® es disperso y es un buen orden,
Ly(w®) = Pr] = 1,

donde 8 = rp(w®).

Sabemos que L, (Oya) = {0}. Entonces, 8 < «. Pero no puede suceder
que 3 < o, pues si fuera asi tendriamos que w® < w?t! < W y entonces
wP € Lz(O,a), contradiciendo que Lg(w®) =~ 1. Por lo tanto, 8 = a.

Como corolario del lema 4.2.4 observemos que si A, B son ordenes lineales
tales que A ~ B, entonces rp(A) = rp(B).

Comparando rangos

Para comparar los rangos finitos de 6rdenes distintos, primero veremos qué
sucede con los intervalos de un orden A, ya que cuando hagamos las condensacio-
nes de A, podremos decir si estos intervalos estan contenidos en algin elemento
de la condensacion.

Retomamos la notacion que usamos en la definicion original de condensacion
o-ésima y denotamos ¢4 como la condensaciéon c® sobre el orden lineal A. Se
entiende por ¢ [B] a la imagen de B C A bajo el homomorfismo que corresponde
a la condensacion a-ésima de A, c®.

Sea A un orden lineal e I un intervalo de A. Un ejemplo sencillo es en el que
A ~ wyelintervaloes I ~ nconn < w. En este caso, ¢¢[I] = {I}y c5[I] = {A}.
Resultan distintas la condensacion del intervalo I de A y la condensacion de A
restringida a I.

Veamos que en cualquier caso en la condensacion de I hay a lo mas dos
elementos que estén contenidos propiamente en intervalos de la condensacion de

A.

Lema 5.1.5. Para cualquier ordinal o, hay a lo mds dos elementos distintos
de la condensacion c%[A] que intersectan a I y a A\ I.

Demostracion. Sean z,y € A tales que x < y, ¢%(z) # ¢%(y) y ¢ (x), % (v)
intersectan ambos a I y a A\ I. Sea z € A.

Supongamos que ¢%(z) < ¢%(z) < ¢4 (y). Hay 2’ € ¢k (z) y y' € % (y) tales
que z’,y" € I, entonces ¢ (2') < ¢%(z) < ¢%(y'). Como I es intervalo y c*
preserva orden, ¢%(z) C I. Por tanto, ¢%(z) N (A\ I) = 0.

Supongamos que c%(z) < ¢%(x). Hay a € ¢%(x) tal que a ¢ I. Entonces,
() < ¢(a) y asi w ¢ I para todo w € ¢5%(z), pues w < a. Por tanto,

- —
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¢%(z) NI = . Supongamos que ¢ (y) < c%(z). Hay b € ¢%(y) tal que b ¢ I.
Entonces, ¢%(b) < ¢%(z) y asi w ¢ I para todo w € ¢%(z), pues b < w. Por
tanto, ¢ (z) NI = 0.

Por la tricotomia de c¢4[A] y lo que acabamos de mostrar, para cualquier
c5(z), st G(z)NT # By c5(z) N(A\I) # 0, entonces ¢%(z) = c%(z) o
(2) = (y). m

Si z € I, entonces ¢%(z) C I o no; es decir ¢¢(x) = ¢4 (z) o cf(z) C ¢4 ()
para todo x € I. En la figura 5.1 se muestra el intervalo I remarcado y las
separaciones indican la particion del orden A de la condensacién correspondiente
acyyacs.

1
A
cy ] —+—+—+—+—
ct ] _—

Figura 5.1: Condensacion de un intervalo I de A.

Lema 5.1.6. Sea A un orden lineal e I un intervalo de A. Para cualquier
ordinal o, c§(z) = c%(x) NI para todo x € I.

Demostracion. Lo probaremos por inducciéon para ordinales. Si a = 0 y
zel, Gz)={z}=(x)N I

Supongamos que ¢§(z) = ¢%(z) NI para todo z € I. Observemos primero
que para todo z € I, se tiene que c$(z) C ¢%(2).

Sean x,y € I. Supongamos que c¢%(z) # ¢%(y). Probemos que para todo
z € I se cumple que

cf(z) < cf(z) < cf(y) siy solosi ¢ () < c4(z) < G (y).

Sea z € I. Si ¢} () = ¢§(2), tenemos que c¢(z) C ¢%(z) N c5%(z). Entonces,
c%(x) = c%(2), pues c%(z) N c%(z) # 0. De la misma manera se prueba que si
% (y) = c§(z), entonces ¢ (y) = c%(z). Por el contrario, si ¢%(z) = ¢%(#), por
la hipétesis inductiva, se tiene que ¢ () = ¢S (x) NI = ¢%(2) N I = ¢¢(2). De
la misma manera se prueba que si ¢ (y) = ¢5 (), entonces c¢(y) = ¢ (z).

Asi que como ¢ y ¢§ son homomorfismos, se cumple que ¢¢(z) < cf(z) €
% (y) siy solosi ¢ (z) < ¢ (z) < 5 (y)-

Entonces, para cualesquiera z,y € I, [c%(z),cF(y)] es finito si y solo si
(¢4 (), c5% (y)] es finito. Es decir, y € ¢¢(2) si y solo si y € ¢(z) N 1. Bs-
to prueba que ¢ (x) NI = ¢;**(x) para todo z € 1.
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Si A es un ordinal limite y suponemos que c?(x) = cﬁ(m) N1 para todo x € I,

entonces para todo z € I y todo 8 < A, se tiene que

Supongamos ahora que el intervalo I es un elemento de la condensacién a-
ésima, I = ¢4 (b) para algin b € A. Se sigue del lema 5.1.6 que para todo z € I,
c¥(z) = I. Ademas, para todo x € I, ¢%(z) = ¢%(b), entonces c’?(m) = ci(az)
para todo 8 > «, pues ¢ (x) C cﬁ(x).

Con esta observacion estamos diciendo dos cosas: primero, que si condensa-
mos algin I € c%[A] respecto a él mismo, obtenemos que ¢¢(z) = ¢%(z) para
todo = € I; segundo, que si condensamos algin I € c%[A], en cualquiera de
las condensaciones posteriores 3 > «, es lo mismo condensar los elmentos de I
respecto al intervalo que con respecto al orden lineal entero.

Lema 5.1.7. Sea I un intervalo de A.
1. rr(I) <rp(A).
2. 811 =c5(b) para algin b € A, entonces rp(I) < a.
Demostracion.
1. Sea rr(A) = a, entonces ¢ (2) = ¢4 (z) para todo = € A.
S (2) =G ()N T =cq(x) NI = cf(z).
Por tanto rr(I) < a.

2. Si I = c¢5(b) para algtin b € A, ¢¢(x) = I para todo = € I. Se sigue de
aqui que rp(I) < a, porque c§[I] ~ 1.

Acabamos de ver que si se cumple que rg(B) < rp(A) si B es un intervalo de
A. En general no se cumple que el rango de cualquier suborden de A sea menor
que el rango de A. Si A =Q y B =N, tenemos un contraejemplo. Se tiene que
NCQ, rr(N) =1y rr(Q) =0 (por ser denso). El siguiente teorema da una
condicion que debe cumplir A para que rg(B) < rp(A), si B es un suborden de

A.
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Teorema 5.1.8. Si A es disperso y B es un suborden de A, entonces rp(B) <
Tr (A)

Demostracion. Primero probaremos por induccion sobre a que ¢5%(z) N
B C ¢%(z), para todo x € B. En el caso en que a = 0, es inmediato porque
&(2) 1 B = {a} = c(x).

Supongamos que es cierto que ¢%(z) N B C ¢%(z) para todo z € B. Sean
xz,y € B. Primero veamos que para todo z € B

c(x) < cF(2) < % (y) implica que ¢4 (z) < ¢4 (2) < c4(y).

Sea z € B tal que ¢%(z) < ¢%(2) < ¢%(y). Como B es un suborden de A
y ¢% es un homomorfismo, z <4 z <4 y. No puede pasar que ¢ (x) = ¢ (z),
pues si fuera cierto tendriamos que ¢5(x) N B = ¢%(z) N B y, por la hipdtesis
de induccion, ¢ (x) N B C ¢} (x) NcE(z) = 0. De una forma analoga se puede
probar que ¢4 (y) # ¢%(z). Por lo tanto, ¢ (z) < ¢ (z) < ¢4 (y)-

Esto significa que si [¢%(z), ¢%(y)] N ¢%[B] es finito, entonces [c¢%(x), ¢%(y)]
es finito. Es decir, si y € ¢4 (z) N B, entonces y € c% (z).

Para el caso en que A es un ordinal limite supongamos que ci(m) NB C cBB (x)
para todo x € B y todo 8 < \. Se tiene que

A@)NB=(JdA@)nB
B<A

Sea y € B. Para cualquier x € A consideramos el intervalo I, = [z, y]. El
rango de este intervalo es menor o igual que el rango de A, rp(I,) < rp(A), por
el lema anterior. Pero ademas el intervalo es disperso, entonces si o, = rp(I),
c7*(w) = ¢7*(y) = I.. Con esto, obtenemos que [z,y] = c7*(z) C c*(z).
Entonces, para cada z € A hay o < rp(A) tal que y € ¢%(z). En particular, si
z € B, hay a < rp(A) tal que y € c%(x).

En resumen, para cualesquiera x,y € B, hay a < rp(A) tal que ¢%(z) =
)
Sea 3 € {y € O:cl(x) # () para algin & € B}. Sea x € B tal que
cg(m) # cﬁBﬂ(m), entonces hay y € cgﬂ(x) tal que c%(x) # CBB(y). Pero por lo
que acabamos de probar hay a < rp(A) tal que ¢%(z) = ¢} (y) y se tiene que
B < a. Por lo tanto, § < rp(A) para todo 8 < rp(B), pues rp(B) = sup{y €
O : ¢}y(x) # ¢ () para algan z € B}. Por lo tanto, 7#(B) < 77 (A) m

Suma de rangos

Si tomamos la suma de dos ordenes lineales y sus condensaciones finitas,
parece bastante intuitivo que vale la pena condensar esta suma por lo menos
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hasta el méximo de los dos rangos. En el caso en que hay dos elementos (uno
de cada orden) que podamos condensar en algin « menor que el maximo de los
rangos, es decir, que pertenenzcan al mismo elemento de la particion ¢ de la
suma, el rango de la suma es el maximo de los rangos. El otro caso es en el que
no se puede hacer esto, es decir, hay dos elementos que no se condensan hasta un
ordinal mayor que el maximo de los rangos. Entonces la siguiente condensaciéon
después del maximo de los rangos alcanza el rango de la suma total.

En el siguiente lema acotamos el rango finito de una suma de dos 6rdenes
lineales y mas adelante acotamos de manera general el rango de una w-suma de
ordenes lineales.

Lema 5.1.9. Sean A, B,C drdenes lineales tales que A = B+ C y sean § =
rp(B), vy =rp(C) y o = méx{0,v}. Entonces

a<rp(d) <a+l1.

Demostracion. Por el lema 5.1.6, como B y C son intervalos de A, se tiene
que rp(B) < rp(A) y rr(C) < rp(A), entonces a < rp(A).

Sabemos que rr(A) < a4+ 1 si y solo si para cualesquiera x,y € A, si
c®2(z) = *2(y), entonces 5 () = 5 ().

Sean z,y € A tales que chrz(m) = CZJFQ(y) y ¢ < y (sin pérdida de la
generalidad).

El primer caso es en el que x,y € B. Como B es intervalo de A, tenemos que

cE2(z) = 4T (2) N B =5 (y) N B = 5 (y).
Como 3 < a, ¢ (z) = ¢5(y) v de esto se sigue ¢5™ (z) = 5T (y), pues
T € Cjﬂ(y) N B. De la misma manera para el caso en el que z,y € C se llega a
que 4 () = 5 (y).

El tercer caso es en el que x € By y € C. Supongamos que hay z € A
tal que ¢4 (r) < ¢%(2) < ¢%(y). Entonces, también se cumple que ¢4 (x) =
AT2(2) = 4T3 (y). Si 2 € B, se tiene que ¢t (2) = ¢33 (2) () = c3(2),
pues 5 < a. Llegamos a un absurdo, pues esto implica que ¢%(z) = ¢%(z). Si
z € O, llegarfamos a la misma contradiccion. Por lo tanto, no hay elementos de
¢4 [A] entre ¢ (2) v ¢4 (y). Esto implica que ¢ (z) = 5 ().

Concluimos que rp(4) <a+1. =

En el diagrama 5.2 se representan las dos posibilidades para la condensacion
de B+ C, cuando B y C son dispersos. En la primera, hay una parte de B que
se condensa con C'y por eso el rango es «; en la segunda, B y C se condensan
por separado y el rango de la suma resulta ser o + 1.

Los ordinales w* +w y w + w ejemplifican los dos casos posibles del rango de
una suma de érdenes. Entre cualesquiera elementos de w* y w (en ese orden) hay
una cantidad finita de elementos de la suma, entonces cualesquiera dos elementos
se condensa desde la primera condensacion. Por tanto, rp(w* +w) = 1. Pero en
el otro caso, en la primera condensacién tenemos dos intervalos, clw + w] ~ 2.
En la segunda, c[w + w] =~ 1. Por tanto, rp(w + w) = 2.
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Figura 5.2: Casos de la condensacion de la suma de ordenes dispersos, B + C.

Obervemos qué sucede si hacemos sumas finitas de w. Se cumple que rp(w -
n) = 2. Por induccion sobre n (recordando que la suma de érdenes lineales es
asociativa) se prueba que esto funciona méas generalmente para la suma finita
de 6rdenes lineales.

Lema 5.1.10. Supongamos que A= A1 +---+ A,, conn <w yrr(4d;) = q;
para todo i < n. Sea a = méx{a; : i < n}, entonces

a<rp(4) <a+l1.

Demostracion. El caso en que n = 2 lo probamos en el lema 5.1.9.

Supongamos que si pasa paran < wy que A = A; + -+ A, + Apy1-
Sean o = méx{a; :i <n}y a=mix{o; : i <n+ 1} = mix{d/, ant1}. Pode-
mos escribira A = (A1+---+A,)+ A+ v, delcason =2, a <rp(4) < a+l. ®

También para la suma infinita w?, se cumple que 7 (w?) = 2, aunque rp(w?+
2
w?) = 3.

Teorema 5.1.11. Supongamos que A =) . A;, con rp(A;) = a; para todo
i< w.

1. Si{a; 11 < w} tiene mdzimo, digamos o, entonces o; < rp(A) < o +1.
2. Si{a; 11 < w} no tiene mdzimo, entonces rp(A) = sup{q; : i < w}.

Demostracion. Como A; es intervalo de A para toda i < w, entonces
a; < rp(A). Por lo tanto, sup{e; : i < w} < rp(4).

Sea 8 = sup{a; +1:i < w}. Veamos que rp(A) < 5. Si § < rp(A), entonces
habria z,y € A tales que ci(x) # ci(y) y ciﬂ(x) = cﬁ“(y). Esto implica que
B < rr([z,y]). Tomemos n,m < w tales que z € A,, y y € A,,. Sin pérdida de la
generalidad supongamos que n < m. Entonces, por el lema 5.1.7 y por el lema
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anterior, se tiene que

re([z,y]) <rp(An + Anp1+ -+ An)
< méx{an, api1, .-, am}+1
<sup{a; +1:i<w} =0,

y llegamos asi a una contradiccion. Concluimos que rp(A) < 3.

Para el caso en el que a; es el maximo de {a; : 4 < w}, se tiene que sup{; :
i <w}=a;yp=a;+1 Portanto, a; <rp(4) <a; + 1.

Para el caso en el que {e; : i < w} no tiene maximo veamos que sup{a; : i <
w} = B. Es claro que § es cota superior de {«; : i < w}, entonces sup{a; : i <
w} < B. Por otro lado, llamemos «y al supremo de {a; : i < w} y veamos que 7y
es cota superior de {a; +1:4 < w}. Sea a; + 1, con j < w. Como {a; : i < w}
no tiene maximo, hay n < w tal que o; < a, y entonces, a; +1 < . Pero
oy < 7, entonces a; +1 < 7. Por lo tanto, sup{e; +1: i < w} < 7 y obtenemos
que sup{q; : i < w} = 3. De aqui se conlcuye que rp(A) = sup{a; : i < w}. ®

Corolario 5.1.12. Si A=3,_  A;, conrp(A;) < a para todo i < w, entonces
rr(A) < a.

Si A es una w*-suma de érdenes o una (-suma de 6rdenes también se cumple
el teorema 5.1.11. Es decir, si hay A = > ,.;A;, con J ~ w o J ~ w* o
J ~ (, entonces a < rp(A) < a+ 1, donde «o; = rp(A;) para todo i € J y
a = méx{a; : ¢ € J}. La misma prueba del teorema 5.1.11 se puede modificiar
para probar esta afirmacion, pues la demostraciéon sélo depende de que todo
intervalo acotado de J es finito.

Teorema 5.1.13. Sean A = > {A; : i € J}, rr(A;) = a4 para todo i € J.
Supongamos que J ~w o J ~w* o J ~ (.

1. Si{a; i€ J} tiene mdzimo, digamos «;, entonces a; < rp(A) < aj+ 1.
2. Si{w; i€ J} no tiene mdzimo, entonces rp(A) =sup{w; :i € J}.

Demostracion. Sean z,y € Ay n,m € J tales que x € A, yy € An,.
Podemos aplicar el lema 5.1.10 pues, [n,m] es finito, entonces se tiene que

re(fe,y]) <rr(Y_{Aizi€ [nm]})
<méx{a; :i € [n,m]} +1
<sup{a; +1:i€ J}.

El resto de la prueba se puede calcar de la prueba del teorema 5.1.11. m

El siguiente corolario es el resultado analogo para (-sumas.

Corolario 5.1.14. Si A=) {A;:j€ J}, donde J ~w, J~w" 0o J~(y
rr(A4;) < a para todo j € J, entonces rp(A) < a.
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Podemos mostrar casos de S-sumas, con 3 > w en las que no se cumple que
el rango finito es menor o igual que el méximo de los rangos de las partes de la
suma,; por ejemplo, w- (w+1). Esta es una w+ 1-suma de 6rdenes isomorfos a w.
Sabemos que 7r(w) =1 < 2, pero rp(w- (w+1)) £ 1, pues w? +w =w- (w+1)
y, por el lema 5.1.9, rp(w? + w) = 3.

5.2. Caracterizacion de 6rdenes dispersos

Le hemos puesto mucha atencién a los buenos 6rdenes en capitulos anteriores.
En este momento ya podemos dar un resultado importante sobre los érdenes
dispersos.

En el capitulo 3, definimos las potencias de los ordinales. Ahora vamos a
definir potencias de un orden lineal cualquiera. Y finalmente vamos a dar un
resultado respecto de las potencias de 6rdenes con tipo de orden ¢ y su rango.
Nos interesan estas potencias en particular como un ejemplo del rango finito de
los 6rdenes dispersos.

Potencias de 6rdenes

Definicion 5.2.1. Sean A un orden lineal. Se definen por recursion para ordi-
nales los tipos de orden denotados por A”. Sea a € A.

1. A° ~ {a}.

2. Sea (3 un ordinal y supongamos que esta definido el orden lineal A, con
orden <g. Se define el orden

ABTL ~ AP A,

Ya estd definido <g41 como el orden de la suma. En la construccién del
producto A° - A identificamos la copia correspondiente a a con AP. De
esta forma AP C AP,

3. Sea A un ordinal limite. Supongamos que estan definidos los érdenes A
para todo 8 < A, con 6rdenes <g respectivamente. Se define

AN ~ U AP,
B<A

Sean z,y € A*. Definimos el orden <, como sigue

x<>\ysiysélosihayﬁ<)\talquex,yeAﬁyx<ﬁy.

Decimos que A” es la B-ésima potencia de A. Notemos que A° =1y Al es el
tipo de orden de A.
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Para justificar la definiciéon de las potencias de A, observemos que si podemos
construir 6rdenes lineales a los cuales corresponden estos tipos de orden; es decir,
para cada 3 < X hay ordenes AP tales que A% ~ A% y A® es un intervalo de
AP si o < 3. Estos también se construyen por recursion. Sea A un orden lineal
vy a € A

Supongamos que esta definido el orden (A”, <3) para algin ordinal 3. Con-
sideramos para cada z € A los 6rdenes lineales A% = A° x {z},si z # a, y
AB = AP Se define AP*+! como sigue:

AP =N (AT € A

Es en este sentido en el que identificamos la copia correspondiente a a con AP.
Y no solamente se cumple que A? C AP*! sino que AP es un intervalo de A%+1,
asi que también tenemos que A? es un intervalo de AP+1.

Sea A un ordinal limite. Supongamos que estan definidos los 6rdenes (A”, <)
para todo 8 < A. Se define

AN = (| A%, <n).

B<A

Generalizando la observacion de la construccion en el paso sucesor, por in-
duccién se puede mostrar que para cualquier § < Ay cualquier o < 3, se cumple
que A% es un intervalo de A®. Gracias a esto podemos definir el orden <, pues
siz,y € A* hay § < X tal que z,y € A°. Entonces x <, y si y solo si x <g Y.
También se ve que A” es un intervalo de A*, para todo 5 < A.

Fl siguiente lema lo habiamos mencionado como afirmacién en el primer
capitulo, pero hasta ahora nos es necesario para probar que una potencia de un
orden disperso es disperso.

Lema 5.2.2. Sea (I, R) un orden lineal disperso y para cada i € I, sean (X;, R;)
ordenes dispersos. Entonces, Y {X; :i € I} es disperso.

Demostracion. Sea D un suborden denso de > {X; : i € I'}. Consideremos
los conjuntos D; = D N X;. Como X; es un intervalo de la suma, D; es un
intervalo de D, para cualquier ¢ € I, y por tanto, es un conjunto denso.

Si D; fuera infinito, entonces D; seria un suborden denso infinito de Xj,
contradiciendo la hipétesis de que éste es disperso. Entonces, para todo ¢ € I,
D; tiene a lo més un elemento. Sea I’ = {i € I : D; ~ 1}. Se tiene que D ~; I,
donde para cada z € D la funciéon f se define por f(x) =i siy solo si x € D,
y f preserva orden. Como I’ es un suborden de I, f[D] es un suborden denso
de I. Entonces, D ~ f[D] ~ 1. Probamos asi que ningin suborden denso de
> {Xi:i €I} esinfinito. m

Corolario 5.2.3. FEl producto de tipos de orden dispersos es disperso.

Demostracion. Es inmediato de que si dos 6rdenes A y B son tales que
A~ By A es disperso, entonces B es disperso. ®
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Lema 5.2.4. Si A es un orden lineal disperso, entonces AP es disperso para
todo ordinal (3.

Demostracion. Sea A un orden disperso. Veamos por inducciéon sobre 3
que A? es disperso. Claramente AY es disperso, por ser finito. Si suponemos
que AP es disperso, como APt = AP . A, entonces, por el lema 5.2.2, AP*! es
disperso.

Supongamos que A es un ordinal limite y que A” es disperso para todo 3 < .
Sea D un suborden denso de A*. Consideremos para cada 3 < A los conjuntos
Dﬁ =Dn A°.

Sean z,y € Dg y z € D tales que <, z <, y. Como A” es intervalo de
ANy x,y € AP, se tiene que z € A®. Entonces, z € DN AP = Dg, mostrando
asi que Dg es un intervalo de D y que Dg es un suborden denso de A”. Esto
significa que los conjuntos Dg tienen a lo mas un elemento, pues AP es disperso.
Si tomamos z,y € D, entonces hay o, 3 < A tales que x € D, y y € Dg. De
lo anterior, deducimos que si @ = 3, entonces x = y, pues D, ~ 1; si a < (3,
entonces, como D, C Dg, se tiene que z,y € Dg y de nuevo x = ¥y, porque
Dg ~ 1; y si B < a, se justifica de igual manera que en el caso anterior que
2 = y. Mostramos con esto que D ~ 1. Es decir, todo suborden denso de A* es
finito y, por tanto, A* es disperso. m

Potencias de Z

El diagrama 5.3 ilustra la construccion de las potencias de Z. Aqui se puede
ver un poco mas claramente como una potencia estd contenida en la anterior,
donde la copia que corresponde al 0 es el orden anterior, marcando desde el 0
un eje que da el orden de las contenciones.

El tipo de orden ( estéd compuesto por el tipo de orden w* y w, de los cuéles
ya sabemos algunos hechos respecto de su rango finito. Nos gustaria que al igual
que las potencias de omega, las potencias de los enteros cumplan que r((?) = f3.

Necesitaremos algunos lemas que probaremos a continuacién respecto del
comportamiento de las potencias de Z.

Lema 5.2.5. Sea v un ordinal. Si B < vy, entonces para todo x € Z" hay un
intervalo A de 7 tal que v € A y A ~7P.

Demostracion. La hacemos por inducciéon sobre . Si v = 0 no hay nada
que probar.

Supongamos que sucede para y. Sea 8 <+ 1y ZYTt =3 {A; :i € Z} con
A; ~ 7" paratodoi € Z. Seax € Z't! yseai € Ztalquex € A;. Si 8 =17, ya
terminamos, pues A; es intervalo de Z"*! y A; ~ Z7. Si 8 < 7, como A; ~ Z7,
por la hipétesis inductiva hay un intervalo B de A; tal que z € By B ~ Z5.
Pero como A; es intervalo de Z”*!, también B lo es.

Sea A un ordinal limite y supongamos que se cumple para todo v < A. Sea
x € Z y sea v < X tal que x € Z". Por la hipotesis de induccion, para todo
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Figura 5.3: Potencias de Z.

B < 7y se cumple que hay un intervalo A de Z" tal que x € Ay A ~Z" y, como
7" es intervalo de Z*, entonces, también A lo es. Ahora, si v < 3 < ), entonces,
como ZY C ZP y éste ultimo es a su vez intervalo de Z*, ya terminamos, pues
rcZ’. m

Lema 5.2.6. Sea 8 un ordinal. Si A es un intervalo propio de ZP, entonces
AATP.

Demostracion. La prueba se hace por induccién para ordinales. Si § = 0,
entonces cualquier intervalo propio A de Z° es vacio, por tanto, A % 1.

Supongamos que se cumple para (3. Observemos primero que por la hipotesis
inductiva Z? no tiene intervalos isomorfos a Z# -w ni a Z%-w*, pues ambos tienen
un intervalo propio isomorfo a Z°.

Sea A un intervalo propio de Z°*! y supongamos que es isomorfo a Z+1.
Digamos que A = > {A; : i € Z}, donde A; ~ Z” para todo i € Z. Escribamos
a ZP*! como S {B; : i € Z}, donde B; ~ Z” para todo i € Z. Como A es un
intervalo propio, existe 7, el minimo ¢ € Z para el cual AN B; # (), o existe j, el
méximo j € Z para el cual AN B; # 0.

Supongamos que ¢ € Z es el minimo para el cual AN B; # (). Sea x € AN B;.
Sabemos que hay k € Z tal que z € Ay, entonces

Z{An:nEZ,n<k}:Zﬁ~w*

y ademas esta suma es un intervalo propio de B;, contradiciendo la hipotesis
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de induccion, pues B; ~ Z”. Supongamos que j € Z es el méaximo para el cual
ANB; #0. Sea x € AN B;. Sabemos que hay k € Z tal que « € Ay, entonces

Z{An:nEZ,n>k}zZ5-w

y es un intervalo propio de Bj, contradiciendo la hipétesis de induccién, pues
Bj ~ 7.

Sea A un ordinal limite y supongamos que se cumple para todo 8 < A. Sea A
un intervalo propio de Z* tal que A ~ Z*. Sihay 3 < ), tal que A C Z?, entonces
inmediatamente llegamos a una contradiccion, pues A tiene un intervalo propio
isomorfo a Z°.

Sea 3 = sup{y : Z7" C A}. Como A es un intervalo propio, tenemos que
B < A Entonces, 3 +1 < XAy Z°t1 \ A # (. De esta manera A N ZS+! es
un intervalo propio de ZA*+!. Y, por esto mismo, si escribimos a Z%*t! como
S{B; :i € Z}, existe i, el minimo i € Z para el cual AN B; # 0, o existe j, el
méximo j € Z para el cual AN B; # 0.

Sea f : A — Z» un isomorfismo. Si existe 4, el minimo i € Z para el cual
ANB; # 0, entonces, dado k < i, f~[By] es un intervalo propio de B;, isomorfo
a ZP, contradiciendo la hipotesis inductiva. Si existe j, el maximo j € Z para el
cual AN Bj # 0, entonces, dado k > j, f~![By] es un intervalo propio de Bj,
isomorfo a Z”, contradiciendo la hipétesis inductiva. m

Teorema 5.2.7. Sea v un ordinal. Para todo ordinal 3 < = y todo x € Z7 se
cumple que c(z) ~ 7.

Demostracion. Se prueba por induccion sobre 3, con § < 7.

Sif=0yxeZ entonces *(x) = {x} = Z°.

Supongamos que para todo a € Z7 y todo 8 < v, se cumple que ¢’(a) ~ Z°.
Sea x € Z7 y consideremos el conjunto B = {c®(a) : a € ¢’+1(x)}. Se tiene que

A z) = Z{cﬂ(a) :c’(a) e B}~ 7" - B.

Veamos que B ~ 7Z. Para esto, usaremos la caracterizacion 2.2.3 del capitulo
2. Por la construccién de B, para cualesquiera ¢®(y),c?(z) € B, se tiene que
[®(y), c?(2)] es finito. Debemos probar ademés que B no tiene extremos.

Sea ¢?(a) € B. Como a € Z", hay un intervalo A de Z” tal que A ~ ZS*!
y a € A. Escribimos a A como Y {A; : i € Z} con A; ~ ZP para todo i € Z.
Entonces, hay i € Z tal que a € A; y sea y € Ay5(;))- Supongamos que cﬂ(a) =
P (y). Entonces, A () es un intervalo propio de P (a). Esto es un absurdo, pues,
por la hipétesis de induccion, ¢?(a) ~ Z? y, por el lema 5.2.6, esto implica que
Ay # ZP. Por tanto, ¢ (a) < ¢ (y).

Falta mostrar que ¢?(y) € B. Sea ¢?(2) € (c?(a),c?(y)). No puede suceder
que c?(2) C A;, ni que #(z) C Ag(s(i)), porque tendriamos que c”(z) seria un
intervalo propio de A; o de Ay(4(;)), contradiciendo asi el lema 5.2.6. Entonces,
tenemos que c’(z) N Agiy # 0.

Observemos que a lo mas hay un ¢®(w) tal que ¢’(a) < f(w) < ?(z).
Para cualquier ¢?(w) que cumpla que ¢?(a) < ¢?(w) < ¢?(z), se tiene que
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Aw)NA; #0y P(w) N Ay # 0. Entonces, para cualquier otro ¢ (w’) tal
que ’(a) < P (w') < P(z), tendriamos que c?(w') C A; o P(w') C Ayu,
contradiciendo lo anterior. De una manera similar se puede probar que a lo més
hay un ¢(w) tal que ¢?(z) < ¢?(w) < P (y).

De aqui se sigue que [¢?(a),c?(y)] es finito y, por tanto, ¢’(y) € B. Como
para todo ¢”(a) € B hay ¢®(y) € B tal que ¢’(a) < ¢®(y), entonces B no tiene
méximo. De una manera similar se prueba que B no tiene minimo.

Por lo tanto, c®*1(z) ~ 2P - Z = Z°+1.

Sea A < v un ordinal limite y supongamos que para todo § < A y todo
a € 77 se cumple que ¢?(a) ~ ZP.

Sea x € Z7, entonces

AMNz) = U A(x) ~ U 7P =7
B<A B<A

[
Corolario 5.2.8. Para cualquier ordinal v, rp(Z7) = 7.

Demostracioén. Sea v un ordinal. Por el teorema 5.2.7, ¢
todo x € Z7, entonces ¢?[Z"] ~ 1. Por esto, se tiene que rp(Z” 0
por el teorema 5.2.7, si 3 < v, se tiene que para todo = € Z7, ¢?(z) ~ Z
Entonces, § < rp(Z7Y) para todo 8 < . Por lo tanto, rp(Z7) =~. ®

~—
&
=2l
N
2
e}
Q0
=
o

Ya sabiendo cémo calcular el rango de las potencias de Z, daremos el 1l-
timo teorema, con el cual obtenemos una manera de caracterizar a los 6rdenes
dispersos.

Teorema 5.2.9. Sea v un ordinal. Entonces, A X 7" si y sdlo si A es disperso
yre(4) <7.

Demostracion. Supongamos que A < Z7. Como Z" es disperso por el
lema 5.2.4 y todo suborden de un orden disperso es disperso, A es disperso.
Ademaés, como consecuencia del corolario 5.2.8 y del teorema 5.1.8, se tiene que
rp(A) <rp(Z7) =7.

Para demostrar la implicacion inversa sea A un orden disperso y « un ordinal
tales que rp(A) <. Afirmamos que para todo 8 y para todo a € A se cumple
que ¢?(a) < ZP. Probemos esta afirmacion por induccién sobre 3. Si 8 = 0,
entonces c¥(a) = {a} ~ 1 =2°.

Supongamos que c¢®(x) < ZP para todo x € A. Sea a € A y construyamos un
conjunto B que tenga un elemento de cada intervalo ¢®(z) con x € ¢#*1(a) de
forma que en B haya uno solo representante de cada una de estas condensaciones
(-ésimas.

Por la definicién de la 3 + 1-ésima condensacion,

Aa) = Z{cﬁ(x) :x € B}.
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También se ve que B < Z, pues todos los intervalos acotados de B son finitos.
Por la hipétesis inductiva, se tiene que ¢’(z) < Z° x {z}. Por lo tanto,

d{P(@):weBY > {2 x{a}:w e By ) {Z° x {i}:ie 2} ~ 7+

Concluimos que ¢?+1(a) < ZP+1.
Sea A un ordinal limite. Supongamos que para todo § < A y todo =z € A,
c?(z) < ZP. Entonces,

Ma) = U Ala) =< U 7P =7

B<A B<A

Como rp(A) < vy A es disperso, se tiene que ¢’[A] ~ 1 para algtn 8 < 7.
Es decir, hay 3 < v tal que para todo a € A, ¢?(a) = A. Por la afirmacién que
acabamos de probar se tiene que A < Z8 <77, m

La densidad de un orden se puede estudiar calculando su rango finito. Los
ordenes densos alcanzan su rango inmediatamente, en 0, y, para los 6rdenes
que no son densos pero tampoco son dispersos, se calcula el rango para saber
como son sus subordenes densos. Este es un tema muy amplio, asi que en este
estudio nos restringimos a pensar en 6rdenes dispersos. Desde este punto se
podria retomar el estudio de los rangos para estudiar a los érdenes no dispersos
por medio del calculo de su rango (véase [Ros82]), para asi dar una clasificacion
de los 6rdenes respecto a que tan densos son.
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Apéndice A
Conjuntos

A lo largo de la tesis, al hablar de 6rdenes lineales tratamos casi siempre con
conjuntos, y la relacién que define un orden es un conjunto de parejas ordenadas.
Aunque estemos trabajando en el universo de los conjuntos, se puede hablar y
trabajar con colecciones de conjuntos que no son conjuntos en si (son mucho mas
grandes), como el universo mismo o la clase de los ordinales. Llamamos clases
a las colecciones de conjuntos. En general, las clases son colecciones definidas
por los conjuntos que cumplen con una férmula dada ¢. Decimos que una clase
es propia si no es un conjunto y decimos que una clase es impropia si si es un
conjunto. Aunque no podamos tratar a las clases propias de la misma manera
que a los conjuntos, hay ciertas formas de manejarlas que si son similares y que
nos permiten incluir discusiones respecto a las clase propias en nuestro discurso.

Para formalizar a la Teoria de conjuntos se empieza dando los axiomas de
ésta. Con estos axiomas se regula la construcciéon y la manipulacion de conjun-
tos. Algunos nos garantizan la existencia de conjuntos particulares y otros nos
garantizan formas de construir conjuntos, estos ultimos los usamos para mostrar
que las clases que hemos construido son conjuntos. Por ejemplo, suponer que el
universo de los conjuntos o la clase de los ordinales es una clase impropia, nos
llevaria a una contradiccion. A lo largo de la tesis no nos preocupamos por mos-
trar que las clases con las que estamos trabajando si son en verdad conjuntos,
pero si hicimos la distincién entre clase propia y conjunto cuando era necesario.

Los axiomas clasicos de la Teoria de conjuntos son los que corresponen a
la axiomatica de Zermelo-Fraenkel que escribimos tanto en espanol como en el
lenguaje formal de esta teoria.

Axioma de Extensionalidad. Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos
elementos.

VaVylVz(z €z - z € y) —» z =y

105
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Axioma de Vacio. Hay un conjunto sin elementos.
JaVy(y ¢ ).

Axioma del Par. Dados dos conjuntos, hay otro cuyos unicos elementos son
estos dos.
VaVydzVw[w € z — (w =2 Vw =y)].

Axioma de la Unién. Dado un conjunto, hay otro conjunto que tiene como
elementos a los elementos de los elementos del conjunto dado.

VeIyVz[z € y « Jw(w € z A z € w)].

Axioma de Potencia. Dado un conjunto, hay otro conjunto cuyos elementos
son los subconjuntos del conjunto dado.

VeIyVz[z € y < Yw(w € z — w € x)].

Axiomas de Separacion (o Comprensién). Dados un conjunto y una pro-
piedad ¢, hay un conjunto cuyos elementos son todos los elementos del
conjunto dado que cumplen la propiedad.

VeIyVzz € y < (2 € x A ¢(2))];
donde ¢ es una féormula del lenguaje formal de la Teoria de Conjuntos.

Axiomas de Reemplazo. Si una formula ¢(x,u) se comporta como funcion,
entonces la imagen de un conjunto bajo ¢ es un conjunto.
Si
VaVuVo[p(x, u) A ¢p(z,v) — u = 0],

entonces
VyJwVz[z € w « Jx(z € y A ¢(z, 2))].

Axioma de Regularidad.

Velzr #0 — Jy(ly e x Ay N =0)].

Ademas de estos axiomas basicos hay otros que no pertenecen a la teoria de
Zermelo-Fraenkel (ZF). Entre ellos estd el Axioma de Eleccion!. En esta tesis,
sf lo vamos a considerar (y a cualquiera de sus equivalencias) como axioma, ya
que hay varios resultados que utilizamos que dependen de éste.

L Actualmente, por su naturaleza, lleva a la discordia y no se considera dentro de ZF', pero
en los comienzos de la teoria de Zermelo si era parte de esta.
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Axioma de Eleccién. Para todo conjunto de conjuntos no vacios y ajenos dos
a dos, existe un conjunto de eleccion.

Va[(Vy(y € 2 — y # DA
YyWz((yexhzexhNy#z) > Vulu €y — u ¢ z)))
—qWVz(zex - Ju(ueyAhuezAVwluEwAU € 2z — w = z)))]

La teoria en la que trabajamos es llamada ZFE, es ZF mas el Axioma de
Eleccion.

A.1. Ordinales

En la parte principal de la tesis definimos a los ordinales de una manera poco
usual, pero aqui lo hacemos de la manera comin y demostramos la equivalencia
de estas definiciones. Esto lo hacemos demostrando el Teorema de Enumeracion,
el cual afirma que un buen orden es isomorfo a un tnico ordinal y, asi, el tipo
de un buen orden puede ser elegido como el tnico ordinal isomorfo a él.

Ordinales

Definiciéon A.1.1. Un conjunto « es un ordinal siy so6lo si
1. « es un conjunto transitivo (Definiciéon 1.2.3); y
2. (a, €) es un buen orden.

Denotamos con OR a la clase de estos ordinales, OR = {« : a es un ordinal}.
La clase de los ordinales es una clase propia pero con la pertenencia se compor-
ta como un orden lineal con la pertenencia. Entonces, decimos que para oy (8
ordinales, a < ( si y solo si a € S.

Con los siguientes lemas, se prueba por partes que < se comporta como un
orden lineal sobre la clase de los ordinales. Los incisos 1 y 2 del lema A.1.2
muestran que la clase de los ordinales es un orden parcial con < y el lema A.1.4
muestra que < se comporta como una relacion tricotémica.

Lema A.1.2. Sean «, B y v ordinales. Se cumple que
1. a ¢ «;
2. sia€fBypP e, entonces a € y; y
3. st a € 3, entonces B ¢ «.
Demostracion.

1. El hecho de que a € « se contradiria con que la pertenencia es antirrefle-
Xiva en a.
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Se muestra directo del hecho de que v es un conjunto transitivo.

Si suponemos que a € By § € «, usando el segundo inciso de este mismo
lema, llegamos a una contradicciéon con el primer inciso.

Lema A.1.3. Sea a un ordinal. Se cumplen las siguientes afirmaciones.

1.

Si x € «, entonces x es un ordinal.

2. a={B:[ es un ordinal y B < a}.

8. Six Cayx es un conjunto transitivo, entonces x es un ordinal.

Demostracion.

1.

Sea x € o. Como « es un conjunto transitivo, x C «. Como {q, €) es un
buen orden, cualquier subconjunto de « es un buen orden, por lo que (z, €)
es un buen orden. Sean z € z y y € z. Como x € a 'y « es transitivo, z € «
y también y € a. Como € es transitiva en «, entonces y € x, mostrando
asi que z es un conjunto transitivo.

Es inmediato del inciso anterior y de que 8 € a si y solo si 8 < a.

Sea x C a. Como (a, €) es un buen orden, (z,€) es un buen orden. Si
ademaés x es transitivo, cumple la definicion de ordinal.

Lema A.1.4. Sean « y 3 ordinales. Se cumple que

1.

8 C asiysolo si B € a;

2.aCBofCay

3. se tiene que o € B, B € o 0 B = «, pero no al mismo tiempo.

Demostracion.

1. Si 8 C «, entonces « \ 8 # (). Como « es un buen orden, existe el minimo

de o\ B, digamos . Veamos que xg = . Para todo y € xg, y ¢ o\ 5, pues
zo es el minimo; entonces, y € § y, por tanto, xg C . Para todo y € (3,
se tiene que xg € y, y = xg 0 Yy € xg, pues la pertenencia es tricotébmica
en « pero, como xo ¢ (3, los primeros dos casos no pueden ser porque de
cualquiera se sigue que zy € [3; entonces, se tiene que y € ¢ y 5 C xg. Ya
teniendo que 3 = xg, es inmediato que § € a.

Si B € a, para todo v € (3, por la transitividad de la pertenencia, v € a.
Entonces, 8 C «, pues no puede ser que € ay = a.



A.l

2.

ORDINALES 109

Supongamos que o Sy 5 € «a. Se tiene que N 3 es un ordinal, pues
es un subconjuto de un buen orden y, por tanto, un buen orden, y la
interseccion de conjuntos transitivos es transitivo. Sabemos que aNg C G
y aN B C a. Por la hipdtesis, B\ a# 0y a\ 3 # 0 y de esto de se sigue
que aNPB C By anpB C a. Por el inciso anterior de este mismo lema,
anpeang, llegando a un absurdo. Por lo tanto, « C 5 0 5 C a.

. Por el inciso 2, a C B o 8 C a. Supongamos que « # (. Entonces, a C 3

o C avy, por el inciso 1, esto implica que a« € 8 o § € . No pueden
suceder simultaneamente por la transitividad de la pertenencia, pues se
tendria que o € a.

Ya sabiendo que los ordinales estan ordenados linealmente, a grandes rasgos
podemos separar a los ordinales en dos subclases, la de los ordinales que son el
sucesor inmediato de otro ordinal y los que no.

Es importante notar para la siguiente definiciéon que para cualquier ordinal
a, a U {a} es también un ordinal. Ademés, o U {a} es el sucesor inmediato de
a y lo denotamos con o +1 0 a™.

Definiciéon A.1.5. Sea a un ordinal. Decimos que « es un ordinal sucesor si'y
solo si hay un ordinal g tal que a = SU{3}. Decimos que « es un ordinal limite
siy solo si & # () y @ no es un ordinal sucesor.

Lema A.1.6. Sea o un ordinal. Entonces,

1.

a=UlaU{a});y

2. st « es un ordinal limite, o = |J av.

Demostracion.

1.

Claramente o C |J(aw U {a}). Sea = € |J(a U {a}). Entonces, x € a o hay
v € atal que z € 7. En cualquier caso « € a. Por lo tanto, o = |J(aU{a}).

. Supongamos que « es un ordinal limite. Como « es transitivo, claramente

Ua C a. Sea 8 € a. Como « es limite, « # 8 U {f}. Tampoco puede
suceder que o € B U {3}, pues los ordinales se comportan como un orden
lineal y tendriamos que & = o a € 3, entonces SU{5} € a. Por lo tanto,

a S Ja, pues § € JU{f}.

También se puede demostrar que sup« = |J« si a es un ordinal distinto de
0 y que la unién de cualquier subconjunto de ordinales es un ordinal.

Para mas detalle en las demostraciones de esta seccion, véase [ACMar].
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Teorema de Enumeracién

A continuacién vamos a probar el Teorema de Enumeracion. Para esto reque-
rimos varios resultados como son el Teorema de Induccién Transfinita, el Teo-
rema de Recursiéon Transfinita, el Principio del minimo ordinal, algunos otros
lemas. Las demostraciones detalladas de estos resultados pueden consultarse
en [ACMar|, aqui solo esquematizamos algunas de ellas.

Lema A.1.7. Sean « y (8 ordinales. Si (o, €) ~ ((, €), entonces o = (3.

Demostracion. Sean « y § ordinales tales que («, €) ~, (§,€). Sea D =
{6 € a: h(d) # §}. Se puede probar por induccion sobre ¢ que para todo § € a,
§ ¢ D. Por tanto, D = ) y h es la funcién identidad. Entonces o = 3. ®

Sea (A, <4) un orden lineal y a € A. Denotamos con A, al conjunto {z €
A:x <4 a}y se tiene que (A4, <4) es un suborden de A.

Lema A.1.8. Sea (A, <) un buen orden. Si para todo a € A hay un ordinal 3
tal que (A,, <) ~ (0, €), entonces hay un ordinal v tal que (A, <) ~ (v, €).

Demostracion. Supongamos que para todo a € A hay un ordinal § tal
que (Aq, <) g, (B, €). Por el lema A.1.7, el ordinal al cual es isomorfo A, es
unico, al igual que g,. Por esto, podemos definir un funcional f : A — OR de
la siguiente manera: f(a) = [ siy solo si (Aq, <) o4, (B, €). La imagen de A
bajo f, f[A] = {f(a): a € A}, es un conjunto por el Axioma de Reemplazo.

Primero veamos que f[A] es un conjunto transitivo. Sean « y [ ordinales
tales que o € B € f[A]. Hay b € A tal que f(b) = 3. Tomemos a = g, '(a).
Afirmamos que

(Aa, <) Sgpla, (a,€).

Esto implica que o € f[A], entonces f[A] es transitivo. Como f[A] es un conjunto
transitivo de ordinales, f[A] = « es un ordinal. Falta mostrar que la funcion
f + A — ~ preserva orden, pues es suprayectiva. Si a < b, entonces a € Ay y
tenemos que f(a) = gp(a) € f(b). Por lo tanto,

<A7 <> =r <’Y7 €>'
]

Lema A.1.9. Si (A, <) es un buen orden, para todo b € A hay un ordinal B tal
que <Ab7 <> = <ﬂ7 €>'

Demostracion. Consideremos el conjunto
E = {be€ A: no hay ningtn ordinal + tal que (4, <) ~ (v, €)}.

Supongamos que E # (). Como A es un buen orden, F tiene un <-minimo,
digamos by. Entonces, tenemos que para todo b € A, si b < by, hay un ordinal
tal que (Ap, <) =~ (v, €). Pero A, = (Ap,)p para cualquier b < by. Tenemos que
para todo b € Ay, hay un ordinal v tal que ((Ap,)p, <) =~ (7, €). Por el lema
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A.1.8, hay un ordinal g tal que (Ap,, <) =~ (5, €), contradiciendo que by € E.
Por tanto, £ = () y se cumple que para todo b € A hay un ordinal 3 tal que
<Abv<> = <ﬁ7€> u

Teorema A.1.10 (de Enumeracién). Si (A, <) es un buen orden, entonces hay
un dnico ordinal o tal que (A, <) ~ (a, €).

Demostracion. Sea (A, <) un buen orden. Por A.1.9, para todo a € A hay
B tal que (A4, <) ~ (B, €). Entonces, por A.1.8, hay « tal que (A, <) ~ (a, €).
La unicidad del ordinal « se da por A.1.7. =

Como consecuencia del Teorema de Enumeracion vemos que OR no es un
conjunto. Si suponemos que OR es un conjunto, entonces esta bien ordenado
por la pertenencia y, por tanto, es isomorfo a un tinico ordinal, digamos a € OR.
Ademas, OR es una clase transitiva, satisfaciendo asi la definicién de ordinal.
Entonces, OR = «, contradiciendo que « ¢ a.

Versiones de Recursiéon

Presentamos el Esquema general de Recursion para Ordinales en dos de sus
versiones. Las pruebas de estos teoremas son muy similares a las que dimos en
el capitulo 3, asi que aqui no haremos la demostracion. Las tunicas diferencias
en los enunciados son consecuencia de las propiedades del orden € sobre los
ordinales que resultan a partir de esta definicion, pues a = {§: 3 < a}.

Teorema A.1.11 (Primera forma). Sea G un funcional del universo. Eriste
un unico funcional F con dominio OR, tal que para todo ordinal o

Teorema A.1.12 (Segunda forma). Sean H y J funcionales del universo y a
un conjunto. Eziste un unico funcional F con dominio OR, tal que

1. F(0) = a;
2. F(a +1) = H(F(«a)), para todo oo € OR; y

3. F(a) = J(F[a]), si a es un ordinal limite.

A.2. Truco de Scott

Una vez que tenemos a los ordinales podemos usarlos para estudiar la es-
tructura del universo de los conjuntos. Por el Axioma de Regularidad, se puede
“definir” al universo usando el Teorema de Recursion para ordinales. A esta ma-
nera de ver la construcciéon del universo se le llama la Jerarquia Acumulativa.
El primer nivel, Ry es el conjunto vacio; si para un ordinal « esté definido R,,
Ry 41 es el conjunto potencia de R, ; y para cualquier ordinal limite A, si estdn



112 APENDICE A. CONJUNTOS

definidos R, para cada a < A, entonces Ry = J,, <x o Hacemos que el univer-
so V sea la union de todos estos niveles, V = UanR R,. Si x es un conjunto,
al minimo ordinal « tal que x € R,41 se le llama el rango de «.

Sea (Y,.S) un orden lineal. La clase de todos los 6rdenes isomorfos a (Y, .S)
casi nunca es un conjunto (de hecho, solo es conjunto cuando Y = (). Entonces,
vamos a mostrar que podemos encontrar un subconjunto de la clase (casi siempre
propia) de equivalencia de todos los érdenes isomorfos a (Y, .S) en el cual todos
los 6rdenes sean de rango minimo. Asi, podremos dar una definicién formal de
tipo de orden.

Definiciéon A.2.1. (A, R) es un orden pionero siy solo si no hay un orden de
rango menor que sea isomorfo a (A, R).

Lema A.2.2. Todo orden (A, R) es isomorfo a un orden pionero.

Demostracion. Consideremos la clase de ordinales

{a € OR : hay un orden lineal (B, S) tal que
p((B,S)) = ay (A, R) ~ (B,S)}.
Como ésta es una clase no vacia de ordinales, tiene un minimo y lo llamaremos

ordinal pionero de (A, R). Asi, (B, S) es un orden pionero si y solo si hay un
ordinal pionero § tal que p((B,S)) =5. =

Definicion A.2.3. Decimos que el conjunto
{(B, S) es un orden pionero: (B,S) ~ (A, R)}
es el tipo isomorfico de (A, R) y lo denotamos it(A, R).

Se tiene que it(A, R) C R,+, donde « es el ordinal pionero de (A, R). Por
tanto, it(A, R) es un conjunto. Denotamos a it(A, R) con 7, o, etc. Entonces
decimos que 7 es el tipo de orden de un orden lineal (X, R) siy solosi (X, R) € 7.
Sabemos que esto se puede hacer porque 7 = it(A4, R) es un conjunto no vacio.

Teorema A.2.4. it(A, Ry = it(B,S) siy sdlo si (A, R) ~ (B, S).

Demostracion. Supongamos que (A, R) ~ (B, S). Sea (C,T) € it(A, R).
Entonces (C, T') es un orden pionero tal que (C,T) ~ (A, R) ~ (B, S). Entonces,
(C, Ty € it(B,S). Analogamente, se tiene que it(B,S) C it(A, R).

El otro sentido de la implicacién es trivial. m

A.3. Cardinalidades finitas

A partir de los nimeros naturales se define el concepto de ser finito. Un con-
junto A es finito siy solo si A es biyectable con un ntimero natural. Denotamos
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con A ~ B al hecho de que los conjuntos A y B sean biyectables. A lo largo
de esta tesis solo fue necesario hacer la distincion entre las cardinalidades finita
e infinita. Demostramos aqui algunos hechos que usamos en los capitulos de la
tesis respecto de estas cardinalidades.

Lema A.3.1. Para cualesquiera conjuntos x yy se cumple lo siguiente:
1. sineN, z ~s(n) yae€ux, entonces x \ {a} ~n;

2. six es finito, entonces x U {y} es finito; es mds, sin e N,z ~n yy ¢ z,
entonces © U {y} ~ s(n);

3. si x es finito, entonces para cualquier conjunto finito y, x Uy es finito;
4. six es finito y para todo a € x, a es finito, entonces | Jx es finito.
Demostracion.

1. Supongamos que x ~ s(n), conn € N. Seaa € zy f: z — s(n) una
funcion biyectiva. Definimos la funcién g : z \ {a} — n de la siguiente

| i) sife #n
4 )_{f(a) i f(z) =n.

Se puede ver que la funcion g es biyectiva y, por tanto, z \ {a} ~ n.

2. Sea y un conjunto. Si y € z, entonces x U {y} = x y este ya es finito. Si
y ¢ x tomamos n € N, tal que x ~n y f: 2 — n una funcion biyectiva.
Como y ¢ x podemos definir la funcién ¢ : z U {y} — s(n) de la siguiente

manera:
f(z) sizeuq;

9(2) = { : ’

n siz=y.

La funcién g es biyectiva y, por tanto, U {y} ~ s(n).

3. Supongamos que x ~ n, con n € N. Sea m € N. Probaremos por induccién
sobre m que: si y es un conjunto finito tal que y ~ m, entonces x U y es
finito.

Sim =0, entonces y =0 y tUy = x ~ n. Supongamos que para cualquier
conjunto finito z biyectable con m, se cumple que x U z es finito. Sea y ~
s(m) y sea a € y. Por el inciso 1, se tiene que y\ {a} ~ m; por la hipdtesis
inductiva, zU(y\{a}) es finito; y, por el inciso 2, xUy = (xU(y\{a}))U{a}
es finito.

4. Haremos la prueba por induccién sobre n de que: si  es un conjunto tal
que z ~ n 'y todo a € x es finito, entonces | Jz es finito.

Sin =0, entonces x = 0 y [Jz = ) = 0. Supongamos que para cualquier
conjunto finito z si z ~ n y todo a € z es finito, entonces |z es finito.
Sea x ~ s(n) tal que todo b € x es finito y sea a € x. Por el inciso 1, se
tiene que x \ {a} ~ n; por la hipodtesis inductiva, | J(z U \{a}) es finito; y,
por el inciso 3, Jz = (U(z U \{a})) Ua es finito.
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Conlcuimos a partir de este lema que la unién de dos conjuntos finitos es
finita, y que la unién finita de conjuntos finitos es finita.

Lema A.3.2. 1. Para todo n € N y para todo x C n, n o x.

2. Para todo conjunto x tal que © ~n, conn € N, si y C x, entonces y es
finito. Es decir, todo subconjunto propio de un conjunto finito es finito.

3. N es infinito.
Demostracion.

1. La prueba la haremos por induccién sobre n € N. Si n = 0 no hay nada

que probar pues no tiene subconjuntos propios. Suponemos como hipdtesis
inductiva que para todo y C n se cumple que y % n. Supongamos que hay
xz C s(n) tal que s(n) ~f .
Hay dos casos. Sin ¢ z, x C n, entonces z\ {f(n)} ~n, pero z\{f(n)} C
x C n, contradiciendo la hipdtesis de induccion. Si n € z, entonces hay
m € s(n) tal que f(m) = n. Definimos la funcién g : n — z \ {n} de la
siguiente manera:

_Jfly) sty #Fm
9ty) = {f(n) siy =m.

Observemos que si m = n, g = f [,. Se puede ver que la funcién g
es biyectiva, entonces n ~g x \ {n} C x, contradiciendo la hipotesis de
induccion.

2. Sea n € N. Haremos la prueba por inducciéon sobre n. Si n = 0, entonces
z = () y, como no tiene subconjuntos propios, no hay nada que probar.
Supongamos que se cumple para un ntimero natural n. Sea x un conjunto
tal que  ~ s(n) y sea f : x — s(n) una funcién biyectiva. Tomemos
y C x. Tenemos que f[y] € s(n). Si fly] = n, entonces y es finito, pues
y ~ fly]. Si fly] € n, por la hipotesis de induccion, f[y] es finito y, por
tanto, y es finito.

3. Supongamos que N ~ k, con algun k € N. Entonces f[k] C k, contradi-
ciendo que ningin natural es biyectable con un subconjunto propio suyo.

También se deducen més propiedades respecto a la cardinalidad de conjun-
tos finitos. Para méas detalles, vedse [AMn05|. No lo demostraremos aqui, pero
usando el Axioma de Eleccion se puede probar que la unién numerable de con-
juntos numerables es numerable, hecho que se usa también diversas veces en la
tesis.



Apéndice B
Estructuras numeéricas

Para justificar la definiciéon de las estructuras numéricas bésicas como or-
denes lineales, primero definiremos sus elementos y las operaciones algebraicas
usuales para después darles un orden. Estas estructuras vistas como 6rdenes son
isomorfas a los 6rdenes que construimos en el primer capitulo.

La definicién que dimos de ntimero natural en el primer capitulo solamente
requiri6 hablar de 6rdenes lineales. De hecho, la definicién conjuntista de los
numeros naturales es precisamente la que dimos, por lo que N = 4. El orden
del conjunto de los nameros naturales es € y lo podemos denotar como <.

Tampoco hay necesidad de volver a hacer la construccién de R, pues cuando
hayamos construido Q se puede calcar la construccion que ya hicimos para Z,
pero usando Q en vez de 2.

B.1. Naturales

Aritmética natural

Necesitamos las operaciones algebraicas de los naturales para construir el
conjunto de los enteros. Definiremos la suma de un ntmero natural n y cualquier
otro numero natural m por recursién para los naturales.

Definicion B.1.1. Sea n € N. Se define la suma de n y otro niimero natural,
~+5, cOMoO sigue:

= 4, :N—=N;
 +,(0)=n;y
» +,(s(m)) = s(+,(m)), para todo m € N.

Y se define la suma entre cualesquiera dos ntimeros naturales, +y, como sigue:

115
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» +y:NXN—->N;y
= +n(n,m) = +,(m) para n,m € N.

Por induccion se puede probar que n+ym = m +yn (es decir, que la suma
es conmutativa) y que (n+ym) +np = n+n (m +nq) (es decir, que la suma es
asociativa). También se puede probar que la suma es compatible con el orden
en los naturales y, por tanto, se cumplen las leyes de la cancelacién de la suma.

Al igual que la suma, definimos el producto entre nimeros naturales por
recursion.

Definicion B.1.2. Sea n € N. Se define el producto de n con un nimero
natural, -,,, como sigue:

=, N—= N,
. n(O) =0,y
= ,(s(m)) = -, (m) +n n, para todo m € N.
Y se define el producto entre dos ntimero naturales, -, como sigue:
= n:NXxXN—->Ny

= n-ys(m)=-,(m), paran,m € N.

B.2. Enteros

Sin y m son nimeros naturales tales que n > m, podemos encontrar un tni-
co numero natural k£ tal que m +y k = n, y asi podemos definir una diferencia
entre estos nimeros naturales como n — m = k. La motivacién para definir los
numeros enteros es que la diferencia entre naturales solamente se puede definir
si n > m y se busca extender esta nocion.

Sea ~ una relacién de equivalencia definida de la siguiente manera. Dados
(a,b),(b,c) e Nx N,

(a,b) ~ (¢,d) siy sblosia+nyd=c+nb.

La conmutatividad y la asociatividad de 4y son las que hacen que ésta relacion
sea de equivalencia. Denotamos como (a, b) a la clase de equivalencia de (a, b).

El conjunto de los niimeros enteros es el conjunto de las clases de equivalen-
cia, donde cada clase de equivalencia representa la diferencia entre dos ntimeros
naturales sin importar cual es mayor.

Definicion B.2.1. El conjunto de los niimeros enteros es

Z = {(a,b) : a,b € N}.
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Definimos el orden <z entre dos elementos (a,b), (¢,d) € Z como

(a,b) <z (¢,d) siy solosia+yd <y c+nb.

Veamos que <z ordena linealmente a Z. Sean (a,b), (¢,d) y (e, f) € Z.

Como la suma en los naturales es conmutativa, a +y b = b +y a. Entonces,

(a,b) £z (a,b), es decir, <z es antirreflexiva.

Si (a,b) # (c,d), entonces por la definicion, a +y d # ¢ +y b. Pero N es un
orden lineal y tiene que suceder que a +nyd <y c+ny b 0 ¢ +nx b <y a +n d, pero
no al mismo tiempo. Es decir, (a,b) <z (¢,d) o (¢,d) <z (a,b). Por tanto, <z es
tricotémica.

Si (a,b) <z (¢,d) <z (e, f), tenemos que a+nd <y c+nby c+n [ <y e+nd.
Usando que el orden en los naturales es compatible con la suma, obtenemos que

(a+nd4nc+n f) <y (c+nb+ne+nd).

Por la conmutatividad de la suma y las leyes de la cancelacién en los naturales,
se tiene que

a+n f <nb4ne.

Por tanto, (a,b) <z (e, f), es decir, <z es transitiva.

Ya probamos todas las propiedades para ver que (Z, <z) es un orden lineal.
Ahora veamos cudl es el tipo de orden de Z.

Teorema B.2.2. Z = {(n,m):n,m €N, conn=0 om = 0}.

Demostracion. Sean n,m € N. Si m < n, entonces hay k € N tal que
n = m +y k. Con esto obtenemos que para cualesquiera n,m € N

1. si m < n, entonces hay k € N tal que (k,0) = (n,m);

2. si n < m, entonces hay k € N tal que (0,k) = (n,m); y

3. si n = m, entonces (0,0) = (n,m).

Por la tricotomia de <y, para cada clase de equivalencia (a, b) hay un repre-
sentante de la forma (n,0) con n # 0, (0,m) con m # 0, o (0,0). m

Con esta forma de expresar a Z podemos notar que tiene un tipo de orden
que ya conocemos, w* + w. Probemos esto.

Lema B.2.3. {(n,m) :n,meN, conn=00om =0} ~N*+N.

Demostracion. Sean n,m € N. Nunca puede pasar que (n,0) <z (0,m),
pues tendriamos n +y m <y 0, lo cual es imposible.
Se cumplen lo siguiente:
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(m,0) siy solosin+0<y0+msiysolosin<ym,
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0,m) siy solosi 0+m <yn+0siy solosim<ymn,

m,0) siysélosi0O+0<yn-+msiysolosin#0o0m#0.
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—

= Con estas desigualdades es facil mostrar que

{(n,m):n,meN, conn=00m=0}<z)~

({0} x (N\ {0})") + (N {0}) x {0}),

donde h((n,m)) = (n,m).

Damos un orden < a los conjuntos ({0} x (N\ {0})*) vy (N'\ {0}) x {0})
de forma que sea el mismo orden de los enteros pero solamente sobre los
representantes, es decir (a,b) < (c,d) siy solo si (a,b) <z (c,d). Por 3,
esté bien definido el orden de la suma como el mismo orden < y, por las
otras desigualdades, h es un isomorfismo.

= Bastan 1 y 2 para ver que

<N X {0}7 <Z> =r <N’ <N>
({0} x (N\{0}), <z)" ~g (N\ {0}, <w)" =g (N, <n)".

donde f(n,0) =n, g(0,m)=myg¢'(n)=n-—1

Con los dos puntos que acabamos de probar tenemos que {(n,m) : n,m €
N, conn=00m=0}~N*4+N. m

De aqui concluimos que Z ~ N* + N. Asi que su tipo de orden es el mismo
que el de &, w* + w.

B.3. Racionales

Ahora veremos las operaciones entre niameros enteros para construir a los
ntimeros racionales.

Definicion B.3.1. Se define la suma de ntmeros enteros, +yz : Z X Z — Z, de
la siguiente manera:

(a,b) +z (c,d) = (a +n ¢, b+n d).

Definicion B.3.2. Se define el producto de nimeros enteros, -z : Z X Z — Z,
de la siguiente manera:

(@,0) 2 (c;d) = ((a-nc+nbnd), (@andtnbwc).
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Se puede probar que se cumple la asociatividad, la conmutatividad y la
distributividad de las operaciones -z en los enteros y hay leyes de la cancelacion
de la suma y del producto. También se puede mostrar que Z junto con estas
operaciones cumple con ser lo que se conoce en el Algebra como un dominio
entero. De hecho, con estas propiedades vemos que en N y en Z hay un elemento
que es el neutro aditivo, 0 y (0,0) respectivamente, y ademas hay un elemento
que es el neutro multiplicativo, 1y (1,0) respectivamente. Se puede probar que
el inverso aditivo de cualquier entero (a,b) es (b, a).

Para construir a los nimeros enteros completamos la operacion diferencia,
para que todo elemento tuviera un inverso aditivo, lo que nos falta en Z es que
todo entero tenga un inverso multiplicativo.

Damos una nueva relacion de equivalencia sobre Z y el conjunto de los nu-
meros racionales sera el conjunto de las clases de equivalencia.
Dados (a,b), (¢,d) € Z x (Z\ {0}), se define -~ de la siguiente manera:

(a,b) «~ (¢,d) siysolosia-zd=c-zb.

Se denota con a/b = {(¢,d) : (a,b) «~ (¢,d)} a la clase de equivalencia de
(a,b). Observemos que siempre se puede representar una clase de equivalencia
a/b eligiendo un b >z 0z. Se tiene que (a,b) ~ (¢,0) si y s6losi b= 00 c =0,
pues b-¢ = a-0 = 0. Entonces los pares de enteros de la forma (¢, 0) pertenencen
a las clase del (0,0), pero también los de la forma (0, d) con d # 0.

Definicion B.3.3. El conjunto de los ntimeros racionles es
Q={a/b:a,beZ,b>z0}.
Y se define el orden en Q, como
a/b<gc/dsiysolosia-zd<zc-zb.

Veamos que la relacién <g ordena linealmente a Q. Sean a/b, ¢/dye/f € Q.
Se tiene que a - b £z a - b porque <z es un orden antirreflexivo. Entonces,
a/b £g a/b, es decir, <g es antirreflexiva

Sia/b # ¢/d, entonces a -z d # ¢z b. Pero como Z es un orden lineal cumple
con la tricotomia por lo que a-zd <z c-zbo c-zb <z a-zd. Por tanto, a/b <qg ¢/d
oc/d <g a/b, y <g es tricotomica.

Sia/b <g ¢/d <g e/f. Tenemos por la definicién que a -z d <z c-zby
¢z f<ze-zd Entonces (a-zd-zc-zf) <z (ezd-zczb). Sic# 0z, como
también d # 0z, aplicamos la cancelacion en el producto de Z y obtenemos
a-zf <ge-zb. Sic= 0z, tenemos que c-zb=c-z f =0z y, por la transitividad
del orden de Z, a -z f <z e -z b. Por tanto, <g es transitiva.

Asi, (Q, <q) es un orden lineal.
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Definicién B.3.4. Se define la suma en los racionales, +g, de la siguiente
manera;

(a-zd)+z (b-zd)
b-zd '

Definicién B.3.5. Se define el producto en los racionales, -g, de la siguiente
manera;

a/b+gc/d=

_(a-zc)
a/b-gc/d= bud

Sea 1g = 1z/1z. Se puede probar que es el neutro multiplicativo. También
se puede probar que el inverso aditivo de 1g, —1g, es (—1z)/1z. Usaremos que
para cualquier b € Z, bz b > 0z; que si b > 0, —b < 0; y la cancelaciéon de la
suma en el orden de los enteros.

Probando que Q es un orden denso numerable sin extremos, hemos termi-
nado, porque un teorema de Cantor (el teorema 2.2.6), nos dice que todos los
ordenes numerables densos sin extremos son isomorfos.

Lema B.3.6. (Q, <q) es un orden denso numerable sin extremos.

Demostraciéon. Como {ﬁ :a € Z} C Q, Q es infinito. Para ver que es
numerable, basta ver que Q es un subonjunto de ZxZ, que a su vez es numerable,
pues Z es numerable y la unién numerable de numerables es numerable.

Sean a/b,c/d € Q tales que a/b <g ¢/d.

Tomemos el siguiente ntumero racional p/q € Q, donde

p=(a-zd)+z(bzc)

q=2z-7b-zd.

Este cumple que a/b <g p/q <g ¢/d. Por tanto, Q es denso.
Falta ver que no tiene extremos. Pero para todo a/b, se tiene que

a/b +o (—1@) <@ a/b <o a/b+ 1g.

Esto se porque 07 < bz b y esto implica que (—b) - b < 0. Se tiene que

azb<zga-zb+zb-70b a'Zb+Z(*b)~Zb<Za'Zb
a~Zb<Zb-Z(a—|—zb) b~z(a+z(—b))<za~zb
a/b<g (a+zb)/b (a+z (—b))/b<g a/b.

Con la definicion de la suma, (a +zb)/b = a/b+g lg v (a +z (=b))/b =
a/b+q (—1g), probando que a/b no es maximo ni minimo. m
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