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Resumen

En esta tesis se estudia la propagacién de las vibraciones mecanicas en los solidos

conocidos como cristales acusticos.

La analogia fisica que existe entre un sistema cuantico semi-infinito de pozos y bar-

reras de potencial con los resultados obtenidos serviran para obtener estos estados.

Con la ayuda de esta analogia, se calcularan los estados superficiales longitudinales
para una heteroestructura semi-infinita de multicapas aprovechando los resultados

previos obtenidos para un sistema cuantico semi-infinito de pozos y barreras.

El correspondiente procedimiento matematico serd anédlogo al utilizado por Bloss[1]

para explicar la dindmica del electrén en sistemas de pozos y barreras semi-infinitos.



Capitulo 1

Introduccion

El uso de analogias entre diferentes campos de investigacién es una importante he-
rramienta para el desarrollo de la fisica. Estas analogias han sido utilizadas para
obtener una amplia variedad de resultados importantes en el area del estado sélido,
lo que fué utilizado por Vetter[2]. Una de estas importantes analogias es la que se
establece entre el comportamiento ondulatorio cuantico y el comportamiento ondu-

latorio acustico.

Los modos de propagaciéon en un cristal actstico se agrupan en bandas. Las bandas
de volumen son las curvas de dispersién w(k) que definen a los modos oscilantes en

el cristal.

La superred o multicapa es una estructura de periodicidad unidimensional formada
por ldminas de dos materiales diferentes que estan colocadas de manera alternada.
Cuando la periodicidad de un sistema infinito se rompe, aparecen estados superfi-

ciales localizados en la superficie de separacion.



Los estados superficiales han sido observados experimentalmente en superredes fini-
tas por Ohno[3]. Su existencia fue predicha por vez primera en la mecanica cudntica
por Tamm|4]. Bloss obtuvo una ecuacién analitica para estos estados en un sistema

de pozos y barreras semi-infinito.

Un modelo sencillo que permite explicar la existencia de las bandas de energia per-
mitidas y prohibidas es el modelo de Kronig-Penney|5]. El modelo de Kronig-Penney
ayuda a entender las propiedades fisicas de los sélidos cristalinos que servira para

estudiar la propagacion de ondas acisticas en superredes.

Este modelo considera a un sélido cristalino en el que los iones estan en los puntos
de la red y los electrones se mueven por todo el solido. Los electrones estan inmersos
en un potencial aproximadamente peridédico que es consecuencia de la distribucion

de carga asociada a los iones de la red.

Esta aproximacion toma en cuenta la interaccién promedio de un sélo electrén con
todos los demads que aportan un potencial. A este potencial periddico se le puede
modelar en términos de pozos y barreras. Esta interacciéon trae como resultado la

aparicion de bandas conocidas como bandas permitidas y bandas prohibidas.

Las ecuaciones de movimiento de estos modelos presentan expresiones sencillas. Las
soluciones a la ecuaciéon de movimiento de las ondas elasticas longitudinales en sis-
temas multicapas presentan una gran similitud en el tratamiento matematico con el

modelo de Kronig-Penney.

En este estudio que es una analogia con el caso cuantico, se empleard la mecanica
del medio continuo que es el estudio de vibraciones mecanicas en medios sélidos o

fuidos.



Capitulo 2

Teoria

2.1. Modelo de Kronig-Penney

En el modelo de Kronig-Penney los electrones estan en una red cristalina periédica
y por la interacion electron-ién aparecen una serie de propiedades importantes. El
modelo de Kronig-Penney es un modelo simple para entender algunas propiedades
fisicas de los electrones en un sélido cristalino que ayuda a estudiar la propagacion

de ondas acusticas en superredes.

En este modelo se considera un soélido cristalino unidimensional en el que los iones
se encuentran en los puntos de la red y los electrones se mueven por todo el sélido. A
este potencial periddico se le puede modelar en términos de pozos y barreras, como

se muestra en la figura 1.



figura 1. Superred cuantica con pozos de ancho b, barreras de ancho a, periodo

L = a + b que estan a un potencial Vj.

Para un electrén de masa m en una celda del potencial periddico unidimensional de

la forma:

Vo I<zx<a

0 a<xr<b

la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, se escribe:

V(z) — E]¥(x) = 0; (2.1)

para la cual se propone que la solucion sea de la forma:



Jor€B® 4+ L, e85 O0<ax<a

U(x) = . ,
(@) M, e** 4+ N, e ** g <z <b
donde:

Jns, Ly M, v N, _ son las amplitudes de las ondas incidente, reflejada y transmi-
tida

2m [2m

Debido a la periodicidad del sistema las funciones propias se pueden escribir en

términos de funciones de Bloch:

U(x) = ey (2), (2.2)

donde k es el vector unidimensional de Bloch y ug(x) es una funcién que contiene
la periodicidad de la red cristalina. Sustituyendo y usando la continuidad de W(x)

y ¥'(z) en la frontera y la funcién de Bloch se encuentra la ecuacion:

cos(kL) = cos(ka) cosh(Kb) + % (% — %) sen(ka) senh(Kb), (2.3)

donde L = a + b, es el periodo. Esta ecuacion, es una ecuacion trascendente que se



resuelve por métodos numéricos y de la cual se obtienen las bandas permitidas y

prohibidas para un cristal, tal como lo muestra la figura 2.

figura 2. Bandas prohibidas y permitidas de acuerdo al Modelo de Kronig-Penney.

El COS(EL) estd definido entre 1 y -1, valores que corresponden a que | kL |= 2m,
la cual es la condicion de maxima difraccion de Bragg. La condicion de maxima
difraccion establece que el producto escalar de un vector de la red reciproca o espacio

de Fourier y un vector de la red directa es igual a 2.

Los vectores base b; de la red reciproca estan definidos en términos de los vectores

a; de la base primitiva de la red directa por las ecuaciones

entonces:



bi ca; = 27'('(51‘]' (25)

El correspondiente valor del vector de la red reciproca es | k |= 2 /L y los limites

de la primera zona de Brillouin son k = /L.

2.2. Teoria de la elasticidad

La teoria de la elasticidad estudia la mecanica de los cuerpos sélidos, considerados
como medios continuos. Al estudiar la dindmica de un objeto masivo sabemos que
su movimiento general consiste en traslaciones, rotaciones y deformaciones. Cuando

un sistema se deforma la distancia entre pares de puntos adyacentes cambia.

Sean dx y dx’ los vectores que corresponden a estas distancias antes y después de una
deformacién, y du = da’ — dx el vector de desplazamiento. Estas variables satisfacen

la relacién:

da”* = dz* + 2udzdx;, (2.6)

donde u;; es el tensor de deformacion, el cual se define en términos de las derivadas

del vector de desplazamiento como:

1 8uj 8uz




En la teoria de la elasticidad se supone que los desplazamientos son pequenos, por

lo que se consideran pequenas oscilaciones u ondas elasticas.

2.3. Ecuacion de onda elastica

Una onda eléstica consiste, en dos ondas que se propagan independientemente. En
una (u,) el desplazamiento es en la direccién de propagacion; en la otra onda (uy, u.)

el desplazamiento es en un plano perpendicular a la direcciéon de propagacién.

La ecuacion de onda elastica para estructuras periddicas se obtiene a partir de la
ecuacion basica de la elasticidad de medios continuos. Para obtener las ecuaciones
de movimiento, se debe igualar la fuerza provocada por las tensiones internas al

producto de la aceleracién ; y la masa por unidad de volumen o densidad (p):

. Ooi
U; = )
P 8xk

(2.8)

Esta es la ecuacién general del movimiento para un medio elastico, la cual esta escrita
en términos del tensor de tensiones (o) [6]. En medios isotrépicos la ley generalizada

de Hooke establece que

o = 2pciui + p(cf — 26 uirdin, (2.9)

donde ¢; y ¢; son las velocidades para la onda transversal y longitudinal en el medio
homogéneo. Sustituyendo (2.5) y (2.7) en (2.6) es posible obtener la siguiente ecua-

cién de onda



O o o =
oz [(¢; — )V - 1. (2.10)

U; = V- <ct2§ul> +

La ecuacién de onda (2.8) para el caso de un medio isétropo puede escribirse en la

forma vectorial:

Ui = =2V x (V x @) + &V(V - @); (2.11)

esta expresion tiene dos soluciones independientes. La primera tiene como resultado
ondas longitudinales de velocidad de propagacién ¢; y requiere que V x @ = 0. La
segunda corresponde a ondas transversales de velocidad ¢;, para las cuales se exige

que V- u = 0.

En ambos casos la ecuacién se simplifica a la forma:

1 0%*u
—— =V, =1t 2.12
e @ (2.12)
cuya solucion es
@(7,t) = Aexpli(kZ — wt)]. (2.13)

Suponiendo que zz es el plano de propagacion se cumple la siguiente relaciéon entre

frecuencia y vector de onda:

N

K k2=2 (2.14)

27
Cu



con p = [,t para ondas longitudinales y transversales, respectivamente. Despejando

la parte en z del vector de onda se tiene:

(2.15)

Considerando la reflexion y refraccién de una onda elastica plana y monocromatica
en la superficie de separacién entre dos medios elasticos diferentes, se debe tener
presente que, en general, durante la reflexién o refraccion se altera la naturaleza de

la onda.

Como consecuencia de las condiciones en la frontera, en el problema de la reflexién
y transmision de las ondas elasticas que atraviesan una pelicula ocurre el fenémeno

de conversién de modos.

Esto significa que una onda longitudinal incidente sobre una superficie que separa
dos medios materiales puede generar ondas reflejadas y transmitidas que contengan
una componente de polarizacion transversal. Similarmente, una onda incidente de
tipo transversal (con amplitud paralela al plano de propagacién) puede dar lugar a

ondas reflejadas y transmitidas longitudinales.

La razon de esto es que las condiciones de frontera mezclan componentes de ambas
polarizaciones. La naturaleza de la onda permanece inalterada solo cuando incide
de manera normal a la superficie de separaciéon o cuando una onda transversal con

vibraciones paralelas a ésta incide en ella, no importando el angulo.

10



2.4. Modos de vibracion acustica en superredes

Existen diferentes métodos para resolver la ecuacion de la elasticidad en sistemas
periédicos. Casi todos ellos han sido traidos de las teorias desarrolladas para obtener
los estados electronicos en los cristales naturales o bien los estados electromagnéticos
en cristales foténicos. Uno de esos métodos es el de la matriz de transferencia, que

se utiliza en este estudio.

Se considera un sistema periddico de capas alternadas de anchos d; y ds que tienen
densidades p y o/, en los que una onda los atraviesa con velocidades ¢; y ¢ [7]. La

superred se muestra en la figura 3.

figura 3. Estructura periédica infinita en la que las ondas se propagan en el plano

xy, su desplazamiento es en la direccion .

Entonces la ecuacién de onda para el desplazamiento longitudinal en x es:

. >

U uy, (2.16)

2
1 =075
L 9z2

11



donde ¢; y ¢ son las velocidades del sonido en cada uno de los medios. Se propone

que la solucién a la ecuacion para el desplazamiento sea de la forma:

w(x,t) = k=2, (1), (2.17)

en esta expresion k, es la componente en z del vector de onda y w es la frecuencia

angular del desplazamiento. Derivando y sustituyendo:

) 07

212 2 _
(ciky —wu(z) = ¢ @U(f)a (2.18)

la solucion general es la combinacion lineal:
u(z) = Ayef™ 4 A_e FoT (2.19)

con k, = «,, y n indica la capa en que se desplaza la onda en la direccién x. Si la

onda se desplaza en la primer capa, k = 7 y entonces la ecuacién se transforma en:

u(r) = Ape™* 4+ A_e” M7, (2.20)

donde:

ar =4 [k2 — (“—j) (2.21)

La superred tiene una forma periédica, o sea que la solucién cumple con la condiciéon

12



de Bloch:

u(z) = u(q, z)e"". (2.22)

y por la periodicidad en x:

u(q,z) = u(q,x + L), (2.23)

donde L es el periodo, L = d; + dy. Desarrollando

u(q, ZL') _ e—iq(z—nL) (A+ea1(x—nL) + A_e—al(z—nL))7 (224>

para

nlL < x <nL+dy,

entonces,

u(x) = e Mb(A e @b A emealamnl)y (2.25)

nL <z <nL+d.

De la misma manera, se puede obtener una expresién para el desplazamiento en la

siguiente region, en ésta k, = aq:

13



U(l’) — 6ian<B+ea2(zfnL7d1) + B_€*a2($*nL*d1))7 (226)

para

nL+d <z <(n+1)L,

donde:

2
ap = [k — (%) (2.27)

Para que se cumplan las condiciones en la frontera, debe de existir continuidad en
el desplazamiento y en la tension de la superficie de separacién. La continuidad en

el desplazamiento en © = nlL + d; impone la condicion:

Aped 4 A e =B 4+ B, (2.28)

y continuidad en la tensién la condiciéon:

a1 pc (Ape™® 1 A_em %) = 0,0/ ?(By + B_), (2.29)
Para que haya continuidad en el desplazamiento en x = nL se tiene:
A, + A= e (B + B e ®®), (2.30)

14



y la continuidad en la tensién lleva a que:

arpc (Ap + A) = e [anp/ P (Be™™ + B_e™*2%)] . (2.31)

Resolviendo para las incégnitas A,, A_, B, B_, se obtienen las siguientes relaciones

de dispersién implicitas para la frecuencia w en funcién de los nimeros de onda ¢, k,:

1 1
cos(qL) = cosh(aydy) cosh(aadsy) + 3 (F + F) senh(aydy) senh(ands),  (2.32)
en donde F"

[ a1pct

(2.33)

/12

2.5. Condiciones en la frontera

Una onda elastica que se transmite a través de una pelicula que separa dos medios
debe cumplir con las condiciones de conservacion de momento y de energia. Si esta
pelicula es paralela al plano yz(n = x), para que haya conservacién de momento
lineal debe existir continuidad de cada una de las componentes 0,,(i = x,y, z) del

tensor de tensiones que la atraviesa.

Para estudiar la conservacién de la energia hacemos uso del vector de Poynting
elastico P, el cual se relaciona con la energia que atraviesa una superficie. Entonces

P; indica el flujo de energia por unidad de tiempo por unidad de drea que viaja en

15



la direccién i[8]. Este vector se escribe en términos del tensor de tensiones como

Considerando nuevamente la pelicula cuyo vector perpendicular es z, la conservacion

del flujo de energia exige que

Py = — 0ty (2.35)

sea continua. Esta ecuacién en conjunto con la condiciéon de conservaciéon de mo-
mento nos lleva a la continuidad de las componentes u, a través de la superficie de

separacién. Entonces las componentes del desplazamiento u, deben ser continuas.

En la siguiente tabla se enlistan las condiciones de frontera particularizadas para el

caso de una separacion sélido-sélido cuando es paralela al plano yz.

Condiciones de frontera elasticas para una superficie de separacion sélido-solido.

Separacion
Sélido-Solido

Desplazamiento (ﬁsélidol )a: = (ﬁsélz’doz ):v

Normal

Desplazamiento | (@seiido, ), = (Usslidos ),

Tangencial
Tension (Osstidor) pw = (Tsslidos )y
Normal
Tension (Osstidor ) e = (Tsélidos)
Tangencial

16



2.6. Ondas de superficie

Los modos de superficie surgen cuando se interrumpe la periodicidad de una su-
perred infinita y aparecen modos de oscilaciéon adicionales a los modos normales.
Conocida la estructura de bandas de las ondas de volumen se determinan los rangos

de frecuencias accesibles para los estados de superficie.

Los modos de superficie tienen frecuencias que corresponden a bandas prohibidas
en el volumen. En éstos la vibracién se confina en el borde cristalino. Se propagan
por la frontera disminuyendo su amplitud exponencialmente hacia el interior de la

estructura.

Se considera una superred semi-infinita, que no tiene una periodicidad perfecta en la
direccion x. Para romper la periodicidad se usa una superficie de separacion hecha
de otro material. Se buscan soluciones a la ecuaciéon de onda cercanas a la superficie

de la estructura semi-infinita.

El desplazamiento de la onda en la primer regién se describe con la siguiente

ecuacion:

u(x) = e PE(A e @ nl) 1 A_gealenl)) (2.36)

para

nlL < x <nL+ dy,

y en la segunda region esta es la ecuacion que lo describe:

17



U,(J}) — 6fﬂnL<B+ea2(zfnL7d1) + B_€*a2($*nL*d1))7 (237>

nL+d <z <(n+1)L,

[ es el parametro que indica el decaimiento de la funcién en los estados superfi-
ciales, al ingresar en el material. Para obtener las relaciones de dispersién de los
estados superficiales, se necesita tomar en cuenta las condiciones de frontera en tres

superficies de separacién, x = nL,xr = nL 4+ d;,x = 0.

Si se toman en cuenta las dos primeras condiciones se obtiene un conjunto de cuatro
ecuaciones para las incognitas Ay, A_, B,, B_. El determinante del sistema que se

forma con estas ecuaciones debe anularse para que exista solucién, es decir:

(14 F)(emd — e=Pleazdz) (1 — F)(emo1dr — g=Blemazdz)| | A _0
(1 — F)(emd — g=PLegoada) (1 4 F)(eordr — g Blemadx) | | 4 | 7
donde:
o QP (2.38)
agp '

Esta ecuacién permite obtener los valores de la energia de los estados superficiales:

o /0,2 O[2 2C4+()62 ,/26”4 — //c//2 062 /26/4+062 264 tanh a d
20 ¢ [ pic 3p" )] 30" ¢ [agp”c) gl (qadsy) :alpc?cot(aldl).

(2.39)

030" — a3p"c"] tanh(ayds)

18



Capitulo 3

Resultados

Se ha hecho una breve revisién del modelo de Kronig-Penney para un potencial
periédico y de las ecuaciones de la elasticidad. Las principales ideas de estos modelos
se utilizaran en este capitulo para obtener el comportamiento de ondas longitudinales

en cristales acusticos semiperiodicos.

Se estudiard un sistema de multicapas modelado como pozos y barreras desde el
punto de vista elastico para la propagacion logitudinal. Se considera un sistema de
capas alternadas de Al(Aluminio) con densidad p=2.73 g/cm? y W(Volframio) con
densidad p=19.32 g/cm?. Se hace la eleccién de estos materiales debido a la isotropia

que se ha supuesto para el calculo tedrico [9].

Esto se modela, como un sistema de pozos y barreras en su densidad y se usan
las condiciones a la frontera para determinar que el desplazamiento de la onda sea
continuo. Se usa el metodo de la matriz de transferencia para encontrar la relacion
de dispersién para los modos de vibracién longitudinales de la superred periédica.

La relacién que se encuentra es similar a la del modelo de Kronig-Penney.

19



3.1. Sistema multicapa A1/W

Se considera un sistema periddico de capas alternadas de diferentes materiales apila-
dos a lo largo del eje z. Como pardmetros en cada capa se consideran a la densidad

(p) v a la velocidad de propagacién del sénido en el medio que viaja la onda (c?).

Para romper la periodicidad se usa una superficie de separaciéon en z = 0, como se

muestra en la figura 4.

figura 4. Superred semi-infinita de capas alternadas hechas de Al(a) y W(b) y la

superficie de separacién esta en x = 0.

Como la onda se desplaza en x, el vector de onda «, es:

20



— 12

G
¢; indica la velocidad de la onda (¢, ) en la capa n-ésima. Si la onda incide en la
superficie de separacion de una manera normal a esta, no se separa en sus compo-
nentes transversal y longitudinal. En este caso la direccién del desplazamiento es

paralela a la de la propagacién y k, = k,:

ap, =4 [ k2 — = (3.2)

Entonces «, y ¢ caracterizan a cada uno de los medios en los que el desplazamiento
2

de la onda es longitudinal. Para que o, sea real k2 > sustituyendo en (3.2):

-0
2’
G

an = 4 [ [wf —w?], (3.3)
]

donde w3 es la frecuencia que es funcién del medio, asociada a la propagacién de la
onda en la direccion x. Esta ecuacién para el vector de onda es similar al vector de

onda que se usa en mecanica cuantica para el caso del pozo y la barrera de potencial:

2m
k=177 Vo - E] (3.4)
La similitud matematica entre éste y el vector de onda eldstico permite modelar
el sistema de capas alternadas como un sistema de pozos y barreras con diferentes

frecuencias, esto se muestra en la figura 6.
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figura 6. Superred semi-infinita con ancho de pozo a y ancho de barrera b con
alturas n, y n, respectivamente y periodicidad L. La superficie de separacién en

x = 0 tiene una altura n.,n es la densidad.

3.2. Propagaciéon longitudinal

Considerando primeramente el sistema periédico para obtener una ecuacion similar
a la del modelo de Kronig-Penney, se propone que la ecuacion para el desplazamiento

sea de la forma:
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u(z,t) = u(x)ei(k:”*“’t),

y la tensién, que cumple con la condicion de continuidad, tenga la forma:

1) =t (52).

Se toma u(z) de la siguiente manera:

Appeh L A, _endh <o <d =a

u(r) =

B, + B, di=a<zxz<L,
y para la tensién T'(z) se tiene:
a1pct (An+ea1d1 - An_e_o‘ldl) O<zx<d=a
T(z) =
azp’c’? (Bny — Bno) di=a<x<L,

donde

w? w?

ap = k% o Qg = kJQZ /27
G a
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Entonces se aplican las condiciones de frontera, continuas en x = L +d; = L + a:

A A, emh =B 1 B,

2 ard 2 —ad /12 ;12
a1 pc; Ap € — o pci Ap—e” MM = aup'c By — awp'c; By,

enr = L:

AnJr +An7 — B(n_1)+6a2d2 +B(n_1)_€a2d2’

2 2 /12 asd ;12
a1pc; Any — a1pc; Apn— = app'c’; Bin—1y4€™ — a1p'd | B—1y-e

Aplicando la condicién de Bloch W, (z) = "W (z):

inkL inkL
An-l— =€ A0+7 An— =€ A0—7

inkL inkL
Bn+ =e BO—H B, =e By,

B(nfl)Jr — ei(n—l)HLBO_H B(nfl), — Gi(n_l)KLBo_.
Sustituyendo en las ecuaciones (3.7), (3.8), (3.9) y (3.10) se tiene:
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—aads

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)



eznnLA(H_ealdl + e'mﬁLAO_efaldl — eanLBO+ + elnHLBO_, (314>

GWMLOélpCleOJrealdl . €’mI€L061pCZ2A0,€7a1d1
inkL ;12 inkL /12
= " ap'd| Boy — " agp'c] By, (3.15)
eznnLA0+ + eznnLAO_ _ ez(n—l)f@LB0+eazd2 + ez(n—l)nLBO_e—OAQdQ, (316)
inkL 2 inkL 2
e aypc; Aoy — " an pej Ao

2

ez(n—l)nLaszC/l B0+€a2d2 .

i(n— 2 _
ez(n 1)r{La2p/C/l Bo_e agdg‘

(3.17)

Al resolver este sistema de ecuaciones, se llega finalmente a una ecuacién para la

propagacién longitudinal andloga a la de Kronig-Penney:

1 (anpd;  aipc?
cos(kL) = cosh(ayd; ) cosh(aads) + 3 ( 01pC? + o senh(a;d; ) senh(aqds).
(3.18)
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3.3. Estados de superficie

Para poder obtener los estados de superficie es necesario romper la periodicidad de
la superred infinita introduciendo una superficie de separacién de otro material. Se

propone la forma de u(x) como:

( ApeM® 4+ A, e * 0<x<dp
U(r) =< B,.e®* + B,_e ®* di <z <L
L Ce*3® x <0,

y T'(z) de la misma manera:

a1pc? (Ape™® — A, _e™17) 0<z<d
T(x) =< op'd; (Bnye®® — B,_e %) di <z <L
\ agpd2Ces® z <0
donde:
ap =/ k2 — (w?/c}), g =/ k2 — (W?/c?),
ag = \[k; — (w?/c?),
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! ! " " . . .
Py Cc,p yc’yp ye? caracterizan a cada uno de los medios. Cuando las condi-

ciones de frontera se aplican en x = 0:

A()Jr + AO* = C, (319)
arpc; (Agy — Ag_) = azp’c*C, (3.20)
considerando Ag_ = bAg,:
2
PG 1-0b
a3 = p”cga all——i—b7 (321)

se ponen condiciones de frontera en x = L:

Ay + Aye = B4 6" + Bypy_e” ", (3.22)

a1 pctAny — aipci A, = Oégp,C/lzB(n_l)+6a2L — ozgp'c/lzB(n_l)_e_O‘QL, (3.23)

y si se aplican las condiciones en z = dy:

Apeh 4 A emud — B e2di 4 B pmo2di (3.24)
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oy pci A, e

_ 2
— a1 pci Ap_e” N = ayp/ ] B, e

2 —
_ OéQp/C/l ane a2d1’

(3.25)

usando la condicién de Bloch W,,(x) = e "L (z) para una onda que se amortigua,

con factor de decaimiento [3:

Aps =e PPLAy A, =e P4,

B, =e "By, B, =e "B,

Bin1yr = e P VEBy o By = e PTVED,

sustituyendo en las ecuaciones para las condiciones de frontera:

e—BnLAO+€a1d1 + e—BnLAO_e—aldl — e—ﬂnLBO+ea2d1 4 e—BnLBO_e—ozgdl7

aqdy —oady

e Loy pct Agpe® ™ — e Prla pe? Ag_e

— 2
=e ﬁnLa2plcll Bo+€a2d1
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_ 2 —
— e Prlay ' By_em 2N

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



e LAy + e Pl A, = e AL g2l  omBnlL ) omazl (3.31)

—pBnL 2 —pnL 2
e P lonpc? Agy — e P o pet Ay

_B(n— 2 _B(n— 2 -
—e B(n l)La2p/c/l B0+6a2L —e B(n l)La2p/cll Bo_e a2L7 (332)
se resuelve el sistema de ecuaciones tomando Ay = bAy, por lo que el valor de b
es:
/]2 2 2ai1d ! 12 ja1dy ,—and
b (aap'c? + aqpcy) xe* ™ — 2ap/ cj7e*1 M e 4242

200/ cPemrdie=a2d2 — (anp'c? — agpcd) ©
+ (qpp' P — aypc?) xe?@rdi =202

— (op'c? + aqpc}) xe—202d>

. (3.33)

que si se sustituye en la ecuacién (3.21) y se resuelve para r = e’ se obtiene:

1

x = 11 A
cos(ads) cos(ady) + % cos(aady) sin(aydy)
1

e . (3.34)
o sin(aads) sin(ardy) + —;jp,cfz sin(aads) cos(aydy)
1 1

aq pcl2

que es la ecuacién para el pardmetro de decaimiento §. En la ecuacién (3.18) se

sustituye k por i3:
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1 2 112
cosh(BL) = cosh(ayd; ) cosh(aads) + 3 ( Ph 22l G ) sinh(aydy ) sinh(aads),

(3.35)

/2
azp'c) a1p¢

esto se puede reescribir usando z = el

Pl 4 AL

cosh(BL) = 5

= cosh(aydy) cosh(agds)

/12

1 2
Ll ( oy pc; n Q2P € ) sinh(aydy ) sinh(aads),

/2 2
2 \ap'q o1 pC

(3.36)

desarrollando la ecuacién anterior, se obtiene la ecuacién para los estados de super-

ficie para la propagacion longitudinal actstica

/12 2 2.4 2 112 14 11 12 2 12 14 2 2.4
arp' [aip’c] + azp™ "] — asp”d [a5p” " + afp’c] tanh(aads)

= aypc; cot(ady).

(3.37)

(a3 p2c)t — a3 p"c)/] tanh(ands)

Se resuelve la ecuacion (3.37) para el caso general del modelo de Kronig-Penney
arbitrario por métodos numeéricos, de la cual se obtienen las frecuencias para los

estados superficiales.

Estas frecuencias se sustituyen en la ecuacién (3.34) de la cual se obtiene su validez
fisica. Expandiendo la ecuacién (3.37) en el pardmetro y = e=292¢2 en el limite en
el que ands > 1 se llega a la siguiente ecuaciéon para la frecuencia w de los estados

superficiales:
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f(w) =2g(w)y =0, (3.38)

donde:
29(w) = — azp' [afp® + a3p™]sin(aidi) + asp” [a3p? + afp?] sin(aids)
[aop’ — azp”]
[ap’ — azp] ’
y
flw) = [04%02 - 043PH042PI} sin(andy) — o p [ap” + asp”] cos(andy). (3.40)

Si la ecuacién (3.40) se iguala a cero se encuentran las frecuencias para los estados
superficiales en el limite mencionado para en un sistema asimétrico de pozos y

barreras (figuras 8 y 9). Si se considera ag = ay en la ecuacién (3.40) se define:

h(w) = [aip® — a3p”] sin(aidy) — 200 pasp’ cos(andy) (3.41)

que al igualarla a cero se obtienen las frecuencias w para las bandas permitidas en

el mismo limite para un sistema simétrico de pozos y barreras (figura 10).
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3.4. Superred semiperidodica

Se aplican los resultados tedricos a un sistema de capas alternadas de Aluminio/Wolframio

y se consideran dos superredes. Si se hace

figura 7a. Superred hecha de Al/W, figuras 7b. y7c. Superred modelada como pozos
y barreras en funcién de la densidad n(a)= p'(Al) y n(b)= p(W).

Se consideran dos superredes con las siguientes densidades p' = 7p, p” = 14p (figura
)y p = Tp,p" = 3,5p (figura 7c) de anchos d; = 30ag,d; = 50ag,d; = 100ay,
respectivamente, (el radio de Bohr es ag = 0,529 x 10~8cm)[10].

Para cada una de las superredes solo se presentan el primer estado superficial y la
primera banda permitida. A partir de la solucién exacta, ecuacién (3.37) se grafica
el estado superficial y de la ecuacion (3.18) la banda permitida para cada una de las

superredes (figuras 10-15) en funcién del ancho de la barrera dy/ay.
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fu)

figura 8. Sistema de pozos y barreras en el limite apds > 1 donde la densidad p” de

la superficie de separacion es mayor que las de la superred.

{u] i ol

figura 8. Sistema de pozos y barreras en el limite aads > 1 donde la densidad p” de

la superficie de separacién es menor que las de la superred.
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figura 10. Gréfica del estado superficial (linea gruesa) y la banda pemitida de una

superred semiperidédica Al/W con densidad p’ = 7p, p”" = 14p y ancho d; = 30ay.

figura 11. Gréfica del estado superficial (linea gruesa) y la banda pemitida de una

superred semiperiédica Al/W con densidad p' = 7p, p” = 3,5p y ancho d; = 30ay.
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figura 12. Gréfica del estado superficial (linea gruesa) y la banda pemitida de una

superred semiperidédica Al/W con densidad p’ = 7p, p”" = 14p y ancho d; = 50a.

figura 13. Gréfica del estado superficial (linea gruesa) y la banda pemitida de una

superred semiperiédica Al/W con densidad p' = 7p, p”" = 3,5p y ancho d; = 50ay.
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figura 12. Gréfica del estado superficial (linea gruesa) y la banda pemitida de una

superred semiperiédica Al/W con densidad p’ = 7p, p” = 14p y ancho d; = 100ay.

figura 13. Gréfica del estado superficial (linea gruesa) y la banda pemitida de una

superred semiperidédica Al/W con densidad p' = 7p, p”" = 3,5p y ancho d; = 100ay.
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Conclusiones

Se han estudiado las ondas eldsticas longitudinales en cristales actsticos binarios
de periodicidad uni-dimensional. La investigacién de problemas con periodicidad
uni-dimensional abarca también los modos de superficie (oscilaciones que soporta la

frontera de un sistema semi-infinito).

Como principal objetivo en este trabajo se establecié una analogia entre la teoria
desarrollada para superredes semi-infinitas periédicas cuanticas de pozos y barreras
con las de capas alternadas. Estas superredes se lograron modelar como pozos y

barreras.

En el marco de la teoria eldstica se obtuvieron ecuaciones explicitas generales que
describen los estados de superficie y las bandas permitidas en la propagacion longitu-
dinal para sistemas de capas alternadas. Se demostré que para el caso longitudinal
estas ecuaciones generales son analogas a las ecuaciones que se encuentran en la

mecanica cuantica para sistemas de pozos y barreras.

A continuaciéon se enumeran los resultados obtenidos en el marco de la teoria elastica
para un sistema semiperiodico de capas alternadas de diferentes materiales, resulta-
dos analogos a los que se conocen en la mecanica cuantica para un sistema de pozos

y barreras.
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1. Se demuestra que las soluciones a la ecuaciéon de movimiento en sistemas multi-
capas presentan una gran similitud en el tratamiento matematico con el modelo de

Kronig-Penney.

2. Se obtuvo el espectro de energias, el cual también presenta bandas permitidas y

prohibidas.

3. Se demuestra que el vector de onda acustico para el caso longitudinal es andlogo

al vector de onda que se usa en la mecanica cuantica.

4. Las ecuaciones que describen las bandas permitidas en la propagacion acustica

son analogas a las obtenidas con el modelo de Kronig-Penney.

6. En la propagacion perpendicular a la superficie de separacion, no hay acoplamiento
longitudinal-transversal, siendo ambas similares al modelo de Kronig-Penney para

la propagaciéon cuéntica.

5. El parametro de decaimiento 3 para un sistema de capas alternadas semiperiddicas
infinito en la propagacién acustica es andlogo al que se encuentra en la mecanica

cuantica.

6. Las ecuaciones que describen los estados superficiales actisticos son andlogas a

aquellas para los estados de superficie cuanticos.

7. Las graficas permiten determinar las frecuencias a las que se hacen presentes los

estados superficiales.

Es muy sorprendente el hecho de que un fenémeno a nivel macrdscopico, como la
propagacién de ondas en los cristales actsticos, pueda tener un paralelismo con el
sistema de pozos y barreras de potencial cuantico. Este paralelismo permite hacer

su caracterizacién con el modelo que se utiliza para el caso cudntico (modelo de
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Kronig-Penney).

Una posibilidad a futuro seria tratar de generalizar este método para sistemas de
3 0 méas capas alternadas con una superficie de separacién. Otra posibilidad seria
fabricar estas peliculas para probar la veracidad de los resultados tedricos obtenidos
en este trabajo. Existen una gran cantidad de problemas que es posible resolver

como continuacién a esta investigacion.

Una de sus aplicaciones seria el disenar y realizar un espejo omnidireccional eldstico
consistente de una multicapa Pb/Epoxi. Este sistema presenta reflexién total de

ondas, para todo angulo de incidencia en cierto rango de frecuencias.
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