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Resumen

En esta tesis se estudia, numérica y experimentalmente, el fenémeno de localizacién
de Anderson en las ondas torsionales de una barra elastica desordenada, que consiste
de un cilindro con muescas espaciadas al azar. En particular se estudian la longitud de
localizacion, el camino libre medio y el parametro de repulsion de niveles como funciones
de la frecuencia y se comparan los comportamientos con los del caso cuantico unidimen-
sional de un potencial formado por barreras idénticas espaciadas al azar. La expresion
del camino libre medio se obtiene analiticamente. Los célculos de la longitud de localiza-
cion, definida por las envolventes de las funciones de onda, y del parametro de repulsién
de niveles, definido segun la formula de F. Izrailev, se llevan a cabo por el método del
mapeo de Poincaré. Experimentalmente se miden estas dos dltimas cantidades haciendo
uso de Electro Magnetic Acoustic Transducers como sistema de excitacidon-deteccion. Se
encuentra que, aunque se presenta el fenémeno de localizaciéon de los modos normales,
conforme a la teorfa de Anderson, tanto el camino libre medio como la longitud de lo-
calizacion decaen con la frecuencia mientras que en el caso cuéntico ellos crecen con la
energia. Esta diferencia cualitativa se explica por el coeficiente de reflexiéon de los objetos
dispersores que en el caso elastico crece con la frecuencia y en el caso cuantico decrece con
la energia. Sin embargo, asi como sucede en el caso cudntico, se mantiene una relaciéon
de proporcionalidad entre el camino libre medio y la longitud de localizaciéon. Por otra
parte, el parametro de repulsion de niveles como funcién de la longitud de localizacién
tiene un comportamiento cuadratico a valores pequenos y lineal con una ordenada en el
origen a valores grandes, lo que difiere en parte del caso cuantico. Dicha diferencia podria
explicarse al comparar las distribuciones teéricas clasica y cuéntica de los espaciamientos
entre niveles vecinos, las cuales no siempre se conocen.



Abstract

In this work we study, both numerically and experimentally, the phenomenon of An-
derson localization in the torsional waves of a disordered elastic rod, which consists of a
cylinder with randomly spaced notches. In particular, we study the localization length,
the elastic mean free path and the level repulsion parameter as function of the frequency
and we compare their dependence with those that arise in the quantum one-dimensional
case of a potential formed by identical barriers randomly spaced. We obtain an analytical
expression for the elastic mean free path. We calculate the localization length, defined
by the envelopes of the wave functions, and the level repulsion parameter, defined by the
F. Izrailev formula, by the method of Poincaré map. Experimentally we measure these
two former quantities using Electro Magnetic Acoustic Transducers to excite and detect
vibrations. We find that the normal modes localize exponentially, according to Ander-
son theory, and that both the elastic mean free path and the localization length decay
with frequency whereas they increase with energy in the quantum case. This qualitati-
ve difference is explained by the reflexion coefficient of the notches and barriers, which
increase with frequency in the case of a notch and decrease with energy in the case of
a barrier. However, as happens in the quantum case, the elastic mean free path and the
localization length remain proportional. On the other hand, the level repulsion parameter
as a function of the localization length has a quadratic behaviour at small values and a
linear one, with non-zero ordinate value, at great values. This differs in part from the
quantum case and could be explained comparing the theoretical classical and quantum
distributions of nearest-neighbour level spacing, which remain unknown in both cases.



1 Introduccidén

Algunos de los fenémenos que ocurren en los solidos y que se pueden explicar tratando a
las particulas, digamos electrones, como ondas de materia gobernadas por las ecuaciones
de la mecanica cuantica, también ocurren en la fisica clasica, donde valen las ecuaciones
de Newton y de Maxwell. Surgen entonces los asi llamados anélogos clasicos de sistemas
cuénticos. Es el caso de los fenémenos de interferencia que se rigen por una ecuacién
comin a varias areas de la fisica: la ecuacién de ondas.

Experimentalmente se han podido observar numerosas veces los analogos clasicos con
ondas tales como la luz [1, 2, 3, 4, 5, 6], las ondas elasticas [7, 8, 9, 10, 11] o las ondas
en el agua [12]. En este trabajo estudiamos, tanto numérica como experimentalmente,
el fenomeno de localizacién de Anderson en una dimensiéon con ondas acusticas y en
particular nos enfocamos a estudiar la relaciéon que existe entre tres cantidades: el camino
libre medio, la longitud de localizacién y la repulsién de los niveles de energia.

La teoria de bandas y la teoria de localizacién de Anderson nos permiten entender por
qué algunos materiales, que tienen una estructura cristalina (como los metales), conducen
la electricidad y por qué otros, que tienen una estructura desordenada (como un metal
con muchos defectos o impurezas), son aislantes.

En los cristales, materiales que tienen una estructura periédica, los niveles de energia
permitidos forman un espectro de bandas y las funciones de onda de los electrones de
la banda de conduccién son extendidas. Si la banda de conduccién no esté vacia, los
electrones que la pueblan se pueden entonces mover libremente a lo largo del material y
participan en el transporte de la carga eléctrica, lo que hace del material un conductor.

Sin embargo, un cristal perfecto es una idealizacién. En la naturaleza siempre se en-
contraran impurezas, por ejemplo, &tomos ajenos a la composiciéon quimica ideal, o un
defecto, por ejemplo, un espaciamiento anormal entre dos d&tomos, que rompe la periodi-
cidad. Con poco desorden, las impurezas tienen como consecuencia permitir estados de
energia dentro de las bandas prohibidas. Las funciones de onda de esos nuevos estados
estan localizadas exponencialmente en el espacio alrededor de la impureza. A tempera-
tura nula, cuando el acoplamiento con otros grados de libertad, sea con fonones u otros
electrones, se vuelve despreciable, los electrones que ocupan esos estados localizados no
pueden participar en el transporte.
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La teoria de la localizacion de Anderson [13, 14| estudia la forma de las funciones
de onda — es decir, si son localizadas o extendidas — como resultado de interferencias
consigo mismas por la dispersiéon de un potencial aleatorio, consecuencia del desorden.
Es una teoria a temperatura nula ya que sélo considera la interaccion electrén-potencial
y desprecia las interacciones electron-electron y electréon-fonén. Una temperatura no nula
permite que los electrones puedan brincar de un modo localizado a otro y participar en
el transporte. En los experimentos |15, 16, 17| esas temperaturas son del orden de 0-4K.

En este contexto, el hamiltoniano H del sistema se escribe como:

h2

H=——
2m

V2D enln) (0l + D Wam [n) (m] + v m) (1] (1.1)

n,m

donde la base |n) de los estados no forma una base de eigenestados, sino una base intuitiva
en la que el vector |n) representa a un electron que tiene probabilidad 1 de estar en el sitio
n y 0 de estar en otra parte. En (1.1) €, es la energia del sitio n, r,,, la distancia entre
los sitios m y M ¥ Vpm = v (Thm) su energia potencial de acoplamiento. Se supone que
la interaccion entre los sitios decae con la distancia més rapido que 1/r3 . El desorden
se modela tomando {e,} como un conjunto de nimeros al azar no correlacionados y
caracterizados por una distribucién de probabilidad de anchura W. En el caso de una
distribucién constante W es el ancho del intervalo en el que la distribucién no es nula;
en el caso de una distribucién gaussiana W es la anchura de la campana a la mitad de su
altura. Considerar correlaciones entre las energias de sitios puede dar lugar a resultados
distintos, como lo indican las referencias [18, 19|, pero no es el propésito del presente
trabajo.

El tamano del desorden se puede medir en unidades de W/v, donde v es el promedio
de v (r). Esta cantidad adimensional representa la barrera de potencial que enfrenta la
funcién de onda en cada sitio. El caso W = 0 corresponde a una estructura periodica.
En este caso el teorema de Bloch vale y las eigenfunciones son extendidas. Aumentar
W es distinguir més los sitios uno del otro y favorecer una localizacién mientras que
aumentar v es unirlos més fuertemente y favorecer la deslocalizacion. El resultado de
P. W. Anderson es que, en 3 dimensiones, existe un desorden critico (W/v), en el cual
se da una transicién: abajo del valor critico existen modos extendidos que permiten la
conduccién de una corriente y arriba del valor critico todos los modos estan localizados
en el espacio de manera exponencial, es decir, que la envolvente de la funcién de onda
es proporcional a exp (f\ﬁ—?%), donde 7§ es la posicion del sitio donde se localizo
la funcion de onda y € es una dimensién caracteristica que define el decaimiento de la
amplitud de onda hacia el infinito; a £ se le conoce como longitud de localizaciéon. En
este régimen, el material es un aislante.

Otro resultado importante de la teoria es que la dimensionalidad del sistema juega un
papel fundamental [20]. La hipotesis de la teorfa de escalamiento de la localizacion es

suponer que la cantidad 511;‘ z, donde g es la conductancia en unidades de e?/h, de una
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muestra de tamano (L)d, s6lo depende de la conductancia g. Bajo esta suposicion, el valor
asintotico al que tiende jll;l%, de forma creciente, es d — 2. Segun este resultado, si d = 3
la conductancia puede ser una funcién creciente para un material conductor o decreciente
para un material aislante en el limite L grande, dependiendo de un valor critico g. que
corresponde al valor del desorden critico. En cambio, si d = 1 o 2, la conductancia g
de una muestra sélo puede ser una funcién decreciente del tamano de ella. Es decir, que
en el limite de una muestra grande el material es un aislante, por muy pequeno que
sea el desorden. Formalmente, esto sélo se ha podido demostrar rigurosamente en una

dimension.

Otra manera de ver el problema de la influencia del desorden en un sistema cuantico
es considerar el sistema como abierto, conectado a reservorios de electrones por guias
de onda cuasi 1D, es decir, en las que las ondas se propagan segiin una sola coordenada
pero pueden tener varios modos transversales; y se estudia el problema de dispersiéon
de las ondas entrantes [21]. Visto asi, el sistema es una cavidad dispersora. De manera
formal se prefiere describir al sistema por medio de su matriz de dispersién S en vez de
su hamiltoniano, aunque los dos estan conectados. Asimismo, el desorden se introduce
al considerar S como una matriz al azar. El problema de dispersién se reduce entonces
a encontrar la distribucion de probabilidades que sigue S. Hasta la fecha sélo se han
podido resolver analiticamente dos casos de cavidades: el punto cuantico y el alambre
desordenado.

En el caso del alambre desordenado, que es muy parecido al presente trabajo y que tra-
tamos de reproducir clasicamente con ondas actusticas, la distribucién de los eigenvalores
de la matriz S estd dada por una ecuacién conocida como DMPK (Dorokhov-Mello-
Pereyra-Kumar) (ver [21] p.757) que depende de la clase de simetria del problema. Esa
ecuacion lleva a la siguiente expresion para la longitud de localizacion &:

E=[(N.—1)8+2]¢, (1.2)

donde N, es el namero de canales de las guias de onda (el namero de modos transversales
que se pueden excitar en las guias) y £ el camino libre medio. En (1.2) § es el indice de
simetria del problema (ver Apéndice C) y puede valer 1, 2 y 4 que son los tres casos en
los que se ha podido derivar la ecuacion DMPK. Cada clase de simetria corresponde a
una distribucién de probabilidades de S y a una distribucién de los espaciamientos entre
los eigenniveles vecinos del sistema. El caso § = 1 corresponde a matrices S unitarias
simétricas (COE) y a un sistema invariante frente a inversion en el tiempo; el caso
f = 2 a matrices S unitarias (CUE) y el caso f = 4 a matrices S unitarias auto-duales
(CSE). La relacion (1.2) se ha podido verificar experimentalmente con experimentos de
magnetoconductancia [15, 16, 17].

Nuestra analogia clasica consiste en una barra eléstica con muescas espaciadas al azar,
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lo cual forma un sistema unidimensional desordenado. En este caso no conocemos la
distribucion de probabilidades de S ni sabemos de qué depende. En términos de simetria
estamos en el caso de una invariancia frente a una reflexién temporal, es decir, 5 = 1,
pero la distribucién de espaciamientos entre los eigenniveles vecinos puede no ser la del
caso cuantico correspondiente a 8 = 1.

Como lo sugiere la ecuacion (1.2), nos proponemos estudiar el comportamiento de las
tres cantidades £, ¢ y el parametro de repulsion de niveles « (ver Apéndice C) como fun-
ciones de la frecuencia y de ahf obtener la relacién entre ellas. Cabe mencionar que nuestro
sistema clasico cuenta con un solo canal, esto es, N. = 1, ya que es unidimensional, pues
la seccién transversal de la gufa de onda no se excita. Ello ocurre experimentalmente a
bajas frecuencias.

En general, los andlogos elasticos de sistemas cuanticos reproducen los fenémenos de
manera cualitativa, pero suelen presentar diferencias en los detalles. Por ejemplo, una
barra eléastica periodica (ver la figura 5.3 y la referencia [24]) tiene sus modos normales
extendidos y un espectro en bandas, pero el ancho de las bandas prohibidas aumenta
con la frecuencia mientras que en mecénica cuantica este disminuye con la energia. En
nuestro caso esperamos entonces reproducir cualitativamente el resultado principal de la
teoria de Anderson, es decir, encontrar que todos los modos normales del sistema son
localizados exponencialmente, pero el comportamiento de &, £ y « con la frecuencia puede
ser otro que en el caso cuéntico con la energia.



2 Ondas de torsién en barras cilindricas

Como se mencioné anteriormente, en ciertos casos se presentan analogias entre una
situacion cuantica y una clasica. En este capitulo se expone la motivacién formal mos-
trando las similitudes en las ecuaciones. Se mencionan algunos trabajos del grupo teérico-
experimental de vibraciones elasticas del Instituto de Fisica, UNAM, y del Instituto de
Ciencias Fisicas, UNAM — Campus Morelos, realizados siguiendo esta linea de pensa-
miento. Se obtiene y resuelve la ecuaciéon de ondas en el caso de ondas de torsién en un
cilindro y se discute su extensién a barras formadas por diferentes cilindros con un eje
comun.

2.1. Analogia formal cuantica-clasica por medio de la
ecuacioén de ondas

Caso cuantico: FEn mecénica cuantica, la ecuaciéon de Schrédinger independiente del
tiempo que gobierna el comportamiento de una particula de masa m que se encuentra
en presencia de un potencial V' se escribe en la forma:

o,
—%v Y+ V(7)) = Ev, (2.1)

donde v es la funcion de onda de la particula. Al dividir por —%, la ecuacion (2.1) se
convierte en

Vi) + % [E -V (7)) =0. (2.2)

Cabe hacer notar que la dependencia temporal de la funcién de onda de un modo propio
del sistema de energia E es e /" o bien =™ con la relacion habitual F = hw. Si
nos limitamos a una dimensién y a los casos de potenciales constantes por secciones
V(zj—1 < x < x;) =V, entonces la ecuacion (2.2) se integra, para £ > max (V}), de la
siguiente manera:

P (IEj,l <z < CL‘j) = Ajeiqu + Bje_iqu, (23)

donde hemos definido ¢; = 4/ QE—T (E —Vj). Los coeficientes A; y Bj se obtienen al resolver
los sistemas de ecuaciones que surgen de las condiciones de continuidad de la funcién de
onda y de su derivada:

o(7) = ()
o xj =¢’(;j) & (2.4)
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Aje'li%i + Bje "% = Aj eV 4 By e it

<~ { in (Ajeiqjxj o Bjefiqjxj) _ in+1 (Aj+1€iqj+1zj o Bj_‘_lefiq]quxj) (2.5>

Caso clasico: Por otro lado, la ecuacion de ondas clasica que verifica la amplitud de
onda v si la velocidad de propagacion es ¢ es
1 0%y
Vi — = = 0. 2.6
2 o2 (26)
De aqui en adelante llamaremos a 1 “funcién de onda”, por analogia con la mecénica
cuantica.
Ya que las ondas planas forman una base de las soluciones, con una dependencia
temporal en ¢!, basta con resolver esta ecuacién para cada frecuencia. Haciendo una
separacion de variables obtenemos

V3 + k%) =0, (2.7)

donde k = %. Aqui cabe hacer una observacion: si comparamos las dependencias tem-
porales de los modos normales cuanticos y clasicos podemos considerar que la frecuencia
angular w es el analogo clasico de la energia E. Sin embargo, si comparamos las ecuacio-
nes espaciales (2.2) y (2.7) podemos considerar que el anélogo clasico de E es k2, que es
proporcional a w?. En resumen, en algunos casos pueden haber ambigiiedades al querer
interpretar a w como anélogo clasico de E. En el presente trabajo considerar a w o a w?
como analogo de E s6lo cambia las escalas de las graficas y no resulta en ningin cambio
cualitativo del fenémeno, por lo que se decidi6 arbitrariamente considerar a w.

Si nos limitamos a una dimensién y consideramos un conjunto de medios de propaga-
cién acoplados, cada uno caracterizado por una velocidad de propagacion c;, entonces
la ecuacion (2.7) vale en cada region del espacio y se puede integrar de forma similar a
(2.3):

P (-ijl <z < l‘j) = Ajeikjr + Bje_iij, (2.8)

donde k; = * es el vector de onda en la regién j delimitada por z;_1 y x;. De nuevo, los
coeficientes AJ y Bj se obtienen al fijar la amplitud de la onda y al resolver los sistemas
de ecuaciones que surgen de las condiciones fisicas de continuidad. En el caso de ondas
de compresion o de torsion en un soélido, estas condiciones son la continuidad del despla-
zamiento 1, y de la fuerza para el caso compresional o de la torca para el caso torsional.
Tanto la fuerza como la torca son proporcionales a la derivada del desplazamiento, con
un coeficiente de proporcionalidad en la regién j que denotaremos u;, lo que nos lleva a

10
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sistemas de ecuaciones muy parecidos al caso cuantico:

v (o) =0 ()
A g N (2.9)
Hi (xj ) = pj+1¢ (53])
Ajeikj:r:j +Bj€_iijj — Aj+1el'k’j+1lj +Bj+le—ikj+1xj
< ikjp; (Ajet*i% — BjemRi%) = ikjqpjpn (Ajp1€+1% — By e~ kivies)
(2.10)

Si se logra encontrar un conjunto de medios acoplados de tal manera que las condicio-
nes de continuidad sean formalmente parecidas en el caso cuéntico y en el caso clésico
entonces los fendémenos cuantico y clasico son similares y el estudiar los eigenniveles y
las funciones de onda clasicos es lo mismo que estudiarlos en el caso cuantico, bajo un
cambio de escala apropiado.

El estudio del analogo clésico tiene algunas ventajas sobre el cuantico: experimental-
mente todos los pardmetros se pueden medir con mucha precisién, limitada sélo por la
resolucion de los aparatos. Ademas se puede tener acceso a los eigenmodos y a las fun-
ciones de onda, tanto en amplitud como en fase, lo cual es en general muy dificil en
el caso cuantico. Por ejemplo, los dos primeros trabajos experimentales que midieron el
fenomeno de localizacién de Anderson con sus funciones de onda fueron publicados en el
2008 [22, 23], es decir, 50 anos después de la publicacion original de Anderson [13].

En el laboratorio de vibraciones elasticas se realizaron varios experimentos con esta
idea: por ejemplo, se disené una barra a la que se le maquinaron muescas equidistantes
para simular un potencial periodico en el espacio [24]. La situaciéon cuantica que corres-
ponde es la de un cristal unidimensional. Se encontré que, en efecto, el espectro presenta
una estructura de bandas permitidas y bandas prohibidas. Se estudi6 en otro trabajo el
efecto de poner un defecto topologico en la barra periodica [25] y se comprob6 que un
eigenestado aparece en la banda prohibida, cuya funcién de onda esta localizada expo-
nencialmente alrededor del defecto. Para dar un ejemplo més, se construyeron 2 barras
cuyas geometrias simulaban un potencial de un cristal unidimensional sometido a un
campo eléctrico |26, 27, 28| y se encontré que, de manera analoga al caso cuantico, se
presentaba el fenémeno de escaleras de Wannier-Stark que consiste en que los eigenmo-
dos estan igualmente espaciados en frecuencia y con eigenfunciones exponencialmente
localizadas sucesivamente en los distintos sitios.

11
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2.2. Ondas de torsién en un cilindro elastico con extremos
libres

Las excitaciones elasticas que se pueden generar en sbélidos unidimensionales se clasi-
fican en tres categorias: las vibraciones compresionales, que consisten en la propagaciéon
de una compresién-extension del material; las vibraciones torsionales, en las que se pro-
paga una torcedura de la seccién transversal del material, y las vibraciones flexionales
consistentes en la propagacién de un movimiento transversal de la seccién transversal del
material, o sea, el material se dobla. En la pagina www.fis.unam.maz/famoe_lab_wvibraciones.php
se encuentran dibujos animados de estos tres tipos de vibraciones.

Las ondas compresionales y torsionales son susceptibles de presentar analogias formales
con la mecénica cuantica, mientras que las flexionales obedecen una ecuacion diferente,
por lo que las analogias formales, aunque posibles, son mas dificiles de encontrar |29].

En esta seccién se obtiene y resuelve la ecuaciéon que gobierna el comportamiento de
las ondas torsionales, que se usaron en este trabajo, en el caso de una barra de longitud
L con seccion transversal circular a de tal manera que a < L (ver [30], p.126). Se vera
que dicha ecuacion es la ecuacion de onda (2.6) discutida arriba que, como se menciono,
describe fenémenos analogos a los cuanticos.

Figura 2.1: un cilindro con extremos libres y el elemento de volumen que se considera
para hacer el calculo

La conservaciéon del momento angular en la rebanada cilindrica nos indica que:

oT 0%0
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2 Ondas de torsién en barras cilindricas

donde 6 es el angulo que se tuerce la barra, T la torca y J es el momento de inercia de
la rebanada alrededor del eje central:

4
J = yg pdzr?dS = pdxﬂ. (2.12)
() 2
Llegamos entonces a
oT mat 020
— =p— . 2.13
ox 2 o (2.13)
La torca T se relaciona con el angulo de torsion por medio del médulo de torsiéon G:
mat 00
T=G——. 2.14
2 Ox ( )

Obtenemos entonces la siguiente ecuaciéon de ondas para el angulo 6:

920 1 0%
-7 2.15
oz 2 o2 (2.15)
con una velocidad ¢; = \/g .

Las condiciones a la frontera que usamos experimentalmente son que en sus extremos
la barra puede oscilar libremente, puesto que solamente esta sostenida por unos hilos
delgados de nylon. Esto implica la nulidad de la torca en © = 0 y * = L, es decir
que % (x=0)=0y % (x = L) = 0. La solucién general de la ecuacion de ondas es
una superposicion de las soluciones de modos normales (a frecuencia bien definida, con
dependencia temporal e??). Las soluciones de modos normales son ondas estacionarias de
la forma 6 (z,t) = © (z) ¢! donde O (z) satisface la ecuacion (2.7). Esta tltima ecuacién

se puede integrar de la siguiente manera:

O (z) = Ae™® + Be ke (2.16)

La condicién a la frontera % (x = 0) = 0 impone la relacion A = B. La otra condicion,

g—z (x = L) = 0, permite calcular los valores de k permitidos, o bien de manera equiva-

lente, las frecuencias normales. Ya que % = —2kAsin (kx) entonces k debe ser tal que

sin (kL) =0, es decir k = j 7, j = 1,2,... 0 en términos de frecuencia:

. G

f=igs (2.17)

De esta ultima féormula se puede ver que el espaciamiento entre 2 niveles, que es in-
versamente proporcional a la densidad de niveles, es proporcional a ¢; e inversamente
proporcional a L. Esto es de suma importancia para el disefio del experimento en el que
nos interesa tener una densidad de estados alta para poder hacer una estadistica con
ellos. En comparaciéon con las ondas de compresiéon ¢; < ¢, lo cual es una de las razones
de haber decidido trabajar con ondas de torsion.
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2 Ondas de torsién en barras cilindricas

2.3. Ondas de torsién en una barra formada por cilindros
con un eje comun y de longitudes y radios variables

Figura 2.2: Cilindros con un eje comin pegados entre si. Cada uno tiene un radio a, y
una longitud d,, = x,, — T,,—1

En el caso de una barra formada por cilindros del mismo eje unidos para formar una
barra unidimensional con muescas, que se muestra en la figura 2.2, la ecuaciéon de ondas
anterior vale en cada cilindro. Es decir, la funcién de onda global de un modo normal
se escribe como 0 (z,t) = O (z)e™? donde O () satisface la ecuacion (2.7). Se puede
integrar en cada cilindro:

O(rp_1 <z <xp)=0,(x)= A, et 4+ B, e ke (2.18)

donde x,_1 y x, son las abscisas de los extremos del cilindro n. Los 2n coeficientes se
relacionan debido a las condiciones a la frontera entre los cilindros (n — 1 lugares) y las 2
condiciones en los extremos. Estas condiciones también determinan los valores permitidos

de k.

En la unién de cada dos cilindros las condiciones fisicas son la continuidad de la funcién
de onda, el desplazamiento, y de la torca. En total tenemos 2 (n — 1) 4+ 2 condiciones y
2n + 1 variables de modo que s6lo queda libre una: la amplitud de la onda.

O, (=, =60,11(r =2,
{ rat 4 do ( ) waﬁHJrl ( d9n+)1 (Z) (2.19)
01,898 (2 = ) = TG et (2= 0,) (1)

Cabe mencionar que la presente expresion matematica de las condiciones a la frontera
es aproximada [24]. En efecto, al expresar la torca de esta manera se supone que las
superficies de contacto de los cilindros se tuercen uniformemente, lo cual no es cierto
con todo rigor. En realidad la deformacion angular del cilindro ancho es mayor cerca del
contacto con el cilindro delgado que en la orilla. Este efecto se puede modelar haciendo
uso de un cociente de radios efectivo que depende del cociente inicial, de las longitudes
de los cilindros en contacto y de un parametro que se tiene que determinar de manera
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2 Ondas de torsién en barras cilindricas

experimental.

Las soluciones a estas ecuaciones se pueden calcular numéricamente haciendo, por
ejemplo, uso del bien conocido método de la matriz de transferencia, o bien, como en
esta tesis, del método del mapeo de Poincaré que es méas apropiado a sistemas con muchas
condiciones de continuidad (ver [31] y Apéndice D).
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3 Localizaciéon de Anderson en una barra
elastica desordenada

En este capitulo se presenta el estudio que se realiz6 sobre una barra formada por
cilindros de mismo eje y cuyas ondas torsionales presentan el fenémeno de localizaciéon
de Anderson. Consiste de simulaciones numéricas y de un experimento que las verifica.

3.1. Descripcion del sistema

El sistema de interés es una barra que presenta la siguiente estructura (Fig. 3.1, ver
Apéndice A): N cuerpos cilindricos del mismo eje, de radio R constante y de longitud
variable d,, n = 1,..., N, unidos por cuerpitos idénticos de radio » < R y de longitud
e < min{d,}. Aqui {d,} es un conjunto de ntimeros al azar no correlacionados con una
distribucion uniforme en [d (1 — A);d (1 + A)]. La barra se maquin6é de una sola pieza
de aluminio.

Cualitativamente la idea es la siguiente: si /R — 0 se puede pensar que los cuerpos
son independientes y se les puede asociar a cada uno de ellos un conjunto de frecuencias
de resonancias fjn = Jag. (ver eq. 2.17) que corresponde al que tendria una barra
uniforme de longitud d,, con extremos libres. De este modelo simplificado de cuerpos
independientes se puede ver que introducir un desorden en las {d,,} es una manera de
simular el desorden diagonal de un hamiltoniano de tight-binding unidimensional, con
los términos de acoplamiento a primeros vecinos r/R constantes. Tenemos entonces un
sistema desordenado unidimensional. Por lo tanto, es candidato a presentar el fen6meno
de localizaciéon de Anderson. Como se menciond en el capitulo 2 las eigenfrecuencias
juegan aqui el papel de las eigenenergias.

Se usaron los siguientes valores para los parametros: N = 50, A = 0.35, r/R = 0.65,
R=128cm,d="7.2cm, ¢ =1.016 mm.

Figura 3.1: Modelo de barra usado
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3 Localizacién de Anderson en una barra elastica desordenada

El trabajo se enfoca en estudiar la relaciéon que existe entre la longitud de localizacion
de los modos normales, el camino libre medio y la repulsiéon de las eigenfrecuencias
del sistema, los cuales se calcularan numéricamente. Experimentalmente mediremos la
longitud de localizacién £ y el parametro de repulsiéon de niveles o como funcién de la
frecuencia.

3.2. Protocolo experimental

El protocolo experimental (ver Fig. 3.2 y Apéndice E) hace uso del EMAT [33], aparato
muy versatil capaz de actuar tanto de excitador como de detector de manera muy selectiva
en los tipos de ondas que genera o detecta, en este caso torsionales. Este transductor tiene
la gran ventaja, al sacar provecho de las corrientes de Foucault inducidas en el material,
de funcionar sin ningin contacto mecanico con la barra. Asimismo, la tUnica pequena
diferencia que se tiene entre la situaciéon experimental y el caso ideal (considerado en
las simulaciones numéricas) de condiciones a la frontera libres es mediante unos soportes
formados por hilos delgados de nylon que sostienen la barra. En este trabajo se uso el
rango de frecuencias de [10kHz ; 87kHz| por lo que siempre se cumplia la condiciéon 1D:

¢, 3140
R—128 Ay = —1 = 222 36, 31
om < Foie 87000 o (3:1)

Figura 3.2: Diagrama de bloques del protocolo experimental
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3 Localizacién de Anderson en una barra elastica desordenada

3.3. EIl camino libre medio /

El camino libre medio ¢ se define como el inverso del coeficiente de reflexion (en ener-
gia) por unidad de longitud. En el Apéndice B detallamos el célculo de este tltimo. El
resultado es que, en el limite de bajas frecuencias £ < 1 valido experimentalmente , la

™
ecuacion (5.16) se convierte en

4 2 4 2
b= 12§ <774—1> +(774+1> —2]. (3.2)
(ke)*4 | \n*+1 nt—=1

De esta formula se deduce el siguiente comportamiento cualitativo: en el limite de bajas

frecuencias ¢ es una funcién decreciente de la frecuencia f. Este es el comportamiento

opuesto al caso cuantico en el que el camino libre medio es una funcién creciente de la
energia F.

Esta diferencia de comportamiento se explica en términos de los coeficientes de refle-

xién: en el caso clésico de la barra con muescas idénticas espaciadas al azar y en el caso

cuantico de un potencial formado por barreras idénticas espaciadas al azar los coeficien-

. . . 2 .
tes de reflexion en energia, respectivamente |r| clas Y se comportan de la siguiente
forma:

2
|r|cuan7

2 ., ) .
como funcién de k. La frecuencia f es proporcional a k, por lo que en

Figura 3.3: a) |r|7,, " ¢
el limite de bajas frecuencias |r|;,, es una funcion creciente de f. b) |r|.,...
como funcién de k. La energia E es proporcional a k2, por lo que |r| es

cuan
una funcién decreciente de E.

En el caso clasico el coeficiente de reflexién aumenta respecto a la frecuencia, mientras
la frecuencia sea pequena comparada con la frecuencia caracteristica de las muescas.
Esto es consecuencia de que las ondas ven mejor las muescas conforme baja su longitud
de onda. Por otro lado, en el caso cuantico el coeficiente de reflexién disminuye con la
energia, consecuencia de que las particulas méas energéticas sienten menos el potencial.
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3 Localizacién de Anderson en una barra elastica desordenada

Esa diferencia fundamental entre el modelo cuantico y el clasico refleja nuestra incapa-
cidad de simular perfectamente el potencial cuantico. Esperamos entonces en nuestro caso
un comportamiento de la longitud de localizacion con la frecuencia opuesto al compor-
tamiento que tendria con la energia en el caso cudntico. Sin embargo, en el caso elastico
también se encuentra el fenémeno de localizacion de Anderson.

3.4. La longitud de localizacién ¢

La longitud de localizacion £ de un eigenmodo se puede definir de distintas maneras
(ver [14] p.1496), ya sea por el coeficiente de transmision del sistema, por el exponente
de Lyapunov de la matriz de transferencia o por la envolvente de la funcién de onda:
aqui se decidi6 definirla por medio de la envolvente de la eigenfuncion.

Se calcularon numéricamente el espectro y todas las eigenfunciones en cada uno de los
intervalos de frecuencia escogidos. Estos calculos se hicieron por el método del mapeo
de Poincaré (ver [31] y Apéndice D). Para cada una de las eigenfunciones calculadas se
defini6 la longitud de localizacion de la siguiente manera:

22;2 (dn +¢)

SENES)

(3.3)

donde ¢ () = A,, cos (kx + ®,,) es la amplitud de onda en el cuerpo n. En el Apéndice
D damos maés explicaciones acerca de esta formula y la referencia [32] hace uso de una
definicién muy similar. De haberla calculado para cada uno de los modos normales se
calculd la longitud de localizacién promedio de cada intervalo de frecuencias escogido.

De manera experimental (ver Fig. 3.4) se mide una parte de una eigenfuncion y se
ajusta a sus maximos una funcion tipo v exp (—#/¢), usando minimos cuadrados. Se miden
varias eigenfunciones en cada intervalo de frecuencias y se evaltia su promedio.
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3 Localizacién de Anderson en una barra eldstica desordenada
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3 Localizacién de Anderson en una barra elastica desordenada

Funcion de onda a la frecuencia normal f=51553 Hz

amplitud (unidades arbitrarias)
=}
[

— vy =39068 * exp( -(6.549+-0.588) * x ), correlation coef=-0.969
y = 2.9957e-08 * exp( (6.424+-0.445) * x ), correlation coef=0.981
y = 1.0644e+08 * exp( -(6.925+-1.134) * x ), correlation coef=-0.907

2 ! | ! | ! | ! | ! | ! | ! |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
posicion (m)
Funcion de onda a la frecuencia normal f=74620 Hz
T T T T T T T
15— —
1 — —]
E L i
2
2 05— —
)
= - -
2
% 0 freffredr
g
e L i
E
,-i 05— —
g L i
(-]
= —
| — y=1.7353e+06 * exp( -(9.431+-1.112) * x ), correlation coef=-0.949 |
y = 1.7451e-05 * exp( (7.515+-0.929) * x ), correlation coef=0.944
15 T —
! | ! | ! | ! | ! | ! | ! |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

posicion (m)

Figura 3.4: Funciones de onda medidas a distintas frecuencias con los ajustes de expo-
nencial en su envolvente que definen £
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3 Localizacién de Anderson en una barra elastica desordenada

En general, sélo se tiene la parte derecha de la funcion de onda porque el excitador,
colocado en la parte izquierda, impide el paso del detector. Con el fin de adoptar una regla
sistemética para definir £ y su error experimental, s6lo se tomaron en cuenta los ajustes de
exponenciales que decaian hacia la derecha (x crecientes). Los ajustes siempre se hicieron
sobre 10 puntos. El error experimental se definié como la suma de la incertidumbre en
el parametro £ dado por el ajuste y de la desviacién estandar de las fluctuaciones en
¢ observadas numeéricamente (ver Apéndice F). En algunas funciones de onda se puede
hacer el ajuste en varios lugares. En estos casos £ se defini6 como el promedio de los
pardmetros de ajustes encontrados, considerando tinicamente los ajustes cuyo coeficiente
de correlacion mayor a 0.9. El error se calculo aplicando la féormula de propagacion de

errores (ver [34] p.43)

Se definio la longitud de localizacién promedio en cada intervalo con los puntos medidos
en él.

Definir ¢ para muchos modos normales nos permite tener & como funcién de la frecuen-
cia (Fig. 3.5) y compararla con el camino libre medio ¢ (5.16) calculado en el Apéndice B
(Fig. 3.6). El error experimental en la frecuencia es minimo y so6lo se debe al fenémeno de
dilatacion térmica de la barra que puede ocurrir mientras se registran las mediciones y
que cambia ligeramente las frecuencias de resonancia: la estabilidad relativa del oscilador
es de una parte en 10%. Todas las mediciones se llevaron a cabo en un cuarto que se
mantiene a la temperatura de 21°C. Se encuentra, como se previd, que £ decae con la
frecuencia. Los calculos numéricos de € en la figura 3.5 y de £ en la figura 3.6 se realizaron
con el pardmetro (r/R),; ajustado al resultado experimental.
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3 Localizacién de Anderson en una barra elastica desordenada

— v =exp(8.808+-0.777) * xM-0.976+-0.072). correlation cocf=-0.892
o simulacion numerica 1

1 uﬂ t
by g |

longitud de localizacion (m)
—e—|
|_
—a—i
—-e— (/
=/
ey
=

20000 50000
frecuencia (Hz)

Figura 3.5: La longitud de localizacion £ como funcién de la frecuencia comparada con
los célculos numeéricos

o longitud de localizacion
camino libre medio

longitud de localizacion (m)

20000 50000 1e+05
frecuencia (Hz)

Figura 3.6: La longitud de localizaciéon £ como funcién de la frecuencia comparada con
el camino libre medio ¢ calculado (5.16)
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3 Localizacién de Anderson en una barra elastica desordenada

3.5. EIl parametro de repulsién de niveles «

En cada intervalo de frecuencias del espectro suficientemente poblado para poder hacer
una estadistica se puede definir un parametro de repulsién de niveles « ajustando a la
distribucion de espaciamiento de niveles vecinos una funciéon de Izrailev (ver Apéndice
C) con minimos cuadrados:

2

e f(a) 2T
P, (s) = As® (1 + Bas)’'" exp [ 6% T3 (1 2) s} , (3.5)

donde f (o) = M —0.16874y s = % es la distancia normalizada entre niveles
J J
vecinos. A y B son constantes de normalizacién que se determinan con las relaciones

usuales (P) =1y (s) = 1.

Numéricamente se puede escoger un tamano de intervalo muy pequeno y mejorar la
estadistica acumulando datos sobre muchas barras cuyas tnicas diferencias entre si son
el conjunto de nimeros al azar que se usa para definir {d, }. Experimentalmente s6lo
tenemos una barra y la decisiéon del tamano del intervalo es arbitraria. Decidimos hacer
las estadisticas en intervalos de 20kHz, que contienen en promedio unos 50 modos, lo que
resultaba ser un buen compromiso entre los valores extremos que se podian obtener y
el tamano de las barras de error resultantes. En cada intervalo de frecuencia se calculd
el histograma de distancias entre niveles vecinos y se definié « (ver Fig. 3.7). De ahi
obtuvimos « (f) (Fig. 3.8), donde f es el centro del intervalo. Al traslapar el intervalo se
pudieron obtener 13 puntos en el rango de frecuencias [10kHz ; 87kHz.
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3 Localizacién de Anderson en una barra elastica desordenada

Figura 3.7: Histogramas de distribuciones de niveles vecinos y su ajuste con funciones
de Izrailev usando minimos cuadrados. Los tres primeros corresponden a his-
togramas numéricos con acumulacién de datos sobre 3000 barras. Los tres
dltimos son histogramas experimentales de una sola barra.

[ | T T | T T L
L % ? { puntos experimentales i
= simulaciones numericas
z
2 IF f E
g
g B _
= - .
=8 _
o L - _
= _
= _—
£ o ¢ o)
E’ L O - 4
= o ©
0.1 —
- () -
| 1 1 | 1 1 |
20000 50000 80000

frecuencia (Hz)

Figura 3.8: El parametro de repulsiéon de niveles o como funcion de la frecuencia
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3 Localizacién de Anderson en una barra eldstica desordenada

Las barras de error experimentales se calcularon de manera numérica como funciéon de
la frecuencia haciendo un célculo de desviacion estandar sobre 1000 barras en los valores
que puede dar una barra a una frecuencia dada y el valor promedio a esta misma frecuen-
cia (ver Apéndice E). El calculo numérico mostrado en la grafica se realizé con el mismo
parametro (r/R),; ajustado al experimento de £ (f) y corresponde a una acumulacién
de datos sobre 5000 barras.

Tener & (f) y a(f) nos permite obtener £ (o) (Fig. 3.9), donde & esta definida como el
promedio de los valores que toma en el intervalo de frecuencias donde se define a.

08 T | T | T | T
puntos experimentales

L ¢ simulaciones numeticas
— vy =(0.210+-0.004) + (0.122+4-0.002)*x, correlation coef=0.991

longitud de localizacion (m)

0 L | L | 1 | L
0 1 2 3 4

parametro de repulsion de niveles

Figura 3.9: La longitud de localizacion & como funcion del parametro de repulsion de
niveles a

El calculo numérico mostrado en la grafica corresponde a una acumulacién de datos
sobre 5000 barras con el mismo tamafio del intervalo de frecuencias (20kHz). Cabe des-
tacar que es independiente de (r/R), o yaque ay ¢ tienen la misma dependencia en este
pardmetro. Debido a que se tiene una sola barra, la estadistica para definir @ de manera
experimental es pobre y los puntos se alejan de la grafica numérica, con incertidumbres
grandes. Sin embargo, como lo indica la figura 3.10 en la que se simularon experimentos
numéricamente al hacer estadisticas sobre una barra y repetir en varias barras, los puntos
experimentales se encuentran adentro de la nube de puntos numéricos y son por lo tanto
perfectamente consistentes con los célculos.
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3 Localizacién de Anderson en una barra eldstica desordenada

0.8 T | T T T
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Figura 3.10: £ como funcién de «: comparacion de los puntos experimentales con simu-
laciones numéricas sobre una barra. Se graficaron 9 juegos de simulaciones,
correspondiendo a 9 barras distintas.

La figura 3.9 se compara con el resultado de Izrailev en el caso cuéntico de un hamilto-
niano de tight binding unidimensional (ver Apéndice C y en particular la figura 5.12). En
el caso cuantico, la dependencia de un pardmetro respecto al otro es lineal. En nuestro
analogo elastico también se encuentra un régimen lineal para o > 1, sin embargo, en la
regiéon 0 < a < 1 el comportamiento parece cuadratico.

Estas dependencias se explicarfan muy probablemente mediante las distribuciones
cudntica y clasica de la matriz de dispersion y de sus eigenvalores. Sin embargo, por
lo menos en el caso clasico, tal analisis no existe y el resultado encontrado no se puede
comparar con ninguna prediccién teérica.
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4 Conclusiones

En el presente trabajo se disefié6 una barra elastica con una estructura desordenada
y se estudid, tanto numérica como experimentalmente, el fenémeno de localizacion de
Anderson. Por primera vez en sistemas elasticos se midi6 la longitud de localizaciéon de
los modos normales por medio de las funciones de onda, y no de la transmitancia del
sistema, como funcién de la frecuencia. Se obtuvo un buen acuerdo con las simulaciones
numéricas (Fig. 3.5). El comportamiento encontrado es consistente con la prediccion
tedrica, derivada en mecanica cuantica, que la longitud de localizaciéon es proporcional al
camino libre medio (Fig. 3.6).

Por otra parte, se estudio el espectro de frecuencias propias de la barra. Se midi6 el
parametro de repulsion de niveles, definido segun la férmula de Izrailev, como funcién
de la frecuencia (Fig. 3.8) y de la longitud de localizacion (Fig. 3.9). El resultado experi-
mental es consistente con las simulaciones numéricas, aunque, debido a que tenemos una
sola barra, tiene una mala estadistica. La comparaciéon con el resultado de F. Izrailev en
el caso cuantico (Fig. 5.12) ensena similitudes y diferencias, las cuales se podrian expli-
car mediante las distribuciones de probabilidades de las matrices de dispersiéon y de sus
eigenvalores. Puesto que no existe tal anélisis tedrico en el caso clasico, esta parte del
estudio es inconclusa.

Sin embargo, a pesar de todas las similitudes observadas de este analogo clasico con
el modelo cuantico de Anderson, se encontr6 una vez més que el fenémeno clésico se
comporta respecto a la frecuencia de manera muy diferente al cuantico respecto a la
energia: en nuestro analogo la longitud de localizacién de los modos normales decrece con
la frecuencia mientras que en la teoria cuantica de los solidos ésta crece. Esta diferencia
se debe a que el coeficiente de reflexion de los objetos dispersores, dispuestos de manera
aleatoria, tiene un comportamiento opuesto con la frecuencia, o energia, en los dos casos.
En el caso cuantico el objeto dispersor - una barrera de potencial - se vuelve despreciable
cuando la energia cinética de las particulas supera mucho su altura, mientras que en el
caso clasico una muesca se comporta como un interferémetro de Fabry-Pérot, es decir,
su coeficiente de reflexién aumenta con la frecuencia.

La pregunta de si se puede o no disenar un sistema elastico que reproduzca perfec-
tamente el juego de condiciones de continuidad cuanticas, y que de esta manera simule
plenamente el hamiltoniano cuéntico, sigue abierta. En todo caso, en este trabajo se ha
demostrado experimentalmente, por primera vez en el caso elastico, que la localizacién
de Anderson también existe para barras eldsticas desordenadas.
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5.1. A. Disefo de la barra

Para simular un sistema cuéntico desordenado unidimensional, cuyos modos normales
son localizados, con una barra elastica (de aluminio) se usé como guia directiva un
modelo cualitativo de barras independientes y para optimizar los distintos pardmetros
de construccion se llevaron a cabo calculos usando el método del mapeo de Poincaré (ver

Apéndice D).

El modelo de barras independientes consiste en aproximar una barra formada por
cilindros del mismo radio y eje y de longitud d,, n = 1,..., N, unidos por cilindros
pequenos de mismo eje y de radio menor, por una barra formada por los mismos cilindros
grandes muy débilmente acoplados (ver Fig.5.1).

Figura 5.1: Ilustracion del modelo de barras independientes

Se considera entonces que cada uno de los cilindros es independiente de los otros y

. . . . n .
tiene su propio espectro de frecuencias normales con extremos libres f]( ) = Jaa (ver
mn

eq.2.17). Cada cilindro se puede ver como un sitio del hamiltoniano cuantico y las f](n)
como los términos diagonales de ese mismo hamiltoniano. Considerar un radio no nulo
en los cilindros pequetios de acoplamiento puede verse como agregar al hamiltoniano un
término no diagonal a primeros vecinos.

Con este modelo sencillo, se simula un hamiltoniano de tight-binding con desorden
diagonal tomando a las longitudes d,, con desorden y a los acoplamientos entre cuerpos
constantes. El conjunto {d,} es un conjunto de ntimeros al azar no correlacionados con
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una distribuciéon uniforme en [d (1 — A);d (14 A)] (ver Fig.5.2). Los cilindros pequenios
son idénticos, de radio r < R y de longitud ¢ < min{d,}.

Pid,]

F

P
L

o (1-4 d dil+a  d,

Figura 5.2: Distribuciéon de probabilidad de d,,

Los parametros que tiene el sistema son los siguientes: el ancho de la distribuciéon de
longitudes A, el cociente de radios r/R, el numero de celdas N, la longitud promedio de
los cuerpos (d,) = d, el largo de los cuerpos pequenos ¢, el material y el tipo de ondas
usadas.

Las restricciones experimentales implican que el sistema de excitaciéon-deteccion fun-
ciona entre frecuencias de OkHz y 150kHz y que tiene una extension espacial de 3.7 m
para medir las eigenfunciones. Nos conviene tener la barra mas larga posible para obte-
ner una densidad de estados lo méas alta posible: por ello se us6 una barra de 3.65m de
largo. Otra restriccion es que el material debe ser conductor para que se puedan generar
corrientes de Foucault en él, pero no debe ser ferromagnético para que no se le adhieran
los imanes de los EMAT. El aluminio es un material ideal por estas razones. Con el fin
de buscar los pardmetros més adecuados a la realizaciéon del experimento se calculan los
efectos que tiene cada uno.

Efecto de A: Si A tiende a cero las longitudes de los cuerpos se vuelven idénticas y se
simula un cristal unidimensional localmente invariante frente a translaciones. El espectro
tiene una estructura de bandas, conforme a la teoria de Bloch y las eigenfunciones son
extendidas. Este caso se ha estudiado en detalles en la referencia [24] y se ha encontrado
que el comportamiento del fenémeno cléasico respecto a la frecuencia es distinto al caso
cuéntico respecto a la energia: en las barras elasticas el ancho del gap entre las bandas
aumenta con la frecuencia mientras que en estado sélido él disminuye con la energia hasta
convertirse en un continuo de estados. En la figura 5.3 se grafica el espectro de una barra
periédica, en las dos escalas f y f? ya que ambas pueden interpretarse como analogo de
la energia.
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| I | 1 | I |
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Figura 5.3: espectro de una barra periodica con N = 50, d = 7.2cm, ¢ = 1.016 mm y
r/R = 0.65

Cuando A se aleja de cero se dan cruces evitados de niveles y la densidad de niveles
se vuelve mas constante. Las funciones de onda se localizan.

El tamano del desorden se puede medir por el nimero de cruces evitados que ha
sufrido un nivel. Se ve claramente en la Fig.5.4 que tal cantidad depende de la frecuencia.
Cualitativamente, aumentar la frecuencia es disminuir la longitud de onda y ver mejor
los defectos. La primera banda no ensefia ningin cruce evitado, salvo para los modos més
altos y para desérdenes muy grandes. En esa banda la longitud de onda es del tamaifio
del sistema total. Por lo tanto, la onda “ve muy mal”’ la estructura y se localizaria a
distancias mucho mas grandes. A la escala del sistema los modos son extendidos. Por lo
tanto, las mediciones siempre se hicieron a partir de los ultimos niveles de esa banda.
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Figura 5.4: Frecuencias normales contra tamano del desorden. La semilla del generador
de niimeros al azar es constante, se ven los cruces evitados de niveles

Con el fin de tener una densidad de niveles constante en todo el rango de frecuencias
usadas, se escogio un desorden de A = 0.35, que es el desorden a partir del cual desaparece
el gap entre la primera banda, de estados extendidos, y los estados localizados. De esta
manera se puede definir un parametro de repulsion de niveles, que llamamos «, en todas
las ventanas de frecuencias del espectro.

Efecto de r/R: Si r/R tiende a cero, cada celda se vuelve independiente de las otras,
el espectro de la barra se convierte en la suma de los espectros individuales de cuerpos
independientes y cada modo se localiza exponencialmente muy fuertemente en la celda
en que resuena. Si r/R aumenta, el espectro se deforma, los modos se siguen localizando
exponencialmente pero con una longitud caracteristica mayor y en celdas que ya no
necesariamente son las que se esperarian segiin el modelo de cuerpos independientes.
Otro efecto notable es que los modos empiezan a localizarse exponencialmente en varias
celdas a la vez: la funcién de onda presenta varios maximos. Esto es consecuencia de
que /R juega el papel no solo de acoplamiento entre primeros vecinos sino también de
“factor de disipacion” para cada celda (pensandola como celda acoplada a barras infinitas
de cada lado, el cociente /R tiene que ver con la rapidez con que una celda pierde su
energia), lo cual ensancha las resonancias en frecuencia y hace que se puedan mezclar.
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Figura 5.5: a) Longitud de localizacién contra frecuencia para tres valores distintos de
r/R (de arriba abajo 0.6, 0.5y 0.4) b) Funciones de onda a una misma frecuen-
cia. El valor r/R = 0.4 da un acoplamiento débil y una funcion de onda muy
bien localizada exponencialmente. La envolvente es razonablemente simétri-
ca. Para r/R = 0.5 se tiene una funcién menos localizada cuya envolvente
empieza a diferir de una exponencial perfecta. Se ven dos méximos locales en
la parte izquierda. Con r/R = 0.6 se obtiene una funciéon muy extendida en
la porcién del calculo. Presenta una tendencia a decaer exponencialmente a
distancias grandes
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Efecto de d: El valor de la longitud promedio de los cuerpos fija la escala en frecuen-
cias. La frecuencia caracteristica fy = g4 corresponde al centro de la primera banda de
frecuencias, cuando el desorden es nulo. Las siguientes bandas estan centradas en multi-
plos de f4. En el caso de tener desorden, las bandas se han mezclado y ya no existen. Sin
embargo, por debajo de f; los modos atn no se localizan. Nos conviene entonces tener fy

baja para poder medir en un rango mas amplio de frecuencias, esto es, tener d grande.

Efecto de N: Aumentar N vuelve més cercano al infinito el sistema y la periodicidad
local se vuelve global. Disminuyen las fluctuaciones en la longitud de localizaciéon (ver
Fig.5.6). Sin embargo, habiendo fijado la longitud total de la barra, aumentar N también
disminuye la longitud promedio de las celdas. Se debe entonces encontrar un compromiso
entre tener una d suficientemente grande y una N suficientemente alta. Decidimos usar
N = 50.

Efecto de e: A frecuencias bajas comparadas con f. = g el coeficiente de reflexion
de cada muesca aumenta de manera lineal con la frecuencia y con € (ver Apéndice B).
Aumentar ¢ disminuye entonces la longitud de localizacién de los modos normales. En
la frecuencia caracteristica de los cilindros pequenos f = f. el coeficiente de reflexion
de las muescas se hace cero, es decir, las muescas se vuelven transparentes y tanto el
camino libre medio como la longitud de localizacién divergen (ver Fig.5.6). Para poder
tener una variedad amplia de camino libre medio £ y de longitud de localizacién £ nos
conviene quedarnos en el régimen lineal f < f., es decir, tener una ¢ pequena. Sin
embargo, como se menciona en el capitulo 2 y en la referencia [24], las condiciones a la
frontera en las muescas que usamos son aproximadas y se tiene que tomar en cuenta una

correccién que aumenta como ("/R) ¢y = ﬁ. El pardmetro empirico g; vale 0.88
€t/e

mm en 7/ R = 0.236 pero tiene una dependencia en /R que no es conocida. Por lo tanto,
nos conviene evitar que esa correcciéon tenga demasiada importancia, esto es, debemos
tomar ¢ relativamente grande. Hay que encontrar un compromiso con una € mediana.
Decidimos usar € = 1.016 mm, lo que nos dio f. = 1.57 MHz, es decir, 10-15 veces la
frecuencia méaxima que ibamos a poder alcanzar con las caracteristicas del EMAT.

34



5 Apéndices

Figura 5.6: Longitud de localizacién contra frecuencia (escalas logaritmicas). Aumentar
N (dejando fija d, es decir, aumentando la longitud total de la barra) sélo
disminuye las fluctuaciones. Aumentar ¢ disminuye la longitud de localizacion
y corre el “pico de transparencia” de las muescas hacia frecuencias més bajas

Entre las ondas de compresion y de torsion se prefirieron usar las de torsién porque
tienen una velocidad de propagacién menor en el aluminio. Lo anterior es con el fin de
minimizar fg = g5 y de maximizar la densidad de estados normales.

En resumen, se usaron los siguientes valores para los parametros: N = 50, A = 0.35,
r/R = 0.65, R = 1.28cm, d = 7.2cm, ¢ = 1.016 mm, f; = 21.8kHz, f. = 1.57 MHz.
La barra tiene una longitud de 3.65 m, lo que da aproximadamente un estado cada 420
Hz o bien 48 estados en un intervalo de 20 kHz. Por ser un sistema unidimensional, el
nimero de canales (o nimero de excitaciones de la seccion transversal) del sistema es 1.
Esto sigue siendo vélido mientras la longitud de onda sea grande comparada con el radio
de los cilindros. En el rango de frecuencias usado, siempre se cumple esta condicién 1D:

Ct 3140

R=1.28cm < Ay = Forie 87000
max

La barra se maquiné a partir de una sola pieza de aluminio: una barra cilindrica
calibrada de media pulgada de didmetro (R = 1.28 cm) y de 3.66 m de largo. Las muescas
se maquinaron usando un torno, para asegurar una buena simetria alrededor del eje. Se
asegur6 una profundidad r/R muy constante de muesca a muesca usando un tope; los
valores extremos medidos son (r/R), . = 0.650 y (r/R)_ . = 0.659. Se aseguré un
ancho € muy constante usando para cortar un disco calibrado de joyero de 40 milésimas
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de pulgadas (1.016 mm). Finalmente, se obtuvo una barra aleatoria maquinada con los
siguientes valores medidos de d,, y 7p+1/R:

dp, (mm) Tnt+1/R d,, (mm) Tn+1/R

1 67.31 0.656 26 57.18 0.656
2 67.44 0.656 27 80.42 0.657
3 83.46 0.656 28 78.49 0.658
4 52.65 0.656 29 69.39 0.657
) 57.15 0.654 30 96.24 0.658
6 77.55 0.656 31 86.33 0.657
7 83.97 0.658 32 93.01 0.657
8 65.99 0.655 33 94.44 0.656
9 82.88 0.657 34 67.31 0.657
10 60.71 0.658 35 69.70 0.656
11 58.50 0.659 36 69.80 0.656
12 68.68 0.658 37 73.99 0.656
13 69.44 0.656 38 51.13 0.656
14 99.03 0.656 39 57.25 0.658
15 68.02 0.653 40 68.48 0.657
16 85.90 0.655 41 52.78 0.657
17 87.22 0.659 42 90.25 0.658
18 63.25 0.657 43 69.93 0.657
19 89.66 0.657 44 48.97 0.658
20 72.77 0.650 45 81.76 0.656
21 78.46 0.659 46 79.53 0.657
22 67.44 0.658 47 53.67 0.656
23 88.32 0.659 48 73.43 0.656
24 80.44 0.658 49 61.54 0.656
25 78.28 0.657 50 77.77 /
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5.2. B. CAlculo de los coeficientes de reflexién de los
sistemas clasico y cuantico

En este apéndice detallamos el calculo del coeficiente de reflexiéon de un objeto dispersor
en el caso cuantico (una barrera de potencial, ver Fig. 5.9) y clasico (una muesca, ver Fig.
5.7) y comparamos el comportamiento que tiene este coeficiente respecto a la energia (o
frecuencia) en los dos casos.

Caso clasico: Consideremos una muesca de ancho ¢ en una barra infinita (Fig. 5.7).
El cociente del radio de la muesca entre el radio de la barra vale n. En las tres regiones
del espacio definidas por la muesca, la ecuacion de ondas torsionales (2.15) se integra
de manera trivial (2.18). El célculo del coeficiente de reflexion consiste en encontrar la
relaciéon que existe entre las amplitudes A1, As, By y By por medio de las condiciones de

continuidad.
9, (x) @ (x) @,(x) :
a4
[+ -tz H
Ae ) Ae :
1 : 2 -
—_ v i — :
OB :
—_— :
. -l .
:4_5‘3_ :
B -ikx = B"elu :
1@ é’ 2
¢ _ E— :
e
t---) 1]'=—’g
£ =2
""""""""""""""""""""""""""" 1=--"r--- "'_'_'"'_'"'_'_'"'_""_'_""_""}
e2 0 g2 K

Figura 5.7: Ampliacién de una muesca de ancho € y de cociente de radios 7

Por definicion de la matriz de dispersion S, las amplitudes de las ondas entrantes y
salientes se relacionan de la siguiente manera:

(& )=s(a)=(r)(a) 5.1)

Las condiciones de continuidad del desplazamiento y de la torca en —¢/2 y €/2 se escri-
ben, de forma simplificada (ver (2.19)):

o1lw = —5/2) = §(x = —</2)
{ 01" (x = —¢/2) =03 (x = —¢/2) (5.2)
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{ ple==pt =7 653
g2 (x=2/2) =1'¢" (x = </2)
y en términos de las amplitudes:
Ale—ik€/2 + Bleiks/z — ae—iki/z + ﬂez‘kah (5 4)
ikAre~ 2 — ik B e ? = nrikae 2 — plikBeik/ '
A267ik6/2 + Bzeik€/2 — aeik€/2 + ﬁefiks/z (5 5)
—ikAge™ 2 4 ik Byet®? = nlikae™™ 2 — ntikBe ik '
Despejamos « y 8 en los dos sistemas de ecuaciones:
(5.4) o= 3™ [Ay (L4 y71) e™™ 2 + By (1 —y71) ] (5.6)
’ 8= %e‘iks/? [A1 (1 — 77_4) e L B (1 + 77_4) eike/Q] '
— 1 —ike/2 _ 4 ,—ike/2 —4\ ike/2
a= e [As (1—n%)e + By (1 + %) e*?]
(5.5) < { B =Ll [Ay (1 +174) e=*2 4 By (1 — 1) ¢ (5.7)

Las dos expresiones de oy 3 nos dan dos relaciones directas entre los 4 coeficientes:

e+ By (1+07%)

{ Ay (1 + 1774) + B (1 — 7774) etke = Ao (1 — 4) e (5 8)
4) +BQ (1 _ —4) ike :

A (L—nt)e* 4 By (1+n7%) = 42 (1 + n
que podemos reescribir de la siguiente manera:

Bu(1 =) et = By (L) = =Au (L) + Az (L= g 4 e ™ (a)
—B (1 4 77—4) + By (1 _ 77_4) etke — Ay (1 —n ) —ike — A (1 . ) (b) .
(5.9)
Multiplicando (5.9)(a) por 7 ,4, (5.9)(b) por 1_717,4 e~ v sumandolas, obtenemos:

B 1— 7774 eike L+n~ e—iks — Ale—ike |:e—ike _ zka:| +As e—zke 1- 7774 1+ 7774
14+n4 1—nt T+t 1—n1]"
(5.10)

Multiplicando (5.9)(a) por ﬁ e~ (5.9)(b) por +1 — v sumandolas, obtenemos:
Bs 1— 77_4 eiks 1+ n- e—iks — Ale—ike 1 - 77_4 1+ 77_4 —|—A e—zks |: —tke _ eikz-::|
14+n4 1—n4 1+n% 1-—pn+ '
(5.11)

y de ahi, segin (5.1), encontramos las expresiones de los coeficientes de reflexion r y

de transmision ¢:

e sm(ke)
r = —2ie ; _1e’k€ L g (5.12)
nt+1 n 71¢
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ni=1 _ nitl
i il pi-1
t=e e Tl (5.13)
774_1ezks _ 774""1 efzks
n*+1 nt—

Estas expresiones tienen los limites de una reflexion total r = e ¢

de una reflexiéon nula r = 0 en el caso n = 1.

enelcason =0y

El camino libre medio ¢ se define como el inverso del coeficiente de reflexion (en modulo
cuadrado) por unidad de longitud:

d
L= W (5.14)
A partir de (5.12) podemos calcular |r|*:
f? = 4sin? (ke) (5.15)
= > 7 ,
(gi;} - Zif}) + 4sin? (ke)

que se grafico en la figura 5.8 y entonces llegamos a la siguiente expresion para el

camino libre medio:
4 2 4 2
nt—1 n+1
<774+ 1) + (?74 — 1) — 2cos (2k5)] . (5.16)

Mientras k es pequeno comparado con 1/e, es decir, mientras la frecuencia es baja
comparada con la frecuencia de cuerpo independiente de las muescas, sin (ke) se puede
aproximar a primer orden por ke y el cos (2ke) vale casi 1. El camino libre medio tiene
entonces una dependencia en 1/k?, o sea, 1/f2.

0= d
 4sin? (ke)

A partir de (5.13) podemos calcular la transmitancia |¢[*:

(”j’} —~ ”3*})2 1

+ nt—

£ = ! = . (517)
() + () 2 g asin? (he) 1F (n4_14n4+1)28m2 (ke)

T T _
n*+1 n*—1 P S S

Esta es la transmitancia que tendria un interferémetro de Fabry-Pérot con superficies

cuyo coeficiente de reflexion es tal que —B—p = (L=t — Ttl -
v q 1—R)? _ \ni+1 — =1 .
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Figura 5.8: El coeficiente de reflexion |r|? (5.15) como funcion del vector de onda k (pro-
porcional a la frecuencia f). El experimento se hizo en la parte A < ¢, es
decir, en % pequeno. El camino libre medio decrece con f. La reflectancia es
similar a la de un interferémetro de Fabry-Pérot.

Caso cuantico: Consideremos una barrera de potencial de ancho € y de altura Uy (Fig.
5.9). El potencial es nulo en cualquier otro punto del espacio. En las tres regiones del
espacio definidas por la barrera, la ecuacion de Schrodinger (2.1) se integra de manera
trivial (2.3). Como en el caso clasico, el calculo del coeficiente de reflexion consiste en
encontrar la relaciéon que existe entre las amplitudes entrante y salientes por medio de
las condiciones de continuidad.

Vix)
eiL‘x inx
—_— o€ L8
_'m te
rell..-{ 3e

— —
ol s U
£ i ¢

g2 0 &2 X

Figura 5.9: barrera de potencial de ancho ¢ y de altura Uy
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La ecuacion de Schrodinger para E > Uy tiene como solucién, en las tres regiones del
espacio:
¢ (x < —¢/2) = e*® 4 peike
b (—¢/2 < x < ¢f2) = ael®® + Be 1T (5.18)
b (¢/2 < x) = tetke

donde hemos definido

h . (5.19)

La condicion de continuidad de la funcion de onda y de su derivada en —¢/2 y /2 lleva
a los dos siguientes sistemas de ecuaciones:

e—tke/2 + retke/2 — pe—ia%/2 + ﬂein/Q (5 20)

ike ™2 _ jkretk 2 = jqae9? — jgBela/ ’

teik6/2 _ aeiq6/2 + 567iq8/2
{ ikte™? = iqae'? — jgBe=14? (5:21)
De ahi obtenemos dos expresiones para « y f:

20 = M2 (1 4 fq) + rel @R (1 — k/g) (5.22)

20 = te—ila—k)/2 (14 */q) :
2 = e MNP (1 — kfg) + re= 10172 (1 + kfg) (5.23)

28 = teilatk)s/2 (1 —k/q) ’ '

lo que nos permite deshacernos de ellos:

eNa=R)2 (1 4 k/g) 4 rel@HR)T2 (1 — k/g) = te 4R (1 4 k/g)  (a) (5.24)

e HatR/2 (1 — k/g) 4+ re 4R (1 4 k/g) = te@HR)2 (1 —k/g)  (b) ~ :

Multiplicando (5.24)(a) por €47 (1 — k/q), (5.24)(b) por e~%* (1 + */4) y suméandolas,
obtenemos:

re't [(1 — Kq)? e — (14 K/q)% €| = e *Y2 (1 — #7/¢2) [e7° — "] (5.25)
y de ahi el coeficiente de reflexion:

1 — K2
(1= Ha)? et = (1-+ ko) =i

—ike

(5.26)

r = —2ie” " sin (ge)

Esta ultima expresion se puede escribir de forma muy parecida a la expresion clasica
de la reflexién por una muesca o en su forma més conocida en términos de la energia.
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Primero, veamos la escritura similar al caso clasico:

ike sin (qs)

q
ki‘ie—iqe

(5.27)

r = —2ie"

q
k leiqs _
k

41

Vemos que la profundidad de la muesca, la n clésica, es el equivalente de la raiz cuarta

de % =4/ E EUO, que es la distancia normalizada entre la energia cinética de la onda
entrante y la altura de la barrera de potencial. Una energia cinética muy alta respecto a
la altura de la barrera corresponde al caso de una particula que casi no siente el potencial:
el coeficiente de reflexion tiende a 0. En la analogfa clasica esto corresponde al caso en
el que n tiende a 1. Una pequena diferencia persiste, sin embargo, entre el coeficiente
de reflexion cuantico y clésico: en el caso cuantico el vector de onda se cambia por ¢
al propagarse la onda en la regiéon de la barrera. Se podria simular cldsicamente con un
cambio en el material de propagacién, pues la velocidad de onda cambiaria. Sin embargo,
esta sutileza no cambia drasticamente el comportamiento del coeficiente de reflexién con

la energia y no es la esencia de las diferencias entre los dos casos.

La diferencia fundamental entre el caso clasico y el cuéntico es que en el primero el
tamafio del acoplamiento 7 es una constante determinada por la geometria del sistema
mientras que en el altimo esta 7 (4/k) es una funcion creciente de la energia. Esta diferencia
da lugar a comportamientos opuestos con la energia o con la frecuencia en el caso clasico:
clasicamente aumentar la frecuencia es disminuir la longitud de onda, ver mejor la muesca
y asi aumentar el coeficiente de reflexién, mientras que cuanticamente aumentar la energia
es, por una parte, disminuir la longitud de onda y ver mejor la barrera, como lo indica el
término en sin (ge) que crece para ¢ pequenas y, por otra parte, de forma mas efectiva,
tener una energia que supera aun mas el potencial y en este sentido ver menos la barrera,
como lo indica el término en 9/k que tiende a 1.

El resultado es el siguiente: en el caso clésico el coeficiente de reflexion (en modulo)
es una funcion creciente de la frecuencia mientras que en el caso cuantico es una funcién
decreciente de la energia. Por lo tanto la misma diferencia de comportamientos se observa
en términos del camino libre medio: en el caso clasico éste disminuye con la frecuencia
mientras que en el cuantico aumenta con la energia.

Ahora veamos la formula mas conocida y mas intuitiva, en términos de las energias:

Uy sin (ge)
i [2E — Uy]sin (ge) — 2V EVE — Uy cos (qe)

que nos lleva a la siguiente expresion del coeficiente de reflexién en energia, inversa-

(5.28)
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mente proporcional al camino libre medio:

U2 i 02
r)? = o 51 (qj). . (5.29)
4E (E — Up) + U sin® (ge)
y, por fin, esta dltima expresién en términos de k:
kg sin? (\/k2 — k%s)
r* = (5.30)

k2 (k2 — K3 + hsin? (/AT = Re)

que graficamos en la figura 5.10 donde hemos definido
[2m

Todos estos calculos se hicieron en la semirecta Uy < E. En la otra semirecta E < U

los calculos son idénticos, salvo por la definicion de ¢: ¢ = 4 2,% (Up — E). Las ultimas

formulas se modifican haciendo la transformacioén sin <\/k:2 — k%e) & sinh (\ / k:g — k:Qg) )
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Figura 5.10: El coeficiente de reflexion |r|* como funcion del vector de onda k (propor-
cional a la raiz cuadrada de la energia E). Las distintas curvas corresponden
a distintos valores del ancho de la barrera €. El camino libre medio es pro-
porcional al inverso de |r]2 y por lo tanto crece con E.
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5.3. C. Clases de simetria y repulsiéon de niveles

En este Apéndice se describen con mas detalles las clases de simetrias de Dyson,
conocidas por el indice de simetria S = 1, 2,4, y sus consecuencias en las simetrias de la
matriz hamiltoniana H y de dispersion S. Se presenta la idea de definir un parametro de
repulsiéon de niveles continuo como variable continua para estudiar las transiciones entre
las distintas clases de simetria; se dan dos definiciones de éste: la de Brody [35] y la de
Izrailev [36] y se resume un trabajo anterior de Sorathia e Izrailev [37] que hace uso de
su parametro.

Clases de simetria: Como se mencion6 en el capitulo 1, una manera de estudiar el
problema del desorden en un sistema cuéntico es estudiar sus modos normales, y otra
manera es estudiar la dispersiéon de ondas que entrarian en él. En el primer caso se
describe al sistema por medio de su matriz hamiltoniana H y en el segundo por su matriz
de dispersion S; que se toman al azar. El problema resulta en encontrar la distribucién
de probabilidades de H o S, de sus eigenvalores y de sus eigenvectores. Si el sistema
presenta ciertas simetrias, éstas se deben reflejar en H y S, o de manera equivalente, en
los ensembles de matrices a los que pertenecen.

En general, se supone que H pertenece a un ensemble Gaussiano. Esta restriccion es
muy fuerte y supone un potencial muy particular, pero las distribuciones de eigenvectores
y eigenvalores resultan ser independientes del potencial, por lo que esa suposicién permite
describir muchos sistemas fisicos y simplifica los célculos.

Respecto a S, la restricciéon que siempre cumple, por conservacion de la corriente, es
ser unitaria. Existen tres casos de simetrias bien conocidos que Dyson [38, 21] clasifico
por un indice 8 que cuenta el niimero de grados de libertad de los elementos de matriz,
el asi llamado indice de simetria de Dyson. A continuacion describimos los tres casos.

Caso 8 = 1: en este caso se supone que el sistema es invariante ante reflexion en el
tiempo. Se supone ademas que se conserva el espin. Los elementos de H y S son reales
y las dos matrices son simétricas. H pertenece al GOE. La distribucién de las distancias
entre los eigenniveles vecinos del sistema se calculd en forma aproximada por Wigner:

T T
Ps_1(s) = ssexp (——52> . (5.32)
2 4
Aqui s = % es la distancia normalizada entre los niveles vecinos de energia. Esta
J J

formula (5.32) se derivo con la suposicion de una repulsion de niveles proporcional a s,
cuando s es pequena.

Caso 8 = 2: en este caso se supone que la simetria ante reflexion en el tiempo es
totalmente rota. Fisicamente, esto puede corresponder a un sistema sometido a un campo
magnético fuerte. Los elementos de H y S son numeros complejos. H es una matriz
unitaria, que pertenece entonces al GUE. La tnica restricciéon en S es que debe ser
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unitaria. La distribucién de las distancias entre los eigenniveles vecinos del sistema es
distinta al caso anterior: la repulsiéon es mayor y la distribucién es mas aguda; una
aproximacion bien conocida de P (s) es:

32 4
Ps—y(s) = ﬁ82 exp (—ﬂ_82> . (5.33)

Caso 8 = 4: en este caso se supone que el sistema es invariante ante reflexion en el
tiempo pero que el espin no se conserva, debido a un acoplamiento espin-orbita fuerte. Los
elementos de H y S son cuaterniones. H es simpléctica y pertenece al GSE mientras que S
es una matriz unitaria auto-dual. La distribuciéon de las distancias entre los eigenniveles
vecinos del sistema es aun mas aguda que en el caso anterior, consecuencia de que la
repulsion de niveles sea mayor; una aproximacion bien conocida de P (s) es:

64° 64
Pg—y (s) = <97r> st exp <—97T82> . (5.34)

Existe otro caso importante para la distribucion P (s) de niveles vecinos, que no esta
descrito por las clases de simetria anteriores ni por los ensembles Gaussianos previamente
citados para H. Es el caso de una repulsién de niveles nula, o sea, cuando no existe nin-
guna correlacion entre un nivel de energia y el siguiente. Ahora P (s) es una distribucion
de Poisson:

P (s) =exp(—s). (5.35)

Definiciones del parametro de repulsién de niveles: Estos casos son casos limites, de
campo magnético nulo o muy fuerte y de acoplamiento espin-érbita nulo o muy fuerte,
y por lo tanto son so6lo tres casos discretos en un conjunto continuo de casos posibles.
Por ejemplo, aplicar a un sistema un campo magnético intermedio permite tener una
distribucion de H y S intermedia y variar la magnitud del campo permite observar la
transicion § =1 — 8 =20 8 =4 — § = 2. Se pueden inventar muchos parametros
continuos para estudiar de manera continua esos casos intermedios. Uno intuitivo seria,
por ejemplo, la magnitud del campo magnético aplicado.

Otra posibilidad, que es la que se presentara mas adelante, es definir un parametro
que mida la distribuciéon de distancias entre los eigenniveles vecinos del sistema y que
interpole entre los casos limites descritos anteriormente. A tal parametro se le llamara
“parametro de repulsion de niveles” a.

En su articulo [35], Brody propone la siguiente definicion para «: dado un siste-
ma que tiene una distribucién de propabilidad de distancias entre eigenniveles veci-

Ejy1—E;
nos Psistema (5)7 s = 7 ! !

Ea=Ey ¢ determina, usando minimos cuadrados, la funcién
J J

Brod . . . Brod
P(g rody) (s), con parametro «, que mas se acerca a Psjstema (8). La funcion Po(é rody) (s)
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tiene la siguiente expresion:

(Brody) o a+1 2+ ot
PP (s) = (14 a)as®exp (—as®*), a=|T T+ o , (5.36)

e interpola entre (5.32) en « = 1y (5.35) en a = 0. El parametro de la funciéon que
mejor ajusto se define como la « del sistema. La formula (5.36) se derivo suponiendo una
repulsion de niveles proporcional a s.

Como se menciond, la expresion de Wigner es aproximada. Ello se refleja en el hecho de
que, en el caso = 1 el parametro de repulsion de niveles de Brody valga aproximadamen-
te 0.95 [36], es decir, tiene una diferencia de %ﬁzl) = 5% con el valor deseado. Sin em-
bargo, esta diferencia crece muy rapido (@(grody) (8 = 2) & 1.5 Y o(Brody) (8 = 4) = 2.5)
debido a que la féormula (5.36) tiene un comportamiento incorrecto en s — oo. En con-
secuencia, esta definiciéon so6lo sirve para a < 1, para observar la transiciéon continua de
P(s) =exp(—s) = P(s) = Zsexp (—5s%).

En base a que la definicion de Brody tiene un comportamiento equivocado en s — oo 'y
no interpola correctamente en los casos # = 2, 4, Izrailev propuso otro juego de funciones
para definir o [36]:

2
(Izrailev) _ o f(a) =2 T _ @
P, As® (1 + Bas)”' exp [ Tl (1 2) s, (5.37)
21—«
fla)= (O[/Q) —0.16874, (5.38)

donde A y B son constantes de normalizacion que se determinan con las relaciones usuales
(P) =1y (s) = 1. Esta formula tiene el comportamiento asintotico correcto en s — ooy
resulta de interpolar correctamente en el intervalo 0.2 < o < 4. Con el fin de comparar
(5.36) con (5.37) se ajusta una distribucion a la otra y se obtiene la siguiente relacion
[39]: (r2raitev) = 0.6540 Brogy) + 0.411a%Bm i)

Trabajo de Sorathia e lzrailev: Veamos ahora la aplicacion de (5.37) a un sistema
cuantico desordenado unidimensional de NN sitios cudnticos [37]. La cadena es de tamano
finito. Se considera el hamiltoniano de tight-binding siguiente:

H=> epln)(n|—vin—1)(n| —vin)(n+1], (5.39)

n

donde {£,} es un conjunto de nimeros al azar no correlacionados con una distribucion
uniforme en [f%; +%] Tomar v = 1 fija la escala de energias. En este contexto, se sabe
que las propiedades de transmisién escalan con el tamano del sistema, en el limite de
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bajo desorden [40]. Se estudia el comportamiento de la cantidad

fso
N )

x

(5.40)

donde & es la longitud de localizacion que tendria un sistema infinito, con respecto al
parametro de repulsion de niveles del sistema, definido segtun (5.37).

La longitud de localizaciéon £, se define por medio del coeficiente de transmision 1" del
sistema:

_1 . (InT)
= . .41
En el limite de bajo desorden, la formula de Thouless [14] para la longitud de locali-

zacion vale: = . . indi vari
acion vale: £ Esta formula nos indica que variar £, se puede lograr al

variar la energia F o el desorden w. Asimismo, variar x se puede lograr al variar F, w o
N.

Por otra parte, dados los parametros del sistema se obtienen los 64 niveles mas cercanos
a F y se calculan los espaciamientos entre niveles vecinos: s; = F;11 — F;. Se repiten los
calculos cambiando tnicamente el conjunto de ntimeros al azar; se acumulan asi datos
de s; sobre 120 realizaciones del desorden. Una vez hecha la acumulacién de datos se

normalizan los §; dividiéndolos por su promedio: s; = % Al histograma de los s; se le

96(1—E%/4)
’11)2

ajusta una funcion tipo (5.37) y se define un parametro de repulsion de niveles a (ver
Fig.5.11).
Se construye la gréafica a (x) (ver Fig.5.12). La relacion encontrada es lineal.

Figura 5.11: Histogramas de s; en distintos casos y el ajuste usando la funcion (5.37)
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Figura 5.12: a como funcién de z para dos valores de la energia FE =0y E =1

Cabe mencionar que otros datos de una relacién entre o y x, aunque limitados a
0 < a < 1, fueron publicados en [41], fig. 31 y en [39], fig. 1.
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5.4. D. Método numérico

En este Apéndice se describe el método que se uséd para llevar a cabo los célculos. En
una primera parte, se describe el llamado mapeo de Poincaré aplicado a ondas torsionales
[31] v en una segunda parte se discute la formula que se empleé numéricamente para
definir la longitud de localizacién de los modos normales.

Figura 5.13: Cilindros con un eje comin pegados entre si. Cada uno tiene un radio a, y
una longitud d,, = z,, — T,,—1

Mapeo de Poincaré En una barra formada por N cilindros coaxiales, las ondas de
torsion estacionarias son de la siguiente forma (ver Capitulo 2): 9 (x,t) = ¢ (z) €™* con

¢ (1 <z < 1) = Ape™® + Be (5.42)

El mapeo de Poincaré consiste en encontrar una relacién de recurrencia en las amplitudes
para calcular los coeficientes A, y By,.
Escribamos la amplitud y la torca en forma vectorial como funcién de los coeficientes

Any By
< Cfs;'m()x) ) = Wn (@) < 2: ) (5.43)

donde hemos definido

eikx e—ika}
W) = (oot i ies ) (5.44)
y Cp = Gn% es la rigidez torsional, GG), es el médulo de corte del cuerpo n y a, su

radio. Las condiciones de continuidad de la amplitud y de la torca se escriben:

W (2 = 2) < ‘g: ) Wit (2 = ) < ‘ézi > (5.45)
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Si multiplicamos (5.45) por Wy 41 (2 = xp41) Wn__&l (x = x,) obtenemos

¢ (z = Tny1) _ = 1 (=g ¢ (z=mn)
< Conro” (3 = Tns1) > = Wit (@ = zpp1) W ( n) < Crp” (& = ) () o
5.46

Para simplificar la escritura definamos K (n + 1) = Wiy (2 = xp41) Wn__&l (x =z,). La
matriz K se puede calcular facilmente:

K(n+1) = cos [k (zn+1 — 2] Sin[k(kxél:i;xn)] ' (5.47)
—kChpyrsin[k (xpy1 — x5)] cos [k (Tpt1 — zn)]

Reescribamos la relacion (5.46) en términos de los elementos de matriz de K:

< @ (Tnt1) >: < Ki(n+1) Ki2(n+1) >< ¢ (n) ) (5.48)

Cry19” (Tp41) Ky (n+1) Kyp(n+1) Crnep” (2n)

y en el caso n:

( ¢ (zn) ) _ ( Kii(n) Kiz(n) ) ( ¢ (Tn-1) ) (5.49)
Cnp’ (z) K21 (n) Kaa(n) Crn—1¢" (Tn-1)
De la primera linea de (5.49) obtenemos la siguiente expresion para Cp,_1¢ " (zp—1):

1 K11 (n)
Ko (n) ¢ (Tn) — K12 (n) ¢ (Tn-1)

Cn_lga' (.%'n_l) = (5.50)
que usamos para eliminar Cp,_1¢ " (x,—1) en la expresion de C,p” (z,) dada por la se-
gunda linea de (5.49):

Koo (n) K (n) K12 (n) K11 (n) Koz (n)
Tn Tp_1) — Tn—1) -
(5.51)
Volviendo a la expresion de K (5.47), es facil ver que su determinante vale 1, lo que
permite simplificar (5.51):

Cryp’ (xn) =

K22 (TL) 1

Cnp’ (Tn) = K1 (n)@ (zn) — W‘P (Tn-1) - (5.52)

Por fin, reemplazamos Cy,¢” (z,) en la expresion de ¢ (2,,41) dada por la primera linea
de (5.48):

K12 (n + 1) K22 (n)
K12 (n)

K12 (n + 1)
K12 (n)

@ (@ny1) = [Kn(n+1)+ ¢ (n) — @ (zn-1) (5.53)
paran > 1.
En el caso n = 0 tenemos ¢ (z1) = K11 (1) ¢ (z0) + K12 (1) Cop” (z0) y la condicion

de extremos libres, torca nula en los extremos de la barra, anula el segundo término. La
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amplitud en el extremo es arbitraria, fijarla igual a 1 nos permite calcular la amplitud
de onda en los extremos de cada cilindro.

La ¢ (x;,) es una funcion implicita de k. Los modos normales se obtienen al escribir la
condiciéon de extremos libres en el otro extremo (en z = zy):

Ko (N) @ (zn) —p(TN-1)

Cno” =0&
N® (‘I'N) Klg(N)

= 0. (5.54)

Numéricamente se calcula la cantidad %220V @[((fg’()]\;)‘p(mv 1) para valores discretos de k,

con un cierto paso. Al detectarse un cambio de signo se llama una subroutina para buscar
el cero en k con una precision de 10715, Una vez obtenido el valor de k que corresponde
al modo normal, se vuelven a calcular las ¢ (z,,) y se calculan los coeficientes A, y B,
resolviendo las siguientes ecuaciones:

ik, —ikxy _
0, de manera equivalente:
An = Lp(xn)E;ii:;TEk(1xn<i(;:v:__1l_)ie_ikzn (5 56)
_ plaa—1)e™n—p(ap)e™tn-1 '

n 2isinlk(zn—zn—1)]

Definicion numérica de la longitud de localizacion: La longitud de localizacion de
un modo normal se puede definir de varias maneras equivalentes (ver [14] p.1496): por

el decaimiento exponencial del coeficiente de transmisién del sistema % = —lnTT, por el

exponente de Lyapunov de la matriz de transferencia = v = £ In || M x| o por el decai-
miento exponencial de la envolvente de la funcién de onda. En la literatura, usualmente
se usan las dos primeras definiciones, ya sea porque el coeficiente de transmision es la
cantidad a la que tienen acceso los experimentos o porque los calculos se realizan por el
método de la matriz de transferencia. En general los trabajos no estudian las funciones
de onda.

Pero en nuestro caso si tenemos acceso a las funciones de onda, tanto numérica como

experimentalmente. Definiremos entonces la longitud de localizacién por la envolvente de
ellas 32].

En el cilindro n la amplitud de onda se escribe

on (x) = A%y cos (kx + D) . (5.57)
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Aqui, A", = /A2 + B2 con A, y B,, definidos en la seccion anterior. Se esperan modos
localizados exponencialmente, es decir que en promedio los coeficientes A, sigan un
crecimiento o decrecimiento exponencial. Hagamos la hipétesis que siguen exactamente
una ley exponencial, es decir, que se tiene la siguiente expresion:

Ty — X
§

donde z* es la posicion del cuerpo donde se localizé la funcién, A” la amplitud maxima y
¢ la longitud de localizacion. Calculemos el logaritmo del cociente de amplitudes vecinas

A’y = A exp (— ) , (5.58)

In (%) si n es tal que x4 < z* entonces

In <Af;’?:1> —In Af; ez;;j;x)) — It e Sy (5.59)

Si n es tal que x,, > z* entonces

Ay A’ exp (—7“”"’"“_:”*) il = Tn
ln< A,“) —In A R Sl (5.60)
" A7 exp (— 222 3
En todos casos tenemos que
A/n—f—l Tn4+1 — Tn
nf{——— || =—. .61
' " < i, >‘ ¢ (561

Al hacer la suma de los logaritmos (5.61), los x,, se cancelan entre si de tal manera que
queden el primero y el dltimo:

N

>

-1
n=1

A/n+1)’ N — X1 L
In : =0 T 5.62
(& G 62

Esta expresion (5.62) tiene la ventaja de ser independiente del centro de la exponencial z*
y de la amplitud A’. Definimos entonces la longitud de localizacién de una eigenfunciéon
por la siguiente férmula:

TN — X1 _ Zgzz (dn +¢)

S (2e)| S e ()|

€= (5.63)
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5.5. E. Protocolo experimental

En este apéndice se describe la instalacién experimental que se us6é para realizar el
trabajo y el procedimiento que se siguié para llevar a cabo las mediciones. La instalacién
se representa en el diagrama de bloques de la Fig. 5.14. Unos soportes de hilos delgados
de nylon sostienen la barra, siendo el Gnico contacto que se tiene con ella y la tnica
imprecisiéon en considerar las condiciones a la frontera como libres. Otro soporte, me-
canicamente independiente para evitar cualquier transferencia de vibraciones parasitas
a la barra, sostiene dos rieles paralelos a lo largo de los cuales se pueden mover tan-
to el detector como el excitador. El funcionamiento de esos aparatos (FElectroMagnetic
Acoustic Transducer, o EMAT) esté descrito a continuacion. La posicion del detector y
del excitador se mide con un divisor de voltaje conectado a una computadora por medio
de un CAMAC que digitaliza la senial. El excitador esta alimentado por un generador
de funciones cuya senal se amplifica por un amplificador de potencia y se controla por
la computadora. El detector (que consta de un pre-amplificador para acoplar las impe-
dancias) esta conectado a un amplificador de senales Lock-in Amplifier lo cual esté a su
vez conectado al CAMAC que digitaliza la senal y la envia a la computadora. Toda la
instalacion se encuentra en un cuarto que cuenta con aire acondicionado para mantener
la temperatura a 21°C y minimizar los efectos de dilatacion térmica.

Figura 5.14: Diagrama de bloques del sistema experimental

El EMAT: En esta seccion se describe el funcionamiento del dispositivo que se usa tan-
to en el excitador como en el detector [33]. E1 EMAT (Fig. 5.15) es un dispositivo que
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consta de una bobina y un imén y saca provecho de las corrientes de Foucault tanto
para generar fuerzas excitadoras como para detectar movimientos en objetos conducto-
res. Tiene la ventaja, ademés de poder usarse de manera muy selectiva para estudiar
ondas de compresion, de torsiéon o de flexiéon, de funcionar sin contacto mecéanico con el
objeto de estudio y asi tener una interaccién minima, lo que le diferencia de los métodos
tradicionales de excitacién, por ejemplo los que emplean piezoeléctricos.

Y

Figura 5.15: Esquema de un EMAT

El EMAT como un detector: Cuando la seccién de aluminio S oscila en la misma
direccién que el eje de la bobina, el flujo magnético a través de cualquier camino cerrado
| varia en el tiempo. Segin la ley de Faraday, esto induce una fuerza electromotriz que
genera una corriente de Foucault en el aluminio. Las corrientes de Foucault generadas por
el flujo magnético variable a su vez generan un campo magnético variable en el tiempo,
que induce una corriente de Foucault en la bobina, que esta conectada a un aparato de
medicion. La corriente en la bobina es proporcional a la derivada temporal del campo
magnético inducido, que a su vez es proporcional a la velocidad de la seccién de aluminio.
La senal medida es entonces proporcional a la aceleracion de la seccion S.

Usado como detector, el EMAT tiene una senal muy débil que para poderse usar debe
ser amplificada. En particular, se debe tener mucho cuidado con el ruido, por lo que
no se deben usar cables que no sean coaxiales. También se recomienda blindar tanto el
excitador, para minimizar la transmisiéon de senal directa, como el detector, para aislarlo
de las senales parasitas exteriores, y tener la barra de aluminio aterrizada para minimizar
el acoplamiento capacitivo con los EMAT.

El EMAT como un excitador: Cuando se aplica una corriente variable en la bobina,
un campo magnético variable se genera y da lugar a corrientes de Foucault en el alumi-
nio. Puesto que el aluminio se encuentra en el campo magnético producido por el iman
permanente, estas corrientes generan una fuerza de Lorentz. Si el eje del iman coincide
con el de la bobina (Fig. 5.16 (a) y (b)) la fuerza neta producida es paralela a los ejes y
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se pueden excitar vibraciones compresionales o flexionales. Para ello el campo magnético
permanente tiene que ser muy divergente. Si el eje del imén es perpendicular al de la
bobina (Fig. 5.16 (c)), la fuerza neta es nula y se esta aplicando una torca, que permite
excitar vibraciones torsionales.

Figura 5.16: E1 EMAT colocado en la posicion (a) excita ondas de compresion. La configu-
racion (b) genera ondas de flexion y la (¢), con el eje del iman perpendicular
al eje de la bobina, crea una torca y da lugar a ondas de torsiéon

Para medir el espectro de eigenniveles de la barra se colocan el excitador y el detector
en lugares estratégicos de la barra y se barre la frecuencia de excitaciéon. Los picos de
amplitud que se obtienen corresponden a los modos normales. En el caso de modos
extendidos el detector y el excitador se pueden colocar en los extremos de la barra donde
siempre se tiene un antinodo, debido a las condiciones a la frontera, y donde tanto la
excitaciéon como la deteccidén podran ser eficientes.

En el caso de modos localizados, los cilindros extremos pueden corresponder a cilindros
en donde la amplitud de onda es exponencialmente baja comparada con el maximo y tanto
la excitacién como la deteccion se vuelven muy ineficientes. El detector y el excitador se
tienen que colocar cerca uno del otro, alejados por una distancia del orden de la longitud
de localizacién de los modos normales, para poder medir los eigenniveles que corresponden
a modos localizados en esa regiéon de la barra. El proceso se tiene que repetir en todas
las regiones posibles y el espectro total de la barra es la suma de los espectros regionales.
Ademas, es necesario evitar que el excitador o el detector se encuentren cercanos a un
nodo de la funciéon de onda, donde se vuelven poco eficientes.

Otro efecto con el que se debe tener cuidado es que, por muy selectivo que pueda ser
el EMAT, una colocaciéon imperfecta de los ejes de la bobina y del iman se traduce en la
excitacion parésita de otros tipos de vibraciones, sobre todo flexionales en nuestro caso.
Los picos parésitos tienen como caracteristica nunca tener una amplitud alta en ninguna
de las regiones y de disminuir su amplitud al mejorar la colocaciéon de los EMAT. Asi se
pueden identificar y descartar del espectro total.

Para medir una funcién de onda se excita la barra con una frecuencia que corresponde a
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una de las eigenfrecuencias ya medidas en el espectro. Se ajusta la posicion del excitador
de tal manera que se encuentre en un antinodo para maximizar la excitacién. Se varia
la posicién del detector y se registran los valores de la amplitud y de la posicién en
cada lectura. La amplitud asi medida corresponde a la suma de dos senales: la senal
que corresponde al campo magnético generado por la vibraciéon de la barra, que es la
que queremos medir, y la senal directa que proviene del campo magnético generado por
la bobina del excitador, que es una senial paréasita. Ese campo magnético directo es un
campo dipolar y decae como 1/73, asi que s6lo se vuelve importante cuando el detector se
acerca mucho al excitador. Para eliminarlo, volvemos a hacer una medicién de la funcién
de onda con una frecuencia de excitacién fuera de resonancia por unos 10-20 Hz. La
senial que se mide ahora es dominada por la senial parasita de esa frecuencia fuera de
resonancia, que suponemos igual a la senal parésita a la frecuencia de resonancia. A la
medicién en resonancia le restamos esta nueva medicion.

En algunos casos, cuando la amplitud de la sefial de vibracién es relativamente peque-
Na, esa operacién de restar la mediciéon de campo directo no es suficiente y queda una
deformacion del valor promedio de la senal, que deberia ser nulo y que afectaria el ajuste
de la envolvente exponencial usado para definir la longitud de localizacién. En esos casos,
después de la resta, calculamos el fondo con un promedio sobre la sefial y extrapolamos
para poder restar. De haber restado el fondo se puede usar la funcién de onda para definir

3

Tres factores mas pueden afectar la medicién:

Primero, una variacién de temperatura modifica ligeramente la barra y mueve la fre-
cuencia de resonancia. A pesar de tener la temperatura del cuarto controlada, estas
variaciones se dan y aunque pequeinas tienden a que el sistema se salga de resonancia,
tipicamente de 5 Hz en 30 kHz, si el tiempo de medicién es prolongado. La mejor manera
de solucionar el problema es detener el detector y hacer un pequeno barrido en frecuencias
en cada punto que se mide y registrar el maximo. Sin embargo, este proceso es muy largo
y no conviene en nuestro caso, en donde queremos medir muchas funciones de onda para
poder obtener £ como funciéon de f. Una manera menos buena pero mucho méas rapida
es hacer un pequeno barrido en frecuencias sin detener el detector cada vez que pasa por
un antinodo, ya que s6lo estos puntos se van a considerar en el ajuste exponencial para
definir £. Este es el método que se uso.

Segundo, la amplitud de la sefial de vibracion que recibe el detector depende de la
distancia a la que se encuentra el detector de la barra. Esa dependencia es la de un
campo dipolar, es decir, varfa con la distancia como 1/73 | asi que una variacién de la
distancia puede afectar bastante la medicién. Para medir un espectro, conviene colocar
el detector cerca de la barra para tener una buena amplitud, pero en el caso de medir
una funcién de onda conviene alejarlo y aumentar la amplificacién para minimizar las
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distorsiones. Los resultados publicados en trabajos anteriores ([24, 25, 27, 26]) ensefian
un excelente acuerdo entre teoria y experimento e indican que en una medicién hecha
con cuidado ese efecto puede despreciarse.

Tercero, se podria pensar que el pre-amplificador del detector pudiera llegar a un
régimen no lineal y deformar la senal de manera artificial. Ese régimen no lineal existe
para voltajes altos, cercanos al voltaje de saturacion, pero los que se detectan son muy
pequeiios en comparaciéon con éste. Por ello necesitamos usar un lock-in amplifier. De
nuevo, la mejor prueba de que el procedimiento experimental es correcto estd dada por
los excelentes acuerdos entre teoria y experimento reportados en los articulos previamente
citados.
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5.6. F. Definicién de errores

Errores en £:  Definicion formal de £ para un sistema infinito en el espacio:

To—T

3

)

La envolvente de una funcién de onda de un modo normal decae como =y exp (—

en promedio, cuando |zg — x| — o0.

Definicién experimental de & en un sistema limitado en el espacio:

De haber medido una porcién de una eigenfuncién se ajusta a la envolvente una funciéon
oup (-
definicién comun a todos los modos sélo se consideran las envolventes que decaen hacia
la derecha (z crecientes) y los ajustes se hacen en 10 puntos.

% ) con minimos cuadrados y pardametros v y €. Con el fin de tener una

Las fuentes de error en ¢ son multiples:

1. Las mediciones siempre se hacen con un error experimental.

2. La envolvente no es una exponencial perfecta, sélo lo es en promedio a distancias
muy grandes y considerar una porcién de tamafo finito para hacer el ajuste da lugar a
una incertidumbre en el parametro que no se puede reducir, por muy buena que sea la
medicion.

3. El sistema es de tamano finito (N = 50) y esto induce fluctuaciones que se pueden
ver numéricamente al comparar sistemas cada vez mas largos (ver Fig.5.6).

El ajuste con minimos cuadrados da una incertidumbre o,,¢q en &: ésta tiene su origen
en las fuentes de error 1 y 2. Si se puede hacer el ajuste en varias porciones de la misma
funcién de onda, cada vez con un coeficiente de correlaciéon mayor a 0.9, £ se define como
el promedio de los valores obtenidos de los distintos ajustes y o,,.q se calcula con la
formula de propagacion de error:

1 p
£=-> & (5.64)
p =1

(5.65)

Numéricamente se calcula la desviaciéon estandar o,,,, de las fluctuaciones en & a
frecuencia fija, considerando un gran namero de barras (1000) que solo difieren entre si
por los nameros al azar que se usaron en la definiciéon de su geometria. Esta cantidad
estima el error debido a la causa 3.

El error en £ se define como la suma de la incertidumbre en el ajuste y de la desviacion
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estandar de las fluctuaciones:
0 = Omed + Onum- (5.66)

Errores en ({): Dada £ como una funcion continua de f, se define su promedio (&) o ife]
en el intervalo [f_; f4] por la siguiente integral:

1
<§>[f_;f+} = m / () df” (5.67)
(=3 f+]

En el caso experimental en el que £ sblo se conoce para valores discretos de la frecuencia,
la integral se tiene que aproximar por una suma sobre estos valores, siguiendo la idea

del método de los rectangulos. La manera experimental de definir se representa en la
Fig.5.17.

-

Figura 5.17: Ilustracion de la definicién experimental de (§)(; ., en el intervalo [f_; f.].
La linea continua negra es la funcion £ (f) continua y los puntos rojos son los

que se midieron. £ se supone constante en los intervalos %, % .

La integral se aproxima por el area rayada en gris.

La férmula que se usa es la siguiente:

fitfo fo

: fy— fN712+fN
f+— 1=

I SRS (15 ] Bt
fimt,fisfirr1€lf =i f+] fr =1 J+ — f-

(5.68)

()5 =&

60



5 Apéndices

El error en <£)(exp ) | se calcula con la formula de propagacion de errores:

(= f+
o = (B s (e (e
<§>[f*;f+] Fe = 1= fim1.firfir1€[f—if+] Fe = 1= F+ = 1=

(5.69)

Tomando [f_; f1] = [f — &f/2; f + Af/2], un intervalo de tamano A f constante centra-
do en f, se puede definir el promedio de & como funcién de la frecuencia:

€ (f) = Alf

[f=aS/2f+A5/2]

§(f7)df” (5.70)

La definicién experimental del promedio y del error se hace como se describié anterior-
mente en (5.68) y (5.69).

Errores en a: Definicion de a:

Dada una porcion [f — Af/2; f + Af/2] del espectro de frecuencias normales de una
barra en la que la densidad de niveles es constante se hace un histograma de las distancias
normalizadas entre niveles vecinos % Se normaliza el histograma de tal manera
que su integral valga 1 y se le ajusta, con minimos cuadrados, una funcién de Izrailev
(ver Apéndice D) con pardmetro «. La funciéon a (f), donde f es el centro del intervalo
de frecuencias, queda asi definida con el parametro de la funcién que mas concuerda
con el histograma de probabilidad de distancias entre niveles vecinos. En el caso de una
densidad de niveles no constante en el intervalo se tiene que hacer un desdoblamiento, es
decir, multiplicar las distancias entre niveles vecinos por la densidad local de niveles.

Experimentalmente se midi6 el espectro de la barra entre 10kHz y 87kHz. Se encontrd,
de acuerdo a los célculos numéricos, una densidad de niveles constante (ver Fig. 5.18).
Se decidié usar intervalos de 20kHz de ancho, en los que se encuentran aproximadamente
50 niveles en promedio. Los histogramas van de 0 hasta 4 en el eje horizontal, con un
paso de 0.2 (ver Fig. 3.7).
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Figura 5.18: Numero de modos contra frecuencia. Aqui el 0 es artificial porque no se
midieron los primeros modos. La densidad de niveles es la derivada de la
funcién que se muestra y por lo tanto es constante

Fuentes de error en «:

1. Las mediciones de frecuencias normales se hacen con cierta imprecisiéon que depende
de la resolucién de los aparatos y de los posibles corrimientos en frecuencia de los niveles
inducidos por un cambio de temperatura de la barra.

2. Experimentalmente se pueden perder algunos niveles. El efecto de perder uno es
reemplazar dos distancias % cortas por una % més grande. La « tiende a
aumentar. También se puede dar el caso en el que un nivel de otro tipo de excitacion, ya
sea flexional o compresional, se detecte y se agregue incorrectamente a la lista de niveles
torsionales. El efecto es en este caso reemplazar una distancia (jj:i%f{) grande por dos
distancias cortas. La « tiende entonces a disminuir.

3. Para obtener « sin ambigiiedad se necesitaria tener una estadistica sobre una in-
finidad de niveles. Numéricamente se pueden acumular datos sobre muchas barras para
tener una estadistica tan buena como la queramos y poder asi calcular « (f) con una
precisiéon arbitraria. Sin embargo, ya que el experimento consta de una sola barra, los
valores medidos tendran una fluctuacién respecto al valor real debida a la escasez esta-
distica. Esta fluctuacion no tiene su origen en el error experimental en la medida de las
frecuencias, sino en que en los intervalos de frecuencia de tamano finito en los que se
calculan « s6lo tenemos acceso a un ntimero finito de niveles, que son los eigen niveles
de la barra, y que de este conjunto finito de datos intentamos determinar la distribuciéon
de probabilidades que caracteriza al ensamble al que pertenece la barra. Otra barra con
otro juego de longitudes {d,} al azar tendria otro conjunto de frecuencias normales y
otra fluctuacién en cada uno de los mismos intervalos de frecuencias.

El error debido a la fuente 1 es pequeno: en efecto, como se mencion6 en el capitulo
3, la estabilidad del oscilador es de una parte en 10° y es despreciable respecto a los

62



5 Apéndices

corrimientos de frecuencia por dilatacion térmica de la barra. Para minimizar los cambios
de temperatura todas las mediciones se llevaron a cabo en un cuarto mantenido a la
temperatura de 21°C. Los trabajos anteriores del grupo de vibraciones elésticas [11, 24,
25, 26, 27, 28, 29, 33| comprueban que, al seguir este procedimiento experimental, el
acuerdo entre teorfa y experimento es excelente, por lo que se despreci6 esta fuente de
error en este trabajo.

El error debido a la fuente 2 es dificil de estimar. Sin embargo cabe hacer notar que la
probabilidad de perder un nivel o agregar uno falso es muy baja a frecuencias menores
que aproximadamente 60-70 kHz, mientras las amplitudes detectadas en el espectro son
muy buenas y no dejan lugar a duda. A frecuencias mas altas, de 70 kHz para arriba,
los EMAT funcionan con menos eficiencia y los modos se localizan mas fuertemente. Las
amplitudes detectadas son mas débiles y posiblemente se empiezan a perder o agregar
algunos modos. La frecuencia limite de 87kHz corresponde a la frecuencia a partir de la
cual los modos empiezan a ser demasiado dudosos. Sin embargo, antes de ella el nimero
de errores en los niveles medidos no deberia rebasar unos 3 o 4 en total, por lo que
también se desprecié esta fuente de error.

La fluctuacion debida a la fuente 3 se puede estimar numéricamente: en efecto, con-
siderar un gran ntimero de barras y calcular o en cada una de ellas en un intervalo de
frecuencias comun a todas nos permite obtener la distribucién estadistica de la fluctuacién
que presenta cada barra individual, y por lo tanto la barra que se us6 en el experimento,
en ese mismo intervalo de frecuencias. Conocer esta distribucién nos permitira definir
una barra de fluctuaciones asociada a esta fuente, que se dibuja como si fuera una barra
de error aunque no se trata de errores experimentales sino de fluctuaciones. En la figura
5.19 se grafico la distribuciéon de la fluctuacion de « en el caso de un valor qq = 0.85.

Se observa que la distribucién es asimétrica. La barra de fluctuaciones que definiremos
tendra entonces un significado distinto al caso comun en que la distribucién de fluctua-
ciones es una gaussiana que se puede caracterizar completamente por su valor promedio
y su desviacion estandar. De que informacién queremos que contenga dependera como la
definiremos.
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Figura 5.19: La distribucion de las fluctuaciones P (a)) como funcion de «. La estadistica
se hizo sobre 5000 barras en el intervalo de frecuencias [28kHz ; 48kHz|.
El promedio (a) de las a de las 5000 barras consideradas no coincide con
el valor a4 que se obtuvo al acumular los espaciamientos entre niveles
vecinos en un solo histograma y al calcularle @ = au.cq;. La distribuciéon de
las fluctuaciones no es una gaussiana.

Las dos informaciones importantes que se decidieron incluir en las barras de fluctua-
ciones son el tamano de las fluctuaciones en «, representado por el ancho de la barra,
y la asimetria de la distribucién, representada por el no centrar la barra en el punto
experimental. Por analogia con el caso usual en que se tiene una distribucién de fluc-
tuaciones gaussiana, requerimos que las barras de fluctuaciones sean de tal manera que
una fraccion cercana al 65% de los puntos se encuentren alejados de su valor real por
una cantidad menor al ancho derecho o izquierdo de su barra de fluctuaciones, segtin si
se resultaron menores o mayores a dicho valor. A continuacioén se propone un algoritmo,
que es el que se siguid, para calcular las barras de fluctuaciones.

Se tienen 13 histogramas experimentales de 13 intervalos de frecuencias de 20kHz de
ancho centrados en fi, fa, ..., fi3. De estos histogramas se obtienen « (f1), ..., a (f13) por
un ajuste usando minimos cuadrados que se describié anteriormente. De cada histogra-
ma se podria haber obtenido una desviacién estandar o, sin embargo, esto no se hizo.
Puesto que se pueden despreciar las fuentes de error 1 y 2 se puede simular el resultado
experimental de manera numérica y por lo tanto podemos evaluar ¢ numéricamente.

Se fija un intervalo de frecuencias de 20kHz de ancho centrado en alguna de las 13
frecuencias f1, fo,..., fi3 y se calcula « en cada una de un gran ntmero de barras -
1000 en este caso. Se calcula el promedio («) del conjunto de datos obtenidos asi como su
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desviacion estdndar o. Al mismo tiempo se acumulan los datos de distancias entre niveles
vecinos de todas las barras en un histograma suma de todos los histogramas individuales.
A este histograma suma, que tiene una estadistica 1000 veces mejor, se le puede definir
una « que llamaremos aygggp. En el caso de la figura 5.19 en el que la estadistica se hizo
sobre 5000 barras, este valor se llamé «u..q;- La figura 5.20 ilustra este procedimiento.

Pis)
P(s)
Pis)

o
(2]

]
—_
(8]
thn
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o
=]

Figura 5.20: Histogramas de repulsiéon de niveles: los tres primeros corresponden a los
de las tres primeras de las mil barras y el cuarto corresponde al histograma

suma de los mil histogramas individuales. (q) = 2040841200 — 7 47
2.79—1.47)%+(0.78—1.47)*+(1.26—1.47)*+...
o=/ ) HO.78-LA7) +( S — 0,61, angoos = 1.35

De acuerdo con lo que se esperaba al tener una distribucién asimétrica, el promedio
() de las « individuales no coincide con ajggop. En los valores que hemos calculado la
diferencia dao = (a) — aqpppp entre las dos es tipicamente una fraccion de la desviacion

estandar o.

Se propone entonces la siguiente definicién para la barra de fluctuaciones en a: ella
tiene un ancho de 20 y es asimétrica, el valor extremo inferior siendo o — dav y el extremo
superior o + da. Esta barra representa la fluctuacion estadistica de « y desprecia el error
experimental.

Todo lo anterior se hace para cada frecuencia f;, 1 =1,2,...,13.
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