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1.2. Distancia y Diámetro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3. Transformaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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3.1. Cuerpos con planos de simetŕıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Introducción

Una de las cuestiones más importantes en el estudio de la geometŕıa de los conjuntos

convexos es determinar propiedades de estos conjuntos a partir de la información que se

tenga de sus secciones y sus proyecciones, una de estas propiedades es la simetŕıa. En

[3] se estudió un resultado de Montejano [18] respecto al Teorema de Rogers [24]. Este

resultado afirma:“Si un cuerpo estrictamente convexo K satisface que para cada dirección

es posible elegir continuamente una sección de K centralmente simétrica, entonces K es

centralmente simétrico”.

A ráız del análisis de este teorema se planteó un problema, consideremos dos cuerpos

estrictamente convexos K1 y K2, si para cada plano por el origen H es posible elegir con-

tinuamente secciones de K1 y K2 paralelas a H, las cuales son directamente homotéticas,

entonces K1 y K2 son directamente homotéticos; este problema fue resuelto por Jerónimo,

Montejano y Morales en [20] generalizando el Teorema de Montejano.

Este trabajo está motivado por la cuestión de cuándo y en que medida la simetŕıa de

un cuerpo está determinada por sus secciones y proyecciones. En este sentido, Jerónimo,

Montejano y Morales [21] ofrecen una caracterización de la esfera en términos de la

simetŕıa de sus secciones respecto a una ĺınea. En la segunda parte del art́ıculo [18],

Montejano aborda una conjetura de Bezdek que dice que cuando las secciones de un

cuerpo convexo, en el espacio euclidiano, tienen ĺınea de simetŕıa entonces el cuerpo es

un elipsoide o un cuerpo de revolución; sin embargo hay cuerpos convexos que satisfacen

esta condición sin ser un elipsoide o un cuerpo de revolución. Montejano plantea las ideas

para demostrar que con esta hipótesis el cuerpo debe tener una sección que es un disco.

En el caṕıtulo 3 revisaremos este resultado y veremos que estas ideas se pueden aplicar

para el caso en que el cuerpo tenga proyecciones ortogonales con ĺınea de simetŕıa. Al

estudiar este problema surgió otro resultado, si K es un cuerpo convexo tal que existe

una colección infinita de planos de simetŕıa de K entonces K es un cuerpo de revolución

o una bola.

Para darle contexto a este estudio de los cuerpos convexos, en el primer caṕıtulo intro-

duciremos los conceptos básicos de geometŕıa y de simetŕıa respecto a un punto, una
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ĺınea y un plano. En el caṕıtulo 2 presentaremos las definiciones y propiedades impor-

tantes, en este contexto, de los conjuntos convexos además definiremos la métrica de

Hausdorff que nos permite dotar al conjunto de los cuerpos convexos de una métrica.

En el caṕıtulo 3 enunciaremos los resultados auxiliares para las demostraciones de los

resultados principales.



Caṕıtulo 1

El Espacio Euclidiano

En este caṕıtulo introduciremos las definiciones y notación que serán necesarios a través

de este texto. Trabajaremos en el espacio Euclidiano Rn, esto es, el espacio real af́ın de

dimensión finita cuyo espacio lineal asociado es el espacio vectorial real de dimensión

n cuyo producto interno denotaremos < ·, · > y a la norma euclidiana la denotaremos

‖ · ‖. También consideraremos a Rn como espacio topológico con la topoloǵıa usual,

denotaremos al interior, la cerradura y la frontera de un conjunto en Rn como int, cl y

bd respectivamente.

1.1. Planos, Hiperplanos y Dimensión

Presentaremos subconjuntos de Rn que resultan importantes en la caracterización y el

estudio de los cuerpos convexos.

Definición 1.1.1. Dados a y b dos puntos distintos de Rn, el conjunto

{λa + (1− λ)b : λ ∈ [0, 1]}

se llama segmento con extremos en a y b y se denota [a, b]. Al conjunto

{x ∈ Rn : (1− λ)a + λb, 0 < λ < 1}

le llamaremos segmento abierto y lo denotamos (a, b). Análogamente definimos [a, b) si

0 ≤ λ < 1 y (a, b] si 0 < λ ≤ 1.

Definición 1.1.2. Sean x, y ∈ Rn con y 6= 0, al conjunto {x + λy : λ ∈ R, λ ≥ 0} le

llamaremos rayo emanado de x en la dirección de y, en general el conjunto {x+λy : λ ∈ R}
es la ĺınea que pasa por x en la dirección de y.
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Definición 1.1.3. Si H ⊂ Rn es un subespacio lineal de dimensión m, con 1 ≤ m ≤ n−1,

entonces para u ∈ Rn el conjunto H + u se llama subespacio af́ın de dimensión m.

Consideraremos a las ĺıneas en Rn como subespacios afines de dimensión uno mientras

que a los de dimensión dos les llamaremos planos y a los de dimensión n−1 les llamaremos

hiperplanos ; en otro caso, se llaman subespacios afines de dimensión k, con 3 ≤ k ≤ n−2.

Dado un conjunto S ⊂ Rn, el casco af́ın de S es el subespacio af́ın de dimensión mı́nima

que contiene a S y la dimensión de S es la dimensión de su casco af́ın.

Un hiperplano H = H+u está determinado por una ecuación lineal y un vector p distinto

del origen y ortogonal a H:

H = {x ∈ Rn : 〈p, x〉 = 〈p, u〉}.

Diremos que H pasa por u y es ortogonal a p.

Definición 1.1.4. Diremos que dos hiperplanos en Rn son paralelos si su intersección es

el vaćıo.

Una forma de describir a los subespacios afines, que no depende de subespacios lineales

de Rn, es a través de combinaciones lineales.

Definición 1.1.5. Dada una colección a1, . . . , am de vectores en Rn y λ1, . . . , λm ∈ R
tales que

∑m
i=1 λi = 1, al vector

b =
m∑

i=1

λiai

le llamamos combinación af́ın de los vectores a1, . . . , am.

Definición 1.1.6. Un conjunto A ⊂ Rn se llama af́ın si dados a, b ∈ A implica que

λa + (1− λ)b pertenece a A para todo λ ∈ R.

Entonces los subespacios afines de Rn son precisamente los conjuntos afines de Rn ([16]

Teorema 2.13).

El siguiente teorema, el cual no es dif́ıcil demostrar, nos da una de las caracteŕısticas más

importantes de los subespacios afines de Rn.

Teorema 1.1.1. La intersección arbitraria de subespacios afines de Rn es un subespacio

af́ın.

A un hiperplano H le asociamos dos subconjuntos cerrados de Rn cuya frontera es H. Si

H es ortogonal a p y pasa por u, entonces, definimos los conjuntos
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H+ = {x ∈ Rn : 〈p, x〉 ≥ 〈p, u〉} y H− = {x ∈ Rn : 〈p, x〉 ≤ 〈p, u〉}

y les llamamos semiespacios cerrados asociados a H. Cabe mencionar que los semiespacios

están determinados únicamente por hiperplanos.

Introduciremos el concepto de separación a través de un hiperplano.

Definición 1.1.7. Sean A y B conjuntos y H un hiperplano en Rn. Decimos que H

separa a A de B si A ⊆ H+ y B ⊆ H− ó A ⊆ H− y B ⊆ H+. Si los conjuntos están

contenidos en el interior de los semiespacios determinados por H decimos que H los separa

estrictamente.

1.2. Distancia y Diámetro

Tenemos que Rn cuenta con una métrica inducida por la norma euclidiana, esto es, dados

x, y ∈ Rn tenemos que d(x, y) = ‖x− y‖; denotamos a la bola abierta con centro en x y

radio r como B(x, r), a la bola cerrada con centro en x y radio r la denotamos B(x, r).

Introduciremos la distancia entre un punto y un conjunto, veremos la continuidad de

d(x, y) como función del espacio en los reales y algunas consecuencias.

Definición 1.2.1. La distancia de un punto p ∈ Rn a un conjunto A ⊂ Rn, distinto del

vaćıo, es un número real al que denotaremos d(p, A) y que se define como

d(p, A) = ı́nf{d(p, x) : x ∈ A}

En la definición anterior, ı́nf se refiere al ı́nfimo de todas las distancias entre p y los

puntos de A. Tiene sentido hablar del ı́nfimo pues d(p, x) ∈ R y d(p, x) ≥ 0 para todo

x ∈ Rn.

Teorema 1.2.1. Sean A ⊂ Rn cerrado distinto del vaćıo y p ∈ Rn tal que p no pertenece

a A, entonces d(p, A) > 0.

Demostración: Tenemos que A es un conjunto cerrado entonces el complemento de A, al

que denotaremos A′, es un conjunto abierto. Como p ∈ A′ existe ε0 > 0 tal que B(p, ε0)

está contenida en A′, esto implica que B(p, ε0) ∩ A = Ø. Supongamos que d(p, A) = 0,

entonces para todo ε > 0 existe a ∈ A tal que d(p, a) < ε, esto implica que existe a0 ∈ A

tal que d(p, a0) < ε0, esto es, ‖p− a0‖ < ε0 y entonces a0 ∈ B(p, ε0), esto contradice que

B(p, ε0) ∩ A = Ø por lo tanto d(p, A) > 0

2
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Teorema 1.2.2. La función f : Rn → R definida como f(x) = d(p, x), para p ∈ Rn fijo,

es continua.

Demostración: Dado x ∈ Rn y un número real ε > 0, sean y ∈ Rn tal que ‖x − y‖ < ε.

Consideremos que

f(y) = d(p, y) = ‖p− y‖ ≤ ‖p− x‖+ ‖x− y‖,

como ‖p− x‖ = d(p, x) = f(x) obtenemos

f(y) ≤ f(x) + ‖x− y‖

y esto implica que

f(y)− f(x) ≤ ‖x− y‖ < ε.

De forma similar obtenemos que

f(x)− f(y) < ε

por lo tanto

|f(x)− f(y)| < ε.

Entonces f es continua en x, por la arbitrariedad de x tenemos que f es continua en Rn.

2

Una consecuencia importante del teorema anterior es el siguiente corolario.

Corolario 1.2.1. Sea p ∈ Rn, para todo A ⊂ Rn cerrado no vaćıo existe a ∈ Rn tal que

d(p, A) = d(p, a).

Demostración: Sea p ∈ Rn arbitrario, consideremos un conjunto A ⊂ Rn cerrado distinto

del vaćıo. Tenemos que si p ∈ A entonces a = p, supongamos que p no está en A.

Sea q ∈ A, consideremos δ = ‖p − q‖ > 0 y definamos el conjunto B = A ∩ B(p, δ).

Tenemos que B(p, δ) es un conjunto cerrado y acotado por lo que es un subconjunto

compacto de Rn, además B por definición es la intersección de dos conjuntos cerrados

entonces B es cerrado, B es un subconjunto cerrado de un conjunto compacto entonces

B es compacto. Por el Teorema 1.2.2 sabemos que la función f(x) = d(p, x) es continua

en Rn, en particular es continua en B por lo que f alcanza un valor mı́nimo en algún

punto a ∈ B, esto implica que d(p, a) ≤ d(p, x) para todo x ∈ B. Ahora consideremos

x ∈ A tal que x no está en B esto implica d(p, x) > δ, además a ∈ B(p, δ), entonces

d(p, a) ≤ δ < d(p, x), de lo anterior se tiene que d(p, a) < d(p, x) para cualquier x ∈ A

que no esté en B. Concluimos entonces que d(p, a) ≤ d(p, x) para todo x ∈ A.

2
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El teorema siguiente nos permite definir un hiperplano a través de la función distancia

en Rn.

Teorema 1.2.3. Sean a, b ∈ Rn tales que a 6= b entonces

H = {x ∈ Rn : d(x, a) = d(x, b)}

es un hiperplano de Rn y H es ortogonal a [a, b].

Demostración: Vamos a demostrar que el segmento [a, b] es perpendicular a H, esto es,

demostraremos que para cada x ∈ H el vector a − b es ortogonal a x − p donde p es el

punto medio de [a, b]. Sea x ∈ H, tenemos

〈x− p, b− a〉 = 〈x, b〉 − 〈x, a〉+ 〈p, a〉 − 〈p, b〉 (1.1)

Como x ∈ H tenemos que

〈x− a, x− a〉 = 〈x− b, x− b〉

y como p es el punto medio de [a, b]

〈p− a, p− a〉 = 〈p− b, p− b〉,

de lo anterior obtenemos

〈p, a〉 − 〈p, b〉 =
1

2
(〈b, b〉 − 〈a, a〉) (1.2)

y

〈x, b〉 − 〈x, a〉 =
1

2
(〈a, a〉 − 〈b, b〉) (1.3)

sustituyendo 1.2 y 1.3 en 1.1 tenemos que

〈x− p, b− a〉 = 0.

Ahora demostraremos que H es un hiperplano. Para esto, definimos H = H − p y de-

mostraremos que H es un subespacio lineal de dimensión n− 1.

Veamos que H = {x ∈ Rn : d(x, a−b
2

) = d(x, b−a
2

)}. Sea x ∈ H, podemos escribir x = y−p

para algún y ∈ H. Tenemos

‖x− a− b

2
‖ = ‖y − p− a− b

2
‖ = ‖y − a‖

y

‖x− b− a

2
‖ = ‖y − p− b− a

2
‖ = ‖y − b‖,
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como y pertenece a H se cumple que ‖y − a‖ = ‖y − b‖ y esto implica que

d(x,
a− b

2
) = d(x,

b− a

2
),

entonces H ⊆ {x ∈ Rn : d(x, a−b
2

) = d(x, b−a
2

)}.
Ahora, sea x ∈ {x ∈ Rn : d(x, a−b

2
) = d(x, b−a

2
)} y tomemos y = x + p. De esta manera,

obtenemos

‖y − a‖ = ‖x +
a + b

2
− a‖ = ‖x− a− b

2
‖

y

‖y − b‖ = ‖x +
a + b

2
− b‖ = ‖x− b− a

2
‖,

además x satisface ‖x − a−b
2
‖ = ‖x − b−a

2
‖, lo cual implica ‖y − a‖ = ‖y − b‖, entonces

y ∈ H, esto es equivalente a y − p ∈ H, donde y − p = x. De lo anterior concluimos

{x ∈ Rn : d(x, a−b
2

) = d(x, b−a
2

)} ⊆ H. Por lo tanto H = {x ∈ Rn : d(x, a−b
2

) = d(x, b−a
2

)}.
Por otro lado, no es dif́ıcil verificar que para un vector u no nulo, la igualdad

〈x, u〉 = 〈x,−u〉

es equivalente a

〈x, u〉 = 0

para cada x ∈ R3. Esto significa que los elementos de H son precisamente los vectores

ortogonales al vector a− b, sabemos que este conjunto de vectores forma un subespacio

vectorial de dimensión n− 1.

2

Ahora definiremos el concepto de diámetro para un subconjunto acotado de Rn.

Definición 1.2.2. Si A ⊂ Rn es un subconjunto acotado de Rn el diámetro de A

está definido como

sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.

1.3. Transformaciones

Ahora presentaremos funciones del espacio en śı mismo que son importantes en Geo-

metŕıa.
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Definición 1.3.1. Una función f : Rn → Rn es una similitud si existe k ∈ R, k > 0, tal

que ‖f(x)−f(y)‖ = k‖x−y‖ para todo par de puntos x, y ∈ Rn. Cuando k = 1 tenemos

que la función preserva la distancia, entonces le llamamos isometŕıa.

Entonces una similitud σ es una función inyectiva pues dados x, y ∈ Rn tales que x 6= y

se tiene que, por las propiedades de la norma euclidiana,

‖x− y‖ 6= 0,

esto implica que, para k > 0

k‖x− y‖ 6= 0,

en particular esto se cumple para la k asociada a σ y por la definición de similitud se

tiene

‖σ(x)− σ(y)‖ 6= 0,

por lo tanto σ(x) 6= σ(y).

Definición 1.3.2. Dos subconjuntos A, B ⊂ Rn se llaman semejantes si existe una

similitud σ tal que σ(A) = B. Si existe una isometŕıa α tal que α(A) = B decimos que

los conjuntos A y B son congruentes, en el caso de que α(A) = A diremos que α es una

simetŕıa de A.

El hecho de que una isometŕıa sea una función inyectiva que preserva la distancia tiene

una consecuencia importante, cada subespacio lineal de dimensión m de Rn es congruente

a Rm ([14],pp 71-78).

Definición 1.3.3. Dados λ ∈ R y un vector fijo u ∈ Rn, a la similitud σ dada por

σ(x) = λx + (1 − λ)u para x ∈ Rn le llamamos homotecia con centro en u y coeficiente

de dilatación λ. Sean B ⊂ Rn, v ∈ Rn y λ ∈ R, a la imagen del conjunto B bajo una

homotecia con centro en v y coeficiente de dilatación λ se le llama conjunto homotético

a B y lo denotamos λB + (1− λ)v.

Finalmente, si A y B son conjuntos homotéticos tales que el coeficiente es positivo en-

tonces diremos que A y B son directamente homotéticos. Introduciremos una isometŕıa

que será útil en las secciones posteriores.

Definición 1.3.4. Dado un vector fijo u ∈ Rn, a la isometŕıa τu dada por τu(x) = x + u

le llamamos traslación determinada por u. Sean A ⊂ Rn y u ∈ Rn, a la imagen del

conjunto A bajo la traslación determinada por u se le llama conjunto trasladado de A y

lo denotamos A + u.
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De esta manera podemos decir que dos hiperplanos Rn son paralelos (Definición 1.1.4)

si uno es trasladado del otro. También podemos decir que un subespacio af́ın de Rn de

dimensión m (Definición 1.1.3) es un trasladado de un subespacio lineal de dimensión m

de Rn.

Hay conjuntos no acotados para los que existe un vector v, no nulo, tal que τv mantiene

invariante al conjunto.

Ejemplo 1.3.1. Sea ` la ĺınea que pasa por un punto p ∈ Rn en la dirección del vector

v 6= 0 y consideremos la traslación τv. Sea q ∈ `, esto es, q = p + λv para alguna λ ∈ R
entonces q = p + (λ− 1)v + v = τv(p + (λ− 1)v) y esto implica que q ∈ τv(`). Ahora, sea

q′ ∈ τv(`) entonces q′ = r + v donde r ∈ ` esto implica que q′ = p + (λ′ + 1)v para algún

λ′ ∈ R entonces q′ ∈ `. Por lo tanto τv(`) = `.

Teorema 1.3.1. Sea A ⊂ Rn acotado y v ∈ Rn un vector distinto de cero. Entonces

τv(A) 6= A.

Demostración: Supongamos que existe un vector u ∈ Rn, distinto de cero, tal que τu(A) es

igual a A. Sea a ∈ A entonces τu(a) = a+u ∈ A y esto implica que τu(a+u) = a+2u ∈ A;

supongamos que para k ∈ N se tiene a + ku ∈ A, entonces τu(a + ku) = a + (k + 1)u ∈ A

esto demuestra que a + nu ∈ A para todo n ∈ N. Esto contradice que A es un conjunto

acotado, la contradicción demuestra que τu(A) 6= A.

2

1.4. Simetŕıa en el Plano

Comenzaremos definiendo la isometŕıa más importante del plano R2, esto es, la reflexión

respecto a una ĺınea. Veremos los resultados que permiten caracterizar las isometŕıas en

el plano usando sus puntos fijos, con esto demostraremos algunos resultados sobre las

ĺıneas de simetŕıa de los conjuntos acotados del plano. Esta clasificación de isometŕıas en

el plano está planteada en el libro de Hilbert y Cohn-Vossen [12].

Definición 1.4.1. Dada ` una ĺınea en R2, para p ∈ R2 la reflexión de p en la ĺınea `

es el punto p′ tal que ` es perpendicular a [p, p′] y d(p, `) = d(p′, `), si p ∈ ` definimos

p′ = p. Definimos entonces la función σ` : R2 → R2 de tal forma que σ`(x) = x′ donde x′

es la reflexión de x en `, a σ` le llamamos la reflexión en `. Dado A ⊂ R2 diremos que

σ`(A) es la reflexión de A en `. Diremos que A es simétrico respecto a ` cuando σ`(A) es

una traslación de A y cuando σ`(A) = A llamaremos a ` eje o ĺınea de simetŕıa de A.



15

Figura 1.1: Reflexión respecto a una ĺınea

Observación 1.4.1. La reflexión en la ĺınea ` tiene como puntos fijos los puntos en `. La

composición σ` ◦ σ` es la función identidad. Si x /∈ ` por definición el segmento [x, σ`(x)]

interseca a ` y esto implica que x pertenece a un semiplano determinado por ` y σ`(x)

está en el otro semiplano determinado por `.

La importancia de la reflexión en una ĺınea radica, como veremos más adelante, en que

cada isometŕıa del plano es la composición de reflexiones en ĺıneas ([4] Teorema 12.8).

Veremos algunas propiedades de las reflexiones en las ĺıneas de R2.

Teorema 1.4.1. Sean ` y `′ ĺıneas en R2 paralelas. Entonces σ`′ ◦ σ` es una traslación.

Demostración: Sea p ∈ R2 arbitrario, denotemos m a la ĺınea perpendicular a ` que pasa

por p, consideremos q = σ`(p), q′ = σ`′(q) y u el vector unitario paralelo a la dirección

de m (Figura 1.2).

Tenemos, por la definición de reflexión, d(p, `) = d(q, `) y d(q, `′) = d(q′, `′); por otro

lado, d(`, `′) = d(q, `)+d(q, `′) y d(p, q′) = 2d(p, `)+2d(q, `′) = 2d(q, `)+2d(q, `′). Como

q′ está en m tenemos que q′ = p + λu con λ = d(p, q′) entonces

λ = 2d(q, `) + 2d(q, `′) = 2d(`, `′)

y

q′ = σ`′(σ`(p)) = p + λu,

por lo tanto σ`′ ◦ σ` = τv donde v es el vector en la dirección perpendicular a ` y

‖v‖ = 2d(`, `′).

2
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Figura 1.2

Tenemos una consecuencia importante concerniente a las ĺıneas de simetŕıa de un conjunto

en R2.

Corolario 1.4.1. Sea A ⊂ R2 un conjunto acotado. Si ` y `′ son ĺıneas de simetŕıa de A

entonces ` y `′ tienen un punto en común.

Demostración: Supongamos que ` y `′ son paralelas y ` 6= `′, como σ`(A) = A = σ`′(A)

se cumple que σ`′ ◦ σ`(A) = A, por el Teorema 1.4.1 esto implica que existe un vector

v 6= 0 tal que τv(A) = A, esto contradice el Teorema 1.3.1 que dice que si A es acotado

y v es no nulo, entonces τv(A) 6= A. Por lo tanto ` y `′ no son paralelas.

2

El corolario anterior nos dice que dos ĺıneas de simetŕıa de un conjunto acotado en R2

no pueden ser paralelas.

Otra isometŕıa importante del plano es la rotación respecto a un punto.

Definición 1.4.2. Dado un ángulo θ y un punto c ∈ R2, para x ∈ R2 distinto de c la

rotación de x un ángulo θ con centro c es el punto x′ tal que ‖x − c‖ = ‖x′ − c‖ y el

ángulo que forman los vectores x− c y x′− c es θ, si x = c definimos x′ = c. Definimos la

función ρθ,c(x) = x′ donde x′ es la rotación de x respecto a c un ángulo θ. Dado A ⊂ R2

diremos que la imagen de A bajo la función ρθ,c es la rotación de A con centro c.
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Figura 1.3: Rotación de A un ángulo θ con centro en c

Observación 1.4.2. Consideraremos las rotaciones en el sentido opuesto al de las maneci-

llas del reloj y el ángulo de rotación toma valores entre 0 y 2π. Una rotación en el plano

con centro p tiene como punto fijo a p.

Ahora queremos demostrar que todas las ĺıneas de simetŕıa de un conjunto acotado tienen

un punto en común. Para esto necesitamos algunos resultados sobre la composición de

reflexiones en ĺıneas.

Teorema 1.4.2. Sean ` y `′ ĺıneas en R2. Si ` y `′ no son paralelas entonces σ`′ ◦ σ` es

una rotación.

Demostración: Llamemos p ∈ R2 al punto de intersección de ` con `′, u y u′ a los

vectores que determinan la dirección de ` y `′ respectivamente, sin pérdida de generalidad

supongamos que el ángulo θ entre los vectores se mide de u a u′. Sean x ∈ R2 arbitrario,

y = σ`(x) y y′ = σ`′(y).
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Figura 1.4.

La igualdad d(x, `) = d(y, `) implica que d(p, x) = d(p, y), entonces el ángulo ω que

forman los vectores x − p y u es igual al ángulo que forman y − p y u; de la misma

manera, a partir de d(p, y) = d(p, y′), podemos concluir que d(y, `′) = d(y′, `′) y el

ángulo ω′ entre los vectores y − p y u′ es igual al ángulo entre y′ − p y u′, además si

θ = ω + ω′ entonces el ángulo entre los vectores x− p y y′ − p es igual a 2θ, por lo tanto

σ`′ ◦ σ`(x) = y′ = ρp,2θ(x). Como x es arbitrario concluimos que σ`′ ◦ σ` = ρp,2θ.

2

Teorema 1.4.3. Sean `1, `2 y `3 ĺıneas en R2. Si `1, `2, `3 no son paralelas y no tienen

un punto en común entonces σ`3 ◦ σ`2 ◦ σ`1 es la composición de la reflexión en una ĺınea

` y una traslación en la dirección paralela a `.

Demostración: Veamos el caso en el que dos ĺıneas son paralelas. Supongamos que, sin

pérdida de generalidad, `1 y `2 son paralelas; llamemos p al punto de intersección de `2

con `3 y θ al ángulo de `2 a `3.
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Figura 1.5.

Por el Teorema 1.4.2 tenemos que σ`3 ◦σ`2 = ρp,2θ. Consideremos la ĺınea `′2 perpendicular

a `2 y la ĺınea `′3 tal que el ángulo de `′2 a `′3 es igual a θ, nuevamente por el Teorema

1.4.2 tenemos que σ`′
3
◦ σ`′

2
= ρp,2θ y entonces

σ`3 ◦ σ`2 = σ`′
3
◦ σ`′

2
.

Ahora, sea q el punto de intersección de `1 con `′2, consideremos la ĺınea `′1 que pasa por

q y es perpendicular a `′3 y sea `′′2 la ĺınea que pasa por q y es paralela a `′3.

Figura 1.6
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Por el Teorema 1.4.2 tenemos

σ`′
2
◦ σ`1 = σ`′′

2
◦ σ`′

1
.

Entonces

σ`3 ◦ σ`2 ◦ σ`1 = σ`′
3
◦ σ`′

2
◦ σ`1 = σ`′

3
◦ σ`′′

2
◦ σ`′

1 ,

por otro lado, el Teorema 1.4.1 implica que

σ`′
3
◦ σ`′′

2
= τv

donde v es un vector en la dirección perpendicular a `′3 y longitud igual a d(`′′2, `
′
3). Por

lo tanto

σ`3 ◦ σ`2 ◦ σ`1 = τv ◦ σ`1 .

En el caso de que las ĺıneas se intersequen en tres puntos distintos la demostración es

similar y puede consultarse en [29] caṕıtulo II,proposición 5.

2

Teorema 1.4.4. Sean ` una ĺınea y v un vector en R2 entonces σ` ◦ τv = τv ◦ σ`

Demostración: Si v = 0 tenemos que τv es la identidad y la afirmación es cierta. Supon-

gamos que v 6= 0, sean x ∈ R2, x′ = σ`(x) y `′ la ĺınea perpendicular a ` que pasa

por x; consideremos `′′ = τv(`
′), como las isometŕıas preservan ángulos se tiene que `′′

es perpendicular a `. Ahora, sean y = τv(x) y y′ = τv(x
′) entonces d(x, `) = d(y, `) y

d(x′, `) = d(y′, `) además tenemos que y, y′ ∈ `′′ entonces y′ = σ`(y). De lo anterior

obtenemos

σ` ◦ τv(x) = σ`(y) = y′ y τv ◦ σ`(x) = τv(x
′) = y′

como x es arbitrario concluimos que σ` ◦ τv = τv ◦ σ`.

2

Corolario 1.4.2. Sen A ⊂ R2, ` una ĺınea y v 6= 0 un vector paralelo a la dirección de

`. Si A es acotado entonces σ` ◦ τv(A) 6= A

Demostración: Llamemos γ a la composición σ` ◦ τv, tenemos que

γ ◦ γ = (σ` ◦ τv) ◦ (σ` ◦ τv)

y por el Teorema 1.4.4 tenemos

γ ◦ γ = (τv ◦ σ`) ◦ (σ` ◦ τv) = τv ◦ (σ` ◦ σ`) ◦ τv = τv ◦ τv

entonces γ ◦ γ = τ2v. Ahora, supongamos que γ(A) = A entonces γ ◦ γ(A) = γ(A) = A,

esto es, τ2v(A) = A, lo cual contradice el Teorema 1.3.1. Por lo tanto σ` ◦ τv(A) 6= A.

2
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Estos resultados tienen una aplicación importante, demostramos que un par de ĺıneas de

simetŕıa de un conjunto acotado tienen un punto en común, ahora demostraremos que

todas las ĺıneas de simetŕıa de un conjunto acotado tienen un punto en común.

Teorema 1.4.5. Sea A ⊂ Rn un conjunto acotado. Si A tiene n ĺıneas de simetŕıa,

n ≥ 2, entonces las ĺıneas de simetŕıa de A tienen un punto en común.

Demostración: Sea {`1, ..., `n} la colección de ĺıneas de simetŕıa de A. Sea x0 el punto de

intersección de `i y `j para i 6= j y i, j ∈ {1, 2, ..., k}, sea `k ∈ {`1, ..., `n}\{`i, `j}, por el

corolario 1.4.1 sabemos que `k no puede ser paralela a `i y tampoco puede ser paralela

a `j, supongamos que `k no pasa por el punto x0 entonces por el Teorema 1.4.3 tenemos

que σ`k
◦σ`j

◦σ`i
es la composición de la reflexión en una ĺınea ` y la traslación a través de

un vector v 6= 0 paralelo a `. Como σ`k
◦σ`j

◦σ`i
(A) = A tenemos que τv ◦σ`(A) = A, sin

embargo esto es una contradicción pues por el corolario 1.4.2 sabemos que τv ◦σ`(A) 6= A

por lo tanto `k debe pasar por el punto x0. Como k es arbitrario, tenemos que `1, `2, ..., `n

pasan por x0.

2

Definición 1.4.3. Sea {`1, `2, ..., `n} una colección de ĺıneas en R2 con un punto común p

tales que ρp, π
n
(`j) = `j+1, para j = 1, 2, ..., n−1. A la colección {`1, `2, ..., `n} le llamamos

una n-estrella de ĺıneas con centro p.

Figura 1.7: 6-estrella de ĺıneas
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Teorema 1.4.6. Sean A ⊂ R2 un conjunto acotado y L = {`1, . . . , `n} la colección de

todas las ĺıneas de simetŕıa de A, entonces L es una n-estrella de ĺıneas.

Demostración: Sabemos por el Teorema 1.4.5 que las ĺıneas en L tienen un punto común,

denotemos a este punto p. Llamemos θi al ángulo del eje x positivo a `i, sin pérdida de

generalidad asumamos que θj < θj+1, para j = 1, . . . , n−1, de esta forma el ángulo de `j

a `j+1 es igual a βj = θj+1 − θj. Supongamos que βj−1 < βj, consideremos σ`j
(`j−1) = `′,

entonces el ángulo β′ de `j a `′ es igual a βj−1, entonces `′ es una ĺınea de simetŕıa de

A tal que el ángulo θ′ del eje x positivo a `′ cumple θj < θ′ < θj+1, esto implica que

`′ no está en L, esto es una contradicción. Ahora, supongamos que βj < βj−1 y sea

σ`j
(`j+1) = `′ entonces el ángulo β′ de `′ a `j es igual a βj y como en el caso anterior esto

implica que `′ es una ĺınea de simetŕıa de A que no está en L. Por lo tanto βj−1 = βj,

para j = 2, . . . , n− 1.

2

Definición 1.4.4. Dado p ∈ Rn a la homotecia con centro en p y coeficiente −1 le

llamamos reflexión respecto a p. Esto es, para x ∈ Rn la reflexión respecto a p está dada

por 2p− x.

Presentaremos una serie de resultados que nos permiten caracterizar las isometŕıas del

plano. Esto se hará usando los puntos que quedan invariantes bajo la isometŕıa.

Teorema 1.4.7. Una isometŕıa del plano con al menos dos puntos fijos es la identidad

o es la reflexión en una ĺınea.

Demostración: Si α es la identidad entonces cada x ∈ R2 es punto fijo de α. Supongamos

que α no es la identidad. Entonces existe p ∈ R2 tal que α(p) 6= p, consideremos x ∈ R2

algún punto fijo de α entonces ‖x− p‖ = ‖α(x)− α(p)‖ = ‖x− α(p)‖. Sea ` la ĺınea que

pasa por x y es perpendicular al segmento [p, α(p)], tenemos que la intersección de ` y

la ĺınea que contiene a [p, α(p)] es el punto medio de [p, α(p)]. Como x es arbitrario, esto

se cumple para cualquier punto fijo de α, como hay al menos dos puntos fijos tomemos

q ∈ R2 punto fijo de α distinto de x. La ĺınea ` pasa por x y q, consideremos ahora y ∈ R2

un punto que no está contenido en ` entonces y no es punto fijo de α, como se vió antes

la ĺınea `′ perpendicular a [y, α(y)] que pasa por el punto medio de [y, α(y)] contiene a x

y a q entonces ` = `′. Como y es arbitrario, tenemos que si x está en `, x es punto fijo de

α y si x no está en ` tenemos que α(x) es la reflexión en ` de x.

2
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El siguiente resultado nos permite establecer que las isometŕıas del plano se pueden

escribir como reflexiones en ĺıneas.

Teorema 1.4.8. Cada isometŕıa α : R2 → R2 es la composición de tres o menos reflexio-

nes en ĺıneas.

Demostración: Si la isometŕıa α es la identidad entonces podemos escribir α = ρ` ◦ ρ`.

Si α tiene dos o más puntos fijos, todos en una ĺınea `, por el Teorema 1.4.7 entonces

α = ρ`.

Si α tiene exactamente un punto fijo, llamémoslo c. Sea a ∈ R2 tal que a 6= c, sabemos

que ‖c − a‖ = ‖c − α(a)‖; consideremos la ĺınea `′ que pasa por c y es perpendicular al

segmento [a, α(a)], definamos la isometŕıa ω = σm ◦ α, entonces ω tiene a c y a como

puntos fijos, por el Teorema 1.4.7, ω es la identidad o la composición de dos reflexiones.

Pero ω 6= Id pues en otro caso tendŕıamos α = σm, entonces ω = σ` donde ` es la ĺınea

que pasa por a y c, entonces σ` = σm ◦ α y esto implica que σm ◦ σ` = σm ◦ σm ◦ α = α

Ahora, si α no tiene puntos fijos sean p ∈ R2 y p′ = α(p), consideremos el segmento [p, p′]

y la ĺınea ` perpendicular a [p, p′] y que pasa por el punto medio del segmento. Definimos

la isometŕıa ω = σ` ◦ α. De esta forma, ω(p) = σ` ◦ α(p) = σ`(p
′) = p y entonces p es

punto fijo de ω. Entonces sabemos que ω es la composición de dos reflexiones, por otro

lado ω = σ` ◦ α implica σ` ◦ ω = α, entonces α es la composición de tres reflexiones.

2

Teorema 1.4.9. Sean A y B dos conjuntos en R2 y ` una ĺınea. Si se cumple alguna de

las siguientes condiciones entonces A tiene una ĺınea de simetŕıa.

a)Existen un punto p y un ángulo θ tales que σ`(A) = B y ρθ,p(A) = (B).

b)Existe un vector v ∈ R2 perpendicular a ` tal que σ`(A) = B y τv(A) = B.

Demostración: a) Consideremos la isometŕıa α = σ` ◦ ρθ,p. Por el Teorema 1.4.2 sabemos

que hay dos ĺıneas `1 y `2 tales que ρθ,p = σ`2 ◦ σ`1 . Supongamos que p no está en `,

entonces `, `1 y `2 no son paralelas y por el Teorema 1.4.3 tenemos que α = σ` ◦ σ`1 ◦ σ`2

es la composición de una reflexión y una traslación, esto contradice que α(A) = A.

Entonces p debe estar en `, esto significa que `, `1 y `2 concurren en p entonces α es la

reflexión en una ĺınea `′ por lo tanto A tiene a `′ como ĺınea de simetŕıa.

b)Sea α = τv ◦ σ`, sabemos que existen dos ĺıneas `1 y `2, paralelas entre śı y perpendi-

culares a la dirección de v, tales que 2d(`1, `2) = ‖v‖ y τv = σ`2 ◦σ`1 . Como `, `1 y `2 son

paralelas entonces existe una ĺınea `′ tal que α = σ`′ , por lo tanto A tiene una ĺınea de

simetŕıa.

2
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1.5. Simetŕıa en el Espacio

Ahora veremos la simetŕıa respecto a una ĺınea y a un plano en R3. También definiremos

las isometŕıas del espacio que usaremos para estudiar las simetŕıas de los conjuntos en el

espacio.

Definición 1.5.1. Dado un plano H ⊂ R3 para un punto p ∈ R3 la reflexión de p respecto

al plano H es el punto p′ tal que H es perpendicular a [p, p′] y d(p, H) = d(p′, H), cuando

p ∈ H hacemos p = p′. Definimos la función σH : R3 → R3 como σH(x) = x′ donde x′

es la reflexión de x respecto a H, a σH le llamamos la reflexión en H. Dados A ⊂ R3 y

H ⊂ R3 plano decimos que A es simétrico respecto a H si σH(A) y A son trasladados y

en el caso de que σH(A) = A diremos que H es plano de simetŕıa de A.

Figura 1.8.

Observación 1.5.1. Los puntos fijos de σH son los puntos en H. La composición σH ◦σH

es la función identidad.

Ahora, utilizando la rotación alrededor de un punto en el plano, definiremos la rotación

respecto a una ĺınea.

Definición 1.5.2. Sean ` una ĺınea en R3 y un ángulo θ. Dado un punto x ∈ R3 considere-

mos el plano H perpendicular a ` y que contiene a x, llamemos p al punto de intersección

de ` con H entonces al punto x′ ∈ H tal que ρθ,p(x) = x′ le llamaremos rotación de x

alrededor de ` un ángulo θ. Definimos la función ρ`,θ : R3 → R3 tal que ρ`,θ(x) = x′ donde

x′ es la reflexión de x alrededor de ` un ángulo θ, a ρ`,θ le llamamos rotación alrededor

de ` y a ` el eje de rotación. Cuando θ = 180◦ denotaremos a la rotación alrededor de `
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simplemente ρ`, de esta forma, dado A ⊂ R3 si ρ`(A) y A son trasladados diremos que

A es simétrico respecto a ` y en caso de que ρ`(A) = A diremos que ` es una ĺınea de

simetŕıa de A.

Figura 1.9

Definición 1.5.3. Sea A ⊂ R3. Decimos que A es de revolución si existe una ĺınea ` tal

que ρ`,θ(A) = A para todo 0 < θ ≤ 2π.

En general podemos definir la simetŕıa en Rn respecto a un hiperplano.

Definición 1.5.4. Sea H ⊂ Rn un hiperplano. Dado x ∈ Rn, consideremos ` la ĺınea

perpendicular a H y que contiene a x. Sea x′ ∈ ` tal que d(x, H) = d(x′, H), si x pertenece

a H hacemos x′ = x, llamaremos a x′ la reflexión de x respecto a H. Definimos la función

σH : Rn → Rn tal que σH(x) = x′, dado A ⊂ Rn diremos que σH(A) es la reflexión de A

respecto a H. Si σH(A) = A diremos que H es hiperplano de simetŕıa de A.

Notemos que dados un hiperplano H ⊂ Rn y x ∈ Rn tal que x /∈ H, podemos expresar

x como y + z, donde y ∈ H y z es perpendicular a H. Si a ∈ H sabemos que H − a es

un subespacio lineal de Rn, entonces existe un vector b ortogonal a H − a y podemos

escribir al vector x− a de la forma λb + c con c ∈ H − a, entonces haciendo y = a + c y

z = λb obtenemos la expresión buscada.

Observación 1.5.2. Si H contiene al origen, entonces podemos escribir σH(x) = x−λu

donde u es un vector ortogonal a H y λ = 2 < x, u >.

Teorema 1.5.1. Sean H y H ′ dos planos no paralelos en R3, sea ` = H ∩ H ′ y θ el

ángulo de H a H ′. Entonces σ′H ◦ σH = ρ`,2θ
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Demostración: Llamemos ` a la ĺınea intersección de H con H ′. Sea x ∈ R3, consideremos

el plano Hx ortogonal a ` que pasa por x, denotemos p a la intersección de ` con Hx,

`1 a la intersección de H con Hx y `2 a la intersección de H ′ con Hx. Tenemos que

σH(x) = σ`1(x), σH′(x) = σ`2(x) y el ángulo de `1 a `2 es igual a θ. Por el Teorema

1.4.2 sabemos que σ`2 ◦ σ`1(x) = ρ2θ,p(x), de la Definición 1.5.2 podemos concluir que

σH′ ◦ σH(x) = ρ`,2θ(x), como x es arbitrario tenemos que σ′H ◦ σH = ρ`,2θ.

2

Definición 1.5.5. Dados x, p ∈ Rn, al punto 2p−x le llamamos reflexión de x respecto al

punto p. Aśı definimos una función ρp tal que a cada punto x ∈ Rn le asigna su reflexión

respecto a p, a esta función le llamamos reflexión central con centro en p. Decimos que

los conjuntos A, B ⊂ Rn son simétricos respecto a p si ρp(A) = B y difieren por una

traslación. En el caso de que ρp(A) = A diremos que p es un centro de A y que el

conjunto A es centralmente simétrico.

Una cuestión que surge respecto a los conjuntos centralmente simétricos es determinar

cuántos centros de simetŕıa pueden tener. Es posible encontrar conjuntos no acotados

con más de un centro de simetŕıa; sin embargo, los conjuntos acotados tienen un com-

portamiento diferente.

Teorema 1.5.2. Todo conjunto acotado A ⊂ Rn tiene a lo más un centro de simetŕıa.

Demostración: Supongamos que p, q ∈ Rn son centros de simetŕıa de A tales que p 6= q.

Definamos para x ∈ Rn ρ(x) = ρq(ρp(x)), entonces tenemos que ρ(x) = x+2(q− p), esto

es, ρ es una traslación respecto al vector 2(q − p).

Por hipótesis tenemos que ρp(A) = A = ρq(A). Sea a ∈ A entonces tenemos que ρp(a) ∈ A

y esto implica que ρq(ρp(a)) = ρ(a) ∈ A, es decir, a + 2(p− q) ∈ A. De la misma forma

a + 2(p− q) ∈ A implica que ρ(a + 2(p− q)) = a + 4(p− q) ∈ A. Análogamente se puede

concluir que a + 2k(p − q) ∈ A para todo k ∈ N. Esto contradice el hecho de que A es

acotado. Esta contradicción demuestra que p = q.

2

El siguiente resultado nos dice que dado un conjunto A, si A y −A son trasladados

entonces A tiene un centro. Esto es, dados A y A′ en Rn si σ0(A) = A′ y τ(A) = A′

entonces A tiene centro.

Teorema 1.5.3. Un conjunto A ⊂ Rn es centralmente simétrico si y sólo si existe una

traslación T tal que T (A) = −A.
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Demostración: Sea A un subconjunto de Rn, supongamos que A es centralmente simétrico

con centro en a ∈ Rn. Consideremos la traslación T (x) = x− 2a, de esta forma y ∈ T (A)

satisface que y = x − 2a para algún x ∈ A, además por la simetŕıa de A tenemos que

2a − x ∈ A, entonces x − 2a ∈ −A y esto implica que y ∈ −A, como y es arbitrario

podemos concluir que T (A) ⊆ −A. Ahora, sea y ∈ −A entonces −y ∈ A, por la simetŕıa

de A se cumple que 2a + y ∈ A, esto es, existe x ∈ A tal que x = 2a + y, es decir

y = x− 2a entonces y ∈ T (A) y obtenemos que −A ⊆ T (A). Por lo tanto T (A) = −A.

Supongamos ahora que A y −A son conjuntos trasladados, entonces existe u ∈ Rn tal que

−A = A + u, sea x ∈ A, tenemos que x + u ∈ −A y esto implica que −(x + u) ∈ A, pero

−(x + u) = 2(−1
2
u)− x. Como x es arbitrario tenemos que A es centralmente simétrico

con centro −1
2
u.

2

Observación 1.5.3. En el plano se tiene que un conjunto A es centralmente simétrico

si y sólo si tiene dos ĺıneas de simetŕıa perpendiculares.

Finalmente planteamos la siguiente cuestión, dados conjuntos acotados A, B ⊂ Rn si

existen α1 y α2 isometŕıas del plano tales que α1(A) = B y α2(A) = B, bajo estas

condiciones preguntamos si el conjunto A tiene algún tipo de simetŕıa.

Teorema 1.5.4. Sean A, B ⊂ Rn conjuntos acotados. Supongamos que existen dos

isometŕıas del plano α1 y α2 tales que α1(A) = α2(A) = B entonces existe α : Rn → Rn

tal que α(A) = A.

Demostración: Consideremos α = α−1
2 ◦ α1. Tenemos que

α(A) = α−1
2 (α1(A)) = α−1

2 (B) = A

entonces α es una isometŕıa que deja invariante A.

2

Sin embargo, el teorema anterior no nos permite dar expĺıcitamente la simetŕıa α, más

aún, si proponemos dos isometŕıas α1 y α2 no es inmediato conocer la isometŕıa α, por

ejemplo en el Teorema 1.4.9 distintas isometŕıas del plano conducen a la simetŕıa respecto

a una ĺınea.

Lema 1.5.1. Sean H ⊂ Rn un hiperplano que contiene al origen y v ∈ Rn un vector

distinto de cero. Denotemos H ′ a H + v entonces σH′ ◦ τv = τv ◦ σH .
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Demostración: Sean x ∈ Rn y ` la ĺınea ortogonal a H que pasa por x, denotemos

`′ = ` + v y x′ = σH(x). Tenemos que x + v y x′ + v pertenecen a la ĺınea `′, además

como ` es ortogonal a H tenemos que `′ es ortogonal a H ′. La traslación es una isometŕıa,

entonces

d(x, H) = d(x + v, H ′)

y

d(x′, H) = d(x′ + v, H ′)

esto implica que d(x + v, H ′) = d(x′ + v, H ′) entonces tenemos que σH′(x + v) = x′ + v,

esto es, σH′ ◦ τv(x) = τv ◦ σH(x)

2

Teorema 1.5.5. Sean H1, ..., Hn hiperplanos de Rn con un punto en común p y ortogo-

nales entre śı. Entonces la isometŕıa σHn ◦ · · · ◦ σH1 es igual a ρp.

Demostración: Sin pérdida de generalidad supongamos que Hi es ortogonal al vector

unitario canónico ei para todo i = 1, ...n. Sea x ∈ Rn, consideremos v = (v1, ..., vn), con

v = x− p, y los hiperplanos por el origen Li = Hi − p, por la observación 1.5.2 tenemos

que σLi
(v) = v − 2 < v, ei > ei para todo i ∈ N, entonces

σL1(v) = (v1, ..., vn)− 2v1(1, 0, ..., 0)

esto es

σL1(v) = (−v1, v2..., vn).

Ahora,

σL2 ◦ σL1(v) = σL2((−v1, v2..., vn))

= (−v1, v2, ..., vn)− 2v2(0, 1, 0, ..., 0)

= (−v1,−v2, v3, ..., vn).

Aplicando todas las reflexiones obtenemos

σLn ◦ · · · ◦ σL1(v) = −v

por el Lema 1.5.1

σHn ◦ · · · ◦ σH1(v + p) = −v + p

es decir

σHn ◦ · · · ◦ σH1(x) = −(x− p) + p = 2p− x

por lo tanto

σHn ◦ · · · ◦ σH1(x) = ρp(x)

2
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Lema 1.5.2. Sea K ⊂ Rn un cuerpo convexo centralmente simétrico y C ⊂ Rn la

circunsfera de K, entonces C y K son concéntricos.

Demostración: Llamemos p al centro de K y c el centro de C y supongamos que p 6= c.

Tenemos que ρp(K) = K y tomemos C ′ = ρp(C), tenemos que C ′ 6= C, de otra manera C

tendŕıa a p como centro y esto implicaŕıa que C tiene dos centros. Además como σp es una

isometŕıa tenemos que C y C ′ tienen el mismo radio. Llamemos c′ y r al centro y radio

de C ′ respectivamente supongamos que existe x ∈ K tal que la distancia ‖x − c′‖ > r,

como ρp es una isometŕıa

‖ρp(x)− ρp(c
′)‖ = ‖x− c′‖

y ρp(c
′) = c entonces

‖ρp(x)− c‖ > r

entonces existe un punto en K que no está en el interior de C, esto contradice que C es

la circunsfera de K. Entonces K está contenido en el interior C ′, por lo tanto C ′ es la

circunsfera de K, esto contradice la unicidad de la circunsfera. Por lo tanto p = c.

2





Caṕıtulo 2

Cuerpos Convexos

En este caṕıtulo definiremos a los cuerpos convexos y daremos algunas de sus propiedades

más importantes, presentaremos algunas de sus caracterizaciones clásicas y, finalmente,

definiremos también sección y proyección de un cuerpo convexo que serán importantes

para los resultados que estudiaremos más adelante.

2.1. Definiciones y propiedades básicas

Aunque el concepto de convexidad se puede definir en espacios más generales, para este

estudio de los cuerpos convexos trabajaremos en el espacio Euclidiano Rn.

Definición 2.1.1. Un subconjunto C de Rn es convexo si para cualquier par de puntos

x, y ∈ C el segmento [x, y] está contenido en C.

Entonces los conjuntos convexos de Rn pueden ser acotados o no, cerrados o abiertos y no

necesariamente son subespacios lineales. Notemos que el conjunto vaćıo es un conjunto

convexo.

Ejemplos 2.1.1. a) Uno de los ejemplos básicos de un conjunto convexo es la bola

cerrada en Rn con centro en el origen y radio ε.

a) La bola abierta en Rn con centro en el origen y radio ε también es un conjunto

convexo.

c) Otro ejemplo es el cubo en Rn

I = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| ≤ 1, i = 1, . . . , n}

31
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Definición 2.1.2. Un conjunto convexo C ⊂ Rn se llama estrictamente convexo si su

frontera no contiene segmentos de ĺınea.

En los ejemplos anteriores tenemos que la bola abierta y la bola cerrada son conjuntos

estrictamente convexo mientras que el cubo no lo es.

El siguiente resultado representa una de las propiedades básicas de los conjuntos convexos.

Teorema 2.1.1. Dada una colección de conjuntos convexos en Rn, Cα con α en algún

conjunto de ı́ndices A, tenemos que
⋂

α∈ACα es un conjunto convexo.

Demostración: Si x y y son elementos de ∩α∈ACα, entonces x y y pertenecen a Cα para

cada α ∈ A, por esto [x, y] ⊂ Cα para toda α, esto es [x, y] ⊂ ∩α∈ACα. Por lo tanto,

∩α∈ACα es un conjunto convexo.

2

Dado el resultado anterior a cualquier subconjunto de Rn se le puede asociar un conjunto

convexo a través de la colección de conjuntos convexos que lo contienen.

Definición 2.1.3. Sean M ⊂ Rn y Fα, α ∈ A, conjuntos convexos tales que M ⊂ Fα

para todo α ∈ A. El conjunto conv(M) =
⋂

α∈A Fα es el casco convexo de M.

De esta forma, M ⊂ conv(M) y cualquier conjunto convexo que contenga a M también

contiene a conv(M), es decir, conv(M) es el mı́nimo conjunto convexo que contiene a M ,

además si M es convexo tenemos que conv(M) = M .

Ahora veremos algunas propiedades del interior y la frontera de los conjuntos convexos

en el espacio euclidiano.

Proposición 2.1.1. Sean C ⊂ Rn un conjunto convexo con interior distinto del vaćıo

y x0 un punto interior de C. Entonces para cualquier x en C y 0 < λ < 1 el punto

(1− λ)x0 + λx pertenece al interior de C.

Demostración: Sean a = λx+(1−λ)x0 para algún 0 < λ < 1 y r > 0 tal que B(x0, r) ⊂ C;

se satisface que r(1− λ) > 0, entonces b ∈ B(a, r(1− λ)) implica que

‖b− a‖ < r(1− λ)

sustituyendo a tenemos

‖b− λx− (1− λ)x0‖ < r(1− λ)
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entonces

‖b− λx

1− λ
− x0‖ < r

esto significa que
b− λx

1− λ
∈ B(x0, r),

entonces
b− λx

1− λ
∈ C

y esto implica que

[x,
b− λx

1− λ
] ⊂ C.

Por otro lado

b = λx + (1− λ)
b− λx

1− λ
,

esto es

b ∈ [x,
b− λx

1− λ
],

entonces b ∈ C y esto implica que B(a, r(1− λ)) ⊂ C, por lo tanto a ∈ int C, como a es

arbitrario podemos concluir que λx + (1− λ)x0 está en int C para todo 0 < λ < 1

2

Proposición 2.1.2. Sea C ⊂ Rn un conjunto convexo, cerrado y acotado con interior

distinto del vaćıo. Si x es un punto interior de C entonces cualquier rayo emanado de x

interseca la frontera de C en un único c ∈ Rn.

Demostración: Sea L un rayo emanado de x ∈ int C en la dirección de y ∈ Rn, suponga-

mos que L ∩ bd C = ∅ entonces L ⊂ C. Sin embargo L es un conjunto no acotado,

esto contradice que C es acotado, esto implica que L ∩ C 6= ∅. Ahora supongamos que

a, b ∈ Rn, a 6= b, pertenecen a L ∩ bd C, sin pérdida de generalidad supongamos que

a ∈ (x, b), por la Proposición 2.1.1, tenemos que (x, b) ⊂ int C y esto contradice que

a ∈ bd C. Por lo tanto a = b.

2

Definición 2.1.4. Un hiperplano soporte de un conjunto C ⊂ Rn convexo distinto del

vaćıo, es un hiperplano H tal que H ∩ C 6= Ø y C está contenido en alguno de los

semiespacios cerrados definidos por H. Si u ∈ H ∩ C decimos que H es un hiperplano

soporte de C a través del punto u.

El siguiente resultado sobre los cuerpos convexos fue probado por Carathéodory en 1907

y por Minkowski en 1910.
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Teorema 2.1.2. Sea C ⊂ Rn un conjunto convexo. Entonces por cada punto en la

frontera de C pasa al menos un hiperplano soporte.

Un conjunto convexo C ⊂ Rn se llama suave si hay un único hiperplano soporte por cada

punto de su frontera. Ahora veremos como los conjuntos convexos se pueden describir

como la intersección de semiespacios.

Teorema 2.1.3. Sean A, B ⊂ Rn disjuntos, convexos y no vaćıos tales que A es cerrado

y B es compacto. Entonces existe un hiperplano en Rn que separa estrictamente A de B

si y sólo si A ∩B = ∅.

La demostración de este teorema se puede consultar en [16] (Teorema 4.12). Como con-

secuencia de este resultado tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1. Todo conjunto C en Rn cerrado y convexo es la intersección de todos

los semiespacios en Rn que contienen a C.

Otra propiedad interesante es que la imagen de un conjunto convexo bajo una transfor-

mación lineal es un conjunto convexo.

Proposición 2.1.3. Sea T : Rn −→ Rm una transformación lineal. Si C ⊂ Rn es un

conjunto convexo, entonces T (C) ⊂ Rm es un conjunto convexo.

Demostración: Sean x, y ∈ T (C) entonces T (a) = x y T (b) = y con a, b ∈ C. Si z ∈ [x, y]

entonces para algún 0 ≤ λ ≤ 1

z = λx + (1− λ)y = λT (a) + (1− λ)T (b) = T (λa + (1− λ)b)

pero a, b ∈ C implica que λa + (1 − λ)b ∈ C entonces z ∈ T (C), esto muestra que

[x, y] ⊂ T (C) y por lo tanto T (C) es un conjunto convexo.

2

2.2. Resultados básicos y algunas caracterizaciones

clásicas de los cuerpos convexos

Definición 2.2.1. Un cuerpo convexo es un subconjunto convexo de Rn cerrado, acotado

y con interior no vaćıo.

Los conjuntos en el Ejemplo 2.1.1 son cuerpos convexos, otro ejemplo importante de

cuerpos convexos en Rn son los elipsoides.
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Definición 2.2.2. Dados un vector a ∈ Rn y T : Rn −→ Rn una transformación lineal

invertible, siendo B = B(0, 1), el conjunto

E = T (B) + a

se llama elipsoide con centro en a.

Describiremos a un elipsoide como un subconjunto de Rn. Dado el conjunto E de la

definición anterior, tenemos que

E = {y ∈ Rn : y = T (x) + a, ‖x‖ ≤ 1},

como T es una transformación lineal invertible se cumple

T−1(y) = T−1(T (x) + a) = T−1(T (x)) + T−1(a) = x + T−1(a),

entonces

x = T−1(y)− T−1(a) = T−1(x− a).

Por lo tanto podemos escribir

E = {x ∈ Rn : ‖T−1(x− a)‖ ≤ 1}.

En los resultados de separación de la sección anterior, se impusieron algunas condiciones

a los convexos, la de ser cerrado o la de ser compacto.

Los hiperplanos soporte permiten obtener una caracterización de los cuerpos convexos,

por el Teorema 2.1.2 sabemos que por cada punto de la frontera de un conjunto convexo

pasa un hiperplano soporte, el siguiente es el rećıproco y una demostración se encuentra

en [16] (Teorema 5.3).

Teorema 2.2.1. Sea C ⊂ Rn un conjunto compacto con interior no vaćıo con la

propiedad de que por cada punto de su frontera pasa un hiperplano soporte de C, entonces

C es un conjunto convexo.

El siguiente resultado sera útil en el caṕıtulo 3 y nos permite saber cuándo dos conjuntos

convexos, con interior distinto del vaćıo, son iguales a partir de sus conjuntos frontera.

Teorema 2.2.2. Sean A, B ⊂ Rn conjuntos convexos, con interior distinto del vaćıo,

tales que A ⊆ B y bd A ⊆ bd B. Entonces A = B.
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Demostración: Supongamos que A 6= B, entonces existe x ∈ B tal que x /∈ A. Sea

a ∈ int A entonces, por la Proposición 2.1.2, el rayo emanado de a en la dirección de x−a

interseca a bd A en el punto y. Además tenemos que y = a + (x − a)λ = a(1 − λ) + xλ

para algún λ > 0; como x /∈ A se cumple que λ < 1, esto significa que y ∈ (a, x) y la

proposición 2.1.1 implica que y ∈ int B. Esto contradice que bd A ⊂ bd B, por lo tanto

A = B.

2

Con las propiedades de la distancia entre un punto y un conjunto, las cuales vimos en la

sección 1.2, podemos dar la siguiente definición.

Definición 2.2.3. Sea A ⊂ Rn cerrado y distinto del vaćıo y sea x ∈ Rn. Al punto y ∈ A

tal que d(x, y) =d(x, A) le llamamos el pie de y en A

Además, en la Sección 1.2 (Corolario 1.2.1 también vimos que dados un punto p y un

conjunto A cerrado distinto del vaćıo, siempre existe un punto a ∈ A tal que d(p, a) =

d(p, A), entonces siempre existe el pie de p sobre A. Ahora veremos que la unicidad de

este punto es una caracteŕıstica de los conjuntos convexos, este resultado es conocido

como el Teorema de Motzkin y se da una demostración en [13] (Teorema 2.1.30).

Teorema 2.2.3. Sea C ⊂ Rn cerrado y distinto del vaćıo. Entonces C es convexo si y

sólo si para cada x ∈ Rn existe un único y ∈ C tal que y es el pie de x sobre A.

El siguiente resultado nos da una propiedad útil del pie de un punto sobre un conjunto.

En [26] se da una demostración.

Teorema 2.2.4. Sea C ⊂ Rn cerrado y distinto del vaćıo. Entonces

d(p(x, C), p(y, C)) ≤ d(x, y)

para todo x, y ∈ Rn.

2.3. Secciones y proyecciones de cuerpos convexos.

Sea K ⊂ Rn un cuerpo convexo, si para cada plano H ⊂ Rn tal que H ∩ int K se cumple

que H ∩K es un ćırculo entonces K es una bola cerrada ([3], Teorema 3.1.1). Entonces,

a partir de una propiedad de H ∩K se puede describir al cuerpo K. La importancia del

estudio de las secciones y las proyecciones surge cuando al usar información que proviene

de estas se pueden mostrar propiedades del cuerpo convexo.
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Introduciremos las definiciones básicas relacionadas con las secciones transversales y las

proyecciones ortogonales de un conjunto convexo y veremos algunos ejemplos que involu-

cran la simetŕıa de las secciones y las proyecciones de un cuerpo convexo.

Definición 2.3.1. Dado un conjunto convexo K ⊂ Rn si H ⊂ Rn es un subespacio af́ın,

de dimensión m ≤ n− 1, tal que H ∩K 6= Ø entonces H ∩K se llama la sección de K

de dimensión m determinada por H.

En el caso de que dicho subespacio af́ın H sea de dimensión uno, es decir, si es una ĺınea

llamaremos a H ∩K una cuerda del cuerpo convexo.

Está claro que todas las secciones de un conjunto convexo son conjuntos convexos.

Además, si K ⊂ Rn es un cuerpo convexo entonces cualquier sección de K de dimensión

m, con 1 < m < n, es un cuerpo convexo de dimensión m.

Ejemplo 2.3.1. El cubo en I = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : |xi| ≤ 1, i = 1, 2, 3} es un cuerpo

convexo centralmente simétrico, sin embargo no todas sus secciones son centralmente

simétricas. Si consideramos el plano H que pasa por los puntos p1 = (1, 1, 0), p2 = (1, 0, 1),

p3 = (0, 1, 1), H ∩ K es un triángulo con vértices p1, p2, p3 y entonces H ∩ K no es

centralmente simétrico.

Figura 2.1

Definición 2.3.2. Sean H un subespacio lineal de Rn, u un vector unitario normal a H

y K un conjunto convexo, la proyección ortogonal ΠH(K) es el conjunto

{p ∈ H : p + tu ∈ K, t ∈ Rn}
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La proyección ortogonal de un conjunto convexo de Rn sobre un subespacio af́ın de Rn

es convexo.

A diferencia de lo que ocurre con las secciones en el Ejemplo 2.3.1, las proyecciones

ortogonales de un cuerpo convexo K ⊂ R3 centralmente simétrico son centralmente

simétricas.

En la Figura 2.2 podemos ver que el reflejado de un punto x respecto a c debe ser la

reflexión de su proyección en el plano H respecto a la proyección de c. Entonces no es

dif́ıcil ver que se cumple el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1. Sea K ⊂ R3 entonces para cada plano H ⊂ R3 tenemos que ΠH(K) es

un conjunto centralmente simétrico.

Figura 2.2.

2.4. La métrica de Hausdorff

Empezaremos definiendo la métrica de Hausdorff de manera general, sin embargo res-

tringiremos la métrica de Hausdorff a los conjuntos convexos. Definiremos convergencia

con esta métrica y veremos algunos resultados que serán usados más adelante.

Denotaremos como C al conjunto de todos los subconjuntos de Rn compactos y distintos

del vaćıo, daremos la definición general de la distancia de Hausdorff y la usaremos para

dotar a C de una métrica.

Definición 2.4.1. Sean A un subconjunto de Rn y para ε ∈ R tal que ε ≥ 0, definamos

el conjunto

Aε := {x ∈ Rn : d(x, A) ≤ ε}.
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Dados A, B ⊂ Rn la distancia de Hausdorff entre A y B es el número real

D(A, B) = ı́nf{ε ∈ R : A ⊂ Bε, B ⊂ Aε}.

La demostración del siguiente resultado se puede consultar en [16](Teorema 14.5) y en

[9](Teorema 2.3).

Lema 2.4.1. Para A, B, C ⊂ Rn distintos del vaćıo. La distancia de Hausdorff satisface

las siguientes condiciones:

(a) D(A, B) ≥ 0 y A = B implica que D(A, B) = 0

(b) D(A, B) = D(B, A)

(c) D(A, C) ≤ D(A, B) + D(B, C)

Lema 2.4.2. Sean A, B ⊂ Rn cerrados y distintos del vaćıo. Si D(A, B) = 0 entonces

A = B.

Demostración: Por definición D(A, B) = 0 implica que A ⊂ B0 y B ⊂ A0 entonces para

todo a ∈ A se cumple d(a, B) = 0 y para todo b ∈ B se tiene que d(b, A) = 0. Ahora,

supongamos que existe a0 ∈ A tal que a0 no pertenece a B, entonces por el Teorema

1.2.1 d(a0, B) > 0, esto contradice que A ⊂ B0, la contradicción demuestra que A ⊂ B.

Análogamente se demuestra que B ⊂ A, por lo tanto A = B.

2

Observación 2.4.1. En general D(A, B) puede ser infinito, sin embargo si A y B son

acotados se tiene que la distancia de Hausdorff siempre es finita.

Teorema 2.4.1. Con la distancia de Hausdorff C es un espacio métrico.

Demostración: Sean A, B, C ∈ C. Por el Lema 2.4.1 se cumple que D(A, B) ≥ 0,

D(A, B) = D(B, A) y D(A, C) ≤ D(A, B) + D(B, C). Por el Lema 2.4.1 y el Lema

2.4.2 se cumple que D(A, B) = 0 si y sólo si A = B.

2

Ahora veremos algunas propiedades fundamentales de la métrica de Hausdorff y otros

resultados que serán útiles en secciones posteriores. Centraremos nuestra atención en la

colección de los conjuntos convexos de C, a la colección de los conjuntos compactos, no

vaćıos y convexos de Rn la denotaremos K.
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Observación 2.4.2. Una consecuencia importante del Teorema 2.4.1 es el hecho de K
junto con D es un espacio métrico.

Definición 2.4.2. Sea {Ai} una sucesión de subconjuntos de Rn cerrados y distintos del

vaćıo decimos que la sucesión converge en Hausdorff a un subconjunto A si

ĺım
i→∞

D(Ai, A) = 0

Observación 2.4.3. La definición de convergencia en Hausdorff requiere que los con-

juntos sean cerrados; de otra manera (Lema 2.4.2) el ĺımite de la sucesión no está bien

definido.

Definición 2.4.3. Una colección de elementos de K es acotada si para cada miembro de

la colección existe una bola que lo contiene. Decimos que la colección es uniformemente

acotada si existe una bola en Rn que contiene a todos los elementos de la colección.

Teorema 2.4.2. Sea {Ki}i∈N una sucesión de conjuntos en K. Si {Ki}i∈N converge a un

conjunto compacto K ⊂ Rn entonces K es convexo.

Demostración: Supongamos que K no es convexo. Sean x, y ∈ K tales que [x, y] no

está contenido en K, entonces existe z ∈ [x, y] tal que z /∈ K, como K es cerrado

tenemos que el complemento de K es abierto, entonces existe un número real δ ≥ 0 tal

que B(z, δ) ∩K = Ø.

Por hipótesis tenemos que para δ
2

existe m ∈ N tal que D(Ki, K) < δ
2

para i ≥ m. Por

definición, la desigualdad anterior implica que podemos tomar x′, y′ ∈ Kj, j ≥ m, tales

que d(x, x′) < δ
2

y d(y, y′) < δ
2
, de aqúı que d(z, z′) < δ

2
para algún z′ ∈ [x′, y′]. Esto

implica que d(z′, K) > δ
2
, entonces z′ /∈ K ′, esto contradice que Kj es convexo, esta

contradicción demuestra que K es convexo.

2

El resultado más importante respecto al espacio K es el Teorema de selección de Blaschke

([5] sección 9.11 y [16] sección 15). La importancia del Teorema de Blaschke radica en

que demuestra para el espacio K lo que el Teorema de Bolzano-Weirstrass demuestra

para puntos en Rn.

Teorema 2.4.3. Toda sucesión acotada en K tiene una subsucesión que converge a un

conjunto compacto.

En el caso de que la sucesión sea uniformemente acotada se tiene que existe una subsuce-

sión que converge en K ([16], Teorema 15.2). El siguiente resultado ([26] Teorema 1.8.7)

nos da un criterio para la convergencia respecto a la métrica de Hausdorff en términos

de la convergencia con la métrica euclidiana.
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Teorema 2.4.4. La convergencia

ĺım
i→∞

Ki = K

en K con la métrica de Hausdorff es equivalente a las siguientes dos condiciones:

(a)Todo x ∈ K es el ĺımite de una sucesión {xi}i∈N tal que xi ∈ Ki para todo i ∈ N.

(b)Para cada sucesión {xij}j∈N tal que xij ∈ Kij y

ĺım
j→∞

xij = x

se satisface que x ∈ K.

Ahora definiremos continuidad para funciones de K en los reales. Un ejemplo de estas

funciones es el diámetro de un conjunto compacto y convexo de Rn(Definición 1.2.2).

Definición 2.4.4. Consideremos una función f : K → R, decimos que f es continua si

para cada K ∈ K dado un real ε > 0 existe δ > 0, donde δ depende de K y ε, tal que

para cualquier L ∈ K que satisface D(K, L) < δ se cumple |f(K)− f(L)| < ε.

Teorema 2.4.5. Sean f : K → R una función continua y {Ki}i∈N una sucesión en K tal

que

ĺım
i→∞

Ki = K,

respecto a la métrica de Hausdorff, con K ∈ K, entonces

ĺım
i→∞

f(Ki) = f(K).

Demostración: Sea ε > 0, la continuidad de f implica que existe δ > 0 tal que para

cualquier L ⊂ K que satisface D(K, L) < δ se cumple |f(K)− f(L)| < ε. Por otro lado,

para δ existe N ∈ N tal que D(K, Kj) < δ, con j ≥ N . Ahora, D(K, Kj) < δ implica

|f(K) − f(Kj)| < ε, esto implica que dado ε existe N ∈ N tal que |f(K) − f(Kj)| < ε

siempre que j ≥ N . Por lo tanto ĺımi→∞ f(Ki) = f(K).

2

Una función importante es la proyección ortogonal; en la Definición 2.3.2 definimos el

conjunto proyección de un cuerpo convexo sobre un hiperplano, ahora para un hiperplano

H y K ∈ K le asignamos a K el conjunto proyección ΠH(K). Dado un hiperplano H

de Rn denotaremos KH a la colección de los subconjuntos de H compactos, convexos y

distintos del vaćıo.
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Definición 2.4.5. Dado un conjunto K ∈ K y un hiperplano H de Rn fijo, definimos la

función p : K → KH como

p(K) = ΠH(K).

Finalmente, daremos la noción de convergencia para conjuntos de R3, cerrados, convexos

pero no acotados. Para esto se define la convergencia en términos de la función distancia.

Esto es, dada una sucesión {Ai} de conjuntos cerrados se dice que la sucesión converge

a un conjunto A si d(·, Ai) → d(·, A). Sin embargo resulta más conveniente la siguiente

definición ([27] Teorema 3.3).

Definición 2.4.6. Sea {Ai} una sucesión de conjuntos cerrados y distintos del vaćıo en

Rn. Diremos que la sucesión converge a un conjunto A si

ĺım
i→∞

d(x, Ai) = 0

para todo x ∈ A.



Caṕıtulo 3

Cuerpos convexos simétricos

La principal motivación de este trabajo es determinar cuando un conjunto convexo cuen-

ta con algún tipo de simetŕıa. Sabemos que si todas las secciones de un cuerpo convexo

K ∈ Rn son centralmente simétricas entonces el cuerpo tiene centro [22], más aún, si las

secciones pasan por un punto en [24] se demuestra que el cuerpo K tiene centro. El prob-

lema cuando las secciones de K ⊂ R3 son simétricas respecto a una ĺınea presenta cierta

dificultad, en [18] Montejano aborda una conjetura de Bezdek que dice que si cada sección

de un cuerpo convexo, en Rn, tiene al menos una ĺınea de simetŕıa entonces el cuerpo es

un elipsoide o un cuerpo de revolución; Montejano demuestra que si K ⊂ R3 satisface

que todas las secciones planas por un punto, en el interior de K, tienen ĺınea de simetŕıa

entonces K debe tener una sección que es un ćırculo; revisaremos esta demostración y

aplicaremos las ideas de [18] para demostrar el resultado correspondiente a proyecciones

ortogonales. Por otro lado, planteamos un problema, sea K un cuerpo convexo en Rn y

un punto p tal que todos los hiperplanos que contienen a p son hiperplanos de simetŕıa

de K entonces K es una bola con centro en ese punto. A partir de esto, nos preguntamos

si podemos concluir que K es una bola usando el hecho de que K posee una colección

infinita de hiperplanos de simetŕıa, es decir, hay un conjunto infinito numerable de hiper-

planos de simetŕıa de K. Demostraremos que si K es un cuerpo convexo en R3 y hay un

número infinito de planos de simetŕıa de K entonces, K es un cuerpo de revolución o es

una bola. Este trabajo está encaminado a entender un problema más general, esto es, si

las secciones de un cuerpo convexo K son simétricas entonces el cuerpo es simétrico.

43
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3.1. Cuerpos con planos de simetŕıa

Las bolas cerradas en Rn no son los únicos cuerpos convexos centralmente simétricos,

sin embargo, śı son los únicos que satisfacen que cualquier hiperplano por el centro es

un hiperplano de simetŕıa. En R3 esto significa que si todos los planos por un punto son

planos de simetŕıa de un cuerpo convexo K entonces K es una bola.

Teorema 3.1.1. Sean K un cuerpo convexo y p un punto en Rn, n ≥ 2. Si cada

hiperplano por p es hiperplano de simetŕıa de K, entonces K es una bola con centro en

p.

Demostración: Recordemos que el Teorema 1.5.5 afirma que si H1, . . . , Hn son hiperplanos

en Rn con un punto en común p y ortogonales entre śı, entonces la composición de

funciones σHn ◦ · · · ◦ σH1 es igual a la reflexión respecto al punto p. Por hipótesis cada

hiperplano que contiene a p es hiperplano de simetŕıa de K, en particular podemos

encontrar H1, . . . , Hn hiperplanos de simetŕıa de K ortogonales entre śı que contienen

a p, entonces la isometŕıa σHn ◦ · · · ◦ σH1 es igual a σp, como cada Hi es hiperplano de

simetŕıa de K, para i = 1, . . . , n, tenemos que σHn ◦ · · · ◦ σH1(H) = H, esto implica que

σp(H) = H. Por lo tanto K tiene centro en p.

Sea C ∈ Rn la circunsfera de K, el Lema 1.5.2 nos dice que un cuerpo centralmente

simétrico y su circunsfera son concéntricos, por lo cual tenemos que C tiene centro en p.

Sabemos que bd K ∩ C 6= ∅, tomemos a ∈ bd K ∩ C y sea b ∈ C tal que a 6= b, vamos a

demostrar que b ∈ bd K. Por el Teorema 1.2.3 sabemos que

H = {x ∈ Rn : d(x, a) = d(x, b)}

es un hiperplano ortogonal a [a, b], como a, b ∈ C se tiene que p ∈ H, esto implica que

K es simétrico respecto a H; además, el punto medio de [a, b] pertenece a H entonces

tenemos que b = σH(a) y a ∈ bd K implica que b ∈ bd K. Por la convexidad de K

concluimos que bd K = C y por el Teorema 2.2.2 tenemos que K es una bola con centro

en p.

2

Ahora, supondremos la existencia de una infinidad de planos de simetŕıa y demostraremos

que el cuerpo es de revolución o es una bola. Para esto, es necesario demostrar los

siguientes lemas.

Lema 3.1.1. Sea K ⊂ R2 convexo y acotado. Si existe una colección infinita {`i} ⊂ R2

de ĺıneas de simetŕıa de K entonces K es un ćırculo.



45

Demostración: Sabemos que existe una subsucesión, la cual denotaremos {`i}i∈N, y una

ĺınea ` ⊂ R2 tal que

ĺım
i→∞

`i = ` (3.1)

Por el Teorema 1.4.5 sabemos que las ĺıneas de simetŕıa de K concurren en un punto

p ∈ R2, es fácil ver que p ∈ `. Consideremos un sistema de coordenadas donde p sea el

origen y ` sea el eje x. Denotemos θj al ángulo de ` a `j, por 3.1 se tiene que

ĺım
i→∞

θi = 0 (3.2)

Tomemos w ∈ bd K y consideremos sus coordenadas polares (r, β) con 0 < β < π
2
, en

virtud de 3.2 podemos encontrar j ∈ N tal que θj < β.

Consideremos w′ la reflexión de w respecto a `j, esto es w′ = σ`j
(w), denotemos sus

coordenadas polares (r′, β′) y notemos que r′ = r.

Vamos a verificar que β > β′. Tenemos que θj < β, entonces el ángulo de ` a [p, w] es

igual a β − θj, como las isometŕıa preservan ángulos, el ángulo de [p, w′] a ` es β − θj

entonces β′ = |θj − (β − θj)|. Ahora,

0 < θj < β

implica que

−β < 2θj − β < β,

esto es,

−β < θj − (β − θj) < β

entonces

|θj − (β − θj)| < β

En forma recursiva obtenemos una sucesión {wi}i∈N de puntos en bd K con coordenadas

polares (r, βi), tenemos que βi+1 < βi y 0 < βi < π
2

para todo i ∈ N. Entonces βi → 0

cuando i →∞. Entonces

ĺım
i→∞

wi = (r, 0). (3.3)

Veamos que (r, 0) ∈ bd K. Supongamos que (r, 0) no está en bd K entonces existe ε0 > 0

tal que B((r, 0), ε0) está contenida en el interior de K o está contenida en el complemento

de K. Por 3.3 tenemos que existe j ∈ N tal que d(wj, (r, 0)) < ε0 esto implica que wj

pertenece a B((r, 0), ε0) y entonces wj no está en bd K. Esto es una contradicción, por

construcción se tiene wi ∈ bd K para todo i ∈ N.
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Denotemos en coordenadas polares a ` ∩ bd K como (r0, 0), sabemos que (r, 0) ∈ bd K

entonces la convexidad de K implica que r = r0.

Concluimos que para w ∈ bd K con coordenadas polares (r, β) si 0 < β < π
2

entonces

r = r0. Es decir, estos puntos determinan un arco de circunferencia de radio r0 con centro

en p. Análogamente se puede demostrar que los puntos en bd K con coordenadas polares

(r, β), donde 3π
2

< β < 2π, pertenecen a un arco de circunferencia de radio r0 y centro

en p.

2

Recordemos de la Definición 2.2.3 que el pie de un punto x sobre un conjunto K en Rn

es el punto en p(x, K) ∈ K cuya distancia a x es minima y sabemos por el Teorema

2.2.3 que si K ⊂ Rn es cerrado, convexo y distinto del vaćıo el punto p(x, K) es único.

En adelante, el pie de un punto sobre un plano y una ĺınea cobrarán importancia en las

demostraciones.

Teorema 3.1.2. Sean {Ki} una sucesión de subconjuntos de Rn cerrados, distintos del

vaćıo y K ⊂ Rn cerrado, distinto del vaćıo. Si

ĺım
i→∞

Ki = K

entonces para cada x ∈ Rn la sucesión {xi}, donde xi = p(x, Ki), converge al punto

p(x, K).

El resultado anterior es consecuencia del Teorema 3.3 de [27].

Lema 3.1.2. Sean K ⊂ R3 un cuerpo convexo y {Hi}i∈N una sucesión de planos de

simetŕıa de K. Si existe un plano H ⊂ R3 tal que

ĺım
i→∞

Hi = H (3.4)

entonces H es plano de simetŕıa de K.

Demostración: Sea x ∈ bd K, llamemos xi a la reflexión de x respecto a Hi para todo

i ∈ N, de esta forma obtenemos una sucesión {xi}i∈N ⊂ bd K. Como K es compacto

tenemos que existen una subsucesión {xij}j∈n y x′ ∈ K tal que

ĺım
j→∞

xij = x′ (3.5)

Vamos a demostrar que x′ es la reflexión de x respecto a H, primero vamos a verificar

que d(x, H) = d(x′, H).



47

Consideremos, para cada i ∈ N, los puntos yi = p(x, Hi) entonces por la hipótesis 3.4 y

el Teorema 3.1.2 tenemos que

ĺım
i→∞

yi = y (3.6)

donde y = p(x, H). Por la definición de xi tenemos que

d(xi, Hi) = d(x, Hi)

y

p(xi, Hi) = p(x, Hi),

para todo i ∈ N, entonces d(xi, yi) =d(xi, yi)

ĺım
i→∞

yi = y

y esto implica que

ĺım
j→∞

yij = y (3.7)

Por 3.5 y 3.7 tenemos que

ĺım
j→∞

d(xij , yij) = d(x′, y)

y también se cumple que d(xij , yij) = d(x, yij)

Además, la función distancia al punto x, d(x, y), es continua entonces 3.7 implica que

ĺım
j→∞

d(x, yij) = d(x, y) (3.8)

como el ĺımite de una sucesión es único se tiene de 3.7 y 3.8 que d(x, y) = d(x′, y), es

decir, d(x, H) = d(x′, H).

Para concluir que H es plano de simetŕıa de K mostraremos que x′ ∈ bd K. Supongamos

que x′ /∈ bd K entonces existe ε0 > 0 tal que B(x′, ε0) está contenida en el interior de K

o en el complemento K, por otro lado 3.7 implica que existe n ∈ N tal que d(x, xin) < ε0,

esto implica que xin ∈ B(x′, ε0) entonces xin /∈ bd K, esto contradice que la sucesión

{xi}i∈N está contenida en bd K. Por lo tanto x′ ∈ bd K

2

Es fácil verificar que la afirmación del siguiente lema es cierta.

Lema 3.1.3. Sea {Ki} una sucesión de figuras convexas tales que ĺımi→∞Ki = K y

para cada i ∈ N la figura Ki tiene dos ĺıneas de simetŕıa que determinan un ángulo θi. Si

ĺımi→∞ θi = 0 entonces K es un ćırculo.
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Teorema 3.1.3. Sea K ⊂ R3 cuerpo convexo si existe {Hi} ⊂ R2 una colección infinita

de planos de simetŕıa de K entonces K es un cuerpo de revolución o una esfera.

Demostración: Primero supongamos que existe una ĺınea ` ⊂ R3 tal que ` ⊂ Hi para

todo i ∈ N. Sea Π un plano ortogonal a ` tal que Π ∩K 6= ∅. Veremos que Π ∩K es un

ćırculo con centro en Π ∩ `. Como ` ⊂ Hi y ` es ortogonal a Π para todo i ∈ N tenemos

que Π es ortogonal a Hi para todo i ∈ N. Veamos que la sección Π ∩ K es simétrica

respecto a Hj, tomemos x ∈ K ∩ Π y llamemos x′ a la reflexión de x en el plano Hj.

Como Hj es plano de simetŕıa se tiene que x′ ∈ K y el segmento [x, x′] es ortogonal a

Hj, entonces [x, x′] ⊂ Π ∩ K. Π ∩ K es simétrica respecto a la ĺınea Π ∩ Hj para todo

j ∈ N. Esto significa que Π ∩ K tiene una infinidad de ĺıneas de simetŕıa, por el Lema

3.1.1 se tiene que Π ∩K es un ćırculo. Esto se cumple para cualquier plano Π ortogonal

a ` y Π ∩K 6= ∅.
Ahora supongamos que no hay una ĺınea en R3 que contenga una infinidad de planos de

la colección {Hi}. A cada plano Hi le podemos asociar un punto en int K, como K es

compacto estos puntos tienen una subsucesión convergente, entonces tenemos que existe

una subsucesión de planos de simetŕıa, la cual denotaremos {Hi}i∈N, y un plano H ⊂ R3

tal que

ĺım
i→∞

Hi = H. (3.9)

El Lema 3.1.2 afirma que si una sucesión de planos de simetŕıa de K converge en Hausdorff

a un hiperplano H, entonces H es plano de simetŕıa de K. Consideremos la colección de

segmentos li = H ∩Hi ∩K, por el Teorema de selección de Blaschke sabemos que existe

una subsucesión, que denotaremos {lj}j∈N, y un segmento l ⊂ H tal que

ĺım
i→∞

lj = l (3.10)

con la métrica de Hausdorff. Por el Teorema 2.4.4, el ĺımite 3.10 implica que para cada

q ∈ l existen {qj}j∈N tal que qj ∈ lj y ĺımj→∞ qj = q.

Denotemos Kj a la sección de K ortogonal a lj que contiene a qj y K0 a la sección orto-

gonal a l que pasa por q. Precisamente la convergencia de los segmentos y la convergencia

de {qi} implica la convergencia ĺımi→∞Ki = K0.

Observemos que cada sección Ki tiene dos ĺıneas de simetŕıa, una determinada por H∩Ki

y otra determinada por Hi ∩ Ki, de 3.9 se sigue que el ángulo formado por estas ĺıneas

de simetŕıa tiende a cero cuando i tiende a infinito. Como las secciones convergen a

K0 tenemos, por el Lema 3.1.3, que K0 es un ćırculo. Como q ∈ ` es arbitrario, hemos

demostrado que cada sección ortogonal a ` es un ćırculo y esto implica que ` es un eje

de revolución. Ahora, tomemos H ′ un plano de simetŕıa de K que no contiene a ` y
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consideremos `′ la reflexión de ` respecto a H ′, entonces `′ es un eje de revolución de K

y sabemos que la esfera es la única superficie que puede ser generada por más de un eje

de revolución ([12] p. 10).

2

3.2. Secciones y proyecciones con ĺınea de simetŕıa

Antes del Teorema de Montejano, veremos un resultado y notación que usaremos en la

demostración. Por śı mismos los lemas que hemos presentado en el caṕıtulo son problemas

interesantes además nos permiten demostrar algunas afirmaciones hechas en [18].

Teorema 3.2.1. Sean {Li}i∈N una sucesión de subespacios afines de R3, de dimensión

1 ≤ k ≤ 2, y {xi}i∈N una sucesión de puntos en R3 tales que

ĺım
i→∞

Li = L (3.11)

y

ĺım
i→∞

xi = x (3.12)

Entonces

ĺım
i→∞

p(xi, Li) = p(x, L)

Demostración: Por la desigualdad del triángulo tenemos que

d(p(x, L), p(xi, Li)) ≤ d(p(x, L), p(x, Li)) + d(p(x, Li), p(xi, Li)).

Por el Teorema 2.2.4 sabemos que si C es un conjunto cerrado y no vaćıo, entonces para

cualquier pareja de puntos x y y se satisface d(p(x, C), p(y, C)) ≤ d(x, y). Aplicando esto

a la desigualdad anterior obtenemos

d(p(x, L), p(xi, Li)) ≤ d(p(x, L), p(x, Li)) + d(x, xi). (3.13)

La hipótesis 3.11 y el Teorema 3.1.2 implican que

ĺım
i→∞

d(p(x, L), p(x, Li)) = 0,

por otro lado la hipótesis 3.12 implica

ĺım
i→∞

d(x, xi) = 0,
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entonces de la desigualdad 3.13 podemos concluir que

ĺım
i→∞

d(p(xi, Li), p(x, L)) = 0,

por lo tanto

ĺım
i→∞

p(xi, Li) = p(x, L).

2

Lema 3.2.1. Sea {Ki}i∈N ⊂ R2 una sucesión de conjuntos convexos compactos tales que

`i es ĺınea de simetŕıa de Ki para cada i ∈ N. Si hay un conjunto K ⊂ R2 y una ĺınea

` ⊂ R2 tales que

ĺım
i→∞

Ki = K

con la métrica de Hausdorff y

ĺım
i→∞

`i = `

entonces ` es ĺınea de simetŕıa de K.

Demostración: Sea x ∈ K, por el Teorema 2.4.4 existe una sucesión {xi}i∈N tal que

xi ∈ Ki y

ĺım
i→∞

xi = x. (3.14)

Ahora, definimos yi = σ`i
(xi), como `i es ĺınea de simetŕıa de Ki para cada i ∈ N tenemos

que yi ∈ Ki. Por el Teorema 2.4.4 existe {yij}j∈N tal que

ĺım
j→∞

yij = y (3.15)

para algún y ∈ K. Vamos a demostrar que y = σ`(x), para esto consideremos para cada

i ∈ N el pie de xi sobre `i, esto es, consideremos los puntos pi = p(xi, `i). El Teorema

3.2.1, la convergencia 3.14 y la convergencia de las ĺıneas de simetŕıa implican que

ĺım
i→∞

pi = p. (3.16)

donde p = p(x, `).

La convergencia 3.16 implica

ĺım
i→∞

pij = p(x, `). (3.17)

Por la definición de yi tenemos que p(xi, `i) = p(yi, `i) para todo i ∈ N; entonces se

cumple que pij = p(yij , `ij); el Teorema 3.2.1, la convergencia de las ĺıneas de simetŕıa y

la convergencia en 3.15 implican que
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ĺım
j→∞

pij = p(y, `). (3.18)

Entonces de 3.17 y 3.18 se tiene

p = p(y, `).

Para concluir que y = σ`(x) basta verificar que d(y, `) = d(x, `), es decir, d(y, p) = d(x, p).

De 3.14 y 3.18 se tiene que

ĺım
j→∞

d(xij , pij) = d(x, p) (3.19)

y de 3.15 y 3.17 se concluye

ĺım
j→∞

d(yij , pij) = d(y, p) (3.20)

pero d(xij , pij) = d(yij , pij) para todo j ∈ N, entonces de 3.19 y 3.20 se sigue que

d(x, p) = d(y, p).

2

Observación 3.2.1. Es necesario señalar que, en el lema anterior, si consideramos que las

figuras convexas Ki están contenidas en planos en R3 entonces la demostración es similar,

basta considerar que la simetŕıa respecto a una ĺınea ` en R3 es la simetŕıa respecto a la

rotación alrededor de ` un ángulo de 180◦, la cual denotamos ρ`, vimos (Teorema 1.5.1,

página 25) que si H y H ′ son dos planos ortogonales tales que H ∩ H ′ = ` entonces

ρ` = σH′ ◦ σH , esto implica que para los puntos x ∈ H se tiene ρ`(x) = σH′(x).

Definición 3.2.1. Sean K ⊂ R3 un cuerpo convexo y H ⊂ R3 un plano tal que H∩ int K

es distinto del vaćıo. Denotaremos por µ(H, K) el número de ĺıneas de simetŕıa de H∩K.

Lema 3.2.2. Sean K ⊂ R3 un cuerpo convexo y {Hi}i∈N ⊂ R3 una colección de planos

tales que H ∩K es distinto del vaćıo para todo i ∈ N. Si

ĺım
i→∞

Hi = H

y

µ(Hi, K) →∞

entonces H ∩K es un ćırculo.

Ahora, citaremos el siguiente resultado que contiene un argumento topológico basado en

los resultados de Mani [25].
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Teorema 3.2.2. Es imposible elegir continuamente, por cada plano H por el origen en

R3, una n-estrella de ĺıneas, para n ∈ N.

Teorema 3.2.3. (Montejano). Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo y p ∈ int K. Supongamos

que para cada plano H por p la sección H∩K tiene una ĺınea de simetŕıa, entonces existe

una sección de K por p que es un ćırculo.

Demostración: Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo y p ∈ int K. Supongamos que todos los

planos H ∈ R3 que contienen a p determinan secciones H ∩ K con ĺınea de simetŕıa.

Supongamos además que para cada plano H por p se satisface que 1 ≤ µ(H, K) ≤ n para

algún n ∈ N.

Sean m = n!, ` ∈ H ĺınea de simetŕıa de H∩K y Γ = H−p, denotemos SΠ a la m-estrella

de ĺıneas contenida en Γ con centro en el origen tal que SΓ contiene a la ĺınea por el origen

paralela a `. Notemos que SΓ no depende de la elección de la ĺınea de simetŕıa de KH .

Sea F la función que asigna a cada plano por el origen Γ la m-estrella SΓ. Veremos que

F es continua, sea {Γi} una sucesión de planos por el origen tal que

ĺım
i→∞

Γi = Γ,

esto es,

ĺım
i→∞

Hi − p = H − p

Supongamos que

ĺım
i→∞

SΓi
6= SΓ

esto implica que existe una subsucesión {Sij} tal que

ĺım
j→∞

SΓij
= S

donde S es una m-estrella de ĺıneas contenida en Γ con centro en el origen y distinta

de SΓ. Por definición, para cada SΓij
hay una ĺınea por el origen Sij paralela a una

ĺınea de simetŕıa de Hij ∩K la cual denotaremos `ij , entonces hay una subsucesión, que

llamaremos {Sij} tal que

ĺım
j→∞

Sij = L

entonces L ∈ S.

Como las ĺıneas `ij son ĺıneas de simetŕıa de las figuras planas Hij ∩K, por el Lema 3.2.1

y la observación 3.2.1, tenemos que {`ij} converge a una ĺınea ` que es ĺınea de simetŕıa

de H ∩K, esto implica que la ĺınea L es paralela a una ĺınea de simetŕıa de H ∩K y esto

implica que L ∈ SΓ, lo cual contradice L ∈ S. Entonces la función F es continua y esto

contradice el Teorema 3.2.2.

2
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Ahora veremos el Teorema 3.2.3 para el caso de proyecciones ortogonales. La demostración

es similar a la de 3.2.3, sin embargo, tenemos que introducir el siguiente resultado.

Lema 3.2.3. Sean K ⊂ R3 un cuerpo convexo y {Hi} una sucesión de planos por el

origen. Si

ĺım
i→∞

Hi = H

entonces

ĺım
i→∞

ΠHi
(K) = ΠH(K)

con la métrica de Hausdorff.

Demostración: Usaremos el criterio del Teorema 2.4.4 para demostrar la convergencia

respecto a la métrica de Hausdorff.

Sea p ∈ ΠH(K), entonces hay una ĺınea ` ortogonal a H que pasa por p y ` ∩ K 6= ∅.
Consideremos q ∈ ` ∩ K, tenemos que p es el pie de q sobre H, esto es, p = p(q, H) y

definimos pi = p(q, Hi) para todo i ∈ N; por el Teorema 3.2.1 tenemos

ĺım
i→∞

pi = p

entonces se satisface la condición (a) del Teorema 2.4.4.

Ahora, sea pi ∈ ΠHi
para i ∈ N, entonces por la Definición 2.3.2 tenemos que existen

λi ∈ R y ui ∈ R3 ortogonal a Hi tal que pi +λiui ∈ K. Denotamos yi = pi +λiui, tenemos

una sucesión {yi}i∈N ⊂ K entonces existe {yij} ⊂ {yi} tal que

ĺım
j→∞

yij = y

para algún y ∈ K. Además tenemos que pij = p(yij , Hij) para cada j ∈ N, de nuevo por

el Teorema 3.2.1 se tiene

ĺım
j→∞

pij = p(y, H),

como y ∈ K tenemos que se satisface la condición (b) del Teorema 2.4.4

Por lo tanto tenemos que

ĺım
i→∞

ΠHi
(K) = ΠH(K).

2

Teorema 3.2.4. Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo. Supongamos que para cada plano H

por el origen la proyección ortogonal de K sobre H tiene una ĺınea de simetŕıa, entonces

existe una proyección ortogonal de K que es un ćırculo.
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La demostración es similar a la del Teorema 3.2.3, si consideramos ` la ĺınea de simetŕıa

de la proyección de K sobre un plano H por el origen, ` no necesariamente pasa por el

origen entonces tomamos la ĺınea L ⊂ H por el origen paralela a ` y llamamos SH la

n-estrella contenida en H con centro en el origen y que contiene a L. De esta manera

definimos la función F como en la demostración del Teorema 3.2.3, esto es, a cada plano

H le asignamos la n-estrella SH . Entonces, si suponemos que para cada plano por el origen

H la proyección de K sobre H no es un ćırculo llegaremos a la misma contradicción que

en la demostración de 3.2.3.
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