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Introduccion

Una de las cuestiones més importantes en el estudio de la geometria de los conjuntos
convexos es determinar propiedades de estos conjuntos a partir de la informacién que se
tenga de sus secciones y sus proyecciones, una de estas propiedades es la simetria. En
3] se estudi6 un resultado de Montejano [18] respecto al Teorema de Rogers [24]. Este
resultado afirma: “Si un cuerpo estrictamente convexo K satisface que para cada direccion
es posible elegir continuamente una seccion de K centralmente simétrica, entonces K es
centralmente simétrico”.

A raiz del andlisis de este teorema se planted un problema, consideremos dos cuerpos
estrictamente convexos K y K, si para cada plano por el origen H es posible elegir con-
tinuamente secciones de K y K5 paralelas a H, las cuales son directamente homotéticas,
entonces K y K5 son directamente homotéticos; este problema fue resuelto por Jerénimo,
Montejano y Morales en [20] generalizando el Teorema de Montejano.

Este trabajo estd motivado por la cuestién de cuando y en que medida la simetria de
un cuerpo esta determinada por sus secciones y proyecciones. En este sentido, Jerénimo,
Montejano y Morales [21] ofrecen una caracterizacién de la esfera en términos de la
simetria de sus secciones respecto a una linea. En la segunda parte del articulo [18],
Montejano aborda una conjetura de Bezdek que dice que cuando las secciones de un
cuerpo convexo, en el espacio euclidiano, tienen linea de simetria entonces el cuerpo es
un elipsoide o un cuerpo de revolucion; sin embargo hay cuerpos convexos que satisfacen
esta condicion sin ser un elipsoide o un cuerpo de revolucién. Montejano plantea las ideas
para demostrar que con esta hipétesis el cuerpo debe tener una secciéon que es un disco.
En el capitulo 3 revisaremos este resultado y veremos que estas ideas se pueden aplicar
para el caso en que el cuerpo tenga proyecciones ortogonales con linea de simetria. Al
estudiar este problema surgio otro resultado, si K es un cuerpo convexo tal que existe
una coleccion infinita de planos de simetria de K entonces K es un cuerpo de revolucion
o una bola.

Para darle contexto a este estudio de los cuerpos convexos, en el primer capitulo intro-

duciremos los conceptos basicos de geometria y de simetria respecto a un punto, una



linea y un plano. En el capitulo 2 presentaremos las definiciones y propiedades impor-
tantes, en este contexto, de los conjuntos convexos ademas definiremos la métrica de
Hausdorff que nos permite dotar al conjunto de los cuerpos convexos de una métrica.
En el capitulo 3 enunciaremos los resultados auxiliares para las demostraciones de los

resultados principales.



Capitulo 1
El Espacio Euclidiano

En este capitulo introduciremos las definiciones y notacién que seran necesarios a través
de este texto. Trabajaremos en el espacio Euclidiano R", esto es, el espacio real afin de
dimension finita cuyo espacio lineal asociado es el espacio vectorial real de dimension
n cuyo producto interno denotaremos < -,- > y a la norma euclidiana la denotaremos
| - ||. También consideraremos a R"™ como espacio topoldgico con la topologia usual,
denotaremos al interior, la cerradura y la frontera de un conjunto en R™ como int, cl y

bd respectivamente.

1.1. Planos, Hiperplanos y Dimension

Presentaremos subconjuntos de R™ que resultan importantes en la caracterizacion y el

estudio de los cuerpos convexos.

Definicién 1.1.1. Dados a y b dos puntos distintos de R", el conjunto
{da+(1=XNb:Xe0,1]}
se llama segmento con extremos en a y by se denota [a,b]. Al conjunto
{z eR": (1=XNa+Mb,0 < <1}

le llamaremos segmento abierto y lo denotamos (a,b). Andlogamente definimos [a, b) si
0<A<ly(a,bsi0<A<1.

Definicién 1.1.2. Sean z,y € R™ con y # 0, al conjunto {x + Ay : A € R, A > 0} le
llamaremos rayo emanado de « en la direccién de y, en general el conjunto {x+Ay : A € R}

es la linea que pasa por x en la direccion de y.



Definicién 1.1.3. Si’H C R" es un subespacio lineal de dimensiéon m, con 1 < m < n—1,
entonces para u € R" el conjunto ‘H + u se llama subespacio afin de dimension m.
Consideraremos a las lineas en R™ como subespacios afines de dimensién uno mientras
que a los de dimensién dos les llamaremos planos y a los de dimensiéon n—1 les llamaremos
hiperplanos; en otro caso, se llaman subespacios afines de dimensién k, con 3 < k < n—2.
Dado un conjunto S C R", el casco afin de S es el subespacio afin de dimensiéon minima

que contiene a Sy la dimensién de S es la dimension de su casco afin.

Un hiperplano H = H +u esta determinado por una ecuacion lineal y un vector p distinto

del origen y ortogonal a H:

H={zeR": (p,z) = (p,u)}.
Diremos que H pasa por u y es ortogonal a p.

Definicién 1.1.4. Diremos que dos hiperplanos en R™ son paralelos si su interseccion es

el vacio.

Una forma de describir a los subespacios afines, que no depende de subespacios lineales

de R™, es a través de combinaciones lineales.

Definicién 1.1.5. Dada una coleccion ay, ..., a,, de vectores en R™ y Ay,..., A\, € R

tales que Y ", A; = 1, al vector
m
b= E )\iai
i=1
le llamamos combinacion afin de los vectores aq, ..., an.

Definicién 1.1.6. Un conjunto A C R" se llama afin si dados a,b € A implica que
Aa + (1 — )b pertenece a A para todo A € R.

Entonces los subespacios afines de R™ son precisamente los conjuntos afines de R™ ([16]
Teorema 2.13).
El siguiente teorema, el cual no es dificil demostrar, nos da una de las caracteristicas mas

importantes de los subespacios afines de R™.

Teorema 1.1.1. La interseccion arbitraria de subespacios afines de R™ es un subespacio

afin.

A un hiperplano H le asociamos dos subconjuntos cerrados de R™ cuya frontera es H. Si

H es ortogonal a p y pasa por u, entonces, definimos los conjuntos



Hi ={z €R": {p,z) > (p,u)} y H_. = {z € R": (p,z) < (p,uw)}

y les llamamos semiespacios cerrados asociados a H. Cabe mencionar que los semiespacios
estan determinados tinicamente por hiperplanos.

Introduciremos el concepto de separacion a través de un hiperplano.

Definicién 1.1.7. Sean A y B conjuntos y H un hiperplano en R". Decimos que H
separa a Ade Bsi ACH, yBCH_ 6ACH_ y B C H,. Silos conjuntos estan
contenidos en el interior de los semiespacios determinados por H decimos que H los separa

estrictamente.

1.2. Distancia y Diametro

Tenemos que R™ cuenta con una métrica inducida por la norma euclidiana, esto es, dados
x,y € R™ tenemos que d(x,y) = ||z — y||; denotamos a la bola abierta con centro en x y
radio v como B(x,r), a la bola cerrada con centro en x y radio r la denotamos B(z,7).

Introduciremos la distancia entre un punto y un conjunto, veremos la continuidad de

d(z,y) como funcién del espacio en los reales y algunas consecuencias.

Definicién 1.2.1. La distancia de un punto p € R™ a un conjunto A C R”, distinto del

vacio, es un nimero real al que denotaremos d(p, A) y que se define como
d(p, A) = inf{d(p,z) : x € A}

En la definiciéon anterior, inf se refiere al infimo de todas las distancias entre p y los
puntos de A. Tiene sentido hablar del infimo pues d(p,z) € R y d(p,z) > 0 para todo
r e R"™

Teorema 1.2.1. Sean A C R” cerrado distinto del vacio y p € R" tal que p no pertenece
a A, entonces d(p, A) > 0.

Demostracion: Tenemos que A es un conjunto cerrado entonces el complemento de A, al
que denotaremos A’ es un conjunto abierto. Como p € A’ existe g9 > 0 tal que B(p, &¢)
estd contenida en A’, esto implica que B(p,e9) N A = . Supongamos que d(p, A) = 0,
entonces para todo £ > 0 existe a € A tal que d(p,a) < €, esto implica que existe ag € A
tal que d(p,ag) < €, esto es, ||p — ao|| < g y entonces ag € B(p, €p), esto contradice que
B(p,e0) N A = O por lo tanto d(p, A) > 0
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Teorema 1.2.2. La funcién f : R” — R definida como f(z) = d(p, z), para p € R" fijo,

es continua.

Demostracion: Dado x € R™ y un ntimero real € > 0, sean y € R™ tal que ||z — y|| < e.

Consideremos que

fly)=dp,y) = llp —yll <llp— =l + [z — yl|,

como ||p — z|| = d(p,z) = f(z) obtenemos

fy) < fl@)+[lz -yl
y esto implica que
fly) = flz) <z -yl <e.

De forma similar obtenemos que

fl@) = fly) <e
por lo tanto
|f(@) = fy)] <e.

Entonces f es continua en z, por la arbitrariedad de x tenemos que f es continua en R".

O
Una consecuencia importante del teorema anterior es el siguiente corolario.

Corolario 1.2.1. Sea p € R", para todo A C R" cerrado no vacio existe a € R” tal que
d(p, A) = d(p,a).

Demostracion: Sea p € R™ arbitrario, consideremos un conjunto A C R” cerrado distinto
del vacio. Tenemos que si p € A entonces a = p, supongamos que p no estd en A.
Sea ¢ € A, consideremos 0 = ||p — ¢|| > 0 y definamos el conjunto B = A N B(p,?).
Tenemos que B(p,d) es un conjunto cerrado y acotado por lo que es un subconjunto
compacto de R", ademés B por definicion es la intersecciéon de dos conjuntos cerrados
entonces B es cerrado, B es un subconjunto cerrado de un conjunto compacto entonces
B es compacto. Por el Teorema 1.2.2 sabemos que la funcién f(z) = d(p, x) es continua
en R™, en particular es continua en B por lo que f alcanza un valor minimo en algin
punto a € B, esto implica que d(p,a) < d(p,z) para todo x € B. Ahora consideremos
r € A tal que x no estd en B esto implica d(p,x) > J, ademds a € B(p,d), entonces
d(p,a) < 6 < d(p,z), de lo anterior se tiene que d(p,a) < d(p,x) para cualquier z € A

que no esté en B. Concluimos entonces que d(p,a) < d(p,z) para todo x € A.
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El teorema siguiente nos permite definir un hiperplano a través de la funcién distancia

en R™.
Teorema 1.2.3. Sean a,b € R" tales que a # b entonces
H={zeR":d(z,a) =d(x,b)}

es un hiperplano de R" y H es ortogonal a [a, b].

Demostracion: Vamos a demostrar que el segmento [a, b] es perpendicular a H, esto es,

demostraremos que para cada x € H el vector a — b es ortogonal a x — p donde p es el

punto medio de [a,b]. Sea © € H, tenemos

<£E—p,b—&> = <x>b>_<x7a>+<p7a>_<pvb>

Como x € H tenemos que
(r —a,x —a)=(x—bx—0)
y como p es el punto medio de [a, b

(p—a,p—a)=(p—>b,p—10),

de lo anterior obtenemos

(9,0}~ (p.b) = 5((6,) ~ (0. 0))

(2.0) () = 5({a.a) — b.5)

sustituyendo 1.2 y 1.3 en 1.1 tenemos que

(x —p,b—a)=0.

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Ahora demostraremos que H es un hiperplano. Para esto, definimos H = H — p y de-

mostraremos que H es un subespacio lineal de dimension n — 1.

Veamos que H = {z € R" : d(z, %5%) = d(z, 5%)}. Sea x € H, podemos escribir z = y—p

2
para algiin y € H. Tenemos

a—bH_H a—2>b
g =W =P=y

[ —

b—

a b—a
e =222 =y —p — 2% = lly b,

= lly —al
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como y pertenece a H se cumple que ||y — al| = ||y — || y esto implica que

entonces H C {r € R" : d(v, %52) = d(=z, 52)}.

Ahora, sea z € {z € R" : d(z, 5?) = d(x, 5%)} y tomemos y = x + p. De esta manera,

obtenemos
a+b a—>b
ly —all =z + —af =z = ——ll
' b b
a+ —a
ly = bll = ll= + = bl = flz = ——1,
ademds =z satisface ||z — 2| = ||z — 52|, lo cual implica ||y — al| = |ly — b||, entonces
y € H, esto es equivalente a y — p € H, donde y — p = x. De lo anterior concluimos

{r € R": d(x, %5%) = d(z,%5%)} € H. Por lo tanto H = {z € R" : d(z, %5%) = d(z, 55%)}.

Por otro lado, no es dificil verificar que para un vector u no nulo, la igualdad
<$7 u> = <33, _u>

es equivalente a
(x,u) =0

para cada x € R3. Esto significa que los elementos de H son precisamente los vectores
ortogonales al vector a — b, sabemos que este conjunto de vectores forma un subespacio

vectorial de dimensién n — 1.

Ahora definiremos el concepto de diametro para un subconjunto acotado de R”.

Definicién 1.2.2. Si A C R” es un subconjunto acotado de R™ el didmetro de A

esta definido como

sup{d(z,y) : z,y € A}.

1.3. Transformaciones

Ahora presentaremos funciones del espacio en si mismo que son importantes en Geo-

metria.
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Definicién 1.3.1. Una funcion f : R — R” es una similitud si existe k € R, k > 0, tal
que || f(x) = f(y)|| = k||lz — y|| para todo par de puntos z,y € R™. Cuando k£ = 1 tenemos

que la funcion preserva la distancia, entonces le llamamos isometria.

Entonces una similitud ¢ es una funcién inyectiva pues dados x,y € R" tales que x # y

se tiene que, por las propiedades de la norma euclidiana,

lz =yl #0,

esto implica que, para k > 0

en particular esto se cumple para la k asociada a ¢ y por la definicion de similitud se

tiene
lo(z) = a(y)ll # 0,
por lo tanto o(x) # o(y).

Definicién 1.3.2. Dos subconjuntos A, B C R" se llaman semejantes si existe una
similitud o tal que o(A) = B. Si existe una isometria « tal que a(A) = B decimos que
los conjuntos A y B son congruentes, en el caso de que a(A) = A diremos que « es una

stmetria de A.

El hecho de que una isometria sea una funcién inyectiva que preserva la distancia tiene
una consecuencia importante, cada subespacio lineal de dimensién m de R™ es congruente
a R™ ([14],pp 71-78).

Definicién 1.3.3. Dados A € R y un vector fijo u € R", a la similitud ¢ dada por
o(z) = Az + (1 — MN)u para x € R" le llamamos homotecia con centro en u'y coeficiente
de dilatacion X. Sean B C R", v € R" y A € R, a la imagen del conjunto B bajo una
homotecia con centro en v y coeficiente de dilatacién A se le llama conjunto homotético
a By lo denotamos AB + (1 — A)v.

Finalmente, si A y B son conjuntos homotéticos tales que el coeficiente es positivo en-
tonces diremos que A y B son directamente homotéticos. Introduciremos una isometria

que serd 1til en las secciones posteriores.

Definicién 1.3.4. Dado un vector fijo u € R", a la isometria 7, dada por 7,(x) = z 4+ u
le llamamos traslacion determinada por uw. Sean A C R” y v € R", a la imagen del
conjunto A bajo la traslaciéon determinada por u se le llama conjunto trasladado de A 'y

lo denotamos A + w.
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De esta manera podemos decir que dos hiperplanos R™ son paralelos (Definicién 1.1.4)
si uno es trasladado del otro. También podemos decir que un subespacio afin de R™ de
dimensién m (Definicién 1.1.3) es un trasladado de un subespacio lineal de dimensién m
de R™.

Hay conjuntos no acotados para los que existe un vector v, no nulo, tal que 7, mantiene

invariante al conjunto.

Ejemplo 1.3.1. Sea / la linea que pasa por un punto p € R" en la direccién del vector
v # 0 y consideremos la traslacion 7,. Sea g € {, esto es, ¢ = p + Av para alguna A € R
entonces ¢ =p+ (A—1)v+v =7,(p+ (A —1)v) y esto implica que ¢ € 7,(¢). Ahora, sea
q € 7,(¢) entonces ¢ = r + v donde r € £ esto implica que ¢ = p + (N + 1)v para algin
X € R entonces ¢ € (. Por lo tanto 7,(¢) = ¢.

Teorema 1.3.1. Sea A C R" acotado y v € R™ un vector distinto de cero. Entonces

r(A) £ A

Demostracion: Supongamos que existe un vector u € R, distinto de cero, tal que 7,(A) es
igual a A. Sea a € A entonces 7,(a) = a+u € Ay esto implica que 7,(a+u) = a+2u € A;
supongamos que para k € N se tiene a + ku € A, entonces 7,(a +ku) = a+ (k+1)u € A
esto demuestra que a + nu € A para todo n € N. Esto contradice que A es un conjunto

acotado, la contradiccién demuestra que 7,(A) # A.

1.4. Simetria en el Plano

Comenzaremos definiendo la isometrfa mas importante del plano R?, esto es, la reflexién
respecto a una linea. Veremos los resultados que permiten caracterizar las isometrias en
el plano usando sus puntos fijos, con esto demostraremos algunos resultados sobre las
lineas de simetria de los conjuntos acotados del plano. Esta clasificacion de isometrias en

el plano esta planteada en el libro de Hilbert y Cohn-Vossen [12].

Definicién 1.4.1. Dada ¢ una linea en R?, para p € R? la reflexion de p en la linea ¢
es el punto p’ tal que ¢ es perpendicular a [p,p'] y d(p,?¢) = d(p',£), si p € £ definimos
p’ = p. Definimos entonces la funcién o, : R* — R? de tal forma que o,(z) = 2’ donde 2’
es la reflexién de x en ¢, a o, le llamamos la reflexién en (. Dado A C R? diremos que
0i(A) es la reflexion de A en (. Diremos que A es simétrico respecto a £ cuando oy(A) es

una traslacion de A y cuando o4(A) = A llamaremos a ¢ eje o linea de simetria de A.
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Figura 1.1: Reflexién respecto a una linea

Observacion 1.4.1. La reflexion en la linea ¢ tiene como puntos fijos los puntos en /. La
composicién g, o g, es la funcién identidad. Si x ¢ ¢ por definicién el segmento [x, oy(x)]
interseca a ¢ y esto implica que x pertenece a un semiplano determinado por ¢ y o,(x)

estd en el otro semiplano determinado por 4.

La importancia de la reflexiéon en una linea radica, como veremos mas adelante, en que
cada isometria del plano es la composicién de reflexiones en lineas ([4] Teorema 12.8).

Veremos algunas propiedades de las reflexiones en las lineas de R2.
Teorema 1.4.1. Sean ¢ y (' lineas en R? paralelas. Entonces oy o 0y es una traslacion.

Demostracion: Sea p € R? arbitrario, denotemos m a la linea perpendicular a ¢ que pasa
por p, consideremos q = o4(p), ¢ = op(q) y u el vector unitario paralelo a la direccién
de m (Figura 1.2).

Tenemos, por la definicién de reflexién, d(p,¢) = d(q,¢) y d(¢,?¢") = d(¢,¢'); por otro
lado, d(¢,¢') = d(q,¢)+d(q, ") y d(p,q') = 2d(p, £) +2d(q, ¢') = 2d(q, ¢) +2d(q, ). Como

q estd en m tenemos que ¢’ = p + Au con A = d(p, ¢') entonces

A =2d(q, ) +2d(q, ') = 2d(¢, )

¢ = ow(ow(p)) = p+ Au,

por lo tanto oy o 0, = 7, donde v es el vector en la direcciéon perpendicular a ¢ y
[oll = 2d(¢, £).
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Figura 1.2

Tenemos una consecuencia importante concerniente a las lineas de simetria de un conjunto

en R2.

Corolario 1.4.1. Sea A C R? un conjunto acotado. Si £ y ¢ son lineas de simetria de A

entonces ¢ y ¢ tienen un punto en comun.

Demostracion: Supongamos que ¢ y ¢ son paralelas y ¢ # ¢/, como o,(A) = A = op(A)
se cumple que oy 0 g(A) = A, por el Teorema 1.4.1 esto implica que existe un vector
v # 0 tal que 7,(A) = A, esto contradice el Teorema 1.3.1 que dice que si A es acotado

y v es no nulo, entonces 7,(A) # A. Por lo tanto ¢ y ¢’ no son paralelas.
O

El corolario anterior nos dice que dos lineas de simetria de un conjunto acotado en R?
no pueden ser paralelas.

Otra isometria importante del plano es la rotacion respecto a un punto.

Definicién 1.4.2. Dado un dngulo # y un punto ¢ € R?, para x € R? distinto de ¢ la
rotacion de x un dngulo 6 con centro ¢ es el punto x’ tal que ||z — ¢|| = ||/ — ¢|| y el
angulo que forman los vectores x —cy 2’ — c es 0, si © = ¢ definimos 2’ = ¢. Definimos la
funcién py.(x) = 2’ donde 2’ es la rotacién de x respecto a ¢ un angulo §. Dado A C R?

diremos que la imagen de A bajo la funcién py . es la rotacidn de A con centro c.
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Figura 1.3: Rotacién de A un dngulo 6 con centro en ¢

Observacién 1.4.2. Consideraremos las rotaciones en el sentido opuesto al de las maneci-
llas del reloj y el angulo de rotaciéon toma valores entre 0 y 2. Una rotacion en el plano

con centro p tiene como punto fijo a p.

Ahora queremos demostrar que todas las lineas de simetria de un conjunto acotado tienen
un punto en comun. Para esto necesitamos algunos resultados sobre la composicién de

reflexiones en lineas.

Teorema 1.4.2. Sean ¢ y (' lineas en R?. Si ¢ y ¢ no son paralelas entonces o, o oy es

una rotacién.

Demostracién: Llamemos p € R? al punto de interseccién de ¢ con ¢, v y u' a los
vectores que determinan la direccién de £ y ¢’ respectivamente, sin pérdida de generalidad

supongamos que el dngulo @ entre los vectores se mide de u a u'. Sean x € R? arbitrario,

y=oix)yy =ou(y).
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Figura 1.4.

La igualdad d(z,¢) = d(y,¥) implica que d(p,z) = d(p,y), entonces el dngulo w que
forman los vectores © — p y u es igual al dngulo que forman y — p y u; de la misma
manera, a partir de d(p,y) = d(p,y’), podemos concluir que d(y,¢) = d(y/,¢') y el
angulo w' entre los vectores y — p y ' es igual al dngulo entre ' — p y «/, ademads si
0 = w + ' entonces el angulo entre los vectores © — p y iy — p es igual a 26, por lo tanto

op o oy(x) =y = ppae(x). Como z es arbitrario concluimos que oy 0 0, = p,, 2.

Teorema 1.4.3. Sean (;, {5 y {3 lineas en R2. Si ¢}, (5, {3 no son paralelas y no tienen
un punto en comun entonces oy, o gy, © 0y, €s la composicion de la reflexién en una linea

¢ y una traslacion en la direccion paralela a ¢.

Demostracion: Veamos el caso en el que dos lineas son paralelas. Supongamos que, sin
pérdida de generalidad, ¢, y {5 son paralelas; llamemos p al punto de interseccion de /5

con (3 y 6 al angulo de ¢y a /3.
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0 b .0

Figura 1.5.

Por el Teorema 1.4.2 tenemos que oy, 00y, = ppo9. Consideremos la linea ¢, perpendicular
a (5 y la linea ¢4 tal que el dngulo de ¢, a £} es igual a 6, nuevamente por el Teorema

1.4.2 tenemos que Og, © Op = pPp2g Y €ntonces
Opy © Op, = Oy, © Oy,

Ahora, sea ¢ el punto de interseccion de ¢, con £, consideremos la linea ¢} que pasa por

q y es perpendicular a £ y sea ¢} la linea que pasa por ¢ y es paralela a /5.

oo t,

Figura 1.6
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Por el Teorema 1.4.2 tenemos
O'gl2 OO0y = O'g/zl OO'gll.
Entonces
O3 ©0¢y © 0 = 0g, ©0g, ©0p = 0p, ©0gy ©0py,
por otro lado, el Teorema 1.4.1 implica que
Op, OO0 =Ty

donde v es un vector en la direcciéon perpendicular a ¢4 y longitud igual a d (¢4, ¢4). Por
lo tanto

O¢3 © 0y, ©O0¢, = Ty O O0y,;.

En el caso de que las lineas se intersequen en tres puntos distintos la demostracion es

similar y puede consultarse en [29] capitulo II,proposicién 5.

Teorema 1.4.4. Sean ¢ una linea y v un vector en R? entonces oy o 7, = 7, 0 0y

Demostracion: Si v = 0 tenemos que 7, es la identidad y la afirmacién es cierta. Supon-

gamos que v # 0, sean x € R? 2’ = oy(x) y ¢ la linea perpendicular a £ que pasa

por z; consideremos ¢ = 7,(¢'), como las isometrias preservan angulos se tiene que ¢”
es perpendicular a ¢. Ahora, sean y = 7,(x) y ¥ = 7,(2’) entonces d(z,f) = d(y,?) y
d(z’,0) = d(y',¢) ademds tenemos que y,y" € ¢ entonces y' = o4(y). De lo anterior
obtenemos
opor(r) =0i(y) =y y Toou(r)=1(2) =y
como z es arbitrario concluimos que o, 0 7, = 7, © 0.
O

Corolario 1.4.2. Sen A C R?, £ una linea y v # 0 un vector paralelo a la direccién de
0. Si A es acotado entonces g, 0 7,(A) # A

Demostracion: Llamemos v a la composicién oy o 7, tenemos que
vyovy=(op07,) 0 (0p0T,)
y por el Teorema 1.4.4 tenemos
vyoy=(r,00¢)0(0p07,) =T,0(0p00¢) 0T, =T,0T,

entonces y o v = Ty,. Ahora, supongamos que y(A) = A entonces yo y(A) = v(A) = A,

esto es, T9,(A) = A, lo cual contradice el Teorema 1.3.1. Por lo tanto o, o 7,(A) # A.



21

Estos resultados tienen una aplicacién importante, demostramos que un par de lineas de
simetria de un conjunto acotado tienen un punto en comiin, ahora demostraremos que

todas las lineas de simetria de un conjunto acotado tienen un punto en comun.

Teorema 1.4.5. Sea A C R™ un conjunto acotado. Si A tiene n lineas de simetria,

n > 2, entonces las lineas de simetria de A tienen un punto en comun.

Demostracion: Sea {1, ..., {,} la coleccion de lineas de simetria de A. Sea xy el punto de
interseccién de ¢; y {; para t # j y i,5 € {1,2,...,k}, sea £, € {l1,..., 0, }\{¢;, ¢;}, por el
corolario 1.4.1 sabemos que ¢, no puede ser paralela a ¢; y tampoco puede ser paralela
a ¢;, supongamos que ¢, no pasa por el punto x, entonces por el Teorema 1.4.3 tenemos
que gy, 00y, 00y, es la composicion de la reflexion en una linea ¢ y la traslacion a través de
un vector v # 0 paralelo a £. Como oy, 00y, 00y, (A) = A tenemos que 7, 004(A) = A, sin
embargo esto es una contradiccién pues por el corolario 1.4.2 sabemos que 7,004(A) # A
por lo tanto ¢, debe pasar por el punto xy. Como k es arbitrario, tenemos que ¢4, {5, ..., £,

pasan por .
]
Definicién 1.4.3. Sea {/1, (s, ..., £, } una coleccién de lineas en R? con un punto comtin p

tales que pp%(ﬁj) =/l;j11,paraj = 1,2, ...,n—1. A la coleccién {1, (s, ..., {,, } le llamamos

una n-estrella de lineas con centro p.

Figura 1.7: 6-estrella de lineas
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Teorema 1.4.6. Sean A C R? un conjunto acotado y £ = {¢1,...,/,} la coleccién de

todas las lineas de simetria de A, entonces £ es una n-estrella de lineas.

Demostracion: Sabemos por el Teorema 1.4.5 que las lineas en £ tienen un punto comun,
denotemos a este punto p. Llamemos 6; al angulo del eje x positivo a ¢;, sin pérdida de
generalidad asumamos que 0; < 6,1, para j = 1,...,n—1, de esta forma el dngulo de ¢;
a L esigual a 3; = 0,41 — 0;. Supongamos que 3;_1 < 3;, consideremos oy, ({;_1) = 1,
entonces el dangulo 3’ de ¢; a ¢’ es igual a 3;_1, entonces ¢’ es una linea de simetria de
A tal que el dngulo 0" del eje = positivo a ¢ cumple §; < 6" < 6,44, esto implica que
¢ no estd en L, esto es una contradiccién. Ahora, supongamos que 3; < ;-1 y sea
0¢,(j41) = £ entonces el dngulo 3’ de ' a {; es igual a 3; y como en el caso anterior esto
implica que ¢’ es una linea de simetria de A que no estd en L. Por lo tanto ;1 = f;,

paraj=2,...,n—1.
O

Definicién 1.4.4. Dado p € R" a la homotecia con centro en p y coeficiente —1 le
llamamos reflexion respecto a p. Esto es, para x € R” la reflexién respecto a p esta dada

por 2p — x.

Presentaremos una serie de resultados que nos permiten caracterizar las isometrias del

plano. Esto se hara usando los puntos que quedan invariantes bajo la isometria.

Teorema 1.4.7. Una isometria del plano con al menos dos puntos fijos es la identidad

o es la reflexion en una linea.

Demostracion: Si a es la identidad entonces cada x € R? es punto fijo de . Supongamos
que @ no es la identidad. Entonces existe p € R? tal que a(p) # p, consideremos x € R?
algin punto fijo de a entonces ||z — p|| = ||a(z) — a(p)|| = ||r — a(p)]|. Sea ¢ la linea que
pasa por x y es perpendicular al segmento [p, a(p)], tenemos que la interseccion de ¢ y
la linea que contiene a [p, a(p)] es el punto medio de [p, a(p)]. Como z es arbitrario, esto
se cumple para cualquier punto fijo de «, como hay al menos dos puntos fijos tomemos
q € R? punto fijo de « distinto de x. La linea £ pasa por x y ¢, consideremos ahora y € R?
un punto que no esta contenido en ¢ entonces y no es punto fijo de «, como se vié antes
la linea ¢’ perpendicular a [y, a(y)] que pasa por el punto medio de [y, a(y)] contiene a x
y a ¢ entonces £ = {'. Como y es arbitrario, tenemos que si x esta en £, x es punto fijo de

a 'y si x no estd en ¢ tenemos que «(z) es la reflexién en ¢ de x.
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El siguiente resultado nos permite establecer que las isometrias del plano se pueden

escribir como reflexiones en lineas.

Teorema 1.4.8. Cada isometria o : R? — R? es la composicién de tres o menos reflexio-

nes en lineas.

Demostracion: Si la isometria a es la identidad entonces podemos escribir a@ = py o py.
Si « tiene dos o més puntos fijos, todos en una linea ¢, por el Teorema 1.4.7 entonces
a = py.

Si o tiene exactamente un punto fijo, llamémoslo c. Sea a € R? tal que a # ¢, sabemos
que ||¢ — al| = ||¢ — a(a)]|; consideremos la linea ¢ que pasa por ¢ y es perpendicular al
segmento [a, a(a)], definamos la isometria w = o, o o, entonces w tiene a ¢ y a como
puntos fijos, por el Teorema 1.4.7, w es la identidad o la composicién de dos reflexiones.
Pero w # Id pues en otro caso tendriamos a = o,,, entonces w = g, donde /¢ es la linea
que pasa por a y ¢, entonces o, = 0, © & y esto implica que 0, 00y = 0, 0 0, O X =
Ahora, si a no tiene puntos fijos sean p € R? y p’ = a(p), consideremos el segmento [p, /]
y la linea ¢ perpendicular a [p, p'] y que pasa por el punto medio del segmento. Definimos
la isometria w = oy o a.. De esta forma, w(p) = o, 0 a(p) = o4(p’) = p y entonces p es
punto fijo de w. Entonces sabemos que w es la composicién de dos reflexiones, por otro

lado w = g4 0 a implica 0, o w = @, entonces « es la composicion de tres reflexiones.

|

Teorema 1.4.9. Sean Ay B dos conjuntos en R? y £ una linea. Si se cumple alguna de
las siguientes condiciones entonces A tiene una linea de simetria.

a)Existen un punto p y un dangulo 6 tales que o,(A) = By pp,(A) = (B).

b)Existe un vector v € R? perpendicular a £ tal que o4(A) = By 7,(A) = B.

Demostracion: a) Consideremos la isometria a = o4 0 pp,,. Por el Teorema 1.4.2 sabemos
que hay dos lineas ¢; y ¢ tales que pg, = 0y, 0 0¢,. Supongamos que p no esta en ¢,
entonces ¢, {1 y {5 no son paralelas y por el Teorema 1.4.3 tenemos que o = gy 0 gy, °© 7y,
es la composicién de una reflexién y una traslacién, esto contradice que a(A) = A.
Entonces p debe estar en /, esto significa que ¢, ¢ y {5 concurren en p entonces « es la
reflexién en una linea ¢ por lo tanto A tiene a ¢’ como linea de simetria.

b)Sea o = 7, 0 gy, sabemos que existen dos lineas ¢; y {5, paralelas entre si y perpendi-
culares a la direccién de v, tales que 2d(¢q,¢3) = ||v]| v 7, = 04, 0 04,. Como ¢, {1 y {5 son
paralelas entonces existe una linea ¢ tal que o = oy, por lo tanto A tiene una linea de

simetria.
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1.5. Simetria en el Espacio

Ahora veremos la simetria respecto a una linea y a un plano en R3. También definiremos
las isometrias del espacio que usaremos para estudiar las simetrias de los conjuntos en el

espacio.

Definicién 1.5.1. Dado un plano H C R? para un punto p € R? la reflexion de p respecto
al plano H es el punto p’ tal que H es perpendicular a [p, p'] y d(p, H) = d(p’, H), cuando
p € H hacemos p = p'. Definimos la funcién oy : R® — R3 como oy(x) = 2’ donde 2’
es la reflexién de x respecto a H, a o le llamamos la reflexién en H. Dados A C R3 y
H C R? plano decimos que A es simétrico respecto a H si o (A) y A son trasladados y

en el caso de que oy (A) = A diremos que H es plano de simetria de A.

p

r

p

Figura 1.8.

Observaciéon 1.5.1. Los puntos fijos de oy son los puntos en H. La composicion cgooy

es la funcién identidad.

Ahora, utilizando la rotaciéon alrededor de un punto en el plano, definiremos la rotacion

respecto a una linea.

Definicién 1.5.2. Sean £ una linea en R? y un d4ngulo #. Dado un punto z € R? considere-
mos el plano H perpendicular a ¢ y que contiene a x, llamemos p al punto de interseccién
de ¢ con H entonces al punto 2’ € H tal que pp,(x) = 2’ le llamaremos rotacion de x
alrededor de ¢ un angulo 6. Definimos la funcién pyg : R? — R3 tal que peo(z) = 2’ donde
«' es la reflexién de x alrededor de £ un angulo 6, a pyg le llamamos rotacion alrededor

de 0y a l el eje de rotacion. Cuando 6 = 180° denotaremos a la rotacién alrededor de ¢
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simplemente py, de esta forma, dado A C R3 si py(A) y A son trasladados diremos que
A es simétrico respecto a £ y en caso de que py(A) = A diremos que ¢ es una linea de

simetria de A.

Figura 1.9

Definicién 1.5.3. Sea A C R3. Decimos que A es de revolucion si existe una linea ¢ tal

que prg(A) = A para todo 0 < 0 < 27.
En general podemos definir la simetria en R™ respecto a un hiperplano.

Definicién 1.5.4. Sea H C R" un hiperplano. Dado x € R", consideremos /¢ la linea
perpendicular a H y que contiene a z. Sea 2’ € £ tal que d(z, H) = d(a’, H), si x pertenece
a H hacemos ' = z, llamaremos a x’ la reflexion de x respecto a H. Definimos la funcién
op : R" — R” tal que oy (z) = 2/, dado A C R" diremos que oy (A) es la reflexion de A

respecto a H. Si oy(A) = A diremos que H es hiperplano de simetria de A.

Notemos que dados un hiperplano H C R" y z € R” tal que = ¢ H, podemos expresar
x como y + z, donde y € H y z es perpendicular a H. Si a € H sabemos que H — a es
un subespacio lineal de R", entonces existe un vector b ortogonal a H — a y podemos
escribir al vector  — a de la forma Ab + ¢ con ¢ € H — a, entonces haciendo y =a+cy

z = Ab obtenemos la expresién buscada.

Observacién 1.5.2. Si H contiene al origen, entonces podemos escribir oy (z) = x — Au

donde u es un vector ortogonal a H y A =2 < z,u >.

Teorema 1.5.1. Sean H y H' dos planos no paralelos en R3 sea / = HNH' y 0 el

angulo de H a H'. Entonces o o oy = py g
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Demostracion: Llamemos ¢ a la linea interseccién de H con H'. Sea € R3, consideremos
el plano H, ortogonal a ¢ que pasa por x, denotemos p a la interseccién de ¢ con H,,
/1 a la interseccién de H con H, y {5 a la interseccion de H' con H,. Tenemos que
op(z) = o4, (x), og(x) = og(x) v el dngulo de ¢ a 5 es igual a 6. Por el Teorema
1.4.2 sabemos que oy, 0 0y, () = pag,(x), de la Definicién 1.5.2 podemos concluir que

o 0 0g () = prog(z), como x es arbitrario tenemos que o' 0 oy = pyap-
O

Definicién 1.5.5. Dados x, p € R”, al punto 2p—x le llamamos reflexion de x respecto al
punto p. Asi definimos una funcién p, tal que a cada punto x € R" le asigna su reflexién
respecto a p, a esta funcion le llamamos reflezion central con centro en p. Decimos que
los conjuntos A, B C R™ son simétricos respecto a p si p,(A) = B y difieren por una
traslacion. En el caso de que p,(A) = A diremos que p es un centro de A y que el

conjunto A es centralmente simétrico.

Una cuestién que surge respecto a los conjuntos centralmente simétricos es determinar
cuantos centros de simetria pueden tener. Es posible encontrar conjuntos no acotados
con mas de un centro de simetria; sin embargo, los conjuntos acotados tienen un com-

portamiento diferente.
Teorema 1.5.2. Todo conjunto acotado A C R” tiene a lo més un centro de simetria.

Demostracion: Supongamos que p, ¢ € R™ son centros de simetria de A tales que p # q.
Definamos para x € R" p(x) = p,(p,(x)), entonces tenemos que p(x) = x +2(q — p), esto
es, p es una traslacién respecto al vector 2(q — p).

Por hipdtesis tenemos que p,(A) = A = p,(A). Sea a € A entonces tenemos que p,(a) € A
y esto implica que p,(pp(a)) = p(a) € A, es decir, a + 2(p — q) € A. De la misma forma
a+2(p—q) € Aimplica que p(a+2(p—q)) = a+4(p—q) € A. Andlogamente se puede
concluir que a + 2k(p — q) € A para todo k € N. Esto contradice el hecho de que A es

acotado. Esta contradiccion demuestra que p = q.

|

El siguiente resultado nos dice que dado un conjunto A, si A y —A son trasladados
entonces A tiene un centro. Esto es, dados Ay A" en R" si 0g(A) = A"y 7(A) = A

entonces A tiene centro.

Teorema 1.5.3. Un conjunto A C R" es centralmente simétrico si y sélo si existe una
traslacién 7" tal que T(A) = —A.
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Demostracion: Sea A un subconjunto de R™, supongamos que A es centralmente simétrico
con centro en a € R™. Consideremos la traslacién T'(z) = x — 2a, de esta forma y € T(A)
satisface que y = x — 2a para algin x € A, ademas por la simetria de A tenemos que
2a —x € A, entonces r — 2a € —A y esto implica que y € —A, como y es arbitrario
podemos concluir que T(A) C —A. Ahora, sea y € —A entonces —y € A, por la simetria
de A se cumple que 2a + y € A, esto es, existe x € A tal que r = 2a + y, es decir
y = x — 2a entonces y € T(A) y obtenemos que —A C T'(A). Por lo tanto T'(A) = —A.

Supongamos ahora que A y —A son conjuntos trasladados, entonces existe u € R™ tal que
—A=A+u,seaz € A, tenemos que z +u € —A y esto implica que —(z + u) € A, pero
—(z+u) = 2(—%u) — 2. Como z es arbitrario tenemos que A es centralmente simétrico

con centro — %u

a

Observacién 1.5.3. En el plano se tiene que un conjunto A es centralmente simétrico

si y s6lo si tiene dos lineas de simetria perpendiculares.

Finalmente planteamos la siguiente cuestién, dados conjuntos acotados A, B C R" si
existen a; y g isometrias del plano tales que ay(A) = By ay(A) = B, bajo estas

condiciones preguntamos si el conjunto A tiene algin tipo de simetria.

Teorema 1.5.4. Sean A, B C R" conjuntos acotados. Supongamos que existen dos
isometrias del plano oy y s tales que a;(A) = as(A) = B entonces existe o : R" — R"”
tal que a(A4) = A.

Demostracion: Consideremos a = o, ' o . Tenemos que
_ -1 _ 1 —
a(A) = ay ((4) = oy (B) = A
entonces « es una isometria que deja invariante A.

a

Sin embargo, el teorema anterior no nos permite dar explicitamente la simetria «, mas
aun, si proponemos dos isometrias oy y as no es inmediato conocer la isometria o, por
ejemplo en el Teorema 1.4.9 distintas isometrias del plano conducen a la simetria respecto

a una linea.

Lema 1.5.1. Sean H C R” un hiperplano que contiene al origen y v € R™ un vector

distinto de cero. Denotemos H' a H + v entonces oy 07, = 7, 0 0g.
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Demostracion: Sean © € R™ y ¢ la linea ortogonal a H que pasa por x, denotemos
' =0+vyaz = og(r). Tenemos que x + v y =’ + v pertenecen a la linea ¢, ademés
como £ es ortogonal a H tenemos que ¢’ es ortogonal a H'. La traslacion es una isometria,

entonces

d(z,H) =d(z +v,H')

d(z',H) =d(z' + v, H)
esto implica que d(x + v, H') = d(2' + v, H') entonces tenemos que oy (z +v) = 2’ + v,
esto es, oy o T,(z) = T, 0 oy ()
O

Teorema 1.5.5. Sean Hy, ..., H, hiperplanos de R" con un punto en comun p y ortogo-

nales entre si. Entonces la isometria oy, o --- 0oy, es igual a p,.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad supongamos que H; es ortogonal al vector
unitario canénico e; para todo i = 1,...n. Sea x € R", consideremos v = (vy, ..., v,), con
v =x — p, y los hiperplanos por el origen L; = H; — p, por la observacién 1.5.2 tenemos

que o, (v) =v—2 < v,e; > e; para todo i € N, entonces
or, (v) = (v1,...,v,) — 201(1,0, ..., 0)
esto es
o, (v) = (—v1,v9...,v,).
Ahora,
o, 00, (v) = o, ((—v1, V..., v,))
= (—v1, 09, ...,0,) — 202(0, 1,0, ...,0)
= (—vy, —Vg, U3, ..., Up).
Aplicando todas las reflexiones obtenemos

or, 000, (v)=—v

n

por el Lema 1.5.1
om, 0 oom(v+p)=—v+p
es decir
og,0--oog,(v)=—(r—p)+p=2p—=x
por lo tanto

o, 000y (r) = Pp(»’lf)
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Lema 1.5.2. Sea K C R" un cuerpo convexo centralmente simétrico y C' C R” la

circunsfera de K, entonces C' y K son concéntricos.

Demostracion: Llamemos p al centro de K y ¢ el centro de C' y supongamos que p # c.
Tenemos que p,(K) = K y tomemos C’ = p,(C), tenemos que C’ # C, de otra manera C
tendria a p como centro y esto implicaria que C' tiene dos centros. Ademds como o, es una
isometria tenemos que C'y C” tienen el mismo radio. Llamemos ¢ y r al centro y radio
de ' respectivamente supongamos que existe x € K tal que la distancia ||z — || > r,

como p, es una isometria
lop(x) = pp()I = [z = €|
v pp(c) = ¢ entonces
lpp(z) —cll > r
entonces existe un punto en K que no esta en el interior de C', esto contradice que C' es

la circunsfera de K. Entonces K estd contenido en el interior C’, por lo tanto C’ es la

circunsfera de K, esto contradice la unicidad de la circunsfera. Por lo tanto p = c.






Capitulo 2
Cuerpos Convexos

En este capitulo definiremos a los cuerpos convexos y daremos algunas de sus propiedades
mas importantes, presentaremos algunas de sus caracterizaciones clasicas y, finalmente,
definiremos también seccion y proyeccion de un cuerpo convexo que seran importantes

para los resultados que estudiaremos mas adelante.

2.1. Definiciones y propiedades basicas

Aunque el concepto de convexidad se puede definir en espacios mas generales, para este

estudio de los cuerpos convexos trabajaremos en el espacio Euclidiano R".

Definicién 2.1.1. Un subconjunto C' de R" es convezxo si para cualquier par de puntos

x,y € C el segmento [z, y] estd contenido en C.

Entonces los conjuntos convexos de R™ pueden ser acotados o no, cerrados o abiertos y no
necesariamente son subespacios lineales. Notemos que el conjunto vacio es un conjunto

convexo.

Ejemplos 2.1.1. a) Uno de los ejemplos basicos de un conjunto convexo es la bola

cerrada en R™ con centro en el origen y radio €.

a) La bola abierta en R™ con centro en el origen y radio € también es un conjunto

convexo.

c) Otro ejemplo es el cubo en R”
I={(z1,...,20) eR" || < 1,i=1,...,n}
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Definicién 2.1.2. Un conjunto convexo C' C R" se llama estrictamente convezo si su

frontera no contiene segmentos de linea.

En los ejemplos anteriores tenemos que la bola abierta y la bola cerrada son conjuntos
estrictamente convexo mientras que el cubo no lo es.

El siguiente resultado representa una de las propiedades bésicas de los conjuntos convexos.

Teorema 2.1.1. Dada una coleccién de conjuntos convexos en R", ', con « en algin

conjunto de indices A, tenemos que (1,4, Ca €s un conjunto convexo.

Demostracion: Si x y y son elementos de N,e4C,, entonces x y y pertenecen a C,, para
cada o € A, por esto [z,y] C C, para toda «, esto es [z,y] C NaeaCyq. Por lo tanto,

NaeaCya €s un conjunto convexo.
O

Dado el resultado anterior a cualquier subconjunto de R™ se le puede asociar un conjunto

convexo a través de la coleccion de conjuntos convexos que lo contienen.

Definicién 2.1.3. Sean M C R" y F,, a € A, conjuntos convexos tales que M C F,

para todo a € A. El conjunto conv(M) = (), Fa es el casco convezo de M.

De esta forma, M C conv(M) y cualquier conjunto convexo que contenga a M también
contiene a conv(M), es decir, conv(M) es el minimo conjunto convexo que contiene a M,
ademés si M es convexo tenemos que conv(M) = M.

Ahora veremos algunas propiedades del interior y la frontera de los conjuntos convexos

en el espacio euclidiano.

Proposicién 2.1.1. Sean C' C R™ un conjunto convexo con interior distinto del vacio
y xo un punto interior de C. Entonces para cualquier z en C' 'y 0 < A < 1 el punto

(1 — Ao + Az pertenece al interior de C'.

Demostracion: Sean a = A\x+(1—\)zg paraalgin 0 < A < 1y r > 0 tal que B(zg,7) C C;
se satisface que (1 — A) > 0, entonces b € B(a,r(1 — X)) implica que

|b—al <r(l—2X)
sustituyendo a tenemos

16— Az — (1 = Nag| < (1 =N
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entonces
1222 )l <
1 )\ o T
esto significa que
b— \x
[ € B(zo, 1)
entonces b
— Az
C
- ©
y esto implica que
b— Az
C.
Por otro lado b
— Az
b=\ 1—A
esto es b
— Az
b b
E [J;’ 1 _ )\ ]7

entonces b € C'y esto implica que B(a, (1 — X)) C C, por lo tanto a € int C, como a es

arbitrario podemos concluir que Az + (1 — )z estd en int C' para todo 0 < A < 1
O

Proposicién 2.1.2. Sea C' C R™ un conjunto convexo, cerrado y acotado con interior
distinto del vacio. Si z es un punto interior de C' entonces cualquier rayo emanado de x

interseca la frontera de C' en un tnico ¢ € R™.

Demostracion: Sea L un rayo emanado de x € int C' en la direcciéon de y € R”, suponga-
mos que L NbdC = @ entonces L C C. Sin embargo L es un conjunto no acotado,
esto contradice que C' es acotado, esto implica que L N C' # @. Ahora supongamos que
a,b € R", a # b, pertenecen a L N bdC, sin pérdida de generalidad supongamos que
a € (x,b), por la Proposicién 2.1.1, tenemos que (z,b) C intC' y esto contradice que
a € bd C. Por lo tanto a = b.

a

Definicién 2.1.4. Un hiperplano soporte de un conjunto C' C R"™ convexo distinto del
vacio, es un hiperplano H tal que HN C' # @ y C estd contenido en alguno de los
semiespacios cerrados definidos por H. Si v € H N C' decimos que H es un hiperplano

soporte de C' a través del punto u.

El siguiente resultado sobre los cuerpos convexos fue probado por Carathéodory en 1907

y por Minkowski en 1910.
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Teorema 2.1.2. Sea C' C R™ un conjunto convexo. Entonces por cada punto en la
frontera de C' pasa al menos un hiperplano soporte.

Un conjunto convexo C' C R"™ se llama suave si hay un tnico hiperplano soporte por cada
punto de su frontera. Ahora veremos como los conjuntos convexos se pueden describir

como la interseccion de semiespacios.

Teorema 2.1.3. Sean A, B C R" disjuntos, convexos y no vacios tales que A es cerrado
y B es compacto. Entonces existe un hiperplano en R™ que separa estrictamente A de B
siy sbélosi AN B = ().

La demostracion de este teorema se puede consultar en [16] (Teorema 4.12). Como con-

secuencia de este resultado tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1. Todo conjunto C' en R" cerrado y convexo es la intersecciéon de todos

los semiespacios en R™ que contienen a C'.

Otra propiedad interesante es que la imagen de un conjunto convexo bajo una transfor-

macién lineal es un conjunto convexo.

Proposiciéon 2.1.3. Sea T : R® — R™ una transformacion lineal. Si C' C R™ es un

conjunto convexo, entonces 7(C') C R™ es un conjunto convexo.

Demostracion: Sean z,y € T(C') entonces T'(a) =z y T(b) =y con a,b € C. Si z € [z,y]

entonces para algin 0 < A\ <1
z=Xx+ (1 =Ny =AT(a)+ (1 = NT(b) =T(Aa+ (1 — \)b)

pero a,b € C implica que Aa + (1 — A\)b € C entonces z € T(C), esto muestra que
[z,y] € T(C) y por lo tanto T'(C') es un conjunto convexo.

2.2. Resultados basicos y algunas caracterizaciones

clasicas de los cuerpos convexos

Definicién 2.2.1. Un cuerpo convexo es un subconjunto convexo de R" cerrado, acotado

y con interior no vacio.

Los conjuntos en el Ejemplo 2.1.1 son cuerpos convexos, otro ejemplo importante de

cuerpos convexos en R" son los elipsoides.
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Definicién 2.2.2. Dados un vector a € R” y T : R® — R" una transformacién lineal

invertible, siendo B = B(0, 1), el conjunto
E=TB)+a
se llama elipsoide con centro en a.

Describiremos a un elipsoide como un subconjunto de R™. Dado el conjunto E de la

definicion anterior, tenemos que
E={yeR":y=T()+ae] <1},
como T es una transformacion lineal invertible se cumple
T7Hy) =T~ (T(x) +a) =T (T(x)) + T~(a) = 2+ T~ (a),

entonces

Por lo tanto podemos escribir
E={zeR": T (z—a)|] <1}.

En los resultados de separacién de la seccion anterior, se impusieron algunas condiciones
a los convexos, la de ser cerrado o la de ser compacto.

Los hiperplanos soporte permiten obtener una caracterizacién de los cuerpos convexos,
por el Teorema 2.1.2 sabemos que por cada punto de la frontera de un conjunto convexo
pasa un hiperplano soporte, el siguiente es el reciproco y una demostracién se encuentra
en [16] (Teorema 5.3).

Teorema 2.2.1. Sea ' C R™ un conjunto compacto con interior no vacio con la
propiedad de que por cada punto de su frontera pasa un hiperplano soporte de C', entonces

C' es un conjunto convexo.

El siguiente resultado sera 1util en el capitulo 3 y nos permite saber cuando dos conjuntos

convexos, con interior distinto del vacio, son iguales a partir de sus conjuntos frontera.

Teorema 2.2.2. Sean A, B C R" conjuntos convexos, con interior distinto del vacio,
tales que A C By bd A C bd B. Entonces A = B.
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Demostracion: Supongamos que A # B, entonces existe z € B tal que x ¢ A. Sea
a € int A entonces, por la Proposicion 2.1.2; el rayo emanado de a en la direccién de x —a
interseca a bd A en el punto y. Ademds tenemos que y = a + (z — a)A = a(l — ) + A
para algin A > 0; como = ¢ A se cumple que A\ < 1, esto significa que y € (a,z) y la
proposicién 2.1.1 implica que y € int B. Esto contradice que bd A C bd B, por lo tanto
A=B.

O

Con las propiedades de la distancia entre un punto y un conjunto, las cuales vimos en la

seccion 1.2, podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 2.2.3. Sea A C R” cerrado y distinto del vacio y sea x € R™. Al puntoy € A
tal que d(z,y) =d(x, A) le llamamos el pie de y en A

Ademis, en la Seccién 1.2 (Corolario 1.2.1 también vimos que dados un punto p y un
conjunto A cerrado distinto del vacio, siempre existe un punto a € A tal que d(p,a) =
d(p, A), entonces siempre existe el pie de p sobre A. Ahora veremos que la unicidad de
este punto es una caracteristica de los conjuntos convexos, este resultado es conocido

como el Teorema de Motzkin y se da una demostracién en [13] (Teorema 2.1.30).

Teorema 2.2.3. Sea C' C R" cerrado y distinto del vacio. Entonces C' es convexo si y

s6lo si para cada x € R™ existe un tnico y € C' tal que y es el pie de = sobre A.

El siguiente resultado nos da una propiedad ttil del pie de un punto sobre un conjunto.

En [26] se da una demostracién.

Teorema 2.2.4. Sea C' C R" cerrado y distinto del vacio. Entonces

d(p(z, C),p(y,C)) < d(z,y)

para todo z,y € R™.

2.3. Secciones y proyecciones de cuerpos convexos.

Sea K C R™ un cuerpo convexo, si para cada plano H C R” tal que H Nint K se cumple
que H N K es un circulo entonces K es una bola cerrada ([3], Teorema 3.1.1). Entonces,
a partir de una propiedad de H N K se puede describir al cuerpo K. La importancia del
estudio de las secciones y las proyecciones surge cuando al usar informacion que proviene

de estas se pueden mostrar propiedades del cuerpo convexo.
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Introduciremos las definiciones bésicas relacionadas con las secciones transversales y las
proyecciones ortogonales de un conjunto convexo y veremos algunos ejemplos que involu-

cran la simetria de las secciones y las proyecciones de un cuerpo convexo.

Definicién 2.3.1. Dado un conjunto convexo K C R" si H C R"™ es un subespacio afin,
de dimensién m < n — 1, tal que H N K # O entonces H N K se llama la seccion de K

de dimensién m determinada por H.

En el caso de que dicho subespacio afin H sea de dimensién uno, es decir, si es una linea
llamaremos a H N K una cuerda del cuerpo convexo.

Esta claro que todas las secciones de un conjunto convexo son conjuntos convexos.
Ademas, si K C R" es un cuerpo convexo entonces cualquier seccion de K de dimension

m, con 1 < m < n, es un cuerpo convexo de dimension m.

Ejemplo 2.3.1. El cubo en I = {(x1,29,73) € R? : |z;] < 1,7 = 1,2,3} es un cuerpo
convexo centralmente simétrico, sin embargo no todas sus secciones son centralmente
simétricas. Si consideramos el plano H que pasa por los puntos p; = (1, 1,0), po = (1,0, 1),
ps = (0,1,1), HN K es un tridngulo con vértices py, pa, ps y entonces H N K no es

centralmente simétrico.

Figura 2.1

Definicién 2.3.2. Sean H un subespacio lineal de R™, u un vector unitario normal a H

y K un conjunto convexo, la proyeccion ortogonal 115 (K) es el conjunto

{peH : p+tue K,t e R"}
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La proyeccion ortogonal de un conjunto convexo de R™ sobre un subespacio afin de R™
€s convexo.

A diferencia de lo que ocurre con las secciones en el Ejemplo 2.3.1, las proyecciones
ortogonales de un cuerpo convexo K C R?® centralmente simétrico son centralmente
simétricas.

En la Figura 2.2 podemos ver que el reflejado de un punto z respecto a ¢ debe ser la
reflexion de su proyeccion en el plano H respecto a la proyeccion de c¢. Entonces no es

dificil ver que se cumple el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1. Sea K C R? entonces para cada plano H C R? tenemos que I (K) es

un conjunto centralmente simétrico.

I

Figura 2.2.

2.4. La métrica de Hausdorft

Empezaremos definiendo la métrica de Hausdorff de manera general, sin embargo res-
tringiremos la métrica de Hausdorff a los conjuntos convexos. Definiremos convergencia
con esta métrica y veremos algunos resultados que seran usados més adelante.

Denotaremos como C al conjunto de todos los subconjuntos de R™ compactos y distintos
del vacio, daremos la definicion general de la distancia de Hausdorff y la usaremos para

dotar a C de una métrica.

Definicién 2.4.1. Sean A un subconjunto de R" y para ¢ € R tal que € > 0, definamos

el conjunto

A, :={z eR":d(z,A) <e}.
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Dados A, B C R" la distancia de Hausdorff entre A y B es el nimero real
D(A,B)=mnf{e e R: AC B.,B C A.}.

La demostracién del siguiente resultado se puede consultar en [16)(Teorema 14.5) y en
[9](Teorema 2.3).

Lema 2.4.1. Para A, B,C C R" distintos del vacio. La distancia de Hausdorff satisface

las siguientes condiciones:
(a) D(A,B) >0y A = B implica que D(A,B) =0
(b) D(A,B) =D(B, A)
(c) D(A,C) <D(A,B)+D(B,C)

Lema 2.4.2. Sean A, B C R" cerrados y distintos del vacio. Si D(A, B) = 0 entonces
A=B.

Demostracion: Por definicién D(A, B) = 0 implica que A C By y B C Aq entonces para
todo a € A se cumple d(a, B) = 0 y para todo b € B se tiene que d(b, A) = 0. Ahora,
supongamos que existe ag € A tal que ag no pertenece a B, entonces por el Teorema
1.2.1 d(ag, B) > 0, esto contradice que A C By, la contradiccion demuestra que A C B.

Anélogamente se demuestra que B C A, por lo tanto A = B.

|

Observaciéon 2.4.1. En general D(A, B) puede ser infinito, sin embargo si A y B son

acotados se tiene que la distancia de Hausdorff siempre es finita.
Teorema 2.4.1. Con la distancia de Hausdorff C es un espacio métrico.

Demostracion: Sean A, B,C € C. Por el Lema 2.4.1 se cumple que D(A,B) > 0,
D(A,B) = D(B,A) y D(A,C) < D(A,B) + D(B,C). Por el Lema 2.4.1 y el Lema
2.4.2 se cumple que D(A, B) =0 si y sélo si A= B.

|

Ahora veremos algunas propiedades fundamentales de la métrica de Hausdorff y otros
resultados que serdn ttiles en secciones posteriores. Centraremos nuestra atencién en la
coleccion de los conjuntos convexos de C, a la coleccion de los conjuntos compactos, no

vacios y convexos de R™ la denotaremos K.
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Observacién 2.4.2. Una consecuencia importante del Teorema 2.4.1 es el hecho de I

junto con D es un espacio métrico.

Definicién 2.4.2. Sea {A;} una sucesion de subconjuntos de R" cerrados y distintos del

vacio decimos que la sucesion converge en Hausdorff a un subconjunto A si

lim D(A;, A) =0

1— 00
Observacion 2.4.3. La definicion de convergencia en Hausdorff requiere que los con-
juntos sean cerrados; de otra manera (Lema 2.4.2) el limite de la sucesién no estd bien

definido.

Definicién 2.4.3. Una coleccion de elementos de K es acotada si para cada miembro de
la coleccién existe una bola que lo contiene. Decimos que la coleccién es uniformemente

acotada si existe una bola en R™ que contiene a todos los elementos de la coleccion.

Teorema 2.4.2. Sea {K;};cn una sucesion de conjuntos en K. Si { K };en converge a un

conjunto compacto K C R" entonces K es convexo.

Demostracion: Supongamos que K no es convexo. Sean x,y € K tales que [z,y] no
estda contenido en K, entonces existe z € [z,y] tal que z ¢ K, como K es cerrado
tenemos que el complemento de K es abierto, entonces existe un ntimero real § > 0 tal
que B(z,0) N K = @.

Por hipétesis tenemos que para 2

2
definicion, la desigualdad anterior implica que podemos tomar z’,y" € K;, j > m, tales

g y d(y,y) < %, de aqui que d(z,2') < g para algin 2’ € [2/,y/]. Esto
B

implica que d(z', K) > 5, entonces 2z’ ¢ K', esto contradice que K es convexo, esta

existe m € N tal que D(K;, K) < % para i > m. Por
que d(z,z') <

contradiccion demuestra que K es convexo.

|

El resultado méas importante respecto al espacio IC es el Teorema de seleccion de Blaschke
([5] seccién 9.11 y [16] seccién 15). La importancia del Teorema de Blaschke radica en
que demuestra para el espacio K lo que el Teorema de Bolzano-Weirstrass demuestra

para puntos en R".

Teorema 2.4.3. Toda sucesion acotada en K tiene una subsucesion que converge a un

conjunto compacto.

En el caso de que la sucesién sea uniformemente acotada se tiene que existe una subsuce-
sién que converge en K ([16], Teorema 15.2). El siguiente resultado ([26] Teorema 1.8.7)
nos da un criterio para la convergencia respecto a la métrica de Hausdorff en términos

de la convergencia con la métrica euclidiana.
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Teorema 2.4.4. La convergencia

lim K; = K

1—00
en C con la métrica de Hausdorff es equivalente a las siguientes dos condiciones:
(a)Todo x € K es el limite de una sucesion {z;};en tal que z; € K; para todo i € N.
(b)Para cada sucesion {z;; } jen tal que z;, € K;; y

lim z; =z
jooo

se satisface que x € K.

Ahora definiremos continuidad para funciones de K en los reales. Un ejemplo de estas

funciones es el didmetro de un conjunto compacto y convexo de R™(Definicién 1.2.2).

Definicién 2.4.4. Consideremos una funcién f :  — R, decimos que [ es continua si
para cada K € K dado un real ¢ > 0 existe 0 > 0, donde § depende de K y ¢, tal que
para cualquier L € K que satisface D(K, L) < § se cumple |f(K) — f(L)| < e.

Teorema 2.4.5. Sean f : K — R una funcién continua y { K, };cy una sucesién en K tal
que
lim K; = K,

1—00
respecto a la métrica de Hausdorff, con K € K, entonces

lim f(K;) = f(K).

1—00

Demostracion: Sea € > 0, la continuidad de f implica que existe 6 > 0 tal que para
cualquier L C K que satisface D(K, L) < 6 se cumple |f(K) — f(L)| < e. Por otro lado,
para J existe N € N tal que D(K, K;) < 6, con j > N. Ahora, D(K, K;) < ¢ implica
|f(K) — f(Kj)| < ¢, esto implica que dado ¢ existe N € N tal que |f(K) — f(K;)| <¢
siempre que j > N. Por lo tanto lim; ., f(K;) = f(K).

|

Una funciéon importante es la proyeccion ortogonal; en la Definicién 2.3.2 definimos el
conjunto proyecciéon de un cuerpo convexo sobre un hiperplano, ahora para un hiperplano
Hy K € K le asignamos a K el conjunto proyeccién Iy (K). Dado un hiperplano H
de R™ denotaremos K a la coleccién de los subconjuntos de H compactos, convexos y

distintos del vacio.
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Definicién 2.4.5. Dado un conjunto K € K y un hiperplano H de R" fijo, definimos la
funcion p : K — Ky como
p(K) = I (K).

Finalmente, daremos la nocién de convergencia para conjuntos de R3, cerrados, convexos
pero no acotados. Para esto se define la convergencia en términos de la funcién distancia.
Esto es, dada una sucesion {A;} de conjuntos cerrados se dice que la sucesién converge
a un conjunto A si d(-, 4;) — d(-, A). Sin embargo resulta mds conveniente la siguiente
definicién ([27] Teorema 3.3).

Definicién 2.4.6. Sea {A;} una sucesién de conjuntos cerrados y distintos del vacio en

R™. Diremos que la sucesién converge a un conjunto A si

lim d(z, A;) =0

1—00

para todo = € A.



Capitulo 3

Cuerpos convexos simétricos

La principal motivacion de este trabajo es determinar cuando un conjunto convexo cuen-
ta con algin tipo de simetria. Sabemos que si todas las secciones de un cuerpo convexo
K € R" son centralmente simétricas entonces el cuerpo tiene centro [22], mas atn, si las
secciones pasan por un punto en [24] se demuestra que el cuerpo K tiene centro. El prob-
lema cuando las secciones de K C R? son simétricas respecto a una linea presenta cierta
dificultad, en [18] Montejano aborda una conjetura de Bezdek que dice que si cada seccién
de un cuerpo convexo, en R”, tiene al menos una linea de simetria entonces el cuerpo es
un elipsoide o un cuerpo de revolucién; Montejano demuestra que si KX C R? satisface
que todas las secciones planas por un punto, en el interior de K, tienen linea de simetria
entonces K debe tener una secciéon que es un circulo; revisaremos esta demostracion y
aplicaremos las ideas de [18] para demostrar el resultado correspondiente a proyecciones
ortogonales. Por otro lado, planteamos un problema, sea K un cuerpo convexo en R" y
un punto p tal que todos los hiperplanos que contienen a p son hiperplanos de simetria
de K entonces K es una bola con centro en ese punto. A partir de esto, nos preguntamos
si podemos concluir que K es una bola usando el hecho de que K posee una coleccién
infinita de hiperplanos de simetria, es decir, hay un conjunto infinito numerable de hiper-
planos de simetria de K. Demostraremos que si K es un cuerpo convexo en R? y hay un
numero infinito de planos de simetria de K entonces, K es un cuerpo de revolucién o es
una bola. Este trabajo esta encaminado a entender un problema mas general, esto es, si

las secciones de un cuerpo convexo K son simétricas entonces el cuerpo es simétrico.

43
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3.1. Cuerpos con planos de simetria

Las bolas cerradas en R™ no son los tnicos cuerpos convexos centralmente simétricos,
sin embargo, si son los Unicos que satisfacen que cualquier hiperplano por el centro es
un hiperplano de simetria. En R? esto significa que si todos los planos por un punto son

planos de simetria de un cuerpo convexo K entonces K es una bola.

Teorema 3.1.1. Sean K un cuerpo convexo y p un punto en R", n > 2. Si cada

hiperplano por p es hiperplano de simetria de K, entonces K es una bola con centro en

p.

Demostracion: Recordemos que el Teorema 1.5.5 afirma que si Hy, ..., H, son hiperplanos
en R™ con un punto en comun p y ortogonales entre si, entonces la composicién de
funciones oy, o --- 0oy, es igual a la reflexién respecto al punto p. Por hipotesis cada
hiperplano que contiene a p es hiperplano de simetria de K, en particular podemos
encontrar Hy, ..., H, hiperplanos de simetria de K ortogonales entre si que contienen
a p, entonces la isometria oy, o --- ooy, es igual a o,, como cada H; es hiperplano de
simetria de K, para i =1,...,n, tenemos que oy, o---ooy, (H) = H, esto implica que
o,(H) = H. Por lo tanto K tiene centro en p.

Sea C' € R" la circunsfera de K, el Lema 1.5.2 nos dice que un cuerpo centralmente
simétrico y su circunsfera son concéntricos, por lo cual tenemos que C' tiene centro en p.
Sabemos que bd K N C # (), tomemos a € bd K N C' y sea b € C tal que a # b, vamos a

demostrar que b € bd K. Por el Teorema 1.2.3 sabemos que
H={zeR":d(z,a) =d(x,b)}

es un hiperplano ortogonal a [a, ], como a,b € C' se tiene que p € H, esto implica que
K es simétrico respecto a H; ademads, el punto medio de [a,b] pertenece a H entonces
tenemos que b = oy(a) y a € bd K implica que b € bd K. Por la convexidad de K
concluimos que bd K = C'y por el Teorema 2.2.2 tenemos que K es una bola con centro

en p.
O

Ahora, supondremos la existencia de una infinidad de planos de simetria y demostraremos
que el cuerpo es de revolucion o es una bola. Para esto, es necesario demostrar los

siguientes lemas.

Lema 3.1.1. Sea K C R? convexo y acotado. Si existe una coleccién infinita {¢;} C R?

de lineas de simetria de K entonces K es un circulo.
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Demostracién: Sabemos que existe una subsucesion, la cual denotaremos {¢;};cn, v una

linea ¢ C R? tal que

lfm ¢; = ( (3.1)

1—00
Por el Teorema 1.4.5 sabemos que las lineas de simetria de K concurren en un punto
p € R2, es facil ver que p € £. Consideremos un sistema de coordenadas donde p sea el

origen y £ sea el eje . Denotemos 60; al dngulo de £ a ¢}, por 3.1 se tiene que

lfm 6; = 0 (3.2)

i—00
Tomemos w € bd K y consideremos sus coordenadas polares (r,3) con 0 < 3 < 7, en
virtud de 3.2 podemos encontrar j € N tal que 0; < (.

Consideremos w' la reflexion de w respecto a £, esto es w' = oy, (w), denotemos sus
coordenadas polares (17, 3) y notemos que 1’ = r.

Vamos a verificar que § > (3'. Tenemos que 6; < (3, entonces el angulo de ¢ a [p, w] es
igual a § — 6}, como las isometria preservan angulos, el angulo de [p,w'] a £ es [ — 6,
entonces 3’ = |0; — (8 — 6;)|. Ahora,

0<0;<p
implica que
-0 <20; -5 <5,
esto es,
—B<b;—(F—0;)<p
entonces

10; —(B—0;)| <8

En forma recursiva obtenemos una sucesion {w; };eny de puntos en bd K con coordenadas
polares (r, 3;), tenemos que ;11 < f; y 0 < 3; < § para todo ¢ € N. Entonces 3; — 0
cuando ¢ — oo. Entonces

lim w; = (r,0). (3.3)

i—00
Veamos que (r,0) € bd K. Supongamos que (7,0) no estd en bd K entonces existe g9 > 0
tal que B((r,0),&¢) esta contenida en el interior de K o estd contenida en el complemento
de K. Por 3.3 tenemos que existe j € N tal que d(wj, (r,0)) < go esto implica que w;
pertenece a B((r,0),c0) y entonces w; no estd en bd K. Esto es una contradiccién, por

construccion se tiene w; € bd K para todo ¢ € N.
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Denotemos en coordenadas polares a £ N'bd K como (79, 0), sabemos que (r,0) € bd K

entonces la convexidad de K implica que r = 7.

Concluimos que para w € bd K con coordenadas polares (r,3) si 0 < 3 < I entonces

r = ro. Es decir, estos puntos determinan un arco de circunferencia de radio ry con centro

en p. Analogamente se puede demostrar que los puntos en bd K con coordenadas polares
3

(r,8), donde = < B < 27, pertenecen a un arco de circunferencia de radio ry y centro

en p.
O

Recordemos de la Definicion 2.2.3 que el pie de un punto x sobre un conjunto K en R"
es el punto en p(z, K) € K cuya distancia a x es minima y sabemos por el Teorema
2.2.3 que si K C R" es cerrado, convexo y distinto del vacio el punto p(z, K) es tnico.
En adelante, el pie de un punto sobre un plano y una linea cobraran importancia en las

demostraciones.

Teorema 3.1.2. Sean {K;} una sucesiéon de subconjuntos de R" cerrados, distintos del

vacio y K C R"™ cerrado, distinto del vacio. Si

1— 00
entonces para cada z € R" la sucesién {z;}, donde z; = p(z, K;), converge al punto
p(z, K).

El resultado anterior es consecuencia del Teorema 3.3 de [27].

Lema 3.1.2. Sean K C R?® un cuerpo convexo y {H,}ien una sucesién de planos de
simetria de K. Si existe un plano H C R? tal que
lim H; = H (3.4)

entonces H es plano de simetria de K.

Demostracion: Sea x € bd K, llamemos x; a la reflexiéon de x respecto a H; para todo
i € N, de esta forma obtenemos una sucesion {z;},ey C bd K. Como K es compacto
tenemos que existen una subsucesién {z;, }jen ¥y 2’ € K tal que

lim z;, = o (3.5)

J—00

Vamos a demostrar que 2’ es la reflexion de x respecto a H, primero vamos a verificar

que d(x, H) = d(z/, H).
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Consideremos, para cada i € N, los puntos y; = p(x, H;) entonces por la hipétesis 3.4 y
el Teorema 3.1.2 tenemos que
lim y; =y (3.6)

donde y = p(x, H). Por la definicién de z; tenemos que

p('ria HZ) = p(xv H’L);

para todo i € N, entonces d(z;, ;) =d(x;, y;)

lim y; =y
y esto implica que
lim y;; =y (3.7)
j—00
Por 3.5 y 3.7 tenemos que
Hm d('IZ] ) yZ]) = d(ﬂfl, y)

j—oo
y también se cumple que d(z;;,y;;) = d(@, y;,)
Ademas, la funcién distancia al punto z, d(x,y), es continua entonces 3.7 implica que

lim d(z,y;;) = d(z,y) (3.8)

J—00

como el limite de una sucesién es unico se tiene de 3.7 y 3.8 que d(z,y) = d(z/,y), es
decir, d(z, H) = d(2', H).

Para concluir que H es plano de simetria de K mostraremos que ' € bd K. Supongamos
que x’ ¢ bd K entonces existe €y > 0 tal que B(z’,eg) estd contenida en el interior de K
o en el complemento K, por otro lado 3.7 implica que existe n € N tal que d(z, z;,) < €,
esto implica que z;, € B(x2,gq) entonces z;, ¢ bd K, esto contradice que la sucesién
{z;}ien estd contenida en bd K. Por lo tanto 2’ € bd K

Es facil verificar que la afirmacion del siguiente lema es cierta.

Lema 3.1.3. Sea {K;} una sucesién de figuras convexas tales que lim; .o K; = Ky
para cada ¢ € N la figura K; tiene dos lineas de simetria que determinan un angulo 6;. Si

lim; . #; = 0 entonces K es un circulo.
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Teorema 3.1.3. Sea K C R? cuerpo convexo si existe { H;} C R? una coleccién infinita

de planos de simetria de K entonces K es un cuerpo de revolucion o una esfera.

Demostracion: Primero supongamos que existe una linea ¢ C R? tal que ¢ C H; para
todo i € N. Sea II un plano ortogonal a ¢ tal que II N K # (). Veremos que II N K es un
circulo con centro en ITN ¢. Como ¢ C H; y ¢ es ortogonal a II para todo i« € N tenemos
que II es ortogonal a H; para todo ¢ € N. Veamos que la seccién II N K es simétrica
respecto a H;, tomemos x € K NII y llamemos 2" a la reflexién de x en el plano H;.
Como H; es plano de simetria se tiene que 2’ € K y el segmento [z, 2’| es ortogonal a
H;, entonces [z,2'] C IIN K. IIN K es simétrica respecto a la linea II N H; para todo
7 € N. Esto significa que II N K tiene una infinidad de lineas de simetria, por el Lema
3.1.1 se tiene que II N K es un circulo. Esto se cumple para cualquier plano II ortogonal
alyIINK #0.
Ahora supongamos que no hay una linea en R? que contenga una infinidad de planos de
la coleccién {H;}. A cada plano H; le podemos asociar un punto en int K, como K es
compacto estos puntos tienen una subsucesion convergente, entonces tenemos que existe
una subsucesién de planos de simetria, la cual denotaremos { H; };cn, y un plano H C R?
tal que

lim H; = H. (3.9)

1—00
El Lema 3.1.2 afirma que si una sucesion de planos de simetria de K converge en Hausdorff
a un hiperplano H, entonces H es plano de simetria de K. Consideremos la coleccién de
segmentos [; = H N H; N K, por el Teorema de seleccién de Blaschke sabemos que existe

una subsucesién, que denotaremos {/;};en, y un segmento [ C H tal que

lim [; =1 (3.10)

i—00
con la métrica de Hausdorff. Por el Teorema 2.4.4, el limite 3.10 implica que para cada
q € | existen {¢;}jen tal que ¢; € I; y lim;_,c ¢ = q.

Denotemos K a la seccién de K ortogonal a [; que contiene a ¢; y K a la seccién orto-
gonal a [ que pasa por ¢. Precisamente la convergencia de los segmentos y la convergencia
de {¢;} implica la convergencia lim; ., K; = K.

Observemos que cada seccion K; tiene dos lineas de simetria, una determinada por H N K;
y otra determinada por H; N K;, de 3.9 se sigue que el angulo formado por estas lineas
de simetria tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito. Como las secciones convergen a
Ky tenemos, por el Lema 3.1.3, que K es un circulo. Como g € ¢ es arbitrario, hemos
demostrado que cada seccion ortogonal a ¢ es un circulo y esto implica que ¢ es un eje

de revolucién. Ahora, tomemos H’ un plano de simetria de K que no contiene a /¢ y
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consideremos ¢’ la reflexion de ¢ respecto a H’, entonces ' es un eje de revolucion de K
y sabemos que la esfera es la tnica superficie que puede ser generada por més de un eje
de revolucién ([12] p. 10).

3.2. Secciones y proyecciones con linea de simetria

Antes del Teorema de Montejano, veremos un resultado y notaciéon que usaremos en la
demostracion. Por si mismos los lemas que hemos presentado en el capitulo son problemas

interesantes ademds nos permiten demostrar algunas afirmaciones hechas en [18].

Teorema 3.2.1. Sean {L;};cn una sucesiéon de subespacios afines de R3, de dimensién

1 <k <2,y {z;}ien una sucesiéon de puntos en R? tales que

lim L; =L (3.11)
y

lim z; = x (3.12)
Entonces

lim p(z;, L;) = p(z, L)

1—00

Demostracion: Por la desigualdad del triangulo tenemos que

d(p(x, L), p(s, Li)) < d(p(z, L), p(x, Li)) + d(p(x, Li), p(zi, Li)).

Por el Teorema 2.2.4 sabemos que si C' es un conjunto cerrado y no vacio, entonces para
cualquier pareja de puntos x y y se satisface d(p(z, C), p(y, C)) < d(z,y). Aplicando esto

a la desigualdad anterior obtenemos
La hipétesis 3.11 y el Teorema 3.1.2 implican que

lim d(p(z, L), p(z, L)) = 0,

1—00

por otro lado la hipétesis 3.12 implica

lim d(z,z;) =0,

1—00
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entonces de la desigualdad 3.13 podemos concluir que
por lo tanto
lim p(z;, L;) = p(z, L).

1—00

a

Lema 3.2.1. Sea { K, };ey C R? una sucesién de conjuntos convexos compactos tales que
¢; es linea de simetria de K; para cada i € N. Si hay un conjunto X C R? y una linea

¢ C R? tales que

con la métrica de Hausdorff y
lim ¢; =4

entonces ¢ es linea de simetria de K.

Demostracion: Sea x € K, por el Teorema 2.4.4 existe una sucesiéon {x;}en tal que

:LyGKly

lim x; = x. (3.14)

1—00
Ahora, definimos y; = oy, (x;), como ¢; es linea de simetria de K; para cada i € N tenemos

que y; € K;. Por el Teorema 2.4.4 existe {y;; }jen tal que

lim y;, =y (3.15)

j—00
para algin y € K. Vamos a demostrar que y = o,(z), para esto consideremos para cada
i € N el pie de z; sobre ¢;, esto es, consideremos los puntos p; = p(x;, ;). El Teorema

3.2.1, la convergencia 3.14 y la convergencia de las lineas de simetria implican que

lim p; = p. (3.16)
donde p = p(z, ).
La convergencia 3.16 implica
lim p;; = p(z, ). (3.17)

Por la definicién de y; tenemos que p(z;, ¢;) = p(yi, ;) para todo i € N; entonces se
cumple que p;; = p(y;,, s, ); el Teorema 3.2.1, la convergencia de las lineas de simetria y

la convergencia en 3.15 implican que
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lim p;; = p(y, ). (3.18)
J—00
Entonces de 3.17 y 3.18 se tiene
p=py,0).

Para concluir que y = o,(z) basta verificar que d(y, ¢) = d(z, ¢), es decir, d(y, p) = d(z, p).
De 3.14 y 3.18 se tiene que

lim d(x;,,p;,) = d(z,p) (3.19)
j—o00

y de 3.15 y 3.17 se concluye
M d(ys;, pi;) = d(y, ) (3.20)

pero d(x;,p;;) = d(y,,p;;) para todo j € N, entonces de 3.19 y 3.20 se sigue que
d(z,p) = d(y, p)-

|

Observacién 3.2.1. Es necesario senalar que, en el lema anterior, si consideramos que las
figuras convexas K; estan contenidas en planos en R? entonces la demostracién es similar,
basta considerar que la simetria respecto a una linea ¢ en R3 es la simetria respecto a la
rotacién alrededor de ¢ un angulo de 180°, la cual denotamos p,, vimos (Teorema 1.5.1,
pagina 25) que si H y H' son dos planos ortogonales tales que H N H' = { entonces

pe = o © op, esto implica que para los puntos = € H se tiene py(z) = oy (z).

Definicién 3.2.1. Sean K C R? un cuerpo convexo y H C R? un plano tal que HNint K

es distinto del vacio. Denotaremos por p(H, K) el nimero de lineas de simetria de HN K.

Lema 3.2.2. Sean K C R3 un cuerpo convexo y {H;}ien C R? una coleccién de planos

tales que H N K es distinto del vacio para todo ¢ € N. Si

y

entonces H N K es un circulo.

Ahora, citaremos el siguiente resultado que contiene un argumento topoldgico basado en
los resultados de Mani [25].
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Teorema 3.2.2. Es imposible elegir continuamente, por cada plano H por el origen en

R3, una n-estrella de lineas, para n € N.

Teorema 3.2.3. (Montejano). Sea K C R? un cuerpo convexo y p € int K. Supongamos
que para cada plano H por p la secciéon H N K tiene una linea de simetria, entonces existe

una seccion de K por p que es un circulo.

Demostracion: Sea K C R? un cuerpo convexo y p € int K. Supongamos que todos los
planos H € R?® que contienen a p determinan secciones H N K con linea de simetria.
Supongamos ademés que para cada plano H por p se satisface que 1 < u(H, K) < n para
algin n € N.

Sean m = n!, ¢ € H linea de simetria de HNK y I' = H —p, denotemos Sty a la m-estrella
de lineas contenida en I' con centro en el origen tal que Sr contiene a la linea por el origen
paralela a £. Notemos que St no depende de la eleccion de la linea de simetria de K.
Sea F la funcion que asigna a cada plano por el origen I' la m-estrella Sp. Veremos que

F es continua, sea {I';} una sucesién de planos por el origen tal que

limI'; =T,
esto es,
lim H;,—p=H —p
Supongamos que
lim Spi 7& SF

esto implica que existe una subsucesién {S;; } tal que

lim SF =8

josoo
donde S es una m-estrella de lineas contenida en I' con centro en el origen y distinta
de Sr. Por definicién, para cada S[‘l.j hay una linea por el origen S;, paralela a una
linea de simetria de H;, N K la cual denotaremos /;,, entonces hay una subsucesion, que
llamaremos {S;, } tal que

Jin 5, = L
entonces L € S.
Como las lineas /;; son lineas de simetria de las figuras planas H;, N K, por el Lema 3.2.1
y la observacién 3.2.1, tenemos que {/;; } converge a una linea ¢ que es linea de simetria
de HN K, esto implica que la linea L es paralela a una linea de simetria de H N K y esto
implica que L € Sr, lo cual contradice L € S. Entonces la funcién F es continua y esto

contradice el Teorema 3.2.2.
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Ahora veremos el Teorema 3.2.3 para el caso de proyecciones ortogonales. La demostracién

es similar a la de 3.2.3, sin embargo, tenemos que introducir el siguiente resultado.

Lema 3.2.3. Sean K C R? un cuerpo convexo y {H;} una sucesién de planos por el
origen. Si
lim H; = H

entonces

1—00

con la métrica de Hausdorfl.

Demostracion: Usaremos el criterio del Teorema 2.4.4 para demostrar la convergencia
respecto a la métrica de Hausdorff.

Sea p € Iy (K), entonces hay una linea ¢ ortogonal a H que pasa por py £ N K # ().
Consideremos ¢ € ¢ N K, tenemos que p es el pie de ¢ sobre H, esto es, p = p(q, H) y
definimos p; = p(q, H;) para todo i € N; por el Teorema 3.2.1 tenemos

lim p; = p

entonces se satisface la condicién (a) del Teorema 2.4.4.
Ahora, sea p; € Ily, para i € N, entonces por la Definicién 2.3.2 tenemos que existen
i € Ry u; € R3ortogonal a H; tal que p; +\ju; € K. Denotamos v; = p; + \ju;, tenemos
una sucesién {y; }ienw C K entonces existe {y;; } C {:} tal que

lm y;; =y

J]—00
para algiin y € K. Ademds tenemos que p;; = p(y;;, H;;) para cada j € N, de nuevo por

el Teorema 3.2.1 se tiene
jlirgopij =p(y, H),

como y € K tenemos que se satisface la condicién (b) del Teorema 2.4.4
Por lo tanto tenemos que

1—00
O
Teorema 3.2.4. Sea K C R? un cuerpo convexo. Supongamos que para cada plano H

por el origen la proyeccion ortogonal de K sobre H tiene una linea de simetria, entonces

existe una proyeccién ortogonal de K que es un circulo.



54

La demostracion es similar a la del Teorema 3.2.3, si consideramos ¢ la linea de simetria
de la proyeccién de K sobre un plano H por el origen, £ no necesariamente pasa por el
origen entonces tomamos la linea L. C H por el origen paralela a ¢ y llamamos Sy la
n-estrella contenida en H con centro en el origen y que contiene a L. De esta manera
definimos la funcion F como en la demostracion del Teorema 3.2.3, esto es, a cada plano
H le asignamos la n-estrella Sy. Entonces, si suponemos que para cada plano por el origen
H la proyeccién de K sobre H no es un circulo llegaremos a la misma contradiccion que

en la demostracion de 3.2.3.
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