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1.1 INTRODUCCIÓN 

 

Desde la época prehistórica, el hombre ha demostrado un profundo interés 

por el mundo que lo rodea. Este interés lo llevó a explorar la naturaleza por 

medio de sus sentidos. Con el paso del tiempo y debido a que no toda la 

información que requería estaba a su alcance, empezó a desarrollar métodos y 
dispositivos de captura de información a distancia para ampliar sus parámetros 

de percepción e interpretación del mundo físico.  

 

Actualmente, la ciencia que estudia una escena sin entrar en contacto 

directo con los elementos que la componen, es la Percepción Remota. La 

Percepción remota puede ser aérea o satelital. Por medio de ambas, se puede 
obtener información de la Tierra mediante fotografías usando diferentes tipos 

de sensores. Esta información se analiza en diferentes técnicas de 

Procesamiento Digital de Imágenes.  

 

El Procesamiento Digital de Imágenes es la única ciencia práctica para 

realizar procesos como: segmentar, clasificar, fusionar, extraer características 
y  reconocer patrones de una imagen. 

 

Entre los principales métodos con las que cuenta el Procesamiento Digital 

de Imágenes están: el filtrado lineal, Wavelets, Redes Neuronales, análisis en 

componentes principales y los Campos Aleatorios de Markov (MRF). 

 

1.2 OBJETIVO 
 

Definir un esquema estocástico sub-óptimo para la segmentación y fusión 

de imágenes de percepción remota, basándose en la teoría de Bayes y en los 

Campos Aleatorios de Markov. 

 

1.3 DEFINICIÓN DEL PROBLEMA 
 

Las tecnologías contemporáneas de Procesamiento digital de imágenes y 

de Percepción remota se sitúan como fuentes de datos útiles a los sistemas de 

información ambiental.  La fotografía aérea de alta resolución permite realizar 

análisis detallados de estructuras urbanas y de elementos temáticos. En 

desventaja, el empleo de técnicas tradicionales de análisis a nivel puntual 

(pixel por pixel) resuelve solo parcialmente el problema de la información 
proporcionada por datos pancromáticos, ya que la mezcla de los modos de 

probabilidad puede conducir a detecciones erróneas. Un análisis  conjunto por 

grupos de pixeles, bajo una definición de vecindad local, puede proporcionar 

mejores resultados.  

 

Es en este contexto que en el presente tema de tesis, se propone el 
estudio de técnicas bayesianas y estocásticas para la segmentación y fusión de 

imágenes de percepción remota. La teoría de los Campos Aleatorios de Markov 
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permite modelar las interacciones locales vía representaciones contextuales, 

proporcionando detecciones sin degradación en los contornos. En desventaja, 

se requiere de modelos precisos en sus funciones de energía y el método de 

optimización es computacionalmente lento. 

 

El objetivo del presente tema busca definir un esquema estocástico de 
segmentación, basado en los campos de Markov, que proporcione la fusión de 

más de 2 imágenes de texturas. Se analizará el caso de las matrices de 

concurrencia en la obtención de operadores texturales, los cuales considerarán 

reducción en los niveles de gris, variaciones en los tamaños de ventanas de 

análisis y de distancia entre pares de pixeles. Otro problema a resolver 

consiste en la propuesta de un esquema de segmentación. Los operadores de 
textura proporcionan  información parcial de los elementos de la escena, por lo 

que en este trabajo se integrará un esquema de fusión de datos a efectos de 

tomar en cuenta la parcialidad en las fuentes de datos. En ambos casos, el 

fundamento teórico reside en la teoría de Bayes y en la maximización de 

probabilidades a posteriori. 

 
1.4 ALCANCE 

 

En esta tesis, se pretende realizar el análisis de imágenes de fotografía 

aérea de alta resolución de diversas escenas urbanas del Distrito Federal. Para 

lograrlo, a lo largo del presente trabajo se presenta una parte teórica y una 

parte práctica del análisis de 2 imágenes aéreas a trabajar y de una imagen 

sintética. A continuación se presenta una descripción general del contenido de 
cada capítulo de esta tesis.  

 

CAPÍTULO 1 

 

En este capítulo se realiza una introducción sobre el tema de tesis, con el  

propósito de ofrecer un panorama general de la misma. 
 

CAPÍTULO II 

 

En este capítulo se estudian temas de probabilidad fundamentales para el 

desarrollo práctico de la tesis, estos temas son: Probabilidad y procesos 

estocásticos, axiomas de probabilidad, variables aleatorias (continua y 

discreta), Teorema de Bayes, función gausiana, ley de los grandes números, 
teorema del límite central, procesos estocásticos, estacionalidad y ergodicidad. 

 

CAPÍTULO III 

 

En este capítulo, se define el concepto de textura y  se presentan algunas 

alternativas para el análisis textural como: las técnicas espectrales que 
incluyen la Transformada de Fourier, y las Wavelets, las técnicas estructurales 
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y las técnicas basadas en modelos.  Entre estos últimos se encuentra el 

modelo fractal, y la técnica basada en los Campos Aleatorios de Markov (MRF). 

 

También se habla de las técnicas estadísticas, dentro de las cuales se 

encuentra la GLCM (Grey Level Co-ocurrence Matrix). Se explica la forma en 

que se construye esta matriz, se presentan unos ejemplos y se propone un 
método para disminuir el tiempo de cómputo al utilizar la GLCM. Este método 

es conocido como GLCM con ventana deslizante. 

 

Por último se presentan los descriptores de textura, y se describe cada 

uno de ellos. 

 
CAPÍTULO IV    

 

En el capítulo 4, se define un Campo Aleatorio de Markov (MRF), y los 

conceptos de malla, site, espacio de estados, configuración, vecindades y 

cliques. Después, se describen las propiedades de los Campos Aleatorios de 

Markov, y se menciona el teorema de Hammersley-Clifford, para entender la 
equivalencia entre un Campo Aleatorio de Markov y un Campo aleatorio de 

Gibbs. 

 

Se investigan algunos modelos de Markov, como son el modelo de Ising y 

el modelo de Potts, modelo generalizado de Ising. También se mencionan dos 

tipos de muestreadores: el muestrador de Gibbs y el muestreador de 

Metrópolis. 
 

 Para finalizar el capítulo se presentan algunos esquemas de decremento 

de temperatura. 

 

CAPÍTULO V 

 
En este capítulo se describe el teorema de Bayes para características 

múltiples, considerando a estas características como independientes dada la 

clase. 

  

Después, se describe la aproximación de Bayes y se obtiene la expresión 

que maximiza la distribución a posteriori
 
del campo de etiquetas. Con base al 

teorema de Hammersley-Clifford, se establece que encontrar la distribución 
máximo a posteriori del campo de etiquetas equivale a minimizar una función 

de energía correspondiente a este mismo campo.  Esta función de energía se 

compone de la  adición de la función energía a priori y de la función de energía 

condicional. 

 

En seguida, se describe el algoritmo de recocido simulado a utilizar en 
esta tesis, el cual utiliza el modelo de Potts  para calcular la función de energía 
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a priori y funciones trapezoidales para obtener la función de energía 

condicional.  

 

Con base en el algoritmo de recocido simulado y en el teorema de Bayes 

para características múltiples, se propone un esquema de  fusión de datos, el 

cual considera tomar más de una imagen de textura como imagen original. 
  

CAPÍTULO 6  

 

En el capítulo 6 se dan los resultados obtenidos después de segmentar, 

clasificar una imagen de textura por el método de recocido simulado y por el 

método de segmentación y clasificación Bayesiana y también se presentan los 
resultados obtenidos de fusionar, segmentar y clasificar 3 y 5 imágenes de 

textura  por el método para fusión y segmentación propuesto en esta tesis y 

comparar estos resultados  con otros obtenidos de realizar una segmentación 

clasificación y fusión de las mismas imágenes de textura por el método de 

fusión multiclases basada en el algoritmo de Shan Yu[6.1] para fusión binaria.  

 
CAPÍTULO 7 

 

En el capítulo 7 se presentan las conclusiones generales sobre esta tesis y 

sobre los resultados obtenidos de ella. 

 

1.5 METODOLOGÍA  EMPLEADA 

 
El proceso para realizar la segmentación y fusión de imágenes incluyó las 

siguientes etapas: 

 

Disminución de los niveles de gris de la imagen original para agilizar el 

proceso del cálculo de la matriz de co-ocurrencia. 

 
Obtención de la matriz de co-ocurrencia y de imágenes de textura a 

partir de los descriptores de textura de Haralick sobre las imágenes originales 

de prueba, utilizando un método rápido para calcular la GLCM a través de una 

ventana deslizante. 

 

Análisis de un esquema bayesiano a fin de integrar las diversas matrices 

de textura, considerando independencia en las probabilidades condicionales. 
Estas probabilidades condicionales deben seguir un   comportamiento 

gausiano. 

 

A partir de la ecuación de Bayes y utilizando el teorema de Hammersley-

Clifford, se encuentra la función de energía a posteriori con la que se va a 

trabajar. Minimizar está en función de energía equivale a obtener el estimador 
máximo a posteriori de la ecuación de Bayes. Esta función de energía queda 
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compuesta por la adición de  una función de energía  a priori y una función de  

energía condicional.  

 

Con base en un esquema máximo a posteriori se modifica el algoritmo 

de recocido simulado para definir una etapa estocástica de segmentación y 

fusión de datos. Este esquema  utiliza más de una imagen de textura y una 
imagen solución cuyos pixeles pertenecen a clases determinadas 

aleatoriamente dentro del rango de número de clases. El algoritmo de recocido 

simulado incluye el cálculo de la energía a priori, analizando  sistemas de 

vecindad en 8-conexidad, y el  cálculo de la energía condicional, a partir de 

funciones trapezoidales.  

 
El  fundamento teórico reside en la teoría de Bayes y en la maximización 

de probabilidades a posteriori. Dado que no se seguirán  los fundamentos 

teóricos de Metrópolis, por ejemplo no se realizará un gran número (tendiente 

a infinito) de iteraciones y el decremento de temperatura no será logarítmico, 

se pretende definir un esquema sub-óptimo de convergencia. Los resultados de 

la fusión de datos se compararán con el método de Bayes para segmentación y 
clasificación de imágenes y el método de fusión multiclases propuesto por 

Shan Yu. Como aplicación se pretende la segmentación de regiones urbanas 

del Distrito Federal. 

 

El proceso descrito anteriormente se muestra en la siguiente figura: 

 

 
Fig. 1.1  Esquema de segmentación y fusión propuesto 
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Una vez definido el proceso, se programó el algoritmo en Matlab,  y se 

realizaron pruebas con 2 imágenes de diferentes zonas del sur de la Ciudad de 

México. Los resultados fueron validados con una imagen sintética.  

 

También se compararon estos resultados con resultados de otros 

algoritmos de segmentación, entre ellos el método de segmentación y 
clasificación bayesiana para una sola imagen,  y el método de fusión 

multiclases propuesto en un trabajo anterior y basado en el método de fusión 

binaria de Shan Yu. 

 

1.6 APORTACIONES 

 
 Las aportaciones de la presente Tesis son: 

 

1. Análisis de un esquema bayesiano para características múltiples a fin de 

integrar las diversas imágenes de textura, considerando independencia 

en las probabilidades condicionales. 

 
2. Estudio sobre la segmentación por Campos Aleatorios de Markov, 

utilizando el algoritmo de Recocido simulado. 

 

3. Modificación del algoritmo de recocido simulado con el fin de 

implementar la segmentación y fusión de varias imágenes de textura. 

 

4. Aplicación del método propuesto a imágenes del sur de la Ciudad de 
México y validación del método a través de una imagen de sintética. 

 

5. Comparación entre los resultados obtenidos por el método de fusión y 

segmentación propuesto en la presente tesis y el método de  fusión 

multiclases, basado en el método de fusión binaria de Shan Yu. 

 



 
 

PROBABILIDAD Y PROCESOS 
ESTOCÁSTICOS 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

Andrey Kolmogorov[2.13] 
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2. PROBABILIDAD Y PROCESOS ESTOCÁSTICOS 

 

Las aplicaciones más antiguas de la teoría de la probabilidad se remontan 
al siglo XVII. En 1654 un jugador compulsivo llamado Antoine Gombaud 

(caballero de Méré), intento describir matemáticamente la proporción relativa 

de tiempo en que se podían ganar ciertas apuestas, sin embargo no tuvo éxito, 

por lo cual pidió ayuda a dos de los mejores matemáticos de la época que 

conocía: Pascal y Fermat. Los matemáticos intercambiaron correspondencias 

con el fin de calcular las frecuencias relativas de ocurrencias en juegos 

sencillos de apuestas. Lo anterior, dio origen  a la teoría de la probabilidad. 
 

Durante mucho tiempo, todo lo que se conocía sobre la probabilidad era 

una definición sencilla de la frecuencia relativa, la cual dice que si se realiza un 

experimento al azar, entonces pueden ocurrir varios resultados. La 

probabilidad de que ocurra un evento X  con m  resultados, es el cociente  

nm / , donde n  es el número de resultados totales posibles. 

 

Sin embargo, los avances matemáticos en la teoría de la probabilidad no 

pudieron establecerse firmemente debido a que estaban relativamente 

limitados. No fue sino hasta que en 1933 el matemático ruso A.N. Kolmogorov 

enunció un conjunto de tres axiomas o reglas a las que la probabilidad debe 
ajustarse. Una vez que esta base axiomática se estableció firmemente, se 

realizaron avances significativos en la teoría de la probabilidad. Estos axiomas 

se describen a continuación. 

 

2.1 AXIOMAS DE PROBABILIDAD 

 

Sea S  un espacio de muestras y A  un evento de éste. Se llama función 

de probabilidad sobre el espacio muestral S  a )(AP   si satisface los siguientes 

axiomas: 

 

1) La probabilidad de todo evento A  debe de ser igual o mayor a cero 

0)( AP . 

2) Si la ocurrencia de un evento A  es segura, entonces la probabilidad de 

ese evento es 1)( SP . 

 

Para formular el tercer axioma,  primero se tomará en cuenta que si dos 

eventos son disjuntos, entonces la suma de sus probabilidades individuales es 

la probabilidad de que uno u otro ocurran. La propiedad aditiva de la 
probabilidad es válida para cualquier número finito ó infinito de sucesos 

disjuntos. Por lo tanto, el axioma 3  es: 

 

3. Si ,......,, 321 AAA 0 ji AA  para toda ji  entonces: 

......)()(....)( 2121  APAPAAP  
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Lo que se puede escribir como: 

 

)(
11

i

ii

i APAP 


















………………………………………………………………………………………….(2.1)
 

 

 Por lo tanto, la definición matemática de la probabilidad es [2.7]: 

 
Una distribución de probabilidad ó la probabilidad sobre un espacio 

muestral S  es una especificación de números )(AP  que satisfacen los axiomas 

1,2 y 3.  
 
2.2 VARIABLES ALEATORIAS 

 

En muchos experimentos aleatorios es necesario asignar un número real a 

cada uno se los  resultados posibles del experimento. De esta forma, se 

establece una relación funcional entre los elementos del espacio muestral 

asociado al experimento y los números reales. Esta relación funcional puede 

ser uno a uno o uno a muchos. 
 

Formalmente  se dice que una variable aleatoria (v.a.) X es una función de 

valor real definida sobre el espacio muestral S ,  que asocia un número real a 

cada elemento de S . Las variables aleatorias se clasifican en: 

 

Variable aleatoria discreta: “Se dice que una variable aleatoria X es 

discreta si el número de valores que puede tomar es numerable (ya sea finito o 

infinito), y si éstos pueden arreglarse en una secuencia que corresponde con 
los enteros positivos”[2.1]. 

 

Variable aleatoria continua: “Se dice que una variable aleatoria X es 

continua si sus valores consisten en uno o más intervalos de los reales”[2.1]. 

 

2.2.1 DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD CON VARIABLE 
ALEATORIA DISCRETA 

 

Una variable aleatoria discreta X  asume cada uno de sus valores con una 
cierta probabilidad. Para especificar la probabilidad de que una variable 

aleatoria discreta X  tome un valor x  se usa la siguiente 

expresión: )()( xXPxf  . Al conjunto de pares ordenados ))(,( xfx  se le llama 

función masa de probabilidad ó distribución de probabilidad de la variable 

aleatoria discreta X  si para cada resultado posible de x  se cumple que: 

 

1) 0)( xf  

2) 1)( 
x

xf  

http://es.wikipedia.org/wiki/Experimento_aleatorio
http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Espacio_muestral
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Así pues, la forma en que varían los resultados de un experimento 

aleatorio queda descrita teóricamente por la distribución de probabilidad de 

una variable aleatoria.  

 

La distribución de probabilidad de X  está ligada directamente con la 

función de distribución acumulativa de X . Ésta función de distribución 

acumulativa de la variable aleatoria X , es la probabilidad de que X  sea 

menor o igual a un valor específico de x , es decir: 

  





xx

i

i

xpxXPxF )()()( ……………………………………………………………………(2.2) 

 

Para una variable aleatoria discreta, la función de distribución acumulativa 

)(xF  es una función no decreciente de los valores de X , tal que: 

 

1) 1)(0  xF  , para cualquier x  

 

2) )()( ji xFxF   si ji xx   

 

3) )(1)( xFxXP   
 

Para variables aleatorias con valor entero, se tiene: 

 

4) )1()()(  xFxFxXP  

 

5) )1()()(  ijji xFxFxXxP  

 

2.2.2 DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD CON VARIABLE 

ALEATORIA CONTINÚA 

 
En el caso discreto, a todos los valores de una variable aleatoria, se le 

asignan probabilidades positivas, y a pesar de que todo el conjunto de estos 

valores sea infinito numerable, la suma de las probabilidades asignadas es 

uno. Lo dicho anteriormente no sucede para el caso continuo. Por lo cual, la 

probabilidad de que una variable aleatoria continua X  tome un valor 
específico x  es cero. 

  

La función )(xf , llamada función de densidad de probabilidad, caracteriza 

la distribución de probabilidad de una variable aleatoria continua X  y también 
proporciona un medio para determinar  la probabilidad de que la variable 

aleatoria X  se encuentre en un intervalo donde  bXa  . 

  

La definición formal [2.1] de la función de  densidad de probabilidad de una 

variable aleatoria continua X   define  como: 
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Si existe una función )(xf  tal que: 

 

1)  xxf ,0)(  

2) 1)( 



dxxf  

3) 
b

a
xfbXaP )()(  

 

para cualquier bya , entonces )(xf  es la función de densidad de 

probabilidad de la variable aleatoria continua X . 

 

Como el área total bajo )(xf  es uno, la probabilidad del intervalo 

bXa   es el área acotada por las rectas aX   y bX   y la función de 

densidad como se muestra a continuación: 

 

 
Figura 2.1 Probabilidad ilustrada como el área bajo la curva de la función 

de densidad [2.1]. 

 

La función de distribución acumulativa )(xF   se define como: 

 

 


x

dtfxFxXP )()()( 
……………………………………………………………………..(2.3)

 

 

En donde  , es una variable artificial de integración. 

 

 La función )(xF  es el área acotada por la función de densidad que se 

encuentra a la izquierda de la recta xX  , lo anterior se muestra en la figura 

2.2. 
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Figura 2.2 La distribución acumulativa ilustrada como un área bajo la 

función de densidad [2.1]. 

 

Se puede observar en la gráfica 2.2 que la función de distribución 

acumulativa )(xF   de una variable aleatoria continúa X  es la probabilidad de 

que X  tome un valor menor o igual a x . 

   

Dado que para cualquier variable aleatoria continúa X , 
 

,0)()(  
x

x
dfxXP 

…………………………………………………………………………(2.4)
 

Entonces: 

 

),()()( xFxXPxXP  …………………………………………………………………….(2.5) 

 

La distribución acumulativa )(xF , es una función lisa no decreciente  de 

los valores de la variable aleatoria con las siguientes propiedades [2.1]: 

 

1) 0)( F  

2) 1)( F  

3) )()()( aFbFbXaP   

4) )(/)( xfdxxdF   
  
2.2.3 VALOR ESPERADO DE UNA VARIABLE ALEATORIA 

 

El valor esperado o esperanza de una variable aleatoria X  es el promedio 

ó valor medio de una variable aleatoria X después de un número grande de 
experimentos y está dado por: 

 


x

xxpXE )()(  Si x  es discreta  ó: 


x

x
xxfXE )()(  Si X es continua. 
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En donde: 

 

)(xp  Es la función de probabilidad. 

)(xf  Es la densidad de probabilidad.  

 

Para una función )(xg , el valor esperado de de la variable aleatoria X , 

está dado por: 

 

  
x

xpxgXgE )()()(  Si x  es discreta  ó: 

  
x

x
xfxgXgE )()()(  Si X  es continua 

 

Las propiedades de la esperanza de una variable aleatoria que se 

presentan a continuación son válidas tanto en el caso continuo como en el caso 

discreto.  Para enunciarlas se toma el caso continuo. 

 
1. Si c  es una constante, su valor esperado, será el valor que tenga la 

constante. 

 

 


x

x

x

x
cdxxfcdxxcfcE )()()(
…………………………………………………………….(2.6) 

 

2. Sean a  y b  son constantes, el valor esperado de baX  , es el producto 

de a  por el valor esperado de x  más b . 

 

bXaEbaXE  )()( ………………………………………………………………………………(2.7) 

 

3. El valor esperado de la suma de dos funciones )(Xg  y )(Xh de X  es la 

suma del valor esperado de )(Xg  más el valor esperado de )(Xh . 

 

     )()()()( XhEXgEXhXgE  …………………………………………………………(2.8) 

 

2.2.4 MOMENTOS DE UNA VARIABLE ALEATORIA 

 

Los valores esperados de ciertas funciones de X , son los momentos de 

una variable aleatoria X . Estos valores se emplean para caracterizar la 

distribución de probabilidad de X  y para especificarla cuando se conocen 

todos los momentos de X . Los momentos de X  generalmente se definen 

alrededor del valor esperado de X  ó del cero a pesar de que se pueden definir 
alrededor de cualquier punto de referencia. 
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Sea X  una variable aleatoria. El ésimon  momento de X  alrededor del 

cero se define por: 
 


x

nn

n xpxXE )()('    Si X es discreta  ó: 


x

x

nn

n xfxXE )()('    Si X  es continua 

 

La media   o valor esperado de la variable aleatoria es el primer 

momento alrededor del cero; es decir: )('

1 XE  . La media de una variable 

aleatoria es una medida de tendencia central, debido a que es una cantidad 

numérica alrededor de la cual los valores de la v. a., tienden a agruparse. 

 

El n-ésimo momento alrededor de la media de una variable aleatoria X  
es:  

 
x

x

nn

n dxxfxXE )()()(   Si X  es continua. 

 
x

nn

n xpxXE )()()(   Si X  es discreta. 

Para cualquier variable aleatoria X , su momento central cero es uno: 
 
 

1)1()( 0

0  EXE 
…………………………………………………………………………(2.9)

 

 

Para cualquier variable aleatoria X , el primer momento central es cero: 
 

0)()(1   xEXE ………………………………………………………………….(2.10) 

 

El segundo momento central está dado por la ec. (2.11) y recibe el 

nombre de varianza de la variable aleatoria: 

 
2

2 )(   XE ………………………………………………………………………………………(2.11) 

 

Lo anterior también se puede expresar como: 

 
2'

22   ……………………………………………………………………………………….….(2.12) 

 

Debido a que: 

 
2

2 )()(   XEXVar  

)2( 22

2   XXE  
222

2 2)(   XE  
2'

22    
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Para una variable aleatoria X , su varianza es el segundo momento 

alrededor del origen menos el cuadrado de la media )( 2 .  

 

Para una variable aleatoria, la varianza es una medida de dispersión de su 

distribución de probabilidad. La desviación estándar es la raíz cuadrada 

positiva de la varianza. A la varianza se le denota por 
2  y a la desviación 

estándar por  . 

 

Para una variable aleatoria X , la varianza es invariable, es decir 

)()( XVarbXVar   para cualquier constante b , y )()( 2 XVarabaXVar   para 

dos constantes a y b  cualesquiera. 

 

Los momentos centrales tercero y cuarto proporcionan información sobre 

la forma de la distribución de probabilidad X . El tercer momento central se 

refiere a la asimetría de la distribución de probabilidad X . Este momento es: 
 

3

3 )(   XE
………………………………………………….…………………………………..(2.13) 

 
3'

2

'

33 23  
……………….…………………………………..………………………..(2.14) 

 

Cuando las distribuciones de probabilidad tienen un sólo pico, para: 

 

1) 03   la distribución es simétrica 

2) 03   se dice que la distribución es asimétrica negativamente  

3) 03   la distribución es asimétrica positivamente. 

 

Cuando se tienen distribuciones con más de un pico, el valor de 3  no 

basta para conocer la forma de la distribución. Debido a esto se utiliza el tercer 

momento estandarizado  ó coeficiente de asimetría que está dado por: 
 

  2
3

23

*

3 /  
………………………………………………………………………………………(2.15)

 

 

El coeficiente 3  es la medida de la asimetría de una distribución de 

probabilidad con respecto a su dispersión. Una distribución de probabilidad es 

asimétrica positiva si 03  , negativa si 03   o simétrica si 03  .  

 

Cuando la distribución de probabilidad de una variable aleatoria X , es 

simétrica, cada valor positivo de 
rX )(   se cancela por un valor negativo de 

la misma magnitud y de igual probabilidad, dando como resultado que todos 

los momentos centrales de X  de orden impar sean cero.  
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El cuarto momento central, recibe el nombre de curtosis. Este momento 

es una medida de que tan puntiaguda es la distribución de probabilidad. Se 

define como: 

 
4

4 )(   XE ………………………………………………………………………………………(2.16) 

 
4'

2

2'

3

'

44 364  
…………………………………………………………………(2.17)

 

 

Sin embargo, se prefiere usar el cuarto momento estandarizado, como 

medida relativa de la curtosis: 

 
2

244 /   ……………………………………………………………………………………………(2.18) 

 

 Si 34  , la distribución no presenta un pico muy alto ni muy bajo y 

recibe el nombre de mesocúrtica. 

 

 Si 34  , la distribución de probabilidad presenta un pico alto y recibe el 

nombre de leptocúrtica. 
 

 Si 34  , la distribución es relativamente plana y recibe el nombre de 

platicúrtica. 

 

   Se toma como referencia el 3 debido a que la curtosis estandarizada de 

una distribución de probabilidad se compara con la distribución normal, cuyo 

valor es 3. 

 
2.3 TEOREMA DE BAYES 

 

Sea  un espacio muestral que está formado por los eventos 

n .....,, 321  mutuamente excluyentes, entonces,  

n  .......4321  

 

 
Figura 2.3 Teorema de Bayes. 
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Si ocurre un evento x  definido en , observamos que: 

 

)(....)()()()......( 321321 xxxxxxx nn  

 

Como los eventos xi 
 
son mutuamente excluyentes, entonces:  

 

)(....)()()()( 321 xpxpxpxpxp n  
………………………(2.19)

 

 

y como )()()( iii xppxp   ,es decir, la probabilidad de que ocurra el 

evento i  y el evento x  es igual al teorema de la multiplicación para 

probabilidad condicional, entonces: 
  

)()(.....)()()()()()()( 332211 nn xppxppxppxppxp  
……….(2.20)

 

 

Si deseamos calcular la probabilidad de que ocurra un evento i  dado que 

x  ya ocurrió, entonces: 

 

  
)()(.....)()()()(

)()(

)(

)(
)(

2211 nn

iii

i
xppxppxpp

xpp

xp

xp
xp












  

Simplificando: 

 

)(

)()| (
) |(

xp

pxp
xp ii

i


 

……………………………………………………………………….(2.21)

 

 

)| ()() |( kkk xppxp  
………………………………………………………………………(2.22)

 

 

 A la ecuación 2.21 se le conoce como el Teorema de Bayes. En esta 

expresión, Mi ,....,2,1   es la probabilidad de que x  ocurra sin considerar a la 

categoría a la cual pertenece, )( ip   es la probabilidad a priori de la clase i  y 

) |( ixp   es la probabilidad de que ocurra i  con respecto a x . A )|( ixp   se le 

llama función de probabilidad de la clase i , o  función de probabilidad de 

densidad de x . 

 

2.4 FUNCIÓN NORMAL O GAUSSIANA 
 

La Distribución Gaussiana ó Distribución Normal, es una distribución que 

toma una gran mayoría de variables aleatorias continuas de la naturaleza. Se 

dice que una variable aleatoria x  sigue una distribución normal de parámetros 
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  y 
2 , lo cual se representa como: si su función de 

densidad está dada por:  
 

22 2/)(

22

1
)( 



 x

x exf ……………………………………………………………………..(2.23) 

 

Estos dos parámetros  y 
2 coinciden con la media (esperanza) y la 

varianza respectivamente de la distribución. 

 

  xE  

  2xVar  

 

Para cualquier par de valores de la forma de la función de densidad es la 

llamada campana de Gauss. El área contenida entre la gráfica y el eje de 

abcisas vale 1. 

 
Figura 2.4 Campana de Gauss. 

 

 

La campana de Gauss alcanza un único máximo en  , y que es simétrica 

respecto a ella. La forma de esta campana depende de   y 
2 donde:  

 

   indica la posición de la campana (parámetro de centralización).  

 
2  es el parámetro de dispersión. Si 

2  es pequeño, la masa de 

probabilidad se concentra alrededor de la media. 

 

En la figura 2.5 se muestra a la Distribución Gaussiana con diferentes 

valores de   manteniendo 
2  fijo. En la figura 2.6 se muestra a esta misma 

distribución pero variando ahora los valores de 
2  y manteniendo fija a la  . 
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Figura 2.5 Función Gaussiana con diferentes valores de  .  

 

 

Figura 2.6 Función Gaussiana con diferentes valores de 
2 . 

 

La función de distribución de la función Gaussiana es: 
 








 







 





 x
GdyexF

x

y

x

22 2/)(

22

1
)(  ………………………………………(2.24) 

 

Donde la función  

 









x

y dyexG
2/2

2

1
)(


………………………………………………………………………(2.25)
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Está disponible en forma tabulada. Como )(xf x  depende de dos 

parámetros   y 
2 , la notación  se usa para representar la 

función de densidad de probabilidad en la ec. (2.23). 

 

La constante de normalización 22  en la ec. (2.23) es la que mantiene 

el área bajo )(xf x  igual a 1. 

 

2.5 LEY DE LOS GRANDES NÚMEROS 
 

La Ley de los Grandes Números es un teorema de probabilidad, que afirma 

que el promedio de una sucesión grande de variables aleatorias converge al 

promedio de las esperanzas de las variables aleatorias involucradas. En 

particular, si todas las variables son independientes e idénticamente 

distribuidas (i.i.d), el promedio tiende al valor de la esperanza individual. Esta 

ley indica si se toma una muestra al azar de una población de gran tamaño, el 
promedio será cercano a la media de la población completa.  

 

Ley débil de los grandes números 

 

La ley débil de los grandes números establece si ,....,, 321 XXX  es una 

secuencia infinita de variables aleatorias independientes e idénticamente 

distribuidas (i.i.d), cada una de ellas con el mismo valor esperado   y 

varianza finita, entonces el promedio de una muestra: 

 

n

XXXX
X n

n

....321 




……………………………………………………………………..(2.26)
 

 

converge en probabilidad a  . Es decir, para todo 0 , se tiene: 

0)|(|lim 


n
n

XP  

 

Ley fuerte de los grandes números 

 

Sea ,....,, 321 XXX  una secuencia infinita de variables aleatorias 

independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), cada una de ellas con una 

media finita  , entonces  

 

1lim
_












n

n
XP

…………………………………………………………………………..(2.27)

 

 

es decir, las medias convergen con una probabilidad 1 a una media 
común  . 

http://es.wikipedia.org/wiki/Esperanza_matem%C3%A1tica


Capítulo 2                 P r o b a b i l i d a d   y   p r o c e s o s   e s t o c á s t i c o s 
                                      

22 

 

 

2.5.1 TEOREMA DEL LÍMITE CENTRAL 

 

El teorema del límite central indica que la suma de un gran número de 

variables aleatorias i.i.d., adecuadamente normalizadas, tiende a una 
distribución normal, (también llamada distribución gaussiana o curva de Gauss 

o campana de Gauss).  

 

Si se tiene una secuencia de n  variables aleatorias i.i.d. ,....,, 321 XXX , 

cada una de ellas con media   y varianza 
2  finitas y se considera que 

nn XXS  ...1  es la suma muestral y nSX nn 
_

 la media muestral, entonces, 

la versión estandarizada de la media nZ , a la que hace referencia el Teorema 

del Límite Central es: 

 



































 nnn
n

X
n

n

X

n

nS
Z

__

/
 ……………………………………………….…..(2.28) 

 

Donde: 

  

  0nZE
 
y   1var nZ  puesto que 2  , 









nXE
_

 y nX n /var 2
_










 
 

La distribución de nZ  tiene dos características en común con la 

distribución )1,0(N  : ambas poseen media nula y varianza 1. A continuación se 

enuncia dicho teorema: 

 

Teorema del Límite Central [2.6] 

 

Sea ,....,, 321 XXX  una secuencia de variables aleatorias i.i.d., con  media 

  y varianza 
2  finitas. Sea )1.0(~ NZ . Cuando n , la secuencia  nZ  

converge en una distribución a Z, es decir ZZ
D

n  .   

 
El teorema del límite central garantiza una distribución normal cuando n  

es suficientemente grande. 

 
La razón por la cual este teorema recibe el nombre de "teorema del límite 

central", es porque la aproximación entre dos distribuciones es mayor en el 

centro que en sus extremos, por lo tanto, la palabra "central" califica al límite, 

más que al teorema. 
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2.6 PROCESOS ESTOCÁSTICOS: CONCEPTOS 

 

Un proceso estocástico se refiere al comportamiento de una variable a lo 

largo del tiempo. Los procesos estocásticos son útiles cuando se requiere 
ajustar un modelo teórico que permita hacer predicciones sobre el 

comportamiento futuro de un proceso. 

 

Un proceso aleatorio ó estocástico se define como una familia  TttX ),(  

de variables aleatorias, clasificadas mediante un parámetro t  que varía en un 

conjunto T [2.9]. 
 

Es decir, un proceso estocástico es un conjunto de variables aleatorias 

)(tX  cuya distribución varía de acuerdo al tiempo t . La variable tiempo t  toma 

valores en un subconjunto de números reales no negativos ó de enteros )(T .  

 

Las variables aleatorias )(tX  toman valores en un conjunto que se 

denomina espacio de estados. El espacio de estados S  de un proceso 

estocástico es el conjunto de todos los posibles valores que puede tomar dicho 

proceso. 

 

Si la variable aleatoria se define sólo para valores discretos de t , el 

proceso se define serie aleatoria o proceso aleatorio de parámetro discreto. 

Cuando t  toma valores continuos, el proceso estocástico es de parámetro 

continuo. Si el resultado es independe del tiempo, el proceso estocástico es 

estacionario. Si el estado en que se encuentra un proceso estocástico depende 

solo del estado anterior pero no de los anteriores a éste, el proceso es de 

Markov.  

 
Definiciones 

 

 Para que dos procesos estocásticos sean iguales, sus funciones 

respectivas deben ser iguales para todas y cada una de las variables 

aleatorias. 

 

 Cualquier operación que implique uno o más procesos (como el producto 

)()( tgtf  ó la suma )()( tgtf  ), se obtiene efectuando operaciones en cada 

una de las funciones de los procesos. 

 

 La función de distribución de la variable aleatoria )(tX  para cada tiempo  

t , es la función de distribución de primer orden del proceso estocástico 

)(tX : 

  

 xtXptxF  )(),( ……………………………………………………………………………….(2.29) 
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 Si )(tX  es continuo en el espacio de estados, la función de densidad de 

la variable que define el proceso estocástico en cada tiempo t , es la función 

de densidad de primer orden del proceso estocástico )(tX : 

  

x

txF
txf






),(
),( ………………………………………………………………………….………..(2.30) 

 

 La función de distribución conjunta del proceso en dos tiempos, 21 tyt , 

es la función de distribución de segundo orden del proceso estocástico )(tX : 

 

 22112121 )(,)(),;,( xtXxtXpttxxF  …………………..…..……………………….(2.31) 

 

 Si )(tX  es continuo en el espacio de estados, la función de densidad 

conjunta del proceso en dos tiempos 21 tyt , es la función de densidad de 

segundo orden del proceso estocástico )(tX : 

  

21

2121

2

2121

),;,(
),;,(

xx

ttxxF
ttxxf






……………………………………………………..…..…(2.32)

 

 

Las funciones de distribución y de densidad de orden n-ésimo se definen 

análogamente: 

 

 nnnn xtXxtXxtXptttxxxF  )(....,)(,)(),.....,,;....,,( 22112121 .
…..….….(2.33) 

n

nn

n

nn
xxx

tttxxxF
tttxxxf






,....,,

),.....,,;....,,(
),.....,,;....,,(

21

2121

2121 ………………………….(2.34) 

 

 Si la distribución de orden n-ésimo de un proceso estocástico  

 

 nnn xtfxtfxtfobxxxP  )(...,)(,)(Pr),.....,( 221121  …………………………(2.35) 

 

para cualquier n  y nttt ..., 21  es conocida, el proceso estocástico real está 

estadísticamente determinado. 

 

La distribución de un orden dado puede determinarse mediante una de 

orden superior. 
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2.6.1 ESTACIONALIDAD 

 

Cuando la función densidad de probabilidad de un proceso estocástico de 
primer orden es independiente del tiempo: 

 

)()(),( xftxftxf  …………………………………………………………………….….(2.36) 

 

El proceso estocástico es estacionario de primer orden. 

 

Cuando la función de densidad de probabilidad de un proceso estocástico 

es de segundo orden: 
 

),;,(),;,( 21212121 ttttxxfttxxf  ……………………………………………………(2.37) 

 

El proceso estocástico es estacionario de segundo orden.   
 

Existen muchas definiciones de procesos estocásticos estacionarios, a 

continuación se enuncian algunas. 

 

Definición en sentido estricto 

 

En sentido estricto, un proceso estocástico es estacionario si al cambiar el 
origen del tiempo, sus funciones de densidad de probabilidad no varían. Es 

decir, para cualquier   arbitrario, los dos procesos )(tf  y )( tf  tienen las 

mismas funciones de densidad de probabilidad. Por lo tanto, la densidad de 

orden n-ésimo es: 
 

),.....,;,.....,(),.....,;,.....,( 21212121   nnnn tttxxxptttxxxp
………………..(2.38) 

 

El valor esperado  )(tfE  de )(tf es una constante, esto se debe a que a 

que );();(  txptxp , por lo tanto, la densidad de primer orden ),( txp  de un 

proceso estacionario es independiente de t . 

 

La distribución conjunta de las variables aleatorias )(tf  y )( 12 tttf   es la 

función densidad de segundo orden, esto se debe a que: 

  

),,;,(),;,( 21212121   ttxxPttxxP ……………………………………………………..(2.39) 

 

Entonces: 

 

);,(),;,( 12212121 ttxxpttxxp 
……………………………………………………………….(2.40) 

 



Capítulo 2                 P r o b a b i l i d a d   y   p r o c e s o s   e s t o c á s t i c o s 
                                      

26 

 

 

Cuando los estadísticos  conjuntos de )(tf  y )(tg   son los mismos de 

)( tf , )( tg , entonces se dice que los dos procesos )(tf  y )(tg  son 

conjuntamente estacionarios. 

 

Si )(tf  y )(tg  son conjuntamente estacionarios, entonces el proceso 

complejo )()()( tjgtftz   es estacionario. 

 

El proceso )(tf   puede ser individual y no conjuntamente estacionario. 

 

Definición de estacionario en sentido amplio 

 

Para que un proceso aleatorio estocástico sea estacionario en sentido 
amplio ó débilmente estacionario se debe de cumplir que: 

 

 Su media y sus funciones de densidad de probabilidad de primer y 

segundo orden no dependan del tiempo. 

 

 Su función de autocorrelación depende del desplazamiento  . En este 

caso, las propiedades con las que cumple la función de autocorrelación 

son: 

 

1) ).0(|)(| xxxx RR   Está acotada y es máxima en el origen. 

2)  )()0( 2 tXERxx    

3) )()(   xxxx RR   

4) 2

||
)( 





xxRiml  Si el proceso no tiene componentes periódicas. 

 

Un proceso estocástico es estacionario en sentido amplio si es estacionario 

de orden dos,  pero el caso contrario no aplica. 

 

Definición de proceso estocástico estacionario de orden  finito 

 

 Si la ec.(2.38) se cumple para kn  , entonces, el proceso estocástico es 

estacionario de orden  k .
 

 
Definición de proceso estocástico periódicamente estacionario 

 

En el sentido estricto, un proceso )(tf  es periódicamente estacionario con 

periodo T , si para nT , se cumple la ec.(2.38). 

 
Definición de estacionario en un intervalo 

 

Si la ec.(2.38) se satisface para todo t   en el intervalo ),( bag , entonces 

se dice que el proceso )(tf  es estacionario en el intervalo ),( bag . 
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Definición de incrementos estacionarios 

 

 Si para todo par de instantes 21 tt   , la distribución de )()( 12 tXtX  ,  es 

independiente de 21 tyt  entonces el proceso estocástico es de incrementos 

estacionarios. 

 

Definición de estacionario asintóticamente  
 

Si: 

 







nn tttxxxp ,....,;,.....,(lim 2121
……………………………………………………(2.41)

 

 

existe y es independiente de  , entonces el proceso )(tf es estacionario 

asintóticamente. 

 
2.6.2 ERGODICIDAD 

 

Antes  de definir el concepto de proceso ergódico, se definirá el concepto 

de medias temporales  de un proceso.  La media temporal )(tY  de un proceso 

estocástico )(tY , se define como: 

 

dttY
T

tY
T

Tk 
 )(

2

1
lim)(

……………………………………………………………………..(2.42)
 

 

Con base a lo anterior, )(tX  es un proceso ergódico, si sus momentos 

estadísticos son iguales a  sus momentos temporales. Es decir, todo el proceso 

se puede representar por una realización temporal. 

 

No todo proceso estacionario es ergódico pero si se cumple lo contrario. 

 
2.6.3 EJEMPLOS DE PROCESOS ESTOCÁSTICOS 

 

Entre los procesos estocásticos, se encuentra el proceso de Poisson y 

las cadenas de Markov en tiempo discreto. 

 

 Proceso de Poisson 
 

Durante la última década de su vida, Simeón Dennis Poisson (1781-1840), 

formuló la Distribución de Poisson.  

 

Un proceso de Poisson, es una serie de variables aleatorias  que cumple 

con tres condiciones. Antes de enunciarlas, se tomará en cuenta lo siguiente: 
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Sea )(tPn  la probabilidad de que ocurran n  acontecimientos en el periodo 

de ),0( t .  Si en el intervalo tty 0  ocurre el acontecimiento n . Entonces los 

acontecimientos que ocurrirán entre ),0( t  serán 1n . Y para el intervalo de  

1tyt , solo ocurrirá un suceso.  Con base en lo anterior, las condiciones que 

se deben de cumplir para que el proceso anterior sea un Proceso de Poisson 
son las siguientes:  

 

1)  t  es la probabilidad de que exista un acontecimiento entre ttyt  , 

donde   es una constante, llamada intensidad del proceso. 

 

2) La probabilidad de que existan uno o más acontecimientos en el 

intervalo  ttyt  , es tan despreciable que se toma como cero. 

 
3) En dos intervalos de tiempo disjuntos  puede ocurrir un cierto número de 

acontecimientos, dichos acontecimientos son variables aleatorias 

independientes. 

 

Si se cumplen las propiedades anteriores, entonces la probabilidad de 

tenern  acontecimientos en el intervalo de longitud t  es: 

 

!

)(
)(

n

te
tP

nt

n



 …………………………………………………………………………………….(2.43) 

 

El número esperado de acontecimientos en el tiempo t  es t  , donde   
es el número de acontecimientos esperados por unidad de tiempo. 

  
En la actualidad, la distribución de Poisson se emplea para describir 

procesos como: las llegadas de llamadas telefónicas a una central, las llegadas 

de los camiones y automóviles a la caseta de cobro las fallas de maquinaria en 

procesos industriales y el número de accidentes en un cruce.  

 

 Cadenas de Markov en Tiempo discreto 

 
Una cadena de Markov, es una serie de estados, donde la probabilidad 

de que ocurra un estado depende del estado inmediato anterior. Es decir, las 

cadenas de Markov son procesos de corta memoria ya que sólo recuerdan el 

último estado para decidir cuál será el próximo.  

 

Se dice que, una cadena de Markov  es un proceso aleatorio en tiempo 
discreto si: 

 

1) T es un conjunto indexado, numerable infinitamente, que toma los 
valores enteros: 0,1….. 
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2) Para toda Tt , existe un conjunto numerable   tal que:
 

1)( tXP  

 

3) Para todo 10 ,....., xx   y para toda 0t en  , se cumple la probabilidad 

condicional: 

 

)|(),....,|( 110011 tttttttt xXxXPxXxXxXP   …………….………(2.44)
 

  

Donde  tXXXX ,....,, 321  es la secuencia de variables aleatorias. 

 

La ecuación (2.44) se le llama “primer paso de transición de probabilidad”, 

y se basa en la propiedad Markoviana siguiente: 

 

Dado el conocimiento del estado presente tX , el estado futuro 1tX  en el 

1t  es independiente del estado pasado 01,.......XX t  .  

 

A la función )|( 11 tttt xXxXP    se le llama “primer paso de la probabilidad 

de transición”. 

 

 



 
 

ANÁLISIS TEXTURAL 
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3.1 INTRODUCCIÓN 

 

La textura es una de las características más importantes para clasificar y 

reconocer escenas u objetos. La textura es un arreglo espacial de valores de 

pixeles, depende de la escala de observación y varía de un lugar a otro en la 

imagen. 
 

Las texturas se caracterizan por su uniformidad, densidad, grosor, 

rugosidad, intensidad y regularidad de medidas discretas del tono y de sus 

relaciones espaciales. 

 

3.2 ALTERNATIVAS EN EL ANÁLISIS DE TEXURAS 
 

Para estimar una textura contenida en una imagen existen técnicas 

espectrales, estructurales, estadísticas y técnicas basadas en modelos. A 

continuación se describen los más comunes.  

 

3.2.1 TÉCNICAS ESPECTRALES 
 

Las técnicas espectrales incluyen el uso de la transformada de Fourier y de 

la transformada wavelet en sus diversas modalidades. 

 

 La Transformada de Fourier, se utiliza principalmente para detectar la 

periodicidad global de una imagen mediante la detección de picos estrechos de 

alta energía del espectro. Aunque en algunas aplicaciones ha funcionado 
satisfactoriamente, su implementación se ve usualmente restringida por la 

poca información que se puede extraer cuando las texturas son heterogéneas o 

de carácter aleatorio, es decir, cuando las  imágenes son no estacionarias y 

transitorias. 

 

La transformada Wavelet apareció a finales de 1950,  se basa en 
pequeñas ondas llamadas “ondeletas” de frecuencia variable y duración finita. 

Dentro de los usos de la transformada Wavelet se encuentran: el análisis local 

de señales no estacionarias, el análisis de señales electrocardiográficas, 

sísmicas, de sonido, de radar, así como también es utilizada para la 

compresión y procesamiento de imágenes y reconocimiento de patrones. 

 

3.2.2   TÉCNICAS ESTRUCTURALES 
 

El desarrollo de las técnicas estructurales se basa en obtener patrones 

primitivos de la textura (también llamados Textel) para describir la forma en 

que se agrupan y forman la textura en sí. Un Textel (texture element) es la 

mínima unidad de textura aplicada a una superficie. De la misma forma que 

una imagen digital se representa mediante una matriz de píxeles, una textura 
se puede representar mediante un matriz de texels. Cuando se aplica una 

textura a una superficie 3D, en el mapeado de texturas, se asignan texels a los 

píxeles correspondientes que aparecerán en la imagen final. Un texel puede  

 

http://es.wikipedia.org/wiki/Imagen_digital
http://es.wikipedia.org/wiki/P%C3%ADxel
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Mapeado_de_texturas&action=edit&redlink=1
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corresponder a varios píxeles, o bien ser de tamaño inferior a uno, en cuyo 

caso podría no ser visible.  

 

Un Texel tiene propiedades invariantes como: forma, tamaño, nivel de gris 

o color. 
 

   

Textura a Textura b Textura c 

   
Textel de la Textura a Textel de la Textura b Textel de la Textura c 

Figura 3.1 Ejemplos de texturas y sus correspondientes texels[3.9]. 

 
Después de identificar los textels, la textura puede analizarse por medio 

de las propiedades estadísticas de los elementos extraídos o extrayendo la 
regla de colocación que describa la textura. El inconveniente de este método es 

que no todas las texturas tienen un elemento que se repite. 

 

3.2.3   TÉCNICAS BASADAS EN MODELOS 

 

Está técnica se basa en construir un modelo de la imagen. Se consideran 
como tales los modelos fractales y los campos aleatorios de Markov (MRF). 

 

3.2.3.1 MODELO FRACTAL 

 

Ésta técnica fue introducida por Pentland, en ella se muestra la correlación 

que existe entre la rugosidad de una textura y su  dimensión fractal. Es por 
ello, que la determinación de la dimensión fractal, es la base para la 

descripción fractal de texturas. 

 

El principio básico para estimar la dimensión fractal se basa en el concepto 

de Autosimilitud. Según B. Mandelbrot, un objeto es autosimilar o 

autosemejante si sus partes tienen la misma forma o estructura que el todo, 

aunque pueden estar deformadas ligeramente y pueden presentarse a 
diferente escala. 
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Un conjunto acotado A , en un espacio euclidiano de n  dimensiones,  es 

auto-similar, si está constituido por la unión de N  copias no solapadas y 

distintas de sí mismo, cada una de ellas escaladas con un factor r . La 

dimensión fractal correspondiente a dicha región viene dada por: 
 

)/1log(

)log(
lim

0 r

Nr
D

r


……………………………………………………………………………………….(3.1)

 

 

La dimensión )(D , se refiere a la rugosidad de una superficie. Entre más 

grande sea el valor de D , más rugosa será la superficie. 

 

3.2.3.2 MODELO DE LOS CAMPOS ALEATORIOS DE MARKOV (MRF) 
 

 Los campos aleatorios de Markov se utilizan para el modelado, la 

segmentación y clasificación de texturas.  

Un campo aleatorio de Markov es un proceso estocástico discreto cuyas 

propiedades globales están controladas por la media de las propiedades 

locales. 

 
Un modelo de textura de MRF puede ser especificado por medio de una 

probabilidad conjunta )( fP , la cual determina como ocurre un patrón de 

textura f . Para modelar texturas, se utilizan varios modelos de MRF, como los 

auto-modelos entre los cuales se encuentra el modelo de Ising y el modelo 

logístico multiniveles ó modelo de Potts. Estos modelos se describirán con 

detalle en el capítulo 4. 
 

3.2.4   TÉCNICAS ESTADÍSTICAS 

 

Las técnicas estadísticas emplean medidas obtenidas a partir del 

histograma para proporcionar características de textura tales como suavidad, 

granulosidad y rugosidad. Estas técnicas pueden ser de primer, segundo o de 
tercer orden:  

 

Primer orden. No se considera la relación entre pixeles. Las medidas 

texturales se calculan a partir de los valores de gris originales de la imagen y 

su frecuencia, como la media, varianza, desviación estándar.  

 
Segundo Orden.  Se considera la relación de co-ocurrencia entre grupos 

de dos píxeles de la imagen original a una distancia dada. 

 

Tercer y más Orden. Se consideran las relaciones entre 3 o más píxeles. 

Teóricamente, se puede realizar su cálculo, pero su implementación requiere 

de mucho tiempo. 
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El histograma es una función de densidad de primer orden y proporciona 

información sobre los niveles de grises de una región, pero no indica cómo se 

distribuyen en el espacio. Para ello, se emplea la matriz de co-ocurrencia, la 

cual es una función de densidad conjunta que mide la cantidad de píxeles que 

se encuentran a una determinada distancia y que tienen el mismo nivel de 
gris.  

 

3.2.4.1 MATRIZ DE CO-OCURRENCIA Ó GREY LEVEL CO-OCURRENCE 

MATRIX  (GLCM) 

 

La matriz de co-ocurrencia es una función de segundo orden y cuenta con 
una amplia gama de descriptores para la caracterización de texturas, con la 

ventaja adicional de que puede ser aplicada a texturas de origen aleatorio o 

que no respondan a un patrón o serie de patrones determinados.  

 

La técnica estadística cuenta con los siguientes momentos centrales de 

primer a cuarto orden:  
 

 Media (primera orden). 

 Nivel medio de intensidad de la región. 

 Varianza (segundo orden). 

 Dispersión de los niveles de intensidad. 

 Sesgo (tercer orden). 

 Medida de la simetría del histograma. 
 Curtosis (cuarto orden). 

 Medida de la caída del histograma (granularidad de región). 

 

En esta matriz, cada elemento representa la probabilidad de ocurrencia de 

dos valores de la escala de gris separados por un operador vectorial de 

posición d  determinado por su magnitud || d  y su dirección  . Donde    

puede tomar cualquiera de las 8 direcciones del código de Freeman(CF). 

 

Las direcciones 0,1,2,3 del código de Freeman son simétricas a las 
direcciones 4,5,6 y 7 , por lo que la matriz de co-ocurrencia se calcula solo 

para 0,1,2 y 3. 

 
Fig. 3.2 Código de Freeman 
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 A partir de la GLCM se pueden calcular ciertos descriptores como son la 

entropía, energía, contraste, homogeneidad, etc. 

 

3.2.4.2   CONSTRUCCIÓN DE LA MATRIZ DE CO-OCURRENCIA 

 
Los elementos necesarios para construir la GLCM, dependen de la 

disposición de los píxeles en la imagen, es decir, de su ubicación espacial, de 

su valor de intensidad y de las relaciones con su vecino, con base en esto, los 

elementos necesarios para construir la matriz de co-ocurrencia  son: 

 

Condición. Es la regla que debe cumplir un píxel para ser cuantificado 

con relación a un vecino, generalmente esta condición es la ubicación del píxel 
de determinada intensidad que se encuentra en la dirección del vecino. 

 

Dirección. Es la orientación espacial en la cual se evalúa la condición, 

estas direcciones toman sus valores del código de Freeman y son 0,1,2, y 3. 

 

Distancia. Es el número de píxeles a los cuales se encuentra el par de 
píxeles evaluados en la condición, las distancias que se utilizan para las 

direcciones pares en el código de Freeman es  1|| d  y para las direcciones 

impares en el código de Freman 2|| d . 

 

El siguiente ejemplo muestra  la forma en que se construye la matriz de 

co-ocurrencia: 

 

Ejemplo 1 

 
Si tenemos una imagen 4x4 con 4 niveles de grises: 

 

0 0 1 1 

0 0 1 1 

0 2 2 2 

2 2 3 3 

 

Para formar la matriz de co-ocurrencia para 1|| d  y θ=0, primero 

obtenemos los pares de niveles de grises mediante una matriz auxiliar. El 

primer par de niveles de grises de esta matriz estará formado por el elemento 

del renglón 1 columna 1 de la imagen, en este caso, el primer elemento es el 

cero. Es segundo elemento será el que está a una 1|| d  en dirección 

horizontal ya que =0. Siguiendo la dirección de la flecha verde, este elemento 

también es cero, de esta manera el primer par (i,j) es (0,0), después se toma 

como referencia a este segundo elemento y se busca al elemento que cumpla 

con esta condición para que se forme el segundo par que en este caso es 

(0,1), y así sucesivamente. 
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0 0 1 1 

0 0 1 1 

0 2 2 2 

2 2 3 3 

 

 Una vez que se han obtenido todos los elementos del primer renglón se 

obtienen los elementos del segundo renglón de la misma manera, hasta 

obtener todos los pares (i,j), construyendo así la siguiente matriz auxiliar: 

 

i J 

 

0 0 

0 1 

1 1 

0 0 

0 1 

1 1 

0 2 

2 2 

2 2 

2 2 

2 3 

3 3 

 

Una vez que se ha llenado esta tabla se procede a llenar la matriz de co-
ocurrencia, en la cual se indica la frecuencia con que ocurren los pares de 

niveles de grises. Por ejemplo, el par (0,0) se repite 2 veces en la tabla 

anterior, por lo cual en (i=0, j=0) de la matriz, se coloca  el número 2, y así 

sucesivamente. Con base en lo anterior, la matriz de co-ocurrencia será: 

 

i/j 0 1 2 3 

0 2 2 1 0 

1 0 2 0 0 

2 0 0 3 1 

3 0 0 0 1 

 

Para normalizar la matriz de co-ocurrencia, se divide a cada uno de sus 

elementos entre el número de combinaciones resultantes de la matriz original, 

en este caso 12. Por lo tanto, la matriz resultante será: 

 

i/j 0 1 2 3 

0 0.1666 0.1666 0.0833 0 

1 0 0.1666 0 0 

2 0 0 0.25 0.0833 

3 0 0 0 0.0833 
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Para obtener una matriz de co-ocurrencia simétrica, se obtienen los pares 

de niveles de grises para 1|| d , θ=0 y 1|| d , θ=4, lo que equivale a tomar las 

probabilidades anteriores más las probabilidades de ocurrencia de las parejas 

en la dirección de la flecha roja o a tomar los pares de niveles de grises como 

(j,i) en lugar de tomarlos como (i,j). 

 

0 

 

0 1 1 

0 0 1 

 

1 

 
0 

 
2 2 

 
2 

2 2 3 

 

3 

 
 

Por lo tanto, la matriz auxiliar completa es: 

 

i J j I 

  

0 0 0 0 

0 1 1 0 

1 1 1 1 

0 0 0 0 

0 1 1 0 

1 1 1 1 

0 2 2 0 

2 2 2 2 

2 2 2 2 

2 2 2 2 

2 3 3 2 

3 3 3 3 

 

De acuerdo a la frecuencia con la que se repiten los pares de niveles de 

grises en la tabla anterior, la matriz de co-ocurrencia es la siguiente: 

 

i/j 0 1 2 3 

0 4 2 1 0 

1 2 4 0 0 

2 1 0 6 1 

3 0 0 1 2 

 

Para normalizar, se divide cada elemento de la matriz entre 24 que es el 

número de combinaciones resultantes de la matriz original: 
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i/j 0 1 2 3 

0 0.1666 0.0833 0.0416 0 

1 0.0833 0.1666 0 0 

2 0.0416 0 0.25 0.0416 

3 0 0 0.0416 0.0833 

 

Ejemplo 2 

 

La matriz de co-ocurrencia para la imagen anterior para 1|| d , 2  y 

6 ,  la obtenemos de la siguiente forma: 

 

0 

 

0 1 1 

 
0 0 1 

 

1 

 
0 

 

2 2 

 

2 

2 2 3 

 

3 

 

Siguiendo la dirección de las flechas verdes se obtienen los pares (i,j) y en 

sentido contrario las parejas (j,i), de esta manera la matriz auxiliar es: 

 

I j J I 
  

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 2 2 0 

0 0 0 0 

0 2 2 0 

2 2 2 2 

1 1 1 1 

1 2 2 1 

2 3 3 2 

1 1 1 1 

1 2 2 1 

2 3 3 2 

 
Por lo tanto la matriz de co-ocurrencia es: 

 

i/j 0 1 2 3 

0 6 0 2 0 

1 0 4 2 0 

2 2 2 2 2 

3 0 0 2 0 
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Y por último obtenemos la matriz normalizada: 

 

i/j 0 1 2 3 

0 0.25 0 0.0833 0 

1 0 0.1666 0.0833 0 

2 0.0833 0.0833 0.0833 0.0833 

3 0 0 0.0833 0 

 

Ejemplo 3 

 

La matriz de co-ocurrencia para la imagen del ejemplo 1 para 2|| d ,  

 =1 y  = 5, se obtiene, de la misma forma que las matrices anteriores solo 

se tiene que seguir el sentido de las flechas. 

 

0 

 

0 1 1 

 0 0 1 

 

1 

 0 

 

2 2 

 

2 

2 2 3 

 

3 

 Matriz auxiliar:  

I j J I 

  

0 0 0 0 

0 1 1 0 

1 1 1 1 

0 0 0 0 

2 1 1 2 

2 1 1 2 

2 2 2 2 

2 2 2 2 

3 2 2 3 

 
Matriz de co-ocurrencia sin normalizar: 

 

i/j 0 1 2 3 

0 4 1 0 0 

  1 1 2 2 0 

2 0 2 4 1 

3 0 0 1 0 

 

Para normalizar la matriz de co-ocurrencia, dividimos a cada uno de sus 

elementos entre 18 que es el número de combinaciones resultantes de la 

matriz original.  La matriz normalizada resultante es: 
 

i/j 0 1 2 3 
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0 0.2222 0.0555 0 0 

1 0.0555 0.1111 0.1111 0 

2 0 0.1111 0.2222 0.0555 

3 0 0 0.0555 0 

 

Ejemplo 4 

 

Considerando la siguiente imagen de 5x5, con 4 niveles de grises. 

 

2 2 2 3 3 

3 2 2 3 3 

2 1 2 2 2 

3 0 0 2 2 

0 0 0 0 2 

 
Para obtener la matriz de co-ocurrencia para 2|| d , =2 y =6, se realiza 

el mismo procedimiento que en el ejemplo 2, sólo que ahora los elementos que 

formarán los pares de niveles de grises estarán separados por una 2|| d . Se 

empezará el renglón 3, columna 1. 

 

2 

 

2 2 3 3 

3 

 

2 2 3 3 

2 1 2 2 2 

 3 0 0 2 2 

 0 0 0 0 2 

  

Siguiendo la dirección de las flechas verdes se obtienen los pares (i,j) y en 

sentido contrario las parejas (j,i), de esta manera la matriz auxiliar es: 

 

I J J I 

  

2 2 2 2 

2 0 0 2 

1 2 2 1 

1 0 0 1 

2 2 2 2 

2 0 0 2 

2 3 3 2 

2 0 0 2 

2 3 3 2 

2 2 2 2 

 

La matriz de co-ocurrencia obtenida es: 
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i/j 0 1 2 3 

0 0 1 3 0 

1 1 0 1 0 

2 3 1 6 2 

3 0 0 2 0 

 
La matriz normalizada es: 

 

i/j 0 1 2 3 

0 0 0.05 0.15 0 

1 0.05 0 0.05 0 

2 0.15 0.05 0.3 0.1 

 

3.3 MATRIZ DE CO-OCURRENCIA CON VENTANA DESLIZANTE 

 
Debido a que el tiempo de espera para obtener la matriz de co-ocurrencia 

por el método anterior es elevado, se crearon métodos más rápidos para 

realizar estos cálculos.   

 

En esta tesis, para obtener la GLCM se utiliza un método basado en el 

artículo de Clausi (2001) intitulado “Rapid Determination of Co-

occurrence Textura Features”[3.7] . Este método emplea una ventana 
deslizante para obtener la GLCM, el algoritmo comienza con la ventana en la 

esquina izquierda superior de la imagen. Las probabilidades de co-ocurrencia 

se determinan para esta ventana y se calculan los descriptores de esta matriz. 

Después la ventana se desliza una columna hacia la derecha, donde, la 

mayoría de las probabilidades que co-ocurren siguen siendo iguales, excepto 

por las probabilidades que se forman con la nueva columna que ha sido 
incluida a la ventana y por la columna que ha salido de ella. 

 

Por lo tanto, a la matriz de co-ocurrencia original, se le suman las 

probabilidades que se forman con la columna que ha sido incluida y se le 

restan las probabilidades que se formaban con la columna que ha salido de la 

ventana.  
 

Cuando se llega al extremo derecho de la matriz la ventana se baja una 

sola fila. Para las filas pares, la ventana se mueve de izquierda a derecha y 

para las filas impares la ventana se mueve de derecha a izquierda. La ventana 

se mueve en este patrón del zig-zag hasta que se cubre la imagen entera.  
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Figura 3.3 Patrón de zig-zag para determinar las características de 

textura de la imagen [3.7].   

 
Para entender mejor como funciona este método, supongamos que 

tenemos la siguiente imagen: 

 

0 0 0 1 1 3 2 2 

0 0 1 2 2 2 1 3 

0 1 2 2 1 1 2 1 

3 2 1 2 2 3 3 2 

2 3 1 3 1 1 1 3 

2 2 3 1 1 2 2 1 

0 2 2 2 2 2 3 2 

 
La matriz auxiliar de co-ocurrencia para 1|| d , =0 y =4  es: 

 

I j J I 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 1 1 0 

1 1 1 1 

0 0 0 0 

0 1 1 0 

1 2 2 1 

2 2 2 2 

0 1 1 0 

1 2 2 1 

2 2 2 2 

2 1 1 2 

3 2 2 3 

2 1 1 2 

1 2 2 1 

2 2 2 2 

2 3 3 2 
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3 1 1 3 

1 3 3 1 

3 1 1 3 

 
La matriz de co-ocurrencia sin normalizar sería: 

 

 

 

 

 
 

 

Ahora deslizamos la ventana una columna hacia la derecha: 

 

0 0 0 1 1 3 2 2 

0 0 1 2 2 2 1 3 

0 1 2 2 1 1 2 1 

3 2 1 2 2 3 3 2 

2 3 1 3 1 1 1 3 

2 2 3 1 1 2 2 1 

0 2 2 2 2 2 3 2 

 

Para no realizar el cálculo de la matriz de co-ocurrenca que se forma con 

esta ventana, simplemente tomamos la matriz de co-ocurrencia anterior y le 

restamos las probabilidades que se forman con las columnas 1 y 2 y le 

sumamos las probabilidades que se forman con las columnas  5 y 6. 
 

Probabilidades de las columnas 1 y 2: 

 

i j J I 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 1 1 0 

3 2 2 3 

2 3 3 2 

 

 

Como se puede observar, para el par de píxeles (0,0) existen 4 

probabilidades de ocurrencia, para el par (0,1) y por lo tanto para el par (1,0)  

existe 1 probabilidad respectivamente, para el par (2,3) y (3,2) existen dos 

probabilidades de ocurrencia respectivamente. Por lo tanto se restan estas 
probabilidades a la matriz de ocurrencia ya calculada: 

 

i/j 0 1 2 3 

0 6 3 0 0 

1 3 2 5 3 

2 0 5 6 2  

3 0 3 2 0 
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Probabilidades de las columnas 5 y 6. 

 

I j J I 

1 3 3 1 

2 2 2 2 

1 1 1 1 

2 3 3 2 

1 1 1 1 

 
Para el par (1,3) y para el par (3,1) existe 1 probabilidad de co-ocurrencia 

respectivamente. Para el par (1,1) existen 4, para y para los pares (2,3) y 

(3,2) también existe una probabilidad de co-ocurrencia para cada uno. Por lo 

tanto sumamos estas nuevas probabilidades a la matriz anterior y de esta 

manera obtenemos una  nueva matriz de co-ocurrencia: 

 

 
 

 

 

 

 

Este procedimiento se sigue hasta llegar al extremo derecho de la tabla, 
cuando se llega a este punto, la ventana se desliza una fila hacia abajo y las 

probabilidades de co-ocurrencia se calculan de forma similar. 

 

0 0 0 1 1 3 2 2 

0 0 1 2 2 2 1 3 

0 1 2 2 1 1 2 1 

3 2 1 2 2 3 3 2 

2 3 1 3 1 1 1 3 

2 2 3 1 1 2 2 1 

0 2 2 2 2 2 3 2 

 

 

0 0 0 1 1 3 2 2 

0 0 1 2 2 2 1 3 

0 1 2 2 1 1 2 1 

3 2 1 2 2 3 3 2 

2 3 1 3 1 1 1 3 

2 2 3 1 1 2 2 1 

0 2 2 2 2 2 3 2 

i/j 0 1 2 3 

0 2 2 0 0 

1 2 2 5 3 

2 0 5 6 0  

3 0 3 0 0 

i/j 0 1 2 3 

0 2 2 0 0 

1 2 6 5 4 

2 0 5 8 1  

3 0 4 1 0 
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En el ejemplo, la matriz de co-ocurrencia que se obtiene al llegar al 

extremo derecho de la imagen es: 

 

 

 
 

 

 

 

Como la ventana se deslizó un renglón abajo, los términos que se restan a 

la matriz de co-ocurrencia son las probabilidades de las parejas que se forman 
el renglón que fue excluido de la tabla. En este caso el renglón es: 

 

1 1 3 2 2 

Las parejas son: 

 

I j J I 

1 1 1 1 

1 3 3 1 

3 2 2 3 

2 2 2 2 

 

Por lo tanto,  la matriz anterior menos las probabilidades anteriores es: 

 
 

 

 

 

 

 
Por otro lado también se suman nuevas probabilidades, que se obtienen 

del renglón que se ha incluido en la ventana que se desliza, en este caso el 

renglón es: 

1 1 2 2 1 

 

Los pares de niveles de grises son: 

 

I j J I 

1 1 1 1 

1 2 2 1 

2 2 2 2 

2 1 1 2 

 
Y por lo tanto la matriz de co-ocurrencia resultante es: 

 

i/j 0 1 2 3 

0 0 0 0 0 

1 0 8 4 4 

2 0 4 8 3  

3 0 4 3 2 

i/j 0 1 2 3 

0 0 0 0 0 

1 0 6 4 3 

2 0 4 6 2  

3 0 3 2 2 
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El proceso del cálculo de la matriz de co-ocurrencia  sigue este mismo 

camino, siguiendo la trayectoria en zig-zag hasta completar la matriz de co-

ocurrencia. 

 

A pesar de que el método empleado reduce el tiempo requerido para 

obtener la matriz de co-ocurrencia, para imágenes de 512*512 píxeles, el 
tiempo requerido para el cálculo de esta matriz es muy alto, por lo tanto antes 

de calcular GLCM, primero se reduce el número de píxeles de la imagen a 32, 

64, 128, etc. 

 

3.4   DESCRIPTORES DE TEXTURA 

 
Haralick (1973) sugirió 14 descriptores de textura para caracterizar a la 

matriz de co-ocurrencia. Estos descriptores tienen la finalidad de capturar 

algunos de los rasgos de la textura de una imagen como la homogeneidad y el 

contraste. 

 

Los 14 descriptores de Haralick se clasifican en 4 grupos: 

 
 GRUPO 1. Manifiestan los rasgos visuales de las texturas, entre estos 

descriptores se encuentran: Homogeneidad, Contraste y Correlación. 

 

 GRUPO 2. Se basan en estadísticas: Varianza, Diferencia Inversa, Suma 

de Promedios, Suma de Varianzas y Diferencia de Varianzas. 

 
 GRUPO 3. Se basan en la teoría de la información: Entropía, Suma de 

entropías y Diferencias de Entropías. 

 

 GRUPO 4. Se basan en las medidas de la información de correlación: 

Coeficiente de Correlación Máxima. 

 

A continuación se describen algunos de estos descriptores.   
 

Contraste 

 

El contraste proporciona información sobre de las variaciones bruscas de 

color en la imagen. Este descriptor se obtiene mediante la siguiente ecuación: 

 


 


N

i

N

j

ijCji
1 1

2||  ………………………………………………………………………………………(3.2) 

   

i/j 0 1 2 3 

0 0 0 0 0 

1 0 8 6 3 

2 0 6 8 2  

3 0 3 2 2 
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donde N representa los niveles de grises cuantizados. 

 

El valor del contraste aumenta cuando existen más elementos de la matriz 

de co-ocurrencia alejados de la diagonal principal. En una textura rugosa o 

irregular el contraste será alto, por lo tanto, los niveles de grises serán claros. 

En una textura suave y uniforme el contraste será bajo, por lo cual los niveles 
de grises de la imagen de textura serán obscuros.  

 

Correlación. 

 

La correlación es una medida de la probabilidad que mide la relación entre 

las diferentes intensidades de los colores. Para dos dimensiones, la correlación 
se define como: 

 


 


N

i

N

j

ijyx

ji

rr CjiC
1 1

))((
1




………………………………………………………….(3.3)

 

 

donde: 


 


N

i

N

j

ijx iC
1 1

                    y            
 


N

i

N

j

ijy jC
1 1

  

 


 


N

i

N

j

ijii Ci
1 1

2)(             y            
 


N

i

N

j

ijjj Cj
1 1

2)(   

 

El valor de la correlación está ligado al valor de sus medidas estadísticas, 

debido al carácter estadístico que posee este descriptor (media y varianza). 

 
 La correlación aumenta cuando la distancia de los elementos a la media 

es grande y cuando la varianza es baja, es decir cuando los elementos de la 

matriz no se encuentran muy alejados de la diagonal principal. 

 

Directividad 

 
El descriptor de directividad también conocido como descriptor de 

probabilidad de diferencia de niveles de grises, proporciona información sobre 

patrones de dirección en la textura. Se define matemáticamente como: 

 





N

i

ijCDir
1 ………………………………………………………………………………………………(3.4)

 

 

Este descriptor únicamente  analiza la diagonal principal de la matriz de 

co-ocurrencia. Como los elementos de colores iguales descansan sobre la 

diagonal principal, el descriptor da información de los  patrones que se dirigen 

a lo largo de una dirección, ya sea horizontal, vertical o diagonal.  
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El valor de directividad aumentará si en la matriz de co-ocurrencia se 

notan picos de intensidad del patrón de esta. 

 

Entropía 

 
Para medir la aleatoriedad contenida en la matriz de co-ocurrencia, se 

utiliza el descriptor de entropía, el cual se calcula como: 

 


 


N

i

N

j

ijij CC
1 1

log

……………………………………………………………………………….(3.5)

 

 

Donde: ijC  es cada elemento de la matriz, y n es el número de niveles de 

grises. 

 

Cada uno de los números dentro de la matriz de co-ocurrencia se trata 

como una probabilidad. La entropía aumenta a medida que todos los 

elementos de la matriz de co-ocurrencia son parecidos. De esta manera, 
cuando todos los elementos de la matriz son iguales, la entropía tiene su valor 

máximo. 

 

El descriptor de entropía sirve para clasificar a las texturas en suaves o 

rugosas, cuando el valor de la entropía es cero se tiene una textura suave, 

esto se refleja en la imagen de textura como una zona obscura. La rugosidad 

de la imagen va aumentando al incrementar el valor de la entropía, al mismo 
tiempo, el tono del nivel de gris se va aclarando. De esta manera las zonas con 

los niveles de grises más claros, representan zonas de mayor rugosidad. 

 

Homogeneidad Local 

 

El descriptor que indica la regularidad local de una textura, es la 
homogeneidad. La ecuación matemática de este descriptor es: 

 

 

  


N

i

N

j

ij

ji

C
HL

1 1
2

1
……………………………………………………………………………..(3.6)

 

 

El descriptor de homogeneidad local, aumentará cuando la distancia i-j 

sea mínima, es decir que mientras los elementos de la matriz de co-ocurrencia 

estén más próximos a la diagonal principal mayor será el valor de la 

homogeneidad local. 

 
Máxima Probabilidad 

 

Este descriptor proporciona información sobre la respuesta más fuerte de 

un par de píxeles en la matriz de co-ocurrencia. Su expresión matemática es: 
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)(max ijij Cmp 
………………………………………………………………………………………(3.7)

 

 
Cuando exista un pico de intensidad en la matriz de co-ocurrencia, el valor 

de este descriptor será mayor. Este descriptor es útil para percibir la mayor 

ocurrencia o la predominación de un color en la textura. 

 

Momento de Diferencia de Orden k 

 

El momento de diferencia de orden k es un descriptor que provee 
información dependiendo del parámetro k. Su expresión matemática es:  

 


 


N

i

N

j

ij

k
CjiDif

1 1 …………………………………………………………………………….(3.8) 

 

El descriptor de diferencia de orden k, aumenta de valor cuando los 

elementos de la matriz de co-ocurrencia se encuentran alejados de la diagonal 
principal, cuando el parámetro k es igual a 2 este descriptor se convierte en el 

contraste. El momento de diferencia de primer orden provee información sobre 

la dispersión de la textura. 

 

Momento Inverso de Diferencia de Orden k 

 
Este momento refleja la agrupación y definición de los elementos de la 

matriz de co-ocurrencia. 

 

Se obtiene mediante la expresión matemática: 

 

ji
ji

C
Inv

N

i

N

j
k

ij





 

,
1 1

…………………………………………………………………………..(3.9)

 

 

En este descriptor la influencia de la diagonal principal es despreciada. 

Cuando la distancia de los elementos de la matriz a la diagonal principal es 

baja, el valor del momento inverso aumenta. Este descriptor, indica que tan 

compacta está la distribución de la matriz de co-ocurrencia, dando la idea de 
que la textura posee una variación suave de colores. 

 

Cluster Shade 

 

La matriz de co-ocurrencia de este descriptor, está dado por: 

  


 


N

i

N

j

ijyx Cji
1 1

3)( 

………………………………………………………………………(3.10)
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A medida que la media de los valores está más cercana al valor mínimo, el 

descriptor Cluster Shade aumenta su valor. Esta característica tiene la 

tendencia a oscilar entre valores positivos y negativos, puesto que la influencia 

de la media no siempre se compara con el valor de los elementos alejados de 

esta. 
 

Cluster Prominence 

 

La ecuación que describe a este descriptor es: 

 


 


N

i

N

j

ijyx Cji
1 1

4)( 

……………………………………………………………………….(3.11)

 

 

Cluster shade y cluster prominence son medidas de la falta de simetría de 

la matriz. Cuando el valor de cluster shade y cluster prominenece  es grande, 

la imagen no es simétrica. Cuando  el valor de  cluster prominence es 

pequeño, existe un pico alrededor de los valores de la media en la matriz de 

co-ocurriencia. Para la imagen esto significa que existe una pequeña variación 
en la escala de grises. 

  

Uniformidad. 

 

El descriptor de uniformidad está dado por la siguiente ecuación: 

 


 

N

i

N

j

ijC
1 1

2

………………………………………………………….……………………………………(3.12)

 

 

Cuando todos los valores de ijC  son semejantes, el valor de la uniformidad 

es pequeño, pero cuando en la diagonal principal se dan picos grandes de 

intensidad el descriptor es  grande.  

 
 

La uniformidad indica la suavidad de la textura, y esto se refleja en la 

ubicación de sus probabilidades en la matriz de co-ocurrencia. De tal forma 

que, si muchos píxeles de colores iguales cumplen con la condición de 

ocurrencia, en la diagonal principal de la matriz, existirá un pico de  intensidad. 

 
Varianza 

 

La varianza se define como: 

 


 


N

i

N

j

ijCiV
1 1

2)( 

…………………………………………………………………………….(3.13)
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La dispersión que tiene un conjunto de muestras con respecto a un valor 

medio, se mide por medio de la varianza. La varianza aumenta al aumentar la 

distancia de  las muestras del conjunto con respecto a su media. En la matriz 

de co-ocurrencia, la media se ubica en algún punto de la diagonal principal y la 

varianza es la dispersión de la muestras con respecto a esta media. De esta 
forma, la varianza tendrá un valor mayor para las texturas donde la matriz de 

co-ocurrencia sea de forma alargada o dispersa con respecto del máximo pico 

en la diagonal principal.  
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CAMPOS ALEATORIOS DE 
MARKOV 

 
  

 

 
 

 

 
 

 

Andrei Andreevitch Markov (1856-1922) [4.14].  
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CAMPOS ALEATORIOS DE MARKOV (MRF) 

 

4.1 GENERALIDADES 

 

La teoría de los campos aleatorios de Markov es una rama de la teoría de 

la Probabilidad  para analizar las dependencias espaciales o contextuales de un 
fenómeno físico. 

 

En el procesamiento digital de imágenes los campos aleatorios de Markov 

se utilizan para la segmentación, la cual es considerada como un problema de 

etiquetado. En una imagen segmentada dicho problema se resuelve asignando 

una etiqueta a cada pixel de la imagen y se le denomina site.  
 

Al conjunto de posiciones de una imagen de pixeles de tamaño nxn donde 

se define el campo se denomina malla, rejilla o lattice (fig. 4.1a) y se denota 

por S . De esta forma, S  es un conjunto discreto de m  sites, es decir:  

 

 njijiS  ,1|),( …………………………………………………………………………………(4.1) 

 

En el contorno el conjunto S  representa cada uno de los radios trazados 

desde el centro en una estructura lineal (1D), como puede verse en la figura 

4.1 (b). 

 

 

 

 

 

 
 

Figura 4.1(a) Ejemplo de 

rejilla para textura[4.3]. 

Figura 4.1(b) Ejemplo de rejilla 

para contorno[4.3]. 

 

Para cada site Ss  se define un espacio de estados s . Para cada pixel 

de la imagen, el espacio de estados s  corresponde a los niveles de gris. Para 

cada radio del contorno (s), el espacio de estados corresponde a cada uno de 

los puntos del radio por donde puede pasar el contorno. En la figura 4.1 (b), 
estos corresponden a los círculos blancos a lo largo del radio.  
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Al conjunto de etiquetas que puede tomar cada site se le denota con L . 

Este conjunto puede ser discreto o continuo. Para una  imagen dividida en un 

número específico de clases (M) es discreto. 

 

   MllL M ,.....,1,.....,1  …………………………………………………………………………(4.2) 

 

 Y es continuo, por ejemplo, para calcular la profundidad en un par de 

imágenes estereoscópicas, puesto que cada pixel puede tomar un valor 

continuo de profundidad. En el caso continuo, este conjunto de posibles 

etiquetas puede ser el conjunto de los números reales   ó aun  intervalo de 

éste. 

 

   hlc xxL ,
……………………………….…………………………………………………..(4.3)

 

 

Donde  hl xx ,  es el valor mínimo y máximo de profundidad del campo de 

vista presente en el par estereoscópico. 

 

A cada site de S se le asigna solo una de las etiquetas de L con la función 

de mapeo f  : 

 
LSf :  

 

Un conjunto específico de etiquetas recibe el nombre de configuración. 

Cuando todos los sites tienen el mismo conjunto de etiquetas de L, al conjunto 

de todas las configuraciones se le llama espacio de configuraciones  . Así por 

ejemplo, si se denota  un valor de gris del pixel o una posición para el radio 

correspondiente como: ssx  . Entonces Sss  )( es el espacio de todas las 

configuraciones. Por lo tanto, va a ser el conjunto de todas las texturas o 

contornos posibles que se pueden definir en S . Por otro lado, suponiendo que 

todos los espacios y configuraciones son finitos y  denotando con Sssxx  )(
 
a 

una textura o un contorno, si todos los pixeles tienen el mismo rango de 

niveles de gris para el caso de la textura y el mismo rango de posiciones para 

todos los radios en el caso del contorno, se dice que el espacio   es 
homogéneo. 

 

Para una  imagen de m  sites y E-número de etiquetas, el tamaño de este 

espacio de configuraciones, está dado por: 

 
mExEExExEx  .... ……………………………………………..……………………………….(4.4) 

 

Existen 
mE  configuraciones posibles para el etiquetado discreto con m  

sites y E  etiquetas. Para un problema de etiquetado continuo, el número de 

configuraciones posibles es infinito. 
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4.2 TOPOLOGIAS 

 

Las topologías en los Campos Aleatorios de Markov describen las 

relaciones contextuales entre sites. 

 
4.2.1 VECINDADES Y CLIQUES 

 

Los sites de S  en están relacionados unos a otros mediante un sistema de 

vecindades N , el cual se define como:  

 

 SiNN i  |
……………………………………………………………….……………………..(4.5) 

 

Donde iN es el conjunto de sites vecinos a i. Para los cuales se cumplen 

las siguientes condiciones: 

 

 Un sitio no es vecino a sí mismo: iNi   

 La relación de vecindades mutua entre el site i’ e i: 

ii NiNi  ''  

 

Para un lattice regular, el conjunto de vecinos del site i está definido como 

el conjunto de sites cercanos dentro de un radio r . 

 

 iiriidistSiN i  ',),'(|' 2 ………………………………………………………………….(4.6) 

 

Donde r  es un número entero y ),( smdist es la distancia de Euclides entre 

el site m  y el site s . Los sitios que están en las fronteras tienen menos 

vecinos. 

 
La relación espacial entre un site y sus próximos vecinos, queda descrita 

por la conexidad. En un sistema de vecindad de primer orden, también llamado 

sistema de 4-conexidad, cada site tiene cuatro vecinos, fig. 4.2 (a), donde a  

es el site en cuestión y sb'  son sus vecinos. En el segundo orden de un 

sistema de vecindad u 8-conexidad, existen 8 vecinos para cada sitio, fig. 

4.2(b). 
 

  
Figura 4.2(a) Sistema de 4-

conexidad. 

Figura 4.2(b) Sistema de 8-conexidad. 
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El conjunto de sites de un lattice regular que contengan al conjunto 

 njijiS  ,1|),(  corresponde a los pixeles de una imagen de dos 

dimensiones de tamaño nxn . Cada site interior ),( ji  bajo el sistema de 4-

conexidad, tiene 4 vecinos:  
 

 )1,(),1,(),,1(),,1(.  jijijijiN ji ……………………………………………………(4.7) 

 

Un site en las fronteras tiene 3 vecinos y un site en las esquinas tiene 2. 

 

Para 8-conexidad se tiene: 
 

 )1,1(),1,1(),1,1(),1,1(),1,(),1,(),,1(),,1(.  jijijijijijijijiN ji

 
…………………………………………………………….…………………………….…………………(4.8) 

 

CLIQUES 

 

El par ),( NS constituye un grafo, donde S  contiene los sites y N  

determina los enlaces entre ellos de acuerdo a una relación de vecindad. Un 

clique c  de ),( NS está definido como un subconjunto de sites en S . Un clique 

puede  construirse con un solo site ic  , con un par de sites cercanos 

 ', iic   o por 3 sites vecinos  '',', iiic  , etc. 

 

La colección de un site, 2 sites o 3 sites se denotan como 

321 ,, CCC respectivamente, donde: 

 

 SiiC  |1  
 SiNiiiC i  ,'|)',(2  

 SiiiiiiC  '',',|)'',',(3  

 

 La colección de todos los cliques para ),( NS  es: 

 

....321 CCCC 
......................................................................(4.9)

 

 

El tipo de clique para ),( NS de un lattice regular está determinado por su 

tamaño, forma y orientación. En la figura 4.3 se muestran los tipos de cliques 

para los sistemas de vecindad de primer y segundo orden para un lattice. Un 
solo site (fig. 4.3a), y los pares de sites horizontal y vertical (fig. 4.3b) 

corresponden a un sistema de vecindad de primer orden. Un sistema de 

vecindad de segundo orden incluye los sites (4.3d) y (4.3e) y además a los 

cliques formados por pares de sites diagonales y  a los cliques triples y 

cuadruples.  
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Figura 4.3a Figura 4.3b Figura 4.3c 

       
Figura 4.3d Figura 4.3e 

Figura 4.3 Tipos de cliques para los sistemas de vecindad de primer y 
segundo orden para un lattice. 

 

4.2.2 PROPIEDADES DE MARKOV 

 

 Una familia de variables aleatorias  mFFF ,....1  definida en S , donde 

cada variable aleatoria iF  toma un valor if  en L, es considerada un Campo 

Aleatorio de Markov (MRF) sobre S  con respecto al sistema de vecindad N , si 

y sólo si se cumplen las siguientes propiedades: 

 

1)  Positividad 

 ffP 0)(
 

Cuando la propiedad de positividad se cumple, la probabilidad conjunta de 
)( fP  de cualquier campo aleatorio está únicamente determinada  por su 

probabilidad condicional local.
  

2) Markovianidad 

 

  )|()|(
iNiisi ffPffP   

 

Donde  isf   es el conjunto de todas las etiquetas menos i  y 

 iiN Niff
i

 '|'  es el conjunto de etiquetas que pertenecen a los sites de la 

vecindad de i . 

 

La propiedad de Markovianidad, indica que  la probabilidad de que el pixel 

i  tome el nivel de gris if , dado todos los niveles de gris  isf   de todos los 

pixeles restantes de la imagen, es igual a la probabilidad de que el pixel i  

tome el nivel de gris if , dados los valores de los niveles de gris Nif  de su 

vecindad de pixeles iN [4.2]. 
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La Markovianidad representa las características locales de F .  

 

Otras propiedades de un MRF son la homogeneidad y la isotropía. Un MRF 

es homogéneo si )|(
iNi ffP no toma en cuenta la posición relativa del site i  en 

S . La propiedad de isotropía se muestra con los cliques potenciales y para 

entenderla hay que entender lo que es una distribución de Gibbs. 

 
Una distribución de Gibbs toma la forma: 

 

)(
1

1
)(

fu
Te

z
fP



  …………..………………………………………………………………………..(4.10) 

 

Donde: 

 







f

fu
Tez

)(
1

………………………….………………………………………………………………(4.11)

 

 

z . Es una constante normalizada llamada la función de partición.  
T . Es una constante llamada temperatura cuyo valor debe asumirse como 

1 en cualquier otro caso. 

 





Cc

c fVfU )()(  

 

)( fU   es la función de energía y está compuesta por la suma de las 

funciones cliques potenciales )( fVc ,  para todos los cliques posibles de C . El 

valor de )( fVc depende de la configuración local del clique c . 

 

Si )( fVc  es independiente de la posición relativa del clique c  en S , 

entonces se dice que un GRF es homogéneo. Si )( fVc  es independiente de la 

orientación de c , entonces, se dice que un GRF es isotrópico. 

 

Bajo estas dos propiedades se puede especificar más fácilmente un GRF. 

Para un MRF, la propiedad de homogeneidad se asume generalmente  por 

conveniencia matemática y computacional. 

 
La probabilidad de ocurrencia de una configuración en particular o patrón 

f se mide con )( fP . Las configuraciones más probables son aquellas con baja 

energía. La temperatura controla la forma de la distribución, así, cuando la 
temperatura es cercana a cero, la distribución se concentra alrededor de la 

energía mínima global  y  cuando la temperatura es alta, las configuraciones 

están igualmente distribuidas.   
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La energía de la distribución de Gibbs se expresa como la suma de varios 

cliques de diferente tamaño: 

 

     

.......),.(),()()(
321 '',',

'''3

',

'21 



Ciii

iii

Cii

ii

Ci

i fffVffVfVfU

…………………………(4.12)

 

 
La ecuación anterior implica una distribución de Gibbs homogénea porque 

1V , 2V  y 3V  son independientes de ''', ieii . 

 

Un caso especial es cuando se consideran cliques distintos de tamaño 2. 

En este caso la ecuación de energía se escribe como: 

 


 


Si Ni

ii

Si

i

i

ffVfVfU
´

'21 ),()()(

……………………………………………………………(4.13)

 

 

La probabilidad condicional, se escribe como: 

 

 



 





















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
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iii
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i
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ffVfV

ffP

'

'21

'

'21

),()(exp

),()(exp

)|(

…………………………………………….(4.14)

 

 
Existe una equivalencia entre un Campo Aleatorio de Markov y un Campo 

aleatorio de Gibbs, dicha equivalencia se encuentra establecida en el teorema 

de Hammersley-Clifford,  que dice: 

 

F es un MRF sobre S con respecto a un sistema de vecindad N , si y solo 

si F  es un GRF sobre S  con respecto a N . 

 

Gracias a esta equivalencia, se puede especificar un campo aleatorio de 

Markov de forma más simple, ya que en vez de trabajar con características 

locales, se trabaja con cliques potenciales. 

 

Este teorema también provee una forma simple de especificar la 
probabilidad condicional. Así, se puede especificar la probabilidad condicional 

)( fFP   especificando la función de  potencial de clique )( fVc  y escogiendo 

una función de potencial apropiada para el comportamiento deseado de un 

sistema. De esta forma se codifica el conocimiento a priori o se da preferencia 

a las interacciones entre etiquetas. 
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4.3 MODELOS DE MARKOV 

 

Los modelos de Markov permiten modelar las propiedades de la imagen 

tales como textura y regiones. 

 
4.3.1 MODELOS DE ISING 

 

El modelo de Ising es el modelo más importante y más simple en los 

campos aleatorios de Markov; surgió cuando el Físico Ernest Ising trato de 

modelar los materiales ferromagnéticos. En este modelo los dipolos de los 

materiales ferromagnéticos pueden orientarse únicamente a lo largo de dos 
direcciones: hacia arriba (+1) o hacia abajo (-1). El estado de cada dipolo se 

ve influenciado por los dipolos cercanos.  

 

Si consideramos a los dipolos como miembros de un campo aleatorio 

 mFFF ,....1  definida en S, donde cada variable aleatoria iF  (o dipolo) toma 

un valor if  en  1,1L  ó  1,0L  , entonces la energía de Gibbs tomando 

dos cliques de potencia  está dada por: 

 

  
 
 


1 2',

'',)(
Ci Cii

iiiii ffffU 

…………….…………………………………………………….(4.15)

 

 

A la ecuación anterior se le conoce como auto-modelo logístico. En ella, i  

y i  son los coeficientes de interacción. 

 

Cuando se tienen 4 vecinos en un lattice de dos dimensiones, o dos 

vecinos en un lattice de 1 dimensión, entonces el modelo auto-logístico recibe 

el nombre de  modelo de Ising.  

 

La probabilidad condicional para un modelo auto-logístico es: 

 















iNi iiii

iNi iiiiii

i f

fff

Ni

e

e
ffP

' '',

' '',

1

)|(




………………………………..………………………………(4.16)

 

 

Cuando la distribución es homogénea, se tiene  i  y  ',ii   
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4.3.2 MODELO DE POTTS 

 

El modelo de Potts también es conocido como  modelo generalizado de 

Ising o Modelo multi-nivel logístico (MLL). En este modelo, hay 2M  

etiquetas discretas en el conjunto  ML ,.....,1  . Un clique de potencia depende 

de su tamaño, forma, posible orientación y de su localización. Para los cliques 

que están formados por más de un site, los cliques potenciales en el modelo de 

Potts son de la siguiente forma: 

 













casootroEn

etiquetamismalatienencdesiteslostodosSi

fV

c

c

c





)(

 

 

donde c es el potencial para los cliques tipo c; para los cliques de un solo 

site los cliques dependen de la etiqueta asignada a cada site.  

 

1)()(  icc fVfV  Si di LIf 
……………………………………………………………(4.17)

 

 

Donde 1  es el potencial para la etiqueta I. 

 

A continuación se muestran los cliques y los parámetros asociados para un 

sistema de  vecindad de segundo orden (de 8 vecinos). 

 

 

 

 

 

 
   

1  1  2  3  4  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1  2  3  4  1  

. 
Figura 4.4 Tipos de Cliques y parámetros asociados para un sistema de 

vecindad de segundo orden. Los sites están representados por puntos y las 

relaciones entre vecinos por las líneas que los unen [4.1]. 
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Se asume que el modelo de Potts es de segundo orden por lo cual   (para 

cliques de un solo site) y   (para cliques de un par de sites)  son parámetros 

diferentes de cero. 

 
La función de potencia para un par de cliques se escribe como: 

 

 















casootroEn

etiquetamismalatienenCciicliqueundesiteslosSi

ffV

c

c

ii



 2

'2

',

),(

 

Donde c es el parámetro   para cliques tipo c y 2C es el conjunto de 

cliques de dos sites. 

 

Para un sistema de vecindad 4, hay 4 pares de cliques y cuatro diferentes 

sc

'
 . Cuando el modelo es isotrópico, los cuatro toman el mismo valor y la 

probabilidad condicional se expresa como: 

 









M

I

In

In

Ni

iI

iI

i

e

e
fIfP

1

)(

)(

)|(




………..………………………………………………….(4.18) 

 

Donde )(Ini  es el número de sites en iN  que tienen la etiqueta I .El 

modelo de Ising es aquel donde las etiquetas son  1,0 . 

 

4.4 OPTIMIZACIÓN 
 

El muestreador de Gibbs y el muestreador de Metrópolis son las técnicas 

más usuales de métodos que se basan en la simulación de cadenas de Markov. 

Ambos métodos suelen denominarse por las siglas MCMC (Markov Chain Monte 

Caro). 

 
 Los muestreadores de Gibbs y de Metrópolis se basan en la simulación de 

una cadena de Markov cuya distribución en equilibrio corresponde a la 

distribución de la cual se quieren obtener muestras. 
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4.4.1 MUESTREADOR DE GIBBS 

 

El muestreador de Gibbs fue propuesto originalmente por Geman y Geman  

(1984) en el contexto de la restauración de imágenes sometidas a ruido y 

distorsión no lineal. Con el muestreador de Gibbs es posible simular una 
cadena de Markov, con la distribución de equilibrio )|( xp  , donde cada nuevo 

valor de la cadena se obtiene a través de un proceso iterativo que requiere 

generar muestras de distribuciones cuya dimensión es menor que d . 

 

Sea ),.....,( 1 q  , donde: 

 i  
es una partición de  , 

id

i    

 



q

i

i dd
1

  

 

Si el estado actual de   es ),.....,( )()(

1

)( t

k

tt    , )1( t  se obtiene a partir de 

)(t  por medio del siguiente algoritmo:  

 

1. Comenzar con valores iniciales arbitrarios )0(  

2. Generar 
)1(

1

t  de )....,,,|( )()(

3

)(

21

t

k

ttxp   

3. Generar 
)1(

2

t  de )....,,,|( )()(

3

)1(

12

t

k

ttxp    

4.   

5. Generar )1( t

k  de )....,,,|( )1(

1

)1(

2

)1(

1





 t

k

tt

k xp   

 

La sucesión así obtenida ...., )2()1(   es una realización de una cadena de 

Markov cuya distribución de transición está dada por: 

 










 
k

i

t

k

t

i

t

i

tt

i

tt xpp
1

)()(

1

)1(

1

)1(

1

)1()()1( ),.....,,,....,,|()|(  …………………………..(4.19) 

 

Una vez que se ha alcanzado la convergencia se toman las muestras )1( t , 

las cuales corresponden a la distribución deseada. 
 

  Las densidades: 

 

)....,,,|( 321 qxp   

  

1,....,2),...,.,,,|( 111  qixp qiii   

  
),....,,|( 11 qq xp   
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Se conocen como densidades condicionales completas y pueden 

identificarse  al inspeccionar la forma de la distribución final )|( xp  . De hecho, 

para cada qi ,...1   

 

)|(),....,,,....,,|( 111 xpxp qiii     

 

Donde  )|,....,()|( 1 xpxp q   es vista solo como función de i . 

 

En ocasiones la distribución final ec. (4.19) implica cierta estructura de 

independencia condicional entre algunos de los elementos del vector  . En 

estos casos muchas de las densidades condicionales completas se simplifican.  

 

4.4.2 MUESTREADOR DE METROPOLIS 

 
Con este algoritmo se obtiene una cadena de Markov en el tiempo 1t , 

1t  mediante el muestreo de un punto candidato *  de una distribución 

propuesta )/(. Q  la cual solo depende del estado  .  

 

Generalmente Q  es tomada  como una normal con media   y desviación 

estándar fija, es decir, Q  es ),( Normal . Otra elección posible es una 

uniforme ),( atat XXU  , donde a  es un valor a ser escogido. 

 

El punto *   es aceptado como el valor 1t  con probabilidad de transición 

definida de la siguiente manera: 

 

Sea  )|*( Q   una distribución de transición (arbitraria) y definamos  









 1,
)|*()|(

*)|()|*(
min)|*(






Qxp

Qxp

……………………………………………………..(4.20)

 

 

Si el punto *  no es aceptado entonces la cadena no se mueve y it  1  

 
Algoritmo del muestreador de metrópolis 

 

1. Inicializar la cadena de Markov con )0( .  

2. Generar una observación * de )|*( )(tQ  ;  

2. Generar  una variable )1,0(~ Uu  ;  

3. si )*,( )(tu   , hacer *)1(  t ; en caso contrario, hacer )()1( tt   .  

 

Este procedimiento genera una cadena de Markov con distribución de 
transición:  
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)|(),()|( )()1()()1()()1( tttttt QP     

 

La probabilidad de aceptación )*,(  , solo depende de )|( xp   a través 

de un cociente, por lo que la constante de normalización no es necesaria.  

 

Muestreador de metrópolis 

 

Es la versión original propuesta por Metrópolis (1953). En la cual es 

necesario que la distribución propuesta Q  sea simétrica. Es decir, 

*)|()|*(  QQ  , en cuyo caso  

 









 1,
)|(

)|*(
min)*,(

xp

xp






……………………………………………………………………..(4.21)

 

 

Existen dos casos particulares del muestreador de Metrópolis que se 

utilizan en la práctica son:  

 

Caminata aleatoria 

 

En este caso es necesario que )*()|*( 1  QQ  , donde )(1 Q es una 

densidad de probabilidad simétrica centrada en el origen. Por lo tanto, el punto 

candidato *  se  toma como   )(* t
 donde   es una variable aleatoria de 

incremento de la distribución propuesta Q . Con base a lo anterior: 

 









 1,
)|(

)|*(
min)*,(

xp

xp




  

 

Independencia 

 

Este muestreador fue propuesto por Tierney (1994), en este caso, la 

distribución propuesta Q  es de la forma *)()|*( 0  QQ  , donde )(0 Q  es una 

densidad de probabilidad sobre  . Entonces  

 









 1,
)(

*)(
min)*,(






        

con )(/)|()( 0  Qxp . ……………………..(4.22) 

 

En la práctica es común utilizar distribuciones de transiciones normales ó t  
de Student ligeramente sobredispersas. 
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4.4.3 ESQUEMA DEL RECOCIDO SIMULADO 

 

El algoritmo de recocido simulado (Simulated Annealing Algorithm - SAA) 

pertenece una clase de Algoritmos de busqueda local (Local Search Algorithms 

– LSA) llamada Algoritmos de Umbral (Threshold Algorithm - TA). Este método 
se utiliza  para la solución de problemas de optimización.  Su fundamentación 

se basa en el trabajo de Metropolis et al. (1953) en el campo de la 

termodinámica estadística.  

 

El recocido simulado se llama así por su analogía con el recocido de 

sólidos, el cual consiste en calentar un sólido  a una temperatura en la que sus 
cristales deformados cristalicen para producir nuevos. Seguida de la etapa de 

calentamiento viene una etapa de enfriamiento en donde la temperatura se 

baja lentamente, lo cual ayuda a que los cristales dentro del sólido se 

reorganicen y encuentren un estado de equilibrio de energía mínima. 

 

La siguiente ecuación muestra el comportamiento arriba mencionado: 
  

)1,0(/ Re TD  

………………………………………………………………………………………(4.23) 

 

Donde: 

 
D  es la variación de la organización de las partículas  

  es la constante de Boltzmann 

T  es la temperatura física en grados Kelvin 
 (0, 1) es un numero aleatorio entre 0 y 1.  

 

Al reducir la temperatura se reduce el rango en el cual las partículas se 

pueden mover, lo cual provoca que se vayan organizando gradualmente. 
 

El Recocido simulado, se utiliza para solucionar problemas de optimación  

combinacional adaptando la ecuación para el recocido a la programación. De 

esta manera, este algoritmo recorre rápidamente  el espacio de soluciones de 

un problema y mientras se reduce la temperatura sintética  se reduce la 

velocidad  con que se recorre  el espacio y por lo tanto  se acerca más a la 
solución, la cual generalmente no es un óptimo global sino uno muy cercano a 

este. 

 

La analogía entre el SAA y el problema de optimización combinacional 

está basado en las siguientes equivalencias: 

 

 Las soluciones al problema de  optimización combinacional son 
equivalentes a los estados de un sistema físico. 

 

  El costo de una solución es equivalente a la energía de un estado. 

 Un parámetro de control  juega el rol de temperatura.  
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La ventaja  de utilizar el recocido simulado para encontrar el mínimo 

óptimo de un problema es que si el espacio de soluciones es demasiado 

grande este algoritmo lo recorre rápidamente. 

 

El algoritmo de recocido simulado consiste en lo siguiente: 
 

Sea ),( fS donde el espacio solución S denota el conjunto finito de todas 

las posibles soluciones y f denota la función de costo:  

 
Sf :  

 

 Se requiere  encontrar una solución Siopt   que minimize f ,  tal que 

)()( ifif opt  para toda Si . 

 

Para ello necesitamos una vecindad 'S  de S y una sucesión kt . 

 
Algoritmo. 

 

1. Definir un conjunto solución S  

2. Tomar un valor de temperatura  T>0 

3. Mientras el sólido no esté congelado 

4. Loop de L veces 

5. Toma un vecino aleatorio 's  de s  

6. Calcula )()'( sfsf   

7. Si 0   

8. Entonces 'ss   

9. Sino 

10. Coloca 'ss   con una probabilidad 












 

c

jfif )()(
exp

 
11.  T=rT  (disminuye temperatura) 
12. Regresa a 2 

 

Con el algoritmo del recocido simulado se determina un cronograma de 

enfriamiento, cuando se inicia se tiene una temperatura muy alta y aunque 

toma muy pocas iteraciones recorrer el espacio de soluciones y se puede 

encontrar un mínimo global, las probabilidades de permanecer en ese estado 
son bajas debido al amplio rango de movimiento, entonces, es necesario 

reducir la temperatura. Al reducir la temperatura el sistema recorre el espacio 

con más iteraciones, pero como se reduce el rango de movimiento se tienen 

más posibilidades de permanecer cerca del mínimo global.  
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El algoritmo de recocido simulado se utiliza para segmentar imágenes bajo 

el esquema de MRF debido a que se necesita minimizar la función de energía a 

posteriori. En una imagen, el objetivo del problema de optimización consiste en 

encontrar dentro de un conjunto de etiquetas   una clase   que minimice la 

función de energía. 

 

 Considerando que máxU es la energía máxima en todas las configuraciones 

y minU  es la energía mínima, entonces la diferencia entre ambas es: 

minUUU máx   

 

El algoritmo del recocido simulado aplicado a los MRF es: 

 
1. Inicio 

Determinación aleatoria de )0(Y  (la clase de cada pixel debe determinarse 

mediante un generador de números aleatorios, con  distribución uniforme, en 

el rango del número de clases). 

 

Asignar una temperatura inicial )0(T  muy alta. 

 

2. Desde N=1 a  N=n 

Barrido secuencial de la Imagen 
 

En cada etapa(n) 

 

Escoger un site s , 
)(nsr   su valor es 

)(n

rY  y su  configuración de vecindad 

es 
)(n

rV . 

 

Efectuar el sorteo de una variable aleatoria (clase “elección”) con 

distribución uniforme:   

  

3. Criterio de metrópolis. 

 

4. Calcular variación de la energía local asociada al site r : 
 

),|(),|( )()()( XVYUXVUU n

r

n

r

n

r     

 

Si   )1(0 n

rYU  

Si   )1(0 n

rYU  con probabilidad: 
T

U

e




  

 

5. Regresar a 2. 

6. Las temperaturas decrecen hasta aproximarse a 0 0lim 
n

nT . 
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En el algoritmo anterior, la expresión ),|(),|( )()()( XVYUXVUU n

r

n

r

n

r    
representa la variación local y global de energía  asociada a la transición 

 )1(n

ry . De forma práctica, se simula la probabilidad dada por 
)(

)(

n

n

T

U

ep




  

efectuando el sorteo aleatorio de una  variable distribuida uniformemente 

 1,0 : 
 

 

 

4.4.4 ESQUEMAS DE DECREMENTO DE TEMPERATURA 

 

 Para minimizar la función de energía a posteriori es necesario 

decrementar la temperatura. La forma más simple de hacerlo es mediante la 
siguiente regla: 

 

 qq TT 1 ………………………………………………………………………………………………(4.24)
 

  

Donde   es una constante y toma los valores del siguiente intervalo 

10  . El esquema anterior es llamado esquema de enfriamiento 

exponencial (exponential cooling scheme- ECS) y fue propuesto por Kirkpatrick 

et. al., en 1982 con 95.0 .  

Randelman y Grest compararon este esquema con el esquema de 

enfriamiento lineal (linear cooling scheme (LCS)), en el cual la temperatura T  

se reduce cada L intentos. 

  TTT qq 1 ……………………………………………………………………………………...(4.25)
 

Randelman y Grest encontraron que las reducciones alcanzadas pueden 

ser comparadas y que el valor final de f puede ser mejorado con indices de 

enfriamiento lentos, a expensas de una mayor demanda computacional. Por 
último, observaron que el funcionamiento del algoritmo dependió más de la 

relación de enfriamiento LT /  que de los valores individuales de T  y L .  

Un esquema más de enfriamiento es el de la forma 
)1log(

)(




n

c
T n

, donde 

n  es el número de iteraciones. 

 

 
 







 



casootroY

psi

Y
n

r

n

r )(

)1(

0 
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Cabe mencionar que para asegurar la convergencia a un mínimo local,  el 

esquema de temperatura debe cumplir con dos condiciones: 

 

1) 0lim )( 


n

n
T  

2) 
)1ln(

)(

n

mx
T n




 ……………………………….……………………………………….(4.26) 

 

Donde m es el número de sites y minmax )()( fEfE  . 

 

La desventaja de la ec. (4.26)  es su lentitud. 
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MODELO DE FUSIÓN 

 
  

 

 
 

 

 

 

 
 

Thomas Bayes (1702-1761)[5.7]. 
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5. MODELO DE FUSIÓN  

 

Como las imágenes obtenidas remotamente no se pueden analizar 

utilizando un solo algoritmo, se considera el problema de fusionar los 

resultados de diferentes algoritmos que realizan la misma tarea sobre la 

misma imagen satelital ó aérea con el fin de mejorar la calidad del resultado. 
 

5.1 DESCRIPCIÓN GENERAL 

 

Cuando en una imagen se tienen  k  clases y r descriptores (rugosidad, 

uniformidad, etc.), cada descriptor puede tener   valores, entonces hay r  

posibles eventos conjuntos (vectores característicos) para cada clase k , por lo 

tanto hay rk  combinaciones posibles para las cuales los datos deben ser 

acumulados. 

 

Una forma de reducir el número de combinaciones es asumir que los 
descriptores son independientes dada la clase. Entonces las probabilidades de 

los vectores característicos pueden estimarse utilizando la regla de la 

multiplicación. Esto es, la probabilidad de que un vector característico tome el 

valor de ),,....,( 21 rXXX  dada la clase A , pude estimarse como: 

 

)|()....|()|()|,....,( 2121 AXPAXPAXPAXXXP rr 
…………………………….….(5.1)

 

 

No se debe suponer que  los descriptores son independientes para toda la 

población, y reemplazar a ),....,( 21 rXXXP  por )(),....()( 21 rXPXPXP , sería 

probable que la suma calculada de todas las probabilidades posteriores de 

clases asociada  no fueran iguales a 1.  

 

De acuerdo a lo anterior, si existen k  clases y r  descriptores, no hay 

necesidad de suponer que los descriptores son independientes dentro de la 

población para calcular ),....,( 21 rXXXP , cuando se asume que los descriptores 

son independientes en cada clase. De esta manera, la expresión: 

 





k

j

jrjr XXPPXXXP
1

121 )|,......()(),....,(  ……………..…………………………….(5.2) 

 

Puede ser computada asumiendo solo que dentro de cada clase: 
 

)|(.).....|()|,....,( 121 jrjjr XPXPXXXP   ……………………………..….………(5.3) 

 

Por otro lado, el teorema de Bayes para características múltiples es: 
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



k

j

jj

ii

i

XPP

XPP
XP

1

).|()(

).|()(
)|(






……………………………………………………..…………(5.4)

 

 
Suponiendo que las características con los descriptores y relacionando a 

las ecuaciones 5.2 y 5.3 con la ecuación 5.4, se tiene: 

   





k

j

jrjj

irii

ri

XPXPP

XPXPP
XXP

1

1

1

1

)|(...).........|()(

)|()....|()(
),.......|(






………………………….(5.5)

 

 

Asumiendo que los descriptores son independientes dada la clase, se 

reduce el número de combinaciones posibles para las cuales los  datos deben 

ser acumulados de rk  a rk  . La desventaja de esta aproximación es que los 

resultados pueden ser parciales si los descriptores no son realmente 

condicionalmente independientes dadas las clases.  

 

5.2 APROXIMACÓN POR BAYES 

  

Una imagen etiquetada es un estructura general para resolver tareas de 
bajo nivel de visión, tales como clasificación de imágenes, detección de bordes. 

A cada pixel de la imagen se le asigna una etiqueta, esta etiqueta, puede ser la 

clase a la que pertenece el pixel ó puede significar la presencia ó detección de 

un borde, todo depende de la tarea que se quiera resolver. 

 

Dado un conjunto de pixeles (una imagen)  NsssS ,...., 21  con un sistema 

de vecindad:  SsVV s  :''  y  SsXX s  :
 

un conjunto de datos de la 

imagen. Cada pixel puede tomar una etiqueta de  Li ,....,1 , siendo L  el 

número total de etiquetas. Cada una estas etiquetas corresponde a las clases 

en las que se desea asignar a los sites.   
 

Una etiqueta global discreta   asigna una etiqueta o clase i  a cada site 

s  en S .  

 
Para encontrar el etiquetado óptimo, es decir a la etiqueta que maximixe 

la distribución a posteriori )|( XP i del campo de etiquetas, se utiliza el 

Teorema de Bayes: 

 

)(

)()|(
)|(

XP

PXP
XP ii

i


 

……………………………………………………………………….(5.6) 
 

Si X  es la imagen original y  i  
las clases, con Li ,...2,1  entonces: 
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)|( XP i  representa la probabilidad a posteriori 

 

)( iP   es la probabilidad a priori de la clase i  

 

)|( iXP   es la probabilidad condicional de X dado i  

)(XP  es la probabilidad total de X  

  

Como )(XP  es constante, se puede eliminar, de esta manera tendríamos 

la siguiente aproximación a la regla de Bayes: 

 

)()|()|( iii PXPXP  
………………………………………………………………………..(5.7) 

 

Donde: 
 

)( iP   es un campo de Markov con respecto a la vecindad 'V . Usando el 

teorema de Hammersley-Clifford, )( iP   sigue una distribución de Gibbs: 

 








 


T

U

Z
P i

i

)(
exp

1
)( 2 

…………………………………………………………………………(5.8) 

 
con  una función de energía  a priori: 

 

 



Cc

cci VU )()( 
……………………………………………………………………………………(5.9)

 

 

donde c  denota un clique de 'V  y C  denota el conjunto de todos los 

cliques. La restricción de   para los sitios de clique dado se denota por c . La 

función de potencia )( ccV   se define para cada   en  , donde 
N  es el 

conjunto de todas las posibles 
NL  etiquetas discretas. Esto expresa la 

interacción local entre las etiquetas del clique.  

 

Las ecuaciones anteriores son la representación de Gibbs a través de 

cliques de potencia, los cuales son más convenientes que trabajar con 

probabilidades directamente. Este tipo de convención es ampliamente usado 

por su simple y bajo costo computacional. 
 

El estimador máximo a posteriori (MAP) del campo de etiquetas está dado 

por: 

 
]3.5[)|(minarg)|(maxarg XUXP ii 

 


…………………………………………….(5.10)
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5.3 FUNCIONES DE ENERGÍA 

 

La función de energía asociada con la distribución a posteriori del campo 

de etiquetas  ec. (5.6) es: 

 

)()|()|( iii UXUXU  
…………………………………………………………………(5.11)

 

 

Donde: 

 

)( iU   Es la energía  priori 

)|( iXU   Es la energía condicional 

 
5.3.1 FUNCIÓN DE ENERGÍA A PRIORI 

 

La función de energía a priori )(U  es: 

 




hgcl

hg yyU
,

),()( 

…………………………………………………………………………(5.12)

 

 

 Donde: 

 

),( hg yy
 
es el número de sities hy  vecinos al  site gy que tienen la misma 

etiqueta ó clase que este.
  

 

   es una constante de segmentación. Para   cercanas a 1, la imagen 

tiende a sobresegmentarse y el algoritmo converge rápidamente. 

 

  

En esta tesis se considerarán los cliques de segundo orden (dos sites 

vecinos entre sí) y por lo tanto, la energía a priori  se obtendrá realizando un 

análisis de 8-conexidad.  

 
5.3.2 FUNCIÓN DE ENERGÍA CONDICIONAL 

 

Para calcular la función de energía condicional )|( iXU  , se utilizan  

aproximaciones basadas en funciones gaussianas, como son las funciones 

trapezoidales, las cuales se utilizarán en esta tesis.  

 

Al utilizar las funciones trapezoidales, es necesario calcular la media para 
cada una de las clases que se requieran en la imagen. Así, en la  figura 5.2 se 

puede observar que la clase 0  tiene un valor promedio 0m ,  la segunda clase 

1  el valor promedio es 1m  y la tercera clase 2  el valor promedio es 2m  . La 

diferencia entre las medias de las clases 0  y 1 , está definida por 011  s , 
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de igual forma,  la diferencia entre las medias de las clases 1  
y 2  está 

definida por: 122  s  . Después de obtener las medias, y las diferencias 

entre ellas, se construyen las funciones trapezoidales. A continuación, se 

proyecta cada uno de los valores de los pixeles de la imagen en dichas 

funciones, y de esta manera se obtiene el valor de su energía condicional. 
 

 
Figura 5.1 Términos de energía )|( iXU 

.
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5.4 OPTIMIZACIÓN DE LA FUNCIÓN DE ENERGÍA A POSTERIORI 

 

El método del recocido simulado es un método que optimiza la energía a 

posteriori buscando la convergencia hacia un mínimo local. 

 

Para implementar este algoritmo, se considera que X  es la imagen 

original (en niveles de gris) e Y  la imagen segmentada (por ejemplo en k  

clases), la simulación toma como datos iniciales a X  y a la imagen de clases 

originada en la inicialización )1(Y . La figura 5.2 muestra la esquematización del 

algoritmo de simulación, para el caso de n iteraciones. 

 

 
Figura 5.2  Esquema iterativo. Para la energía )(xU se considera el 

modelo de Potts, el cual se aplica en vecindades de 8-conexidad. La energía 

)|( iXU  se evalúa sobre la imagen original X . 

 

 

ALGORITMO 

 

1. Inicialización  
 

 Determinación aleatoria de la solución 
)1(Y  (la clase de cada pixel debe 

determinarse mediante un generador de números aleatorios, con 

distribución uniforme, en el rango de número de clases). 
 

 Escoger una temperatura inicial 
)1(T  suficientemente elevada. 

 

2. Hacer desde  Niter=1 hasta Niter=n. 

 
2.1 Barrer secuencialmente la imagen. 

 



Capítulo 5                                   M o d e l o   d e   f u s i ó n 
                                      

 

 

78 

 

En cada etapa n : 

 Escoger un pixel g  de coordenadas   ji , su valor es 
)(n

gY  y su 

configuración de vecindad es 
)(n

gV  

 Efectuar el sorteo de una variable aleatoria (clase “elección”) con 

distribución uniforme:   .,,1 clasesdenúmerokk   

 

2.2 Criterio de Metrópolis y Modelo de Potts 
 

Con base a la imagen: 

 

Se realiza el análisis en 8 conexidad (modelo de Potts)  para el 

píxel   jig en la imagen kY . 

 

Se realiza una comparación entre la clase del pixel ]][[ jig   y la clase x  

de cada uno de sus vecinos, si la clase es igual, se suma el número de 

ocurrencias )_( actualE y se multiplica este por  , esto es: 

 
)_(_ actualEactualE     

 

Al pixel ]][[ jig  se sobrepone un pixel con la clase elección, después se 

realiza nuevamente la comparación entre este nuevo pixel de clase elección y 

su vecindad y se multiplica el número de ocurrencias por   

 
 )_(_ elecciónEelecciónE   
 

 

Figura 5.3 Vecindad 
)(k

gV  asociada al pixel g
 

(Al centro de la ventana en   8-conexidad). 
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En el píxel g : 

 

Clases Energía(inicialización) 

“Actual” 

“Elección” 

E_actual=0 

E_elección=0 

 




hgcl

hg yyYU
,

),()( 

 
 

2.3 Calcular la variación de la energía local asociada al píxel g  

 

En la imagen X , en las coordenadas   ji  se toma el nivel de gris del pixel 

analizado g  y se proyecta en las funciones trapezoidales (fig. 5.2), en las 

clases “actual” y “elección”. 

 

Esta contribución, se suma a la contribución de Potts. 

 

a)    jiactualpotencialactualEactualE  __  
b)    jielecciónpotencialelecciónEelecciónE  __  
 

Donde potencial     representa la energía condicional )|( YXU  e ]][[ ji  

son las coordenadas del pixel analizado.  

 

c) Si    "":__ elecciónjiYactualEelecciónE   

En caso contrario: 

 

d) Si 
)(

__
nT

actualEelecciónE

ep




  

 

Sorteo de una variable aleatoria 2  uniformemente distribuida en el rango 

 1,0  

 

f) Si ,2 p   entonces    ""elecciónjiY   

 

3. Regresar al punto 2.1 hasta terminar un barrido. 

 
4. Decrementar la temperatura: 

 
95.0*)1()(  nTnT  

 

5. Regresar al punto 2 hasta terminar el número de iteraciones 

fijadas. 
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5.5 EJEMPLO DE APLICAR EL MÉTODO DE RECOCIDO SIMULADO A 

UNA IMAGEN 

 

Dada la imagen original: 

 

 
Figura 5.4 Imagen original. 

 

Al clasificarla en 3 clases, utilizando como medias 721 m , 1691 m  

y 2471 m , se obtienen las siguientes funciones de energía condicional.  
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Figura 5.5  Funciones de energía condicional. 

 
La imagen obtenida después de aplicar el método del recocido simulado, 

utilizando una 5.2T , una 35.0   Y 80 iteraciones es: 

 

 
Figura 5.6 Imagen obtenida después de aplicar el algoritmo de Recocido 

Simulado. 
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5.6 ESQUEMA  DE FUSIÓN PROPUESTO 

 

El esquema de fusión propuesto en este trabajo considera tomar más de 

una imagen de textura como imagen original, y fusionarlas utilizando el 

algoritmo del Recocido Simulado. Lo anterior se muestra en la siguiente figura. 

 

 
Figura 5.7  Esquema de fusión propuesto. 

 

Este esquema de fusión toma en cuenta lo siguiente: 

 

Sean i  donde  3,2,1i  el número de clases y sean 321 ,, XXX , tres 

imágenes a fusionar, de acuerdo a la ecuación 5.4:  

 

 
Tenemos para la clase 1: 

 

)|()|()|()()|()|()|()(

)|()|()|()(
),,|(

23222121312111

1312111

3211





XPXPXPPXPXPXPP

XPXPXPP
XXXP




 

)|()|()|()( 3332313  XPXPXPP
…………………………………………………..(5.13)

 

 

Tenemos para la clase 2: 
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)|()|()|()()|()|()|()(

)|()|()|()(
),,|(

23222121312111

23212212

3212





XPXPXPPXPXPXPP

XPXPXPP
XXXP




 

)|()|()|()( 3332313  XPXPXPP
…………………………………………………..(5.14)

 

 

Tenemos para la clase 3: 

 

)|()|()|()()|()|()|()(

)|()|()|()(
),,|(

23222121312111

3332313

3213





XPXPXPPXPXPXPP

XPXPXPP
XXXP




 

)|()|()|()( 3332313  XPXPXPP
……………..……………………………………(5.15)

 

 

Como  observamos el numerador es un constante para todas las clases 

por lo cual se puede eliminar, por tanto: 

 

)|()|()|()(),,|( 13121113211  XPXPXPPXXXP  …………………………(5.16)    

)|()|()|()(),,|( 23222123212  XPXPXPPXXXP  ………………….…..(5.17) 

)|()|()|()(),,|( 33323133213  XPXPXPPXXXP  ……………………….(5.18) 

 

Como se explicó anteriormente, la  función de energía asociada con la 

distribución a posteriori )()|()|( iii PXPXP    del campo de etiquetas es: 

 

)()|()|( iii UXUXU   ………………………………………………………………….(5.10) 

 

Haciendo una analogía entre la ecuación anterior y las ecuaciones 5.16, 

5.17 y 5.18, tenemos: 

 

)|()|()|()(),,|( 13121113211  XUXUXUUXXXU  ………….…(5.19) 

)|()|()|()(),,|( 23222123212  XUXUXUUXXXU  ….….……(5.20) 

)|()|()|()(),,|( 33323133213  XUXUXUUXXXU  …….……..(5.21) 

 
Para realizar la fusión de datos utilizando MRF, se debe obtener la energía 

a posteriori del pixel actual y de elección para después compararlas utilizando 

el método visto en la sección anterior. La energía a posteriori de que un pixel 

pertenezca a cierta clase, se obtiene según las ecuaciones 5.19, 5.20 y 5.21, 

sumando  la energía a priori y la energía condicional de cada imagen. 
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RESULTADOS 

 

 
 

 

 

 
 

Josiah Willard Gibbs (1839 - 1903)[6.3]. 
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6.1  INTRODUCCIÓN 

 

Para probar los métodos de GLCM, algoritmo simulado y fusión de datos, 

propuestos en esta tesis, primero se realizaron pruebas con una imagen 

sintética de 467 x 395 pixeles compuesta por 4 imágenes correspondientes a 

madera (235x197 pixeles), arena (232x197 pixeles), pasto cortado (235X198 
pixeles) y ladrillos (232x198 pixeles). Después se realizaron pruebas utilizando 

2 imágenes aéreas del sur de la Ciudad de México de 512x512 píxeles, con 256 

niveles de gris y una resolución de 50 cm por píxel. 

 

Siguiendo el método propuesto en la introducción de esta tesis, primero, 

para disminuir el tiempo de procesamiento se hizo una reducción de los niveles 
de grises de cada imagen de 256 a 32. En seguida, se obtuvo la Matriz de Co-

ocurrencia utilizando un método rápido propuesto por David A. Clausi[3.13] , 

descrito en la sección 3.3 del capítulo 3 de esta tesis.  Después se obtuvieron 

los descriptores de textura de Haralick[3.16], descritos en la sección 3.4, del 

capítulo 3 del presente trabajo.  En esta etapa, se buscó obtener descriptores 

de textura con regiones homogéneas para elegir las clases en las cuales se 
segmentaría la imagen mediante el método de fusión propuesto de MRF. 

Después de realizar varias pruebas variando el tamaño de ventana, la distancia 

y ángulo, se observó que cada una de las imágenes de textura necesitaba de 

diferentes parámetros de distancia y tamaño de ventana para presentar 

regiones homogéneas, no así  de ángulo. Por lo cual utilizó un ángulo de 0 para 

las 3 imágenes originales. En seguida se muestra una tabla que contiene los 

parámetros de distancia, ángulo y tamaño de ventana utilizados para obtener 
regiones homogéneas en 5 descriptores de textura de la imagen sintética: 

 
Nombre de la imagen 

de Textura 
Nivel de gris Distancia |d| Tamaño de 

ventana (TV) 

Autocorrelación 32 1 3x3 

Cluster Prominence. 32 3 7x7 

Cluster Shade 32 3 7x7 

Máxima Probabilidad 32 3 7x7 

Varianza 32 3 7x7 

Tabla 6.1 Parámetros de desplazamiento y tamaño de ventana utilizados en la 

imagen sintética. 

 
Para las 2 imágenes aéreas de la Ciudad de México. 

 
Nombre de la 

imagen de Textura 
Nivel de gris Distancia |d| Tamaño de 

ventana (TV) 

Autocorrelación 32 1 3x3 

Cluster Prominence. 32 3 7x7 

Cluster Shade 32 3 7x7 

Correlación 32 2 5x5 

Varianza 32 3 7x7 

Tabla 6.2 Parámetros de desplazamiento y tamaño de ventana utilizados en 

las imágenes aéreas. 
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Para realizar las pruebas anteriores, se utilizó una computadora con 

procesador Intel Core 2 Duo T8100, con 3Gb de Memoria Ram y Matlab 7.6.0. 

El tiempo de procesamiento para obtener los descriptores de textura varió 

entre 15 y 20 minutos dependiendo del tamaño de la imagen y de los 

parámetros de distancia horizontal y tamaño de ventana utilizados.  

 
Después de obtener las imágenes de textura, se aplicó el recocido 

simulado a la imagen original y a una imagen de textura. También se 

realizaron dos fusiones de datos de acuerdo al modelo propuesto, la primera 

fusión se realizó tomando en cuenta a 3 imágenes de textura y la segunda 

fusión se realizó con 5 imágenes de textura. Lo anterior se realizó para todas 

las imágenes. 
 

En la imagen de textura para obtener la imagen segmentada de la imagen 

original y de la imagen de textura, se obtuvieron 4 medias de las 4 regiones 

que componen esta imagen utilizando ventanas de prueba. Para realizar la 

fusión de datos,  estas 4 medias de las diferentes regiones se obtuvieron para 

en cada imagen de textura. 
  

En las imágenes aéreas, para obtener la imagen segmentada de la imagen 

original y de la imagen de textura, se obtuvieron las 3 medias de 3 regiones 

con diferente nivel de gris de la imagen utilizando ventanas de prueba. 

 

Para realizar la fusión de datos, en cada imagen de textura se obtuvieron 

3 medias de 3 regiones con diferente nivel de gris, estas regiones fueron las 
mismas en cada una de las imágenes de textura. 

 

De esta manera, para las imágenes aéreas segmentadas por el método de 

recocido simulado, y  para las imágenes obtenidas por el método propuesto de 

fusión de datos utilizando el recocido simulado,  se obtuvieron 3 clases: 

 
 La clase no urbana (zonas obscuras). 

 La clase urbana que señala las partes más opacas (zonas grises). 

 La clase urbana que señala las partes con tonos de gris muy blancos de 

la escena. 

 

Los resultados de todo este proceso, se muestran a continuación. 
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6.2  RESULTADOS PARA LA IMAGEN SINTÉTICA CON CUATRO CLASES 

 

Se realizaron pruebas con una imagen sintética para probar la eficiencia 

del algoritmo propuesto. La imagen sintética original (fig. 6.1) está compuesta 

por una textura de madera en la parte superior izquierda, pasto cortado en la 

parte inferior izquierda, arena de playa en la parte superior derecha y una 
pared en la parte inferior derecha. 

 

  
Fig. 6.1 Imagen original a color. 

 
Fig. 6.2 Imagen Original en niveles 

de grises. 

6.2.1 LOS DESCRIPTORES DE TEXTURA UTILIZANDO LA GLCM 

 

  
Fig. 6.3 Descriptor de autocorrelación 

 |D|=1, TV 3x3. 

Fig. 6.4 Cluster Prominence 

|D|=3, TV 7x7. 
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Fig. 6.5 Cluster shade 

|D|=3, TV 7x7. 
Fig. 6.6 Máxima probabilidad 

 |D|=3, TV 7x7. 

 

 
Fig. 6.7 Varianza 

|D|=3, TV 7x7. 
 

6.2.2 SELECCIÓN DE LAS VENTANAS PARA CADA CLASE 

 

En el método de recocido simulado y en el método de fusión propuesto, 

las medias para cada clase, se obtuvieron de las mismas regiones de la imagen 

original, variando solo la imagen de textura con la que se estaba trabajando. 
Estas regiones se ilustran en la siguiente figura: 
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Fig. 6.8 Imagen original. Posición de las ventanas utilizadas para obtener las 

medias de cada clase en cada una de las imágenes de textura. 

 
6.2.3 APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN ORIGINAL 

 

Aplicando el método de recocido simulado a la imagen original en niveles de 

gris (fig. 6.2) con los siguientes parámetros: 

 

 Temperatura: 2.5 

 Beta 0.35  
 Clases:3 

 Media:  [81   129   181   218] 

 

Se tiene: 

 

  
Fig. 6.9 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración1.  
Fig. 6.10 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 10.  
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Fig. 6.11 Segmentación de la 

imagen original por MRF. Iteración 
20. 

Fig. 6.12 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 40.  

 
 

Fig. 6.13 Segmentación de la 
imagen original por MRF. Iteración 

80. 

Fig. 6.2 Imagen Original. 

 

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de recocido 

simulado (fig. 6.13) a la imagen original (fig. 6.2), se tiene: 
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Fig. 6.14 Comparación imagen Original Vs. Contorno de la imagen 

original segmentada obtenida por el método de  recocido simulado. 

 

6.2.4  APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN DE TEXTURA DE 

CLUSTER PROMINENCE 

 

Aplicando el método de recocido simulado a la imagen de textura de  cluster 

prominence (fig. 6.4) con los siguientes parámetros: 
 

 Temperatura: 2.5 

 Beta 0.35  

 Clases:3 

 Media [4    19    75   149] 

Se tiene: 

 

  
Fig. 6.15 Segmentación de la imagen 

de textura de cluster prominence por 

MRF. Iteración 1.  

Fig. 6.16 Segmentación de la imagen 

de textura de cluster prominence por 

MRF. Iteración 10.  
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Fig. 6.17 Segmentación de la imagen 

de textura de cluster prominence por 

MRF. Iteración 20.  

Fig. 6.18 Segmentación de la imagen 

de textura de cluster prominence por 

MRF. Iteración 40.  

  
Fig. 6.19 Segmentación de la imagen 
de textura de cluster prominence por 

MRF iteración 80.  

Fig. 6.2 Imagen Original. 

 

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de recocido 

simulado (fig. 6.19) a la imagen original (fig. 6.2), se tiene: 
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Fig. 6.20 Comparación imagen Original Vs. Contorno de la imagen de 

textura de cluster prominence obtenida por el método de  recocido 

simulado. 

 

6.2.5 FUSIÓN Y SEGMENTACIÓN DE 3 Y 5 IMÁGENES DE TEXTURA 
UTILIZANDO EL MÉTODO PROPUESTO BASADO EN MRF  

 

Fusionando los descriptores de textura de Autocorrelación, cluster prominence 

y cluster shade (figuras 6.3, 6.4 y 6.5) mediante el método propuesto y utilizando 

los siguientes parámetros: 

 

 Temperatura: 2.5 
 Beta 0.35  

 Clases:3 

 Medias:  Autocorrelación        [31    77   151   220] 

                Cluster prominence  [4      19    75    149] 

                Cluster Shade          [13    42   117   199] 

           
 

se tiene: 
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Fig. 6.21 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el 

método propuesto basado en MRF. 

Iteración1.  

Fig. 6.22 Fusión y segmentación de 3 
imágenes de textura utilizando el 

método propuesto basado en MRF. 

Iteración 10.  

  
Fig. 6.23 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el 

método propuesto basado en MRF. 

Iteración 20.  

Fig. 6.24 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el 

método propuesto basado en MRF. 

Iteración 40.  

  
Fig. 6.25 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el 

método propuesto basado en MRF. 

Iteración 80.  

Fig. 6.2 Imagen Original. 
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de recocido 

simulado (fig. 6.25) a la imagen original (fig. 2), se tiene: 
 

 
Fig. 6.26 Comparación imagen Original Vs. Contorno de la imagen obtenida de 

la fusión y segmentación de 3 imágenes de textura por el método de  recocido 
simulado propuesto. 

 

Ahora bien, si fusionamos los 5 descriptores de textura de las figuras 6.3, 6.4, 
6.5 6.6 y 6.7 mediante el método propuesto, utilizando las mismas regiones que 

en la fig. 6.8 para obtener las medias de cada clase, y considerando lo siguiente: 

 

 Temperatura: 2.5 

 Beta 0.35  

 Clases:3 
 Medias: Autocorrelación          [31    77   151   220] 

               Cluster prominence     [4      19   75     149] 

               Cluster Shade             [13    42   117   199] 

               Máxima Probabilidad   [36    44   100   149] 

               Varianza                     [26   56    110   199] 

 
se tiene: 
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Fig. 6.27 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el 

método propuesto basado en MRF. 

Iteración1.  

Fig. 6.28 Fusión y segmentación de 5 
imágenes de textura utilizando el 

método propuesto basado en MRF. 

Iteración 10.  

  
Fig. 6.29 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el 
método propuesto basado en MRF. 

Iteración 20.  

Fig. 6.30 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el 
método propuesto basado en MRF. 

Iteración 40.  

  
Fig. 6.31 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el 

método propuesto basado en MRF. 

Iteración 80.  

Fig. 6.2 Imagen Original. 
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de recocido 

simulado  propuesto (fig. 6.31) a la imagen original, se tiene: 
 

 
Fig. 6.32 Comparación imagen Original Vs. contorno de la imagen 

obtenida de la fusión y segmentación de 5 imágenes de textura por el 

método de recocido simulado propuesto. 
 

 

6.2.6 COMPARACIÓN ENTRE LAS SEGMENTACIONES REALIZADAS POR 

RECOCIDO SIMULADO Y POR EL MÉTODO DE FUSIÓN PROPUESTO 

 

Comparando la imagen original (fig. 6.2), la imagen obtenida de aplicar el 

método de recocido simulado a la misma (fig.6.13), la imagen obtenida de 
aplicar el recocido simulado a la imagen de textura (fig. 6.19), la imagen 

obtenida de la fusión de las 3 imágenes (6.25) de textura, la imagen obtenida 

de la fusión de las 5 imágenes (6.31) de textura tenemos:  

 

 
Fig. 6.2 Imagen Original 
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Fig. 6.13 Segmentación de datos de la 

imagen original utilizando MRF. 

Iteración 80.  

Fig. 6.19 Segmentación de la imagen 

de textura de cluster prominence 

utilizando MRF. Iteración 80.  

  
Fig. 6.25 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura (fig. 6.3, 6.4 y 

6.5) utilizando el método propuesto 

basado en MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.31 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura (fig. 6.3, 6.4, 

6.5, 6.6 y 6.7) utilizando el método 

propuesto basado en MRF. Iteración 80.  

 

De los resultados obtenidos de la imagen sintética, se puede observar que 

el algoritmo de recocido simulado propuesto realiza una buena discriminación 

entre diferentes texturas y que a mayor número de imágenes fusionadas el 
resultado es mejor. 
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6.3  RESULTADOS PARA LA PRIMERA IMAGEN AÉREA 

 

 
Fig. 6.33 Imagen Original. 

 

6.3.1 DESCRIPTORES DE TEXTURA OBTENIDOS MEDIANTE LA GLCM 

 

  
Fig. 6.34 Descriptor de 

autocorrelación 

 |d|=1, TV 3x3. 

Fig. 6.35 Cluster Prominence 

|d|=3, TV 7x7. 

  
Fig. 6.36 Cluster Shade 

|d|=3, TV 7x7. 
Fig. 6.37 Correlación 

|d|=2, TV 5x5. 
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Fig. 6.38 Varianza 

|d|=3, TV 7x7. 

 
6.3.2 SELECCIÓN DE LAS VENTANAS PARA CADA CLASE 

 

En el método de recocido simulado y en el método de fusión propuesto, 

las medias para cada clase, se obtuvieron de las mismas regiones de la imagen 
original, variando solo la imagen de textura con la que se estaba trabajando. 

Estas regiones se ilustran en la siguiente figura: 

 

 
Fig. 6.39 Imagen original. Posición de las ventanas utilizadas para obtener 

las medias de cada clase en cada una de las imágenes de textura. 

 

  
6.3.3 APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN ORIGINAL 

 

Aplicando el método de recocido simulado a la imagen original (fig. 6.33) 

con los siguientes parámetros: 



Capítulo 6                                            R e s u l t a d o s 
                                      

 

 

101 

 

 Temperatura: 2.5 

 Beta 0.35  
 Clases:3 

 Medias [75   211   254] 

 

Se tiene: 

 

  
Fig. 6.40 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración1.  
Fig. 6.41 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 10.  

  
Fig. 6.42 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 20.  
Fig. 6.43 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 40.  

  
Fig. 6.44 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 80.  
Fig. 6.33 Imagen Original. 
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de 

recocido simulado (fig. 6.44) a la imagen original, se tiene: 
 

 
Fig. 6.45 Comparación imagen Original Vs. Contorno de la 

imagen original segmentada obtenida por el método de  

recocido simulado. 
 

 
6.3.4  APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN DE 

TEXTURA DE AUTOCORRELACIÓN 

 

Aplicando el método de recocido simulado a la imagen de textura de 

autocorrelación (fig. 6.34) con los siguientes parámetros: 

 
 Temperatura: 2.5 

 Beta 0.35  

 Clases:3 

 Medias: [22   174  255] 

 

Se tiene: 
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Fig. 6.46 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación por 

MRF. Iteración1.  

Fig. 6.47 Segmentación de la imagen 
de textura de autocorrelación por 

MRF. Iteración 10.  

  
Fig. 6.48 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación por 
MRF. Iteración 20.  

Fig. 6.49 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación por 
MRF. Iteración 40.  

  
Fig. 6.50 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación por 
MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.33 Imagen Original. 
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de 

recocido simulado (fig. 6.50) a la imagen original, se tiene: 

 

 
Fig. 6.51 Comparación imagen original  Vs. Contorno de la imagen de 

autocorrelación segmentada obtenida por el método de  recocido 

simulado. 

 
 

6.3.5 FUSIÓN Y SEGMENTACIÓN DE 3 y 5 IMÁGENES DE TEXTURA 

UTILIZANDO EL MÉTODO PROPUESTO BASADO EN  MRF 

 

Fusionando los descriptores de textura de autocorrelación, cluster shade y 

varianza (figuras 6.34, 6.36 y 6.38) mediante el método propuesto y utilizando 
los siguientes parámetros: 

 

 Temperatura: 2.5 

 Beta 0.35  

 Clases:3 

 Medias:  Autocorrelación  [22   174    255] 
                Cluster Shade    [5     103    180] 

                 Varianza            [20   152    220] 

 

 

Se tiene: 
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Fig. 6.52 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el método 

propuesto basado en  MRF. Iteración1.  

Fig. 6.53 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el método 

propuesto basado en  MRF. Iteración 10.  

  
Fig. 6.54 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración 20.  

Fig. 6.55 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en  MRF. Iteración 40.  

  
Fig. 6.56 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en  MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.33 Imagen Original. 
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de fusión 

propuesto (fig. 6.56) a la imagen original, se tiene: 

 

 
Fig. 6.57 Comparación imagen Original Vs. Contorno de la imagen fusionada y 

segmentada con 3 imágenes de textura obtenida por el método de  recocido simulado 

propuesto. 

 

Ahora bien, al fusionar los 5 descriptores de textura de las figuras 6.34, 

6.35, 6.36, 6.37 y 6.38 mediante el método propuesto, utilizando las mismas 

regiones que en la fig. 6.39 para obtener las medias de cada clase, y 

considerando lo siguiente: 
 

 Temperatura: 2.5 

 Beta 0.35  

 Clases:3 

 Medias: Autocorrelación       [22   174    255] 

               Cluster Prominence  [1     59      122] 
               Cluster Shade          [5     103    180] 

               Correlación              [12     18    131] 

               Varianza                  [20   152    220] 

 

se tiene: 
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Fig. 6.58 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración1.  

Fig. 6.59 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado MRF. Iteración 10.  

  
Fig. 6.60 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en  MRF. Iteración 20.  

Fig. 6.61 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración 40.  

  
Fig. 6.62 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración 80  

Fig. 6.33 Imagen Original 
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Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de fusión 

propuesto (fig. 6.62) a la imagen original,  se obtiene: 

 

 
Fig. 6.63 Comparación imagen Original Vs. Contorno de la imagen fusionada y 

segmentada con 5 imágenes de textura obtenida por el método de  recocido simulado 
propuesto. 

 

 
6.3.6 COMPARACIÓN  ENTRE LAS SEGMENTACIONES REALIZADAS 

POR RECOCIDO SIMULADO Y POR EL MÉTODO DE FUSIÓN PROPUESTO 

 

Comparando entre sí a: la imagen original (fig. 6.33), las imágenes 

obtenidas de aplicar el recocido simulado a la imagen original (fig. 6.44)  y a la 

imagen de textura de autocorrelación (fig. 6.50), las imágenes obtenidas de la 
fusión de datos de 3 y 5 imágenes de textura (figuras 6.56 y 6.62 

respectivamente), se tiene: 
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Fig. 6.33 Imagen Original. 

  
Fig. 6.44 Segmentación de la imagen 

original utilizando MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.50 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación 

utilizando MRF. Iteración 80.  

  
Fig. 6.56 Imagen segmentada de la 

fusión y segmentación de 3 imágenes 

de textura (fig. 6.34, 6.36 y 6.38) 

utilizando el método propuesto basado en 

MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.62 Imagen segmentada de la 
fusión de 5 imágenes de textura (fig. 

6.34, 6.35, 6.36, 6.37 y 6.38) 

utilizando el método propuesto basado en 

MRF. Iteración 80.  
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Comparando ventanas de las imágenes segmentadas tomadas de las 

regiones que se señala en la siguiente imagen: 

 

  
Fig. 6.64 Imagen Original. Ventanas seleccionadas de 

las imágenes segmentadas a comparar. 

 

 
Fig. 6.65 Comparación de ventanas de las imágenes segmentadas obtenidas 

por el método de recocido simulado y el método de recocido simulado 

propuesto.  
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Fig. 6.66 Comparación de ventanas de las imágenes segmentadas obtenidas 

por el método de recocido simulado y el método de recocido simulado 

propuesto. 

 
 

De los resultados de segmentación mostrados se puede observar que  los 

resultados obtenidos mediante la fusión de imágenes por el método propuesto 

presentan regiones mejor segmentadas que la imagen obtenida aplicando 
solamente el recocido simulado a la imagen original (fig. 6.44). Esto se 

observa con más detalle en las imágenes 6.65 y 6.66 donde se realiza la 

comparación de ventanas de diferentes imágenes. 

 

En lo que respecta a la imagen obtenida de aplicar el recocido simulado a 

la imagen de textura de autocorrelación (fig. 6.50), las segmentaciones son 
muy parecidas a los resultados presentados mediante la fusión de imágenes 

(figuras 6.56 y 6.62), sin embargo, este resultado (fig. 6.50), omite 

información correspondiente a las regiones blancas que si se detectan 

mediante el método  de fusión de datos propuesto.  De hecho, las regiones 

más blancas de la imagen original se detectan mejor en la imagen obtenida de 

fusionar  5  imágenes de textura que en las imágenes restantes (figuras 6.44, 

6.50 y 6.56). 
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6.4  RESULTADOS PARA LA SEGUNDA IMAGEN AÉREA 

 

 
Fig. 6.67 Imagen Original 

 

6.4.1 DESCRIPTORES DE TEXTURA OBTENIDOS UTILIZANDO LA GLCM 

 

  
Fig. 6.68 Descriptor de autocorrelación 

|D|=1, TV 3x3. 

Fig. 6.69 Cluster Prominence 

|D|=3, TV 7x7. 

  
Fig. 6.70 Cluster Shade 

|D|=3, TV 7x7. 
Fig. 6.71 Correlación 

|D|=2, TV 5x5. 
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Fig. 6.72 Varianza 

|D|=3, TV 7x7. 
 

6.4.2 SELECCIÓN DE LAS VENTANAS PARA CADA CLASE 

 

En el método de recocido simulado y en el método de fusión propuesto, 

las medias para cada clase, se obtuvieron de las mismas regiones de la imagen 
original, variando solo la imagen de textura con la que se estaba trabajando. 

Estas regiones se ilustran en la siguiente figura: 

 

 
Fig. 6.73 Imagen original. Posición de las ventanas utilizadas para obtener 

las medias de cada clase en cada una de las imágenes de textura. 
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6.4.3 APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN ORIGINAL 

 

Aplicando el método de recocido simulado a la imagen original con los 

siguientes parámetros: 

 

 Temperatura: 2.5 
 Beta 0.35  

 Clases:3 

 Medias: [72   169   247] 

 

Se tiene: 

 

  
Fig. 6.74 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración1.  
Fig. 6.75 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 10.  

  
Fig. 6.76 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 20.  
Fig. 6.77 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 40.  
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Fig. 6.78 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 80.  
Fig. 6.67 Imagen Original. 

 

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de 

recocido simulado (fig. 6.78) a la imagen original, se tiene: 
 

 
Fig. 6.79 Comparación imagen Original Vs. Contorno de la imagen 

original segmentada obtenida por el método de  recocido simulado. 
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6.4.4  APLICANDO EL RECOCIDO SIMULADO A LA IMAGEN DE 

TEXTURA DE AUTOCORRELACION 

 

Aplicando el método de recocido simulado clásico a la imagen de textura 

de autocorrelación (fig. 6.68)  con los siguientes parámetros: 

 
 Temperatura: 2.5 

 Beta 0.35  

 Clases:3 

 Medias [22   116   249 ] 

 

Se tiene: 
 

  
Fig. 6.80 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación por 

MRF. Iteración1.  

Fig. 6.81 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación por 

MRF. Iteración 10.  

  
Fig. 6.82 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación por 

MRF. Iteración 20.  

Fig. 6.83 Segmentación de la imagen 
de textura de autocorrelación por 

MRF. Iteración 40.  
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Fig. 6.84 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación por 

MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.67 Imagen Original. 

 

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el método de 

recocido simulado (fig. 6.84) a la imagen original, se tiene: 

 

 
Fig. 6.85 Comparación imagen Original Vs. Contorno de la imagen de 

textura de autocorrelación segmentada obtenida por el método de recocido 
simulado. 
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6.4.5 FUSIÓN DE 3 Y 5 IMÁGENES DE TEXTURA MEDIANTE EL MÉTODO 

PROPUESTO BASADO EN MRF 

 

Fusionando los descriptores de textura de Autocorrelación, Cluster 

prominence y varianza (figuras 6.68, 6.69 y 6.72) mediante el método 

propuesto y utilizando los siguientes parámetros: 
 

 Temperatura: 2.5 

 Beta 0.35  

 Clases:3 

 Medias:  Autocorrelación       [22   116    249] 

                Cluster Prominence  [4     52      158] 
                Varianza                  [19   100    208]             

 

se tiene: 

 

  
Fig. 6.86 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración1.  

Fig. 6.87 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración 10.  

  
Fig. 6.88 Fusión  segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el método 

propuesto basado en MRF. Iteración 20.  

Fig. 6.89 Fusión y segmentación de 3 
imágenes de textura utilizando el método 

propuesto basado en MRF. Iteración 40.  
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Fig. 6.90 Fusión  y segmentación de 3 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.67 Imagen Original. 

  

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de fusión 

propuesto (fig. 6.90) a la imagen original, obtenemos: 
 

 

Fig. 6.91 Comparación imagen Original Vs. Contorno de la imagen 

fusionada y segmentada con 3 imágenes de textura obtenida por el método 

de  recocido simulado propuesto. 
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Ahora bien, si fusionamos los 5 descriptores de textura de las figuras 

6.68, 6.69, 6.70, 6.71 y 6.72 mediante el método propuesto, utilizando las 

mismas regiones que en la fig. 6.73 para obtener las medias de cada clase, y 

considerando lo siguiente: 

 

 Temperatura: 2.5 
 Beta 0.35  

 Clases:3 

 Medias: Autocorrelación      [22   116    249] 

               Cluster Prominence [1     25      100] 

               Cluster Shade         [4     52      158] 

               Correlación             [11    22     110] 
               Varianza                 [19   100    208]             

se tiene: 

 

  
Fig. 6.92 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración1.  

Fig. 6.93 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración 10.  

  
Fig. 6.94 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración 20.  

Fig. 6.95 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración 40. 
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Fig. 6.96 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura utilizando el método 

propuesto basado en MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.67 Imagen Original. 

 

Sobreponiendo el contorno de la imagen obtenida por el  método de fusión 

propuesto (fig. 6.96) a la imagen original, obtenemos: 

 

 

Fig. 6.97 Comparación imagen Original Vs. Contorno de la imagen fusionada y 

segmentada con 5 imágenes de textura obtenida por el método de  recocido 

simulado propuesto. 

 

Comparando la imagen original (fig. 6.67), la imagen obtenida de aplicar 

el método de recocido simulado a la misma (fig. 6.78), la imagen obtenida de 

aplicar el recocido simulado a la imagen de textura (fig. 6.84), la imagen 

obtenida de  la fusión de las 3 imágenes de textura (fig. 6.90) y la imagen 
obtenida de la fusión de las 5 imágenes (6.96) de textura se tiene:  
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Fig. 6.67 Imagen Original. 

  
Fig. 6.78 Segmentación de la imagen 

original utilizando MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.84 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación 
utilizando MRF. Iteración 80 . 

  
Fig. 6.90 Imagen segmentada de la 

fusión de 3 imágenes de textura (fig. 

6.68, 6.69 y 6.72) utilizando el método 

propuesto basado en MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.96 Imagen segmentada de la 

fusión de 5 imágenes de textura (fig. 

6.68, 6.69 6.70 ,6.71 y 6.72) textura 

utilizando el método propuesto basado en 

MRF. Iteración 80.  
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6.4.6 COMPARACIÓN  ENTRE LAS SEGMENTACIONES REALIZADAS 

POR RECOCIDO SIMULADO Y POR EL MÉTODO DE FUSIÓN PROPUESTO 

 

Comparando ventanas tomadas de las regiones que se señala en la 

siguiente imagen: 

  

 
Fig. 6.98 Imagen Original. Ventanas seleccionadas de las 

imágenes segmentadas a comparar. 

. 

 
Fig. 6.99 Comparación de ventanas de las imágenes segmentadas 

obtenidas por el método de recocido simulado y el método de recocido 

simulado propuesto. 
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Fig. 6.100 Comparación de ventanas de las imágenes segmentadas 

obtenidas por el método de recocido simulado y el método de recocido 

simulado propuesto. 

 
Al realizar la comparación entre los resultados obtenidos, se observa que, 

al igual que para los resultados obtenidos de la primera imagen aérea 

presentada (fig. 6.33),  las regiones blancas de la imagen original, son mejor 

detectadas en el resultado obtenido por la fusión de 5 imágenes (fig. 6.96) con 

el método de fusión de imágenes utilizando el método de recocido simulado, 

que utilizando menos imágenes en dicha fusión (fig. 6.90), ó aplicando solo el 

recocido simulado a una sola imagen (figuras 6.78 y 6.84). 
 

En la fusión de imágenes las regiones segmentadas están más definidas 

que en los resultados donde sólo se aplicó el recocido simulado a una sola 

imagen, ya que estos últimos resultados presentan más grupos de pixeles  

aislados. Un ejemplo de esta situación, se presenta en la fig. 6.99. 

 
La fusión de 5 imágenes de textura (fig. 6.96) contiene información más 

completa de la imagen original (fig. 6.67) que la fusión de 3 imágenes de 

textura (fig. 6.90), esto se puede observar en la fig. 6.100 donde la fusión de 

solo 3 imágenes de textura no describe un cambio en la tonalidad de los 

niveles de grises que la imagen de textura de 5 imágenes de textura detecta. 
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6.5 COMPARACIÓN ENTRE DIFERENTES MÉTODOS DE SEGMENTACIÓN 

 

Para comparar la efectividad del método propuesto, se comparan los 

resultados obtenidos a través del algoritmo de recocido y los resultados 

obtenidos utilizando el algoritmo de clasificación bayesiana [6.2]. Así mismo se 

muestra una comparación entre resultados de aplicar la fusión multiclases 
basado en el método de Shan Yu[6.2] a las 3 y 5 imágenes de textura utilizadas 

para cada imagen original y los resultados obtenidos anteriormente de aplicar 

el método de fusión propuesto basado en el método de recocido simulado.  

 

En las imágenes fusionadas por el método de Shan Yu[6.1], se utilizan  los 

mismos descriptores de textura que para el algoritmo propuesto en este 
trabajo y se utiliza además un mapa burdo. Las imágenes de textura son 

preclasificadas y clasificadas por el método bayesiano, después son 

homogeneizadas y finalmente fusionadas utilizando el mapa burdo y el método 

de fusión multiclases[6.2] . Una explicación más amplia sobre el método de 

segmentación y clasificación Bayesiano, así como del método de fusión 

multiclases basado en el método de fusión binaria de Shan Yu se encuentra en 
el anexo de esta tesis ó se puede consultar el trabajo citado en la bibliografía 

en el punto 6.2. 

 

Cabe aclarar  que para que la comparación fuera mejor se escalaron los 

niveles de grises de las imágenes de fusión por el método propuesto a los 

mismos niveles de grises utilizados en el método de fusión multiclases basado 

en el método de fusión binaria de Shan Yu. 
 

6.5.1 RESULTADOS PARA LA IMAGEN SINTÉTICA 

 

Antes de presentar las comparaciones entre imágenes, se muestra una 

tabla donde se registraron las medias de cada imagen de textura que se 

utilizaron en el método de recocido simulado y en el método de fusión de datos 
propuesto en esta tesis. Estas mismas medias se utilizaron en el método de 

clasificación bayesiana y de fusión de datos por medio del método de Shan Yu. 

 

Comparación entre medias: 

 
 

    Imagen 

Medias 

utilizadas en  

MRF 

Medias para la 

imagen 

preclasificada  
usando Bayes  

Medias para la 

imagen 

clasificada 
usando Bayes 

Original 81 129 181   218 81 129 181   218 81 129 181   218 

Autocorrelación 31  77  151   220 31  77  151   220 31  77  151   220 

Cluster Prominence 4   19   75    149 4   19   75    149 4   19   75    149 

Cluster Shade 13  42  117   199 13  42  117   199 13  42  117   199 

Máxima Probabilidad 36  44  100   149 36  44  100   149 36  44  100   149 

Varianza 3    12  47    199 3    12  47    199 3    12  47    199 

Tabla 6.3 Medias utilizadas para la segmentación de imágenes. 
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6.5.1.1 COMPARACIÓN ENTRE EL MÉTODO BAYESIANO DE 

SEGMENTACIÓN Y CLASIFICACIÓN Y EL MÉTODO DE RECOCIDO 

SIMULADO 

 

 
Fig. 6.2 Imagen Original. 

 

  
Fig. 6.13 Segmentación de datos de la 

imagen original utilizando MRF. 

Iteración 80.  

Fig. 6.101 Imagen obtenida de aplicar  
el método Bayesiano a la imagen 

original. 

  
Fig. 6.19 Imagen segmentada 

obtenida de aplicar MRF a la imagen 

de textura de Cluster Prominence. 

Iteración 80. 

Fig. 6.102 Imagen segmentada 

obtenida de aplicar Bayes a la imagen 

de textura de Cluster Prominence. 
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6.5.1.2 COMPARACIÓN ENTRE LA FUSIÓN MULTICLASES BASADA 

EN EL MÉTODO DE SHAN YU Y  EL MÉTODO DE FUSIÓN PROPUESTO 

BASADO EN EL ALGORITMO DE RECOCIDO SIMULADO 

 

  
Fig. 6.2 Imagen Original. Fig. 6.103 Mapa burdo. 

  
Fig. 6.25 Fusión y segmentación de 3 

imágenes de textura (fig. 6.3, 6.4 y 

6.5) utilizando el método propuesto 
basado en MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.104 Segmentación y fusión de 3 

imágenes de textura (fig. 6.3, 6.4 y 

6.5) por el método de fusión 
multiclases basado en el método de 

fusión binaria de Shan Yu. 
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Fig. 6.31 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura (fig. 6.3, 6.4, 
6.5, 6.6 y 6.7) utilizando el método 

propuesto basado en MRF. Iteración 80 

35.0 .  

Fig. 6.105 Fusión de 5 imágenes de 

textura (fig. 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7) 
por el método de fusión multiclases 

basado en el método de fusión binaria 

de Shan Yu. 

 

En este ejemplo no se presentan comparaciones entre ventanas puesto 

que las diferencias entre las imágenes se distinguen fácilmente. Como se 

puede observar el método de fusión de imágenes basado en el método de 
recocido simulado muestra una mejor discriminación entre clases que los otros 

métodos de segmentación. 

 

6.5.2 RESULTADOS PARA LA PRIMERA IMAGEN AÉREA. 

 

En la siguiente tabla se muestran las medias de cada imagen de textura 

que se utilizaron en el método de recocido simulado y en el método de fusión 
propuesto en esta tesis. Estas mismas medias se utilizaron en el método de 

clasificación bayesiana y de fusión multiclases basada en el método de Shan Yu 

para fusión binaria. 

 
 

 

Imagen 

Medias 

utilizadas en  

MRF 

Medias para la 

imagen 

preclasificada  

usando Bayes  

Medias para la 

imagen clasificada 

usando Bayes 

Original 75    211    254 75       211       254 75       211       254 

Autocorrelación 22    174    255 22       174       255 22       174       255 

Cluster Prominence 1        59   122 1          59       122 1          59       122 

Cluster Shade 5      103    180 5         103      180 5         103      180 

Correlación  12      18    131 12         18       131 12         18       131 

Varianza 20    152    220 20       152       220 20       152       220 

Tabla 6.4 Medias utilizadas para la segmentación de imágenes. 
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6.5.2.1 COMPARACIÓN ENTRE EL MÉTODO BAYESIANO DE 

SEGMENTACIÓN Y CLASIFICACIÓN Y EL MÉTODO DE RECOCIDO 

SIMULADO 

 

 
 

Fig. 6.44 Segmentación de la imagen 

original por MRF. Iteración 80. 
Fig. 6.106 Segmentación obtenida de 

aplicar  el método Bayesiano a 

la imagen original. 

  
Fig. 6.50 Segmentación de la imagen 

de textura de autocorrelación por 
MRF. Iteración 80.  

Fig. 6.107 Imagen obtenida de 

aplicar  el método Bayesiano a la 
imagen de textura de 

autocorrelación. 
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6.5.2.2  COMPARACIÓN ENTRE LA FUSIÓN MULTICLASES BASADA EN 

EL MÉTODO DE SHAN YU Y EL MÉTODO DE FUSIÓN PROPUESTO 

BASADO EN EL ALGORITMO DE RECOCIDO SIMULADO 

 

  
Fig. 6.33 Imagen Original. Fig. 6.108 Mapa burdo. 

  
Fig. 6.56 Fusión y segmentación de 3 
imágenes de textura (fig. 6.34, 6.36 y 

6.38) utilizando el método propuesto 

basado en MRF. Iteración 80 35.0 .  

Fig. 6.109 Fusión y segmentación de 3 
imágenes de textura (fig. 6.34, 6.36 y 

6.38) por el método de fusión multiclases 

basado en el método de fusión binaria de 
Shan Yu. 

  
Fig. 6.62 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura (fig. 6.34, 6.35, 6.36, 

6.37 y 6.38) utilizando el método 
propuesto basado en MRF. Iteración 80  

Fig. 6.110 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura (fig. 6.34, 6.35, 6.36, 

6.37 y 6.38) por el método de fusión 
multiclases basado en el método de fusión 

binaria de Shan Yu. 
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6.5.2.3 COMPARANDO VENTANAS DE LOS DIFERENTES MÉTODOS DE 

SEGMENTACIÓN PRESENTADOS 

 

Comparando algunas zonas de la imagen tenemos: 

 

 

Fig. 6.111 Regiones a comparar entre las diferentes segmentaciones 
obtenidas. 

 

 
Imagen 6.112 Comparación de ventanas de las imágenes segmentadas obtenidas por 
el método de recocido simulado, el método de recocido simulado propuesto, el 

método de clasificación bayesiana y el método de fusión multiclases basado en el 

método de  fusión binaria de Shan Yu. 
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Imagen 6.113 Comparación de ventanas de las imágenes segmentadas obtenidas por 

el método de recocido simulado, el método de recocido simulado propuesto, el 
método de clasificación bayesiana y el método de fusión multiclases basado en el 

método de  fusión binaria de Shan Yu. 

 

De los resultados anteriores, se observa que las imágenes clasificadas por 

el método Bayesiano, presentan muchos pixeles y regiones aisladas en 

comparación al método de recocido simulado, donde las regiones segmentadas 

están más definidas. 
 

Con respecto a las fusiones de datos, la situación es simular, para los 

resultados obtenidos por el método de Shan Yu, las regiones grises obscuras 

son segmentadas como si pertenecieran a la región de vegetación de la 

imagen, lo que hace que algunos elementos de la escena desaparezcan. Esto 

no sucede con el método de recocido simulado propuesto. 
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6.5.3  RESULTADOS PARA LA SEGUNDA IMAGEN AÉREA 
 

Al igual que para la primera imagen, en la siguiente tabla se muestra las 

medias de cada imagen de textura que se utilizaron en el método de recocido 

simulado y el método de fusión propuesto basado en el recocido simulado. 

Estas mismas medias se utilizaron en el método de clasificación bayesiana y de 

fusión de datos por medio del método de Shan Yu. 

 
Comparación entre medias: 

 

Imagen Medias 
utilizadas en  

MRF 

Medias para 
la imagen 

preclasificada  

usando Bayes 

Medias para 
la imagen 

clasificada 

usando Bayes 

Original 72   169   247 72   169    247 72   169    247 

Autocorrelación 22   116    249 22   116    249 22   116    249 

Cluster Prominence 1     25      100 1     25      100 1     25      100 

Cluster Shade 4     52      158 4     52      158 4     52      158 

Correlación 11    22     110 11    22     110 11    22     110 

Varianza 19   100    208 19   100    208 19   100    208 
Tabla 6.5 Medias utilizadas para la segmentación de imágenes. 

 

6.5.3.1 COMPARACIÓN ENTRE EL MÉTODO BAYESIANO DE 

SEGMENTACIÓN Y CLASIFICACIÓN Y EL MÉTODO DE RECOCIDO 

SIMULADO 

 

  
Fig. 6.78 Imagen obtenida de aplicar 

el método de recocido simulado a la 

imagen original. 

Fig. 6.114 Imagen obtenida de aplicar  

el método Bayesiano a la 

imagen original. 
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Fig. 6.84 Imagen obtenida de aplicar 
el método de recocido simulado a la 

imagen de textura de  

autocorrelación. Iteración 80. 

Fig. 6.115 Imagen obtenida de 
aplicar  el método Bayesiano a la 

imagen de textura de 

autocorrelación. 

 

6.5.3.2 COMPARACIÓN ENTRE LA FUSIÓN MULTICLASES BASADA EN EL 

MÉTODO DE SHAN YU Y  EL MÉTODO DE FUSIÓN PROPUESTO BASADO 

EN EL ALGORITMO DE RECOCIDO SIMULADO 

 

  
Fig. 6.67 Imagen Original. 6.116 Mapa burdo. 
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Fig. 6.90 Fusión  y segmentación de 3 
imágenes de textura (fig. 6.68, 6.69 y 

6.72) utilizando el método propuesto 

basado en MRF. Iteración 80. 

Fig. 6.117  Segmentación y fusión  de 
3 imágenes de textura (fig. 6.68, 6.69 

y 6.72) por el método de fusión 

multiclases basado en el método de 

fusión binaria de Shan Yu. 

  
Fig. 6.96 Fusión y segmentación de 5 

imágenes de textura (fig. 6.68, 6.69, 
6.70, 6.71 y 6.72) utilizando el método 

propuesto basado en MRF. Iteración 80.  

Fig.118  Segmentación y fusión de 5 

imágenes de textura (fig. 6.68, 6.69, 
6.70, 6.71 y 6.72) por el método de 

fusión multiclases basado en el 

método de fusión binaria de Shan Yu. 
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  6.5.3.3 COMPARANDO VENTANAS DE LOS DIFERENTES MÉTODOS DE 

SEGMENTACIÓN PRESENTADOS: 

 

 
Fig. 6.119 Regiones a comparar entre las diferentes imágenes obtenidas. 

A continuación se muestra una comparación de una sola ventana en la 
misma posición para todas las imágenes. 

 

 
Fig. 6.120 Comparación de ventanas de las imágenes segmentadas obtenidas por el método de 

recocido simulado, el método de recocido simulado propuesto, el método de clasificación 
bayesiana y el método de fusión multiclases basado en el método de  fusión binaria de Shan Yu. 
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Fig. 6.121 Comparación de ventanas de las imágenes segmentadas obtenidas por el método de 

recocido simulado, el método de recocido simulado propuesto, el método de clasificación 
bayesiana y el método de fusión multiclases basado en el método de  fusión binaria de Shan Yu. 

 

Las observaciones para esta imagen son similares a las anteriores, los 

resultados de aplicar el método bayesiano y la fusión de datos basado en el 

método de Shan Yu, muestran que  las áreas blancas no están bien detectadas 
y que  hay un mayor número de pixeles aislados a la imagen original. 

  

En la figura 6.120 se puede observar que la imagen de la fusión de 5 

imágenes basada en el recocido simulado, detecta como continúo  un  camino 

que solamente dos imágenes más lo detectan: la figura 6.78 y la figura 6.114. 

Sin embargo la figura 6.78 no detecta bien el cambio de textura dentro del 
camino y la figura  6.114  presenta pixeles aislados. 
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     CONCLUSIONES  
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7. CONCLUSIONES 

 

La Percepción remota es una tecnología contemporánea mediante la cual 

es posible obtener información de un objeto mediante un dispositivo que no 

esté en contacto físico con él. La forma de obtener esta información es a 
través de fotografías aéreas y satelitales. Estas fotografías son analizadas por 

medio de técnicas de Procesamiento Digital de Señales para su uso en 

sistemas de información ambiental. 

 

El objetivo de esta tesis es definir un esquema estocástico sub-óptimo 

para la segmentación y fusión de imágenes de percepción remota, basándose 

en la teoría de Bayes y en los Campos Aleatorios de Markov. 
 

 Para cumplir con este objetivo, primero se redujo el número de niveles 

de gris de la imagen original (de 256 a 32)  para disminuir el tiempo de 

procesamiento de las siguientes etapas. En seguida, se obtuvieron los 

descriptores de textura de las imágenes originales utilizando la matriz de co-

ocurrencia con ventana deslizante.  
 

Después de obtener los descriptores de textura, variando parámetros de 

desplazamiento horizontal y tamaño de ventana, se seleccionaron algunos de 

ellos y se realizo una fusión y segmentación de imágenes basándose en los 

Campos Aleatorios de Markov (MRF).  

 
Bajo los MRF una imagen es segmentada asignando una etiqueta a cada 

pixel de ella, en este trabajo la etiqueta corresponde a la clase a la que el 

pixel pertenece. El etiquetado óptimo, es decir  la etiqueta que maximixe la 

distribución a posteriori )|( XP i  
del campo de etiquetas, se puede encontrar 

utilizando el teorema de Bayes. Sin embargo, debido a la equivalencia entre 

los campos Aleatorios de Markov y los Campos Aleatorios de Gibbs, 

establecida en el teorema de Hammersley-Clifford, encontrar la distribución 

máximo a posteriori del campo de etiquetas equivale a minimizar la función de 
energía correspondiente a este mismo campo de etiquetas. 

 

La función de energía queda compuesta por la suma una función de 

energía a priori y de la función de energía condicional. En esta tesis, la función 

de energía a priori se obtiene mediante el modelo de Potts y la función de 

energía condicional se obtiene por medio de funciones trapezoidales. Lo 
anterior se realiza dentro de un proceso llamado recocido simulado.  

 

El método de recocido simulado, se utiliza  para la solución de problemas 

de optimización y se fundamenta en el esquema de metrópolis. 
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La aportación más importante de este trabajo es  un esquema de fusión  

y segmentación, el cual considera tomar más de una imagen de textura como 

imagen original, fusionarlas y segmentarlas utilizando el algoritmo del 

Recocido Simulado.  

 
La fusión propuesta se basa en el teorema de Bayes para características 

múltiples,  y se considera que las características son independientes dada la 

clase. De esta forma, la expresión que resulta de combinar estos conceptos, 

es una distribución a posteriori la cual al maximizarse es similar a minimizar 

la función de energía correspondiente a esta expresión. Para cada clase, esta 

función de energía está compuesta por la suma de  la  función de energía a 
priori y de las funciones de energía condicional de cada una de las imágenes 

de textura dada la clase que se esté analizando.  Al igual que para una sola 

imagen, la función de energía a priori, se obtiene por medio del método de 

Potts y las funciones de energía condicional se obtienen por medio de las 

funciones trapezoidales descritas en el capítulo 5. 

 
Después de diseñar y programar el algoritmo de fusión y segmentación 

propuesto en esta tesis, se realizaron diversas pruebas de segmentación de 

imágenes. Una de ellas fue aplicar el algoritmo de recocido simulado a cada 

una de las imágenes originales con las que se trabajaron. Después, se aplicó 

el método de recocido simulado a la imagen de textura de autocorrelación de 

cada una de las imágenes aéreas. Para la imagen sintética, la imagen de 

textura seleccionada fue la imagen de cluster prominence. Después se aplico 
el método de fusión y segmentación propuesto en este trabajo  a 3 y 5 

imágenes de textura. 

 

Los resultados así obtenidos muestran que al aplicar el algoritmo de 

recocido simulado a la imagen original, se pierden regiones blancas y algunas 

regiones no son segmentadas correctamente, ya que el algoritmo no identifica 
bien algunos cambios entre tonos de pixeles. Por otro lado, las 

segmentaciones obtenidas al aplicar el recocido simulado a la imagen de 

autocorrelación, muestran resultados más favorables, en ellos, las 

segmentaciones son mejores pero algunas regiones blancas no son 

detectadas. A diferencia de estos resultados, los resultados obtenidos de  

aplicar el método propuesto de fusión y segmentación basado en los MRF a 3 

y 5 imágenes de textura, muestran una mejor segmentación y una mejor 
detección de regiones blancas.  Se observa también, que al aumentar el 

número de imágenes fusionadas, la detección de regiones blancas es mejor. 

 

En cuanto a la imagen sintética, se observa que la fusión y segmentación 

de 5 imágenes de textura, discrimina mejor las clases que las demás 

segmentaciones.  
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También se compararon estos resultados con segmentaciones obtenidas 

por el método de Bayes, y por un método de fusión multiclases, basado en el 

método de fusión binaria de Shan Yu, propuesto en un trabajo anterior. Los 

resultados obtenidos muestran que al aplicar el método bayesiano de 

segmentación y clasificación a una sola imagen, los resultados son buenos, 
sin embargo existen algunos pixeles ó grupos de pixeles aislados que no 

aparecen al aplicar el método de recocido simulado.  Por otro lado, las 

regiones blancas son mejor detectadas por los resultados obtenidos por medio 

del recocido simulado.  

 

Al realizar la fusión de datos basada en la fusión binaria de Shan Yu y 
comparar los resultados con las imágenes obtenidas de aplicar el método de 

recocido simulado propuesto en esta tesis, las observaciones anteriores 

fueron similares. Por medio de la fusión de datos basada en la fusión binaria 

de Shan Yu, se obtienen buenas segmentaciones, pero hay  muchos pixeles 

aislados y las regiones parecieran no estar bien definidas, además las 

regiones blancas  se detectan mejor por medio del método de fusión y 
segmentación de imágenes basado en MRF. 

 

Como se puede observar, el método de fusión y segmentación de 

imágenes propuesto en este trabajo, proporciona mejoras con respecto a 

otros algoritmos de segmentación.  Por esta razón, se puede decir que el 

objetivo principal de esta tesis está cumplido. Posteriormente se publicará un 

artículo con base a los resultados obtenidos y se buscarán nuevas formas  
para mejorar este algoritmo u otros métodos de segmentación de imágenes.  
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ANEXO 

 
 

 

 
 

     

 

 
 

 

Ers 2 [2.15] 
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 MÉTODO BAYESIANO DE CLASIFICACIÓN 

 

PRIMERA PARTE. 

 
1. Sobre la imagen a trabajar, se definen 3 ventanas que identifiquen a 3 clases 

típicas: la clase no urbana, la clase urbana con regiones opacas y la clase urbana con 

regiones blancas de la escena.  

 

2. Sobre cada ventana se calcula la media m. 

 

3. Se aproximan las probabilidades conjuntas del numerador de la regla de 
Bayes mediante las funciones mostradas en la figura A, las cuales indican la 

probabilidad condicional de que un píxel dado pertenezca a la clase k . 

 

 
Fig. A  Términos de probabilidad condicional  )| ( kxP   
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SEGUNDA PARTE: PRECLASIFICACIÓN. 

 

1. Se emplea la función discriminante de Bayes:  
 

)()| () (dk kk pxpx   

 

donde: 

 

x  es la imagen original 

k  las clases con k=0,1,2... 

)( kp   es la probabilidad a priori de la clase k  

)| ( kxp   es la probabilidad condicional de x dado k   y 

) |()( xpxd kk    representa la probabilidad a posteriori 

 

2. Como no se conoce la probabilidad a priori )( kp  , se consideran 

equiprobables a las probabilidades de ocurrencia de las clases )( kp  . 

 

3. Se analiza cada uno de los píxeles de la imagen x , clasificando a cada píxel 

de acuerdo con los valores máximos de la probabilidad a: )]|(max[arg xp  . 

 

TERCERA PARTE: CLASIFICACIÓN BAYESIANA. 

 

En esta etapa, se efectúa nuevamente una segmentación bayesiana. En este 

caso, se utilizan las probabilidades a priori )( kp   actualizadas. Esta actualización, se 

lleva a cabo dividiendo el número de píxeles que pertenecen a una clase entre el total 

de píxeles de la imagen.  
 

Después de realizar la actualización de probabilidades, se clasifica cada uno de 

los píxeles de la imagen utilizando la misma Función Bayesiana de la etapa anterior.   

 

MÉTODO DE FUSIÓN MULTICLASES BASADA EN EL MÉTODO DE FUSIÓN 

BINARIA PROPUESTO POR SHAN YU[6.1] 

 
El método de fusión multiclases  basada en el método de fusión binaria de Shan 

Yu, fusiona imágenes provenientes de diferentes algoritmos. Para lograrlo, primero 

estima la confiabilidad de estas imágenes mediante la obtención de dos tipos de 

error: un error local para cada píxel del resultado y un error global para el resultado 

completo. Este último error es simplemente la acumulación del error local sobre 

todas las regiones de la imagen. El error global determina si el resultado es 
suficientemente bueno para ser usado en el proceso de fusión, mientras que el error 

local determina como debe tomarse en cuenta cada píxel dentro del proceso de 

fusión, de esta manera, un píxel con un pequeño error local tiene muy alta 

confiabilidad y por lo tanto tiene mayor influencia en el proceso de fusión. 
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La forma ideal de medir la calidad del resultado del análisis de una imagen es 

usando el campo de escena real. Sin embargo no siempre es posible, por lo cual se 

puede utilizar la información extraída de mapas geográficos en lugar de la escena 

real. La información de un mapa previamente simplificada y clasificada sólo da un 
modelo aproximado de la escena, y por lo tanto la información que brinda es incierta 

e imprecisa. Este factor debe tomarse en cuenta cuando dicho modelo se utiliza para 

evaluar la confiabilidad de los resultados en el análisis de imágenes.  

 

Para realizar la clasificación de una imagen, se debe suponer que el mapa se ha 

registrado con la imagen y que:  

 
s es un lugar o una región de la imagen. 

 S denota a la imagen completa.  

  NilL i  1,  denota un conjunto de clases o de regiones a segmentar. 

 M(s) es la clase que pertenece a la región s de acuerdo al mapa. 

 I(s) es la clase de s obtenida por el resultado del análisis de imagen. 

 

Suponiendo que ilsM )(  y que jlsI )( . El cambio de la región de clase il  (en el 

mapa) a clase jl  (en el resultado del análisis de la imagen) provoca un error llamado 

riesgo: 0, 
ji llX  ( 0, 

ji llX  si  i=j). Este riesgo se estima usando la información del 

mapa y usando el resultado del análisis de la imagen.  
 

Cada una de las regiones de la imagen debe de relacionarse con su vecindario. 

Supongamos que s’ es una región en la vecindad sV  de la región s, y d(s, s’) la 

distancia entre s y s’, entonces se calculan las siguientes medidas: 

 

 






s

i

Vs

lsM

ssd
sa

'

)'(

)',(

1
)( ...............................................................................(A.1) 

 

 






s

j

Vs

lsI

ssd
sb

'

)'(

)',(

1
)( ................................................................................(A.2) 

 

donde  1  es el indicador de una función.  

 

)(sa  es el número de regiones que existen en sV , y que son clasificadas como jl  

en el mapa, su valor es inversamente proporcional a la distancia que tiene con 

respecto a la región s.  

 
)(sb  representa el peso que el lugar s obtiene del resultado del análisis de la 

imagen. El tamaño de la vecindad depende de la resolución de la imagen. Si la 

resolución es alta el tamaño es grande. 
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El error local )(sE del sitio s está definido como: 

 

1,
)1(

)(
,




 r
bra

X
sE

ji ll
..........................................................................(A.3) 

 

Como el resultado del análisis de la imagen y el mapa contienen imprecisiones y 

errores, se considera que el mapa contiene información más confiable que el 

resultado del análisis de la imagen y esto se refleja en el coeficiente r. 

 
El error global es la acumulación de las medidas de errores locales a través de 

cada parte de la imagen y se define como: 

 

 





Ss

sEGE )( ........................................................................................(A.4) 

 

PROCESO DE FUSIÓN. 

 
Una vez que se conoce el valor del error global del resultado del análisis de la 

imagen, podemos decidir si este resultado es lo suficientemente bueno para ser 

usado en el proceso de fusión. Para hacerlo, simplemente se toman los mejores 

resultados de todos los resultados disponibles.  

 

Aunque un resultado seleccionado para ser usado en el proceso de fusión tiene 
una confiabilidad alta, todas las regiones de este resultado no tienen la misma 

confiabilidad.  Por lo tanto, se calcula un coeficiente de confiabilidad para cada región 

del resultado basándonos en el valor del error local del lugar: 

 

 



jiji llLll X

sE
sC

,

)(
1)( ...........................................................................(A.5) 

 

donde el denominador es el valor normalizado de E(s), por lo tanto: 1)(0  sC . 

 

La decisión de la clase final que le corresponderá a cada región depende de la 

acumulación del coeficiente de confiabilidad del mismo lugar a través de todos los 
resultados almacenados: 

 

 



p

K

lslkLl iki
sCsl

1

)(1)(maxarg)( ................................................................(A.6) 

 

Donde )(sI k   significa que el resultado es usado como la 
thk  entrada al proceso 

de fusión y )(sCk  es el coeficiente de confiabilidad de la región s en este resultado. 
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ESQUEMA BINARIO. 

 

Para fusionar imágenes con dos clases aplicando el método descrito 

anteriormente, se utilizan los siguientes parámetros: 
 

 p=3  

 r=2,  

 20
,


ji llX , 1, 
ij llX  0, 

ii llX   

 

donde p es el número de imágenes. 

 

Para entender mejor, como se aplica el método descrito, se presenta un ejemplo 
en el cual, el tamaño de la vecindad es una ventana de 3x3 centrada en la región  

analizada. 

 

 
 Mapa                             Imagen1                      Imagen2                        Imagen3 

 

2 1 1  2 2 1  2 1 1  1 1 1 

1 1 1  2 2 1  1 1 1  1 2 2 

1 1 1  2 1 1  1 1 1  1 2 2 

 

 

La distancia de una región s a la región s’ se calcula como: 

 

)',(

1
)(

ssd
sa   

 

S’ 

 

 

S’ 

 

 

S’ 

 

S’ 

 

S 

 

 

S’ 

 

S’ 
 

 

S’ 

 

S’ 

 

Como se puede observar en la figura anterior, si s’ está en dirección horizontal o 

vertical con respecto a s, la distancia es uno, si esta en dirección diagonal, la 

distancia es 2 . 

 

De acuerdo a lo anterior, para la primera imagen:   

 

7071.0
2

1
)( sa      y       4142.3

2

2
2)( sb  
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Para obtener el valor de X, se considera que: 

 

 20, 
ji llX , es decir que si la región analizada en el mapa pertenece a la clase 1 

y la región analizada en la imagen es de clase 2, entonces X=20. 

 

 0, 
ii llX , es decir que si la región analizada en el mapa pertenece a la misma 

clase que la región analizada en la segunda imagen, entonces X=0. 

 

 1, 
ij llX , es decir que si la región analizada en el mapa pertenece a la clase 2 y 

la región analizada en la imagen es de clase 1, entonces X=1. 

 

En este caso 20, 
ji llX , ya que la región analizada en el mapa pertenece a la 

clase 1 y la región  analizada en la imagen pertenece a la clase 2. 

 

 
Por lo tanto, el error local es: 

 

4314.3
4142.31)7071.0(2

20

)1(
)(

,








bra

X
sE

ji ll
 

 

 

Y el coeficiente de confiabilidad es: 

 
 

8365.0
120

4314.3
1

)(
1)(

,





  jiji llLll X

sE
sC   

 

 

Para la segunda imagen el cálculo de los coeficientes es similar.  

 

Una vez que se obtienen los coeficientes de confiabilidad  se aplica la ecuación  
(A.6) para decidir a qué clase pertenece cada región de la imagen. 

 

 



p

K

lslkLl iki
sCsl

1

)(1)(maxarg)(  

 

Con esta ecuación, se analiza la clase de la región estudiada, si  dicha región 

pertenece a la clase 1 su coeficiente de confiabilidad se coloca en )(1 sl , si pertenece 

a la clase 2, se coloca en  )(2 sl , este proceso se repite después para la segunda 

imagen. Si tanto la región analizada de la primera y segunda imagen pertenecen a la 

misma clase sus coeficientes se suman.   
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ESQUEMA MULTICLASES. 

 

El método de fusión multiclases, basado en el método de Shan YU para fusión 
binaria, utiliza los mismos valores de las variables propuestas que se utilizan en el 

caso binario, es decir: 

 

 p=3  

 r=2,  

 20
,


ji llX , 1, 
ij llX  0, 

ii llX   

 

donde p es el número de imágenes. 
 

 Suponiendo que tanto el mapa burdo como las imágenes contienen 3 clases 

diferentes: clase 0, 127 y 253. Basándose en la fusión binaria, de estas 3 clases se 

generan 3 pares de clases a analizar las cuales son: 

 

 0 y 127 
 0 y 253 

 127 y 253 

 

Para facilitar el análisis, la clase 1 siempre será el valor de nivel de gris más 

pequeño, es decir, 0 para los dos primeros pares de clases y 127 para el último par, 

con esta consideración, se calculan las a(s) y b(s) correspondientes y después se 

obtiene 
ji llX , , E(s), el coeficiente de confiabilidad para cada imagen y finalmente se  

analiza cada píxel de cada imagen, si el píxel de una de las imágenes pertenece a la 

clase uno, se multiplica al coeficiente de confiabilidad obtenido por uno y si no por 

cero, de tal forma que los coeficientes de confiabilidad se vayan acumulando en 

determinada clase para que al final, el píxel respectivo pertenezca a la clase que 

tenga mayor acumulación del coeficiente de confiabilidad. 
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Spot 5[2.16]. 
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Algoritmo de búsqueda local (Local Search Algorithms – LSA). Este algoritmo 

está basado en la optimización paso a paso de la función de costo al explorar las 

vecindades de soluciones cercanas. El algoritmo de búsqueda local está relacionado 

con el algoritmo de recocido simulado. 

 

Ancho de banda. Es la longitud del rango de frecuencias en el que se concentra la 

mayor parte de la potencia de la señal. Se mide en Hz. 
 

Autocorrelación. Es la correlación cruzada de la señal consigo misma. 

 

 

 

 
Banda espectral. Es una selección de longitudes de onda con comportamientos 

electromagnéticos similares.  

 

 

 

 
 

Configuración. Es un conjunto específico de etiquetas. 

 

Correlación. Es una medida de la similitud entre variables o funciones.  

 

Covarianza. Representa la media del producto de las desviaciones de dos variables 

con relación a su media. La covarianza mide el grado en que dos variables aleatorias 
se mueven en la misma dirección o en direcciones opuestas la una respecto a la otra. 

Si las dos variables aleatorias se mueven en la misma dirección, su covarianza es  

positiva. En caso contrario, la covarianza es negativa. 

 

  

 
 

 

Daub-4. Es una función wavelet cuyos filtros están formados por 4 coeficientes. 

 

Dependencia espacial.  Es la práctica de la teoría de las variables aleatorias 

caracterizadas por el conjunto de valores que puede tomar y por su posición en el 

espacio. 
 

Dipolo.  Red con dos bornes. Cuando no poseen ninguna fuente de energía se llaman 

pasivos, y en el caso contrario, activos. 

 

http://www.economia48.com/spa/d/variable/variable.htm
http://www.economia48.com/spa/d/direccion/direccion.htm
http://www.economia48.com/spa/d/direccion/direccion.htm
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Distorsión no lineal. En este tipo de distorsión, la señal de salida ya no es idéntica 

a la de entrada, lo que origina armónicos. 

 
Distribución de probabilidad. Una distribución de probabilidad indica toda la gama 

de valores que pueden representarse como resultado de un experimento. 

 

 

  

 

 
Espacio de configuraciones ( ). Es cuando todos los sites tienen el mismo 

conjunto de etiquetas de L. 

 

Espectro. Diagrama o gráfica de la intensidad de la luz como función de la 

frecuencia (o la longitud de onda). 

 
Estocástico.  (Del griego stokhastes = adivino) Esta palabra significa lo que está 

ligado al azar. 

 

Eventos mutuamente excluyentes.  Dos eventos son mutuamente excluyentes si 

no pueden ocurrir simultáneamente, esto es, si y sólo si su intersección es vacía. 

 
 

 

 

 

Ferromagnético. Es un fenómeno físico en el que se produce ordenamiento 

magnético en la misma dirección y sentido de todos los momentos magnéticos de 

una muestra.  
 

Frecuencia espacial.  Es el número de cambios que ocurren en el valor del pixel  (o 

brillo) por unidad de distancia para alguna región particular de la imagen. Las 

frecuencias espaciales bajas están asociadas a texturas suaves en la imagen y las 

frecuencias espaciales altas están asociadas a las texturas gruesas. 

  
 

 

 

 

Grafo. Un grafo es un conjunto de objetos llamados vértices o nodos unidos por 

enlaces llamados aristas o arcos, que permiten representar relaciones binarias entre 

elementos de un conjunto. 
 

 

 

 

http://es.wikipedia.org/wiki/Ordenamiento_magn%C3%A9tico
http://es.wikipedia.org/wiki/Ordenamiento_magn%C3%A9tico
http://es.wikipedia.org/wiki/Momento_magn%C3%A9tico
http://es.wikipedia.org/wiki/V%C3%A9rtice_%28teor%C3%ADa_de_grafos%29
http://es.wikipedia.org/wiki/V%C3%A9rtice_%28teor%C3%ADa_de_grafos%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Arista_%28teor%C3%ADa_de_grafos%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Arista_%28teor%C3%ADa_de_grafos%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Relaci%C3%B3n_binaria
http://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto
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Heurístico. Es la capacidad de un sistema para realizar innovaciones positivas 
de forma inmediata  para sus propósitos. 

 

 

 

 

  

Imagen estereográfica. Es una imagen tridimensional.  
 

Imagen no estacionaria. Es un sistema de texturas cuya orientación y frecuencia 

poseen propiedades no estacionarias, es decir, varían lentamente a lo largo de la 

imagen. Un ejemplo de una imagen no estacionaria es  una huella digital. 

 

Isotrópico. Es el material que posee las mismas propiedades físicas en todas las 
direcciones. También llamado isótropo. 

 

 

 

 

 
Lattice. Para las imágenes digitales es la distribución geométrica de los sites. 

También se le conoce como malla o rejilla. 

 

 

 

 

 
Mecánica Estadística. Disciplina científica que pretende predecir las propiedades 

macroscópicas de un sistema a partir de las propiedades moleculares. 

 

Media. Es una medida de  tendencia central. Se obtiene sumado todos los valores 

muestrales y dividiendo por el tamaño muestral. 

 
Metaheurística. Es un método heurístico para resolver un tipo de problema 

computacional general, usando parámetros proporcionados por el usuario. 

  

Muestreador. Es un mecanismo que entrega un tren de pulsos cuya amplitud 

corresponde a los valores de la señal análogica a muestrear en el instante que se 

produce el muestreo.  

 
 

 

 

 

http://www.parro.com.ar/definicion-de-isotr%F3pico%2C+-ca
http://es.wikipedia.org/wiki/Heur%C3%ADstica_%28inform%C3%A1tica%29
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Optimización  combinatoria. La optimización combinatoria tiene como objetivo 

encontrar un objeto matemático finito que maximice una función específica por el 

usuario de la metaheurística.  Al objeto matemático se le llama estado, y al conjunto 

de todos los estados candidatos se le llama espacio de búsqueda.   

 

Óptimo local. El óptimo local es aquel que resulta de comparar entre sí los valores 

de la función objetivo en un subconjunto de las soluciones factibles limitado a un 
entorno arbitrario de la solución.  

 

Óptimo global. Si en la definición de óptimo local, la comparación se amplía a todos 

los elementos del conjunto factible S  entonces se tiene el concepto de óptimo 

global. 

 

  

 

 
 

Par estereoscópico. Son dos fotografías idénticas, pero con una ligera variante en 

el ángulo horizontal que corresponde a la distancia que hay entre el ojo izquierdo y 

derecho de una persona. 

 

Píxel. Unidad mínima o elemental percibida en una imagen digital, sobre la que se 
registra la radiación procedente del área del campo instantáneo de vista. 

 

Probabilidad condicional. Si ByA  son dos eventos en S , la probabilidad de que 

ocurra A  dado que ocurrió el evento B  es la probabilidad condicional de A  dado B , 

y se denota )|( BAp . La probabilidad condicional por definición es:  

 

p(B)

)(
)|(

BAp
BAp


 , dado P(B) > 0. 

 

Probabilidad conjunta.  Es la probabilidad de que se presenten dos o más eventos 

simultáneamente o en sucesión. 

 
Procesamiento de imágenes. Es el conjunto de técnicas que se aplican a las 

imágenes digitales con el fin facilitar la búsqueda de información en la imagen ó de 

mejorar su calidad. 
 

Proceso estocástico. Es un proceso aleatorio que evoluciona en función de otra 

variable, generalmente  el tiempo. 
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Relaciones contextuales. Sirven para entender el significado de algunos textos. 

 

Resolución. Expresa el número de píxeles que forman una imagen de mapa de bits. 

La calidad de una imagen, depende de la resolución del dispositivo que la capta. 

 

 

 
 

Sesgo. Es una medida estadística que describe la simetría de la distribución 

alrededor de un promedio. 

 

Site. Es un pixel de una imagen al cual se le asigna una etiqueta. 

 
 

 

 

 

Teorema de la multiplicación para probabilidad condicional. Se define como: 

)|()()( EAPEpEAp  , donde: )( EAp   es la probabilidad de que ocurran EyA ,  

)(EP es la probabilidad de que ocurra E , )|( EAp  es la probabilidad de que ocurra el 

evento A dado que el evento E  ya ocurrió. 

 
Termodinámica estadística. Parte de la Mecánica Estadística que estudia los 

sistemas en equilibrio. 

 

Texel (texture element ó texture pixel). Es la unidad mínima de una textura 

aplicada a una superficie usada en gráficos por computador. 

 
Topología.  Es la disposición física en la que se conectan los nodos de una red.

 

 

 

 

 

 

Varianza. Característica de una muestra o población que cuantifica su dispersión o 
variabilidad. Su raíz cuadrada positiva es la desviación estándar.  

 

http://es.wikipedia.org/wiki/Textura
http://es.wikipedia.org/wiki/Gr%C3%A1ficos_3D_por_computadora
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