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Resumen

En la econof́ısica, en la sociof́ısica, en redes, etc., los métodos de la mecáni-
ca estad́ıstica se emplean generalmente como técnicas matemáticas aisladas.
Es decir, pocas veces se han formulado técnicas tan completas e integradoras
para sistemas no térmicos como lo es la estructura formal de la Mecánica
Estad́ıstica (M.E.) de equilibrio. Sin embargo, resulta interesante saber si es
posible establecer una estructura matemática similar a la M.E. y a la ter-
modinámica para tratar sistemas no térmicos. De ser posible, las técnicas
ampliamente desarrolladas que se emplean para estudiar sistemas térmicos,
podŕıan ser empleadas de manera mas sistemática para el análisis de siste-
mas no térmicos. Por otro lado, los sistemas particulares de la M.E. podŕıan
mas fácilmente abordarse desde otro enfoque inspirado en las nuevas áreas
de investigación de sistemas no térmicos. Motivados en las ideas anteriores,
en este trabajo se muestra de forma expĺıcita una analoǵıa que se puede
establecer entre algunas técnicas matemáticas de los procesos estocásticos,
que pueden ser fenómenos no térmicos, con el formalismo matemático de la
termoestad́ıstica. Construiremos las técnicas para las cuales es posible esta-
blecer dicha analoǵıa en los procesos de renovación, caminatas aleatorias y
procesos multiplicativos. La estructura algebraica resultante en cada caso es
una pseudo “termoestad́ıstica” propia de cada clase de proceso.

En el caso de los procesos de renovación, es posible establecer una analoǵıa
casi perfecta con la M.E. usual. En los otros dos casos, las “termoestad́ısticas”
resultantes difieren de la M.E. usual debido a la naturaleza de las variables.
Sin embargo, el procedimiento general empleado en esta tesis para obtener
probabilidades y funciones de distribución, es análogo a los procedimientos
de la M.E. de equilibrio. La “termoestad́ıstica” para cada tipo de proceso
estocástico se ilustra con ejemplos y algunas aplicaciones, resultando impor-
tantes la obtención de nuevos resultados para el modelo de la hamiltoniana
de interacciones de largo alcance (HLR) [1], y una modificación razonable a
la distribución del tamaño de poblaciones en bacterias.

Por otro lado, es importante también señalar una caracteŕıstica intere-
sante de la “termoestad́ıstica” de los procesos multiplicativos. La relación
fundamental que surge en los procesos multiplicativos, se distingue de la en-
troṕıa termodinámica en que no es homogénea de grado uno en sus variables.
Para los procesos multiplicativos, si f representa la relación fundamental y
s un estado termodinámico, entonces f(sλ) = λf(s). En contraste con la te-
moestad́ıstica convencional que es aditiva, i.e. f(λs) = λf(s). Posteriormen-
te, este nuevo formalismo se extiende al lenguaje de la teoŕıa de desviaciones
grandes. Al final de este trabajo se estudia la posibilidad de construir una
termodinámica propia de la estad́ıstica-q, con los mismos procedimientos que
se hab́ıan venido empleando en la tesis.

i



Abstract

It is shown the formal analogy that can be established between the
mathematical techniques that are used to treat stochastic processes with
the mathematic formalism of the thermostatistic.

The mathematical techniques for which this analogy can be established
with renewal processes, random walks and stochastic multiplicative processes
are constructed. The resulting algebraic structure is like a thermostatistic
that own each kind of stochastic process.

The thermostatistic type structure that own each kind of stochastic process
is illustrated with examples and applications. Two important aplications are
the obtention of new results for the Hamiltonian Mean Field model (HMF)
and the probabilistic analysis of bacteria population growth.

It is shown that the function that plays the role of the fundamental
relation for the stochastic multiplicative processes is not homogeneous of
first order of its variables in contrast with the fundamental relation of the
conventional thermostatistic. The thermostatistic that own the multiplicative
stochastic processes is extended to the language of the large deviations theory.

Finally it is analysed the factibility of a thermodynamics that suits the
q-statistics.

ii
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1.6. El teorema de Gärtner y Ellis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.7. Distribuciones estables de colas gordas . . . . . . . . . . . . . 14
1.8. Correlaciones de largo alcance . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2. ‘Termoestad́ıstica’ de procesos de renovación 18
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Introducción

La M.E. de Boltzmann y Gibbs ha sido una de las ramas de la f́ısica más
exitosas desde su formulación en la segunda mitad del siglo XIX y durante
todo el siglo pasado [2]. La única excepción que podŕıa argumentase es la
revolución que trajo consigo la mecánica cuántica, la cual tocó todas las áreas
de la f́ısica. Sin embargo, la influencia de la mecánica cuántica en la M.E.
sólo afectó la naturaleza de los sistemas en los que la M.E. se aplica, dejando
intacta su estructura formal. Lo anterior se debe a la gran generalidad de los
principios de la M.E. y, en consecuencia, la clase de sistemas que pueden ser
estudiados con ella es muy amplia.

El gran éxito que ha tenido y tiene la Mecánica Estad́ıstica (M.E.) se
debe a la “ubicuidad de la distribución de Boltzmann”. Como es sabido, la
razón de esta ubicuidad la da el Teorema del Ĺımite Central.

En los últimos años el estudio de los fundamentos de la Mecánica Es-
tad́ıstica se ha visto incrementado.

Es sabido que en años recientes se han aplicado las técnicas de la M.E.
en sistemas incluso fuera del contexto de la f́ısica, como son la economı́a, la
socioloǵıa, redes, patrones de comportamiento.

Más allá del ámbito de la f́ısica, en la década de los noventa en la in-
vestigación de la economı́a comenzaron a hacerse estudios haciendo uso de
los métodos de la mecánica estad́ıstica [3, 4], lo cual dio origen a lo que hoy
se conoce como econof́ısica. Posteriormente, derivada de la econof́ısica sur-
gió la sociof́ısica que es el estudio de sistemas sociales ya sea en bioloǵıa o
socioloǵıa utilizando las mismas herramientas [5, 6]. También han surgido
muchas mas áreas de investigación con estas caracteŕısticas como redes [7],
sistemas dinámicos complejos, dinámica de sistemas en el borde del caos [8],
y en general las investigaciones de sistemas complejos [9].

Hasta ahora las técnicas empleadas se han visto como tales, como técnicas
que se han desarrollado en el contexto de la M.E. pero que pueden emplearse
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en otras áreas de estudio. Sin embargo, pocas veces se ha planteado una es-
tructura “termoestad́ıstica” completa para sistemas no térmicos. Entre una
de las excepciones a ésto, es la termodinámica de sistemas caóticos de C. Beck
y F. Schlögl [9], que como su nombre lo indica plantea una “termoestad́ısti-
ca” para sistemas dinámicos.. Una pregunta importante es śı para cualquier
sistema compuesto por un gran número de elementos si es posible construir
una “termoestad́ıstica” a pesar de la naturaleza de sus partes constituyentes.

En esta tesis, a pesar de que no se responde esta cuestión, se muestran ca-
sos de sistemas no térmicos que poseen un estructura matemática similar a la
termoestad́ıstica. Además, no sólo pretende dar ejemplos de dichos sistemas,
sino también muestra un procedimiento a seguir para construir dichas pseudo
“termoestad́ısticas” propias de sistemas formados por una gran cantidad de
elementos.

Se construirán “termoestad́ısticas” para procesos de renovación, caminan-
tes aleatorios y procesos estocásticos multiplicativos. También, al final del
trabajo se analizará la posibilidad de construir el formalismo termodinámico
propio de la estad́ıstica-q [10] con el mismo procedimiento que en los otros
casos.

Dicho de otra forma, uno de los objetivos de la tesis es mostrar la gran ge-
neralidad y versatilidad de los principios de la mecánica estad́ıstica, ya que no
se limita a describir sistemas de grados de libertad f́ısicos propios de molécu-
las, átomos y materia, sino que sus principios son tan generales que es posible
extraer información de muy diversos sistemas. En este trabajo diremos que
un procedimiento algebraico es una pseudo termoestad́ıstica si presenta la
propiedad análoga a la equivalencia de ensambles de la M.E. La equivalencia
de ensambles es una de las principales propiedades de la M.E., que puede ser
explotada como una herramienta de cálculo muy poderosa. Esta propiedad
consiste en que por medio de transformadas de Legendre es posible pasar
de la representación del sistema en un ensamble a la representación del sis-
tema en otro ensamble en el ĺımite termodinámico. Dicha propiedad da la
libertad de calcular la función de partición propia de cualquier ensamble y
posteriormente por medio de alguna transformada de Legendre encontrar la
relación fundamental. En el contexto de procesos estocásticos, en lugar de
hablar de alguna representación en un ensamble, se hablará de representacio-
nes en el espacio de transformadas integrales, i.e. transformada de Laplace,
transformada z, transformada de Fourier y transformada de Mellin.

Al estudiar las tres clases de sistemas anteriormente mencionadas, se ob-
servará que para construir su correspondiente “termoestad́ıstica” se sigue el
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mismo procedimiento para los tres casos. Dicho procedimiento es la base de
este trabajo y también pretende ser una propuesta que sea útil en otro tipo
de sistemas por igual. El beneficio más visible que se obtiene de plantear la
“termoestad́ıstica” para una clase de sistemas no térmicos, es que es posible
trasladarles con métodos de cálculo poderosos y largamente estudiados en
el contexto de los sistemas térmicos. Lo mismo se puede decir en sentido
inverso: es posible enriquecer la manera en que se aborda el estudio de un
sistema propio de la M.E. mediante métodos y enfoques que se han genera-
do en otra clase de sistemas. Un ejemplo de lo último se tratará dentro del
caṕıtulo 3, donde se extienden los resultados obtenidos en [1] para el modelo
hamiltoniana con interacciones de largo alcance (HMF).

Plan de la tesis

Esta tesis se estructura de la siguiente forma. En el Caṕıtulo 1 se da una
visión general de los métodos matemáticos empleados comúnmente la litera-
tura [11, 12] para estudiar procesos estocásticos, en particular de los procesos
de renovación, caminantes aleatorios. Presentaremos también algunas técni-
cas matemáticas para estudiar procesos multiplicativos, extendiendo lo que
comúnmente se presenta en la literatura [13, 14]. En la sección 1.3 de este
caṕıtulo, se presenta una deducción del Teorema del Ĺımite Central (TLC)
para procesos multiplicativos empleando técnicas expuestas en esta tesis, que
dentro de nuestro conocimiento no han sido empleadas anteriormente en la
literatura para dicho fin. En la Sección 1.4 se presenta un breve resumen de
la teoŕıa de desviaciones grandes, ya que es posible englobar en esta teoŕıa
matemática los métodos empleados en los caṕıtulos 2 y 3.

En el Caṕıtulo 2 se presenta la “termoestad́ıstica” correspondiente a los
procesos de renovación y su equivalencia matemática con la estad́ıstica de
Boltzmann. Posteriormente, se ilustra el método con la distribución de Pois-
son y con el proceso de renovación de Weierstrass. En el Caṕıtulo 3 se presen-
ta la estructura “termoestad́ıstica” correspondiente a las caminatas aleato-
rias. El método se ilustra con la distribución gaussiana, para la caminata de
Weierstrass en el régimen regular y para la caminata a primeros vecinos. Pos-
teriormente, se muestra cómo la metodoloǵıa para estudiar esta estad́ıstica de
caminantes aleatorios, origina una manera sencilla de encontrar información
sobre sistemas térmicos. El sistema térmico con el que se ilustra la utilidad
de estos métodos se define con una hamiltoniana con interacciones de largo
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alcance (HMF)[1]. Se extienden los resultados de [1] al calcularse en el en-
samble microcanónico una expresión expĺıcita de la relación fundamental del
sistema. Las ecuaciones de estado del sistema se encuentran coincidiendo con
los resultados de [1].

En el Caṕıtulo 4, se deduce la estructura termoestad́ıstica que le co-
rresponde a los procesos multiplicativos. Posteriormente se usa el método
aplicándolo a una distribución con forma de ley de potencia. También se
muestra como aplicación un modelo estocástico de crecimiento de bacterias
mostrando la utilidad en éste caso de la estad́ıstica multiplicativa.

En el caṕıtulo 5 se presenta una ampliación de la teoŕıa de desviaciones
grandes inspirada en el contenido del caṕıtulo 4. Dicha ampliación pretende
comprender algunos casos de leyes de potencias en el esquema de la teoŕıa de
desviaciones grandes. A dicha ampliación le llamamos Teoŕıa de desviaciones
logaŕıtmicamente grandes. Las distribuciones caracteŕısticas de esta generali-
zación de la teoŕıa de desviaciones grandes tienen forma de leyes de potencia.
Por lo anterior, también nos damos a la tarea de estudiar con el lenguaje de
la teoŕıa de desviaciones grandes a la estad́ıstica-q [10]. En el caṕıtulo 6 se
presenta con el estudio del proceso de Poisson con correlaciones q, la forma
que debeŕıa tener una termodinámica q congruente con las técnicas generales
que se han seguido en la tesis.

En el caṕıtulo 7, se plantea una propuesta para la teoŕıa de desviaciones
grandes propia de la estad́ıstica q, sin embargo, se concluye que tiene defi-
ciencias para su aplicación práctica. Finalmente, en el caṕıtulo 8 se discuten
y presentan las conclusiones.
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Caṕıtulo 1

Técnicas matemáticas

Los procesos estocásticos son de gran importancia en la descripción de
la naturaleza. La mayoŕıa de los fenómenos en que se involucran una gran
cantidad de grados de libertad pueden ser descritos de forma efectiva como
procesos estocásticos [15]. La mecánica estad́ıstica trata de sistemas con un
número muy grande de part́ıculas, de ah́ı la importancia de estudiar los pro-
cesos estocásticos y su relación con la mecánica estad́ıstica. Existen diversos
tipos de procesos estocásticos, por ejemplo caminantes aleatorios, procesos de
renovación [16] y también procesos multiplicativos [14]. Lo anterior nos lleva
a preguntarnos si es posible construir un formalismo matemático análogo a
la mecánica estad́ıstica para cada tipo de proceso, o no, y si es posible, ¿cuál
es el tipo de proceso estocástico cuya pseudo-termoestad́ıstica se asemeja de
manera mas fiel con el formalismo de la mecánica estad́ıstica de equilibrio?.
Estas preguntas son las que se responderán en este trabajo.

El problema de los procesos de renovación es el siguiente: Dada la distri-
bución del tiempo de espera ψ(t) de un evento en un proceso de renovación,
se quiere encontrar la distribución de probabilidad ψN(t) de que el n-ésimo
evento ocurra al tiempo t. Se verá que para este tipo de procesos el ĺımite
n → ∞, t → ∞ de modo que t/n sea finito, es equivalente al ĺımite ter-
modinámico de la mecánica estad́ıstica. De manera análoga, en el caso de
caminates aleatorios idénticos e independientes, dada la distribución de pro-
babilidad p(l) de que el caminante avance la distancia l en el siguiente paso, se
busca la probabilidad PN(l) de que el caminante se encuentre en la posición l
al haber dado N pasos. Por analoǵıa con el caso de procesos de renovación, el
ĺımite termodinámico correspondiente es cuando N →∞, |l| → ∞ de modo
que |l|/N sea finito. En los procesos multiplicativos se quiere encontrar las
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probabilidad φN(w) de que la multiplicación de N factores estocásticos de
por resultado el número w. El análogo ĺımite termodinámico correspondiente
es cuando N →∞, |l| → ∞ de modo que w/ ln(N) sea finito.

En este caṕıtulo haremos una breve reseña de los tres tipos de proce-
sos mencionados anteriormente y de la teoŕıa de desviaciones grandes. La
teoŕıa de desviaciones grandes es una teoŕıa matemática formal con la que
los procesos de renovación y los caminantes aleatorios pueden ser analizados.

1.1. Procesos de renovación

Un proceso de renovación es una secuencia de variables aleatorias con
incrementos t1, t2, ... indenticamente distribuidos y no negativos [17]. Por
ejemplo, cada vez que una part́ıcula radioactiva alcanza a un contador Geiger,
este evento puede ser representado como un proceso de renovación.

Figura 1.1: Representación esquemática de un proceso de renovación

La pregunta usual en este tipo de procesos es la siguiente. ¿Cuál es la
probabilidad ψn(t)dt de que el n-ésimo evento tenga lugar en el intervalo de
tiempo (t, t+ dt)?

Para una gran cantidad de sistemas se conoce la probabilidad ψ(∆t)d∆t
de que después de ocurrir un evento transcurra un intervalo de tiempo ∆t
antes de que acontezca el siguiente. A ψ(∆t) se le llama densidad de tiempo
de espera. Cuando esta densidad del tiempo de espera está dada, un enfoque
conveniente para contestar la pregunta anterior es el que sigue.

Consideremos un proceso de renovación aleatorio consistente en una se-
cuencia de eventos, siendo ψ(t) la densidad de probabilidad del tiempo de
espera entre eventos. Entonces, la densidad de probabilidad para el tiempo
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de ocurrencia del n-ésimo evento es

ψn(t) =

∫∫ ∞
0

ψn−1(T )ψ(τ)δ(t− T − τ)dTdτ (1.1)

ψn(t) =

∫ ∞
0

ψn−1(t− τ)ψ(τ)dτ. (1.2)

Las igualdades anteriores se pueden leer de la siguiente forma: La probabi-
lidad de ocurrencia del n-ésimo evento al tiempo t está dada por la mul-
tiplicación de la probabilidad de ocurrencia del evento n − 1 al tiempo T
por la probabilidad de ocurrencia del siguiente evento a un tiempo τ poste-
rior, sumando sobre todos los valores de T y t que cumplan con la condición
t = T + τ . Es decir, la Ec.(1.2) es la ecuación de Chapman-Kolmogorov de
un proceso markoviano.

Definimos la transformada de Laplace ψ̃(ε) de ψ(t) como

ψ̃(ε) =

∫ ∞
0

e−εtψ(t)dt, (1.3)

y de manera semejante la transformada de Laplace de ψn(t) está dada por

ψ̃n(ε) =

∫ ∞
0

e−εtψn(t)dt, (1.4)

de tal forma que se tiene que para un proceso iniciado en t = 0,

ψ̃n(ε) = [ψ̃(ε)]n. (1.5)

Por lo tanto, ψn(t) está dada por la transformada inversa de Laplace (Ver
apéndice A.1) de ψ̃n(ε),

ψn(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
e(tε)[ψ̃(ε)]ndε. (1.6)

La utilidad del espacio de Laplace se puede observar de la ecuación (1.6)
ya que sólo se necesita calcular la transformada de Laplace de ψ(t) para
obtener ψn(t) por medio de una transformada inversa de Laplace. La trans-
formada de Laplace nos evita realizar la convolución (1.2) n veces.
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1.2. Caminatas aleatorias

Consideremos el caso simple de un caminante aleatorio que al paso n
realiza un salto que da como resultado un desplazamiento ln, elegido de forma
independiente del desplazamiento de los otros pasos, y asumamos que la
probabilidad de que tal evento ocurra es p(l). Su posición XN después de N
pasos es la suma de los N desplazamientos:

XN =
N∑
n=1

ln. (1.7)

Si los dos primeros momentos 〈l〉 y 〈l2〉 de p(l) son finitos, entonces el pro-
medio y la varianza de la posición dependen linealmente del número de pasos
N [11],

XN = V N, X2
N − (XN)2 = 2DN, (1.8)

donde la velocidad V y el coeficiente de difusión D están dados por

V = 〈l〉, D =
〈l2〉 − 〈l〉2

2
, (1.9)

XN y X2
N son el promedio de XN y X2

N respectivamente. Éste es el conoci-
do comportamiento del movimiento browniano, al que se le llama “difusión
normal” [11].

Una caracterización más precisa de esta caminata aleatoria está dada
por el Teorema del Ĺımite Central (TLC), el cual establece que cuando las
condiciones anteriores se cumplen, la distribución de la posición X̄N para
N � 1 converge a la distribución normal:

Prob{u1 ≤
(XN − V N)

2
√
DN

≤ u2} −→
N→∞

C

∫ u2

u1

e−ζ
2

dζ, (1.10)

donde C es una constante. Una demostración heuŕıstica de este teorema
puede ser hecho como a continuación [13].

Partimos de la ecuación de Chapmann-Kolmogorov para el proceso mar-
koviano determinado por la probabilidad de transición p(l − l′). Es decir, la
probabilidad PN(l) de que el caminante se encuentre en l después de N pasos
está dada por

PN(l) =

∫ ∞
−∞

p(l − l′)PN−1(l′)dl′. (1.11)
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Si expresamos p(l) en términos de su transformada de Fourier p̃(k) (ver
Apéndice A.2), se tiene

PN(l) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiklp̃(k)P̃N−1(k)dk. (1.12)

Aqúı,

p̃(k) =

∫ ∞
−∞

e−iklp(l)dl, y P̃N(k) =

∫ ∞
−∞

e−iklPN(l)dl. (1.13)

De modo que para un caminante que comenzó en l0 = 0

PN(l) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eikl[p̃(k)]Ndk, (1.14)

o de forma equivalente,
P̃N(k) = [p̃(k)]N . (1.15)

Para simplificar los cálculos supondremos de ahora en adelante que 〈l〉 = 0.
Además, para encontrar el comportamiento para cuando |l| es grande se hace
una expansión en serie alrededor de k = 0, de modo que

P̃N(k) = [p̃(k)]N = [1− 1

2
〈l2〉k2 +O(k3)]N (1.16)

' [1− 1

2
〈l2〉N k2

N
]N −→

N→∞
e−N

〈l2〉
2
k2

, (1.17)

para cuando k ∼ 1/
√
N . Al realizar la transformada inversa de Fourier, se

obtiene una distribución gaussiana,

PN(l) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eikle−N
〈l2〉

2
k2

dk =
1√

2π〈l2〉N
e
− l2

2N〈l2〉 , (1.18)

con lo que el TLC queda demostrado.
Es importante notar lo siguiente acerca del TLC:

1. En la distribución gaussiana ĺımite, sólo los dos primeros momentos 〈l〉
y 〈l2〉 de p(l) contribuyen en su determinación.

2. La cuenca de atracción de las distribuciones que tienen como distribu-
ción ĺımite la gaussiana, son aquellas que para l � 1 decaen al menos
tan rápido como l−µ con µ ≥ 3.
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Cabe mencionar que se han hecho analoǵıas matemáticas en la literatura
entre distribuciones de probabilidad ĺımites de caminantes aleatorios y funcio-
nes de correlación en la termoestad́ıstica [11]. Además, uno de los principales
objetivos de este trabajo es mostrar que es posible aplicar un formalismo
matemático similar a la termodinámica (transformadas de Legendre) y de
funciones de partición (funciones generadoras) en el análisis de las caminatas
aleatorias.

1.3. Procesos multiplicativos

Se ha revisado las técnicas básicas para estudiar procesos de renovación y
caminantes aleatorios, ahora estudiaremos otro tipo de procesos, los procesos
multiplicativos. En esta sección se hará un resumen de algunas propiedades de
los procesos estocásticos multiplicativos. Los procesos multiplicativos abun-
dan en la naturaleza. Procesos multiplicavos son por ejemplo el cambio del
tamaño de las rocas conforme se van partiendo [14], el cambio en el número
de nodos en una red, el incremento en el número de integrantes de las po-
blaciones [14, 18, 19, 20, 21, 22]. En el Caṕıtulo 4 se muestra un modelo de
crecimiento de la población de bacterias, el cual se puede describir como un
proceso multiplicativo.

Supongamos ahora que tenemos una ecuación estocástica multiplicativa
discreta, i.e.

xN = ΓNxN−1, (1.19)

donde ΓN es una variable estocástica que sólo puede tomar valores positi-
vos. Definimos PN(x) como la probabilidad de que xN tome el valor x. Esta
está dada por

PN(x) =

∫ ∫
PN−1(x′)p(γ)δ(x− γx′)dx′dγ, (1.20)

donde δ(x) es la delta de Dirac y p(γ) es la probabilidad de que ΓN tome el
valor γ. Al hacer la integral sobre γ se obtiene la correspondiente ecuación
de Chapmann-Kolmogorov para este tipo de procesos Markovianos

PN(x) =

∫
PN−1(x′)

p(x/x′)

x′
dx′, (1.21)
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donde podemos identificar a p(x/x′)/x′ como la probabilidad de transición
entre del estado x′ al estado x. En el espacio de Mellin, la Ec.(1.21) es

P̃N(u) = [p̃(u)]N , (1.22)

donde

P̃N(u) =

∫ ∞
0

xu−1PN(x)dx y p̃(u) =

∫ ∞
0

γu−1p(γ)dγ. (1.23)

Vemos de la ecuación (1.22) que es conveniente trabajar en el espacio
de Mellin ya que la transformada de Mellin factoriza procesos estocásticos
multiplicativos, es decir, P̃N(u) puede ser escrita como un producto de N
factores.

1.3.1. Distribución ĺımite para procesos estocásticos
multiplicativos

En esta sección, se obtiene distribución a la que tienden los procesos
estocásticos multiplicativos cuando N →∞.

De 1.23 vemos que el máximo de p̃(u) está en u = 1 ya que p̃′(u) = 0.
Hacemos una expansión en serie de Taylor de p̃(u) alrededor de su máximo,
de modo que

P̃N(u) =

[
1− (u− 1)2

2
p̃′′(1) +O((u− 1)3

]N
, (1.24)

donde p̃′′ denota la segunda derivada de p̃. Si se toman sólo los dos primeros
términos para u ∼ 1/N + 1, se tiene

P̃N(u) ≈ [1− (u− 1)2

2
p̃′′]N (1.25)

= [1−N (u− 1)2

2N
p̃′′]N (1.26)

≈ e−N(u−1)2p̃′′/2 para N →∞. (1.27)

Al realizar la transformada inversa de Mellin

PN(x) ≈ 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
x−ue−N(u−1)2p̃′′/2du (1.28)

=

√
π

2Np̃′′
e
− (ln x)2

2Np̃′′ , (1.29)

se obtiene la distribución ĺımite Log Normal para procesos multiplicativos.
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1.4. Teoŕıa de desviaciones grandes

La teoŕıa matemática de desviaciones grandes inició con Cramer [23] en la
década de 1930, y posteriormente fue desarrollada por Donsker y Varadhan
[24, 25, 26, 27], y Freidlin y Wentzell [28] en la década de 1970. Esta teoŕıa
estudia el decaimiento exponencial de las probabilidades con fluctuaciones
grandes en sistemas aleatorios. Este tipo de probabilidades son importantes
en muchos campos de estudio, entre otros en estad́ıstica, ingenieŕıa y finan-
zas [29], ya que estas distribuciones dan valiosa información sobre los eventos
raros del sistema alrededor de su valor más probable. En el contexto de la
mecánica estad́ıstica de equilibrio, la teoŕıa de desviaciones grandes provee
estimaciones de orden exponencial que generaliza y refina a la teoŕıa de fluc-
tuaciones de Einstein [30]. Un f́ısico podŕıa describir la teoŕıa de desviaciones
grandes como una formulación rigurosa de la mecánica estad́ıstica. Los pro-
cesos de renovación y las caminatas aleatorias pueden ser descritos con el
lenguaje de la teoŕıa de desviaciones grandes [30]. Sin embargo, no es posible
enmarcar a los procesos multiplicativos en esta teoŕıa.

1.5. Principio de desviaciones grandes

Supongamos que An es una variable etiquetada por el entero n, y P (An ∈
B) es la probabilidad de que An tome algún valor del conjunto B. Se dice
que P (An ∈ B) satisface un principio de desviación grande con exponente
SB si el ĺımite

ĺım
n→∞

− 1

n
lnP (An ∈ B) = SB (1.30)

existe [30]. Si P (An ∈ B) tiene un comportamiento exponencial dominante en
n, entonces el ĺımite debe existir con SB 6= 0. Si el ĺımite no existe, entonces
P (An ∈ B) es singular o decae con n mas rápido que e−nS con S > 0. En
este caso, decimos que P (AN ∈ B) decae super-exponencialmente y S =∞.
El ĺımite puede también ser cero si decae sub-exponencialmente en n, es decir
P (An ∈ B) decae con n más lentamente que e−nS para S > 0.

De modo que para una densidad de probabilidad que satisface un principio
de desviación grande, escribimos

P (An ∈ [a, a+ da]) := Pn(a)da ≈ e−nS(a)da.
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1.6. El teorema de Gärtner y Ellis

La teoŕıa de desviaciones grandes puede ser descrita desde un punto de
vista práctico como una colección de métodos que se han conjuntado para
resolver dos problemas [31]:

1. Determinar si un principio de desviación grande existe para una varia-
ble aleatoria determinada,

2. Derivar la expresión para la función tasa S asociada.

El teorema de Gärtner y Ellis [32, 33, 34] da un procedimiento general pa-
ra calcular las funciones de cambio. Consideremos una variable aleatoria real
An parametrizada por el entero positivo n. Se define la función generadora
de cumulantes escalada de An por el ĺımite

λ(k) = ĺım
n→∞

1

n
ln〈enkAn〉, (1.31)

donde

〈enkAn〉 =

∫
<

enkaPn(a)da. (1.32)

El teorema de Gärtner y Ellis establece que si λ(k) existe para todo
k ∈ <, entonces An satisface un principio de desviaciones grandes que se
escribe como

Pn(a)da ≈ e−nS(a)da.

Además, si λ(k) es diferenciable, entonces la función de cambio S(a)
está dada por

S(a) = sup
k∈<
{ka− λ(k)}, (1.33)

donde el śımbolo “sup” significa “supremo de”. La transformada definida por
el supremo es una extensión de la transformada de Legendre que generalmen-
te se le llama transformada de Legendre–Fenchel [35] de λ(k).

Para demostrar heuŕısticamente el teorema, se parte de asumir que

Pn(a)da ≈ e−nS(a)da,

la cual insertamos en la eq. (1.32) para obtener

〈enkAn〉 ≈
∫
en[ka−S(a)]da.
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Posteriormente, se aproxima la integral por el método del punto silla, en
donde la condición de este método es localizar el máximo en la trayectoria
del punto silla de ka − S(a). Por lo que asumiendo que el máximo existe y
es único, se escribe

〈enkAn〉 ≈ exp

(
n sup

a
{ka− S(a)}

)
Γ(1/2)

√
2

nS ′′(a0)

donde S ′′(a0) es la segunda derivada de S(a) evaluada en el valor de a = a0

para el cual ka − S(a) es el supremo y Γ(z) es la función gamma de Euler.
Por lo tanto

λ(k) = ĺım
n→∞

1

n
ln〈enkAn〉 = ĺım

n→∞

1

n

(
n sup

a
{ka− S(a)}+ ln

[
Γ(1/2)

√
2

S ′′(a0)

]
− 1

2
ln[n]

)
.

Al tomar el ĺımite se tiene simplemente que

λ(k) = sup
a
{ka− S(a)}.

Para obtener S(a) en términos de λ(k) se usa el hecho de que la trans-
formada de Legendre–Fenchel puede ser invertida cuando λ(k) es diferen-
ciable. En este caso, se dice que la transformada de Legendre-Fenchel es
auto-invertible o auto-dual. Por lo tanto

S(a) = sup
k
{ka− λ(k)},

que es el resultado de la eq. (1.33).
La derivación anterior ilustra que el teorema de Gärtner y Ellis es la conse-

quencia de que se cumpla el principo de desviación grande en la distribucion,
combinado con el método del punto silla.

1.7. Distribuciones estables de colas gordas

Se ha visto que la distribución gaussiana es la distribución ĺımite para la
suma de variables independientes

XN =
N∑
n=1

ln (1.34)
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cuando la distribución p(l) decae al menos tan rápidamente como l−3 para
|l| � 1. Sin embargo ¿qué pasa cuando p(l) decae mas lentamente ? Levy
y Jinchin [36] dieron una clasificación de las posibles distribuciones ĺımite,
basados en criterios de estabilidad sobre convoluciones. Los principales re-
sultados del trabajo de Levy y Jinchin se muestran a continuación.

Supongamos que para l� 1, p(l) se comporta como l−(1+µ) con 0 < µ < 2.
Entonces

1. Para 0 < µ < 1, el orden de XN es “t́ıpicamente” de N1/µ. Hay que
notar que para este caso 〈l〉 es infinito aśı como X̄N .

2. Para 1 < µ < 2, 〈l〉 y X̄N = 〈l〉N son finitos, pero la varianza X̄2
N−X̄2

N

es infinita.

Dicho de otra forma, la variable ZN = XN/N
1/µ para 0 < µ < 1 tiene

una distribución ĺımite cuando N →∞, de la forma

Prob(u1 < ZN < u2) −→
N→∞

∫ u2

u1

Lµ,β(u)du. (1.35)

A las distribuciones Lµ,β se les llama distribuciones estables de ı́ndice µ. Hasta
traslaciones y dilataciones, las distribuciones estables están completamente
caracterizadas por los dos parámetros 0 < µ < 2 y −1 < β < 1, donde β
indica el grado de asimetŕıa, dado por [11]

1− β
1 + β

= ĺım
L→∞

R(−L)

1−R(L)
, donde R(L) =

∫ L

−∞
p(l)dl. (1.36)

El valor β = 0 se obtiene cuando valores positivos y negativos de ln ocu-
rren con igual frecuencia. Para una distribución simétrica Lµ,0(Z) tiene una
expresión en términos de su transformada inversa de Fourier como

Lµ,0 =
1

2π

∫ ∞
−∞

eikZ−C|k|
µ

dk. (1.37)

La distribución normal se recupera cuando µ = 2, mientras que para µ = 1
se tiene la distribución de Cauchy:

L1,0(Z) =
C

π

1

C2 + Z2
. (1.38)
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Por otro lado, cuando ln solo toma valores positivos, el valor de β es 1, y la
distribución puede ser expresada en términos de una transformada inversa
de Laplace

Lµ,1 =
1

2π

∫ d+i∞

d−i∞
esZ−Cs

µ

ds. (1.39)

Las distribuciones estables Lµ,β(Z) decaen como Z−(1+µ) para valores
grandes de Z, y por lo tanto sus momentos de orden igual o mayor a µ
divergen. La cuenca de atracción de estas distribuciones son todas las distri-
buciones p(l) que para valores grandes de l se comportan de forma similar
a Lµ,β(Z). Este tipo de distribuciones se han observado en la frecuencia de
las distancias que ciertos animales recorren para encontrar comida [37]; en
los mercados financieros [38, 39]; en ciencias de la computación [40], en redes
[41], en procesamiento de señales [42], entre muchos sistemas mas [11]. Se
mostrará mas adelante que no es posible construir una termoestad́ıstica para
distribuciones en las que 0 < µ < 1 a diferencia de cuando 1 < µ < 2.

1.8. Correlaciones de largo alcance

En las secciones anteriores, para demostrar el TLC, se exigió la condi-
ción de que las variables fueran independientes. Pero ¿qué pasa cuando esta
condición no se cumple?, es decir, si las variables no son independientes. En
este caso, ya no es posible expresar la P̃N(k) como un producto de funcio-
nes independientes p̃(k). Como consecuencia, encontrar la forma expĺıcita de
P̃N(k) se complica considerablemente.

Consideremos el conjunto ordenado de variables aleatorias (lk), donde k
etiqueta la variable y l indica el valor que puede tomar en una realización
particular. La función de correlación está definida por

C(n) = 〈lklk+n〉 − 〈lk〉〈lk+n〉. (1.40)

Si por simplicidad asumimos 〈lk〉 = 0, entonces la varianza de XN =
∑N

k=1 lk
es

X̄2
N = NC(0) + 2

N∑
k=1

(N − k)C(k). (1.41)

Un primer caso a considerar se da cuando C(n) decae más rápidamente que
n−1 para n � 1. Para este caso, el segundo momento de XN converge y
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puede aplicarse el TLC [11]. Este caso se conoce como de correlaciones de
corto alcance. Para el caso de correlaciones de largo alcance, es decir, cuando
C(n) decae más lentamente que 1/n, el comportamiento t́ıpico de XN es
modificado por las correlaciones. ésto lo vemos de (1.41) al remplazar la
suma por integral para N � 1,

X̄2
N ∼ N

∫ N

C(n)dn ∼ N2−ν , donde C(n) ∼ n−ν . (1.42)

Lo anterior implica que las correlaciones pueden inducir difusión anómala,
ya que el segundo momento no es proporcional a N . Una interpretación que
resulta útil es la siguiente [11]. La integral de la función de correlación

Ns(N) =
N∑
n=1

C(n)/(〈l20〉 − 〈l0〉2) (1.43)

es un estimado de la cantidad de variables, que entre las N elegidas son es-
tad́ısticamente iguales a una l0. Esto se debe a que (〈l0lk〉 − 〈l0〉〈lk〉)/(〈l20〉 − 〈l0〉2)
es la cantidad de veces que lk tiene un valor igual a l0. Es por esto que uno
puede agrupar el conjunto {lk, 0 ≤ k ≤ N} en subconjuntos de Ns(N) ele-
mentos, los cuales tendrán valores similares. Se tienen entonces Nefe variables
independientes efectivas que también corresponde al número de subconjun-
tos. Por lo tanto

Nefe(N) ∼ N/Ns(N). (1.44)

Lo anterior permite escribir la variable aleatoria XN como

XN = XN(Nefe) ∼
Nefe∑
k=1

Nsl̂k, (1.45)

donde l̂ es el valor de los elementos del conjunto. Si el sistema fuera una
caminata aleatoria, entonces Nsl̂k representaŕıa la longitud efectiva debido a
los pasos altamente correlacionados de la caminata. Cuando ν < 1, tenemos
Ns ∼ N1−y, y cuando ν > 1, tenemos Ns ∼ constante, lo cual nos lleva a los
resultados obtenidos anteriormente.

Esta interpretación nos permite establecer una relación de equivalencia
matemática entre variables independientes cuya distribución tenga la carac-
teŕıstica de tener colas gordas y variables con correlaciones de largo alcance.
Es decir, si PN(l) de variables independientes tiene colas gordas, puede ser
tratada de forma efectiva como generada por un proceso de variables corre-
lacionadas, si se hace la correspondencia de N con Nefe y ln con Nsl̂n.
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Caṕıtulo 2

‘Termoestad́ıstica’ de procesos
de renovación

En este caṕıtulo se presentará el método propuesto para obtener la den-
sidad de probabilidad ψn(t) de que sucedan n eventos entre t y t + dt en el
ĺımite de n � 1 a partir de funciones generadoras. El procedimiento que se
mostrará es útil cuando no es posible encontrar la transformada inversa de
Laplace de las funciones generadoras y nos da soluciones asintóticas para el
ĺımite n → ∞, t → ∞ de tal modo que t/n sea finito. Posteriormente se
establecerá de forma expĺıcita la relación entre dicho método y la estad́ısti-
ca de Boltzmann–Gibbs. Más adelante se ilustrará el método por medio del
proceso de Poisson.

Al establecer una relación entre los procesos de renovación y la termoes-
tad́ıstica, es posible extrapolar toda la experiencia que se tiene en el estudio
de los procesos de renovación a la termoestad́ıstica y viceversa.

2.1. Métodos asintóticos para los procesos de

renovación

Encontrar una expresión algebraica para ψn(t) a partir de ψ(t) es en ge-
neral una tarea dif́ıcil, sin embargo existen algunas técnicas que involucran
como principal elemento al método del punto silla para obtener expresiones
asintóticas de ψn(t) en el ĺımite n → ∞. En esta sección se mostrará en
qué consisten dichas técnicas. Posteriormente, como parte esencial de la in-
novación en este trabajo, se hará una contribución conceptual al formalismo
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matemático de la termoestad́ıstica, al hacer notar que la termoestad́ıstica se
basa esencialmente en estas mismas técnicas.

2.1.1. Transformación del espacio de Laplace (ε) al es-
pacio t

La transformada inversa de Laplace de ψ̃n(ε) puede ser encontrada para
n � 1. Para lograrlo, reescribimos la transformada inversa (Ver apéndice
A.1) en la forma de Laplace:

ψn(t) =
1

2π

∫ c+i∞

c−i∞
etεψ̃n(ε)dε

=
1

2π

∫ c+i∞

c−i∞
etε
[
ψ̃(ε)

]n
dε

ψn(nt̄) =
1

2π

∫ c+i∞

c−i∞
en[t̄ε+ln ψ̃(ε)]dε, (2.1)

donde se ha definido t̄ ≡ t/n. A partir de (2.1) y con ayuda del método del
punto silla (Ver apéndice B) encontramos el siguiente ĺımite,

ĺım
n→∞

1

n
lnψn(nt̄) = ε0t̄+ ln ψ̃(ε0), (2.2)

como veremos mas adelante, el ĺımite anterior es el equivalente ĺımite termo-
dinámico de los procesos estocásticos. En la expresión anterior ε0 es el valor
de ε en el punto silla de σ(t̄; ε) := εt̄+ ψ̃(ε) dada por la condición

t̄ = − d

dε
ln [ψ̃(ε0)] := 〈t〉ε. (2.3)

A partir de (2.2) deducimos la siguiente distribución ĺımite para cuando n→
∞, t→∞ de modo que t̄ se mantiene finito,

ψn(nt̄) ≈ C expn[ε0t̄+ ln ψ̃(ε0)], (2.4)

ψn(t) ≈ C exp [ε0t+ n ln ψ̃(ε0)], (2.5)

donde C es una constante.
Hemos llegado a una expresión para ψn(t) en términos de la transformada

de Laplace de la densidad del tiempo de espera ψ(t) para n� 1. Notamos que
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el lado derecho de la igualdad en (2.2) tiene la forma de una transformada
de Legendre de ln ψ̃(ε), donde se elimina ε en favor de t̄. Es decir, para
obtener la distribución en el ĺımite ‘termodinámico’ n → ∞, basta realizar
una transformada de Legendre en ln ψ̃(ε).

Más adelante se hará notar que este procedimiento se puede relacionar en
el contexto de la mecánica estad́ıstica con el obtener la función de partición
del ensamble microcanónico a partir de la función de partición del ensamble
canónico a través de una transformada de Legendre.

Caso general

El desarrollo anterior es aplicable a eventos idénticos e independientes,
donde la aproximación del punto silla se aplica de forma natural cuando
n� 1, manteniendo t/n finito. Sin embargo, cuando n ln ψ̃(ε) 6= ln ψ̃n(ε), no
se conoce de forma directa qué tan buena es la aproximación del punto silla.

A continuación se obtendrá la condición que se debe cumplir para que la
aproximación del punto silla sea buena aún cuando la condición n ln ψ̃(ε) =
ln ψ̃n(ε), no se cumpla.

Se busca una aproximación de la integral I al aplicar el método del punto
silla a la integral

I =
1

2π

∫
γ

eεt+ln[ψ̃n(ε)]dε. (2.6)

Donde γ es el contorno de Bromwich (Ver apéndice A.1). Modificamos el
contorno de integración a γ∗ de tal forma que pase por el punto silla. Además,
hacemos una expansión en serie del argumento εt+ln[ψ̃n(ε)] como función de
ε alrededor del punto silla ε0 y tomamos sólo el primer término significativo

I ≈
∫
γ∗

exp

(
ε0t+ ln[ψ̃n(ε0)] +

(ε− ε0)2

2

∂2

∂ε2
ln[ψ̃n(ε)]|ε=ε0

)
dε.

La dirección de la expansión se toma de tal forma que en la trayectoria

(ε− ε0)2

2

∂2

∂ε2
ln[ψ̃n(ε)]|ε=ε0

sea real. Si definimos α como la fase en la dirección de la expansión podemos
reescribir

(ε− ε0)2

2

∂2

∂ε2
ln[ψ̃n(ε)]|ε=ε0
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como
t2e2iα

2

∂2

∂ε2
ln[ψ̃n(ε)]|ε=ε0 ,

donde t = |ε − ε0|. Tomando el hecho de que a lo largo de la trayectoria de
integración en el punto silla

e2iα ∂
2

∂ε2
ln[ψ̃n(ε)]|ε=ε0 = −

∣∣∣∣ ∂2

∂ε2
ln[ψ̃n(ε)]

∣∣∣∣
ε=ε0

,

entonces

I ≈ exp (ε0t+ ln[ψ̃n(ε0)])

∫
γ∗

exp

(
−t

2

2

∣∣∣∣ ∂2

∂ε2
ln[ψ̃n(ε)]

∣∣∣∣
ε=ε0

)
dt. (2.7)

Por lo tanto,

I ≈ exp (ε0t+ ln[ψ̃n(ε0)])

√
2π

Cn
,

donde Cn ≡
∣∣∣ ∂2

∂ε2
ln[ψ̃n(ε0)]

∣∣∣. Más aún, si definimos

〈t〉ε,n ≡
∫
te−εtψn(t)dt = − ∂

∂ε
ψ̃n(ε), (2.8)

entonces Cn se puede expresar como

Cn =
∂

∂ε
〈t〉ε=ε0,n. (2.9)

Como ∂
∂ε
〈t〉ε=ε0,n ∝ n, se concluye que la expresión (2.2) para el caso

general toma la siguiente forma

ĺım
n→∞

1

n
lnψn(nt̄) = ε0t̄+ ĺım

n→∞

ln ψ̃n(ε0)

n
. (2.10)

2.1.2. Transformación del espacio de Laplace (ε) y del
espacio z al espacio (t, n)

En esta sección se mostrará cómo es posible expresar ψn(t) cuando n� 1
en términos de la función generadora ψ̃(ε, z) que resulta de aplicar la trans-
formada de Laplace y posteriormente la transformada zeta a la densidad del
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tiempo de espera ψn(t). Ésto nos mostrará la equivalencia de representaciones
en dicho ĺımite que es una caracteŕıstica que posee también la termodinámica.

La transformada zeta se define como

ψ̃(ε, z) =
∑
n

ψ̃n(ε)zn, (2.11)

entonces en este caso (Ver apéndice A.3)

ψn(t) =
1

(2π)2

∫ c+i∞

c−i∞
dε

∮
C

dz exp (εt)ψ̃(ε, z)z−n+1, (2.12)

donde C es un contorno alrededor del origen. De forma equivalente,

ψn(t) =
1

(2π)2

∫ c+i∞

c−i∞
dε

∮
C

dz exp {εt− (n− 1) ln z + ln [ψ̃(ε, z)]},(2.13)

ψn(nt̄)=
1

(2π)2

∫ c+i∞

c−i∞
dε

∮
C

dz exp {n(εt− (1− 1/n) ln z +
ln [ψ̃(ε, z)]

n
}.(2.14)

El método del punto silla en la integral anterior, nos da las condiciones

t = − ∂

∂ε
ln[ψ̃(ε0, z0)], (2.15)

n− 1 = z0
∂

∂z
ln[ψ̃(ε0, z0)]. (2.16)

Como estamos trabajando en n� 1 reescribimos le Ec.(2.16) de la siguiente
manera,

n = z0
∂

∂z
ln[ψ̃(ε0, z0)]. (2.17)

De las condiciones anteriores obtenemos z0 y ε0 en términos de t y n, las
cuales se sustituyen en

ĺım
n→∞

1

n
lnψn(nt̄) = ε0t̄− ln z0 + ĺım

n→∞

ln [ψ̃(ε0, z0)]

n
, (2.18)

donde se ha hecho la suposición 1/n ≈ 0. De la expresión anterior se concluye
que la expresión asintótica para ψn(t) está dada por

ψn(t) ≈ C exp (ε0t− n ln z0 + ln [ψ̃(ε0, z0)]), (2.19)

22



donde C es una constante.
La ecuación (2.19) nos muestra como obtener ψn(t) para n � 1 a partir

de ψ̃(ε, z).
Más adelante se mostrará que el procedimiento anterior se puede relacio-

nar con expresar el número de estados accesibles al sistema Ω, en términos
de la función de partición del ensamble gran canónico por medio de una
trasformada doble de Legendre.

Punto silla de la transformada inversa z

Para mayor claridad sobre como se obtuvo el ĺımite (2.18), analizaremos
la integral en la variable z de (2.14),∮

C

dz exp {εt− (n− 1) ln z + ln [ψ̃(ε, z)]}, (2.20)

en la cual se hace una expansión en serie alrededor del punto silla en z0 hasta
el primer término significativo del argumento de la exponencial:

I ′ =

∮
C

dz exp
{
εt− (n− 1) ln z0 + ln [ψ̃(ε, z0)] (2.21)

+
(z − z0)2

2

∂2

∂z2

(
−(n− 1) ln z + ln [ψ̃(ε, z)]

)
z=z0

}
, (2.22)

La dirección de la expansión se toma de tal forma que en la trayectoria

(z − z0)2 ∂
2

∂z2

(
−(n− 1) ln z + ln [ψ̃(ε, z)]

)
z=z0

sea real. Si definimos α como la fase en la dirección de la expansión podemos
reescribir

(z − z0)2 ∂
2

∂z2

(
−(n− 1) ln z + ln [ψ̃(ε, z)]

)
z=z0

como

(t)2e2iα ∂
2

∂z2

(
−(n− 1) ln z + ln [ψ̃(ε, z)]

)
z=z0

,

donde t = |z − z0|. Tomando el hecho de que a lo largo de la trayectoria de
integración en el punto silla

e2iα ∂
2

∂z2

(
−(n− 1) ln z + ln [ψ̃(ε, z)]

)
z=z0

= −
∣∣∣∣ ∂2

∂z2

(
−(n− 1) ln z + ln [ψ̃(ε, z)]

)
z=z0

∣∣∣∣ ,
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entonces

I ′ = exp
{
εt− (n− 1) ln z0 + ln [ψ̃(ε, z0)]

}∫
dt exp

{
− (t)2

2

∣∣∣∣ ∂2

∂z2

(
−(n− 1) ln z + ln [ψ̃(ε, z)]

)
z=z0

∣∣∣∣}.
Evaluamos sólo la primera derivada para obtener

I ′ = exp {εt− (n− 1) ln z0 + ln [ψ̃(ε, z0)]}
∫
dt exp

{
−t

2

2

∣∣∣∣−(n− 1)
∂

∂z

(
1

z

)
+

∂

∂z

〈n〉ε,z
z

∣∣∣∣
z=z0

}
,

donde se ha definido

〈n〉ε,z =

∑
n nψ̃n(ε)zn∑
n ψ̃n(ε)zn

.

Si se aplica la regla de Leibniz en el último término del argumento, se tiene

I ′ = exp
{
εt− (n− 1) ln z0 + ln [ψ̃(ε, z0)]

}∫
dt exp

{
−t

2

2

∣∣∣∣−(n− 1)
∂

∂z

(
1

z

)
+

1

z

∂

∂z
〈n〉ε,z + 〈n〉ε,z

∂

∂z

1

z

∣∣∣∣
z=z0

}
.

Si ahora se usa el hecho de que en z0, n − 1 = 〈n〉ε,z0 como se observa de
(2.17), entonces

I ′ = exp {εt− (n− 1) ln z0 + ln [ψ̃(ε, z0)]}
∫
dt exp

{
−t

2

2

∣∣∣∣1z ∂∂z 〈n〉ε,z
∣∣∣∣
z=z0

}
,

= exp {εt− (n− 1) ln z0 + ln [ψ̃(ε, z0)]}
√

2π∣∣1
z
∂
∂z
〈n〉ε,z

∣∣
z=z0

. (2.23)

A partir de (2.23) se concluye que

ĺım
n→∞

1

n
ln I ′ = ĺım

n→∞

(
ε
t

n
− (1− 1

n
) ln z0 + ĺım

n→∞

(
1

n
ln [ψ̃(ε, z0)]

)
+

1

n
ln

√
2π∣∣1

z
∂
∂z
〈n〉ε,z

∣∣
z=z0

)

= ε
t

n
− ln z0 +

1

n
ln [ψ̃(ε, z0)],

donde se ha usado el hecho de que∣∣∣∣1z ∂∂z 〈n〉ε,z
∣∣∣∣
z=z0

∝ n. (2.24)
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2.1.3. Transformación del espacio (t, z) al espacio (t, n)

Partiremos ahora de la función generadora ψ(t, z) para obtener ψn(t), es
decir supongamos que conocemos la función generadora

ψ(t, z) =
∞∑
n=1

ψn(t)zn. (2.25)

Obtenemos ψn(t) por medio de la transformada inversa zeta

ψn(t) =

∮
dzψ(t, z)z−n+1. (2.26)

Expresamos la integral en la forma de Laplace

ψn(t) =

∮
dze−(n−1) ln z+ln[ψ(t,z)], (2.27)

Con ayuda del método del punto silla (Ver apéndice B) se encuentra que

ĺım
n→∞

1

n
lnψn(t) = − ln z0 + ĺım

n→∞

ln[ψ(t, z0)]

n
, (2.28)

donde z0 se obtiene de la condición del punto silla en siguiente

n− 1 = z0
∂

∂z
ln[ψ(t, z0)],

n ≈ z0
∂

∂z
ln[ψ(t, z0)] paran� 1, (2.29)

de donde se obtiene z0 en función de n. De (2.28) se concluye que la distri-
bución asintótica para n� 1 es de la forma

ψn(t) ≈ Ce−n ln z0+ln[ψ(t,z0)]. (2.30)

Tenemos ahora una expresión para ψn(t) en términos de ψ(t, z) para cuan-
do n� 1. Hay que notar que el argumento en la exponencial de la expresión
(2.30) es equivalente a una transformada tipo Legendre.
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2.2. Estad́ıstica de Boltzmann–Gibbs

En esta sección se establecerá de forma expĺıcita la correspondencia entre
las funciones generadoras y las funciones de partición, aśı como entre las
transformadas de Legendre derivadas de las aproximaciones hechas en la
sección anterior y los potenciales termodinámicos usuales de la mecánica
estad́ıstica de Boltzmann–Gibbs (BG). Con esto se pretende hacer expĺıcita
la analoǵıa que en la tesis se quiere mostrar entre los procesos de renovación
y la mecánica estad́ıstica de BG.

Al hacer el cambio de variable z = eµ en (2.14) se pueden identificar
expresiones similares que aparecen en la estad́ıstica de BG, de modo que

ψn(t) =

∫
dε

∮
dµ exp {εt+ µn+ ln [ψ̃(ε, z = eµ)]}, (2.31)

como se ha mostrado en las secciones anteriores con ayuda de la aproximación
del punto silla se puede expresar como,

ψn(t) ≈ C exp {ε0t+ µ0n+ ln [ψ̃(ε0, z = eµ0)]} (2.32)

con las condiciones

t =
∂

∂ε
ln [ψ̃(ε0, z0 = eµ0)], (2.33)

n =
∂

∂µ
ln [ψ̃(ε0, z0 = eµ0)], (2.34)

y donde C es una constante. Las ecuaciones anteriores se usan para eliminar
ε0 y µ0 en favor de t y n en (2.32). A su vez estas ecuaciones juegan el papel
de ecuaciones de estado en el contexto de la M.E. Es posible identificar el
argumento de la exponencial en (2.32) como una transformada de Legendre
incompleta,

σ(t, n; ε0, µ0) ≡ [ε0t+ µ0n+ ln [ψ̃(ε0, z0 = eµ0)]] (2.35)

en donde σ juega el papel de una entroṕıa y ln ψ̃(ε0) el papel de una función
de Massieu. Con la identificación anterior, ψ̃(ε, eµ) puede pensarse como una
función de partición siendo ε0 el ‘inverso de la temperatura’ y µ0 un ‘potencial
qúımico’.

26



De (2.33) y (2.11) se observa que

t =
1

ψ(ε0, z0)

∂

∂ε
[
∑
n

(ψ̃(ε0))nzn0 ] (2.36)

=
∂

∂ε
ln[ψ̃(ε0)](z0

∂

∂z
ln[ψ̃(ε0, z0)]) (2.37)

y al usar (2.34),

t

n
= − ∂

∂ε
ln[ψ̃(ε0)] = − 1

ψ̃(ε0)

∫
dt[tψ(t)e−ε0t] ≡ 〈t〉ε,µ

〈n〉ε,µ
. (2.38)

También

n =

∑
n nψ̃n(ε) exp [µ0n]

ψ̃(ε, z = eµ0)
≡ 〈n〉ε,µ. (2.39)

Por lo tanto, cuando se elige z = eµ, se obtiene el análogo del ensamble
gran canónico. Además, de (2.11), se observa que la función generadora

ψ̃(ε, z = eµ) =
∑
n

ψ̃n(ε)eµn (2.40)

tiene la misma forma que la función de partición gran canónica de la es-
tad́ıstica de BG, si se identifica z con la actividad qúımica (o fugacidad) y
ψ̃n(ε) con la función de partición canónica de BG. En (2.32) se comprueba
que la estructura termodinámica se mantiene.

En conclusión podemos establecer las siguientes identificaciones entre los
procesos de renovación (P.R.) con la M.E.

Tabla 1
P.R. M.E.

t → E (enerǵıa)
n → N (número de part́ıculas)
ε → 1

kT
:= β (inverso de la temperatura)

z → eµ/kT (actividad qúımica)
ψ(t) → Ω(E,N = 1) (No. de microestados por part́ıcula)
ψn(t) → Ω(E,N) (No. de microestados)

ψ̃n(ε) → Z(β,N) (función de partición canónica)

ψ̃(ε, z) → Ξ(β, µ) (gran función de partición)
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2.3. Ejemplo: La distribución de Poisson

En esta sección se empleará el método de funciones generadoras propues-
to para calcular ψn(t) del proceso de renovación de Poisson. Este proceso
es importante ya que se conocen los resultados exactos, y por lo tanto, po-
demos comparar las soluciones aproximadas que se obtengan del método de
funciones generadoras para n� 1 con la distribución exacta.

El proceso de renovación de Poisson está definido por la densidad de
tiempo de espera

ψ(t) = be−bt.

y

ψn(t) =
(bt)n

n!
e−bt

es la bien conocida distribución de Poisson. También en las próximas seccio-
nes se escribirá entre comillas junto a las variables que definen el espacio de
trabajo, el nombre del ensamble con el que es posible establecer una relación
formal.

2.3.1. Transformación del espacio (ε, n), ‘canónico’ al
espacio (t, n), ‘microcanónico’

Queremos encontrar ψn(t) que tiene una correspondencia con la función
de partición del ensamble microcanónico cuando n � 1, a partir de ψ̃n(ε)
que corresponde formalmente a la función de partición canónica.

Partamos de un proceso con densidad de probabilidad exponencial

ψ(t) = be−bt, (2.41)

o de forma equivalente en el espacio de Laplace

ψ̃(ε) =
b

b+ ε
. (2.42)

En la relación formal que queremos mostrar, la expresión anterior correspon-
de a la función de partición canónica por part́ıcula. De modo que

ψ̃n(ε) =

[
b

b+ ε

]n
, (2.43)
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corresponde a la función de partición de n part́ıculas. Usando (2.42) junto
con la condición (2.3) se tiene

t/n =
1

b+ ε0
(2.44)

y de (2.5), al eliminar ε0 en favor de t, se encuentra la distribución de Poisson
con la aproximación de Stirling en el factorial,

ψn(t) ≈ C
en

nn
(bt)ne−bt. (2.45)

Para este caso se encuentra que C = 1 al normalizar.
La ecuación (2.44) cumple la función de una ecuación de estado que re-

laciona una variable extensiva t, la cual corresponde con la enerǵıa total del
sistema, con su correspondiente variable intensiva ε, que se puede interpretar
como una temperatura inversa. Calcular ψn(t) a través de la transformada
de Legendre de ln ψ̃n(ε) cuando n� 1, es la propiedad análoga a la equiva-
lencia de ensambles de la M.E. En las subsecciones siguientes mostraremos
esta equivalencia entre los distintos ensambles o espacios.

2.3.2. Transformación del espacio (ε, z), ‘gran canónico’
al espacio (ε, n), ‘canónico’

Buscamos ahora obtener ψ̃n(ε) (canónico) a partir de ψ(ε, z) y mostrar
cómo la ψ̃n aśı obtenida, es equivalente a la obtenida de forma directa de la
transformada de Laplace de ψn en el ĺımite n→∞. Lo anterior corresponde
a la equivalencia de ensambles cuando n� 1.

Primero calculamos de forma exacta ψ(ε, z) evaluando la transformada z
de ψ̃n. Para el caso de eventos independientes se tiene que

ψ(ε, z) =
∑
n

ψ̃n(ε)zn

=
∑
n

[ψ̃(ε)]nzn

=
zψ̃(ε)

1− ψ̃(ε)z
. (2.46)

De tal forma que para un proceso con densidad de probabilidad exponen-
cial

ψ(t) = be−bt, (2.47)
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o en el espacio de Laplace

ψ̃(ε) =
b

b+ ε
, (2.48)

tenemos que

ψ(ε, z) =
zb

b(1− z) + ε
. (2.49)

Es posible expresar ψn en el ĺımite n → ∞ en términos de la expresión
anterior con ayuda de la Ec.(2.19) de modo que la solución asintótica de ψn
está dada por

ψn(t) ≈ C exp [ε0t− n ln z0 + lnψ(ε0, z0)]. (2.50)

Para comprobar la equivalencia de ensambles, comparamos la expresión
que se obtiene de eliminar z0 de (2.50) mediante la condición

n = z
∂

∂z
lnψ(ε, z0), (2.51)

con la expresión exacta de ψ̃n cuando n� 1.
La condición anterior para el caso particular que se está analizando se

reduce a

n = z0
∂

∂z
ln

z0b

b− z0b+ ε

= z0

(
b

z0b
− −b
b− z0b+ ε

)
= 1 +

z0b

b− z0b+ ε
. (2.52)

Despejando z0 se encuentra

z0 =

(
n− 1

n

)
b+ ε

b
. (2.53)

Sustituimos z0 en (2.50) de modo que

ψn(t) ≈ C exp

[
ε0t− n ln

[
b+ ε0
b

(
n− 1

n

)]
+ ln[n− 1]

]
. (2.54)

La cual en el ĺımite n→∞ se puede expresar como

ψn(t) ≈ C exp
[
ε0t− n ln[(1 +

ε0
b

)]
]
. (2.55)
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Definiendo Σ(ε, n) ≡ n ln[ b
b+ε0

] entonces,

lnψn(t) ≈ ε0t+Σ(ε0, n). (2.56)

En analoǵıa con la mecánica estad́ıstica, Σ(ε, n) corresponde a la función
de Massieu asociada con el ensamble canónico dada por el logaritmo de (2.43),
o bien a −βF (β, n) donde β es el inverso de la temperatura y F la enerǵıa
libre de Helmholtz.

2.3.3. Transformación del espacio (ε, z) al espacio (t, z)

En el apartado anterior se encontró una expresión para ψn(t) partiendo
de ψ(ε, z), y dejando indicada la transformada sobre ε. En este apartado,
partiendo también de ψ(ε, z) se busca la expresión para ψn(t) haciendo la
transformada de Legendre en ε y se dejará indicada la transformada en z. Ésto
lo haremos para mostrar que la equivalencia entre ensambles es independiente
del orden en que se hagan las transformaciones.

Procedemos de forma similar a los casos anteriores, primero eliminamos
ε0 de (2.50) en favor de t mediante la condición

t =
∂

∂ε
[(n− 1) ln z0 − lnψ(ε0, z0)] . (2.57)

Después de derivar y despejar en la ecuación anterior, se encuentra que:

ε0 =
1

t
− b(1− z0). (2.58)

Y por lo tanto el logaritmo de (2.50) en n� 1 se puede expresar como

lnψn(t) ≈ −n ln z0 + (−b(1− z0)t+ ln tz0b+ 1),

lnψn(t) ≈ −n ln z0 + Γ(t, z0), (2.59)

en donde se ha definido Γ(t, z0) ≡ ε0t+ lnψ(ε0, z0) eliminando ε0 en favor de
t. Es decir,

eΓ(t,z) ≈= e−b(1−z)t+1tzb. (2.60)

En la analoǵıa con la mecánica estad́ıstica, Γ(t, z) es la función de Massieu
cuyas variables naturales son la enerǵıa interna y el potencial qúımico.
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2.3.4. Transformación del espacio (ε, z) al espacio (t, n)

Como se ha mencionado anteriormente, es preciso mostrar que la equi-
valencia de ensambles es independiente del orden en que se realicen las
transformadas de Legendre. A continuación partiremos de los resultados
de los dos apartados anteriores, para obtener la expresión final de ψn(t).
El objetivo es mostrar que el resultado es el mismo para los dos casos y
por lo tanto independiente del orden en que se hagan las transformaciones.
Primero se calculará ψn(t) en el ĺımite n → ∞ mediante la transforma-
ción (ε, z) → (ε, n) → (t, n) y posteriormente mediante la transformación
(ε, z)→ (t, z)→ (t, n).

Transformación (ε, z)→ (ε, n)→ (t, n)

La transformación (ε, z)→ (ε, n) ya se ha hecho en la sección 2.3.2 obte-
niéndose la expresión (2.56)

lnψn(t) ≈ ε0t+Σ(ε, n), (2.61)

donde Σ(ε, n) ≈ n ln[ b
b+ε0

].
Ahora eliminamos ε0 en favor de t con la condición

t

n
=

∂

∂ε
ln[(1 +

ε0
b

)] (2.62)

=
1

b+ ε0
, (2.63)

de donde despejando se encuentra

ε0 =
n

t
− b. (2.64)

Al sustituir ε0 en (2.61) se llega al resultad0

lnψn(t) ≈ n− bt+ n ln

[
bt

n

]
. (2.65)

o bien

ψn(t) ≈ en
(
bt

n

)n
e−bt (2.66)

que como se esperaba es la distribución de Poisson con la aproximación de
Stirling.
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Transformación (ε, z)→ (t, z)→ (t, n)

Partiendo de (2.59)

lnψn(t) ≈ −n ln z0 + Γ(t, z0), (2.67)

con Γ(t, z) = −b(1−z)t+ln[tzb]+1, donde ya se ha hecho la transformación
(ε, z)→ (t, z).

Procedemos a eliminar z0 en favor de n haciendo uso de la condición

n = z0
∂

∂z
Γ(t, z0), (2.68)

la cual, para ste caso en particular es

n = z0bt+ 1. (2.69)

Al despejar y sustituir en (2.59), encontramos la forma expĺıcita de la solución
asintótica,

lnψn(t) ≈ −b(1− n− 1

bt
)t− n ln

n− 1

bt
+ ln(n− 1) + 1, (2.70)

o bien, para n� 1

ψn(t) ≈ en

nn
(bt)(n)e−bt. (2.71)

Cuando n� 1 el resultado coincide con (2.45) y (2.66) como se esperaba.

2.4. Transformaciones de variables extensivas

a intensivas

En las secciones anteriores se mostró cómo es posible obtener ψn(t) a par-
tir de ψ̃n(ε) mediante una transformada de Legendre, también se mostró cómo
es posible obtener ψ̃n(ε) y Γ(t, z) a partir de ψ(ε, z) mediante las correspon-
dientes transformadas de Legendre. En la correspondencia que se ha hecho
con la M.E., lo anterior corresponde a obtener las funciones de partición cu-
yas variables naturales son extensivas a partir de las funciones de partición
cuyas variables naturales son intensivas. La forma natural de encontrar las
funciones de partición de variables intensivas a partir de las funciones de
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partición de variables extensivas es simplemente invirtiendo la transforma-
das de Legendre generadas por la condición del punto silla de las secciones
anteriores. Sin embargo, en las siguientes secciones veremos que también es
posible obtener los mismos resultados al emplear la aproximación del pun-
to silla en la evaluación de las transformadas integrales en lugar de en sus
inversas, como se hab́ıa venido haciendo.

Al hacer la traducción de los procesos de renovación al lenguaje de la M.E.
de B.G. el volumen del espacio fase (función de partición microcanónica) se
mapea a ψn(t) y por lo tanto la enerǵıa libre se obtiene con una transformada
de Legendre,

−εFn(ε) = ln [ψn(t)]− εt, (2.72)

de donde se elimina t en favor de ε mediante la condición

ε =
∂

∂t
ln [ψn(t)] . (2.73)

Lo anterior es equivalente a encontrar el ĺımite

ĺım
n→∞

ln
[
e−εFn(ε)

]
n

= ĺım
n→∞

1

n
ln ψ̃n(ε) (2.74)

en términos de ψn(t) con ayuda de la aproximación del punto silla. Es decir,

e−εFn(ε) =

∫ ∞
0

e−εtψn(t)dt, (2.75)

la integral la escribimos en la forma de Laplace

e−εFn(ε) =

∫ ∞
0

e−εt+ln[ψn(t)]dt, (2.76)

y al tomar el ĺımite (2.74) en ambos lados de la igualdad se tiene

e−εFn(ε) ≈ e−εt0+ln[ψn(t0)], (2.77)

donde la condición del punto silla es

ε =
∂

∂t
ln [ψn(t)] |t=t0 . (2.78)

es decir,
−εFn(ε) ≈ −εt0 + ln [ψn(t0)] . (2.79)

De donde se muestra que la obtención de la enerǵıa libre a partir del volumen
del espacio fase, corresponde a encontrar el logaritmo de su transformada de
Laplace en el ĺımite termodinámico n� 1.
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2.5. Ejemplo: Distribución de Poisson

Ilustraremos lo anterior mediante el caso concreto que hemos estado ana-
lizando, el proceso de Poisson.

2.5.1. Transformación del espacio (t, n), ‘microcanóni-
co’ al espacio (ε, n), ‘canónico’

Partiendo de la distribución de Poisson

ψn(t) =
(bt)ne−bt

n!
, (2.80)

la correspondiente ‘enerǵıa libre’ está dada por la expresión

e−εFn(ε) =

∫
e
−εt+ln

»
(bt)ne−bt

n!

–
dt. (2.81)

Para comprobar la equivalencia de representaciones en el ĺımite n → ∞,
empleamos la aproximación del punto silla para evaluar la integral. De tal
forma que

e−εFn(ε) ≈ e
−εt0+ln

»
(bt0)ne−bt0

n!

–
, (2.82)

en donde t0 en función de ε está dada por la condición

ε =
∂

∂t
ln

[
(bt)ne−bt

n!

]
t=t0

(2.83)

ε =
n

t0
− b. (2.84)

Despejando de la última igualdad t0 se tiene que

t0 =
n

ε+ b
. (2.85)

Eliminando t0 en favor de ε en (2.82),

e−εFn(ε) ≈
[
bn

ε+ b

]n
e−n

n!
(2.86)

o bien,

−εFn(ε) ≈ n ln

[
b

ε+ b

]
+ ln

[
nn

enn!

]
. (2.87)
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De la expresión anterior se ve que para n� 1

−εFn(ε) = n ln

[
b

ε+ b

]
. (2.88)

Que coincide con la ‘enerǵıa libre’ obtenida de evaluar la integral (2.81) de
forma exacta. Ésto comprueba la equivalencia entre la representación (t, n)
y (ε, n) relacionadas con una transformada de Legendre cuando n� 1.

2.5.2. Transformación del espacio (t, n) al espacio (t, z)

Volvamos otra vez al proceso de Poisson,

ψn(t) =
(bt)ne−bt

n!
. (2.89)

ψ(t, z) está dado por

ψ(t, z) =
∞∑
n=1

(bt)ne−bt

n!
zn. (2.90)

Para n grande, cambiamos la suma por integral

ψ(t, z) ≈
∫ ∞

1

(bt)nebt

n!
zndn (2.91)

=

∫ ∞
1

eln[
(bt)ne−bt

n!
]+n ln zdn. (2.92)

Con ayuda de la aproximación del punto silla se encuentra el ĺımite

ĺım
n→∞

1

n
lnψ(t, z) = ĺım

n→∞

1

n
ln

[
(bt)n0e−bt

n0!

]
+ ln z,

= ln

[
e(bt)n0e−bt

nn0
0

]
+ ln z, (2.93)

de tal forma que

ψ(t, z) ≈ Ce
ln[

(bt)n0e−bt
n0!

]+n0 ln z
, (2.94)

en donde C es una constante y n0 en función de z está dada por la condición

ln z = − ∂

∂n
ln

[
e(bt)nebt

nn

]
n=n0

(2.95)

ln z = − ln bt− ln 1/n0. (2.96)
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Despejando de la última igualdad n0 se tiene que

n0 = zbt. (2.97)

Eliminando n0 en favor de z en (2.94),

ψ(t, z) ≈ Cezbt−bt. (2.98)

De este modo obtenemos ψ(t, z) cuando n � 1 a partir de ψn(t) mostran-
do de forma expĺıcita la equivalencia de representaciones por medio de una
transformada de Legendre.

2.5.3. Transformación del espacio (t, n) al espacio (ε, z)

En el caso de intentar pasar de cualquiera de las dos representaciones
anteriores a la representación correspondiente a la función de Massieu aso-
ciada al que hemos llamado ensamble gran canónico (ε, z) por medio de la
transformada de Legendre, se encuentra el problema de que es idénticamente
cero. Esto se debe a que en nuestro problema solo tenemos dos variables t y
n, y por lo tanto al tratar de eliminar ambas por sus conjugadas, no queda
ninguna variable extensiva, por lo que estrictamente también corresponde al
ensamble cuyas variables naturales son todas intensivas, a este ensamble lo
llamaremos el ensamble cero. Por otro lado, anteriormente se empleó esta
representación con resultados útiles y satisfactorios. Este hecho se puede ex-
plotar en favor de la M.E. ya que nos indica la manera en que el ensamble
cero se debe tratar y por lo tanto ser útil en la descripción de un sistema
térmico. Podemos resumir la caracteŕıstica que hace distinto al ensamble cero
y al mismo tiempo su utilidad de la siguiente manera: La función de parti-
ción cuyas variables naturales sean todas intensivas (ensamble cero), puede
ser empleada para calcular otras enerǵıas libres. Sin embargo, se distingue de
otras representaciones en que ella misma no puede ser obtenida con trans-
formaciones de Legendre de otras “enerǵıas libres”. Observemos ésto con el
caso particular del gas ideal. La gran función de partición del gas ideal es

Ξ(T, V, µ) = exp

[
−zV

(
2πmkT

h2

)3/2
]
, z = eµ/kT . (2.99)

La única variable extensiva es V , sin embargo realizamos la integral para
obtener la función de partición del ensamble cero que dependa de la presión
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p,

eΓ =

∫ ∞
0

e−pV/kTΞ(T, V, µ)dV. (2.100)

Obtenemos la función de partición del ensamble cero,

eΓ =

[
p

kT
+ z

(
2πmkT

h2

)3/2
]−1

. (2.101)

Teniendo esta función de partición podemos encontrar el potencial (pV) por
medio de una transformada de Legendre y tomando el ĺımite termodinámico.

Lo mostramos a continuación,

lnΞ(T, V, µ) =
p

kT
V + Γ(T, p, µ) (2.102)

con la ecuación de estado, deducida de la condición del punto silla,

V = −kT ∂

∂p
Γ(T, p, µ). (2.103)

Para el caso del gas ideal obtenemos

V =

[
p

kT
+ z

(
2πmkT

h2

)3/2
]−1

. (2.104)

De la ecuación anterior despejamos p

p

kT
=

1

V
− z

(
2πmkT

h2

)3/2

, (2.105)

que en el ĺımite termodinámico V →∞ es

p

kT
=

1

V
− z

(
2πmkT

h2

)3/2

. (2.106)

Con ayuda de la ecuación anterior eliminamos p de (2.102) y obtenemos

lnΞ(T, V, µ) ≈ −V z
(

2πmkT

h2

)3/2

+ ln[V ]. (2.107)
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En el ĺımite termodinámico, es decir cuando V →∞ y N →∞ de tal forma
que V/N sea finito, se obtiene

lnΞ(T, V, µ) = −V z
(

2πmkT

h2

)3/2

(2.108)

que es el resultado esperado. Comprobamos que la ecuación de estado dedu-
cida (2.106) es correcta, ya que coincide con el resultado de haber integrado
la relación de Gibbs-Duhem para el gas ideal.

El ejemplo anterior muestra en forma práctica la manera de emplear el
ensamble cero para encontrar el resto de las enerǵıas libres del sistema.

Ensamble de Mellin

Se ha visto que no es posible obtener la función de Massieu para el ensam-
ble cero a través de una transformada de Legendre, esto porque la enerǵıa
libre crece linealmente en n y la transformada de Legendre correspondiente
tiene la forma

n ln z + n ln ψ̃(ε). (2.109)

Al derivar con respecto de n para obtener el máximo se tiene una condición
para z en la cual no aparece n, por lo que no es posible eliminar n en favor
de z

ln z = − ln ψ̃(ε). (2.110)

De hecho, si se sustituye la z con esta condición nos da una identidad a cero.
Según el procedimiento anterior, la transformada de Legendre correspon-

diente junto con la condición para z vienen de tratar de encontrar en el
ĺımite ‘termodinámico’ a ψ̃(ε, z) con ayuda del método del punto silla en la
transformada Z,

ĺım
n→∞

1

n
ln ψ̃(ε, z) = ĺım

n→∞

1

n
ln

∫
dzψ̃(ε)nzn (2.111)

= ĺım
n→∞

1

n
ln

∫
dze(n ln[ψ̃(ε)]+n ln[z]). (2.112)

Donde se ha reemplazado la suma por integral. Por otro lado, un resultado
central de este caṕıtulo, fue mostrar que la equivalencia de ensambles no es
más que la consecuencia inmediata de la aproximación del punto silla en las
transformadas integrales. Lo anterior nos da la libertad de poder emplear otra
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transformada integral que no sea la transformada de Laplace, y posteriormen-
te por medio de la aproximación del punto silla, encontrar la transformada
de Legendre adecuada para que el nuevo ensamble sea equivalente con los
demás.

Teniendo en cuenta la conclusión anterior sobre la equivalencia de ensam-
bles, una alternativa al ensamble cero consiste en trabajar con un ensamble
modificado basado en la transformada de Mellin. Es decir, en lugar de obtener
la transformada Z o la transformada de Laplace, se busca la transformada
de Mellin,

ψ̃∗(ε, s) =

∫ ∞
0

[ψ̃(ε)]nns−1dn. (2.113)

Calculamos el ĺımite termodinámico, es decir n→∞ y s→∞ de modo que
s/n := s∗ sea finito, y con ayuda del método del punto silla se obtiene

ĺım
n→∞

1

n
ψ̃∗(ε, s) = ĺım

n→∞

1

n

∫ ∞
0

en ln[ψ̃(ε)]+(s−1) ln[n]dn (2.114)

= ln[ψ̃(ε)] + s∗ ln[n0]. (2.115)

La condición del punto silla es

s = −n0 ln[ψ̃(ε)]. (2.116)

Por lo tanto,

ln[ψ̃∗(ε, s)] = (1− s)
[
1− ln

[
1− s

ln ψ̃(ε)

]]
. (2.117)

Vemos entonces que la forma de pasar a la función de Massieu modificada es
mediante una transformada de Legendre modificada

ln[ψ̃∗(ε, s)] ≡ Ξ∗(ε, s) = (s− 1) lnn0 + ln ψ̃n(ε), (2.118)

donde n0 se elimina en favor de s mediante la condición

(s− 1) = −n ∂

∂n
ln ψ̃n=n0(ε). (2.119)

Por otro lado, si queremos encontrar alguna otra ‘enerǵıa libre’ a partir
de ψ̃∗(ε, s) podemos comenzar con la transformada inversa de Mellin,

ψ̃n(ε) =

∫ c+i∞

c−i∞
ψ̃∗(ε, s)n−sds. (2.120)
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Siguiendo el mismo procedimiento se encuentra

ψ̃n(ε) ≈ Celn[ψ̃∗(ε,s0)]−s0 ln[n], (2.121)

donde C es una constante y s0 se elimina en favor de n mediante la condición

ln[n] =
∂

∂s
ln[ψ̃∗(ε, s0)]. (2.122)

Es muy ilustrativo notar que

∂

∂s
ln[ψ̃∗(ε, s0)] =

∫∞
0

ln[n]ψ̃n(ε)ns−1dn

ψ̃∗(ε, s)
≡ 〈lnn〉ε,s. (2.123)

Es decir, la derivada en la variable natural de la representación de Mellin, co-
rresponde con el promedio del logaritmo de su variable conjugada. Además,
en contraste con la representación correspondiente al ensamble cero, es po-
sible encontrar la forma funcional de esta representación con transformadas
de Legendre de otras representaciones. Esta caracteŕıstica fue la motivación
principal de proponerlo como alternativa al ensamble cero.

En el caso particular de la distribución de Poisson, la función de partición
para el ensamble de Mellin ψ̃∗(ε, s) se encuentra por medio de (2.117) , es
decir

ψ̃∗(ε, s) = e(1−s)
[

(1− s)(b+ ε)

b

]s−1

, (2.124)

ya que ψ̃(ε) = b/(b+ ε).

2.6. Ejemplo: el proceso de renovación de Weiers-

trass

La importancia del proceso de renovación de Weierstrass radica en que
posee un parámetro H que cuando es mayor a 2, el primer momento de ψ(t)
converge. Sin embargo cuando H es menor a 2, el primer momento de ψ(t)
no converge [13]. En este trabajo, el proceso de renovación y la caminata
de Weierstrass se emplearán para mostrar como un mismo sistema en el
régimen regular puede ser descrito con una estructura similar a la M.E. Sin
embargo, el mismo sistema en el régimen singular ya no puede ser descrito
por las mismas técnicas, es decir, la estructura de la mecánica estad́ıstica
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como la conocemos sólo es aplicable a sistemas con ciertas caracteŕısticas
muy espećıficas, las cuales se analizarán en esta sección. Hasta ahora no se
ha podido plantear un análogo termodinámico para el régimen singular

2.6.1. Comportamiento de la densidad del tiempo de
espera del proceso de renovación de Weierstrass

Para hacer nuestro análisis, comenzaremos mostrando el comportamiento
de la densidad del tiempo de espera del proceso de Weierstrass. La densidad
del tiempo de espera ψ(t) del proceso de renovación de Weierstrass está de-
finido por [13]

ψ(t) =
1− a
a

∞∑
j=1

ajbj exp (−bjt), (2.125)

con a,b < 1. Este proceso de renovación está generado por la consideración de
un número infinito de procesos exponenciales con frecuencias que obedecen
invarianza de escala discreta (bn) [12] y pesos en forma de ley de potencias
(an). Por otro lado, la caminata de Weierstrass está definida en el espacio de
Fourier por distribución de probabilidad de un solo paso p(l) como p̃(k) =
a−1
a

∑∞
n a−n cos (bnk), donde a > 1 y b > 1 son parámetros libres. Esta

última función es la función de Weierstrass, que es continua en todos los
puntos pero no diferenciable en ninguno. Cabe señalar que en el análogo
temporal no se obtiene la función de Weierstrass y simplemente se le ha
llamado aśı por su semejanza. Para observar el comportamiento de ψ(t), la
expresamos en términos de la transformada inversa de Mellin. Comenzamos
expresando exp (−bjt) en términos de su transformada de Mellin, para lo cual
necesitamos la identidad

exp (−bjt) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Γ(s)(bjt)−sds.

Por lo tanto, tenemos

ψ(t) =
1− a
a

∞∑
j=1

ajbj
[

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Γ(s)(bjt)−sds

]
, (2.126)
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donde c > 0 debido a la banda fundamental de la transformada de Mellin
(Ver apéndice A.4). Al intercambiar la suma y la integral se obtiene

ψ(t) =
1− a
a 2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Γ(s)t−s

∞∑
j=1

ajbj(bj)−sds

=
1− a
a 2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Γ(s)t−s

ab−s+1

1− ab−s+1
ds. (2.127)

Para evaluar la integral se elige el contorno en el semiplano derecho del plano
complejo para obtener la expansión asintótica de ψ(t) alrededor de t → ∞.
El factor 1− ab−s+1 es cero cuando

ab−s+1 = e2πim, m = 0,±1,±2, ...

⇒ (−s+ 1) ln[b] = 2πim− ln[a],

⇒ s =
ln a

ln b
+ 1− 2πim

ln b
≡ s0, (2.128)

Para encontrar los residuos debido a este término, primero evaluamos con la
ayuda de la regla de L’Hôpital,

ĺım
s→s0

(s− s0)

1− ab−s+1
= ĺım

s→s0

d(s0−s)
ds

d(1−ab−s+1)
ds

= ĺım
s→s0

1

ab−s+1 ln[b]
. (2.129)

Los residuos debido a este término en el denominador son

Res(f(s0)) = ĺım
s→s0

Γ(s)t−sab−s+1

ab−s+1 ln b

=
1

ln b
Γ(s0)t−s0 . (2.130)

Finalmente, tomando en cuenta los polos en el lado derecho del plano
complejo, la integral (2.127) puede ser evaluada para t > 1 usando el resul-
tado anterior y (2.128)

ψ(t) =
1

t1+H

1− a
a ln b

∞∑
m=−∞

Γ(H + 1− 2πim

ln b
) exp(2πim

ln t

ln b
), (2.131)
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con H ≡ ln a
ln b

. Con esta expresión para ψ(t) se observa que cuando H < 1 el
primer momento de la distribución diverge.

Con un análisis similar es posible obtener el desarrollo en serie en el
espacio de Laplace, dando como resultado ψ̃(ε) = 1+CHε

H +C1ε+O(ε2)[12].
Cuando H > 1 el término mas significativo es C1ε, sin embargo, cuando
H < 1 el término mas significativo es CHε

H .
Para obtener la expresión de ψ(t) cuando t < 1 tomamos en cuenta los

polos del lado izquierdo del plano complejo dados por la función Γ(s) en
0,−1,−2, ..., lo que da la serie,

ψ(t) =
1− a
a

∞∑
j=0

bjtj

1
ab
− bj

. (2.132)

2.6.2. Termoestad́ıstica del proceso de renovación de
Weierstrass

Ahora, es posible encontrar ψn(t) con los métodos de transformadas de
Legendre de las funciones generadoras bajo ciertas aproximaciones.

ψ(t) del proceso de Weierstrass en el espacio de Laplace está dado por

ψ̃(ε) =
1− a
a

∞∑
j=1

ajbj

ε+ bj
. (2.133)

Al hacer una expansión de ψ̃(ε) alrededor de ε = 0,

ψ̃(ε) = 1− t̄ε+O(ε), (2.134)

tomamos en cuenta solo el término más significativo. De modo que

ψ̃(ε) ≈ 1− t̄ε (2.135)

≈ 1

1 + t̄ε
. (2.136)

En donde se ha definido

t̄ ≡ 1− a
a

∞∑
j=1

aj

bj
=

1− a
a

1

1− a
b

, (2.137)

si se cumple que a < b. La solución asintótica para n� 1 es

ψn(t) ≈ C exp[ε0t+ n ln ψ̃(ε0)], (2.138)
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donde C es una constante. Eliminando ε0 en favor de t en (2.138) mediante
la condición

t = −n d
dε

ln ψ̃(ε0) (2.139)

= n
t̄

1 + t̄ε0
, (2.140)

se obtiene

ψn(t) ≈ en

nn
(
t

t̄
)ne−

t
t̄ . (2.141)

De aqúı vemos que el proceso de renovación de Weierstrass es equivalente
al proceso de Poisson con una frecuencia efectiva b = 1/t̄. También se observa
que si el primer momento t̄ de ψ(t) no converge, entonces tampoco converge
〈t/n〉 donde el promedio es con respecto a ψn(t). Esto impide hacer uso
de la aproximación del punto silla y el formalismo no es aplicable. Esto es
de esperarse ya que es posible interpretar a las variables en una estructura
termodinámica como promedios, y en este caso el promedio diverge.

45



Caṕıtulo 3

‘Termoestad́ıstica’ de
caminatas aleatorias

Se ha visto cómo es posible establecer una relación formal entre las funcio-
nes generadoras de procesos de renovación y las funciones de partición de la
mecánica estad́ıstica. También se ha mostrado que el evaluar las transforma-
das integrales por medio de la aproximación del punto silla y posteriormente
calcular el ĺımite ‘termodinámico’ es equivalente a realizar transformadas de
Legendre. En este caṕıtulo analizaremos con técnicas semejantes a las del
caṕıtulo anterior a las caminatas aleatorias. Veremos que la técnica para ob-
tener la distribución de probabilidad Pn(l) de que un caminante aleatorio se
encuentre en la posición l después de n pasos, genera una termoestad́ıstica
propia para caminatas aleatorias. También se encuentran las ‘transformadas
de Legendre’ aplicables en estos casos. Se ilustra la termoestad́ıstica para ca-
minantes aleatorios al analizar con estas técnicas la distribución gaussiana, la
caminata de Weierstrass en el régimen regular y un caminante que sólo puede
dar pasos a sus primeros sitios vecinos en una malla unidimensional. Al final
del caṕıtulo, se encuentran las ecuaciones de estado del modelo hamiltoniana
con interacciones de largo alcance para sistemas de espines [1] empleando un
enfoque inspirado en la ‘termoestad́ıstica’ de caminantes aleatorios.
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3.1. Transformación del espacio (k, n) al espa-

cio (l, n)

Consideremos una caminata aleatoria siendo p(l) la densidad de proba-
bilidad de que el caminante realice un desplazamiento l. La densidad de
probabilidad de que el caminante esté en l después de n pasos es

Pn(l) =

∫ ∞
−∞

Pn−1(l′)p(l − l′)dl′, (3.1)

de tal forma que en el espacio de Fourier, para un caminante que comenzó en
l = 0

P̃n(k) = [p̃(k)]n, (3.2)

siendo

p̃(k) =

∫ ∞
−∞

e−iklp(l)dl, P̃n(k) =

∫ ∞
−∞

e−iklPn(l)dl. (3.3)

El espacio de Fourier es de gran utilidad ya que es posible obtener P̃n(k)
simplemente elevando a la potencia n la transformada de Fourier p̃(k). Aho-
ra, supongamos que para un determinado caminante aleatorio conocemos
p̃(k), de modo que para calcular Pn(l) es necesario encontrar la transformada
inversa de Fourier de P̃n(k) dada por (3.2), de modo que

Pn(l) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eikl[p̃(k)]ndk. (3.4)

Al evaluar la integral anterior con el método del punto silla (Ver apéndice B)
se encuentra

Pn(l) ≈
√√√√ 2π

n
∣∣∣d2 ln p̃(k)

dk2

∣∣∣
k=k0

exp [ik0l + n ln p̃(k0)], (3.5)

donde k0 es el valor de k en el punto silla y se encuentra mediante la condición

l = ni
d

dk
ln [p̃(k)]|k=k0 := 〈l〉k0 . (3.6)

Notemos que a pesar de la unidad imaginaria en la ecuación de estado ante-
rior, l es real. Es k0 la que toma en general algún valor en el plano complejo
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para que la ecuación de estado relacione un valor real de l con k0. A partir
de (3.5) se encuentra que

ĺım
n→∞

1

n
lnPn(nl̄) = ik0l̄ + ln p̃(k0), (3.7)

donde se ha supuesto que l → ∞ de modo que l/n := l̄ se mantiene finito.
El procedimiento para encontrar el ĺımite (3.7) es equivalente a realizar una
transformada modificada de Legendre donde k0 se elimina en favor l̄ = l/n
mediante la Ec.(3.6).

Ahora la transformada modificada de Legendre involucra la unidad ima-
ginaria. Notamos también que en el caso de los procesos de renovación, se
empleó la transformada de Laplace para definir las funciones generadoras o
funciones de partición. En contraste, para las caminatas aleatorias definimos
a las ‘funciones de partición’ con transformadas de Fourier.

3.2. Transformación del espacio (k, z) al espa-

cio (l, n)

El mismo análisis puede ser hecho no solo para pasar del espacio k al
espacio de la variable l, sino también para recuperar la variable n a partir
del espacio correspondiente a la transformada z. Es decir, supongamos que
conocemos la expresión para la transformada z de alguna función

p̃(k, z) =
∑
n

p̃n(k)zn. (3.8)

En este caso (Ver apéndice A.3)

Pn(l) =
1

(2π)2

∫ c+i∞

c−i∞
dk

∮
C

dz exp (ikl)p̃(k, z)z−n+1, (3.9)

o, de forma equivalente,

Pn(l) =
1

(2π)2

∫ c+i∞

c−i∞
dk

∮
C

dz exp {ikl − (n− 1) ln z + ln [p̃(k, z)]}. (3.10)
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El método del punto silla nos da las condiciones siguientes para n� 1

l = − ∂

∂ik
ln[p̃(k0, z0)], (3.11)

n = z0
∂

∂z
ln[p̃(k0, z0)]. (3.12)

Con las ecuaciones (3.11) y (3.12) eliminamos z0 y k0 en el siguiente ĺımite
que se obtiene con ayuda del meétodo del punto silla,

ĺım
n→∞

1

n
lnPn(l) = ik0l̄ − ln z0 + ĺım

n→∞

ln [p̃(k0, z0)]

n
. (3.13)

En la expresión anterior se supuso que t → ∞ de modo que t/n = l̄ se
mantiene finito. De (3.13) se observa que la expresión asintótica para Pn(l)
es

Pn(l) ≈ C exp {ik0l − n ln z0 + ln [p̃(k0, z0)]}, (3.14)

donde C es una constante. Lo anterior es la propiedad análoga a la equiva-
lencia de ensambles en el contexto de caminatas aleatorias.

3.3. Transformación del espacio (k, z) al espa-

cio (k, n)

Ahora se partirá de la función generadora P̃ (k, z) definida por la expresión

P̃ (k, z) =
∞∑
n=1

P̃n(k)zn. (3.15)

Para el caso de variables idénticas e independientes se tiene

P̃ (k, z) =
∞∑
n=1

[p̃(k)]nzn =
p̃(k)z

1 + p̃(k)z
. (3.16)

Pasaremos ahora de este espacio (k, z) al espacio donde se encuentra definida
P̃n(k).

La transformada inversa z (Ver apéndice A.3)

P̃n(k) =

∮
c

dze(−(n−1) ln z+ln P̃ (k,z), (3.17)
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donde c es un contorno alrededor del origen. La transformada tipo Legendre
correspondiente se deduce con ayuda de la aproximación del punto silla al
obtener el ĺımite ‘termodinámico’

ĺım
n→∞

1

n
ln P̃n(k) = − ln z + ĺım

n→∞

ln P̃ (k, z)

n
, (3.18)

donde z0 está dada por la condición

n = z0
∂

∂z
ln P̃ (k, z0). (3.19)

De (3.18) se observa que la distribución ĺımite es

P̃n(k) ≈ Ce(−n ln z0+ln P̃ (k,z0)), (3.20)

donde C es una constante.
Al realizar de forma expĺıcita la derivada para eventos independientes

(3.16), se obtiene

n =
1

1 + p̃(k)z0

. (3.21)

De modo que al despejar z0

z0 =
1

p̃(k)

(
1

n
− 1

)
. (3.22)

Eliminando z0 en favor de n en (3.20) para n� 1 se obtiene

P̃n(k) ≈ [p̃(k)]n. (3.23)

Esto muestra la equivalencia de representaciones.

3.4. Ejemplo: La distribución normal

El primer ejemplo que mostraremos será el de un caminante aleatorio
caracterizado por una densidad de probabilidad de longitud de paso con
forma gaussiana. Elegimos este caso debido a que los resultados exactos son
conocidos y nos sirve para mostrar la precisión del método.
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3.4.1. Transformación del espacio (k, n) al espacio (l, n)

Un caminante caracterizado por la densidad de probabilidad de longitud
de paso

p(l) =
a(1/2)

Γ(1/2)
e−al

2

, (3.24)

se puede expresar de forma equivalente en el espacio de Fourier como

p̃(k) = e−
k2

4a . (3.25)

De (3.6) se tiene

l = −nik0

2a
(3.26)

y de (3.7), al eliminar k0 en favor de l, se encuentra

ĺım
n→∞

1

n
ln[Pn(l)] = −a(

l

n
)2. (3.27)

De donde deducimos la forma asintótica de la distribución

Pn(l) ≈ C exp

(
−al

2

n

)
, (3.28)

donde C es una constante y vemos que la distribución corresponde a la dis-
tribución normal.

3.4.2. Transformación del espacio (n, l) al espacio (k, n)

Ahora se emplearán las transformadas tipo Legendre en sentido inverso.
Es decir, pasaremos de un tipo de variables ‘extensivas’ a un tipo de variables
‘intensivas’.

Partimos de la definición de P̃n(k)

P̃n(k) =

∫
e−iklPn(l)dl. (3.29)

Para la distribución normal Pn(l) es sin aproximaciones

Pn(l) =
a1/2

n1/2Γ(1/2)
e−

al2

n (3.30)
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por lo tanto al sustituir esta expresión en (3.29)

P̃n(k) =
a1/2

n1/2Γ(1/2)

∫
e−ikle−al

2/ndl. (3.31)

Se hace el cambio de variable l̄ := l/n además de tomar el ĺımite n → ∞ y
l→∞ de modo que l̄ se mantenga finita en

P̃n(k) =
(an)1/2

Γ(1/2)

∫
en(−ikl̄−a(l̄)2)dl̄. (3.32)

Con ayuda del método del punto silla se encuentra el ĺımite

ĺım
n→∞

1

n
ln P̃n(k) = −ikl̄0 − a(l̄0)2, (3.33)

donde l̄0 es el valor de l en el punto silla y está dado por la condición

−ik = − 1

n

∂

∂l̄
ln p(nl̄) (3.34)

−ik =
∂

∂l̄
(al̄2)|l̄=l̄0 (3.35)

−ik = 2al̄0. (3.36)

Despejando en (3.36) encontramos el valor de l̄0 en términos de k

l̄0 =
−ik
2a

, (3.37)

que al sustituir en (3.33) se encuentra

ĺım
n→∞

1

n
ln P̃n(k) = −k

2

4a
, (3.38)

o de forma equivalente

P̃n(k) ≈ e−
nk2

4a . (3.39)

La última expresión coincide con (3.23) que es lo que se buscaba verificar.
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3.4.3. Transformación del espacio (l, n) al espacio (l, z)

En esta sección se obtendrá P (l, z) de la distribución gaussiana a partir
de Pn(l) para n� 1 con la transformada de Legendre correspondiente.

Partimos de la definición de la transformada z

P (l, z) =
∞∑
n=1

Pn(l)zn. (3.40)

Por otro lado sabemos que Pn(l) = a1/2

n1/2Γ(1/2)
e−

al2

n , por lo que

P (l, z) =
a1/2

Γ(1/2)

∞∑
n=1

e−1/2 lnn−al
2

n
+n ln z. (3.41)

En el ĺımite ‘termodinámico’ n � 1 y l/n := l̄ finito se observa que el
argumento de la exponencial anterior se reduce a

P (l, z) =
a1/2

Γ(1/2)

∞∑
n=1

e[n(−a(l̄)2+ln z)] (3.42)

Con métodos similares a los expuestos hasta ahora se encuentra la distribu-
ción asintótica

P (l, z) ≈ Ce
−al

2

n0
+n0 ln z

, (3.43)

donde C es una constante y la condición del punto silla nos indica el valor
de n0

ln z = −al
2

n2
0

. (3.44)

Por lo que despejando n0 encontramos

n0 =

√
al

ln[1/z]
, (3.45)

y

P (l, z) ≈ Ce−2
√
al(ln[1/z])1/2

. (3.46)

Este resultado se obtuvo de manera muy sencilla con los procedimientos
aqúı presentados, a diferencia de intentar realizar la suma (3.41).
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3.4.4. Transformación del espacio (k, n) al espacio (k, z)

Se busca ahora encontrar

ĺım
n→∞

1

n
ln P̃ (k, z) = ĺım

n→∞

1

n

∞∑
n=1

P̃n(k)zn (3.47)

con ayuda del método del punto silla. Además para eventos independientes
se tiene

P̃ (k, z) =
∞∑
n=1

[p̃(k)]n zn (3.48)

=
∞∑
n=1

en ln p̃(k)+n ln z. (3.49)

De inmediato se observa que surge un problema cuando tratamos de evaluar
por el método del punto silla, ya que este método no genera una relación
entre n y z, debido a que el argumento de la exponencial es lineal en n. Esto
nos indica que estamos tratando con el espacio equivalente al ensamble cero
en termodinámica. Al seguir el método hasta ahora expuesto, el argumento
de la exponencial da cero idénticamente.

Otra posibilidad es trabajar con el ensamble derivado de la transformada
de Mellin que se introdujo en la sección 2.5.3. Es decir, transformar P̃n(k) a
P̃ (k, s) donde

P̃ (k, s) =

∫ ∞
1

P̃n(k)ns−1dn (3.50)

es la transformada de Mellin en n (Ver apéndice A.4).
Para esta transformada se tiene para procesos independientes

P̃ (k, s) ≈ Cen0 ln p̃(k)+s lnn0dn (3.51)

donde se ha empleado el procedimiento presentado en las secciones anteriores
para obtener distribuciones asintóticas, C es una constante y n0 está dado
por la condición

s = −n0
∂

∂n
P̃n(k) (3.52)

= −n0 ln p̃(k). (3.53)
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Es decir,

n0 = − s

ln p̃(k)
(3.54)

que al sustituir en (3.51)

P̃ (k, s) ≈ Ce−s(1−ln[ s
ln[1/p̃(k)] ]. (3.55)

Por lo que para p̃(k) = e−
k2

4a se reduce a

P̃ (k, s) ≈ Ce−s(1−ln[ 4as
k2 ]). (3.56)

Por completez en el tratamiento de éste caso, se comprobará que es posible
invertir esta relación. La transformada inversa de Mellin es

P̃n(k) =

∫
n−se−s+s ln[ s

ln[1/p̃(k)] ]ds (3.57)

=

∫
e−s lnn−s+s ln[ s

ln[1/p̃(k)] ]ds. (3.58)

Empleando los métodos hasta ahora expuestos se encuentra

P̃n(k) ≈ Ce−s0 lnn−s0+s0 ln[ s0
ln[1/p̃(k)] ] (3.59)

con
s0 = n ln[1/p̃(k)]. (3.60)

Al eliminar s0 en favor de n se obtiene

P̃n(k) ≈ e−n ln[1/p̃(k)] (3.61)

= [p̃(k)]n, (3.62)

que es el resultado esperado.

3.5. Comportamiento de la caminata aleato-

ria de Weierstrass

El caṕıtulo sobre procesos de renovación se trató a modo de ejemplo el
proceso de renovación de Weierstrass. En este caṕıtulo exploraremos su con-
traparte en las caminatas aleatorias. Esta caminata está caracterizada por
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un parámetro H que determina si el segundo momento de la distribución es
finito o infinito. Para H > 1 , 〈l2〉 converge y está definido. Sin embargo, para
H < 1 , 〈l2〉 diverge. A continuación mostraremos el comportamiento de esta
caminata. Posteriormente se analizará con las técnicas de transformadas de
Legendre generadas por el método del punto silla, lo que nos permitirá es-
clarecer los ĺımites de estas técnicas.

Si p(l) es la densidad de probabilidad de que el caminante haga un des-
plazamiento l en un paso, la caminata aleatoria de Weierstrass está definida
por

p(l) =
a− 1

2a

∞∑
j=0

a−j[δ(l − bj) + δ(l − (−bj))], (3.63)

con a, b > 1 [13].
La densidad de probabilidad (3.63) puede ser escrita de forma más con-

veniente de la siguiente forma

p(l) =
a− 1

2a

∞∑
j=0

a−j[δ(|l| − bj)], (3.64)

donde δ(x) es la función delta de Dirac. Para mostrar de forma más clara cuál
es el comportamiento de este caminante, hacemos uso de la transformada de
Mellin de δ(|l| − bj), la cual es

ϕ(s) =

∫ ∞
0

δ(|l| − bj)|l|s−1d|l|

= bjs−j. (3.65)

De modo que podemos escribir (3.64) en términos de su transformada inversa
de Mellin

p(l) =
a− 1

2a

∞∑
j=0

a−j
[

1

2πi

∫ c+i∞

c−∞
bjs−j|l|−sds

]
. (3.66)

Intercambiando la suma y la integral se obtiene

p(l) =
a− 1

2a

1

2πi

∫ c+∞

c−∞
|l|−s

∞∑
j=0

(
bs−1

a
)jds

=
a− 1

2a

1

2πi

∫ c+∞

c−∞
|l|−s 1

1− bs−1

a

ds. (3.67)
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Para evaluar la última integral, vemos que hay polos cuando

bs−1

a
= e2πim m = 0,±1,±2, ...

⇒ bs−1 = e2πima

⇒ s =
2πin

ln b
+

ln a

ln b
+ 1 := s0. (3.68)

Los polos están en el lado derecho del plano complejo, por lo tanto la ex-
pansión será valida para |l| > 1. El residuo debido a un polo en s0 puede ser
encontrado con ayuda de la regla de L’Hôpital,

Res(f(s0)) = ĺım
s→s0

(s− s0)|l|−s

1− bs−1

a

= |l|−s0 −a
bs0−1 ln b

. (3.69)

Tomando en cuenta todos los polos se encuentra que

p(l) =
1

|l|H+1

a− 1

2a

−a
bH ln b

∞∑
n=−∞

exp (2πin
ln |l|
ln b

), (3.70)

donde H := ln a
ln b

.

3.5.1. Ejemplo: Caminata aleatoria de Weierstrass

La caminata aleatoria de Weierstrass la definimos a través de la densidad
de probabilidad de la longitud de paso

p(l) =
a− 1

2a

∞∑
j=0

a−j[δl,bj + δl,−bj ], (3.71)

con a, b > 1. De tal forma que en el espacio de Fourier

p̃(k) =
a− 1

a

∞∑
j=0

a−j cos(bjk). (3.72)

Al hacer una expansión de p̃(k) alrededor de k = 0,

p̃(k) = 1− 〈l
2〉
2
k2 +O(k2), (3.73)
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tomamos en cuenta solo el término más importante en la expansión.

ln p̃(k) ≈ 1− 1

2
〈l2〉k2. (3.74)

En donde se ha definido

〈l2〉 :=
a− 1

a

∞∑
j=0

a−j

b2j
=
a− 1

a

1

1− b2

a

, (3.75)

si se cumple que a > b2. Y por lo tanto el segundo momento de p(l) converge.
La solución asintótica para n� 1 es

Pn(l) ≈ exp[ik0l + n ln p̃(k0)], (3.76)

de donde se elimina k0 en favor de l mediante la condición

il = −n d

dk
ln p̃(k0) (3.77)

= n〈l2〉k0. (3.78)

Con lo que finalmente se obtiene

Pn(l) ≈ exp (− l2

2〈l2〉n
). (3.79)

Se observa que la caminata aleatoria de Weierstrass se reduce a la distri-
bución normal en el régimen no singular, con una longitud promedio de paso
efectiva determinada por el segundo momento.

Para el caso singular, se observa de (3.70) que el segundo momento di-
verge y por lo tanto no es posible obtener k0 en términos de l de (3.78) en
consecuencia el método no es aplicable de la manera en que se ha manejado
hasta ahora.

Con este ejemplo se observa que cuando el primer término en una ex-
pansión en serie de la transformada de Fourier de la distribución converge,
entonces las técnicas que se han mostrado pueden ser empleadas. Es decir si
el primer momento no cero converge, entonces el procedimiento es aplicable.
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3.6. Ejemplo: Caminata a primeros vecinos

Para mostrar la utilidad del método ‘termoestad́ıstico’ en caminantes
aleatorios, se empleará ahora para encontrar la distribución Pn(t) para un
caminante en una malla unidimensional, el cual sólo puede avanzar a sus
primeros vecinos en cada paso.

La caminata a primeros vecinos está definida por la probabilidad de dar
un paso de distancia l

p(l) =
1

2
(δ(l + 1) + δ(l − 1)), (3.80)

donde δ(x) es la función delta de Dirac. En la expresión anterior se ha norma-
lizado la distancia entre los espacios de la red a 1. La función de estructura
está dada por

p̃(k) =

∫ ∞
−∞

eiklp(l)dl. (3.81)

Para el caso de primeros vecinos es

p̃(k) =
1

2

∫ ∞
−∞

eikl(δ(l + 1) + δ(l − 1))dl (3.82)

=
1

2

(
eik + e−ik

)
(3.83)

= cos(k). (3.84)

De donde se obtiene que en el espacio de Fourier

P̃n(k) = [cos(k)]n . (3.85)

Se quiere obtener Pn(l),

Pn(l) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−ikl [cos(k)]n dk (3.86)

=
1

2π

∫ ∞
−∞

e−ikl+n ln[cos(k)]dk (3.87)

=
1

2π

∫ ∞
−∞

en(−ikl̄+ln[cos(k)])dk, (3.88)

donde se ha definido l̄ ≡ l/n. Obtenemos con ayuda del método del punto
silla el ĺımite

ĺım
n→∞

1

n
ln[Pn(nl̄)] = (−ik0l̄ + ln[cos(k0)]), (3.89)
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donde k0 está dada por la condición

il̄ =
∂

∂k
ln[cos(k0)] (3.90)

= − tan(k0). (3.91)

De (3.89) se deduce que la forma asintótica de Pn(l) está dada por

Pn(nl̄) ≈ Cen(−ik0 l̄+ln[cos(k0)]), (3.92)

donde C es una constante de normalización.

-10 -5 5 10
l

0.05

0.10

0.15

PnHlL

Figura 3.1: Ĺınea sólida: Distribución Pn(l) dada por (3.96) en n = 10, ĺınea
punteada: Aproximación gaussiana para Pn(l) del caminante a primeros ve-
cinos.

De (3.91) se despeja k0

k0 = arctan(−il̄). (3.93)

Ahora se elimina k0 en favor de l̄ en (3.92) y se obtiene

Pn(nl̄) ≈ Cen(−il̄ arctan(−il̄)+ln[cos(arctan(−il̄))]) (3.94)

Pn(l) = Cen(−il/n arctan(−il/n)+ln[cos(arctan(−il/n))]), (3.95)

= C
e−larctanh(l/n)

(1− (l/n)2)n/2
. (3.96)
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En la figura (3.1) se observa que incluso para valores tan pequeños de n
como en n = 10 la distribución encontrada por medio de la transformada
de Legendre es muy cercana a la aproximación gaussiana de la caminata a
primeros vecinos. Además de la ec.(3.96) se observa que para n→∞,

e−larctanh(l/n)

(1− (l/n)2)n/2
−→ e−l

2/2n en n� 1 (3.97)

que es la distribución gaussiana correspondiente.

3.7. Hamiltoniana de interacciones de largo

alcance (HMF)

En las secciones anteriores se mostraron ejemplos de sistemas no térmicos
en donde técnicas análogas a las de la mecánica estad́ıstica son útiles. En esta
sección a diferencia de las anteriores, mostraremos las ventajas que se tienen
al tratar un sistema térmico con un enfoque de proceso estocástico. Esto no
excluye en absoluto el análisis con técnicas propias de la M.E. y su análisis
conceptual. Este es un ejemplo de como algunas veces es posible avanzar un
poco mas cuando un sistema se analiza desde varios enfoques. Además, éste
es un ejemplo concreto que muestra que la mecánica estad́ıstica se enriquece
de las técnicas de los procesos estocásticos. En espećıfico analizaremos un
sistema con una función hamiltoniana de interacciones de largo alcance [1].

La función hamiltoniana de interacciones de largo alcance que define el
sistema que queremos analizar es la siguiente:

H =
N∑
i=0

p2
i

2
+

α

2N

N∑
i,j=1

[1− cos (θi − θj)]. (3.98)

Esta hamiltoniana representa un sistema de N part́ıculas interactuantes
moviéndose en el circulo unitario. A cada una le corresponde un momento
lineal pi y la fuerza que la part́ıcula i experimenta debido a la part́ıcula j
está dada por

Fi,j = − α
N

sin(θi − θj). (3.99)

Si definimos ~mi = (cos (θi), sin (θi)), entonces podemos escribir la función
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hamiltoniana anterior de la siguiente forma,

H =
N∑
i=0

p2
i

2
+

α

2N
[N2 − (

N∑
i=1

~mi) · (
N∑
i=1

~mi)], (3.100)

=
N∑
i=0

p2
i

2
+

α

2N
[N2 − ~M · ~M ] (3.101)

=
N∑
i=0

p2
i

2
+

α

2N
[N2 −M2]. (3.102)

Aqúı, se ha definido ~M ≡
∑N

i=1 ~mi, y M es la magnitud de ~M . Es posible

interpretar ~M como la magnetización del sistema.
Encontraremos la relación fundamental en el ensamble microcanónico, la

ecuación calórica entre otras observables del sistema en equilibrio térmico,
con un enfoque de caminantes aleatorios, es decir, podemos pensar que ~M es
la posición final de un caminante aleatorio después de N pasos, en donde el
paso i consiste en el desplazamiento ~mi. De modo que queremos encontrar la
densidad de probabilidad PN( ~M) de que después de N part́ıculas (pasos) el

sistema se encuentre (con una magnetización) en la vecindad de ~M . Desde

este enfoque y para obtener ~M tomamos las part́ıculas como estad́ısticamente
idénticas e independientes. La interacción entre ellas está determinada por
el hecho de que la hamiltoniana depende de M y no de ~M , es por eso que
posteriormente se hará una contracción de ~M para obtener M y de ese modo
incluir las interacciones.

Si p(~m) es la densidad de probabilidad de que un part́ıcula tenga una
magnetización ~m, entonces la densidad de probabilidad de un conjunto de N
part́ıculas tengan una magnetización total ~M es

PN( ~M) =
1

2π

∫
ei
~k· ~M P̃N(~k)d~k, (3.103)

=
1

2π

∫
ei
~k· ~M [p̃(~k)]Nd~k, (3.104)

donde

P̃N(~k) =

∫
e−i

~k· ~MPN( ~M)d ~M y p̃(~k) =

∫
e−i

~k·~mp(~m)d~m. (3.105)
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Para este modelo p(~m) = 1
2π
δ(1−m) donde m es la magnitud de ~m. Por lo

tanto p̃(~k) está dada por

p̃(kx, ky) = J0

(
[k2
x + k2

y]
1/2
)
, (3.106)

donde J0(k) es la función de orden cero de Bessel. Por lo tanto de (3.104)
tenemos que

PN( ~M) =
1

2π

∫
eikxMx+ikyMy [J0([k2

x + k2
y]

1/2)]Ndkxdky. (3.107)

Esta integral puede ser resuelta en coordenadas polares, siendo el resultado

PN(M, θ) =
1

2π

∫ ∞
0

J0(kM)[J0(k)]Nkdk, (3.108)

donde M es la magnitud de ~M y θ el ángulo entre el eje x y la dirección de
~M .

La densidad de probabilidad de la magnitud de ~M , PN(M) se determina
al realizar la contracción de PN(M, θ) en θ de la siguiente forma

PN(M) =

∫
P (M ′, θ)δ(M ′ −M)dM ′dθ

=

∫
1

2π

[∫ ∞
0

J0(kM ′)[J0(k)]Nkdk

]
δ(M ′ −M)dM ′dθ

=

∫ ∞
0

J0(kM)[J0(k)]Nkdk. (3.109)

En la correspondencia de la M.E. con procesos de renovación, la función de
partición en la M.E. corresponde a la transformada de Laplace de la densidad
de probabilidad. De la misma forma podemos encontrar una correspondencia
entre la densidad de probabilidad P

(k)
N (Ek) de que la enerǵıa cinética esté en

la vecindad de Ek con la transformada inversa de Laplace de la contribución
de la enerǵıa cinética a la función de partición. Es decir,

P
(k)
N (Ek) ∝

1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
eβEk

[
2π

β

]N/2
dβ, (3.110)

donde β es el inverso de la temperatura β = 1/(kBT ). Aqúı empleamos

esta técnica para hallar P
(k)
N y no empleamos simplemente P

(k)
N (Ek) ∝ e−βEk
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debido a que queremos encontrar la relación fundamental en el ensamble
microcanónico y el factor de Boltzmann es propio del ensamble canónico
e involucra a β. A partir de (3.110) y con las técnicas vistas hasta ahora,
encontramos que en el ĺımite termodinámico

ĺım
N→∞

1

N
lnP

(k)
N (NĒk) = β0Ēk +

1

2
ln[

2π

β
], (3.111)

donde Ēk = Ek/N y β0 está dada por la condición del punto silla

Ēk = −1

2

∂

∂β
ln

[
2π

β

]
, (3.112)

=
1

2β
. (3.113)

A partir de (3.111) se deduce la forma ĺımite de P
(k)
n en el ĺımite termo-

dinámico, que es

P (k)
n (Ek) ≈ C(k) exp

(
N

2
+
N

2
ln[4πEk/N ]

)
, (3.114)

donde C(k) es una constante de normalización. Se tiene entonces que la densi-
dad de probabilidad de encontrar al sistema de N part́ıculas con una enerǵıa
cinética Ek y una magnetización M está dada por

PN(Ek,M) = P
(k)
N (Ek)PN(M). (3.115)

Por otro lado sabemos que U = Ek+ α
2N

[N2−M2], de modo que la enerǵıa
cinética Ek está dada como Ek = U− ε

2N
[N2−M2]. Por lo tanto, la densidad

de probabilidad de encontrar al sistema con una enerǵıa U y magnitud de
magnetización M es

PN(U,M) = P
(k)
N (U − α/2N [N2 −M2])PN(M). (3.116)

Haciendo uso de la correspondencia entre la densidad de probabilidad en
el contexto de los procesos de renovación con el volumen del espacio fase
accesible al sistema en la M.E., expresamos la entroṕıa S de la siguiente
forma

S(U,M,N) = ln[PN(U,M)] + C

= ln[P
(k)
N (U − α

2N
[N2 −M2])] +K + ln[PN(M)],
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donde K es una constante. En el ĺımite termodinámico y escribiendo la forma
expĺıcita de P

(k)
N en (3.114) y PN en (3.109) obtenemos la expresión para la

relación fundamental S hasta una constante,

S(U,M,N) =
N

2
+

N

2
ln

[
4π(

U

N
− α

2N2
[N2 −M2])

]
+ ln

[∫ ∞
0

J0(kM)[J0(k)]Nkdk

]
. (3.117)

De la relación fundamental (3.117) se obtiene la ecuación de estado β = ∂S
∂U

que es

β =
N

2(U − α/2N [N2 −M2])
. (3.118)

Además, despejando U obtenemos

U

N
=

1

2β
+
α

2

[
1−

(
M

N

)2
]
. (3.119)

La enerǵıa libre del sistema se obtiene al hacer la transformada de Legen-
dre −βF = S − βU , dando como resultado

−βF (β,M,N) =
N

2
ln

[
2π

β

]
− βα

2N
[N2−M2]+ln

[∫ ∞
0

J0(kM)[J0(k)]Nkdk

]
.

(3.120)
La magnitud de la magnetización M es una variable inconstreñible [43];

por lo tanto, tomaremos a partir de ahora como variables termodinámicas
solamente a U y a N irrestricto del valor de M . Para lograr ésto integramos
sobre todo posible valor de M en la Ec.. (3.116) de modo que obtengamos la
probabilidad de que el sistema se encuentre alrededor en una vecindad de U
independientemente del valor de M .

PN(U) =

∫ ∞
0

P
(k)
N (U − α/2N [N2 −M2])PN(M)dM, (3.121)

=

∫ ∞
0

(
e(N/2)

(
4π

(
U

N
− α

2N2
[N2 −M2]

))N/2
×
∫ ∞

0

J0(kM)[J0(k)]Nkdk

)
dM. (3.122)
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Además
S(U,N) = lnPN(U), (3.123)

donde PN(U) esta dado por la Ec.(3.122). Para calcular la enerǵıa libre se em-
plea el hecho de que e−βF (β,M,N) es proporcional a la probabilidad de encon-
trar al sistema con una magnetización M a una temperatura T = 1/(kBβ).
Por lo tanto, integramos sobre todos los valores de M en la siguiente expre-
sión

e−βF (β,N) =

∫ ∞
0

e−βF (β,M,N)dM. (3.124)

de donde se obtiene

−βF (β,N) =
N

2
ln

[
2π

β

]
− Nβα

2
+ (−βF (M)(β,N)), (3.125)

donde

−βF (M)(β,N) = ln

[∫ ∞
0

e−β
α

2N
M2

PN(M)dM

]
. (3.126)

Otro camino para llegar a la Ec.(3.125) es realizando la transformada de
Legendre correspondiente en (3.123).

La condición del mı́nimo de F con respecto a M en (3.120) da la ecuación
de estado que relaciona M con β, encontrándose la siguiente expresión

β =
N

αM

∫∞
0
J1(kM)[J0(k)]Nk2dk∫∞

0
J0(kM)[J0(k)]Nkdk

. (3.127)

Invirtiendo numéricamente la ecuación de estado anterior se tiene M(β).
Entonces la enerǵıa interna puede ser expresada en términos de β,

U

N
=

1

2β
+
α

2
[1− (

M(β)

N
)2]. (3.128)

A continuación se grafica la magnetización en función de la temperatura, la
enerǵıa interna en función de la magnetización y la enerǵıa en función de la
temperatura. Las gráficas 3.3 y 3.4 que también se presentan en [1], empatan
de forma exácta y por lo tanto si se grafican juntas no se distinguen una de
otra.
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Figura 3.2: Magnetización por
part́ıcula como función de la
temperatura.
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Figura 3.3: Enerǵıa por part́ıcula
como función de la Magnetización.
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Figura 3.4: Enerǵıa por part́ıcula
como función de la temperatura.

Debido a que el modelo se abordó con técnicas de caminantes aleatorios
y posteriormente se empleó la relación que se en los caṕıtulos anteriores se
ha mostrado entre funciones generadoras y funciones de partición, fue posi-
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ble encontrar la relación fundamental en el ensamble microcanónico. Cabe
mencionar que en la literatura no hab́ıa sido dada una expresión algebrai-
ca para la relación fundamental S. Los resultados para la ecuación calórica
y la enerǵıa libre concuerdan con los obtenidos en la literatura por medio
del ensamble canónico [1] (Ver apéndice C). Algunas ventajas del método
aqúı presentado sobre el procedimiento empleado en [1] son las siguientes:

En el método aqúı presentado no hay ningún parámetro auxiliar que
no se conozca su interpretación f́ısica, a diferencia del parámetro y en
[1] que surge de la transformación de Hubbard-Stratonovich.

En [1] es necesario resolver una ecuación de consistencia para cada valor
de β en el que se quiera conocer el valor de F . En nuestro método no
es necesario resolver ninguna ecuación de consistencia.

La relación fundamental S(U,M,N) y la enerǵıa libre F (β,M,N) en-
contradas en este trabajo son funciones de M a diferencia de la enerǵıa
libre deducida en [1] donde ya se ha contraido M (Por ser una variable
inconstreñible). S y F como funciones de M poseen mas información
que cuando ya han sido contraidas en M .

Al haber expresado F como función de M , una expresión expĺıcita para
la ecuación de estado Ec.(3.127) surge de manera natural al minimizar
la enerǵıa libre con respecto a M . En [1] no se obtiene una expresión
algebraica para la ecuación de estado, y sólo es posible obtener valores
numéricos para dicha ecuación de estado al resolver una ecuación de
consistencia.
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Caṕıtulo 4

‘Termoestad́ıstica’ de procesos
multiplicativos

Hasta ahora se ha estudiado la relación generada por el método del pun-
to silla entre las funciones generadoras de los procesos renovación con los
métodos de la M.E.. También se analizó como técnicas similares pueden ser
empleadas para caminantes aleatorios, dando como resultado una estructura
similar al de la M.E. con la diferencia de que las transformadas de Legendre
correspondientes involucran variables en el plano complejo. En este caṕıtulo
estudiaremos la estructura que se origina de las técnicas hasta ahora emplea-
das, pero aplicadas a los procesos aleatorios multiplicativos.

El problema básico de un proceso aleatorio multiplicativo es encontrar la
probabilidad ϕn(w) de que la multiplicación de n variables aleatorias dé como
resultado w. La evolución en el tamaño de las rocas que se han ido partiendo
con el transcurso de los años por diversos factores climáticos es un ejemplo de
un proceso aleatorio multiplicativo. Este tipo de procesos también es común
encontrarlo en la dinámica de crecimiento de poblaciones, en dinámica de
redes, la reacciones nucleares, la propagación de epidemias, en multifractales,
etc... [18][19] [20][21][22].

Los procesos multiplicativos se pueden estudiar de una manera más con-
veniente en el espacio de Mellin y no en el espacio de Fourier. A continuación
daremos una breve introducción al método empleado para estudiar procesos
estocásticos multiplicativos con la transformada de Mellin.
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4.1. Procesos estocásticos multiplicativos

Supongamos que tenemos una ecuación estocástica multiplicativa discre-
ta, i.e.

wn = Γnwn−1. (4.1)

Donde Γn es una variable estocástica que solo puede tomar valores positivos
y wn es el valor de la variable de interés al tiempo n. ϕn(w) la definimos
como la probabilidad de que wn tome el valor w y está dada por

ϕn(w) =

∫ ∫
ϕn−1(w′)ϕ(γ)δ(w − γw′)dw′dγ. (4.2)

Donde δ(x) es la delta de Dirac y ϕ(γ) es la probabilidad de que ΓN tome el
valor γ. Al hacer la integral sobre γ se tiene

ϕN(w) =

∫
ϕn−1(w′)

ϕ(w/w′)

w′
dw′. (4.3)

En el espacio de Mellin la expresión anterior es equivalente a

ϕ∗n(s) = [ϕ∗(s)]n, (4.4)

donde

ϕ∗n(s) =

∫ ∞
0

ws−1ϕn(w)dw (4.5)

y ϕ∗(s) =

∫ ∞
0

γs−1ϕ(γ)dγ. (4.6)

Se observa de la ecuación (4.4) que la transformada de Mellin factoriza
procesos estocásticos multiplicativos.

4.2. ‘Termoestad́ıstica’ de procesos aleatorios

multiplicativos

La transformada de Legendre propia de los procesos multiplicativos se
deduce a partir de la Ec.(4.5), con ayuda del método del punto silla al en-
contrar el ĺımite cuando n → ∞ , w → ∞ de modo que lnw := (lnw)/n se
mantenga finito. Es decir,

ĺım
n→∞

1

n
lnϕ∗n(s) = (s− 1)lnw0 +

1

n
lnϕn(w0), (4.7)
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donde w0 se elimina en favor de s por medio de la condición del punto silla. Al
invertir la transformada de Legendre que aparece del lado derecho en (4.7),
concluimos que en el ĺımite termodinámico la distribución ĺımite esta dada
por

lnϕn(w) ≈ −(s0 − 1) lnw + lnϕ∗n(s0), (4.8)

o bien, cuando es posible aplicar el teorema de convolución para la transfor-
mada de Mellin,

lnϕn(w) ≈ −(s0 − 1) lnw + n lnϕ∗(s0). (4.9)

Donde s0 se elimina en favor de lnw por medio de la ecuación

lnw = n
∂

∂s
lnϕ∗(s0). (4.10)

La generalización empleando la transformada z en la variable n es la
misma que en los caṕıtulos anteriores.

ϕ(s, z) =
∑
n

ϕ∗n(s)zn, (4.11)

que en el caso de variables independientes idénticas,

ϕ(s, z) =
∑
n

[ϕ∗(s)]nzn =
ϕ∗(s)z

1− ϕ∗(s)z
. (4.12)

La forma expĺıcita en n se obtiene a través de la transformada inversa z,

ϕ∗n(s) =

∮
ϕ(s, z)z−n+1dz. (4.13)

Sin embargo una solución asintótica para n � 1 se obtiene al encontrar el
siguiente ĺımite con ayuda de la aproximación del punto silla en la integral
anterior, es decir

ĺım
n→∞

1

n
lnϕ∗n(s) ≈ − ln z0 + ĺım

n→∞

lnϕ(s, z0)

n
, (4.14)

donde la condición del punto silla es

n = z0
∂

∂z
lnϕ(s, z0), (4.15)
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para n� 1. Por lo tanto la solución asintótica para n grande está dada por

ϕn(w) ≈ Cw−(s0−1)z−n0 ϕ(s0, z0), (4.16)

donde C es una constante, y s0, z0 se eliminan en favor de w y n respectiva-
mente con las condiciones del punto silla,

lnw =
∂

∂s
lnϕ(s0, z0) (4.17)

n = z0
∂

∂z
lnϕ(s0, z0). (4.18)

4.3. Ejemplo: distribución con forma de ley

de potencias

A continuación ilustraremos la termoestad́ıstica propia de procesos mul-
tiplicativos mediante una distribución de la forma ϕ(w) = H

wH+1 .

4.3.1. Transformación del espacio (s, n) al espacio (w, n)

Para emplear las técnicas descritas en la sección anterior en la distribución

ϕ(w) =
H

wH+1
, (4.19)

donde w > 1. Primero calculamos su transformada de Mellin

ϕ∗(s) =

∫ ∞
0

Hw−H−1+s−1Θ(w − 1)dw, (4.20)

=
H

H + 1− s
, (4.21)

donde Θ(x) es la función escalón. De (4.9),

lnϕn(w) ≈ −(s0 − 1) lnw + n lnϕ∗(s0), (4.22)

donde s0 se obtiene de la condición del punto silla

lnw

n
=

∂

∂s
lnϕ∗(s)|s=s0 . (4.23)
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Para este caso toma la forma

lnw

n
=

∂

∂s
ln[

H

H + 1− s
]

∣∣∣∣
s=s0

(4.24)

=
1

H + 1− s0

. (4.25)

Despejando s0 se tiene

s0 = H + 1− 1

lnw/n
, (4.26)

y al sustituir el resultado anterior en (4.22) se tiene

lnϕn(w) ≈ −(− n

lnw
+H) lnw + n ln

[
(H) ln(w)

n

]
, (4.27)

de modo que

ϕn(w) ≈ en

nn
(H lnw)nw−H . (4.28)

El resultado es novedoso y difiere de la distribución lognormal debido a
que los posibles valores de w son mayores que 1. La distribución lognormal
se recupera cuando el dominio de w comprende también valores entre 0 y 1.
En este caso el logaritmo del producto sigue una distribución de Poisson.

4.3.2. Transformación del espacio (s, z) al espacio (s, n)

Anteriormente se vio que para variables independientes

ϕ(s, z) =
ϕ∗(s)z

1− ϕ∗(s)z
(4.29)

y por otro lado para el proceso que estamos estudiando

ϕ∗(s) =
H

H + 1− s
. (4.30)

Al sustituir ϕ∗(s) dada por la expresión anterior en (4.29) se obtiene la forma
expĺıcita de ϕ(s, z) que es

ϕ(s, z) =
Hz

H + 1− s−Hz
. (4.31)
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A partir de (4.16) es posible escribir la expresión asintótica para ϕn(w)
dada por

lnϕn(w) ≈ −(s0 − 1) lnw − n ln z0 + lnϕ(s0, z0), (4.32)

donde ϕ(s, z) está dada por (4.31). Se elimina z0 en favor de n mediante la
condición del punto silla

n = z0
∂

∂z
lnϕ(s0, z)

∣∣∣∣
z=z0

, (4.33)

que de forma expĺıcita es

n = z0
∂

∂z
ln

Hz0

H + 1− s0 −Kz

∣∣∣∣
z=z0

(4.34)

= z0(
H

Hz0

− −H
H + 1− s0 −Kz0

) (4.35)

= 1 +
Kz0

H + 1− s0 −Hz0

. (4.36)

Despejando z0 se encuentra

z0 =
H + 1− s0

H

n− 1

n
. (4.37)

Sustituimos z0 en (4.32) de modo que

lnϕn(w) ≈ −(s0 − 1) lnw − n ln[
H + 1− s0

H
(
n− 1

n
)] + ln[n− 1]

Lo cual en el ĺımite n→∞ se reduce a

lnϕn(w) ≈ −(s0 − 1) lnw + Φ(s0, n), (4.38)

donde Φ(s0, n) ≡ n ln[ H
H+1−s0 ].

Este resultado es congruente con (4.21) ya que ϕ∗n(s) = eΦ(s,n), lo cual
muestra la equivalencia de representaciones.
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4.3.3. Transformación del espacio (s, n) al espacio (w, n)

Partiendo de (4.38) se procede a eliminar s0 en favor de lnw con la con-
dición

lnw =
∂

∂s
Φ(s0, n), (4.39)

=
∂

∂s
n ln

[
H

H + 1− s

]
s=s0

(4.40)

lnw = n[
1

H + 1− s0

]. (4.41)

de donde, despejando, se encuentra

s0 = H + 1− n

lnw
. (4.42)

Al sustituir s0 en (4.38) se llega a la aproximación para n� 1

lnϕn(w) ≈ −H lnw + n+ ln(
H lnw

n
)n, (4.43)

o bien

ϕn(w) ≈ w−Hen(
H lnw

n
)n. (4.44)

Al comparar este resultado con (4.28) comprobamos nuevamente la equiva-
lencia de representaciones en el contexto de procesos multiplicativos.

4.3.4. Transformación del espacio (s, z) al espacio (w, z)

En el procedimiento para ir de la representación en (s, z) a la represen-
tación en (w, n), se eliminó primero la variable z en favor de n y finalmente
la variable s en favor de w. Sin embargo es posible primero eliminar s en
favor de w obteniendo Ψ(w, z), y posteriormente eliminar z en favor de n
para llegar a ψn(w).

Partimos de la forma expĺıcita de

ϕ(s, z) =
Hz

H + 1− s−Hz
. (4.45)

Además
ln Ψ(w, z) ≈ −(s0 − 1) lnw + ln[ϕ(s0, z)], (4.46)
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donde s0 está dado en función de w por la condición

lnw =
∂

∂s
ln[ϕ(s, z)]s=s0 (4.47)

=
1

H + 1− s0 −Hz
. (4.48)

Por lo tanto, al despejar s0

s0 = (H + 1)−Hz − 1/ lnw, (4.49)

y al sustituir en (4.46) se encuentra

ln Ψ(w, z) ≈ −(H −Hz) lnw + 1 + ln[Hz lnw], (4.50)

o de forma equivalente

Ψ(w, z) ≈ Cw−H(1−z)Hz lnw, (4.51)

donde C es una constante.

4.3.5. Transformación del espacio (w, z) al espacio (w, n)

Finalmente, a partir (4.51) obtendremos ψn(w).
De (4.16) sabemos que

lnψn(w) ≈ −n ln z0 + ln Ψ(w, z) (4.52)

con la condición

n = z0
∂

∂z
ln Ψ(w, z0), (4.53)

dada por el punto silla. La forma particular de la condición anterior para la
distribución de Weierstrass se obtiene a partir de (4.50)

n = z0

[
H lnw +

1

z0

]
. (4.54)

De modo que

z0 =
n− 1

H lnw
, (4.55)
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y finalmente al sustituir z0 con la igualdad anterior en (4.52) llegamos a la
siguiente expresión

lnψn(w) ≈ −n ln

[
n− 1

H lnw

]
−H lnw + n+ ln[n− 1].

De modo que se obtiene

ψn(w) ≈ (
H lnw

n
)nw−Hen. (4.56)

La expresión anterior muestra que no importa el orden de las transformadas
al igual que en la termoestad́ıstica convencional, siempre se llega a la misma
distribución como se observa al comparar con (4.44) y (4.28).

4.4. Aplicación: Modelo estocástico del cre-

cimiento de bacterias

En el crecimiento de la población de bacterias, el valor esperado del núme-
ro de bacterias 〈YN〉 en la generación N , está dado por

〈YN〉 = g〈YN−1〉, (4.57)

donde YN−1 es la población de bacterias una generación anterior y g es la
tasa de crecimiento (growth rate)[44]. Sin embargo, la ecuación anterior es
reproducible a partir de la ecuación estocástica

YN = γYN−1, (4.58)

si g ≡ 〈γ〉. De modo que podemos encontrar la probabilidad PN(Y ) de que
la población sea Y en la generación N por medio de la convolución

PN(Y ) =

∫
PN−1(Y/γ)

p(γ)

γ
dγ, (4.59)

donde p(γ) es la probabilidad de que la tasa de crecimiento tome el valor γ
en esa generación.

De la Ec. (4.4) sabemos que

PN(Y ) =
1

2π

∫ c+i∞

c−i∞
Y −u[p̃(u)]Ndu, (4.60)
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donde

p̃(u) =

∫ ∞
0

γu−1p(γ)dγ. (4.61)

Supongamos que para una especie de bacterias p(γ) = Cγb para 0 ≤ γ ≤ 2
y p(γ) = 0 para γ > 2, donde b > 0 es un parámetro que depende del medio y
C es una constante de normalización. Esta distribución es monotónicamente
creciente y es razonable para poblaciones sanas en donde el valor mas pro-
bable es que la población se duplique en la siguiente generación, es decir en
γ = 2. Además de que esta distribución es fácilmente tratable con la trans-
formada de Mellin. Para esta distribución la relación entre g y b esta dada
por g = 2b+2

b+2
.

En este caso

p̃(u) =

∫ 2

0

γu−1Cγbdγ (4.62)

=
2b+u

b+ u
, (4.63)

por lo que

PN(Y ) = C
1

2π

∫ c+i∞

c−i∞
Y −u[

2b+u

b+ u
]Ndu (4.64)

=
1

2π

∫ c+i∞

c−i∞
e−u lnY+N ln[ 2b+u

b+u
]du. (4.65)

Evaluando por el método del punto silla, se tiene la condición

lnY

N
=

d

du
ln[

2b+u

b+ u0

] (4.66)

de donde se encuentra la relación

u0 =
1

ln 2− lnY
N

− b. (4.67)

En la generación N � 1 se encuentra la probabilidad

PN(Y ) ≈ C ′Y
b− 1

ln[2/Y (1/N)] 2
N

ln[2/Y (1/N)] ln[2/Y (1/N)]N (4.68)

de que la población sea Y .
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Figura 4.1: Densidad de probabilidad PN(Y ) de la
población de bacterias en las generaciones N = 4,
N = 5, N = 6 y la distribución lognormal en
N = 4 donde N es la generación de la población.

La distribución lognormal es una distribución que se ha deducido para
este tipo de sistemas en otros trabajos [45] [46]. Sin embargo, la distribución
PN(Y ) es una corrección a la distribución lognormal como se ve en la figura
4.1. La distribución lognormal es una aproximación en procesos multiplicati-
vos que sólo toma en cuenta el primer momento y la varianza de las variables
aleatorias. La distribución PN(Y ) predice correctamente que la población no
puede ser mayor a 2N . Es decir, a lo más, las bacterias se dividen en dos en
cada generación.

79



Caṕıtulo 5

Teoŕıa de desviaciones
logaŕıtmicamente grandes

En el caṕıtulo anterior se mostró de forma heuŕıstica la estructura tipo
‘termoestad́ıstica’ para procesos multiplicativos. La diferencia con los proce-
sos aditivos radica en que la transformada de Mellin y no la transformada de
Laplace juega el papel central. Por otro lado, los procesos de renovación, las
caminatas aleatorias y por supuesto también la mecánica estad́ıstica de equi-
librio, se pueden enmarcar en una teoŕıa matemática para procesos aditivos
que se le conoce con el nombre de teoŕıa de desviaciones grandes. Es de gran
interés ampliar o formular de una forma semejante el caso multiplicativo con
la transformada de Mellin.

En este caṕıtulo se hará un desarrollo general de una teoŕıa de desviacio-
nes logaŕıtmicamente grandes adecuada para procesos estocásticos multipli-
cativos. Cabe mencionar que no hemos encontrado un desarrollo similar en
la literatura.

5.1. Principio de desviaciones logaŕıtmicamen-

te grandes

Supongamos que Bn es una variable etiquetada por el número n, y P (Bn ∈
C) es la probabilidad de que Bn tome algún valor del conjunto C. Se dirá que
P (Bn ∈ C) satisface un principio de desviación logaŕıtmicamente grande con
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exponente SC si el ĺımite

ĺım
lnn→∞

− 1

lnn
lnP (Bn ∈ C) = SC (5.1)

existe. De modo que para una densidad de probabilidad que cumpla con el
principio de desviaciones logaŕıtmicamente grandes, se puede escribir

P (Bn ∈ [b, b+ db]) := Pn(b)db ≈ n−S(b)db. (5.2)

5.2. Teorema modificado de Gärtner y Ellis

Una forma modificada del teorema de Gärtner y Ellis nos permite tener
un procedimiento general para calcular las funciones de cambio.

Consideremos una variable aleatoria Bn parametrizada por el número
positivo n, se define la función generadora logaŕıtmicamente escalada de Bn

por el ĺımite

θ(ε) = ĺım
lnn→∞

1

lnn
ln〈nεBn〉, (5.3)

donde

〈nεBn〉 =

∫
nεbPn(b)db. (5.4)

Si θ(ε) existe para todo ε ∈ <, entonces Bn satisface un principio de desvia-
ciones logaŕıtmicamente grandes que se escribe como

Pn(b)db ≈ n−S(b)db. (5.5)

Además, si θ(ε) es diferenciable, entonces la función de cambio S(b) está dada
por

S(b) = sup
ε∈<
{εb− θ(ε)}. (5.6)

Para demostrar heuŕısticamente lo anterior, se parte de asumir que

P (Bn)db ≈ n−S(b)db, (5.7)

la cual se inserta en la Ec. (5.4) para obtener

〈nεBn〉 ≈
∫
n[εb−S(b)]db. (5.8)
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Posteriormente se aproximará la integral por el método del punto silla para
lnn → ∞, donde la condición del método es localizar el máximo en la tra-
yectoria del punto silla de εb − S(b). Por lo que asumiendo que el máximo
existe y es único, se escribe

〈nεBn〉 ≈ nsupb{εb−S(b)} (5.9)

por lo que

θ(ε) = ĺım
lnn→∞

1

lnn
ln〈nεBn〉 = sup

b
{εb− S(b)}. (5.10)

Para obtener S(b) en términos de θ(ε) se usa el hecho de que la transformada
de Legendre-Fenchel puede ser invertida cuando θ(ε) es diferenciable. En éste
caso, se dice que la transformada de Legendre-Fenchel es autoinvertible. Por
lo tanto

S(b) = sup
ε
{εb− θ(ε)}, (5.11)

que es el resultado de la Ec.(5.6).

5.3. Desviaciones grandes en t para procesos

de renovación

Se ha estudiado en su forma general a la teoŕıa de desviaciones logaŕıtmi-
camente grandes. A continuación se analizará el hecho que cuando la trans-
formada de Mellin factoriza al sistema, entonces se tiene un principio de
desviación grande en n pero uno de desviación logaŕıtmicamente grande en
s (Ver caṕıtulo 4. Antes de ésto se mostrará que cuando la transformada de
Laplace factoriza al sistema como en el caṕıtulo 2, se tiene el principio de
desviación grande tanto en n como en t.

5.3.1. Conexión entre ĺımite termodinámico n → ∞ y
t→∞

Se ha visto en el caṕıtulo 2 que para variables independientes Pn(t) cumple
con la condición de teoŕıa de desviaciones grandes, entonces

Pn(t) ≈ Cen(ε0 t̄+ln[ψ(ε0)]) (5.12)
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donde ε0 es el valor de ε en el punto silla del argumento de la exponencial.
Lo anterior proviene de haber tomado el ĺımite n → y t → ∞ de modo que
t/n = t̄ se mantenga finita. En la integral

Pn(t) =

∫
en(εt̄+ln[ψ(ε)])dε, (5.13)

a diferencia de lo que se hizo en el caṕıtulo 2, escribimos ahora n = t/t̄ para
tener

Pn(t) =

∫
et(ε+ln[ψ(ε)]/t̄)dε. (5.14)

En el ĺımite t→∞ es posible con ayuda del método del punto silla encontrar
el ĺımite,

ĺım
t→∞

1

t
ln[Pn(t)] = (ε0 + ln[ψ(ε0)]/t̄) (5.15)

donde la condición del método es

1 +
1

t̄

∂

∂ε
ln[ψ(ε0)] = 0, (5.16)

o bien

t̄ = − ∂

∂ε
ln[ψ(ε0)]. (5.17)

Concluimos que Pn(t) obedece un principio de desviaciones grandes también
en la variable t.

5.3.2. Conexión entre el ĺımite n→∞ y t→∞ para la
estad́ıstica de procesos multiplicativos

Se ha visto en el caṕıtulo 4 que cuando en el espacio de Mellin se tiene
ϕn(s) = [ϕ(s)]n, entonces para n→∞ y t→∞ de tal forma que ln[t]/n :=
ln t se mantenga finito

Pn(nt̄) ≈ en(−s0ln[t]+ln[ϕ(s0)], (5.18)

donde s0 está dado por

t̄ =
∂

∂s
ln[ϕ(s)]s=s0 . (5.19)

Lo anterior se encuentra después de aplicar el método del punto silla a la
integral

Pn(t) =

∫
en(−sln[t]+ln[ϕ(s)]ds, (5.20)
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de modo que

ĺım
n→∞

1

n
ln[Pn(t)] = −s0t̄+ ln[ϕ(s0)]. (5.21)

Sin embargo es posible escribir el ĺımite anterior en términos de t, es decir

n = ln[t]/ln[t]

de modo que la integral (5.20) puede ser reescrita de la siguiente forma

Pn(t) =

∫
eln[t](−s+ln[ϕ(s)]/ln[t])ds. (5.22)

Encontramos el ĺımite después de aplicar el método del punto silla obte-
niéndose

ĺım
t→∞

1

ln[t]
lnPn(t) = (−s0 + ln[ϕ(s0)]/ln[t]), (5.23)

donde la condición del método es

−1 +
∂

∂s

[
ln[ϕ(s0)]/ln[t]

]
= 0, (5.24)

o bien

ln[t] =
∂

∂s
ln[ϕ(s0)]. (5.25)

Es decir, Pn(t) cumple con una teoŕıa de desviaciones logaŕıtmicamente gran-
des en t. Es decir,

S(t, n) := lnPn(t) ≈ ln[t](−s0 + ln[ϕ(s0)]/ln[t]) (5.26)

Este resultado es de gran importancia ya que muestra que es posible cons-
truir una pseudo ‘termodinámica’ en donde la relación fundamental no sea
homogénea de primer orden en todas sus variables. De la Ec.(5.26) vemos
que S es homogénea de grado uno con respecto al logaritmo de t y por lo
tanto S(tλ) = λS(t).
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Caṕıtulo 6

Termodinámica-q, estudio en
eventos q-independientes

En el caṕıtulo anterior se mostró la ‘termoestad́ıstica’ de procesos alea-
torios multiplicativos. Para este tipo de procesos surgen transformadas de
Legendre modificadas debido a la ley de potencia que interviene en la trans-
formada de Mellin. Surge entonces la pregunta sobre las modificaciones ne-
cesarias a las transformadas de Legendre para que puedan ser empleadas
en procesos q-correlacionados. La manera de introducir las correlaciones q es
mediante la transformada q-Laplace. La estad́ıstica q es el resultado de reem-
plazar le producto convencional con el llamado producto q [47] [48] definido
por

x⊗q y ≡
[
x1−q + y1−q − 1

]1/(1−q)
, x, y > 0, q ∈ <. (6.1)

El producto q combinado con la función logaritmo q, lnq x ≡ (1−q)−1[x1−q−
1], que es la función inversa de la función exponencial q, expq x ≡ [1 + (1 −
q)x]1/(1−q), genera las propiedades

lnq(x⊗q y) = lnq x+ lnq y (6.2)

y
lnq(x

⊗qn) = n lnq x, (6.3)

donde x⊗qn ≡ x⊗q x · · · ⊗q x, n veces.
Todas las expresiones anteriores se reducen a las ordinarias cuando q = 1.
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6.1. Transformación del espacio (ε, n)q al es-

pacio (t, n)

Al emplear la transformada de Laplace q [49]

ψ̂(q)(ε) ≡
∞∫

0

dt expq(−εt)⊗q ψ(q)(t), (6.4)

en la densidad normalizada de tiempo de espera de la forma exponencial q

ψ(q)(t) = (2− q)b expq(−bt), 0 ≤ q < 2, (6.5)

se obtiene

ψ̂(q)(ε) ≡ Bq

bq + ε
, (6.6)

donde Bq = (2−q)1−qb2−q y bq = b+(1−q)b lnq[(2−q)b]. Claramente, cuando
q = 1 se recuperan las expresiones de la sección 2.3 para el caso de tiempos de
espera exponenciales. La función de partición para eventos q-correlacionados
está dada por

ψ̂(q)
n (ε) =

[
ψ̂(q)(ε)

]⊗qn
(6.7)

q = 1.5

q = 1.3

q = 1

q = 0.8

q = 0.7
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L

Fig. 1. ψ̂
(q)
n (ε) de Ecs. (6.6) y (6.7) para diversos valores del parámetro q

con n = 10.
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Con analoǵıa en las Ecs. (2.1),(2.5), (2.42) y (2.44) suponemos que

ĺım
n→∞

n−1 lnq ψ
(q)
n (nτ) = ε0τ + lnq ψ̂

(q)(ε0), (6.8)

donde ε0 pude ser eliminado en favor de τ con la condición

τ = − d

dε
lnq ψ̂

(q)(ε)

∣∣∣∣
ε=ε0

= −
[
ψ̂(q)(ε)

]−q d
dε
ψ̂(q)(ε)

∣∣∣∣
ε=ε0

, (6.9)

donde τ se mantiene finito en el ĺımite n→∞ y t→∞. Es posible escribir
entonces

ψ(q)
n (t) = expq St,n (6.10)

donde St,n = lnq ψ
(q)
n (t) satisface que St,n =−tε0+Sε0,n con Sε0,n = lnq ψ̂

(q)
n (ε0).

Cuando ψ(q)(t) = (2− q)b expq(−bt) se obtiene

t = nB1−q
q (bq + ε0)−(2−q), (6.11)

y

St,n = lnq

{[(
Bqtn

−1
)1/(2−q)

]⊗qn(2−q)
⊗q expq(n)⊗q expq(−bqt)

}
, (6.12)

o bien

ψ(q)
n (t) ≈

[(
Bqtn

−1
)1/(2−q)

]⊗qn(2−q)
⊗q expq(n)⊗q expq(−bqt). (6.13)

Comparando la Ec. (6.12) con la Ec. (2.45) se observa la estructura formal
similar al caso de eventos idénticos independientes para el caso de tiempo
de espera exponencial. Se complementa la comparación con la evaluación
numérica de ψ

(q)
n (t) en la Ec. (6.13) como función de t. En la Fig. 2 ψ

(q)
n (t)

se muestra para un valor fijo de n = 10 pero para diversos valores de q.
Es interesante observar que el máximo de la densidad ψ

(q)
n (t) se recorre a

la izquierda de la distribución de Poisson (q = 1) cuando q > 1, de tal
forma que el tiempo requerido para la ocurrencia de n eventos se vuelve
gradualmente menor a medida que q aumenta. Al contrario, cuando q < 1 la
densidad ψ

(q)
n (t) se mantiene como una buena aproximación de la distribución

de Poisson independientemente del valor de q. Las Figs. 3 y 4 corroboran ésta
propiedad cuando el número de eventos n se incrementa y el promedio del
tiempo requerido para la ocurrencia de estos eventos se incrementa de igual
forma.
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Fig. 2. ψ
(q)
n (t) de la Ec. (6.13) para diversos valores del parámetro q con

n = 10.

A pesar de que la expresión obtenida para ψ
(q)
n (t) dada por la Ec. (6.13) es

plausible, no se ha probado que sea una representación correcta para el pro-
ceso q-independiente definido por las Ecs. (6.6) y (6.7). Es necesario señalar
lo que se ha asumido y no ha sido probado. Hasta donde nosotros sabemos
no se ha probado la existencia de la transformada inversa de Laplace q [49].
Y una cuestión aún mas fundamental se relaciona con la existencia de una
propiedad de desviación grande, la cual se ha supuesto en 6.8.
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Fig. 3. Comparación de ψ
(q)
n (t) para q = 1,5 (linea punteada) con ψ

(1)
n (t)

(linea sólida) para diversos valores de n.
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Fig. 4. Comparación de ψ
(q)
n (t) para q = 0,7 (linea punteada) con ψ

(1)
n (t)

(linea sólida) para diversos valores de n.

6.2. Transformación del espacio (ε, z)q al es-

pacio (ε, n)q

Para definir el espacio (ε, z)q, se propone que existe un principio de des-
viaciones grandes en analoǵıa con la Ec.(2.50). De tal forma que para n→∞
y t→∞ de modo que t/n se mantenga finito,

lnq ψn(t) ≈ −ε0t− (n− 1) lnq z0 + lnq ϕ(ε0, z0) (6.14)

donde ε0 y z0 están dadas por las condiciones

t =
∂

∂ε
lnq ϕ(ε0, z0) (6.15)

(n− 1) = zq0
∂

∂z
lnq ϕ(ε0, z0). (6.16)

Al proponer que la función ϕ(ε, z) cumpla con un principio de desviación
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q-grande, es decir
ψ̃n(ε) = [ψ̃(ε)]⊗qn, (6.17)

se propone entonces que la q-función generadora esté dada en términos de
ψ̃(q)(ε) como

ϕ(ε, z) = ψ̃(ε)z �q [1− ψ̃(ε)z]. (6.18)

Comprobaremos en lo que sigue que ϕ es equivalente a ψ̃ por medio de
una transformada q-Legendre.

La transformada q-Legendre esta dada por

lnq ψ̃n(ε) = −(n− 1) lnq z0 + lnq ϕ(ε, z0), (6.19)

en el ĺımite n→∞, y z0 dada por la condición

(n− 1) = zq
∂

∂z
lnq ϕ(ε, z0). (6.20)

De donde la condición anterior toma la forma

(n− 1) = zq0
∂

∂z
lnq ψ̃(ε)z �q [1− ψ̃(ε)z]|z=z0 (6.21)

= zq0
∂

∂z
lnq[ψ̃(ε)z]− lnq[1− ψ̃(ε)z]|z=z0 (6.22)

= zq0
ψ̃(ε)

[ψ̃(ε)z0]q
+

ψ̃(ε)

[1− ψ̃(ε)z0]q
(6.23)

= 1− ψ̃(ε)zq0
[1− ψ̃(ε)z0]q

. (6.24)

Por lo tanto, despejando z0 se encuentra

z0 =
1

ψ̃(ε)

(
1− ψ̃(ε)

1−q
q

ψ̃(ε)
1−q
q + (n− 2)

1
q

)
. (6.25)

Al eliminar con la igualdad anterior z0 de (6.19) concluimos

lnq ψ̃n(ε) = −(n− 1) lnq
1

ψ̃(ε)

(
1− ψ̃(ε)

1−q
q

ψ̃(ε)
1−q
q + (n− 2)

1
q

)
+ lnq

(
1− ψ̃(ε)

1−q
q

ψ̃(ε)
1−q
q + (n− 2)

1
q

)

− lnq

(
ψ̃(ε)

1−q
q

ψ̃(ε)
1−q
q + (n− 2)

1
q

)
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Por lo que vemos que para para q > 0 en ĺımite n→∞

1

n
lnq ψ̃n(ε) ≈ − lnq

1

ψ̃(ε)
(6.26)

o bien

ψ̃n(ε) ≈ expq{−n lnq[1/ψ̃(ε)]} (6.27)

= [ψ̃(ε)]⊗qn. (6.28)

Del resultado anterior se aprecia la equivalencia de ensambles para este
tipo de procesos.

6.3. Transformación del espacio (ε, z)q al es-

pacio (t, z)q

Partiendo de Φ(ε, z) es posible primero eliminar ε en favor de t para
obtener la función correspondiente al espacio (t, z)q. La transformada q de
Legendre que hace esto es

lnq ψ(t, z) = −ε0t+ lnq ϕ(ε0, z), (6.29)

junto con la condición

t =
∂

∂ε
lnq ϕ(ε0, z) (6.30)

6.4. Transformación del espacio (ε, z) al espa-

cio (t, z)q

Un camino alternativo para encontrar ψ(t, z) es a partir de ψn(t) mediante
la propuesta

lnq ψ(t, z) = −(n0 − 1) lnq z + lnq ψn0(t), (6.31)

con la condición

lnq z = − ∂

∂n
lnq ψn(t)|n=n0 . (6.32)

Para el caso que se ha visto, donde

ψn(t) = e−(H+1)t
q ⊗q [(Kt/n)1/(2−q)]⊗qn(2−q) ⊗q enq , (6.33)
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se tiene entonces que la condición para obtener n0 es

lnq z = − ∂

∂n

{
−(H + 1)t+ n(2− q) lnq[(kt/n)1/(2−q)] + n

}
|n=n0

= −
{

(2− q) lnq[(kt/n0)1/(2−q)]− (kt/n0)(1−q)/(2−q) + 1
}
, (6.34)

empleamos ahora la definición lnq x = x1−q−1
1−q en el lado derecho de la igualdad

de modo que reescribimos

lnq z = −
{

(2− q) lnq[(kt/n0)1/(2−q)]− (1− q) lnq[(kt/n0)1/(2−q)]
}

lnq z = − lnq[(kt/n0)1/(2−q)]. (6.35)

Para despejar n0 usamos el álgebra q,

− lnq z = lnq[(kt)
1/(2−q)]⊕q lnq[(1/n)1/(2−q)]

⇒ (− lnq z)	q lnq[(kt)
1/(2−q)] = lnq[(1/n)1/(2−q)] (6.36)

lnq[1�q z]	q lnq[(kt)
1/(2−q)] = lnq[(1/n)1/(2−q)] (6.37)

lnq[(1�q z)(1/kt)1/(2−q)] = lnq[(1/n)1/(2−q)]. (6.38)

En la igualdad anterior aplicamos la función exponencial q en ambos lados y
concluimos

(1�q z)(
1

kt
)1/(2−q) = (

1

n
)1/(2−q) (6.39)

⇒ n =

(
kt

1

(1�q z)2−q

)
. (6.40)

Eliminamos n0 de (6.31) con la igualdad anterior y con la forma expĺıcita de
ψn(t) (6.33),

lnq ψ(t, z) =

{(
kt

1

(1�q z)2−q

)
− 1

}
lnq z − (H + 1)t+

(
kt

1

(1�q z)2−q

)
(2− q) lnq [1�q z]

+

(
kt

1

(1�q z)2−q

)
= −(H + 1)t+

(
kt

1

(1�q z)2−q

)
+

(
kt

1

(1�q z)2−q

)
(1− q) lnq [1�q z] + lnq [1�q z]

= −(H + 1)t+

(
kt

1

(1�q z)2−q

)
⊕q lnq [1�q z] . (6.41)
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Con lo que finalmente obtenemos

ψ(t, z) ≈ e−(H+1)t
q ⊗q

e

„
kt 1

(1�qz)2−q

«
q 1�q z

 . (6.42)

Comparando la Ec.(6.42) con la Ec.(2.45) se observa que para q = 1 se
obtiene el caso no correlacionado y también una estructura formal similar.
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Caṕıtulo 7

Teoŕıa de desviaciones
q-grandes

En la sección 1.4 se introdujo la teoŕıa de desviaciones grandes para pos-
teriormente, en el capitulo 5 se deduce una ampliación a dicha teoŕıa para
que sea apropiada para tratar los procesos multiplicativos. Para completar
el estudio de los procesos q correlacionados, en este caṕıtulo exploraremos la
forma de la correspondiente teoŕıa de desviaciones q grandes.

7.1. Principio de desviación q-grande

Como se vio en la sección anterior, si una variable aleatoria parametrizada
por un entero positivo n cumple con un principio de desviaciones grandes,
entonces

P (An ∈ [a, a+ da]) ≈ e−nS(a)da. (7.1)

De ahora en adelante, escribiremos el parámetro n como sub́ındice de la
distribución y emplearemos ahora como variable aleatoria a l en lugar de a,
para igualar la notación que se usa en caminatas aleatorias y procesos de
renovación. Es decir, si una variable cumple con el principio de desviaciones
grandes, quiere decir que

Pn(l)dl ≈ e−nS(l)dl. (7.2)

De la misma forma, se puede suponer que existe un tipo de variables
aleatorias que cumplen con un principio diferente de desviaciones grandes,
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por ejemplo,
Pn(l)dl ≈ e−nSq(l)q dl, (7.3)

donde exq ≡ [1+(1−q)x]1/(1−q) y Sq(l) es la función de cambio de una variable
que cumple con un principio de desviaciones grandes como ésta. Diremos que
este tipo de variables cumplen con un principio de desviaciones q-grandes.

Para este tipo de variables la función de cambio q estará dada por el
ĺımite

Sq(l) = ĺım
n→∞

− 1

n
lnq Pn(l), (7.4)

donde lnq[x] es la función inversa de eq(x).
Como se ha visto anteriormente una parte fundamental en la demostra-

ción del teorema de Gärtner y Ellis es la aproximación del punto silla que
nos dice que para n� 1 una solución asintótica de las integrales de la forma∫
enf(x)dx es ∫

enf(x)dx ≈ enf(x0)Γ(1/2)

√
2

nf ′′(x0)
,

donde x0 es el valor de x donde f(x) tiene su máximo, f ′′(x) es la segunda
derivada de f(x) y Γ es la función gamma. Por lo que si se quiere encontrar
el equivalente al teorema de Gärner y Ellis para el caso de desviaciones q-
grandes, se torna necesario investigar la generalización de la aproximación del
punto silla para integrales de la forma

∫
e
nf(x)
q dx. Esto se hace en la siguiente

sección.

7.2. Ĺımite termodinámico en distribuciones

con forma de exponencial-q

Queremos obtener un resultado asintótico para integrales de la forma

I =

∫ ∞
−∞

e[Nf(x)]
q dx, (7.5)

cuando N � 1. Procedemos de manera análoga al método del punto silla. Es
decir, expandamos en serie de potencias hasta el primer término significativo
a f(x) alrededor de su máximo

I '
∫ ∞
−∞

e
[Nf(x0)−N

2
d2f(x0)

dx2 ]x2

q dx. (7.6)
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Se define ahora una operación binaria que llamaremos la suma-q y está dada
por x ⊕q y = x + y + (1 − q)xy. Esta operación tiene la propiedad de que
e
x⊕qy
q = exqe

y
q . Además la suma ordinaria puede ser expresada en términos de

la suma-q como

x+ y = x⊕q
y

1 + (1− q)x
. (7.7)

Al hacer uso de la relación anterior en (7.6) ,

I '
∫ ∞
−∞

e
[Nf(x0)]⊕q(−N2

d2f(x0)

dx2 x2)/(1+(1−q)Nf(x0))
q dx. (7.8)

Y debido a la propiedad de la suma-q de factorizar la exponencial q, se tiene

I ' e[Nf(x0)]
q

∫ ∞
−∞

e
(−N

2
d2f(x0)

dx2 x2)/(1+(1−q)Nf(x0))
q dx, (7.9)

después de haber sacado de la integral a e
[Nf(x0)]
q . Haciendo el cambio de

variable u = (N
2
d2f(x0)
dx2 x2)/(1+(1−q)Nf(x0)), se reescribe la integral anterior

como

I ' e[Nf(x0)]
q

√
2(1− (1− q)Nf(x0))√

N d2f(x0)
dx2

∫ ∞
0

e(−u)
q u

1
2
−1du. (7.10)

ya que x en términos de u es

x =

(
2

N

(1 + (1− q)Nf(x0))
d2f(x0)
dx2

u

)1/2

,

y por lo tanto

dx =

(
(1 + (1− q)Nf(x0))

Nd2f(x0)
dx2

)1/2

u1/2−1du.

Finalmente se define

Γq(t) ≡
∫ ∞

0

e(−u)
q ut−1du, (7.11)
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que tiene la propiedad de que cuando q = 1 se recupera la función Γ(t) usual,
y por lo tanto una expresión aproximada para la integral es

I '
√

2(1− (1− q)Nf(x0))Γq(1/2)√
N d2f(x0

dx2

e[Nf(x0)]
q . (7.12)

La segunda parte esencial en la demostración del teorema de Gärner y
Ellis consiste en tomar el ĺımite

ĺım
N→∞

1

N
ln IN , (7.13)

donde IN representa una integral de la forma IN =
∫

eNf(x)dx. Al emplear la
aproximación del punto silla para evaluar la integral debido a que N � 1 y
tomar el ĺımite se tiene que

ĺım
N→∞

1

N
ln IN = f(x0). (7.14)

Es decir un integrando con dependencia en N de forma exponencial eNf(x)

nos mapea asintóticamente a una integral con una forma exponencial similar,
es decir IN ≈ eNf(x0).

En la siguiente sección comprobaremos un comportamiento similar para
el caso con exponenciales q, es decir comprobaremos que el ĺımite

ĺım
N→∞

1

N1/β
lnq∗ I

(q)
N

converge. I
(q)
N denota una integral de la forma

∫
e
Nf(x)
q dx, y q∗ denota sim-

plemente que el valor del parámetro q del logaritmo-q en la expresión no
necesariamente es igual al valor del parámetro q del integrando. Se mos-
trará también que β y q∗ no son independientes y que para cuando se elige
q∗ = q , entonces β = 1 y por lo tanto se tendŕıa el caso particular en donde

ĺım
N→∞

1

N
lnq I

(q)
N

converge.
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7.3. Convergencia de ĺımN→∞
1

N1/β lnq∗ I
(q)
N

Como
√

(1− (1− q)Nf(x0) = e
(1−q)/2
q , es posible expresar la ec. (7.12)

como

I '
[
e[Nf(x0)]
q

] 3−q
2 Γq(1/2)

√
2

Nf ′′(x0)
, (7.15)

que a su vez multiplicando y dividiendo por uno

I '
[
e[Nf(x0)]
q

]β [
e[Nf(x0)]
q

] 3−q
2
−β

Γq(1/2)

√
2

Nf ′′(x0)
(7.16)

= e[Nβf(x0)]
q∗

[
e[Nf(x0)]
q

] 3−q
2
−β

Γq(1/2)

√
2

Nf ′′(x0)
. (7.17)

donde β ≡ 1−q
1−q∗ . La multiplicación ordinaria puede ser expresada en términos

de la multiplicación-q como sigue,

exq · y = exy
(1−q)

q ⊗q y. (7.18)

Al emplear la propiedad anterior para expresar la multiplicación de la primera
exponencial-q en (7.17) con el resto, se tiene que

I ' e
[Nβf(x0)

h
e
[Nf(x0)]
q

i( 3−q
2 −β)(1−q∗)

(Γq(1/2)
q

2
Nf ′′(x0)

)(1−q∗)]

q∗ ⊗q∗
[
e[Nf(x0)]
q

] 3−q
2
−β

Γq(1/2)

√
2

Nf ′′(x0)
.

(7.19)
Se define la función de cambio-q por el ĺımite

Sq∗ = ĺım
N→∞

1

N1/β
lnq∗ I, (7.20)

que al sustituir I en su forma expĺıcita (7.19),

Sq∗ = ĺım
N→∞

 1

N1/β

Nβf(x0)
[
e[Nf(x0)]
q

]( 3−q
2
−β)(1−q∗)

(
Γq(1/2)

√
2

Nf ′′(x0)

)(1−q)
+

1

N1/β
lnq∗

[
e[Nf(x0)]
q

] 3−q
2
−β

Γq(1/2)

√
2

Nf ′′(x0)

]
. (7.21)
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Por facilidad en el desarrollo subsiguiente expresamos

Sq∗ = ĺım
N→∞

[PT + ST ] (7.22)

(PT=Primer Término) y (ST=Segundo Término) donde,

PT ≡ 1

N1/β

(
Nβf(x0)

[
e[Nf(x0)]
q

]( 3−q
2
−β)(1−q∗)

(Γq(1/2)

√
2

Nf ′′(x0)
)(1−q)

)
(7.23)

y

ST ≡ 1

N1/β
lnq∗

[
e[Nf(x0)]
q

] 3−q
2
−β

Γq(1/2)

√
2

Nf ′′(x0)
. (7.24)

Primero analizaremos PT escribiendo de forma expĺıcita la exponencial
q,

PT =
1

N1/β
[Nβf(x0)

[1 + (1− q)Nf(x0)](
3−q

2
−β)( 1−q∗

1−q )

N
1−q∗

2

(
Γq(1/2)

√
2

f ′′(x0)

)(1−q∗)

].

(7.25)
Haciendo simplificaciones algebraicas,

PT =
1

N1/β

Nβf(x0)
[1 + (1− q)Nf(x0)](

3−q
2
−β)( 1

β
)

N
1−q∗

2

(
Γq(1/2)

√
2

f ′′(x0)

)(1−q∗)


= βf(x0)

[
1

N
+ (1− q)f(x0)

] 1−q∗
2

+ 1−β
β

(
Γq(1/2)

√
2

f ′′(x0)

)(1−q∗)

.

Al tomar el ĺımite N →∞,

ĺım
N→∞

PT =
(1− q)
(1− q∗)

f(x0)

[
1

N
+ (1− q)f(x0)

] 1−q∗
2

+ 1−β
β

(
Γq(1/2)

√
2

f ′′(x0)

)(1−q∗)

(7.26)

= (1− q∗)
−1−q∗

2
+ 1
β [βf(x0)]

1−q∗
2

+ 1
β

(
Γq(1/2)

√
2

f ′′(x0)

)(1−q∗)

. (7.27)

Analizaremos ahora ST . Escribiendo de forma expĺıcita el logaritmo y la
exponencial q de (7.24),

ST =

[1+(1−q)Nf(x0)]
(
3−q

2 −β)(
1−q∗
1−q )

N
1−q∗

2
− 1

N
1
β (1− q∗)

. (7.28)
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Haciendo algunos pasos algebraicos

ST =

[1+(1−q)Nf(x0)]
(
3−q

2 −β)( 1
β

)

N
1−q∗

2
− 1

N
1
β (1− q∗)

=
[ 1
N

+ (1− q)f(x0)]
1−q∗

2
+ 1−β

β − 1

N(1− q∗)
(7.29)

Por lo tanto,
ĺım
N→∞

ST = 0. (7.30)

Juntando el ĺımite de PT y ST ,

Sq∗ = (1− q∗)
−1−q∗

2
+ 1
β [βf(x0)]

1−q∗
2

+ 1
β

(
Γq(1/2)

√
2

f ′′(x0)

)(1−q∗)

. (7.31)

Se concluye que

I ≈ eN
1
β Sq∗

q∗

= e
N

1
β (1−q∗)

−1−q∗
2 + 1

β [βf(x0)]
1−q∗

2 + 1
β
“

Γq(1/2)
q

2
f ′′(x0)

”(1−q∗)

q∗ . (7.32)

El caso β = 1, es

I ≈ e

»
N(1−q)

1−q
2 f(x0)

3−q
2

“
Γq(1/2)

q
2

f ′′(x0)

”(1−q)
–

q . (7.33)

y otro caso que se simplifica es cuando (1− q∗)/2 + 1/β = 1, por lo tanto
q∗ = (1− q)/(3− q), 1/β = (1− q∗)/2 y

I ≈ e
N

1−q∗
2 (1−q∗)−1−q∗2f(x0)

“
Γq(1/2)

q
2

f ′′(x0)

”(1−q∗)

q∗ . (7.34)

Hemos encontrado la expresión asintótica para la integral (7.5) para N � 1
y comprobamos que cumple con una teoŕıa de desviaciones q-grandes.
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7.4. Generalización q al teorema de Gärtner

y Ellis

Consideremos una variable aleatoria real An parametrizada por el entero
positivo n, se define la función λq(k) por el ĺımite

λq(k) = ĺım
n→∞

1

n
lnq

∫ [
enkaq ⊗q P (An)

]
da. (7.35)

Si λq(k) existe para todo k ∈ <, entonces An satisface un principio de
desviaciones q-grandes que se escribe como

P (An)da ≈ e−nSq(a)
q da.

Además, si

Λq(k) ≡

 λq(k)

(Γq(1/2)
√

2(1−q)
Cq

)1−q

 2
3−q

es diferenciable, donde Cq ≡ |S ′′q |, entonces la función de cambio Sq(a)
está dada por

Sq(a) = sup
k∈<
{ka− Λq(k)}. (7.36)

Para demostrar lo anterior, se parte de asumir que

P (An)da ≈ e−nSq(a)
q da,

la cual se sustituye en la ec. (7.35) para obtener

I ≈
∫

en[ka−Sq(a)]
q da.

Posteriormente se calcula la integral en el ĺımite n → ∞ con ayuda del
método visto en la sección anterior. Por lo que asumiendo que el máximo
existe y es único, se tiene

λq(k) = ĺım
n→∞

1

n
lnq I =

(
sup
a
{ka− Sq(a)}

) 3−q
2

(
Γq(1/2)

√
2(1− q)
Cq

)1−q

.
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Lo anterior puede expresarse también de la forma más conveniente λq(k)

(Γq(1/2)
√

2(1−q)
Cq

)1−q

 2
3−q

= sup
a
{ka− Sq(a)}

Λq(k) = sup
a
{ka− Sq(a)}. (7.37)

Para obtener Sq(a) en términos de Λq(k) se usa el hecho de que la transfor-
mada de Legendre-Fenchel puede ser invertida cuando Λq(k) es diferenciable.
En éste caso , se dice que la transformada de Legendre-Fenchel es autoinver-
tible o autodual. Por lo tanto

Sq(a) = sup
k
{ka− Λq(k)},

donde

Λq(k) ≡

 λq(k)

(Γq(1/2)
√

2(1−q)
Cq

)1−q

 2
3−q

que es el resultado de la ec. (7.36).
Podemos concluir que es posible construir una estructura formal para un

teoŕıa de desviaciones q grandes, sin embargo hay que hacer notar que la
utilidad práctica del teorema modificado de Gärtner y Ellis no es clara, ya
que para encontrar Λq(k) es necesario conocer Cq = |S ′′q | previamente, lo cual
generalmente no es posible.

Resumimos los resultados de los caṕıtulos 7 y 8 de la siguiente manera.
En el caṕıtulo 7 mostramos que es posible definir transformadas de Legen-
dre modificadas por el logaritmo-q, obteniéndose resultados plausibles para
el proceso de Poisson q-correlacionado. En este caṕıtulo 8 se mostró la exis-
tencia de la relación fundamental y de las funciones de Massieu en el ĺımite
termodinámico para la mecánica estad́ıstica-q. Sin embargo, a diferencia de
los casos tratados en los caṕıtulos 2, 3 y 4, no fue posible deducir un pro-
cedimiento análogo a realizar una transformada de Legendre que fuese útil
en la práctica de resolución de problemas. Esta imposibilidad se debió a que
no se ha comprobado la existencia de la transformada inversa q-Laplace. La
transformada inversa q-Laplace es necesaria para construir un formalismo
termoestad́ıstico q completo, debido a que las funciones de partición en este
contexto se definen mediante la transformada q-Laplace.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

Es posible construir un procedimiento matemático en el contexto de
procesos de renovación que tiene una estructura análoga a los procedi-
mientos de la mecánica estad́ıstica de equilibrio.

La pseudo “termodinámica” existente para procesos estocásticos, hace
muy sencillo calcular distribuciones asintóticas a través de transforma-
das de Legendre.

Las técnicas aqúı desarrolladas para encontrar distribuciones asintóti-
cas de los procesos de renovación, son esencialmente las mismas de la
mecánica estad́ıstica.

Debido a que esencialmente los métodos matemáticos son los mismos,
es posible abordar un sistema térmico con un enfoque de proceso es-
tocástico obteniéndose resultados satisfactorios. Como por ejemplo, se
encontró la relación fundamental en el ensamble canónico y las ecuacio-
nes de estado para el modelo HMF empleando un enfoque de procesos
estocásticos. Cabe mencionar que expresiones algebraicas para el mo-
delo HMF sólo se hab́ıan encontrado en el ensamble canónico además
de que esta es la primera vez que se da una expresión expĺıcita para la
relación fundamental.

Las transformadas de Legendre pueden ser mucho mas generales que
las que aparecen en la termodinámica convencional y pueden ayudar
a estudiar sistemas de distintas naturalezas como son los caminantes
aleatorios y los procesos multiplicativos.
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Es posible deducir una transformada tipo Legendre para cada transfor-
mada integral.

A cada tipo de sistema se le puede asociar una transformada integral
natural debido a la conveniencia técnica que presenta, sin embargo
también puede ser analizado con otras transformadas integrales. Por
ejemplo, la mecánica estad́ıstica de equilibrio puede ser formulada de
manera formal con transformadas de Mellin en lugar de con transfor-
madas de Laplace.

La aditividad de la relación fundamental, es decir, si f representa la re-
lación fundamental y s un estado del sistema, entonces f(λs) = λf(s),
es propia de sistemas cuyas variables termodinámicas es el resultado
de la suma de sus constituyentes. A diferencia de los procesos multipli-
cativos, donde la variable termodinámica es el resultado del producto
de sus constituyentes y por lo tanto f(sλ) = λf(s) como se vio en la
sección 5.3.2.

Se propuso una “termodinámica” plausible para procesos q-independientes,
y se expuso una formulación de teoŕıa de desviaciones grandes para este
tipo de sistemas. Se concluyó que a pesar de que es posible construir
una formulación formal, su utilidad práctica para resolver sistemas con-
cretos no es clara aún.

Queda por analizar las consecuencias conceptuales que puede traer el
punto 3 tanto en la mecánica estad́ıstica como en los procesos estocásticos.

También queda pendiente encontrar una interpretación “f́ısica” a las ecua-
ciones de estado que surgen de la “termoestad́ıstica” para caminantes alea-
torios, ya que las variables intensivas para este caso son complejas.

Al hacer una rotación de Wick (t→ −it) donde t es el tiempo, la ecuación
de Scrödinger se transforma en una ecuación de difusión. Falta por analizar
si existe una relación entre las técnicas que se emplearon para analizar a las
caminatas aleatorias con las técnicas de la mecánica cuántica.

En mecánica clásica se emplea una transformada de Legendre para pasar
de la función lagrangiana a la hamiltoniana, falta estudiar las diferencias y
equivalencias entre los procedimientos matemáticas de ésta con los planteados
en la tesis.
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Apéndice A

Transformadas

A.1. Transformada de Laplace

Supongamos que f es una función real o compleja de la variable t > 0 y
ε es un parámetro complejo o real. Definimos la transformada de Laplace de
f como

F (ε) = L (f(t)) =

∫ ∞
0

e−εtf(t)dt (A.1)

cuando la integral converge. Cuando la integral diverge no existe transfor-
mada de Laplace definida para f .

La transformada de Laplace bilateral está definida por

F (ε) = L (f(t)) =

∫ ∞
−∞

e−εtf(t)dt. (A.2)

La transformada inversa de Laplace y de Laplace bilateral, está dada
por la siguiente integral compleja, la cual es conocida como la integral de
Bromwich,

f(t) = L−1 (F (ε)) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
eεtF (ε)dε (A.3)

donde c es un número real elegido de tal forma que la integral converja. A
este contorno de integración se le conoce como el contorno de Bromwich.
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A.2. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier g(k) de una función f(x) está definida por

g(k) =

∫ ∞
−∞

e−ikxf(x)dx. (A.4)

El teorema de la integral de Fourier establece la transformada inversa de
Fourier como

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eikxg(k)dk. (A.5)

A.3. Transformada z

La transformada z, X(z), de una función x(n) está definida por

X(z) =
∞∑
n=0

x(n)zn. (A.6)

La región de convergencia para una x(n) es definida como el rango de z para
la cual la transformada-z converge. La transformada inversa z esta dada por

x(n) =
1

2πi

∮
C

X(z)zn−1dz, (A.7)

donde C es un ćırculo cerrado que envuelve el origen y debe contener todos
los polos de X(z).

A.4. Transformada de Mellin

La transformada de Mellin de una función está definida por,

{Mf}(s) = ϕ(s) =

∫ ∞
0

f(x)xs−1dx, (A.8)

La banda mas ancha en el plano complejo α < Re(s) < β la cual se denota
como 〈α, β〉 en donde la integral converge, se le llama la banda fundamental.
Las condiciones

f(x) =
x→0+

O (xu), f(x) =
x→+∞

O (xv)
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cuando u > v grantizan que ϕ(s) existe en la banda 〈−u,−v〉.
La transformada inversa es

{M−1ϕ(s)} = f(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ϕ(s)x−sds. (A.9)

La constante c de la linea de integración debe ser tomada en la banda funda-
mental de la trasformada de Mellin. Además hay un correspondencia precisa
entre la expansión asintótica de una función alrededor de 0 y de ∞ con los
polos en el semi-plano izquierdo o derecho respectivamente de su transforma-
da de Mellin [50]. Es decir, para estimar asintóticamente una función f(x),
se determina la transformada de Mellin y los polos del lado izquierdo (o de-
recho) de la banda fundamental en el plano complejo, y ellos corresponden
prescisamente a los términos de le expansión de f(x) alrededor de 0 (o ∞).

Finalmente, es de gran utilidad saber que la transformada de Mellin de
exp (−x) es

Γ(s) ≡
∫ ∞

0

exp (−x)xs−1dx

en la banda fundamental 〈0,+∞〉.
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Apéndice B

Aproximación del punto silla

B.1. Aproximación del punto silla

La aproximación del punto silla [51] es útil para evaluar el comportamien-
to asintótico de integrales de la forma

I(N) =

∫
C

g(z)eNf(z)dz. (B.1)

El contorno de integración C se elige de tal forma que la parte real de f(z)
se aproxima a menos infinito en ambos ĺımites y que el integrando es cero
en ambos ĺımites. Se asume además que g(z) en el integrando está dominado
por la exponencial en la región de interés. Si el parámetro N es grande y
positivo, el valor del integrando será grande cuando la parte real de f(z) es
grande y será pequeño cuando la parte real de f(z) es pequeña o negativa.
En particular, cuando N se incremente indefinidamente, la contribución com-
pleta del integrando a la integral vendrá de la región en donde la parte real
de f(z) tome un valor positivo máximo. Fuera de esta región el integrando
será despreciablemente pequeño. Esto se logra ver al expresar f(z) como

f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

Entonces el integrando puede ser escrito como

I(N) =

∫
C

g(z)eNu(x,y)eiNv(x,y)dz. (B.2)
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Si ahora empleamos el hecho de que la parte imaginaria del exponente,
iv(x, y), es constante en la región en la que la parte real toma su máxi-
mo valor, esto es, v(x, y) = v(x0, y0) = v0, podemos aproximar la integral
por

I(N) ≈ eisv0

∫
C

g(z)eNu(x,y)dz. (B.3)

Lejos del máximo de la parte real, la parte imaginaria puede oscilar, como
el integrando es despreciablemente pequeño el factor de fase es por lo tanto
irrelevante. La parte real de Nf(z) es un máximo para una N dada cuando
u(x, u) es un máximo. Esto implica que

∂u

∂x
=
∂u

∂y
= 0,

y por lo tanto, haciendo uso de las condiciones de Cauchy-Riemann

df(z)

dz
= 0. (B.4)

Procedermos a buscar esos ceros de la derivada. Es esencial notar que el
máximo de u(x, y) es el máximo solo a lo largo de un determinado contorno.
Ni en la parte real ni en la parte imaginaria de la función analitica se tiene
un máximo absoluto. Esto puede ser visto recordando que u y v satisfacen la
equación de Laplace

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0. (B.5)

De aqúı se ve que si la segunda derivada con respecto a x es positiva, entonces
la segunda derivada con respecto a y debe ser negativa y por lo tanto ni u
ni v posen máximos absolutos o mı́nimos. Como la función f(z) es anaĺıtica,
puntos singulares son excluidos. Que la derivada (Ec.B.4) sea cero implica
que se trata de un punto silla, que puede ser maximo para u(x, y) para un
contorno y un mı́nimo para otro.

En el punto silla la función f(z) puede ser expandida en una serie de
Teylor

f(z) = f(z0) +
1

2
(z − z0)2f ′′(z0) + · · · . (B.6)

La primera derivada esta ausente ya que la Ec.B.4 se satisface. El primer
término, 1

2
(z − z0)2f ′′(z0), es real y negativo. Es real porque se ha especifi-

cado que la parte imaginaria debe ser constante a lo largo del contorno, y
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Figura B.1: Punto silla

negativo porque nos estamos moviendo hacia abajo del punto silla o ‘pasando
la montaña’. Asumiendo que f ′′(z0) 6= 0, se tiene

f(z)− f(z0) ≈ 1

2
(z − z0)2f ′′(z0) = − 1

2N
t2, (B.7)

en donde definimos una nueva variable t. Si (z−z0) se escribe en forma polar

(z − z0) = δeiα, (B.8)

se tiene
t2 = −Nf ′′(z0)δ2e2iα. (B.9)

Como t es real, se puede escribir como

t = ±δ|Nf ′′(z0)|1/2. (B.10)

Sustituyendo la Ec. B.7 en la Ec. B.1, se obtiene

I(N) ≈ g(z0)eNf(z0)

∫ ∞
−∞

e−t
2/2dz

dt
dt. (B.11)

110



También de las Ecs. B.8 y B.10 tenemos

dz

dt
=

(
dt

dz

)−1

=

(
dt

dδ

dδ

dz

)−1

= |Nf ′′(z0)|−1/2eiα. (B.12)

Ecuación B.11 se rescribe como

I(N) ≈ g(z0)eNf(z0)eiα

|Nf ′′(z0)|1/2

∫ ∞
−∞

e−t
2/2dt. (B.13)

Los ĺımites se han establecido de menos infinito a infinito. Esto se permi-
te ya que el integrando es esencialmente cero cuando t se aleja del origen.
Obenemos finalmente

I(N) ≈
√

2πg(z0)eNf(z0)eiα

|Nf ′′(z0)|1/2
. (B.14)

Durante la tesis se emplea el ĺımite de (ln I(N))/N cuando N → ∞
continuamente, dicho ĺımite se encuentra de forma inmediata de B.14 siendo

ĺım
N→∞

1

N
ln I(N) = f(z0). (B.15)

Se puede encontrar mas información sobre el método en [52], [53].
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Apéndice C

Mecánica estad́ıstica de
equilibrio de la hamiltonia de
interacciones de largo alcance
(HMF) a la Mickael Antoni y
Stefano Ruffo

La Hamiltoniana de interacciones de large alcance [1] que define el sistema
que queremos analizar es la siguiente:

H =
N∑
i=0

p2
i

2
+

α

2N

N∑
i,j=1

[1− cos (θi − θj)]. (C.1)

Si definimos ~mi = (cos (θi), sin (θi)), entonces podemos escribir la Hamilto-
niana anterior de la siguiente forma,

H =
N∑
i=0

p2
i

2
+

α

2N
[N2 − (

N∑
i=1

~mi) · (
N∑
i=1

~mi)]. (C.2)

Esta Hamiltoniana representa un sistema de N part́ıculas interactuantes mo-
viendose en el circulo unitario.

A continuación se presenta el cálculo de la enerǵıa librey de algunas ob-
sevables relevantes (i.e., M) del modelo (C.1) en el ensamble canónico.
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La solución de equilibrio del modelo (C.1) se obtiene de aplicar el truco
de Hubbard-Stratonovich. La función de partición del modelo (C.1) es

Z =

∫ N∏
l=1

dpldθl exp (−βH), (C.3)

donde la integral es sobre todo el espacio fase y β es el inverso de la tempe-
ratura, β = 1/(kBT ). Z se factoriza en la contribución de la enerǵıa cinética

Zk = (
2π

β
)N/2, (C.4)

y la contribución debida a la enerǵıa potencial

ZV = exp(−βαN
2

)J, (C.5)

con

J =

∫ π

−π

N∏
l=1

dθl exp

(
βα

2N

N∑
i,j=1

cos (θi − θj)

)
. (C.6)

J puede reescribirse como

J =

∫ π

−π

N∏
l=1

dθl exp

 βα
2N

(
N∑
i=1

~mi

)2
. (C.7)

La transformación de Hubbard-Stratonovich cuando µ > 0 es

exp
(µ

2
~x2
)

=
1

π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

d~y exp(−~y2 +
√

2µ~x · ~y), (C.8)

donde ~y ∈ R2. De modo que es posible escribir la Eq. (C.7) de la siguiente
forma,

J =
1

π

∫ π

−π

N∏
l=1

dθl

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

d~y exp

(
−~y2 +

√
2µ

N∑
l=1

~ml · ~y

)
, (C.9)

con µ = βα/N . Intercambiando el orden de las integrales, se puede factorizar
la integral sobre las coordenadas de las N part́ıculas. Por lo tanto, realizando
esta integración y rescalando ~y → ~y

√
N/2βα, se obtiene

J =
1

π

N

2βα

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

d~y exp

(
−N

[
y2

2βα
− ln (2πI0(y))

])
, (C.10)
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donde y es el módulo de ~y y I0 es la función de Bessel modificada de orden
cero. La enerǵıa libre está dada por

F = − ĺım
N→∞

(
1

βN
lnZ

)
, (C.11)

siendo Z la función de partición dada por (C.3). Entonces, empleando el
método del punto silla,

−βF =
1

2
ln

(
2π

β

)
− αβ

2
+ maxy

(
− y2

2βα
+ ln(2πJ0(y))

)
. (C.12)

Como F depende sólo del modulo y, hay un infinito de mı́nimos cuando

y

βα
− J1

J0

(y) = 0. (C.13)

Esta es una ecuación de consistencia cuya solución para la mı́nima enerǵıa
libre es y = 0, y corresponde a una magnetización nula para βα < 2. Para
βα > 2 la solución da un valor de y dependiente de β que puede ser determi-
nado numericamente. La magnetización está determinada por la razón de las
funciones Bessel J1/J0 en la Eq.(C.13) evaluada en la solución de la misma
ecuación de consistencia. Esto puede ser comprobado al resolver la enerǵıa
libre dependiente del campo externo y evaluando su derivada para campo
cero. La densidad de enerǵıa interna U está dada por

U =
∂(βF )

∂β
, (C.14)

que da como consecuencia

U =
1

2β
+
α

2
(1−M2). (C.15)
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