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Resumen

El oscilador Dirac-Moshinsky es un modelo elegante y exactamente solu-
ble en mecénica cudntica relativista, el cual bajo ciertas circunstancias, puede
ser mapeado sobre el modelo de Jaynes-Cummings utilizado comtinmente en
el contexto de dptica cudntica. En este trabajo se muestra detalladamente cé-
mo hacer este mapeo. Después se extiende el modelo relativista al considerar
su acoplamiento con un campo externo, que incluye una estructura de isoes-
pin, y se encuentran las condiciones que mantienen la solubilidad. Se utiliza
este sistema extendido para explorar el entrelazamiento en sistemas relativis-
tas y luego se identifica un sistema andlogo en cudntica Optica: dos dtomos
diferentes en interaccién con un modo de una cavidad electromagnética. En
este ultimo sistema, que puede ser utilizado para emular al anterior, sobresa-
len otros aspectos del entrelazamiento, que adquieren relevancia cuando se
consideran a los dos 4&tomos como un sistema central. El entrelazamiento en-
tre ellos puede ser utilizado como un recurso en el contexto de computacién
e informacién cudntica, mientras que el entrelazamiento con la cavidad se
podria interpretar como una fuente de decoherencia. Para medir estas dos
formas de entrelazamiento, se derivan expresiones analiticas exactas para la
concurrencia de los dtomos y la pureza de su matriz de densidad. Los resulta-
dos se obtienen para la situacién en que la cavidad se prepara inicialmente en
un estado de numero y se caracteriza la dindmica en un plano concurrencia
contra pureza.

Palabras clave: Oscilador Dirac-Moshinsky, modelo de Jaynes-Cummings, en-
trelazamiento, decoherencia, concurrencia, pureza.



Abstract

The Dirac-Moshinsky oscillator is an elegant quantum relativistic model
that under certain circumstances can be mapped onto the Jaynes-Cummings
model commonly used in the quantum optics community. In this work we
show how to do this in detail. Then we extend it by considering its cou-
pling with an external (isospin) field and find the conditions that maintain
the solvability. We use this extended system to explore entanglement in rel-
ativistic systems and then identify its quantum optical analog: two different
atoms interacting with one electromagnetic mode of a cavity. In this last
system, which can be used to emulate the former, different aspects of entan-
glement gain relevance if one considers the two atoms as a central system.
The entanglement between them can be explored as a resource in the context
of quantum computation and quantum information, while the entanglement
with the cavity could be regarded as a source of decoherence. To measure
this two different forms of entanglement, we derive exact analytical expres-
sions for the concurrence of the atoms and the purity of its reduced density
matrix, when the cavity is prepared initially in a number state. Finally, we
characterize the dynamics in a concurrence versus purity plane.

Keywords: Dirac-Moshinsky oscillator, Jaynes-Cummings model, entangle-
ment, decoherence, concurrence, purity.



Indice

Introduccion

1. Oscilador Dirac-Moshinsky: mapeo a dptica cudntica

1.1. El oscilador Dirac-Moshinsky . . ... ..........
1.2. Mapeodel ODMsobre MJC . . .. ... .........

2. Un oscilador Dirac-Moshinsky acoplado

2.1. Acoplamiento a un campo externo. . . . ... .....
2.2. Entrelazamientoconelcampo ..............
2.3. Conexidén con Opticacudntica . . . ... ... ......

3. Dos atomos dentro de una cavidad

3.1. ElHamiltoniano . . . ... .................
3.2. Diagonalizacion y evolucién temporal . ... ... ..
3.3. Entrelazamiento . . . . ... ... ... ..........
34. PlanoCP . ... ... . .. . . e

4. La cavidad en un estado de numero

4.1. Atomos iguales, resonantes y con interaccién . . . . .
4.2. Diferentes acoplamientos . ................
4.3. Un dtomo fueradelacavidad. . .............
4.4. Desintonfasiguales . ... .................
4.5. Tres 4tomos con interaccién. . . .. ... ........

11

...... 11
...... 14

23

...... 23
...... 25
...... 29

31

...... 31
...... 33
...... 36
...... 41



6 INDICE

Conclusiones

Apéndices

A. Modelo de Jaynes-Cummings

B. Solucién general al problema de valores propios

Bibliografia

67

71

75

79



Introduccion

El hecho de que la ecuacion de Dirac [1] sea analiticamente soluble para
el caso libre y para el problema de Coulomb, hizo plausible explorar otros
sistemas cuyas contrapartes no-relativistas, en analogia con la anterior, sean
algebraicamente solubles. En efecto, existen problemas adicionales que son
solubles en el &mbito relativista. En particular, una generalizacién del oscila-
dor arménico con su gran simetria dinamica [2, 3]. Moshinsky y Szczepaniak
[2] se dieron cuenta de esto y esta linea fue después extensamente seguida
por ellos y sus colaboradores [2, 4, 5, 6].

En este trabajo mostramos que su solubilidad en forma exacta, surge de
un numero cuantico adicional que se conserva. Esta conservaciéon también
permite la solubilidad en un sentido algebraico hasta en el caso en que aco-
plamos el oscilador a un campo de isoespin. En esta tesis mostramos esto,
escogiendo cuidadosamente un acoplamiento de Yukawa [7], con el cual se
conserva un numero cudntico analogo y por lo tanto la simetria del problema.
Esta solucién se clarifica cuando mapeamos el modelo relativista a uno mas
general en éptica cudntica, lo cual serd mostrado detalladamente.

La conexién con Optica cudntica no solo hace la solubilidad mas com-
prensible, sino que permite la posibilidad de concebir experimentos en éptica
cudntica que emulen el sistema relativista. Hoy en dia esto es posible con
iones atrapados. El problema de una particula de Dirac libre ha sido exito-
samente emulado [8, 9] y al menos el mapeo del oscilador Dirac-Moshinsky
(ODM) en 14+ 1 y 2+ 1 dimensiones sobre el modelo de Jaynes-Cumings
(MJC) han sido propuestos [10, 11]. En este trabajo revisamos como puede
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realizarse dicho mapeo y mostramos como hacerlo, al menos parcialmente,
en el caso de 341 dimensiones. Para el caso acoplado con un campo de isoes-
pin proponemos el mapeo a un sistema de dos a&tomos en una cavidad. Aqui
un dtomo representa la estructura de dos niveles (componente grande y chi-
ca [3, 12]) del oscilador relativista, otro atomo se identifica con el isoespin
del campo, mientras que la cavidad se corresponde con los grados de libertad
espaciales del oscilador.

Por otro lado, el sistema de dos 4tomos en una cavidad es por si mismo
interesante y ha atraido considerable atencién en los dltimos afios, gracias
al advenimiento de las trampas de iones y los avances en cavidades dpticas
[13, 14]. Tedricamente, diferentes modelos de dos atomos idénticos como
sistema central acoplados a un modo de una cavidad han sido previamen-
te explorados [15, 16, 17, 18, 19]. Aqui mostramos que uno puede definir
y resolver una clase mds amplia de sistemas de este tipo y que mantienen
la solubilidad de forma cerrada. Especificamente consideramos atomos con
diferentes acoplamientos al modo de la cavidad, diferentes desintonias e in-
cluimos interacciones de tipo dipolo-dipolo e Ising entre los &tomos. Mostra-
mos, entonces, que el numero total de excitaciones es una cantidad conser-
vada. Usando la base en la cual este operador es diagonal, el Hamiltoniano
total puede ser transformado en una matriz diagonal por bloques de a lo mas
4 x 4. Los casos que presentamos deberian ser en principio accesibles expe-
rimentalmente en cavidades épticas [13, 14]. Mientras que las interacciones
dipolo-dipolo aparecen comunmente en estos sistemas, la interaccion de Ising
podria ser simulada [20, 21, 22].

Cabe seflalar, que otros modelos, algunos con atomos diferentes y sé6lo
una excitacion del sistema en un continuo de modos, han sido resueltos en
trabajos previos [23, 24, 25]. Estos utilizan el formalismo de pseudomodos
[26], que resulta en un modo con pérdidas, el cual aunque es similar, no
cumple con la conservacién del numero de excitaciones que usamos y ademas
se restringe a condiciones iniciales con una excitacion.

Ademads, mostraremos que nuestro modelo resulta ser un ejemplo sencillo
para estudiar el entrelazamiento bajo efectos de decoherencia. Entender esta
combinacién es de suma importancia, pues el entrelazamiento es un recurso
fundamental y la decoherencia el mayor impedimento para protocolos de in-
formacion y computo cudntico [27]. La relacién entre concurrencia y pureza
del sistema central nos da el acceso mas simple para abordar el problema.
Estudiamos el entrelazamiento utilizando en este modelo a los dos dtomos
como sistema central y la cavidad como su entorno. Analizamos la dindmica
conjunta de entrelazamiento y decoherencia utilizando el plano concurrencia
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vs pureza y encontramos soluciones analiticas exactas cuando el sistema se
encuentra preparado en un estado de numero.

La tesis estd organizada de la siguiente manera, en el capitulo 1 damos
un breve resumen del oscilador Dirac-Moshinsky utilizando la notacién usual
de optica cuantica. Después explicamos el mapeo entre éste y el modelo de
Jaynes-Cummings de Optica cudntica. Revisamos los casos de 1+ 1y 2+ 1
dimensiones, explicamos como hacerlo, al menos parcialmente, en 3 4+ 1 di-
mensiones y mostramos después la solucion explicita al problema de valores y
vectores propios. En el capitulo 2 acoplamos al ODM un campo de isoespin de
una manera que se simplifica y clarifica utilizando la notacién y convenciones
introducidas en el capitulo 1. Evaluamos el entrelazamiento entre el ODM y
el campo, sin detenernos mucho en esto, pues después reconocemos que el
tipo de Hamiltoniano es tipico de dtomos en cavidades. En el capitulo 3 pre-
sentamos el modelo de dos dtomos en una cavidad, resolvemos el problema
de valores propios y explicamos a mayor detalle las medidas de entrelaza-
miento. Finalmente, en el capitulo 4 evaluamos explicitamente las medidas
de entrelazamiento cuando la cavidad se prepara inicialmente en un estado
de numero.



CAPITULO 1

Oscilador Dirac-Moshinsky: mapeo a
Optica cuantica

1.1. El oscilador Dirac-Moshinsky

En 1989 Marcos Moshinsky y Adam Szczepaniak desarrollaron un modelo
cuantico relativista exactamente soluble [2], el cual en el limite no-relativista
corresponde a un oscilador arménico con un acoplamiento espin-6rbita; lo
nombraron oscilador de Dirac. A pesar de que dos décadas antes Ito et al.
[28] y Cook [29] habian llegado a una ecuacién del mismo tipo por un razo-
namiento distinto, el concepto introducido por M. Moshinsky fue ampliamen-
te estudiado y desarrollado [3, 4, 5, 6, 30]. Es por esto que ahora lo llamamos
oscilador Dirac-Moshinsky (ODM) [31, 32].

La idea surge cuando se toma en cuenta que el operador de momento es
lineal en la ecuacién de Dirac [1], entonces se propone también un término
lineal en posicidn, en analogia con las ecuaciones de Schrodinger [33] y de
Klein-Gordon [12] de un oscilador arménico en donde tanto momento y po-
sicion aparecen en forma cuadratica. En este trabajo elegimos escribirlo de la
siguiente forma Hamiltoniana:

a|¥)

th = (ca- (p +imwpr) + mczfa’) W) = H|¥), (1.1)

donde ¢ denota la velocidad de la luz, m y w la masa y frecuencia del osci-
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lador, y ademds utilizamos las matrices de Dirac @ = (a,,a,,a,) y 8 con la
siguiente representacion:

(0 0 0 i) (0 0 0 1)
0 0 i 0 0 0 10
le= . P) ay: )
0 —i 00 0 -1 00
\—i 0 0 0 ) \-1 0 0 0
[0 0 i 0 ) (10 0 0 )
0 00 —i 01 0 0
% -i 00 0 |’ P 00 -1 0 (12)
\ 0 i 0 0 ) \ 00 0 -1

Estas matrices tienen la propiedad de anticonmutar, es decir cumplen con las
siguientes relaciones

{a;,;} =261, {a;,B}=0, B*=I, (1.3)

donde I, es la matriz identidad de n x n y {p,q} = pq + qp es el anticon-
mutador. Dirac noté que estas matrices de 4 X 4 cumplen con la reglas de
anticonmutacion que necesitaba para su famosa ecuacién [1], la cual es de
primer orden tanto en coordenadas espaciales como en la coordenada tem-
poral, y describe una particula libre relativista en 3 dimensiones espaciales y
una temporal (3 + 1 dimensiones).

Uno puede notar que las matrices de Dirac se pueden construir usando
el producto tensorial a partir de dos conjuntos de matrices de Pauli de la
siguiente manera

a ®s 0 s f=0,81 L0 (1.4)
= —0 , = . 5 =0, = . .
Y —is 0 2 0 -1,

Denotamos a cada conjunto con diferentes simbolos para evitar confusion.
Utilizamos s = (s,,s,,s,) para lo que mds adelante identificaremos como el
espin de la particula y ¢ = (o,,0,,0,) para la parte que se relaciona con
las energias, que también clarificaremos mdas adelante y nombramos espin-
* [34]. Las representaciones de ambas, o y s, son las mismas, pero actian
sobre espacios diferentes y se escriben como

01 0 —i 1 0 (1.5)
O-DSX: ) O- ’s = . ) O-Z’SZ: . M
x 10 7Y i 0 0 -1



1.1 El oscilador Dirac-Moshinsky 13

En lo que sigue omitiremos escribir el producto tensorial ® para simpli-
ficar la notacién y utilizaremos la convencién de escribir los términos del
espin-* siempre a la izquierda. En este trabajo le damos gran énfasis al espin-
*, por razones que se hardn evidentes en la siguiente seccion, por lo que nos
resultara conveniente utilizar los operadores de ascenso y descenso

o= (0, xio,), (1.6)

cuya accidn sobre los estados de espin-* se puede representar de la siguiente
manera
o) =0,  oLF) =IF). (1.7)

Notando ahora de la ecuaciones (1.4) y (1.6), que
a=(o,+o0_)s,
podemos reescribir el Hamiltoniano en (1.1) como

H=mc’0,+co_s-(mwr —ip) +co s (mowr +ip)

2 . .
_ ( met s (mwr;i—lp) ) ’ (1.8)
s - (mwr —ip) —mc

el cual actuara sobre el vector de estado total del oscilador relativista y que
denotaremos como

Y1)

Si ahora se considera la ecuacion de valores propios del Hamiltoniano, H|W) =
E|W¥), entonces uno puede encontrar

(E—mc?)|y,) =s - (mowr +ip) ),
(E+mc?)|y,) =5 - (mowr —ip) hp,), (1.10)

W) = | )r) + 1) a) = ( 2] ) . (1.9)

de donde se puede apreciar claramente el acoplamiento entre [Y,) y |¢;),
que son conocidas para energias positivas, como las componentes grande y
chica, respectivamente [3, 12]; la componente chica tiende a cero en el limite
no relativista. Despejando [v;) de la ecuacién (1.10), se puede mostrar que
se llega a la siguiente ecuacion de movimiento

E? — m?c*

1) = (pz +m?w?r? — 3hcwmc? — 2mc?ws -L) lp,),  (1.11)

c
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donde se ha introducido el operador de momento angular L = r X p, el cual se
acopla con s, por lo que a éste ultimo se le atribuye la propiedad de momento
angular intrinseco de la particula, i.e. el espin. Una expresién andloga, que
omitimos escribir, se obtiene para [v,).

En este punto es instructivo considerar el limite no relativista, notando
que E = mc® + ¢, siendo ¢ < mc? la energia no relativista. El término a la
izquierda de la ecuacién se puede aproximar por 2mc?¢, lo que significa que
¢ es un valor propio del operador a la derecha de la ecuacion, el cual pode-
mos reconocer facilmente como el Hamiltoniano de un oscilador arménico
isotrépico mds un término de acoplamiento espin-o6rbita.

Consideremos ahora los operadores vectoriales de creacion y aniquilacién
del oscilador

— [ i_P_ f— [mor, ;P
a=,/7> (r+1mw), a'=,/%; (r 1mw), (1.12)
sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (1.8) obtenemos
H:mc202+n(o,s ca'+o.s -a), (1.13)

donde hemos definido
n =+ 2mc?hw. (1.14)

Escrito de esta manera, el Hamiltoniano del ODM se asemeja al conocido mo-
delo de Jaynes-Cummings de dptica cuantica, el cual explicamos en el apén-
dice A. Esto debido a la forma en que se acoplan operadores de escalera de un
sistema de dos niveles o, y los operadores s - a y su hermitiano conjugado.
Antes de analizar esta similitud, en el caso general de 341 dimensiones, y de
evaluar los estados propios y energias de este Hamiltoniano, consideraremos
el problema en 141y 241 dimensiones, que ayudaran a clarificar ideas y en
donde mostraremos la estrecha conexién de estos casos mas restrictivos con
el modelo de Jaynes-Cummings.

1.2. Mapeo del oscilador Dirac-Moshinsky sobre
el modelo Jaynes-Cummings

En esta seccion describimos la conexidn que existe entre el oscilador Dirac-
Moshinsky y el modelo de Jaynes-Cummings, el cual es muy conocido en
Optica cuantica y puede representar a un atomo de dos niveles en interaccién
con un modo de una cavidad electromagnética. En particular, mostraremos
bajo que circunstancias se puede mapear el ODM sobre el MJC.
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ODM en 1 + 1 dimensiones

En primera instancia consideremos una dimensién espacial y una tempo-
ral, es decir el ODM en 1+ 1 dimensiones. En este caso se necesitan Unica-
mente dos matrices de Dirac y elegimos escribir

HY = —co,(p, +imwo,x) + mc’o,. (1.15)

donde el superindice del Hamiltoniano indica la dimensién espacial en la que
estamos trabajando. Usando los operadores de creacién y aniquilaciéon en una
dimensidén:

,i. mao ,px maw .px
G = 2_h(x_lmw)’ O = 2_h(x+lmw)’ (1.16)

y los operadores de ascenso y descenso o del espin-*, uno puede reescribir
la ecuacion previa como

HY =q (a+ax + O_ai) +mc?o,. (1.17)

La conexién con el MJC es obvia, si uno compara la ecuacion (1.17) con
la ecuacién (A.9). De esta comparacion, podemos concluir que este Hamil-
toniano es exactamente el mismo que el de Jayes-Cummings. Por lo tanto,
podemos establecer que el ODM en 1+ 1 dimensiones se mapea exactamente
al MJC, con las siguientes correspondencias 1 — hg, mc®> — hé. El espin-*
quedard representado por el sistema atdémico y los grados de libertad espa-
ciales por el modo de la cavidad. Con estas consideraciones, no hace falta
mostrar cuales son las soluciones del problema, pues éstas son las mismas
que para el modelo de Jaynes-Cummings mostrado en el apéndice A.

ODM en 2 + 1 dimensiones

Ahora consideramos el caso espacial bidimensional, el ODM en 2 4 1 di-
mensiones. Para una descripcion detallada de este caso, referimos a [11, 35].
En esta situacidn necesitamos de tres matrices de Dirac y escogemos escribir

H® = —co (p, +imwo,y) — co,(p, + imwo,x) + mc*o,. (1.18)

Si ahora utilizamos los operadores de ascenso y descenso, podemos reescri-
birlo como

H® =q (a+ax + a_a;';) —in (a+ay — a_a;) +mco,. (1.19)
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De donde reconocemos que ahora el modelo bidimensional podria ser repre-
sentado por un sistema de dos niveles en interacciéon con dos modos de un
campo electromagnético. Sin embargo, es posible simplificar este problema,
si uno introduce los siguientes operadores de escalera

=L —i =L (at +idf
ai—ﬁ(ax lay) ai—ﬁ(ax+lay)

ai=%(a,+ia,)  aj=2(al-ia)) (1.20)

los cuales son otra representacion del problema de dos osciladores y también
son operadores de creacién y aniquilacion que cumplen con la regla de con-
mutacion candnica [ad,ajl] =1y [ai,af] = 1 y estan desacoplados, es decir
[ad,aj] = [ai,a:;] = 0. Reescribiendo la ecuaciéon (1.18) en términos de esta
nueva representacion reconocemos que el Hamiltoniano se expresa como

H® = v2n (0,4, +0_a}) + mc*o,, (1.21)

en donde uno inmediatamente nota que el conjunto de operadores a;, af no
aparece en la ecuacién (1.21), lo cual significa que los estados propios de
H® dependen tinicamente del conjunto de estados ntimero {|n)}, corres-
pondientes al operador de nimero a;ad, y son infinitamente degenerados en
el subespacio generado por el conjunto {|n;)}. La conexidon en este caso es
también obvia, uno ha de identificar el subespacio de a; con el de la cavi-
dad, el espin-* con el sistema atémico y en este caso las correspondencias
mc? — hS y v/2n — hg. Esto quiere decir que en 2 + 1 dimensiones, el ODM
también puede ser representado por un sistema de dos niveles en interaccion
con un modo del campo electromagnético.

Un primer intento para el ODM en 3 + 1 dimensiones

Ahora regresamos al caso de 3 4+ 1 dimensiones y procederemos de inicio
de una manera aparentemente ingenua, pero instructiva. Consideremos el
Hamiltoniano de la ecuacién (1.13) y tratemos de escribirlo en términos de
operadores de creacién y aniquilacién como hicimos en los casos de 1+ 1y
2+ 1 dimensiones, ecuaciones (1.17) y (1.21). Para ello notamos que

s-a=s,a,+s,a,+s,a,
=(sy +s_)a, +i(s_ —si)a, +s,a,
=s.(a, —ia,) +s_(a, +ia,) +s,a,

= \/§s+ai +V2s_a,+s,a, (1.22)
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donde hemos usado los operadores de oscilador de la ecuacion (1.20) y los
operadores de ascenso y descenso del espin, que se definen de la misma ma-
nera que los introducidos en la ecuacién (1.6). Andlogamente, se puede en-
contrar

s-a = \/§s+aj1 ++v2s_a) +s,a]. (1.23)

Sustituyendo estos resultados en la ecuaciéon (1.13) encontramos la siguiente
expresion para el Hamiltoniano del ODM

H=mc%c,+n (G_szai + a+szaz)
++/2n (o+s+ai + G_s_a.T)
+ \/En (0'+s_ad + 0'_s+a2) s (1.24)

el cual puede ser mejor interpretado si lo expresamos en forma de matriz

mc?/m 0 a, V2q,
0  mc? V2a —a
H=n ! /n. v, : (1.25)
al \/zad —mc*/m 0
vV2a] —d! 0 —mc?/n

De la ecuacién anterior notamos que de no ser por los operadores a, y a;:,
tendriamos un sistema desacoplado en los operadores de ai,ag‘ y ad,a:;. El
acoplamiento dado por la componente z dificulta la diagonalizacién usan-
do esta representacién. Un resultado semejante se reporta previamente en
la literatura [36], cuando se consideré una particula de Dirac en un campo
magnético uniforme. Ahi se incorpora en el Hamiltoniano el potencial vecto-
rial A = %(— y,x,0) y obtienen la misma estructura de de la ecuacién (1.25)

pero con p, en lugar de a,.

ODM en 3 + 1 dimensiones

Ahora reconsideramos el caso de 3+ 1 dimensiones aprovechando la sime-
tria esférica del problema. De la ecuacién (1.11) es evidente que H* conmuta
con J?, el cuadrado del momento angular total

J=L+S, (1.26)

donde S = hs /2. Ademas, podemos identificar una constante de movimiento
adicional
IODM :ClT'Cl-l- %O-Z" (1-27)
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para la cual puede verificarse que conmuta con H. La constante I, estd for-
mada por el operador de nimero del oscilador a’- a y por o, . Esto nos indica
que las funciones propias de H pueden ser expresadas como una combinacion
de |£), los espinores del espin-*, y los estados propios del oscilador arménico
isotrépico tridimensional con momento angular [ acoplados a un espin %:

Ing (1,3) jmj), (1.28)

donde j y m; son, respectivamente, el numero cudntico de momento angular
total y su proyeccion sobre el eje preferencial. ng y [ son los nimeros cudnticos
radial y de momento angular del oscilador y se relacionan con el niumero total
de la siguiente manera

N =2mg+l=n,+n,+n, (1.29)

siendo n,, n,, n, las nimeros cudnticos cartesianos del oscilador. Como el mo-
mento angular total queda determinado al sumar o restar 1/2 al momento
angular total, fijaremos el valor de j y lo sustituiremos en [, es decir

[=j%; (1.30)

Por otro lado, el Hamiltoniano del ODM en la ecuacién (1.13) esta for-
mado por los operadores de escalera s - a y su hermitiano conjugado. Esto
nos indica que una forma para encontrar los estados propios es conociendo
la manera en que actian estos operadores de escalera sobre los estados de
la ecuacion (1.28). Asi podemos escribir esta accién [3], para los dos casos
separados donde [ = j + % yl=j— %, de la siguiente manera

s -alng (] + %; %) jmj) =/ 2ng +2j + 2|ng (J - %, %) jm;)

s-alng (j—2,2) jm)) = v/2melng =1 (j + 2, 2) jm)). (1.31)
Con lo que podemos verificar también, que el Hamiltoniano del ODM no afec-
ta la proyeccion de momento angular total m;, es decir los eigenestados del

ODM estan degenerados con m;. Como solo dependen del valor de ny y j y
estos definen a su vez el numero total de oscilador

N =2nz+j+3, (1.32)

entonces ahora podemos usar N para etiquetar los estados de la siguiente
manera

IN) =g (j £ 3,2) jm)). (1.33)
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No hay ambigiiedad si uno recuerda la dependencia de N en j y ny de la
ecuacion (1.32). La clave en este caso es la paridad de N, ya que j es un
semientero, por lo que j + % tiene siempre la paridad opuesta a j — % y por

la forma de la ecuacién (1.32), N tiene siempre la paridad de j + % Cabe

mencionar que el minimo valor para N serd N.;, = j — %, que es cuando
ng = 0. Con estas consideraciones, la ecuacién (1.31) toma la forma

s-a|N)=+/u(N)|N —1) (1.34)

con la introduccion de

2ng+2j+2 N=2ng+j+1
MN%:{ R RTITS (1.35)

2n,  N=2ng+j-1

la cual contempla las dos formas de sumar j. La tabla 1.1 muestra como |N)
etiqueta a los estados de oscilador acoplados a espin 1/2 y el resultado de
aplicar a cada uno el operador s - a como en la ecuacion (1.34).

u(N) IN') Estados propios a’ - a y J?
2ng +2j+4 | 2z +j+2) | Ing+10 +3,3)im))

2np + 2 2np+j+2) | Ing+1(G =5, 2)im;)

2ng +2j+2 | 2ng+j+3) | Ing(G+3,5)im;)

2ny 2ng+j =) | Ing(G =3, 3)im;)

2ng +2j 2ng+j—=2) | Ing =10 +3,7)im))

2ng —2 2ng+j—2) | Ing =10 = 5,3)im;)

2 j+3) 11(j = 3, 3)im;)

2j+2 j+3) 0Gj + 3, 3)jm;)

0 j—=3) 0(j = 3, 3)im;)

Cuadro 1.1: Estados propios del oscilador acoplados a espin 1/2 y etiquetados
por el numero cudntico total de oscilador N. A la izquierda el valor u(N) en
la ecuacion (1.34).
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Ahora, estamos en posicion para diagonalizar H en bloques de matrices
de 2 x 2 de dos tipos

2
mc N4/ u(N) ) (1.36)

H(N) =
) (m/u(N) —mc?

y en completa analogia con el MJC (ver ecuacién (A.10) del apéndice A) uno
puede expresar las correspondientes energias propias como

EL(N) =%/ m2c* + n?u(N) = £E(N). (1.37)
y los estados propios

|4, N) =sin(Oy)[-)IN) + cos (O )| +)IN — 1),
lo_,N) = cos (6y)|—)IN) —sin(6y)|+)IN — 1), (1.38)

E(N) — mc?
GN = arctan W . (139)

Aqui se puede notar, que en el limite no-relativista la componente chica tien-
de a cero, ya que E(N) ~ mc?, por lo que 0y ~ 0y |p,,N) ~ |+)|N —1).
Ademas, de las ecuaciones (1.37) y (1.35) podemos ver que los estados con
N =2nz+j— % estan infinitamente degenerados, ya que tienen energias que
no dependen de j. La tabla 1.2 muestra la manera de parear los estados |N)
con los espinores |+) para formar eigenestados de energia positiva. Si N tiene
la misma paridad de j — % y |N) se parea con |—), entonces |[N — 1) se parea
con |+) y se tiene un estado de infinita degeneracion, el caso contrario es de
degeneracion finita.

De las ecuaciones (1.36), (1.37), (1.38) uno puede notar una gran seme-
janza con el MJC del apéndice A. Si ahora uno toma N con la misma paridad
que j — % los bloques en la ecuacion (1.36) son equivalentes a aquellos en la

con

ecuacién (A.10), si uno identifica v/21n — hg y mc? — k6. Por lo tanto, po-
demos establecer que el ODM en 3 4+ 1 dimensiones puede ser parcialmente
mapeado al MJC, siendo la parte mapeable la de soluciones con degeneracion
infinita. El caso con degeneracion finita no estd perdido del todo. Es posible
aun mapearlo por partes si uno se restringe a bloques de 2 x 2. En este caso
uno necesitaria hacer la identificaciéon 4/2n + 2j + 27 con hg.

Finalmente en la tabla 1.3 se presenta un resumen de las correspondencias
entre constantes relevantes para el mapeo entre el ODM al MJCen 1+1, 241
y 3+ 1 dimensiones.
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Degeneraciéon | Degeneracion
infinita finita
Espinor | |N) Espinor
|—-) ' :
+) 2n+j+3) | )
-) 2ng+j+2) | 1)
+) 2ng i+ | 1)
B 2n+j— ) | 1)
[+) 2na+j—2) | 15
-) 2ng+j—2) | 1)
B i+2) +)
+) J+0) -
B -1 +)

Cuadro 1.2: Forma de parear los estados |[N) con los espinores y la degene-
racién del correspondiente estado del ODM.

(s6lo por bloques):

V2ny/ng+j+1

DMO o g Base Constante I,
1+1 mc? | n=+v2hwmc? |—=)|n,), a‘a+ %az
[+)n, —1)
241 mc? | V2n |—=)ny), a;ad+%az
[+)ng — 1)
Degeneracion infinita:
V2n
3+1 | mc? b s |—)IN), a'-a+;o,
egeneracion finita )N — 1)

Cuadro 1.3: Resumen de las correspondencias entre constantes relevantes pa-
ra el mapeo del ODM sobre MJC.
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CAPITULO 2

Un oscilador Dirac-Moshinsky acoplado

2.1. Acoplamiento a un campo externo

En esta secciéon presentamos una extensién al ODM con una interaccién
con un campo de isoespin modelado como un potencial que se suma al Ha-
miltoniano total de la siguiente manera

H=H+ . (2.1)

De las multiples opciones que preservan la integrabilidad del sistema, en este
trabajo usamos probablemente la mds simple, un acoplamiento lineal, i.e.

*=y(c' I +0, o)+ y0,, (2.2)

en donde .&/" y .o/ representa el operador de creacién y aniquilacién de cual-
quier caso dimensional presentado en la seccién 1.2 y se muestran en la tabla
2.1. Hemos denotado con primas los operadores relacionados con el isoespin
del campo para distinguirlos de los correspondientes al espin-*. El Hamilto-
niano completo queda entonces representado por

H=nlo_d"+o,.d)+ (o o+ o', )+ mc*o, +yo. (2.3)

En este trabajo no nos centraremos en la naturaleza de este potencial  ni
en su invariante de Lorentz, para esto referimos a [34] en donde ha sido
presentado de manera detallada.
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De aqui procederemos tomando .¢f como cualquier operador escalera que
satisfaga
ANN) =F(N)|AN—1) (2.4)

en seguida notamos que tomando en cuenta el isoespin del campo uno tiene
la integral de movimiento'!

S=o g +1(0,+0)). (2.5)
Usando la base donde .¢ es diagonal, es decir
== A +1) RN DN DN =1),  (2.6)

el Hamiltoniano puede representarse de manera diagonal por bloques, con
cada bloque formado por matrices de 4 x 4

—mc®>—y ¥y FN+1) nF(N+1) 0

N rF(N+1) y—mc? 0 NF(N)
H = 2.
(A NF(N +1) 0 mc2—y  yFN) |’ (2.7)
0 nF(N) 1 F(N) mc+y

y en donde Z(A) depende de la dimension elegida. n quedd definida en
(1.14) y y representa la intensidad de acoplamiento con el campo.

El andlisis de la seccién 1.2 nos ha permitido construir una generalizacién
del ODM en cualquiera de las tres dimensiones consideradas. La Tabla 2.1
muestra para cada dimension, la correspondencia del operador de escalera
¢/, la integral de movimiento .#, el nimero cuantico .4 y la funciéon & (A")
introducida en la ecuacion (2.7).

' Cuadro 2.1:
ODM | &7, o N4 FN) | |AN)
1+1 | a',a a'a+ (0, +0)) Jn In)

241 | V2d!, vV2a, a;';ad+%(az+o;) V2 mg | Ing)
3+1 |s-a,s-a a"f-a-i—%(az—i-o;) VuN) | IN)

El sistema es nuevamente integrable y uno puede encontrar las energias
y vectores propios diagonalizando cada bloque H(.4"). Las soluciones seran

!se define en la tabla 2.1 para cada caso dimensional.
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analizadas en el capitulo siguiente cuando consideremos el sistema de Opti-
ca cuantica que estd representado por un Hamiltoniano del mismo tipo. Ahi
daremos la solucién de manera mds detallada. Aqui mostraremos brevemen-
te como aplicacion la evolucion del entrelazamiento del ODM con el campo
externo.

2.2. Entrelazamiento con el campo

En esta seccién analizamos con un simple ejemplo la dindmica de una
particula de Dirac bajo la influencia del campo de isoespin. Para este propdsito
y por simplicidad usaremos el estado producto inicial

|Wo) =lp_, A/ =0) (cosO|+') +sinb|-")), (2.8)

el cual estd formado por una posible superposicién de los estados del campo
y por el estado base del ODM, el cual se puede tomar de la ecuacién (1.38)
para el caso de 3 + 1 dimensiones. En los casos de 241 y 1 4 1 dimensiones,
el estado base corresponde al mismo del MJC en la ecuacién (A.12).

Con la eleccién A4 = 0 y en primera instancia con 8 = 0 se puede notar
de la ecuacion (2.6), que la base se reduce a tres estados, ya que .4 no puede
ser negativa. Por lo tanto, la evolucién quedard confinada en un subespacio
tridimensional (matices de 3 x 3)? del espacio de Hilbert y el vector de estado
a todo momento se puede escribir ahora como

[W(6)) = By (D) =)=")1) + Bo(O)[+)|=0) + B3 ()| -)[+)[0).  (2.9)

Los coeficientes de B(t) se pueden obtener una vez que se conoce la transfor-
macion que diagonaliza los bloques del Hamiltoniano (2.7). Esto lo explica-
remos a detalle en el siguiente capitulo.

Si uno simplifica el problema atin mds, usando n = y = 1y mc? =y, se
pueden encontrar soluciones explicitas sencillas para estos coeficientes,

B, (t) =fo(t),
Bi(t) =1 (1 - fo(t)+(~1)'g(1)), 1=2,3 (2.10)

2para .4 > 0 uno tendria un espacio de dimensién 4.
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con las siguientes definiciones

sin (tm)

) =5
g(t) :H— \'2+2Y2COS (t(1/2+)/2—)/))+cos (t (1/2+Y2+Y)).
2/2+7 V2473 + /247

(2.11)

En lugar de analizar el vector de estado, nos enfocaremos a estudiar el
entrelazamiento entre el campo y el oscilador Dirac-Moshinsky. En el siguien-
te capitulo hablaremos mas de algunas medidas de entrelazamiento, por el
momento baste con mencionar que utilizaremos la pureza de la matriz de
densidad reducida al campo para medir esta propiedad: entre mas (menos)
puro sea el estado del campo, menos (mds) entrelazamiento tendra con el
ODM. En este caso se encuentra que

|B.(O)] + By 0

2.12
0 |B2(f)|2 ( )

p'(t) = Tropy {1 W(ON(W(O} =

En la operacién anterior, la traza fue tomada sobre los grados de libertad del
ODM. Con esto, el entrelazamiento con el campo se puede medir ahora con
la pureza con la siguiente operacion

P'=Tr{p"?} =1 + 1 (g() - fo(t))". (2.13)

La figura 2.1 muestra la pureza como funcién del tiempo t y 7, la inten-
sidad del campo. Recordamos que en este caso fijamos la energia en reposo
al valor de esta intensidad, es decir mc? = y. La pureza toma un valor inicial
P’ =1 como era de esperarse, ya que se inicia con un estado puro. El en-
trelazamiento maximo ocurre cuando la pureza alcanza su valor minimo en
P’ =1/2. Se observa oscilacién entre estados totalmente puros y entrelazados
y se aprecia un aumento en el periodo de oscilacién con y creciente.

Normalmente uno esperaria un aumento de la frecuencia como se obser-
va en la figura 2.2, el cual contempla un caso con asimetrias. Ahi calculamos
numéricamente con pardmetros para la energfa en reposo mc? = 3.2 y con
1 = 1, mientras que para el acoplamiento con el campo y = 1.2. Considera-
mos dos casos, uno en el cual el campo se encuentra en el estado excitado,
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Figura 2.1: Pureza del campo como funcion del tiempo y la masa en reposo
mc? = y, para un estado inicial formado por el estado base del ODM E =0y
el estado excitado del campo de isoespin |+). y = 7.

en la parte inferior y en la parte superior con 6 = 1/4 en la ecuacién (2.8),
0 sea una superposicién simétrica de los dos estados del campo. En este ulti-
mo caso, en el vector de estado inicial se encuentran términos con diferentes
valores de la integral de movimiento. Tendremos .¢ = 0 que forma un bloque
de 3 x 3 e £ = —1 en donde sdlo se encuentra el estado |0)|——). La figura
muestra la Pureza como funcién del tiempo y de la intensidad del campo y. En
ellas podemos notar como la frecuencia aumenta con la intensidad del campo
estdtico, hasta el punto de la resonancia mc? = y, en donde, como mostramos
en la figura 2.1 la frecuencia disminuye. Es de resaltar también, la diferen-
cia entre estados iniciales, pues para 6 = 7/4 la Pureza oscila con amplitud
menor, es decir en este caso el entrelazamiento con el ODM es menor.
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Pureza

Pureza

Figura 2.2: Pureza del ODM como funcidn del tiempo T y el campo estético
y. Los pardmetros son mc? = 3.2, n = 1.2. La figura arriba corresponde a
ya 0 = m/4y abajo a 6 = 0. Tomamos n = 0 para el estado de oscilador.
La estructura y ~ m se encuentra presente en ambas figuras y persiste a
todo tiempo. Este es el andlogo a la figura 2.1. En esta regién se observa una
disminucion en la pureza. Esto es una indicacién del entrelazamiento maximo
entre campo externo y estados de energia positiva y negativa de la particula
confinada. La situacién corresponde a un régimen en el cual la intensidad del
campo es comparable con la energia en reposo.
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2.3. Conexidn con Optica cuantica

Como vimos en el primer capitulo, hay una estrecha relacion entre el os-
cilador de Dirac-Moshinsky con éptica cudntica, en particular con el modelo
de Jaynes-Cummings. El modelo acoplado a un campo con isoespin también
estd intimamente relacionado. El Hamiltoniano de la ecuacién (2.3) puede
ser utilizado en el contexto de dptica cudntica para describir un sistema com-
puesto por dos dtomos dentro de una cavidad, si uno identifica .&/" y ./ con
los operadores de creacién y aniquilacién a’ y a de un modo de la cavidad y
el espin-* y el isoespin, cada uno, con un dtomo diferente. Ademds, uno tiene
que considerar a 1) y ¥ como los acoplamientos de cada dtomo con la cavidad
y mc® y y con las desintonias de cada transicién atémica con el modo de la
cavidad.

Esto significa que el modelo extendido puede ser también realizado ex-
perimentalmente en cavidades dépticas. Los casos de dimensién 1+ 1y 2+ 1
pueden ser mapeados de manera exacta, mientras que el caso en 3+ 1 puede
ser uinicamente reproducido para el caso que se considerd en la subseccién
2.2. Esto se debe a que en 3 + 1, el acoplamiento con el campo mezcla la
dindmica de las partes finita e infinitamente degeneradas, lo cual a su vez
ocasiona que la Z(N) de los bloques (2.7) del Hamiltoniano H dependan
de u(N) e incluyan términos con 2ny + 2j + 2. Sin embargo, si escogemos
N = 0, la ecuacién (2.7) se reduce a una matriz de 3 X 3 y Unicamente el
valor u(0) = 2ny entra en juego. Entonces el caso estudiado en la subseccion
2.2 puede ser también mapeado en las 3 dimensiones a un sistema de dptica
cudntica.

En el contexto de informacién cudntica, este es quizas un de los mode-
los mas simples en los cuales uno puede estudiar dos aspectos importantes:
entrelazamiento y decoherencia. El primero como recurso para implementar
protocoles de informacién o computo cudntico, mientras que el segundo re-
sulta ser un obstaculo para dicha implementacion. Dedicamos el resto de esta
tesis a este estudio.
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CAPITULO 3

Dos atomos dentro de una cavidad

Hemos visto que el sistema relativista estudiado en el capitulo 2 puede
ser representado por un sistema de dptica cudntica: dos dtomos acoplados al
modo de una cavidad electromagnética. Este tipo de sistemas han despertado
gran interés en la comunidad [15, 16, 17], debido a su factible realizacién
experimental [13, 14]. Ademas, este sistema resulta ideal por su simplicidad
para estudiar el entrelazamiento como fuente de decoherencia y como recurso
[27], si se considera a la cavidad como el entorno de un sistema central for-
mado por los dos atomos. Es por esto que a partir de este capitulo cambiamos
a esta perspectiva de dptica cudntica y encontramos las soluciones detalladas
del problema. Dedicamos la ultima parte de este capitulo para explicar las
medidas de entrelazamiento relevantes para nuestro sistema.

3.1. El Hamiltoniano

El modelo que utilizaremos en los siguientes capitulos describe a 2 &tomos
de dos niveles con interaccién y acoplados a un modo de una cavidad elec-
tromagnética. El Hamiltoniano que describe tal modelo puede dividirse de la
siguiente manera

HtOt = Hcav + Hat + Hcav—at + Hat—at' (3' 1)
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Los dos primeros términos corresponden a la energia de los sistemas desaco-
plados, la energia del modo de la cavidad y la energia de los 4tomos, es decir

Hy=ho (a'a+1),  Hy=hwo,+hw,o!, (3.2)

donde w es la frecuencia del modo de la cavidad y & la constante de Planck
sobre 27, cada hw; es la diferencia de energias entre los dos niveles del j-
ésimo atomo. Usamos definiciones estdndar de los operadores de creacion y
aniquilacién de un oscilador (a,a") en donde si |n) es un estado de n fotones
en la cavidad, se cumple

aln) = vnjn—1), a'ln) =+vn+1n+1). (3.3)

En cuanto a los operadores atomicos los hemos distinguido poniendo una
prima a los que corresponden al “segundo” dtomo. Y utilizamos las matrices
de Pauli que se muestran en la ecuacién (1.5).

El tercer término de la ecuacién (3.1) corresponde al acoplamiento de los
atomos con la cavidad y puede escribirse como:

H, v = hg; (G+a + o_aT) + hg, (ajra + 0’_a"r) . (3.4)

Cada uno de estos términos corresponde a una interacciéon de tipo Jaynes-
Cummings, la cual se describe en el apéndice A y cada g; representa la inten-
sidad del acoplamiento del j-ésimo dtomo con la cavidad. Utilizamos ademas
los operadores atémicos de ascenso y descenso o |F) = |%), introducidos en
la ecuacién (1.6), para los estados base |—) y excitado |[+) de un atomo de
dos niveles.

Finalmente, el cuarto término de la ecuacién (3.1) describe la interaccién?
de los dos atomos y en particular la consideraremos del siguiente tipo

H, . =ho,0, +2hk (a_ajr + 0+0’_) , (3.5)

en donde hemos distinguido entre la interaccién Ising con intensidad J y la
interaccién dipolo-dipolo con intensidad 2k. Una interaccion de Heisenberg
isotropica, es decir el caso o - 0’, se obtiene en el caso particular cuando
J = 2k.

Para simplificar un poco el tratamiento y disminuir en uno el nimero de
constantes del problema, cambiaremos a un marco de interacciéon con el Ha-
miltoniano de referencia

H, = hw (a'i‘a + %) + hew (az + a;) , (3.6)

'En esta tesis y para evitar confusién, distinguiremos entre “interaccién” ente los 4tomos
y “acoplamiento” con la cavidad.
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de tal suerte que aplicando la transformacién unitaria e /% como se explica

con mas detalle en el apéndice A, y tomando unidades de 7 = 1, podemos
ahora trabajar con el Hamiltoniano

H=6,0,+6,0.+g (U+a - U_a") + g5 (0’+a - O'/_a"‘)
+ 2K (o_ajr+o+a’_) +Jo,0., (3.7)

el cual describe la misma dindmica que H,,, un sistema compuesto por dos
atomos de dos niveles interactuando con un modo del campo electromag-
nético. Aqui cada 6; = w — w; representa la desintonia de la frecuencia de
transicion de cada dtomo con respecto a la frecuencia del modo de la cavidad.
El Hamiltoniano de la ecuacién anterior sin interaccion entre dtomos es
equivalente al de la ecuaciéon (2.3) estudiado en el capitulo anterior para el
sistema relativista. En este capitulo incluimos la interaccién entre los dtomos,
ya que cobra sentido fisico en este contexto y no se pierde la solubilidad. Una
diferencia que vale la pena comentar, es que para llegar esta descripcion en
Optica cudntica se usa la aproximacién de onda rotante, vista en el apéndice
A, mientras que la descripcidon en el sistema relativista no hace uso de ella.

3.2. Diagonalizacién y evolucion temporal

Para estudiar la dinamica del sistema descrito por el Hamiltoniano (3.7),
es primero necesario resolver la ecuacidon de Schrédinger estacionaria. Para
tal fin, uno nota que al igual que en el caso del Hamiltoniano de Jaynes-
Cummings, el numero de excitaciones en el sistema se conserva, es decir el
operador

I=d'a+ % (O‘Z + a;) (3.8)

conmuta con el Hamiltoniano ([H,I] = 0) y por lo tanto es una constante
de movimiento y en general ésta es la inica. Cabe destacar que la interaccion
entre los 4tomos que elegimos también conserva este numero de excitaciones,
sin embargo, esto no es cierto si uno considerara una interaccién de Heisen-
berg anisotrépica, del tipo
/ / /
€0,0, +¢,0,0, +c0,0, Cy # Cy

Usando interacciones de Ising y dipolo-dipolo, lo cual corresponde a ¢, =

¢y, COMO elegimos en el Hamiltoniano (3.7) el numero de excitaciones siem-



34 3. Dos atomos dentro de una cavidad

pre se conserva para cualquier eleccién de constates de interaccién, desinto-
nias y acoplamientos. Por esta razén, usamos la base en la que I es diagonal:

19"y = =) n+1)  [¢{V) = |—+)In)
|pT7) = |+=)|n) 100y = |+4)|n — 1) (3.9)

donde |n) describe un estado de n fotones en la cavidad, mientras que |—) y
|+) describen el estado base y excitado de un atomo de dos niveles. Hemos
utilizado la convencidn de escribir los kets del primer dtomo a la izquierda y
ha de entenderse que, por ejemplo, |++) = |[4+) ® |+’). Por otro lado, es facil
corroborar que para cualquier n los estados de la base satisfacen la siguiente
relacion:

11" =nl¢™).
De esta manera, representado en la base de I, el Hamiltoniano H puede
ser expresado como una matriz diagonal por bloques

HO ¢ 0
0 HY o )
H=1"9 o g g

en donde los elementos de la diagonal H™ representan matrices de 4 x 4 con
elementos H™ = (qb](.n)lH |¢,E”)). Explicitamente, uno obtiene

jk
J_51_52 g2Vn+1 g1Vn+1 0
H(n): gzvn+1 52_51_J 2K gl\/ﬁ (3 10)
gl\/n+1 ZK 51_52_J gz\/ﬁ '
0 g1vn g2v/n J+6,+0,
Para n = 0, la base se reduce a los tres elementos |——)|1), |[—+)|0) y |[+—)|0)
y para n = —1 queda representada sdlo por el ket |[——)|0), el cual es un estado

estacionario que permanece desacoplado de todos los demds y representa a
los dos atomos en el estado base y ningtin foton dentro de la cavidad.

Ahora el problema de eigenvalores se reduce a diagonalizar cada blo-
que de 4 x 4 del Hamiltoniano encontrando la transformaciéon apropiada
vWTHMAY M de donde se pueden obtener los eigenvectores:

) ZV(”) &), (3.11)
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los cuales satisfacen la ecuacién H |1/J§.")) = EJ(.”)|1/;§”)). Resolviendo la ecuacién
cuartica deprimida del polinomio caracteristico se pueden encontrar solucio-
nes explicitas para los eigenvalores El.(n) y eigenvectores VJ(Z) y éstos permiten
dar la evolucién de un estado arbitrario, formado por una superposicion de
los estados |1/)§.")), en forma cerrada. En el apéndice B escribimos de forma
explicita la solucion general para este problema de eigenvalores.

Una vez que hemos diagonalizado el Hamiltoniano (3.7), podemos calcu-
lar de manera explicita la evolucién temporal de cualquier condicién inicial
que propongamos. Dado que nuestro objetivo es calcular el entrelazamiento
entre los dos dtomos y a su vez el de ellos dos con la cavidad, nos resulta
conveniente considerar los grados de libertad de la cavidad como un entorno.
Para este propdsito, escogemos estados iniciales producto con los estados de
la cavidad, de la forma

4
o) =Y Alp) @ Y D™n), (3.12)
j=1 n

donde hemos usado la siguiente base atémica

[P0 =1==), ) =|—+),
[P3) =1+=),  |@a) = |++). (3.13)

y, en principio, considerando D™ como cualquier distribucién en el nimero
de fotones n, restringida a la condicién Zn |ID™W|?2 = 1. Lo anterior, junto
con los coeficientes A; definen completamente el estado inicial. El vector de
estado a un tiempo arbitrario en la evolucién bajo el Hamiltoniando (3.7),
puede escribirse como

w(0) ZZB“)@)W”) ) (3.14)
con los coeficientes
4
BY(6)= D e E DA, (V) v, (3.15)
j,k=1

donde utilizamos la siguiente funcién auxiliar

h(j) =4 0 , j= 2,3
1, j= 4
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y V(W es la transformacién que diagonaliza cada bloque del Hamiltoniano de
la ecuacién (3.10) y se presenta en el apéndice B.

Para una mejor legibilidad, en lo que sigue, omitiremos escribir la depen-

dencia temporal en estos coeficientes, de tal modo que debe entenderse en lo
: n) _ p()
que sigue que B, = B, ’(t).

Una vez que hemos calculado la evolucién temporal del sistema a través
de su vector de estado |¥(t)), podemos preguntarnos por la evoluciéon de
otras cantidades relevantes, como el entrelazamiento entre las diferentes par-
tes que lo componen. En la siguiente seccién explicamos qué cantidades son
relevantes para ello y como calcularlas.

3.3. Entrelazamiento

El entrelazamiento es una propiedad de los sistemas cuanticos que los
correlaciona indistintamente de su posicién espacial o temporal. Un estado
cuantico puro formado por dos partes se encuentra entrelazado si no puede
ser escrito como un producto de estados de los dos subsistemas que lo com-
ponen, es decir

|Entrelazado) # [¢,) ® |[Y5). (3.16)

El entrelazamiento de dos sistemas se puede cuantificar, es decir es posible
distinguir entre estados mds y menos entrelazados. En este trabajo estudiamos
un sistema que consta de tres partes: dos dtomos y una cavidad. Entonces
podemos distinguir entre seis posibles formas de entrelazamiento:

1. Dos atomos con la cavidad.

2. La cavidad y un atomo con el otro &tomo (dos combinaciones).
3. Un atomo con el otro atomo.

4. La cavidad con otro atomo (dos combinaciones).

En lo que resta de la tesis, nos centraremos en el estudio del entrelazamiento
del punto 1 y 3, sin embargo en la seccidén 2.2 medimos un entrelazamien-
to que es equivalente al del punto 2, recordando que la cavidad y un dtomo
se identifican con los grados de libertad del ODM vy los del otro 4&tomo con
los del campo. En seguida explicaremos como calcular cada forma de entre-
lazamiento en el sistema, excepto el punto 4 que no consideramos en esta
tesis.
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Entrelazamiento de dos atomos con la cavidad

La informacion sobre el entrelazamiento entre los dos 4tomos y la cavidad
nos la proporciona la matriz de densidad reducida a uno de los subsistemas.
Para calcularla, partimos de que conocemos el vector de estado |¥) = |¥(t))
del sistema total, el cual ha evolucionado unitariamente en el tiempo y es un
estado es puro. Por tanto podemos calcular su matriz de densidad usando el
producto exterior de la siguiente manera

o =[¥)(¥l.

Ahora podemos proceder a calcular la matriz de densidad reducida a uno
de los subsistemas, trazando sobre los grados de libertad del otro. Cualquier
eleccion, es decir la matriz reducida a la cavidad o a los 4&tomos nos daria
la misma informacidén, en cuanto a entrelazamiento entre ellos se refiere. En
nuestro caso tomaremos traza parcial sobre los grados de libertad de la cavi-
dad de la siguiente manera

o :Z(nlgln). 3.17)

n=0

De las ecuaciones (3.14) y (3.15), se puede mostrar que las entradas de esta
matriz estan dadas por

_ (n+h(j)) ( (n+h(k)))*
pj= Y BIHY (BN (3.18)

Asi, hemos obtenido la matriz de densidad reducida del sistema compuesto
por los dos dtomos de dos niveles. Esta matriz es de 4 X 4 y contiene toda la
informacién que necesitamos sobre el entrelazamiento con la cavidad. Para el
maximo entrelazamiento entre los dos &tomos con la cavidad, el resultado de
la ecuacion (3.18) serd un estado completamente mixto, es decir el estado }‘]L‘,
donde I, es la matriz identidad de 4 x 4. Por otro lado, si los dos 4&tomos no
estan entrelazados con la cavidad, la matriz de densidad reducida describira
a un sistema puro. Entonces para medir el entrelazamiento necesitamos una
cantidad que nos cuantifique que tan pura es la matriz de densidad reducida
a los dtomos o que tan lejos estd del estado completamente mixto. Por la
simplicidad operativa con la que se puede calcular, elegimos en este trabajo
la pureza, que como su nombre lo indica mide que tan puro es el estado y se
define como la traza del cuadrado de p, i.e.

P(p) =Tr{p2}. (3.19)



38 3. Dos atomos dentro de una cavidad

De donde notamos que para una matriz de densidad reducida p pura, la
pureza es P = 1. En esta situacion los subsistemas no se encontrarian corre-
lacionados, por lo tanto no habria entrelazamiento entre ellos y el el estado
p seria separable. El entrelazamiento seria maximo si la matriz de densidad
reducida fuese una mezcla total, es decir I, /4. En este caso los subsistemas se
encontrarian totalmente correlacionados y la pureza tendria su valor minimo
P = 1/4. Cabe mencionar que para una matriz de densidad de dimension d,
el minimo valor de la pureza seria 1/d.

Como ya mencionamos, utilizaremos la pureza de la matriz reducida por
su simpleza, sin embargo no es la Uinica medida de entrelazamiento. Otra
medida comtinmente utilizada es la entropia de von Neumann y se define
como

S(p)=-Tr{plog,p}. (3.20)

Es la extensidn a mecdnica cudntica de la entropia de Shannon en teoria de
la informacién y de la entropia termodindmica [27]. Se toma la base d (di-
mension de la matriz) de la funcion logaritmo para garantizar que S(p) varie
entre 0 y 1. En este caso p es una matriz de 4 X 4, por lo que se ha de usar
la base d = 4. El cédlculo de esta medida es mds complicado por la presen-
cia de la funcién logaritmo, con lo cual es necesario diagonalizar la matriz
de densidad para calcularla a partir de sus valores propios r; de la siguiente
manera

S(p)=—Y rlogr, (3.21)

L
Esto aflade la operacion de diagonalizacion para su evaluacién, mientras que
para la pureza simplemente hace falta evaluar su cuadrado y sumar los tér-
minos de la diagonal.
Consideremos ahora la la entropia lineal, la cual surge de reemplazar log p
por p — 1 en la ecuacidén (3.20), con lo que se obtiene

Si(p)=-Tr{p(p =1} =1-P(p). (3.22)

Aqui vemos la estrecha relacién con la pureza definida en la ecuacién (3.19).
Para garantizar que S; varie entre 0 y 1 suele usarse la normalizaciéon d/(d —
1), donde d es la dimension de la matriz y en este caso d = 4.

Entrelazamiento de la cavidad y atomo con otro atomo

Para calcular el entrelazamiento de un atomo con el resto del sistema,
tenemos que calcular la matriz de densidad reducida a este dtomo. Con la
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matriz de densidad reducida a los dos atomos de la ecuacion (3.17) estamos
a “mitad del camino”, ahora sélo hace falta trazar sobre los grados de libertad
de un 4tomo para obtener

p’ = {+lpl+) + (=lpl-). (3.23)
A partir de ella podemos calcular la pureza
P =Tr{p"}, (3.24)

la cual toma valores entre 1, para un estado puro, y 1/2 para el estado com-
pletamente mixto [,/2. Este es el caso andlogo a la seccién 2.2 en donde
evaluamos la matriz de densidad reducida al campo de isoespin y evaluamos
su entrelazamiento con el ODM.

Alternativamente podriamos usar también la entropia de von Neumman
de la ecuacién (3.20) tomando d = 2, pues ahora p’ es una matriz de 2 x 2.

Entrelazamiento entre los atomos

En este caso, los grados de libertad de la cavidad no interesan mds y nues-
tro punto de partida es la matriz de densidad reducida a los dos atomos, la
cual describe un estado que tipicamente no serd puro, pero que se puede
escribir como la suma estadistica de estados puros, es decir

p= me/)i)(wil, (3.25)

donde cada p; es el peso estadistico del estado |1;) de dos atomos en el en-
samble que describe alguna matriz de densidad p. Ahora consideremos la
matriz de densidad reducida a un sélo dtomo p; a partir del estado puro de
dos dtomos? |1);)(1p;|. Para ser especificos con la definicién de entrelazamien-
to para estados mixtos, se introdujo el concepto de entropia de formacion
[37], el cual se define como

&(p) =min Y p:S(p)), (3.26)

lo cual representa el promedio de la entropia de von Neumann, ecuacién
(3.20), de la matriz de densidad de un sélo atomo plf evaluada a partir del

2 p! se puede obtener con la operacién de la ecuacién (3.23), reemplazando p por

1) (¥l
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estado puro de dos atomos |v);), y minimizado sobre todas las posibles des-
composiciones de la matriz de densidad p. Y es que la descomposicién en
estados puros no es unica; la misma matriz de densidad se puede obtener a
partir de diferentes estados puros en la ecuacién (3.25). Por ejemplo, para el
estado

1 1
Py =5 (W) +W)E) = S (+=) |+ =)+ G27)

mostramos dos descomposiciones en estados puros, una de ellas a partir de
los estados de Bell
[*) = S (=) £ +-)), (3.28)

para los cuales se puede probar que estdn completamente entrelazados, mien-
tras que la otra descomposicion es a partir de estados producto y por ende no
entrelazados, por lo tanto &(p,;) = 0.

Afortunadamente, dada un matriz p de dos qubits o dos dtomos de dos
niveles, no hace falta calcular todas sus descomposiciones en estados puros.
En este caso, el entrelazamiento de formacion puede ser calculado a partir de
la la concurrencia [38, 39], la cual se define como

C(p) =Max{0, /2 = /A, = /25 — V2 } (3.29)

donde A; son los eigenvalores de la matriz
o,0 p‘o,o’
p Yoy p Y-y

en orden decreciente. La relacion con el entrelazamiento de formacion es la
siguiente [38, 39]

S (1+\/1—c (p))’

2
h(x) = —xlog, x — (1 — x)log,(1 — x), (3.30)

de donde se puede apreciar que &(p) es mondtonamente creciente con C(p)
y ambas cantidades varian entre 0 y 1. Por lo tanto la concurrencia es también
una buena medida del entrelazamiento. Aun cuando es mds simple de calcular
que la entropia de formacidn, esta medida es atn dificil de evaluar de forma
analitica. Usualmente se recurre a calculos numéricos para su evaluacion. Sin
embargo existen algunos procesos simples para los cuales su calculo en forma
cerrada es posible. Esta tesis hace una aportacion en este sentido.
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Experimentalmente la concurrencia puede ser calculada [40] determinan-
do la matriz de densidad reducida, lo cual puede hacerse por un método
conocido como tomografia cudntica [27] y que se usa comunmente en expe-
rimentos con trampas de iones [41].

El siguiente capitulo lo centraremos al estudio de la concurrencia C de la
ecuacion (3.29) y la pureza P de la ecuacién (3.19) y haremos énfasis en el
plano CP que presentamos a continuacion.

3.4. Plano CP

Debido a que estaremos estudiando el entrelazamiento entre los &tomos y
de éstos dos con la cavidad, nos enfocaremos en estudiar la dindmica conjunta
en un plano concurrencia contra pureza. En esta seccién ejemplificamos las
ventajas de utilizar el plano CP con tres tipos de procesos, que se describen
con detalle en [42]. Estos son procesos que no se derivan de nuestro modelo.

El primero que consideraremos es un proceso de decoherencia, en donde
los términos fuera de la diagonal (coherencias) tienden a cero. En particular,
lo podemos ejemplificar con la siguiente matriz de densidad

L 3 1
pp = SHEN |+ SHETHT = o , (3.31)

S O O o
o = O
o = K O
oS O O O

y considerando que la variable a g toma valores entre 1 y 0. Alternativamente,
podriamos pensar en g parametrizada en el tiempo de la forma

g=e ", t>0, (3.32)

con lo que se tendria al tiempo t = 0 un estado completamente puro de los
dos atomos y entrelazados entre ellos, en particular el estado de Bell |¥*) de
la ecuacion (3.28). Al transcurrir el tiempo los términos fuera de la diagonal
de la matriz de densidad, tienden a cero en el limite t — oco. En este simple
ejemplo es posible obtener soluciones cerradas para concurrencia y pureza,
las cuales toman la forma

CD =q,
P, = % (1+¢%), (3.33)
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con lo que se puede encontrar la siguiente relacion entre ellas

Esta curva se muestra en figura 3.1.

Ahora hacemos mencién del proceso de depolarizacion, en el cual se pa-
sa de una matriz de densidad arbitraria p al estado totalmente mixto I,/4.
En este caso lo ejemplificamos con un estado inicial de Bell como el de la
ecuacion (3.28) y obtenemos los estados

I
pw(t) =ql ¥ N (TF|+ (1—q) 7 (3.35)

cuya componente entrelazada estd dada por el estado de Bell [¥*)(¥*| y se
conocen como estados de Werner [42, 43]. Ahora la concurrencia y pureza se
escriben como

1

= — —]_
Cy 2(3‘1 ):
1
— 2
Py=7 (1+34¢%), (3.36)

mientras que la concurrencia en funcién de la pureza resulta ser

szg(,/12pw—3—1), (3.37)

cuya curva puede verse también en la figura 3.1. Las curva C,, y Cp, forman
la frontera de las operaciones locales unitales que acttian sobre un estado
de Bell. Las operaciones locales son aquellas que actian por separado sobre
cada dtomo (qubit) y las unitales tienen la caracteristica de dejar invariante a
la identidad.

Finalmente consideramos los estados maximamente entrelazados [42, 44,
45], MEMS por sus siglas en inglés, los cuales para una valor fijo de la pureza
P maximizan el entrelazamiento, i.e. la concurrencia. Estos pueden ser repre-
sentados de manera sencilla en la base {|——), |¥"), |¥™), |++)}, en donde
son diagonales:

(L + DN+ (& - D]+ H-—) -], ge[0,2],
Pu=
g (e + (1 - -1, ge[21],
(3.38)
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de donde se aprecia que la componente entrelazada puede ser también ex-
presada en términos de estados de Bell. Ahora se pueden calcular pureza y
concurrencia como

C’M:q) qe[O,l]:

+% ae[o]
Py = . (3.39)
@?+(1-q) qe[31]

Con lo anterior se puede verificar que los MEMS, en el plano CP, siguen la
siguiente curva

2Py — 2

%(1+ 2PM—1)

= o |u

Cy=

AN
- Eav]
IAN A

(3.40)

O U1 W -
IA

Esta curva forma una frontera para los estados fisicamente admisibles y en
la figura 3.1 se muestra en gris su complemento, que representa los estados
fisicamente inadmisibles.
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Figura 3.1: Plano CP en donde se muestran las curvas correspondientes a los
procesos de decoherencia Cj,, depolarizacién C, representada por los estados
de Werner y la zona gris de estados no fisicos, cuya frontera la componen los
estados mdximamente entrelazados, MEMS por sus siglas en inglés.



CAPITULO 4

La cavidad en un estado de numero

En este capitulo nos concentraremos en el cdlculo explicito de la pureza
y la concurrencia para el caso particular en donde la cavidad se encuentra
preparada inicialmente en un estado de nimero [46]. Si se escoge el estado
atémico apropiadamente, la dindmica queda confinada en un subespacio de
cuatro dimensiones del espacio de Hilbert. Este es el caso mas simple en el
que se pueden encontrar soluciones analiticas, por lo que usamos este ejem-
plo para estudiar los procesos de decoherencia y entrelazamiento. Resalta el
caso con cero fotones iniciales, pues es el mas sencillo de realizar experimen-
talmente y ademads el de més simple tratamiento, ya que en ese caso el espacio
de Hilbert se reduce a tres dimensiones. Sin embargo, cabe destacar que con
la tecnologia actual es factible la creacién de otros estados de nimero en
cavidades electromagnéticas [47, 48, 49].

En cuanto al estado inicial de los atomos, centraremos nuestro estudio a
estados que preserven el nimero de excitaciones del sistema, es decir una
superposicion de los estados |[+—) y |—+), de tal modo que el estado inicial
del sistema completo se escriba como:

|W,) = (cosal+—) +sinal|—+)) |n). 4.1)

De la ecuacién (3.18) del capitulo anterior se sigue que la matriz de densidad
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reducida para este caso en particular, se puede escribir como

B2 0 0 0
oo | o P (BY) B0 (4.2)
o (By) By |BYP 0
0 0 0 B2

Y uno puede mostrar ahora que la concurrencia la podemos expresar de la
siguiente manera

C(t) = max {0: 24/ P22033 — 2 Pnp44}
= max {0, 2|By"||B”| - 2/B{"||B{"|}, (4.3)

mientras que la pureza resulta ser

P(t) = pfl +pi4+ (1 — P11 _p44)2
n n n n 2
= B + 1B + (1 - 1B 1> — B{”1?) . (4.4)

Por lo tanto, solo es necesario conocer los coeficientes del vector de estado
del sistema total para calcular las medidas de entrelazamiento. Tal vector de
estado queda ahora confinado a un bloque de 4 dimensiones determinado por
n 1 5lo hace fal 1 fici m

y por lo tanto s6lo hace falta conocer los cuatro coeficientes B;™, i.e.

4

w(0) =D B"19;"). 4.5)

Jj=1

Cada BJ(.”) puede ser obtenido partir de la ecuacién (3.15).

Algunas caracteristicas interesantes pueden ser inferidas por inspeccion
de (4.3) y (4.4). Cuando n = 0, Bgo) = 0, por lo tanto la pureza alcanza un
valor minimo de 1/2, mientras que para la concurrencia, una observacion
inmediata es la ausencia entanglement sudden death [50, 51]. Este término se
usa para describir la ausencia subita de entrelazamiento por un tiempo finito.
En este caso, eso sucede cuando |B§“)||Bg”)| - |B§")||Bg")| < 0, lo cual no es
posible cuando n = 0 pues Bgo) =0.

Aun cuando ahora las expresiones para la pureza y concurrencia son re-
lativamente simples, éstas resultan ser largas para pardmetros arbitrarios. Es
por esto que ahora procederemos a estudiar casos separados con simplifica-
ciones que nos permitan encontrar soluciones sencillas.
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4.1. Atomos iguales, resonantes y con interaccion

En esta secciéon nos concentramos en el caso particular de dos dtomos de
la misma especie y con frecuencia de transicién en resonancia con la cavi-
dad, es decir g, = g, =1y 6; = 6, = 0. Sin embargo consideramos ambas
interacciones entre ellos. Por supuesto ahora las preguntas mds obvias que
buscamos responder son, como cambia la dindmica cambiando la intensidad
de las interacciones y el nimero de excitaciones.

Sin mds preambulo, podemos escribir los coeficientes que determinan el
vector de estado a todo tiempo (eq. (4.5))como

Bgn) = —i@ e *sin(w,t)(cos(a) +sin(a)),

n

BJ(.ZZ’?’ = (_2—1)jei(J+2K)t (cos(a) —sin(a)) +
L7kt cos (e, t) (cos (a) +sin(a)) + (K_—J)Bgn),
2 2vVn+1
BV = /2B, (4.6)

en donde hemos definido la frecuencia
w, =V An+2+ (xk —J)?, 4.7)

la cual estd relacionada con los valores propios del Hamiltoniano (3.7), bajo
las restricciones ya mencionadas (ver apéndice B).

Una vez calculado el vector de estado a tiempo t es posible encontrar
soluciones explicitas en el tiempo para concurrencia y pureza, definiendo

6 = 4n2 + 4n _6n2+6n+2 48
TV a2 xran+1’ T a2 tan+ 1 '

y las funciones dependientes del tiempo:

F(t)= Z”Jg L (1 + sin (2a))sin? (, 1)
wn
Gy = K= TeosW : 3RIOsIn(enl) | (U + 3000 cos(w, 1), (4.9)

n
encontramos las siguientes soluciones para la pureza y la concurrencia como
funcién del tiempo

c(t) = Max{o, V (sin(2a) — F(£))? + cos? (2a)G2(¢), —fa’nF(t)}
P(t)=1-2F(t) +y,F(t). (4.10)
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Estas son validas también para diferentes valores de las constantes de inter-
accion, del nimero de excitaciones n y de a, que define el estado inicial en la
ecuacion (4.1).

Antes de considerar valores arbitrarios para las interacciones, vale la pena
detenernos un poco para analizar a detalle el caso sin interaccion, es decir
J = k = 0. En ese caso, notamos que la funcién dependiente del tiempo
G(t), de la ecuacion (4.9), es igual a cero, por lo que la relacién para la
concurrencia y la pureza depende tinicamente de la funcion F(t). Con esto es
facil invertir F(t) y expresarla en términos de P(t) y sustituirla en la expresién
para la concurrencia, lo cual nos devuelve una relacién entre C y P, que
escribimos a continuacién

c™(P;a) =Max {o,

sin (2a1) — fi”)(P)‘ B, f”(P)} . 41D

con 7, y 8, definidas en (4.8) y con

1+ /147.(P—1
Py = YY"( ), (4.12)

Con esto vemos que la concurrencia como funcién de la pureza queda de-
terminada por dos curvas en el plano CP. Esto se debe a la dependencia
cuadratica de P(t) en F(t), por lo que al invertirla nos devuelve dos solucio-
nes. Debido a esto, cuando analizamos esta relacion, encontramos dos casos
distintos:

m) < a < /4, la concurrencia en el plano CP
queda determinada por las dos curvas:

. 2
1. Cuando %arcsm ( 5 ntn

. 2
C(+")(P;a) , 1-— Yi <P< M —sin(2a)

c™(P;a) , 1-t<ps<1 (4.13)

2. De lo contrario, a la concurrencia la determina la curva

(1 +sin(2a))
c(p; ), al 2 (20)) —sin(2a) <P <1. (4.14)

En la figura 4.1 se muestran en rojo y azul este tipo de soluciones en el
plano CP para n = 0 y diferentes valores del valor a. La curva roja muestra
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el caso cuando el estado inicial es el estado de Bell simétrico (a = /4 en la
ecuacion (4.1)). Esta solucion tiene la forma explicita

cOP; n/4) = % (1 /2P — 1) (4.15)

y coincide precisamente con la curva de los MEMS en el intervalo 5/9 < P <
1. La curva azul punteada representa una situacion en la que el estado inicial
estd determinado por un estado puro, pero no completamente entrelazado
con a = 7t/20, mientras que en la figura 4.2 muestra en la curva azul rayada
un estado inicial con a = 7t/10. Las curvas negras de ambas figuras muestran
una situacién con interaccién que serd explicada un poco mas adelante.

El comportamiento para toda n > 0 es cualitativamente el mismo y cuando
uno toma como estado inicial el estado de Bell simétrico (o« = 7t/4), la curva
converge en el limite n — oo, a

C)(P; 1/4) = Max 01( 24P—8-1) Lep<a
— 3 b 3 k) 3 —_ —
- 1 1
C(Pm/4)=0, S<=P=<. (4.16)

De hecho en las figuras 4.3, 4.4 y 4.5 hemos escogido n = 5 y la curva roja es
ya una buena aproximacion a Cf_f’o). Sin embargo, cabe sefialar, que sélo en el
limite n — o0, esta curva cae por debajo de la curva de los estados de Werner.
Para n finita la familia de curvas CE”)(P ; t/4) intersecan la de Werner en un
punto adicional, ademas de (P,C) = (1, 1). Lo cual tiene como consecuencia
que una pequefia region, (inapreciable en la figura 4.3) sobre la curva de
Werner, pueda ser alcanzada por la dindmica. Omitimos las expresiones para
las curvas azules, ya que pueden ser obtenidas de las ecuaciones (4.13) y
(4.14).

Ahora explicamos las caracteristicas principales que surgen al considerar
la interaccion entre los &tomos. De la figura 4.1 a la 4.5 se muestran en negro
las curvas que contemplan interaccion para los mismos estados iniciales que
las curvas azules punteadas. En todas estas figuras se puede apreciar (ARRI-
BA), que las curvas negras forman patrones al estilo de las figuras de Lissajous
con su frontera definida por las curvas en azul y rojo. Este comportamiento
se explica por la inclusiéon de una frecuencia adicional como lo muestra la
ecuacién (4.9) para J y k distintas de O y que también se hace evidente en
todas estas figuras (ABAJO). Ahi se muestra la evolucién temporal de la con-
currencia (verde) y la pureza (negro), correspondiente al caso con interaccién
(curva negra en el plano CP).
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Como vimos anteriormente, para las fronteras podemos encontrar solucio-
nes exactas, las cuales estan dadas por Ci”)(P; a) en la ecuacién (4.11), recor-
dando que para la curva roja se tiene un estado de Bell inicial, con a = /4y
para la azul el mismo estado inicial que la curva negra con interaccion.

Nétese que para una interaccion creciente, la curva negra no llena comple-
tamente la regién acotada por las curvas azul punteada y roja. Por ejemplo, la
region llenada por la curva negra en la figura 4.1 es menor que en 4.2, ya que
en 4.1 usamos una valor mayor de |k — J|, es decir el drea llenada disminuye
al aumentar esta diferencia. Lo mismo ocurre si se compara esta diferencia
para las figuras 4.3 a 4.5. Y lo que pasa es que el minimo valor que puede
tomar la pureza aumenta. Esto se puede notar al analizar la ecuacion (4.9),
en donde se aprecia que F(t) ﬁ disminuye al aumentar |k — J|. El valor

minimo de la pureza puede ser calculado como P, = P(t = /2w, ), siendo
éste una cota inferior para P, excepto en el caso de la figura 4.2 en donde se

: 1 . n?+n
tiene que ; arcsin (—3n2+3n+1) <a<m/d4y

- 2n(n+1)(3sin(2a) — 1) + 2sin(2a)

_JZ
(e =J) o+ 1

2

ahi el valor minimoes P;,, =1—1/v,.

Intuitivamente uno podria pensar que al aumentar la interaccion, dismi-
nuirian los efectos del acoplamiento con la cavidad y el estado atémico perma-
neceria mas puro. Sin embargo, como hemos visto, esto ocurre con la diferen-
cia de las intensidades de interaccion. Si ambas interacciones tienen la misma
intensidad, no importa que tan grande sean, la curva llenard por completo
el drea encerrada y el minimo de la pureza no aumentaria en comparacion a
interaccién cero.

Cuando las frecuencias de F y G de la ecuacién (4.9) sean conmensura-
bles, la curva con interaccién sera cerrada, como en el caso de la figura 4.5.



4.1 Atomos iguales, resonantes y con interaccion 51

10 : ;
a=n/4, J=k=0
_— a=n/20, J=0, k=15
0.8 - a=n/20, J=xk=0
0.6¢
O

0.4+

02} '/\
1

0.0 -

0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

LA

0.4;

0.2r

0.0L. ‘ ‘ ‘ s
0 5 10 15 20
t

Figura 4.1: (ARRIBA) Plano CP para n = 0, o sea una cavidad inicialmente
vacia. La curva roja muestra el comportamiento para dos 4tomos sin interac-
cién con un estado inicial determinado por a = ©/4 (Ver ec. (4.1)) i.e. un
estado puro y maximamente entrelazado. La curva azul punteada muestra el
comportamiento para dos dtomos sin interaccién con estado inicial puro, pero
no maximamente entrelazado definido por a = 7t/20. En negro, la curva para
dos dtomos con interaccién con el mismo estado inicial que en la curva azul
y parametrizada en el tiempo hasta t = 20. Los parametros de la interaccién
son: k = 1.5y J = 0. El drea gris indica la regién de estados fisicamente inad-
misibles, mientras que la curva gris rayada representa los estados de Werner.
(ABAJO) Concurrencia (verde) y pureza (negro) como funcién del tiempo
correspondiente a la curva negra del plano CP.
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Figura 4.2: Igual que la figura 4.1, pero para la curva azul y negra a = 7w/10
y ademds J = 0.87.
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Figura 4.3: (Arriba) Plano CP para una cavidad inicial preparada en un es-
tado de numero con n = 5. La curva en rojo muestra el comportamiento para
dos atomos sin interacciéon con un estado inicial determinado por a = /4
(Ver ec. (4.1)) i.e. un estado puro y maximamente entrelazado. La curva azul
punteada muestra el comportamiento para dos dtomos sin interaccion con es-
tado inicial puro, pero no maximamente entrelazado definido por a = 7w/40.
En negro, la curva para dos 4tomos con interaccidon con los mismos estados
iniciales que en la curva azul y parametrizada en el tiempo. Los parametros
de la interaccién son: k = 2 y J = 0.3. El drea gris indica la region de es-
tados fisicamente inadmisibles, mientras que la curva gris rayada representa
los estados de Werner. (ABAJO) Concurrencia (verde) y pureza (negro) como
funcién del tiempo correspondiente a la curva negra del plano CP.
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Figura 4.4: Igual que la figura 4.3, pero con a = —7/40 para las curvas azul

y negra, ndtese como la concurrencia se mantiene practicamente constante,
al cambiar el signo de a en contraste con la figura 4.3.
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Figura 4.5: Igual que la figura 4.3, pero con constantes de interaccion J = k =
5v4 x 5+ 2, las cuales son conmensurable con la frecuencia ws; = +v/4 x 5 + 2
de la ecuacién (4.7). El resultado es una curva negra cerrada en el plano CP.

4.2. Diferentes acoplamientos

Ahora consideramos el caso de dos 4&tomos con acoplamientos diferentes.
En la practica ésto podria ser realizado utilizando atomos diferentes o cuando
la posicién del atomo dentro de la cavidad es asimétrica. Un dtomo cerca
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del nodo del modo de la cavidad sentiria un acoplamiento menor al de uno
cercano a una cresta. En lo que sigue utilizaremos desintonias cero, 6, = 0, =
0 y no consideraremos interaccién entre los dtomos J = x = 0. Fijaremos el
acoplamiento del primer dtomo con la cavidad g, = 1 y el del segundo serd
variable g, = g. Con esto es posible encontrar los coeficientes del vector de
estado a cualquier tiempo como

BW =ia_X_(t)—ia,X,(t), B  =b_X_(t)+b,X, (1),
BV =-b, X_()+b_X,(t), B =ia,X_()+ia X, (), (417)

en donde usamos las definiciones

2n+1)(1+g) £ /(1 +g»)?+16g2n(n+1)
wy = 2 )
1 1+ g2
ai = ]_ :I: g N
2 V(1 +g2)?+16g2%n(n+1)

1— g2
b, ==, |1+ ,
2\/ V(1 +g2)?+16g%n(n+1)
X.(t) = (bycos(a)* bysin(a)) sin(gt). (4.18)

Es posible ahora encontrar expresiones para concurrencia y pureza de forma
cerrada, sustituyendo en las ecuaciones 4.3 y 4.4, sin embargo resultan ser
ecuaciones muy largas que son dificilmente interpretables, asi que las omiti-
mos.

Ahora sé6lo mostramos dos casos con acoplamientos diferentes. Uno en la
figura 4.6 para un estado de Bell con a = ©/4 y n = 5. La figura de arriba
muestra el caso de un acoplamiento g = 0.2 lo cual a penas abre la dindmica
alrededor de la curva CEOO)(P, 1t/4). Al decrecer g se abre atin mas y la dina-
mica resulta mds complicada cuando g < 0.1, situaciéon de la figura 4.7. Sin
embargo todavia se nota como para valores de P aproximadamente menores
de 0.5 la dinamica queda acotada por arriba por c™(pr/4). Abajo en ambas
figuras, mostramos la correspondiente figura de pureza y concurrencia como
funcién del tiempo.
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Figura 4.6: (ARRIBA) Plano CP para un estado inicial en la cavidad conn =5
y diferentes acoplamientos con los dtomos, g; = 1y g, = 0.2 para la curva
negra. Con esta eleccidon de pardmetros la curva negra apenas se desvia del
caso con acoplamientos iguales, curva roja. (ABAJO) Concurrencia (verde) y
pureza (negro) correspondiente a la curva negra del plano CP.
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Figura 4.7: (ARRIBA) Plano CP para un estado inicial en la cavidad con
n = 5 y diferentes acoplamientos con los atomos, g; = 1y g, = 0.06 para
la curva negra. Contrasta con la figura 4.6, ahora la curva negra se desvia
considerablemente del caso con acoplamientos iguales, curva roja. (ABAJO)
Concurrencia (verde) y pureza (negro) correspondiente a la curva negra del
plano CP.

C,P
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4.3. Un atomo fuera de la cavidad

Ahora consideramos el caso extremo, donde uno de los atomos se encuen-
tra fuera de la cavidad o con un acoplamiento nulo, situacidén que podria darse
en el caso en que uno de los 4tomos se encontrara en un nodo del modo de
la cavidad. Este caso puede ser descrito por el modelo de Jaynes-Cummings,
pero con un atomo entrelazado a otro que no interacciona, situaciéon que co-
rresponde a la configuracién de espectador [52]. Los coeficientes del vector
de estado se pueden escribir como

Bgn) = —isin(y/n+1t)sin(a),
Bg”) =cos(v/nt)cos(a),

Bg") =cos(y/n+1t)sin(a),
Bgr”) = —isin(v/nt)cos(a). (4.19)

Expresiones para la concurrencia y pureza pueden ser calculadas y se obtiene
C(t) =Max {0, |sin(2a)| x

( cos(\/ﬁt)cos(\/n—-l—lt)‘ - sin(\/ﬁt)sin(\/n—-l-lt)D } ,

P(t) =sin*(a)sin*( \/n——i-l t)+ cos* (a)sin* (vn t)+

(sin2 (a)cos( \/n—-l—l t) + cos®(a)cos(v/n t)) ’ )

(4.20)

Uno puede corroborar que para n = 0 y a = 7/4 se cumple la siguiente
relacion entre pureza y concurrencia.

C=(2P—1)4 (4.21)

Este caso se muestra en la figura 4.8.

La figura 4.9 muestra la situacion cuando a = 7t/4 y n = 5. Es notable ver
como ahora la dindmica queda acotada por la curva de la ecuacién (4.21) y
c(p r/4).

La figura 4.10 muestra la dindmica paran =5y a = 7/10. La dindmica
todavia muestra regularidad, sin embargo las curvas que acotan este caso par-
ticular no son obvias de entender y tendrdn que ser estudiadas mas adelante.
Sélo lo mostramos para tener un panorama general de la dindmica en casos
menos restrictivos.
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Figura 4.8: (ARRIBA) Plano CP, en negro para un estado inicial con cero

fotones en la

cavidad n = 0, a = /4 y un atomo desacoplado de la cavidad.
Se sigue la curva v/2P — 1 (amarillo). (ABAJO) concurrencia (verde) y pureza

(negro) correspondiente a la curva negra del plano CP.
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Figura 4.9: (ARRIBA) Plano CP, en negro para un estado inicial con cero
fotones en la cavidad n = 5, a = ©/4 y un atomo desacoplado de la ca-
vidad. Ahora la dindmica queda acotada por la curva v2P — 1 (amarillo) y
C£°°)(P; 1t/4) (ec. (4.16)). (ABAJO) concurrencia (verde) y pureza (negro)
correspondiente a la curva negra del plano CP.
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Figura 4.10: (ARRIBA) Plano CP, en negro para un estado inicial con cero
fotones en la cavidad n =5, a = /10 y un atomo desacoplado de la cavidad.
(ABAJO) concurrencia (verde) y pureza (negro) correspondiente a la curva
negra del plano CP.
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4.4. Desintonias iguales

En esta seccion consideramos el caso de desintonias iguales y nos centra-
mos Unicamente en el caso n = 0, condiciones equivalentes a la subsecciéon
2.2. Nétese que para a = 0 el estado es el mismo que en la ecuacién 2.8, en
ese caso con 6 = 0. Con estas consideraciones, los coeficientes del vector de
estado a todo tiempo pueden ser facilmente encontrados

By(t) =f,(t)
B(t) =1 (1 - fu()+(-1)'g(t)cos(2a)), 1=2,3 (4.22)

donde g(t) y f,(t) fueron introducidas en la ecuacién (2.11)* y ahora usamos
fo (t) =(1+sin(2a)) f(t). (4.23)

Con lo anterior, es posible encontrar expresiones para la pureza
P(t)=1-2f,(t)+2f(t) (4.24)

y la concurrencia

C(t) =/ (fu(6) - 1)* — g2(t) cos? (2ax). (4.25)

La figura 4.4 muestra este plano en negro para un estado inicial con a =
0, el cual es equivalente al de la subseccién 2.2 y desintonia 6 = 1 y se
parametriza en el tiempo hasta t = 30. La curva negra queda acotada por la
curva para cero desintonia y un estado inicial con a = 7t /4, ec. (4.15)

En este caso la curva negra también forma un curva tipo Lissajous en
el plano CP, justo como lo vimos anteriormente en el caso de dtomos con
interaccién. La frontera de estas figuras estd también acotada por las curvas
derivadas anteriormente. Este es un caso especial para n = 0 en el caso de
desintonias iguales, ya que esto no se cumple para n mayor. Sin embargo el
comportamiento si es andlogo para valores distintos de a.

'Hay que reemplazar y — &
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Figura 4.11: (ARRIBA) Plano CP para una cavidad inicialmente vacia y dos
atomos iguales. La curva roja muestra el caso de desintonias cero y un estado
inicial con a = /4 (ver ec. (4.1)). Esta acota la curva negra para desintonias
distintas de cero, 6; = 6, = 1 y con a = 0. (ABAJO) concurrencia (verde) y
pureza (negro) correspondiente a la curva negra del plano CP.
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4.5. Tres atomos con interaccion

Terminamos este capitulo con una seccién para comentar que el cason =0
tratado anteriormente, también puede pensarse como un modelo de tres ato-
mos con interaccion entre ellos. En este caso basta reemplazar los operadores
de escaleraa —» o” ya' — o’/, donde hemos distinguido de los otros opera-
dores atémicos con una doble prima. Ahora el Hamiltoniano toma la forma

Hsy =g (0'10'_ + 0"_’0'+) + g5 (0'10"_ + o"_’ofr)
+ 2k (0;0_ + 0’_a+) +Jo,0.+6,0,+ 6,0 (4.26)

y representa a un atomo de dos niveles en interaccién dipolo-dipolo con otros
dos y éstos tultimos en interaccién dipolo-dipolo e Ising entre ellos. También
renombramos los vectores |1) — |+”) y |0) — |="). Ahora cada §; representa
la desintonia de la transicién atémica j = 1, 2 con respecto a la del 4&tomo con
doble prima. La integral de movimiento correspondiente cambia ligeramente
y ahora tenemos que escribir

Iyw=0)+o0,+0, (4.27)

El espacio de Hilbert en este caso es de 8 dimensiones y la base en donde I5,,
es diagonal es

I3at
|- —-) -3/2
- =4 —+ =L+ --) —1/2. (4.28)
|—+4), [+ —+), [+ +-) 1/2
|+ ++) 3/2

Con esto también se podria escribir el Hamiltoniano total de manera diagonal
por bloques. Con dos bloques de 3 x 3 y dos de 1. Nuestro caso corresponde
a haber tomado estados iniciales del tipo

cosa|—+ —) +sina|— — +). (4.29)

Con lo cual quedariamos restringidos al subespacio con I,, = —1/2 y todos
los resultados presentados para n = 0 corresponderian a esta situacién y son
validos también para este sistema.
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Conclusiones

Por una parte hemos mostrado la conexién que existe entre el oscilador
Dirac-Moshinsky (ODM) y el modelo de Jaynes-Cummings (MJC) comuinmen-
te utilizado en dptica cudntica. Los resultados presentados para 2 4+ 1 dimen-
siones ya se conocian de la literatura [11, 35], asi que solo los presentamos
resumidamente. El caso en 34 1 no habia sido presentado de acuerdo a nues-
tro conocimiento. Haber explorado este caso y determinado las condiciones
para mapearlo parcialmente a sistemas de Optica cuantica, es una de las con-
tribuciones que hemos realizado. La manera en que lo realizamos nos ayudé
también para extender de manera simple el modelo, afiadiendo la interaccién
con un campo de isopespin para cualquiera de los tres casos dimensionales
estudiados. Esto lo hicimos presentando el oscilador Dirac-Moshinsky en la
notacién usual de déptica cudntica. Por otro lado, este fue un primer intento,
por nuestra parte, para estudiar el entrelazamiento en sistemas relativistas.
Consideramos el ODM como un ente independiente y calculamos su entrela-
zamiento con el campo de isoespin, usando como medida la pureza cuando se
toma como estado inicial un estado producto del campo y un estado propio
del ODM. Encontramos un comportamiento oscilatorio con el tiempo, cuya
frecuencia aumenta con el nimero ny del oscilador y tipicamente todas las
otras constantes del problema. En contraste, en la situacion de resonancia de
la intensidad del campo estatico con la energia en reposo del oscilador, se
observa un aumento en el periodo, es decir una disminucién en la frecuencia.
Este ultimo caso es, ademads, el que presenta el mayor grado de entrelaza-
miento entre los subsistemas.
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Finalmente notamos que los sistemas obtenidos en 1+ 1 y 2 4+ 1 dimen-
siones son equivalentes a un sistema de dos dtomos interaccionando con un
modo de una cavidad electromagnética. El espin-*x del ODM y el isoespin del
campo se identifican con los d&tomos, mientras que los grados de libertad del
oscilador armoénico con los grados de libertad de la cavidad. También pode-
mos establecer que el ODM en 341 acoplado al campo no es posible mapearlo
a este sistema de dptica cudntica, excepto por el primer subespacio de 3 x 3,
cuando n = 0.

La analogia con el sistema de dos atomos en una cavidad capté nuestra
atencién y continuamos explorando sobre esta linea, tomando en cuenta que
las soluciones obtenidas pueden ser utilizadas para el sistema relativista.

En el sistema de 2 atomos dentro de una cavidad, desarrollamos a deta-
lle 1a evolucién temporal del sistema. Tomando en cuenta un estado inicial
producto entre cavidad y sistema de dos dtomos, encontramos como evaluar
el vector de estado a todo tiempo, utilizando la descomposicidn espectral del
Hamiltoniano. Después evaluamos la matriz de densidad reducida. Estos re-
sultados seran de utilidad para futuros estudios en donde se consideren esta-
dos iniciales no considerados aqui, como cuando se tiene una cavidad prepa-
rada en un estado coherente. En este trabajo, nos hemos concentramos en el
caso en que la cavidad se encontraba inicialmente en un estado de nimero y
los estados atémicos en una superposicion de |[+—) y |—+). Esto nos permitié
restringirnos a un subespacio de 4 x 4 del espacio del Hilbert, que en principio
es infinito.

Desde esta perspectiva, el estudio del entrelazamiento entre los 4tomos y
a su vez de éstos dos con la cavidad cobra una mayor relevancia. Concurren-
cia para lo primero y pureza para lo segundo fueron evaluados analiticamente
como funcién del tiempo. Esto nos permitié hacer un estudio en el plano CP
en donde logramos caracterizar la dindmica para casos particulares. Para el
caso mas simple de dos a&tomos iguales resonantes y sin interaccién, encontra-
mos una expresion que relaciona a la concurrencia en funcién de la pureza.
Para una cavidad inicialmente vacia, notamos que la curva encontrada sigue
precisamente la de los estados maximamente entrelazados (MEMS) al trans-
currir el tiempo, si se inicia con el estado de Bell |¥*) (ver ec. (3.28)). El
estado de Bell con signo opuesto |¥~) es siempre estado propio del sistema.

Encontramos que para atomos con interaccidn, y en el caso n = 0 para
desintonias iguales, la dindmica en el plano CP muestra figuras del tipo Lis-
sajous, las cuales llenan una regién acotada por las curvas obtenidas para el
caso sin interaccién. A su vez, notamos que el area cubierta disminuye cuando
aumenta alguna de las interacciones, es decir cuando la diferencia de intensi-
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dad entre interaccion dipolo-dipolo e Ising aumenta. La region se acota en el
sentido que la pureza minima alcanzada es siempre mayor, lo cual se entien-
de, porque a mayor interaccidn entre los dtomos, menor serd la perturbacion
por la cavidad. Sin embargo para interacciones iguales, la pureza minima es
la misma que en el caso sin interaccidon. Otro punto interesante a resaltar, es
el hecho de que para a’s negativas (ver ecuacién (4.1)) la concurrencia mues-
tra un comportamiento mds acotado en el Plano CP, lo que implica que estos
estados presentan mayor robustez en el entrelazamiento atdmico.

También exploramos el caso de distintos acoplamientos con la cavidad,
en donde el comportamiento es mds complicado y las expresiones obtenidas
poco transparentes. El comportamiento es muy sensible al cambio en acopla-
mientos. Estudiamos el caso de un d&tomo desacoplado de la cavidad y en-
contramos que para un estado inicial de Bell positivo, a = 7/4, la dindmica
queda parcialmente acotada por dos curvas, una que se sigue en el cason =0
y la otra que corresponde a la curva de dos atomos iguales sin interaccién
C™(p 1t/4), de la ecuacién (4.16).

Asi, hemos caracterizado el comportamiento en el plano CP cuando nos
restringimos a un subespacio con numero fijo de excitaciones. Esto nos per-
mitird a futuro buscar otro tipo de caracterizaciones del entrelazamiento. No
hemos presentado la relacién con el entrelazamiento de un dtomo con el resto
del sistema, situacién que corresponde al entrelazamiento del campo de iso-
espin con el ODM. Tenemos avances previos en esta direccién que pensamos
podrian servir en la direccién de tratar de caracterizar un sistema o matriz
de densidad por este tipo de cantidades. El modelo tiene muchas variables y
dependerd de cada experimento que resultado se necesite. Lo mas importan-
te es que, basado en la conservacién del nimero de excitaciones, se tiene la
solucién cerrada de la dindmica de muchos sistemas distintos que se puede
explotar en cada caso.

Finalmente cabe mencionar que se pueden construir Hamiltonianos para
sistemas de mas de dos niveles por atomo y/o mas dtomos, los cuales con-
serven el nimero de excitaciones. En tales casos se pierde en general la solu-
bilidad en forma cerrada, pues los bloques del Hamiltoniano serian mayores
a 4 x 4. Aun asi se conserva el mapeo de la dindmica a espacios de Hilbert
de dimensién finita, lo cual facilita la implementacién numérica eficiente con
precision arbitraria.
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APENDICE A

Modelo de Jaynes-Cummings

El modelo de Jaynes-Cummings [53] es un paradigma de la 6ptica cuan-
tica y describe la interacciéon de un dtomo de dos niveles con un modo elec-
tromagnético de una cavidad i.e. un sistema de dos niveles con un oscilador
armonico.

La dindmica total del sistema puede ser separada en tres términos: H,, co-
rrespondiente a la energia del sistema de dos niveles, H.,, para la energia del
modo de la cavidad y por ultimo un término H;,, que describe la interaccién
entre ambas partes. Explicitamente son:

Wy
Hat - h_O-Z)
2
H,, =he (a'a+1/2),
H.=d-E= h%(a’*‘ +a) o, +0.) (A1)

en donde introdujimos d = p (o, + 0_) el operador dipolar eléctrico del 4to-
mo,E=¢& (a + aJ") el campo eléctrico de la cavidad y definimos la constante
de acoplamiento

g=2p 8.

Uno puede notar que el término de interaccién contiene los términos o a’ y
o _a, los cuales pueden ser despreciados en lo que se conoce como aproxima-
cién de onda rotante. Una forma de justificar esta aproximacién es primero
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pasando a un marco de interaccién con respecto al Hamiltoniano de referen-
cia
H,=H.,+H,, (A.2)

cav

a través la transformacién unitaria
U = efhot/h, (A.3)

la cual afecta tanto vectores de estado como a operadores de la siguiente
manera

|®(2)); = Ul®(¢t))
H,=UH,U". (A.4)

Después de esta transformacidn, la siguiente ecuacién de Schrodinger es va-
lida

d
ih[9(0); = Hi|#(0)), (A5)
la cual depende ahora del Hamiltoniano de interaccion transformado a

H, = h% (0+a'*‘ei(‘”+‘°°)t + 0,ae’Tete)t 4 g _gfell@ @)l 4 g geil@teolt
(A.6)
y en donde se aprecian 4 términos, dos de los cuales tienen en el argumento
de la exponencial la suma de las frecuencias del H,, es decir w, + w y otros
dos con la diferencia, w, — w. Si se considera que la frecuencia de transicién
atémica y la frecuencia del modo de la cavidad son cercanas, es decir si se
cumple que wy — w K w, + w, entonces los términos con restas en la ex-
ponencial son altamente resonantes, mientras que los términos con la suma
no lo son. La aproximacion de onda rotante consiste en omitir estos térmi-
nos, ya que su contribucion a la dindmica es despreciable. Pues al integrar en
el tiempo contribuciones de estos términos, tendremos en el denominador la
suma w, + w, despreciable en comparacién a los términos con w, — w en el
denominador.
Regresando al marco original, aplicando la transformacién inversa de la
ecuacion (A.3), después de despreciar los términos antes mencionados, que-
damos con el Hamiltoniano

@o t &/
H o~ h?O-z + hw (a a+ 1/2) + hE(a o_+ao,). (A.7)

Finalmente pasando a otro marco de interaccién con el Hamiltoniano de
referencia

1 .
H, = hw (Eoz+a’a+1/2). (A.8)
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llegamos al Hamiltoniano que describe la misma dinamica y se puede escribir
como
Hy.=héo,+ hg (cr+a + G_aT) . (A.9)

Este es el Hamiltoniando del modelo de Jaynes-Cummings que usaremos en
este trabajo, aunque cabe mencionar que en algunas referencias le dan este
nombre al Hamiltoniano de la ecuacion (A.7); ambos describen la misma
dindmica. Hemos omitido un factor de % para simplificar la notacién.

En la base |n —1,+), |n, —), formada por los estados de ntiimero |n) de la
cavidad y los estados atémicos |£), se puede mostrar que H). es diagonal en
bloques con cada bloque dado por

5 gvn ) . (A.10)

H;-(n)=nh

JC( ) ( g\/ﬁ _5

Diagonalizando estos bloques se encuentran las energias propias del sistema
Ef ==+E, ==+/62+¢°n, (A.11)

y es facil probar que los correspondientes estados propios estdn dados por

|¢p.) =sin(6,)|n,—) +cos(6,)In—1,+),
lp_) =cos(6,)n,—)—sin(6,)|n—1,+) (A.12)

E,—6
0, = arctan .
=)

con
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APENDICE B

Solucion general al problema de valores
propios

En este apéndice presentamos la solucidn general del problema de valores
y vectores propios del Hamiltoniano (3.10).

En general el polinomio caracteristico resulta en un ecuacion cudrtica de-
primida, es decir sin un término cibico. Usando la formula de Ferrari [54]
uno puede encontrar los valores propios del Hamiltoniano, es decir las ener-
gias

_ JRFU | (1Y _ Q .
R 0 \/ZR Ut =, j=1,2

E](.") = (B.1)

VR+U | (1) _17_ _Q _
b \/ZR U- L=, j=3,4,
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con las siguientes definiciones

=(5f—5§+(n+1) (gf—gg)) (5%—5§+n(gf—g§))
+72 ((2n+1) (g1 +83) —2(87+65) +J% —4x?),
+27 (836, + 856, +2(2n+ 1)Kg185) + 4K (61 +6,) (8182 +x (5, +65))
Q=4(826,+836,+4J (k> = 5,5,) —2(2n+1)xg:8,) ,
R=2/3((2n+1) (g7 +&5) +2(862+6;+J) +4x?),

2
~R
s —2pR+ 2 T

_4P+R2
3 4’

U= (s + M)UB + (S - \/m) " (B.2)
Los vectores propios no normalizados son
v =(EM-6,-6,-J) %

((EJ(.") +J) —n (gl + g%) —(8,-6,)% - 4K2)

—2n ((8,+J) g+ (8,+J) g7 +2x8185)

vi =vn+1 (2;<g1 (EW -6, -6,-J)
(n) 2 2 2 2
e ((BP =5 +n (- g2) - (52 +) )),
vér? =yn+1 (Zng (E;") —6,— 0, —J)
(n) 2 2 2 2
+ g ((EJ —62) +n(g2 _81) —(6,+J) )),
v =v/n(n+1) (2g:82(E” +J) +2x (g2 +¢2) )., (B.3)

y la transformacién ortogonal que diagonaliza el Hamiltoniano esta dada por

1/2
Y (Z v;gz) . B.4)

l
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Atomos iguales resonantes y con interaccion

Dado que esta es la situacién que estudiamos con mayor detalle en esta
tesis, escribimos los resultados completos para este caso particular donde g; =
8=1y6,=0,=0.

Las energias resultan ser

EM =1,

EMY = —J — 2k,

EV =k — w,

EY =k + w,,

w,=v2+4n+ U — k). (B.5)

Mientras que la matriz de diagonalizacién con los vectores propios como co-
lumnas se puede escribir como

( _ \/T 0 n+1 n+1 \
2n+1 w2+(J—K)w, w2—(J—K)w,
0 1 fegt=K) w,—(J—K)
V(n) — V2 4w, 4w, . (B6)
0 1 _ w,+(J—K) w,—(J—K)
V2 4w, 4w,
_ n+1 n n
\ \ 2n+1 0 \/wfl-i-(J—K)wn \/wﬁ—(J—K)wn ]




78 B. Solucién general al problema de valores propios




Bibliografia

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

P A. M. Dirac. The Principles of Quantum Mechanics. Oxford University
Press, USA (1982).

M. Moshinsky, A. Szczepaniak. ‘The dirac oscillator’. Journal of Physics
A: Mathematical and General, 22, L817 (1989).

M. Moshinsky, Y. E Smirnov. The Harmonic oscillator in modern physics.
Harwood Academic (1996).

M. Moreno, A. Zentella. ‘Covariance, cpt and the foldy-wouthuysen
transformation for the dirac oscillator’. Journal of Physics A: Mathe-
matical and General, 22, L.821 (1989).

C. Quesne, M. Moshinsky. ‘Symmetry lie algebra of the dirac oscillator’.
Journal of Physics A: Mathematical and General, 23, 2263 (1990).

O. Castafios, A. Frank, R. Lépez, L. E Urrutia. ‘Soluble extensions of the

dirac oscillator with exact and broken supersymmetry’. Physical Review
D, 43, 544 (1991).

H. Yukawa. ‘Quantum theory of non-local fields. part i. free fields’. Phy-
sical Review, 77, 219 (1950).

R. Gerritsma, G. Kirchmair, E Zahringer, E. Solano, R. Blatt, C. E Roos.
‘Quantum simulation of the dirac equation’. Nature, 463, 68 (2010).



80

BIBLIOGRAFIA

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

L. Lamata, J. Leén, T. Schitz, E. Solano. ‘Dirac equation and quantum
relativistic effects in a single trapped ion’. Physical Review Letters, 98,
253005 (2007).

S. Longhi. ‘Photonic realization of the relativistic dirac oscillator’. Optics
Letters, 35, 1302 (2010).

A. Bermudez, M. A. Martin-Delgado, E. Solano. ‘Exact mapping of the
2 + 1 dirac oscillator onto the jaynes-cummings model: Ion-trap experi-
mental proposal’. Physical Review A, 76, 041801 (2007).

J. J. Sakurai. Advanced Quantum Mechanics. Addison Wesley (1967).

T. Aoki, B. Dayan, E. Wilcut, W. P Bowen, A. S. Parkins, T. J. Kippenberg,
K. J. Vahala, H. J. Kimble. ‘Observation of strong coupling between one
atom and a monolithic microresonator’. Nature, 443, 671 (2006).

B.Nagorny, T. Elsédsser, A. Hemmerich. ‘Collective atomic motion in an
optical lattice formed inside a high finesse cavity’. Physical Review Let-
ters, 91, 153003 (2003).

C. Xun-Ming, G. Guo-Qin, Y. Miao, H. Qing. ‘Coherently controlled pe-
riodic entanglement of two moving atoms in a cavity’. Communications
in Theoretical Physics, 49, 1017 (2008).

C.-Z. Wang, C.-X. Li, J.-E Li. ‘Entanglements induced by cavity inter-
acting with two-coupled atoms’. Optics Communications, 282, 1160
(2009).

L. S. Aguiar, P P Munhoz, A. Vidiella-Barranco, J. A. Roversi. ‘The en-
tanglement of two dipole-dipole coupled atoms in a cavity interacting

with a thermal field’. Journal of Optics B: Quantum and Semiclassical
Optics, 7, S769 (2005).

T. E. Tessier, I. H. Deutsch, A. Delgado, I. Fuentes-Guridi. ‘Entanglement
sharing in the two-atom tavis-cummings model’. Physical Review A, 68,
062316 (2003).

S.-B. Li, J.-B. Xu. ‘Maximally entangled mixed states of two atoms trap-
ped inside an optical cavity’. Journal of Physics A: Mathematical and
Theoretical, 42, 245302 (2009).



BIBLIOGRAFIA 81

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

M. J. Hartmann, E G. S. L. Brandao, M. B. Plenio. ‘Effective spin systems
in coupled microcavities’. Physical Review Letters, 99, 160501 (2007).

D. Porras, J. I. Cirac. ‘Effective quantum spin systems with trapped ions’.
Physical Review Letters, 92, 207901 (2004).

A. Sgrensen, K. Mglmer. ‘Spin-spin interaction and spin squeezing in an
optical lattice’. Physical Review Letters, 83, 2274 (1999).

B. Bellomo, R. Lo Franco, G. Compagno. ‘Non-markovian effects on the
dynamics of entanglement’. Physical Review Letters, 99, 160502 (2007).

S. Maniscalco, E Francica, R. L. Zaffino, N. Lo Gullo, E Plastina. ‘Protec-
ting entanglement via the quantum zeno effect’. Physical Review Letters,
100, 090503 (2008).

Y. Li, J. Zhou, H. Guo. ‘Effect of the dipole-dipole interaction for two
atoms with different couplings in a non-markovian environment’. Phy-
sical Review A, 79, 012309 (2009).

B. M. Garraway. ‘Nonperturbative decay of an atomic system in a cavity’.
Physical Review A, 55, 2290 (1997).

M. A. Nielsen, I. L. Chuang. Quantum Computation and Quantum Infor-
mation. Cambridge University Press (2000).

D. Ito, K. Mori, E. Carriere. An example of dynamical systems with
linear trajectory’. Il Nuovo Cimento A (1965-1970), 51, 1119 (1967).
10.1007/BF02721775.

P Cook. ‘Relativistic harmonic oscillators with intrinsic spin struc-
ture’. Lettere Al Nuovo Cimento (1971 - 1985), 1, 419 (1971).
10.1007/BF02785170.

J. Bentez, R. P Martnez y Romero, H.N. Nuez-Yépez, A. L. Salas-Brito.
‘Solution and hidden supersymmetry of a dirac oscillator’. Physical Re-
view Letters, 64, 1643 (1990).

J. M. Torres, E. Sadurni, T. H. Seligman. ‘The dirac-moshinsky oscillator
coupled to an external field and its connection to quantum optics’. AIP
Conference Proceedings, 1323, 301 (2010).



82

BIBLIOGRAFIA

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

E. Sadurni. ‘The dirac-moshinsky oscillator: Theory and applications’.
arXiv:1101.3011v1 (2011).

J. J. Sakurai. Modern Quantum Mechanics. Addison Wesley (1993).

E. Sadurni, J. M. Torres, T. H. Seligman. ‘Dynamics of a dirac oscillator
coupled to an external field: a new class of solvable problems’. Journal
of Physics A: Mathematical and Theoretical, 43, 285204 (2010).

A. Bermudez, M. A. Martin-Delgado, A. Luis. ‘Chirality quantum phase
transition in the dirac oscillator’. Physical Review A, 77, 063815 (2008).

A. Bermudez, M. A. Martin-Delgado, E. Solano. ‘Mesoscopic superpo-
sition states in relativistic landau levels’. Physical Review Letters, 99,
123602 (2007).

C. H. Bennett, D. P DiVincenzo, J. A. Smolin, W. K. Wootters. ‘Mixed-
state entanglement and quantum error correction’. Physical Review A,
54, 3824 (1996).

S. Hill, W. K. Wootters. ‘Entanglement of a pair of quantum bits’. Physical
Review Letters, 78, 5022 (1997).

W. K. Wootters. ‘Entanglement of formation of an arbitrary state of two
qubits’. Physical Review Letters, 80, 2245 (1998).

O. Jiménez Farias, C. Lombard Latune, S. P Walborn, L. Davidovich, P H.
Souto Ribeiro. ‘Determining the Dynamics of Entanglement’. Science,
324, 1414 (2009).

C. E Roos, G. P T. Lancaster, M. Riebe, H. Haffner, W. Hinsel, S. Gulde,
C. Becher, J. Eschner, E Schmidt-Kaler, R. Blatt. ‘Bell states of atoms
with ultralong lifetimes and their tomographic state analysis’. Physical
Review Letters, 92, 220402 (2004).

M. Ziman, V. Buzek. ‘Concurrence versus purity: Influence of local chan-
nels on bell states of two qubits’. Physical Review A, 72, 052325 (2005).

C. Pineda, T. H. Seligman. ‘Evolution of pairwise entanglement in a
coupled n -body system’. Physical Review A, 73, 012305 (2006).

S. Ishizaka, T. Hiroshima. ‘Maximally entangled mixed states under non-
local unitary operations in two qubits’. Physical Review A, 62, 022310
(2000).



BIBLIOGRAFIA 83

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

W. J. Munro, D. E V. James, A. G. White, P G. Kwiat. ‘Maximizing the en-
tanglement of two mixed qubits’. Physical Review A, 64, 030302 (2001).

J. M. Torres, E. Sadurni, T. H. Seligman. ‘Two interacting atoms in a ca-
vity: exact solutions, entanglement and decoherence’. Journal of Physics
A: Mathematical and Theoretical, 43, 192002 (2010).

A. Hayat, M. Orenstein. ‘Photon-number state on-demand source by
cavity parametric downconversion’. Applied Physics Letters, 89, 171108
(2006).

B. T. H. Varcoe, S. Brattke, H. Walther. ‘The creation and detection of
arbitrary photon number states using cavity qed’. New Journal of Physics,
6, 97 (2004).

S. Brattke, B. T. H. Varcoe, H. Walther. ‘Generation of photon number
states on demand via cavity quantum electrodynamics’. Physical Review
Letters, 86, 3534 (2001).

T. Yu, J. H. Eberly. ‘Finite-time disentanglement via spontaneous emis-
sion’. Physical Review Letters, 93, 140404 (2004).

M. Yonag, T. Yu, J. H. Eberly. ‘Sudden death of entanglement of two
jaynes—cummings atoms’. Journal of Physics B: Atomic, Molecular and
Optical Physics, 39, S621 (2006).

C. Pineda. One, Two, and n Qubit Decoherence. Tesis doctoral, Universi-
dad Nacional Autonoma de Mexico (2007).

E. Jaynes, E Cummings. ‘Comparison of quantum and semiclassical ra-
diation theories with application to the beam maser’. Proceedings of the
IEEE, 51, 89 (1963).

M. Abramowitz, I. A. Stegun. Handbook of Mathematical Functions with
Formulas, Graphs, and Mathematical Tables. Dover, New York (1964).



	Portada 
	Resumen

	Índice

	Introducción

	Capítulo 1. Oscilador Dirac-Moshinsky. Mapeo Óptica Cuántica 
	Capítulo 2. Un Oscilador Dirac-Moshinsky Acoplado

	Capítulo 3. Dos Átomos Dentro de una Cavidad

	Capítulo 4. La Cavidad en un Estado de Número

	Conclusiones

	Apéndice

	Bibliografía 




