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Matemáticas
# de cuenta: 300702851

2.-Datos del tutor
Dr.
Ricardo
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Rodri, Noé, César, Gato, la banda del basket, Paulina. A mis primos, Juan Antonio, Omar, Isac,
Jocelyn, David. A Bruno, Paulina y Danny.

A todos aquellos que me han hecho la vida mejor, gracias. Espero algún dı́a devolverles el
favor.

Y porqué no, al Santo...



II



Introducción

El objetivo de esta tesis es describir el politopo de pesos por sı́mbolo introducido por Parry
y Tuncel en [5] y mostrar conjuntos de generadores de estos politopos asociados a los sistemas
de ciclos. Estos conceptos se enmarcan en el contexto de la dinámica simbólica. La dinámica
simbólica es una herramienta para estudiar los sistemas dinámicos, y se enfoca en los llamados
espacios shift, a los cuales en el presente trabajo nos referiremos como σ-espacios. Los σ-espacios
nos dirigen hacia dos áreas: la probabilidad, al asociar los σ-espacios con cadenas de Markov,
y con la teorı́a de gráficas, al asociar los σ-espacios con digráficas. Esta relación es la que nos
permitirá partir de un σ-espacio, determinar algunos de sus invariantes, y a partir de éstos construir
el politopo de pesos por sı́mbolo.

Veremos algunos ejemplos de politopos de pesos por sı́mbolo, y de estos ejemplos fijaremos
nuestra atención en sus generadores, asociados a sistemas de ciclos. Los sistemas de ciclos se
definen formalmente como cocientes de funciones zeta, y corresponden al conjunto de todos los
posibles “primeros retornos” a un estado. Los coeficientes de la serie de potencias que resultan de
este cociente los vamos a asociar con puntos del politopo. Esta asociación va a resultar en ejemplos
de representaciones de los generadores de los politopos de pesos por sı́mbolo que resultaron de
interés, y fueron una de las principales motivaciones para este trabajo.

En el capı́tulo 1 se presentan bases teóricas que son requeridas en capı́tulos posteriores. Em-
pezamos por introducir conceptos de dinámica simbólica, para lo cual se usa como referencia
principal el libro escrito por Douglas Lind y Brian Marcus ([4]). Uno de los conceptos más im-
portantes que introducimos en esta sección es el de σ-espacios de tipo finito, junto con conceptos
de teorı́a de gráficas, probabilidad y teorı́a de la medida. Es de particular importancia ver cómo
relacionamos a los σ-espacios de tipo finito con gráficas. Nos introducimos en los σ-espacios de
tipo finito, observamos algunas de sus caracterı́sticas, relacionando algunos conceptos correspon-
dientes al álgebra lineal, en particular al Teorema de Perron-Frobenius (1.54) y su uso dentro de
los sistemas dinámicos que manejamos en adelante.
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El capı́tulo 2 está basado en un artı́culo escrito por Brian Marcus y Selim Tuncel ([5]), y su
objetivo principal es describir el politopo de pesos por sı́mbolo. Marcus y Tuncel introducen el
politopo de pesos por sı́mbolo usando el semianillo Z+[exp]; este semianillo es definido al inicio
de este capı́tulo. Introducimos algunos invariates en σ-espacios de tipo finito, que nos son útiles
para estudiar el politopo de pesos por sı́mbolo. Definimos el politopo de pesos por sı́mbolo, y se
presentan algunas de sus caracterı́sticas, ası́ como algunos ejemplos. Hacemos algunas observa-
ciones sobre propiedades adicionales del politopo de pesos por sı́mbolo, en especı́fico acerca de
las caras del politopo y el “manojo” de invariantes que podemos extraer de éstas.

En el capı́tulo 3 introducimos los sistemas de ciclos. Empezamos por describir funciones zeta;
la función zeta de Artin-Mazur definida para sistemas dinámicos, y la función zeta de Ihara que
está definida para digráficas. Describimos las funciones zeta en el contexto de matrices estocásti-
cas, y luego buscamos asociarlas con sistemas de ciclos, los cuales resultan de cocientes de estas
funciones zeta. En este contexto, es necesario extender el semianillo Z+[exp] al semianillo de se-
ries de potencias Z+[exp][[t]] (en otras palabras, la categorı́a en la que se enmarca nuestro estudio
es la de shifts de Markov con conjuntos de estados numerables, aun cuando el objeto inicial del cual
partimos es un σ-espacio de tipo finito). Se enuncia la función zeta estocástica, la cual es una gen-
eralización que ahora incluye pesos en su definición. Se estudian las matrices obtenidas a partir de
remover una fila y una columna de una matriz, que es básicamente quitarle un vértice a su gráfica,
y se observa la información que resulta del cociente de sus respectivas funciones zeta estocásticas.
Veremos que este cociente representa el sistema de ciclos con base en el vértice que es removido.
Este resultado es fundamental en este trabajo, por lo que presentamos una demostración rigurosa.
Concluı́mos describiendo cómo los sistemas de ciclos inducen puntos en el politopo de pesos por
sı́mbolo. Por resultados vistos en el capı́tulo 2, observamos que estos puntos inducidos por los sis-
temas de ciclos son los generadores del politopo de pesos por sı́mbolo. Esta correspondencia entre
sistemas de ciclos y generadores del politopo es la que nos inducirá una representación gráfica
del politopo asociada al sistema de ciclos correspondiente. Esta representación gráfica presenta a
simple vista patrones autosimilares o fractalosos (término que pretende describir cómo las repre-
sentaciones cargan a simple vista la promesa de ser autosimilares, aunque eso no se demuestra en
el presente trabajo). Este hecho motiva una de las preguntas del siguiente (y último) capı́tulo.

En el último capı́tulo presentamos reflexiones y posibles lı́neas de investigación a partir de
la construcción de generadores del politopo de pesos por sı́mbolo asociada a sistemas de ciclos,
vista en el capı́tulo anterior. La primer pregunta que nos planteamos es si existen estos patrones
autosimilares. Otra pregunta que planteamos en este trabajo está relacionada con embaldosados
del espacio euclideano. Los politopos de pesos por sı́mbolo, junto con sus generadores asociados
a sistemas de ciclos, van a constituir las protobaldosas, las cuales, por construcción están definidas
por una serie de potencias. Los generadores en las caras del politopo inducen reglas de pegado. El
problema de determinar cuándo es posible embaldosar el espacio con un conjunto de protobaldosas
se convierte entonces en un problema de series de potencias. La pregunta que planteamos consiste
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esencialmente en determinar condiciones algebráicas entre las series de potencias asociadas a las
baldosas que nos permitan determinar si es posible o no embaldosar el espacio.
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1.2. Códigos de bloques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3. Presentación de N -bloques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4. σ-espacios de tipo finito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.5. Puntos doblemente transitivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Capı́tulo 1

Conceptos básicos

En este capı́tulo introducimos conceptos y nociones que son bases para el presente trabajo. Se
hace énfasis en sistemas dinámicos, en particular en dinámica simbólica, teniendo como principal
referencia a Lind y Marcus ([4]).

Se definen los σ-espacios de tipo finito, que juegan un papel crucial dentro de este trabajo.
Asimismo, se relacionan σ-espacios con gráficas, lo cual también es fundamental para el desarrollo
de capı́tulos posteriores. Se introducen algunos conceptos de probabilidad, que nos serán de gran
utilidad al momento de “traducir” nuestros σ-espacios como gráficas.

1.1. Nociones de dinámica simbólica

Sea A un conjunto finito de sı́mbolos o letras al cual llamaremos alfabeto y equiparemos con
la topologı́a discreta. Denotaremos a una sucesión x de sı́mbolos como x = . . . x−1x0x1 . . . donde
xi ∈ A. La i-ésima coordenada de x será xi.

Definición 1.1. El A shift-completo o A σ-espacio completo es la colección de todas las suce-
siones bi-infinitas de sı́mbolos de A y se denota por

AZ = {(xn)n∈Z| xi ∈ A para toda i ∈ Z}.
AZ es un espacio topológico con la topologı́a producto.

Un bloque o palabra sobre A es una sucesión finita de sı́mbolos de A. Si ω = ω1 . . . ωk ∈ Ak
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es un bloque, entonces diremos que su longitud es k y nos referiremos a él como un k-bloque.
Si ω es un k-bloque, escribiremos l(ω) = k para denotar su longitud. Si u = ωi . . . ωi+r para
alguna 1 ≤ i ≤ k y 0 ≤ r ≤ k − i, entonces diremos que u es un subbloque de ω. Por ejemplo,
ω = x−1x0x1︸ ︷︷ ︸

l(w)=3

es un 3-bloque, y u = x−1x0 es un subbloque de ω.

Dado x ∈ AZ, i ≤ j, denotaremos xi . . . xj = x[i,j].

El mapeo shift o función corrimiento es la función σ : AZ → AZ que mapea el punto x
al punto y = σ(x), donde yi = xi+1. Un punto x es periódico para σ si σn(x) = x para alguna
n ≥ 1, en cuyo caso decimos que x tiene periodo n bajo σ. Si σ(x) = x, decimos que x es un
punto fijo para σ.

Sea F una familia de bloques sobre A a la cual llamaremos familia de bloques prohibidos.
Sea XF el subconjunto de sucesiones en AZ que no contienen algún subbloque de F , es decir

XF = {x ∈ AZ | no existe k ∈ Z, w ∈ F tal que x[k,k+l(w)−1] = w}.

Definición 1.2. Un espacio shift o σ-espacio es un subconjunto X de un σ-espacio completo AZ
tal que X = XF para alguna F sobre A.

La colección F puede ser finita o infinita, pero dado que A es finito, los elementos de F son
a lo más numerables, pues sus elementos pueden ser ordenados en una lista (basta con escribir los
bloques de longitud 1 primero, luego los de longitud 2, y ası́ sucesivamente).

Notemos que en general, si XF es un σ-espacio, F no es único y además σ(XF) = XF .

Otra forma equivalente de definir un σ-espacio se da en la siguiente proposición.

Proposición 1.3. Un subconjunto X ⊆ AZ es un σ-espacio si y sólo si X es cerrado y σ(X) = X .

La demostración de esta proposición se incluye al final de esta sección.

Sea X un subconjunto de un σ-espacio completo. Para cada n ≥ 0, n ∈ Z definimos Bn(X)
como el conjunto de n-bloques que ocurren en los puntos de X . Precisamente, B0(X) = ∅ y si
n > 0, entonces

Bn(X) = {xi . . . xj |x = (xk)k∈Z ∈ X y j − i+ 1 = n}.
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Llamamos lenguaje de X a la colección B(X) =
∞⋃
n=0

Bn(X). Para un bloque u ∈ B(X), decimos

que u ocurre en X .

Proposición 1.4. Sea X un σ-espacio, y B(X) su lenguaje.

1. Si w ∈ B(X) entonces:

a) Todo subbloque de w pertenece a B(X).

b) Existen bloques no vacı́os u,v en B(X) tales que uwv ∈ B(X).

2. El lenguaje de los σ-espacios está caracterizado por 1. Es decir, si L es una colección de
bloques sobre A, entonces L = B(X) para algún σ-espacio X si y sólo si L satisface la
condición 1.

3. El lenguaje de un σ-espacio determina al σ-espacio. Mas aún, para cualquier σ-espacio
tenemos que X = XB(X)c . Ası́, dos σ-espacios son iguales si y sólo si tienen el mismo
lenguaje.

Demostración. 1. Sea w′ subbloque de w, donde w ∈ B(X). Como w ∈ B(X), existen x ∈ X
y j ≥ i tales quew = x[i,j]. Comow′ es subbloque dew, existen r, s ∈ Z tales quew′ = x[r,s]

donde r, s ∈ Z y i ≤ r ≤ s ≤ j. Entonces w′ ∈ B(X).
Sea w ∈ B(X). De nuevo, esto implica que w = x[i,j] para alguna i, j ∈ Z, x ∈ X . Sea
u = xi−1, v = xj+1. Entonces uwv = x[i−1,j+1] ∈ X , de lo cual uwv ∈ B(X).

2. Sea L una colección de bloques que satisfacen el inciso 1 de este teorema, y X el σ-espacio
XLc . Tenemos que demostrar que L = B(X).

Si w ∈ B(X), entonces w ocurre en algún punto de X = XLc de modo que w /∈ Lc, por lo
cual w ∈ L. Entonces B(X) ⊆ L. Ahora supongamos que w = x0x1 · · ·xm ∈ L. Entonces
por la condición 1b podemos encontrar sı́mbolos xj con j > m tales que xj ∈ L. Dada
i > 0, por la condición 1a todo subbloque de x = (xi)i∈Z está en L. Esto significa que
x ∈ XLc . Como w ocurre en x, tenemos que w ∈ B(XLc) = B(X) entonces L ⊆ B(X).
Concluimos que L = B(X).

3. Si x ∈ X , ningún bloque que ocurre en x está en B(X)c dado que B(X) contiene a todos los
bloques que ocurren en todos los puntos deX . Entonces x ∈ XB(X)c , de lo cualX ⊆ XB(X)c .
Análogamente, dado que X es un σ-espacio, hay una colección F para la cual X = XF . Si
x ∈ XB(X)c entonces cada bloque en x debe estar en B(X) = B(XF) y no puede estar en F .
Ası́, x ∈ XF entonces X = XF ⊇ XB(X)c .
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Con la proposición anterior tenemos ya una caracterización de los σ-espacios.

Corolario 1.5. Sea X un subconjunto del A σ-espacio completo. Entonces X es un σ-espacio si
y sólo si cuando x ∈ AZ y cada x[i,j] ∈ B(X), x ∈ X .

Demostración. La condición de x ∈ AZ y cada x[i,j] ∈ B(X), es equivalente a la condición
X = XB(X)c . Entonces este corolario se sigue de la Proposición 1.4, 3.

Definición 1.6. Decimos que un σ-espacio X es irreducible si para cada par ordenado de bloques
u, v ∈ B(X) existe w ∈ B(X) tal que uwv ∈ B(X).

En cuanto a la topologı́a, se tiene como base a los conjuntos cilindro, los cuales se definen a
continuación.
Definición 1.7. Sea X un σ-espacio, w un bloque de X y k ∈ Z. Entonces se define el cilindro
C [w; k] como:

C [w; k] = {x = (xn)n∈Z | (xk, xk+1, . . . , xk+l(w)−1) = w}.

En la siguiente figura se muestra la idea intuitiva de este concepto.

xk w xk+l(w)−1

Los conjuntos cilindro generan una topologı́a metrizable, por la métrica de Cantor:

Si x, y ∈ X con x = {xn}n∈Z, y = {yn}n∈Z, entonces

d(x, y) = 0 cuando x = y, y d(x, y) = 1
2n+1 cuando x 6= y, en donde

n = sup{i ≥ 0 | x−i . . . xi = y−i . . . yi}.

Con esto podemos demostrar la Proposición 1.3, en la que enunciamos queXF es un σ-espacio
si y sólo si X es cerrado y σ-invariante.



1.2 Códigos de bloques 5

Demostración de la Proposición 1.3. Sea x ∈ XF . Para toda n existe x(n) ∈ X tal que d(x(n), x) <
1

2n
, que por definición ocurre si y sólo si n > sup{i ≥ 0 | x−i . . . xi = x

(n)
−i . . . x

(n)
i }. Un bloque

w es subbloque de x si existe k ∈ Z tal que x[k,k+l(w)−1] = w. Si n > |k| + l(w), entonces w es
también un subbloque de x(n). Por lo tanto w /∈ F y x ∈ X . Concluı́mos que X es cerrado.

Ahora sea X ⊆ AZ cerrado, σ-invariante. Sea F = B(X)c.

Supongamos x ∈ X . Dado que F = B(X)c, tenemos por definición que cualquier subbloque
de x está en B(X). Por lo tanto x ∈ XB(X)c = XF . De esto, X ⊆ XF .

Sea x ∈ XF . Para cada n ≥ 0, x[−n,n] /∈ F , es decir x[−n,n] ∈ F c ⇒ x[−n,n] ∈ B(X). Como
X es σ-invariante, existe x(n) ∈ C[x[−n,n],−n]. Por lo tanto d(x(n), x) < 1

2n
→ 0. Pero dado que X

es cerrado, x ∈ X . Concluı́mos que XF ⊆ X . Por lo tanto X = XF .

Concluı́mos esta sección con el siguiente teorema fundamental.

Proposición 1.8. Sea X un σ-espacio. Entonces σ : X → X es continua.

Demostración. Sean x, y ∈ X , ε > 0. Queremos demostrar que existe δ > 0 tal que si d(x, y) <
δ ⇒ d(σ(x), σ(y)) < ε.

Tenemos que d(x, y) = 1
2n+1 donde n = sup{i ≥ 0 | x−i . . . xi = y−i . . . yi}. Sea ε > 1

2n
, y

δ > 1
2n+1 .

Entonces d(x, y) = 1
2n+1 < δ, y tenemos que xi = yi para todo |i| < n + 1. De lo cual,

σ(x)i = σ(y)i para toda |i| < n.

⇒ d(σ(x), σ(y)) < ε.

Por lo tanto, σ es continua.

1.2. Códigos de bloques

Supongamos que se tiene una sucesión de sı́mbolos x = . . . x−1x0x1 . . . en el σ-espacio X .
Transformaremos la sucesión x en la sucesión y = . . . y−1y0y1 . . . donde y está en el σ-espacio
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Y (no necesariamente con el mismo alfabeto). Sean dos números enteros m, a ≥ 0. Para calcular
la i-ésima coordenada yi de la sucesión y, definimos una función Φ que depende de la sucesión x
únicamente en las coordenadas de i−m hasta i+ a, es decir depende únicamente de x[i−m,i+a]:

Φ : Bm+a+1(X) −→ B1(Y ) (1.9)

o sea que
Φ(xi−mxi−m+1 . . . xi+a−1xi+a) = Φ(x[i−m,i+a]) = yi.

Llamaremos a Φ un mapeo de bloques.

Definición 1.10. SeanX ,Y dos σ-espacios, y sea Φ : Bm+a+1(X)→ B1(Y ) un mapeo de bloques.
Entonces el mapeo φ : X → Y definido por φ(x) = Φ(x−m . . . xa) = y es un (m+ a+ 1)-código
de bloque. En este caso, decimos que el código de bloque tiene memoria m y anticipación a.

A los códigos de bloque donde m = a = 0 los denominamos códigos de 1-bloque. Nota que
en este caso la i-ésima coordenada de la imágen de x depende sólo de xi.

Proposición 1.11. Sean X , Y σ-espacios. Si φ : X → Y es un código de bloques, entonces
φ ◦ σX = σY ◦ φ ; es decir, el siguiente diagrama conmuta.

X
σX //

φ
��

X

φ
��

Y σY
// Y

Demostración. Sea φ inducida por el mapeo de bloques Φ : Bm+a+1(X) → U con memoria m y
anticipación a. Para x ∈ X ,

(σY ◦ φ)(x)[i] = φ(x)[i+1] = Φ(x[i+1−m,i+1+a])

mientras que

(φ ◦ σX)(x)[i] = φ(σX(x))[i]

= Φ(σX(x)[i−m,i+a])

= Φ(x[i−m+1,i+a+1])

Ası́, las i-ésimas coordenadas de las imágenes coinciden para cada i, y las imágenes son iguales.
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Sin embargo, el que σ conmute con una función φ : X → Y no es suficiente para tener un
código de bloque. También necesitamos que φ(x)0 dependa únicamente del bloque central de x.

Proposición 1.12. Sean X, Y σ-espacios. Un mapeo φ : X → Y es un código de bloque si y
sólo si φ ◦ σX = σY ◦ φ y existe N ≥ 0 tal que φ(x)0 es función de x[−N,N ].

Demostración. El que la condición es necesaria se sigue de la definición y de la Proposición an-
terior (1.11). Para demostrar que esta condición es suficiente, definamos el (2N + 1)-mapeo de
bloques φ como Φ(w) = φ(x)0 donde x es cualquier punto en X tal que x[−N,N ] = w. Entonces se
puede ver que φ = Φ

[−N,N ]
∞ .

Si un código de bloque φ : X → Y es sobreyectivo, lo llamaremos código factor de X
en Y . Un σ-espacio Y es factor de X si existe un código factor de X en Y . Si un código de
bloque φ : X → Y es inyectivo, lo denominaremos encaje de X en Y . Decimos que un código
de bloque φ es invertible si tiene inversa, es decir si existe un código de bloque ψ : Y → X tal
que ψ(φ(x)) = x para cualquier x ∈ X y además φ(ψ(y)) = y para toda y ∈ Y . En este caso, ψ
será la inversa de φ.

Definición 1.13. Sean X , Y dos σ-espacios. Decimos que X , Y son conjugados si existe un
código de bloque φ : X → Y biyectivo con inversa un código de bloque. En este caso, φ será una
conjugación.

Un resultado importante de los códigos de bloque, es que la imágen de un σ-espacio bajo un
código de bloque es un σ-espacio. La demostración de este resultado se omite, aunque se puede
encontrar en [4]. Ahora, el siguiente teorema es fundamental en la teorı́a de códigos de bloque, por
lo que el resto de esta sección se dedica a su demostración.

Teorema 1.14. (Curtis-Lyndon-Hedlund) Sean (X, σX),(Y, σY ) σ-espacios, φ : X → Y una
función. Entonces φ es un código de bloque si y sólo si es un homomorfismo, es decir si φ es
continua y φ ◦ σX(x) = σY ◦ φ(x) dada x ∈ X .

Antes de hacer la demostración del teorema, que es de gran importancia, un par de observa-
ciones que requeriremos.

Observación 1.15. 1. SeanM,N espacios métricos, yM compacto. Sea θ : M → N continua.
Si E es un subconjunto compacto de N , entonces θ−1(E) es compacto.

2. SeanE,F subconjuntos compactos y ajenos en un espacio métricoM . Entonces existe δ > 0
tal que ρ(x, y) ≥ δ para toda x ∈ E, para toda y ∈ F .
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Demostración. 1. E es subconjunto compacto de N entonces E es subconjunto cerrado de N .
Esto porque si E compacto y N espacio métrico, entonces para toda y ∈ Ec (donde Ec

denota el complemento de E) existe una vecindad U ajena a E.

Nota que dado M espacio métrico (en particular un espacio de Hausdorff), y x ∈ E, y ∈ Ec

entonces para toda x ∈ E existen conjuntos abiertos ajenos Ux, Vx tales que x ∈ Ux, y ∈
Vx. Ası́ {Ux}x∈E es una cubierta abierta para E, y dado que E es compacto existe E0 ⊂ E
tal que {Ux}x∈E0 es una subcubierta finita para E. Sea U =

⋃
x∈E0

Ux , V =
⋂
x∈E0

Vx.
Ahora, es claro que U y V son abiertos, y E ⊂ U, y ∈ V . Además U y V son ajenos:
suponga que z ∈ U , entonces z ∈ Ux para alguna x ∈ E0, pero como Ux y Vx son ajenos z
no puede estar en Vx y consecuentemente no puede estar en V .

Entonces para toda y ∈ Ec existe una vecindad U ajena a E, por lo cual Ec =
⋃
y∈Ec Uy.

Pero la unión arbitraria de abiertos es abierta, entonces Ec es abierto, por lo cual E es
cerrado.

Dado que θ es continua, θ−1(E) es cerrado en M .

M es compacto entonces θ−1(E) es compacto por lo siguiente.

Sea Λ = {A ⊆ M | A es abierto } una cubierta abierta de θ−1(E) (de forma que θ−1(E) ⊆
∪A∈ΛA). Ahora, sea Λ′ = Λ ∪ θ−1(E)c entonces ∃A1, · · · , An ∈ Λ′ tal que

⋃n
i=1Ai =

M ⊇ θ−1(E). Si Ai ∈ Λ, para toda i = 1, . . . , n, entonces ya acabamos. Si Ai = θ−1(E)
entonces A1, . . . , Ai−1, Ai+1, . . . , An es una subcubierta finita de θ−1(E) entonces θ−1(E)
es compacto en M .

2. Supongamos que es falso i.e. para toda δ > 0, ρ(x, y) < δ para x ∈ E, y ∈ F dados E,F
ajenos.

Sea δ = 1
n

y sean xn ∈ E y yn ∈ F tales que ρ(xn, yn) < 1
n

. Como E es compacto, existe
una subsucesión xnk que converge a x ∈ E.

Entonces por desigualdad del triángulo, ρ(ynk , x) ≤ ρ(ynk , xnk) + ρ(xnk , x).

Cuando k →∞, ρ(ynk , xnk)→ 1
nk
→ 0 y ρ(xnk , x)→ 0.

Entonces ynk → x cuando k →∞.

Pero ynk ∈ F . Además F es compacto y está en un espacio métrico, por lo tanto es cerrado,
lo que implica x ∈ F , una contradicción.

Entonces ∃δ > 0 tal que ρ(x, y) ≥ δ ∀x ∈ E, ∀y ∈ F.

Ahora sı́, procedemos a la demostración del Teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund.
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Demostración. (Curtis-Lyndon-Hedlund)

Primero, sea φ = Φ
[−m,a]
∞ un código de bloque. Si dos puntos en X son cercanos, entonces co-

inciden en un bloque central largo. Pero entonces, sus imágenes bajo φ también coinciden en un
bloque central muy largo. Concluimos que φ es continuo, además de que conmuta con σ.

Ahora, sea φ un homomorfismo. Sea A el alfabeto de X , U el alfabeto de Y . Para cada b ∈ U ,
sea C0(b) el conjunto cilindro {y ∈ Y | y0 = b}. Los conjuntos C0(b) para b ∈ U son ajenos y
compactos; entonces por la observación 1 sus imágenes inversas Eb = φ−1(C0(b)) son también
ajenas y compactas en X . Por la observación 2, ∃δ > 0 tal que los puntos en conjuntos Eb distintos
tienen al menos una separación δ. Escogemos n tal que 2−n < δ. Entonces cualquier par de puntos
x, x′ ∈ X tales que x[−n,n] = x′[−n,n] deben estar en el mismo conjunto Eb, y entonces φ(x)0 =

b = φ(x′)0. Ası́, la 0-ésima coordenada de φ(x) depende sólo del (2n+ 1)-bloque central de x, de
lo cual por la Proposición 1.12 φ es un código de bloques.

1.3. Presentación de N -bloques

Plantearemos una construcción básica en dinámica simbólica, que consiste en enfocarnos en
bloques de sı́mbolos, y considerar a dichos bloques como letras de un alfabeto más complejo. Este
proceso nos permite dar una descripción alterna de un mismo σ-espacio, y es una herramienta
esencial para pensar en σ-espacios como gráficas, lo cual se verá más adelante.

SeaX un σ-espacio sobre el alfabetoA,A[N ]
X = BN(X) la colección deN -bloques permitidos

en X . Consideramos aA[N ]
X como un alfabeto. Definimos entonces la presentación en N -bloques

bN : X → (A[N ]
X )Z como:

(bN(x))[i] = x[i,i+N−1].

Entonces bN reemplaza la i-ésima coordenada de x con el bloque de coordenadas en x de
longitud N empezando en la posición i. Por ejemplo:
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b4(x) = . . .


x1

x0

x−1

x−2



x2

x1

x0

x−1

 .


x3

x2

x1

x0



x4

x3

x2

x1

 . . . ∈ (A[N ]
X )Z.

Definición 1.16. Sea X un σ-espacio. Entonces la presentación en N -bloques de X es la imágen
X [N ] = bN(X).

De hecho, esta presentación es un σ-espacio. Esto lo vemos en el siguiente teorema.

Teorema 1.17. Las presentaciones en N -bloques de un σ-espacio son también σ-espacios.

Demostración. Sea X un σ-espacio sobre el alfabeto A y N ≥ 1. Entonces existe una colección
F de bloques sobre A tal que X = XF . Creamos una colección F̃ reemplazando cada bloque u
en F tal que |u| < N , con todos los N -bloques sobre F que contengan a u. Entonces claramente
X = XF̃ , y cada bloque en F̃ tiene longitud mayor o igual que N .

Para cada w = a1a2 . . . an ∈ F̃ , sea

w[N ] = (a1a2 . . . aN)(a2a3 · · · aN+1) . . . (an−N+1an−N+2 . . . an)

los (n−N+1)-bloques correspondientes sobreA[N ]
X . SeaF1 el conjunto de todos los bloques sobre

el alfabetoA[N ]
X con la forma w[N ] para alguna w ∈ F̃ . Esto representa un conjunto de restricciones

en X [N ], especı́ficamente aquellas que vienen de las restricciones del σ-espacio original. Se sigue
que X [N ] ⊆ XF1 .

Sea

F2 = {uv|u ∈ A[N ]
X , v ∈ A[N ]

X , y u, v no se traslapan progresivamente }.

Entonces X [N ] ⊆ XF2 de lo cual X [N ] ⊆ XF1 ∩XF2 = XF1∪F2 .

Ahora supongamos que y ∈ XF1∪F2 , y sea x el punto de AZ reconstruido de los bloques
“inferiores” de la Definición 1.16. Entonces x ∈ X = XF pues y satisface las condiciones de F1 y
y = bN(x) por las restricciones de traslapo de F2. Esto demuestra que X [N ] ⊇ XF1∪F2 , de lo cual
X [N ] = XF1∪F2 es un σ-espacio.

La noción de presentación de N -bloques nos será útil más adelante, cuando interpretemos
gráficas como σ-espacios de tipo finito, los cuales veremos a continuación.
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1.4. σ-espacios de tipo finito

Nos enfocaremos en los σ-espacios de tipo finito, los cuales se pueden representar con una
gráfica finita. De allı́ su importancia, pues muchas preguntas acerca del σ-espacio podrán ser re-
planteadas como preguntas acerca de la matriz de adyacencia de la gráfica. Es por esto que aún
cuando son σ-espacios un tanto “simples”, juegan un papel importante.

Definición 1.18. Un σ-espacio de tipo finito es un σ-espacio que puede ser definido por un con-
junto finito de bloques prohibidos. Es decir, un σ-espacio X con la forma XF para algún conjunto
finito F de bloques.

Nota que un σ-espacio de tipo finito puede ser descrito también por un conjunto no finito de
bloques prohibidos, pues nos basta con que exista un conjunto finito de bloques prohibidos que lo
represente.

Diremos que un σ-espacio de tipo finito tiene memoriaM si puede ser descrito por una colec-
ción de bloques prohibidos donde todos los bloques tengan longitud M +1. Se puede observar que
un σ-espacio de tipo finito con memoria M es también de memoria K para cualquier K ≥M .

Proposición 1.19. Si X es un σ-espacio de tipo finito, entonces existe M ≥ 0 tal que X tiene
memoria M .

Demostración. Dado que X es σ-espacio de tipo finito, X = XF para un conjunto finito F . Si
F = ∅ entonces M = 0. Si F es no vacı́o, sea M la longitud del bloque más largo en F menos 1.

Consideramos a FM+1 como el conjunto que contiene a la colección de todos los subbloques
de longitud M que contienen algún bloque en F , para ası́ poder incluir en FM+1 los bloques de
longitud menor a M que están en F .

Entonces se puede ver que X está descrito por FM+1, y es de memoria M .

Teorema 1.20. Un σ-espacio es de tipo finito con memoria M si y sólo si dados uv, vw ∈ B(X)
con |v|≥M entonces uvw ∈ B(X).

Demostración. Primero supongamos que X es un σ-espacio con memoria M , de tal manera que
X = XF para una lista finita F que consiste de (M + 1)-bloques. Suponga que uv, vw ∈ B(X),
donde |v| = n ≥ M . Entonces existen puntos x, y ∈ X tales que x[−k,n] = uv y y[1,l ] = vw, de
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modo tal que x[1,n] = y[1,n] = v. Afirmamos que el punto z = x(−∞,0] v y[n+1,∞) está en X . Esto
porque si una palabra de F ocurre en z, entonces debe ocurrir ya sea en x(−∞,0]v = x(−∞,n] ó en
v y[n+1,∞) = y[1,∞) dado que |v| = n ≥M , contradiciendo que x ∈ X ó y ∈ X . Entonces

uvw = x[−k,0] v y[n+1,l ] = z[−k,l ] ∈ B(X).

Ahora supongamos que X es un σ-espacio sobre A, y que M tiene la propiedad de que si
uv, vw ∈ B(X) con |v| ≥ M , entonces uvw ∈ B(X). Sea F el conjunto de todos los (M + 1)-
bloques sobre A que no están en BM+1(X). Demostraremos que X = XF , verificando que X es
un σ-espacio de tipo finito con memoria M .

Si x ∈ X , entonces ningún bloque en F puede ocurrir en x, y entonces x ∈ XF . Esto de-
muestra que X ⊆ XF . Ahora sea x ∈ XF . Entonces x[0,M ] y x[1,M+1] están en B(X) por nues-
tra definición de F . Dado que se sobreponen en M sı́mbolos, x[0,M+1] también está en B(X)
(u = x[0], v = x[1,m], w = x[m+1]). Ahora x[2,M+2] está en B(X) y se sobrepone en M sı́mbolos
con x[0,M+1]. Entonces x[0,M+2] ∈ B(X). Aplicando este argumento varias veces en cada direc-
ción demuestra que x[−k,l ] ∈ B(X) ∀ k, l ≥ 0. Por el Corolario 1.5 esto implica que x ∈ X ,
demostrando que XF ⊆ X .

Cabe mencionar que hay casos en los que un factor de un σ-espacio de tipo finito no tiene tipo
finito, o que la imagen inversa de un σ-espacio de tipo finito no es de tipo finito. Éste no es el caso
cuando los espacios son conjugados.

Teorema 1.21. Sean X , Y dos σ-espacios conjugados. Si Y es de tipo finito entonces X es de tipo
finito.

Se omite la demostración de este teorema, pero se puede consultar en [4].

1.5. Puntos doblemente transitivos

En esta sección vamos a discutir brevemente los puntos doblemente transitivos. Su importan-
cia radica en que el conjunto de puntos doblemente transitivos es un conjunto de medida 1 para
cualquier medida de Markov ergódica (es decir, forman un conjunto “gordo”), como veremos más
adelante.
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Definición 1.22. Un punto x en un σ-espacio X es doblemente transitivo si cada bloque en X
ocurre una infinidad de veces en x tanto a la derecha como a la izquierda. Concretamente, x es
doblemente transitivo si siempre que ω ∈ B(X), el conjunto

{i ∈ Z|xi, . . . , xi+`(ω)−1 = ω}

no está acotado ni por arriba ni por abajo.

Nota que si X tiene un punto doblemente transitivo, entonces X debe ser irreducible.

Por otro lado, si X es irreducible entonces podemos construir un punto doblemente transitivo
de la siguiente manera:

• Escribimos todos los bloques de X en algún orden. Sea dicho orden u(1), u(2), . . .

• Fijamos w(1) como un bloque de longitud impar que contiene a u(1).

• Asumiendo que w(n−1) ha sido definido, usamos la irreducibilidad de X varias veces para
encontrar bloques s, t tales que:

1. Ambos, s y t contengan a cada uno de u(1), . . . , u(n).

2. s, t sean de la misma longitud.

3. sw(n−1) sea un bloque en X .

• Fijamos w(n) = sw(n−1)t. Nota entonces que |w(n)| es impar.

• Sea x(n) cualquier punto en X que contenga a w(n) como bloque central (y como consecuen-
cia tenga a w(k) como bloque central para k ≤ n).

Entonces la sucesión {x(n)} converge a un punto x ∈ X que contiene a cada bloque w(n) y de allı́,
x es doblemente transitivo.

Por lo tanto, el conjunto de puntos doblemente transitivos de un σ-espacio X es no vacı́o si y
sólo si X es irreducible.

El concepto de irreducibilidad nos es de gran importancia en este trabajo; en las siguientes
secciones se verá porqué.
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1.6. Gráficas

A continuación introducimos la noción de gráficas, la construcción de una gráfica finita a partir
de σ-espacios de tipo finito; el uso de la matriz de adyacencia de la gráfica para trabajar sobre el
σ-espacio, y algunas otras ideas que nos ayudarán a relacionar el concepto de gráficas con el de
σ-espacios de tipo finito.

Definición 1.23. Una gráfica G consiste de un conjunto finito V = V(G) de vértices, un conjunto
finito E = E(G) de aristas y de dos funciones (i, t) que van de V en E . Diremos que cada arista
e ∈ E empieza en el vértice i(e) y termina en el vértice t(e).

Definición 1.24. SeaG una gráfica. Una sucesión finita de aristas γ = e1e2 · · · en, donde ei ∈ E(G)
y i(ei+1) = t(ei), es una trayectoria. Definimos la longitud l(γ) como el número n de aristas que
atraviesa la trayectoria γ.

Definición 1.25. Sea G una gráfica. si |{e ∈ E(G) | i(e) = u, t(e) = v}| ≤ 1 para toda u, v ∈
V(G), entonces decimos que G es simple.

Definición 1.26. Sea G = (V , E) una gráfica. Dado I ∈ V:

EI = {e ∈ E | i(e) = I}, EI = {e ∈ E | t(e) = I}.

A |EI | lo llamaremos ex-grado de I , mientras que a |EI | lo llamaremos in-grado de I . Sean
I, J ∈ V . Entonces:

EJI = EI ∩ EJ = {e ∈ E | i(e) = I, t(e) = J}.

SeaG una gráfica. Siempre que esté claro en el contexto, escribiremos V y E en lugar de V(G)
y E(G).

Algo que es importante notar aquı́, es que existen formas de mapear gráficas en otras gráficas
de modo que se conserven los estados iniciales y terminales.

Definición 1.27. Sean G, H dos gráficas. Un homomorfismo consiste de un par (δΦ,Φ) donde

δΦ : V(G)→ V(H) Φ : E(G)→ E(H)

tal que ∀e ∈ E δΦ(i(e)) = i(Φ(e)), δΦ(t(e)) = t(Φ(e)).

Si δΦ y Φ son inyectivos y sobreyectivos, entonces definen un isomorfismo de gráficas en
cuyo caso decimos que G y H son isomorfas en gráficas.
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Ahora, nos interesan las matrices de adyacencia de una gráfica G. La matriz de adyacencia es
un método para representar la adyacencia entre los vértices de la gráfica.

Definición 1.28. Sea G una gráfica con conjunto de vértices V . Para I, J ∈ V sea AIJ el número
de aristas en G con estado inicial I y estado terminal J . Entonces la matriz de adyacencia de G
es A = [AIJ ] y si está construida a partir de G se denota A = A(G).

Según esta definición, la información en A(G) nos es suficiente para reconstruir G, al menos
sujeto a isomorfismos de gráficas.

Definición 1.29. Sea A = [AIJ ] una matriz de r × r con entradas enteras no negativas. Entonces
la gráfica de A es la gráfica G = G(A) con conjunto de vértices V (G) = {1, 2, . . . , r} con A[IJ ]

aristas distintas tales que su estado inicial es I y su estado terminal es J .

Ejemplo 1.30. Sea A la matriz

A =

[
1 3
1 2

]

Entonces G serı́a:

El siguiente paso es ver cómo una gráfica G con matriz de adyacencia A nos describe un
σ-espacio de tipo finito.

Definición 1.31. Sea G una gráfica con conjunto de aristas E y matriz de adyacencia A. Llamare-
mos σ-espacio de aristas al σ-espacio con alfabeto A = E dado por:

XG = XA = {ξ = (ξi)i∈Z ∈ EZ | t(ξi) = i(ξi+1) ∀i ∈ Z}.

La función corrimiento enXG = XA es llamada corrimiento de aristas y se denota σG = σA.

Se puede observar que cuando G,H son isomorfos como gráficas, XG y XH son conjugados.
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Observación 1.32. Si G es una gráfica con matriz de adyacencia A, entonces el σ-espacio de
aristas asociado XG = XA es un σ-espacio de tipo finito con memoria 1.

Para esto, sea A = E el alfabeto y sea F = {ef | e, f ∈ A, t(e) 6= i(f)}. Observa que
de acuerdo a la Definición 1.31, ξ ∈ AZ ocurre cuando ningún punto de F ocurre en ξ, de lo
cual tenemos que XG = XF . Entonces los σ-espacios de aristas son σ-espacios de tipo finito con
memoria 1.

Definición 1.33. Una trayectoria π = e1e2 . . . em en una gráfica G es una secuencia finita de
aristas ei en G tal que t(ei) = i(ei+1) para 1 ≤ i ≤ m − 1. La longitud de π = e1e2 . . . em es
|π| = m, el número de vértices que atraviesa. Un ciclo es una trayectoria que empieza y termina en
el mismo vértice. Un ciclo simple es un ciclo que no se auto-intersecta, i.e. un ciclo π = e1e2 . . . em
tal que los estados i(e1), i(e2), . . . , i(em) son distintos.

Proposición 1.34. Sea G una gráfica con matriz de adyacencia A, y sea m ≥ 0.

1. El número de trayectorias de longitudm de I a J es (Am)IJ , la (I, J)-ésima entrada deAm.

2. El número de ciclos de longitud m en G es igual al número de puntos en XG con periodo m.

Demostración. 1. Para m = 0 las únicas trayectorias de longitud 0 son las trayectorias vacı́as.
Sim ≥ 1, entonces contar las trayectorias de longitudm de I a J sumando todas las posibles
secuencias de los m− 1 vértices que intervienen, nos da la (I, J)-ésima entrada de Am.

2. Notemos que si π es un ciclo en G de longitud m, entonces π∞ es un punto de periodo m en
XG, mientras que si x ∈ XG tiene periodo m, entonces x[0,m−1] debe ser un ciclo en G de
longitud m. Esto nos da una correspondencia uno a uno entre los ciclos en G de longitud m
y los puntos en XG de periodo m.

Ahora, veremos como cualquier σ-espacio de tipo finito puede ser recodificado, usando una
presentación en N -bloques, para que sea un σ-espacio por aristas.

Teorema 1.35. Si X es un σ-espacio de tipo finito con memoria M , entonces existe una gráfica G
tal que X [M+1] = XG.

Demostración. Primero observa que si M = 0, entonces X es un σ-espacio completo, y podemos
tomar G con un vértice y un arista para cada sı́mbolo que aparece en X . Entonces podemos asumir
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que M ≥ 1. Definimos el conjunto de vértices de G como V = BM(X), el conjunto de bloques
permitidos en X . Definimos el conjunto de aristas E como se indica a continuación: supongamos
que I = a1a2 . . . aM y J = b1b2 . . . bM son dos vértices en G. Si a2a3 . . . aM = b1b2 . . . bM−1, y si
a1 . . . aMbM (= a1b1 . . . bM) está en B(X), entonces dibujamos exactamente un arista en G de I a
J , y la nombramos a1a2 . . . aMbM = a1b1b2 . . . bM . De otro modo, no existe un arista de I a J .

De esta construcción, es claro que la trayectoria bi-infinita en G es exactamente una sucesión
de (M + 1)- bloques en BM+1(X) que se traslapan progresivamente. Entonces XG = X [M+1].

Para codificar, muchas veces requerimos agrupar varios sı́mbolos. Para hacer esto, tenemos
ya un método, que son las presentaciones en N -bloques (1.16). Lo siguiente es una construcción
análoga para gráficas.

Definición 1.36. Sea G una gráfica. Para N ≥ 2 definimos la N -potencia de la gráfica por
aristas G[N ] de G de modo tal que su conjunto de vértices sea igual a la colección de todas las
trayectorias de longitud N − 1 en G, y que el conjunto de aristas contenga exactamente un arista
de e1e2 . . . eN−1 a f1f2 . . . fN−1 siempre que e2e3 . . . eN−1 = f1f2 . . . fN−2. Esta arista se le llama
e1e2 . . . eN−1fN−1 = e1f1f2 . . . fN−1. Para N = 1 escribimos G[1] = G.

La relación que hay entre el σ-espacio de aristas en la N -potencia de la gráfica por aristas de
G y la N -presentación en bloques de XG se describe en la siguiente proposición.

Proposición 1.37. Sea G una gráfica. Entonces (XG)[N ] = XG[N ] .

Demostración. Los sı́mbolos para (XG)[N ] son los N -bloques de XG, que son trayectorias de
longitud N en G. Pero también son los sı́mbolos para XG[N ] . Una sucesión bi-infinita de estos
sı́mbolos está en cualquiera de estos σ-espacios precisamente cuando los sı́mbolos (o N -bloques)
se traslapan progresivamente.

A continuación proponemos una forma alternativa de constuir un σ-espacio en base a la gráfi-
ca, que en este caso es una matriz que se compone sólo de 1s y 0s.

Definición 1.38. Sea B una matriz de r × r de 0s y 1s, o dicho de otra manera, la matriz de
adyacencia de una gráfica G tal que entre cualesquiera dos vértices hay a lo más una arista. El
σ-espacio de vértices X̂B = X̂G es el σ-espacio con alfabeto A = {1, 2, . . . , r} definido por:

X̂B = X̂G = {x = (xi)i∈Z ∈ AZ | Bxixi+1
= 1 para toda i ∈ Z}

donde Bxixi+1
es la entrada de la matriz B correspondiente a la arista xixi+1.



18 Conceptos básicos

El corrimiento de vértices es el mapeo en X̂B = X̂G y se denota σ̂B ó σ̂G.

Tenemos establecido que los σ-espacios por aristas son σ-espacios de tipo finito con memoria
1 (1.32). Los σ-espacios por vértices también son σ-espacios de tipo finito con memoria 1: X̂B es
el σ-espacio definido por la lista F = {ij|Bij = 0} de bloques prohibidos.

Proposición 1.39. 1. Los σ-espacios de tipo finito son iguales a los σ-espacios por vértices,
sujeto a un renombramiento de sı́mbolos.

2. Todo σ-espacio por aristas es un σ-espacio por vértices, sujeto a un renombramiento de
sı́mbolos y en gráficas distintas.

3. Si X es un σ-espacio de tipo finito con memoria M , entonces X [M ] es un σ-espacio de tipo
finito con memoria 1, equivalente a un σ-espacio por vértices. De hecho, existe una gráfica
G tal que X [M ] = σ̂G y X [M+1] = XG.

Demostración. Ya hemos visto que cada σ-espacio por vértices es un σ-espacio de tipo finito con
memoria 1. También todo σ-espacio de tipo finito con memoria 1 es, sujeto a un renombramiento
de sı́mbolos, un σ-espacio por vértices. Esto porque si X = XF donde F consiste de 2-bloques,
entonces X puede ser considerado como el σ-espacio por vértices X̂B, donde B es la 0-1 matriz
indexada por el alfabeto de X y Bij = 0 si y sólo si ij ∈ F . Esto nos demuestra que los σ-espacios
de tipo finito son iguales a los σ-espacios por vértices.

Para demostrar que todo σ-espacio por aristas es un σ-espacio por vértices, usamos el primer
inciso de esta misma proposición, junto con la observación 1.32, que nos indica que dada la gráfica
G con matriz de adyacencia A, entonces el σ-espacio por aristas XG = XA es un σ-espacio de tipo
finito.

Para ver que dado X un σ-espacio de tipo finito con memoria M , entonces X [M ] es un σ-
espacio de tipo finito con memoria 1, usamos el hecho de que cualquier (M+1)-bloque enX puede
ser considerado como un 2-bloque en X [M ]. Para ver que existe una gráfica G tal que X [M ] = σ̂G
y X [M+1] = XG, es suficiente hacer la misma construcción usada en la demostración del Teorema
1.35.

Afirmamos que todo σ-espacio por aristas puede ser considerado como un σ-espacio de vértices.
Para ver cómo se da esta equivalencia, empezamos con un σ-espacio de aristas XA con matriz
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de adyacencia A, y sea E el conjunto de aristas de la gráfica. El número de elementos en E es∑
I,J AIJ . Formamos la matriz B indexada por E definida de la siguiente manera:

Bef =

{
1 si t(e) = i(f)
0 si t(e) 6= i(f)

Ejemplo 1.40. Sea la siguiente gráfica, con sus aristas indexados como se muestra.

1
2

3

4

5

Entonces el σ-espacio de vértices que le corresponde es el siguiente:


1 1 0 0 0
0 0 0 0 1
1 1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 1 0



Recordemos que una grafica es fuertemente conexa si dados cualquier par de vértices i, j
existe una trayectoria de i a j. Esta condición es equivalente a que el σ-espacio XG sea irreducible.
Más aún, esto es equivalente a que la matriz de adyacencia AG sea irreducible. Una matriz A es
irreducible si dados un par de ı́ndices (i, j), existeN = N(i, j) tal queANij 6= 0. Equivalentemente
A es irreducible si no existe una permutación de sus renglones y columnas que resulte en una forma
triangular, como se muestra a continuación (en donde sı́ hay una forma triangular):

P−1AP =

(
A11 A12

0 A22

)
donde P es una matriz de permutación de n × n (es decir, cada renglón y cada columna tienen
exactamente una entrada 1 y las demás 0), A11 es de r × r y A22 es de (n− r)× (n− r).
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1.7. Conceptos de medida

En esta sección recordamos brevemente algunos conceptos necesarios para que más adelante
podamos definir las medidas de Markov en los σ-espacios.
Definición 1.41. Sea X un conjunto, A una colección de subconjuntos de X tal que ∅ ∈ A . Una
función µ : A → [−∞,∞] es finitamente aditiva si cumple:

1. µ(∅) = 0.

2. Para toda colección Ai de conjuntos ajenos en A ;

si A :=
n⋃
i=1

Ai ∈ A entonces µ(A) =
n∑
i=1

µ(Ai).

Si además Ai ∈ A conjuntos ajenos con n = 1, 2, . . . y B :=
⋃
i≥1(Ai) ∈ A tenemos que

µ(B) =
∑

i≥1 µ(Ai), entonces µ es numerablemente aditiva.

Definición 1.42. Dado un conjuntoX , una colección A de subconjuntos deX es una semiálgebra
si y sólo si cumple las siguientes condiciones:

1. ∅ ∈ A .

2. (A ∪B) ∈ A para toda A,B ∈ A .

3. B\A ∈ A para toda A,B ∈ A .

Definición 1.43. Dado un conjunto X , una colección A de subconjuntos de X es un álgebra si y
sólo si cumple las siguientes condiciones:

1. ∅ ∈ A , X ∈ A .

2. (A ∪B) ∈ A para toda A,B ∈ A .

3. Si A ∈ A ⇒ Ac ∈ A .

Definición 1.44. Dado un conjunto X y un álgebra A , decimos que A es una σ-álgebra si para
cualquier secuencia {An}∞n=1 de conjuntos en A ,

∞⋃
n≥1

An ∈ A .

En este caso nos referiremos a (X,A ) como un espacio medible.
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Es sencillo demostrar que la intersección de dos σ-álgebras es una σ-álgebra, lo que funda-
menta la siguiente definición.

Definición 1.45. Sea X un conjunto y B ⊆ 2X . Definimos la σ-álgebra generada por B como⋂
{A |A es una σ-álgebra sobre X tal que B ⊆ A }.

Definición 1.46. Dado un espacio topológico X , la σ-álgebra de Borel de X es la σ-álgebra
generada por los conjuntos abiertos de X .

Sea unaA1, A2, . . . sucesión de conjuntos. EscribimosAn ↓ ∅ cuandoAn+1 ⊂ An y
⋂∞
n=1An =

∅.

Teorema 1.47. [7] Sea X un conjunto y sea A un álgebra, sea µ : A → [−∞,∞] finitamente
aditiva. Entonces µ es numerablemente aditiva si y sólo si µ es “continua en∅”, es decir µ(An)→
0 si An ↓ ∅ y An ∈ A .

La demostración se puede encontrar en [7].

Definición 1.48. Sea (X,A ) un espacio medible. Una medida en una σ-álgebra es una función
µ : A → [0,∞) numerablemente aditiva. En este caso (X,A , µ) es un espacio de medida.

Teorema 1.49. Para cualquier conjuntoX y cualquier semiálgebra A de conjuntos deX , cualquier
función numerablemente aditiva µ : A → [0,∞) se extiende a una medida en el σ-álgebra S
generada por A .

Demostración. Para cualquier conjunto E ∈ X sea

µ∗(E) := ı́nf

{ ∑
16n<∞

µ(An)|An ∈ A , E ⊂
⋃
n

An

}

ó +∞ si no existe tal An. Se puede ver que µ∗ es una medida en el espacio medible (X,A ).

En general, esta µ∗ es llamada la medida exterior definida por µ ([7]). Existe otra definición
comunmente usada para el concepto de medida exterior.

Definición 1.50. ([8]) Una medida exterior µ∗ es una función no negativa con valores reales defini-
da en todos los subconjuntos de un espacio X y que cumple con las siguientes propiedades:

1. µ∗(∅) = 0.
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2. A ⊂ B entonces µ∗(A) ≤ µ∗(B).

3. E ⊂ ⋃∞i=1Ei entonces µ∗(E) ≤∑∞i=1 µ
∗(Ei).

Nótese que la medida exterior establecida en el Teorema 1.49 satisface las condiciones dadas
en la definición 1.50.

Teorema 1.51. (Extensión de Carathéodory) SeaX un conjunto y A un álgebra de subconjuntos
de X . Sea µ una medida en un álgebra A , µ∗ la medida exterior definida por µ. Entonces la
restricción µ̄ de µ∗ a los conjuntos µ∗-medibles (es decir, a la σ-álgebra A ∗ generada por A ) es
una extensión de µ al espacio medible (X,A ∗) que contiene a A .

Si µ es finita también lo es µ̄. Si µ es σ-finita, entonces µ̄ es la única medida en la σ-álgebra
más pequeña que contiene a A (es decir, A ∗) que es una extensión de µ.

La demostración se puede encontrar en [8].

1.8. Probabilidad y Cadenas de Markov

El propósito de esta sección es definir las medidas de Markov en σ-espacios de tipo finito.
Éstas van a ser medidas σ-invariantes de probabilidad definidas en la σ-álgebra de Borel.

Empezamos con una definición básica en probabilidad;

Definición 1.52. Un espacio de probabilidad consiste de una tripleta (Ω,A ,P), donde Ω es el
conjunto de estados, A es una σ-álgebra y P : A → [0, 1], es una medida de probabilidad, es
decir, es una medida tal que P(Ω) = 1.

Una variable aleatoria es una función medible X : Ω → R. Un proceso estocástico es una
familia de variables aleatorias {Xt}t∈I donde I = R ó I = Z (en el primer caso decimos que el
proceso es de tiempo continuo y en el otro decimos que es de tiempo discreto). En este trabajo
sólo consideraremos procesos estocásticos de tiempos discretos.

Sea (Ω,A ,P) un espacio de probabilidad con una cantidad a lo más numerable de estados y
sea {Xn}n∈Z un proceso estocástico de tiempo discreto. Definimos para cada i, j ∈ Ω
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pij = P(Xn+1 = j|Xn = i) y pij(n) = P(Xm+n = j|Xm = i).

El proceso {Xn}n∈Z satisface la propiedad de Markov si

P(Xn+1 = x|Xn = xn, . . . , X0 = x0) = P(Xn+1 = x|Xn = xn)

es decir, la probabilidad de un evento condicionada al pasado depende únicamente del último
estado del proceso. Decimos que el proceso es homogéneo si además ocurre

P(Xn+1 = j|Xn = i) = P(X1 = j|X0 = i) ∀n ∈ Z.

Sólo consideraremos procesos homogéneos.

La matriz de transición P = pij es la matriz |S| × |S| de las probabilidades de transición.

En probabilidad, a un proceso estocástico de tiempo discreto que satisface la propiedad de
Markov se le conoce como cadena de Markov.

En general, para describir una cadena de Markov homogénea comenzamos con una matriz
estocástica P , es decir, una matriz cuadrada cuyos renglones consistan de números reales no neg-
ativos y en que la suma de las entradas de cada renglón es igual a 1.

Entonces las cadenas de Markov se pueden describir por medio de una sucesión de matrices
de estocásticas {Pn}n∈Z que determinan las probabilidades de transición:

P(Xn = j|Xn−1 = i) = Pn(i, j).

En este caso la cadena de Markov se describe mediante una matriz estocástica única P , con
probabilidades de transición:

P(X1 = j|X0 = i) = P (i, j) = Pi,j.

Definición 1.53. Un estado i es persistente o recurrente si:

P(Xn = i para alguna n ≥ 1 | X0 = i) = 1

es decir, si la probabilidad de que en algún momento regrese a i habiendo empezado en i es 1. Si
la probabilidad es menor que 1, i se denomina estado transitorio.

Antes de continuar, recordemos un teorema fundamental en la teorı́a espectral de matrices no
negativas: el Teorema de Perron-Frobenius.
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Teorema 1.54. (Perron-Frobenius) Sea A = (Aij) una matriz real de n × n con entradas no
negativas, e irreducible. Entonces:

1. Existe un eigenvalor real λA > 0 de A tal que cualquier otro eigenvalor r de A cumple
|r| < λA.

2. Existen eigenvectores positivos tanto izquierdos como derechos, ambos asociados con λA,
i.e.

∃ v = (v1, . . . , vn) & ∃ w =

w1
...
wn


vi > 0, wi > 0 tal que vA = λAv & Aw = λAw.

3. El valor λA es una raı́z simple del polinomio caracterı́stico de A.

Al eigenvalor real λA que cumple con la condición dada en el inciso (1) del teorema anterior
lo llamaremos valor Perron de A.

Entonces por el Teorema de Perron-Frobenius, dada P ∈ Mn×n(R+) una matriz estocástica e
irreducible sabemos que existe un vector caracterı́stico izquierdo y uno derecho que corresponden
al valor Perron λP = 1 y cuyas entradas son todas estrictamente positivas. Más aún, se puede
ver que el conjunto de estos vectores caracterı́sticos derechos es {(a, . . . , a) = an|a > 0}. En
este caso son los vectores caracterı́sticos izquierdos los que nos interesan más, en particular aquel
que es estocástico. Dicho vector π = (π1, . . . , πn) existe, es único, y satisface que πi > 0 para
toda i = 1, . . . , n, πP = π y además π1 + · · · + πn = 1. A este vector se le llama distribución
estacionaria y lo definimos formalmente a continuación.

Definición 1.55. Sea P una matriz estocástica indexada sobre un conjunto de estados S. π es
distribución estacionaria de P si es un vector renglón con entradas πj con j ∈ S tales que:

1. πj ≥ 0 para toda j y
∑

j πj = 1.

2. π = πP es decir πj =
∑

i πipij para toda j.

No toda matriz estocástica P tiene una distribución estacionaria, y si la tiene no necesaria-
mente es única. Ahora, si P es irreducible y tiene una distribución estacionaria, entonces ésta es
única. Si P es irreducible, entonces es necesario que todos los estados sean recurrentes para que
exista una distribución estacionaria, pero no es suficiente. Esto induce una nueva clase de estados
que llamaremos positivos recurrentes y que definimos a continuación.
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Sea
qij(n) = P(X1 6= j,X2 6= j, . . . , Xn−1 6= j,Xn = j | X0 = i)

la probabilidad de que la primera visita al estado j, habiendo empezando en i, sea en el n-ésimo
paso. También definimos

qij =
∞∑
n=1

qij(n)

que serı́a la probabilidad de que la cadena visite en algún momento el estado j habiendo partido
de i. Nota que j es recurrente si y sólo si qjj = 1.

Definición 1.56. El tiempo promedio de recurrencia µi de i se define como

µi =

{ ∑
n nqii(n) si i es recurrente.

∞ si i es transitorio.

Decimos que un estado recurrente i es positivo recurrente si µi es finito.

Nota que µi puede ser infinito aún cuando i sea recurrente, en cuyo caso decimos que i es nulo
recurrente.

La idea heurı́stica del tiempo promedio de recurrencia, es que si partiéramos del estado i y al
movernos estuviésemos en otro estado, indicar el tiempo que en promedio tiene que transcurrir para
“caer” de nuevo en el estado i; la idea de la distribución estacionaria es que indique la probabilidad
de que al “mover” algo, se caiga en el estado i, ajeno al estado en el que hayamos comenzado.

Teorema 1.57. Sea P una matriz estocástica e irreducible, indexada sobre un conjunto de estados
S. Entonces P tiene distribución estacionaria π si y sólo si todos los estados son positivos recur-
rentes. En este caso π es la única distribución estacionaria y está dada por πi = 1

µi
para cada

i ∈ S.

La demostración se puede encontrar en [2].

Teorema 1.58. Sea P una matriz estocástica e irreducible, indexada sobre un conjunto de estados
S. Supongamos que todos los estados son positivos recurrentes. Supongamos además que existe
N tal que PN > 0. Entonces

pij(n) → 1

µj
= πj cuando n→∞ para toda i, j

donde π es la distribución estacionaria, y µ son los tiempos promedio de recurrencia (definición
1.56).
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La demostración se puede encontrar en [2].

Dada una matriz estocástica P , sea A la {0, 1}-matriz “equivalente” a P ; es decir para todo
i, j:

Aij =


1 si Pij > 0

0 si Pij = 0

Consideremos ahora la gráficaG con matriz de adyacencia A. Claramente,G es una gráfica simple
y por lo tanto sus trayectorias pueden ser codificadas como matrices de adyacencia por vértices.
Supongamos que GA es irreducible. Es bien sabido que si un estado es (positivo) recurrente (resp.
transitorio), entonces todos los estados son (positivo) recurrentes (resp. transitorios). En adelante,
únicamente vamos a considerar matrices estocásticas irreducibles en donde los estados son posi-
tivos recurrentes.

Queremos definir una medida µP en la σ-álgebra de Borel del σ-espacio XA. En virtud del
clásico Teorema de Extensión de Carathéodory (1.51), basta definir a µP en los conjuntos cilindros.
Sea w = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Bn(XA), con xi ∈ V(GA) para toda i = 0, . . . , n. Definimos

wtP (w) = P (x0, x1) · · ·P (xn−1, xn) (1.59)

donde a wtP (w) lo llamaremos el peso de w en P . Ahora, usando la distribución estacionaria,
definimos

µP (C [w; k]) = πx0wtP (w). (1.60)

Definición 1.61. Sea P una matriz estocástica irreducible y positiva recurrente, y sea A la (0, 1)-
matriz equivalente a P . Una cadena de Markov es (XA, σ, µP ).

Cabe observar que la noción de irreducibilidad tiene interpretaciones interesantes en matrices
estocásticas, gráficas y sistemas dinámicos respectivamente. En digráficas, el que una matriz sea
irreducible equivale a decir que la gráfica representada por la matriz es fuertemente conexa. En
sistemas dinámicos el que la matriz que representa a un sistema sea reducible quiere decir que el
sistema se puede reducir a dos o más sistemas más simples, y que si la matriz es irreducible el
sistema se tiene que tratar como un todo. En cadenas de Markov, cuando una matriz es reducible
entonces hay dos o más sistemas de estados aislados, posiblemente conectados por estados trascen-
dentes y que corresponden a la existencia de múltiples distribuciones estacionarias.

Otro aspecto donde podemos observar la importancia del concepto de irreducibilidad, es cuan-
do hablamos de transitividad topológica; un σ-espacio de tipo finito es topológicamente transitivo
si y sólo si su matriz de transición es irreducible.
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Nota también que en este caso, buscamos alguna forma de medir un subconjunto A ⊆ X ,
donde X es un σ-espacio y A un boreliano (pues son éstos los elementos de la σ-álgebra). En XG

sı́ tenemos definida una medida µP , pues se definió una medida para los cilindros, y por el Teorema
de Carathéodory podemos extender esta medida. Además, necesitamos una medida σ-invariante.
Dado µ : A→ A un mapeo continuo, definimos µP (A) = µP (φ(A)).

Entonces µP es σ-invariante pues

µP (σ(A)) = µP (φ(σ(A))) = µP (σ(φ(A))) = µP (φ(A)) = µP (A).

A ésto generalmente se le conoce como un pullback.

1.9. Sistemas dinámicos

Un sistema dinámico es, en principio, una forma de describir la dependencia de un estado o
posición (generalmente de un punto en una variedad, aunque en nuestro caso será en un espacio
métrico compacto), bajo la acción de una transfrormación a lo largo del tiempo. El tiempo es
pensado en R para sistemas dinámicos continuos, o en Z para sistemas dinámicos discretos. En
nuestro caso nos interesan únicamente los sitemas dinámicos discretos.

Definición 1.62. Un sistema dinámico (M,φ) consiste de un espacio métrico compacto M y un
mapeo continuo φ : M →M .

Si φ es un homeomorfismo entonces denominamos a (M,φ) un sistema dinámico invertible.

Ejemplo 1.63. Sea (X, σ) un σ-espacio. Entonces, en virtud de la Proposición 1.8, (X, σ) es un
sistema dinámico discreto.

Dado un sistema dinámico (M,φ) la órbita de un punto x ∈ M es el conjunto de iteraciones
{φn}n∈Z cuando φ es invertible (y para este trabajo en general lo será). Un punto periódico es un
punto x ∈M tal que φn(x) = x para algún n ≥ 0.

Sean (M,φ) y (N,ψ) dos sistemas dinámicos. Un homomorfismo θ : (M,φ) → (N,ψ) es
una función continua θ : M → N que satisface ψ◦θ = θ◦φ, de modo tal que el siguiente diagrama
conmuta:
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M
φ //

θ
��

M

θ
��

N
ψ

// N

Definición 1.64. Sean (M,φ) y (N,ψ) dos sistemas dinámicos, y sea θ : (M,φ) → (N,ψ) un
homomorfismo. Si θ es inyectiva, entonces la llamaremos un encaje, si es sobreyectiva, entonces
es un mapeo factor y si es inyectiva, sobreyectiva y su mapeo inverso es continuo entonces la lla-
maremos conjugación topológica. Si θ es una conjugación topológica decimos que estos sistemas
dinámicos son topológicamente conjugados y lo denotamos (M,φ) ∼= (N,ψ).

Ahora, consideremos el siguiente caso: sea (M,φ) un sistema dinámico, sea

M ⊆ . . .×M ×M ×M × . . . = MZ

determinado de la siguiente manera: para cada x ∈M , sea

x = (· · · , φ−1(x) , x , φ(x) , · · · ) ∈M.

Definimos φ : M →M tal que:

φ(x) = (· · · , φ(φ−1(x)) , φ(x) , φ(φ(x)) , · · · ) = (· · · , x , φ(x) , φ2(x) , · · · )

es decir, φ es un corrimiento. (M,φ) es un sistema dinámico que se conoce como extensión nat-
ural.

Nota que (M,φ) ∼= (M,φ), es decir, son topológicamente conjugados. Entonces podemos
pensar en un sistema dinámico, módulo una conjugación como un sistema dinámico en el que la
acción es el mapeo σ.

1.10. Invariantes

Algo que es importante en el estudio de los sistemas dinámicos es encontrar invariantes para
sistemas dinámicos topológicamente conjugados.

El invariante por excelencia es la entropı́a topológica, que definimos a continuación para σ-
espacios.
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Definición 1.65. Sea X un σ-espacio. Definimos la entropı́a (topológica) de X por

h(X) = ĺım
n→∞

log |Bn(X)|
n

donde Bn(X) son los bloques permitidos en X de longitud n.

La entropı́a es un invariante de conjugación, y representa la tasa de crecimiento exponencial de
la cardinalidad del conjunto de bloques de longitud n. De hecho, calcular la entropı́a de σ-espacios
de tipo finito es sencillo, como lo muestra el siguiente Teorema.

Teorema 1.66. Si X es un σ-espacio irreducible de tipo finito, con memoria M , G es una gráfica
irreducible tal que X [M+1] = XG, y A(G) su matriz de adyacencia, entonces h(X) = log λA(G).

La demostración se puede encontrar en [4], y se demuestra con argumentos de teorı́a de Perron
- Frobenius. La idea es demostrar que la tasa de crecimiento está controlada por el eigenvalor más
grande de A.

Ası́ pues, para calcular la entropı́a de un σ-espacio de tipo finito con memoria M , basta con
obtener los eigenvalores de la matriz de vértices de la gráfica asociada al σ-espacio de tipo finito,
la cual existe por la Proposición 1.39.

Los puntos periódicos son un invariante básico en los sistemas dinámicos, además de ser un
concepto intuitivamente claro en este contexto.

Definición 1.67. Sea (X,φ) un sistema dinámico. Sea pn(X) el número de puntos periódicos de
periodo n ≥ 1; es decir

pn(X) := |{x ∈ X|φn(x) = x}|
y sea

qn(X) := |{x ∈ X|φn(x) = x y φk(x) 6= x dado 1 < k < n}|.
En otras palabras qn(X) nos describe el número de puntos con periodo mı́nimo n.

Es claro que tanto pn(X) como qn(X) son invariantes de conjugación en sistemas dinámicos,
ya que dada una conjugación θ : (M,φ) ∼= (N,ψ), entonces φn(x) = x si y sólo si

θ(x) = θ(φn(x)) = ψn(θ(x)).

Además, para calcular la entropı́a nos podemos fijar, bajo ciertas condiciones, únicamente en pun-
tos periódicos. Concretamente, si X es un σ-espacio de tipo finito e irreducible, entonces la tasa
de crecimiento exponencial de la cardinalidad del conjunto de puntos periódicos de periodo n es
igual a la de los bloques de longitud n.
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Ejemplo 1.68. Consideremos un σ-espacio (XA, σ) con σ : XA → XA donde A es la matriz
de adyacencia de una gráfica. Entonces observamos que xr,s ∈ A representa la arista e tal que
i(e) = r, t(e) = s; se puede ver entonces que los sumandos que componen tr(A), es decir la traza
de A, son los puntos tales que i(e) = t(e).

Tenemos, usando la Proposición 1.34, que dada A ∈ Mm×m(Z+), {λ1, · · · , λm} = sp(A)
donde sp(A) es el espectro de A (es decir, el conjunto de eigenvalores de A), entonces pn(XA) =
tr(An) = λn1 + · · ·+ λnm.

Sea A la matriz de adyacencia que define a un σ-espacio XA. Entonces

pn(XA) =
∑
k|n

qk(XA)

donde k|n son los divisores k de n. De esto tenemos que qn nos determina pn.

Por otro lado, se puede observar que

qn(XA) =
∑
d|n

µ
(n
d

)
tr(Ad)

donde µ es la fórmula de inversión de Möbius definida como:

µ(m) =


(−1)r si m es producto de r primos distintos.
0 si p2|n para alguna p.
1 si m = 1.

Pero por la Proposición 1.34 tenemos que tr(An) = pn; entonces

qn(XA) =
∑
d|n

µ
(n
d

)
tr(Ad) =

∑
d|n

µ
(n
d

)
pd(XA)

de lo cual tenemos que pn determina a qn.

Definimos ahora la entropı́a de la teorı́a de la medida. Para ésto suponemos que tenemos un
σ-espacio X̂A definido por una 0-1 matriz de adyacencia. Sea P una matriz estocástica equivalente
a A, y sea µP la medida de Markov que define P en XA. Sea π la distribución estacionaria de P .
Definimos la entropı́a de teorı́a de la medida como

h(X̂A;µP ) = −
∑
i,j

πiPij logPij.
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Se puede demostrar que si A es irreducible, entonces

h(X̂A;µP ) ≤ h(XA)

y que existe una única P0 tal que h(X̂A;µP0) = h(XA). Por esta razón, a µP0 se le conoce como
medida de entropı́a máxima. Estos conceptos son relevantes para poder enunciar el Teorema 2.49
más adelante.
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Capı́tulo 2

El politopo de pesos por sı́mbolo

Uno de los objetos centrales en esta tesis es el politopo de pesos por sı́mbolo de una cade-
na de Markov. Tuncel y Marcus ([5]) lo definen en un contexto algebráico de matrices sobre un
semianillo más general, a saber Z+[exp]. Las matrices estocásticas comunes “viven” en el conjun-
to de matrices sobre Z+[exp]. La estructura algebráica de Z+[exp] nos va a permitir estudiar más
propiedades de las cadenas de Markov.

Empezaremos por describir el semianillo Z+[exp] y veremos cómo matrices sobre este semi-
anillo definen cadenas de Markov. Después definiremos invariantes como el grupo Γ y el grupo
∆, que usaremos para construir las Γ-formas y las ∆-formas, que son de vital importancia para el
estudio del politopo de pesos por sı́mbolo.

Definimos el politopo de pesos por sı́mbolo, estudiamos algunas de sus propiedades que lo car-
acterizan y mencionamos brevemente algunas propiedades de sus caras. Se dan algunos ejemplos
de politopos de pesos por sı́mbolo, mismos que se usarán en el Capı́tulo 3.

2.1. El semianillo Z+[exp]

Sea exp el conjunto de funciones exponenciales, es decir exp = {at | a > 0}. Entonces
Z+[exp] denota el conjunto de polinomios en exp con coeficientes en Z+. Z+[exp] es un semian-
illo cuando lo equipamos con las operaciones de suma y producto. Recordemos la definición de
semianillo.



34 El politopo de pesos por sı́mbolo

Definición 2.1. Dado un conjunto A y dos operaciones binarias + y ·, llamadas suma y multipli-
cación, (A,+, ·) es un semianillo si satisface las siguientes condiciones:

• (A,+) es un monoide conmutativo con 0 como elemento neutro, es decir:

1. a+ (b+ c) = (a+ b) + c para todo a, b, c ∈ A.

2. a+ b = b+ a para todo a, b ∈ A.

3. 0 + a = a+ 0 = a para todo a ∈ A.

• (R, ·) es un monoide con elemento neutro 1, es decir:

1. (a · b) · c = a · (b · c) para todo a, b, c ∈ A.

2. a · 1 = 1 · a = a para todo a ∈ A.

• · distribuye en +, es decir:

1. a · (b+ c) = a · b+ a · c para todo a, b, c ∈ A.

2. (a+ b) · c = a · c+ b · c para todo a, b, c ∈ A.

• Además se tiene que 1 · 0 · a = a · 0 = 0.

Ejemplo 2.2. Los siguientes son elementos de Z+[exp]:

1

(
2

5

)t
πt 4

(
1

3

)t
+ 7e−t

Ejemplo 2.3.(
1t + 3

(
2

3

)t)(
2et + 5

(
1

4

)t)
= 2et + 5

(
1

4

)t
+ 6

(
2e

3

)t
+ 15

(
1

6

)t

A una matriz sobre Z+[exp] le llamaremos una Z+[exp]-matriz. Dado t ∈ R, At denota la
matriz real no negativa A evaluada en t. Veamos cómo matrices sobre este semianillo representan
gráficas con “pesos” en sus aristas.

Ejemplo 2.4. La matriz
( (

1
5

)t
+
(

1
3

)t (
7
15

)t
1t 0

)
representa la gráfica
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1
3

1
5

7
15

1

Ejemplo 2.5. De nuevo, la matriz
(

3πt et

8t 2t

)
representa la gráfica

π
π

π
e

8

2

Una R+-matriz A es naturalmente una Z+[exp]-matriz mediante el encaje a ↪→ at. Hay que
extender varias definiciones que ya hemos visto al contexto de Z+[exp]-matrices.

Tenemos que dada una Z+[exp]-matriz, At con t ∈ R es la matriz evaluada en t. Por ejemplo,
sea

At =

(
(1

3
)t 0
πt 1t

)
.

Con esta misma matriz tenemos que

A0 =

(
1 0
1 1

)
y A1 =

(
1
3

0
π 1

)
.

Ası́ por ejemplo, la matrizA0 tendrá entradas en Z+ y determina la gráficaG(A) con vértices V(A)
y aristas E(A).
Definición 2.6. Una Z+[exp]-matriz A es irreducible si A0 es irreducible,y es estocástica si A1 es
estocástica.

Como se ve en los ejemplos anteriores, una Z+[exp]-matriz resulta en una matriz no negativa
al ser evaluada en t ≥ 0. El primer ejemplo (2.4) es de una matriz estocástica, y el segundo (2.5)
de una matriz no estocástica. Observe que la gráfica de una Z+[exp]-matriz no necesariamente es
simple, aun si es estocástica. Por esta razón, en el contexto de Z+[exp]-matrices, las aristas de la
gráfica serán, como veremos más adelante, los estados de la cadena de Markov correspondiente.

En principio estaremos considerando matrices que son no negativas, pero no necesariamente
estocásticas. Más adelante sı́ necesitaremos matrices estocásticas, por lo que describiremos el
clásico método de Parry - Tuncel para convertir la matriz dada en una matriz estocástica.
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2.2. Normalización estocástica de Parry-Tuncel

Dada una Z+[exp]-matriz A, escribimos AIJ =
∑

m∈exp aIJmm donde aIJm ∈ Z+. Obser-
va que A0 nos define una gráfica G(A). V(A) es el conjunto de ı́ndices de A y hay (A0)IJ =∑

m∈exp aIJm aristas de I a J , donde I, J ∈ E(A).

Esto nos define un σ-espacio de tipo finito:

ΣA0 = {x ∈ (E(A))Z | t(xI) = i(xI+1) para toda I ∈ Z en G(A)}.

Ahora, podemos asignar pesos a las aristas E(A) de la siguiente manera: para cada par I, J ∈
V(A) y cada m = at ∈ exp, asignamos peso a a exactamente aIJm aristas que van de I a J .
Tenemos entonces que

AIJ =
∑

w∈E(A), i(w)=I, t(w)=J

wtA(w)t.

Sea A una Z+[exp]-matriz irreducible. Sea λ el valor Perron de A1, y sea r el vector Perron
derecho asociado a λ. Defı́nase la probabilidad de transición para cada arista w como:

pA(w) =
wtA(w)rt(w)

λ(A)ri(w)

.

Sea

P :=
D−1AD

(λ(A))t
(2.7)

donde D es la matriz diagonal DII = rI .

Entonces
PIJ =

∑
i(w)=I,t(w)=J

(pA(w))t.

De 2.7, y dado que A1r = λ(A1)r, tenemos que P11 = 1, donde 1 =

 1
...
1

 es decir, P1 es

estocástica. Dado que A1 es irreducible, también lo es P1 y entonces existe un vector estacionario
único π tal que πP1 = π con π > 0, π · 1 = 1.
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Observa que
D−1AD

λ
1 =

D−1Ar

λ
=

D−1λr

λ
= D−1r = 1

de lo cual, P =
D−1AD

λ
es estocástica.

Definimos µA en los conjuntos cilindro C = {x ∈ ΣA0 | xm · · ·xn = wim · · ·win}, como
µA(C ) = πi(eim )pA(eim) · · · pA(ein).

Definición 2.8. La cadena de Markov definida por A es Σ = (ΣA0 , σA0 , µA).

La siguiente proposición nos indica cuándo dos Z+[exp]-matrices irreducibles nos definen la
misma cadena de Markov.

Proposición 2.9. Sean A,B Z+[exp]-matrices irreducibles. Entonces:

1. A tiene forma estocástica única.

2. A,B definen la misma cadena de Markov si y sólo si existe una Z+[exp]-matriz diagonal D,
con m ∈ exp tal que

A =
D−1BD

m
. (2.10)

Demostración. Para ver que cualquier Z+[exp]-matriz irreducible es única, observa que la matriz
P , definida por la ecuación 2.7 es una forma estocástica de A, pues para una matriz estocástica
P1, λ(P1) = 1 y un eigenvector Perron derecho para P1 es 1 (el vector cuyas entradas son 1’s) y
entonces las cadenas de Markov definidas por P y A coinciden ((σAo , σnA0

, µA) = (σPo , σ
n
P0
, µP )).

De aquı́ se puede ver que dos formas estocásticas definen la misma cadena de Markov si y
sólo si coinciden.

Ahora, para demostrar que dadasA,B Z+[exp]-matrices irreducibles definen la misma cadena
de Markov con las condiciones dadas, primero definimos A ∼ B si la ecuación 2.10 se cumple
para alguna D, m = at. Se puede ver que ∼ es una relación de equivalencia.

Sean P , Q formas estocásticas para A, B respectivamente. Entonces A ∼ P y B ∼ Q. Pero
entonces A ∼ B si y sólo si P ∼ Q.

Si P = D−1QD
at

entonces a = λ(Q1)
λ(P1)

= 1. Entonces D11 = D1P11 = Q1(D11). De allı́ D11 =

c1 para alguna c. Entonces D = ctI y por ende P = Q.
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2.3. Algunos invariantes

Sea γ = e1e2...en una trayectoria enG(A), donde ei son las aristas de la trayectoria. Definimos
la longitud l(γ) como el número n de aristas que atraviesa la trayectoria γ.

Llamaremos a una Z+[exp]-matriz no errante si siempre que existe una trayectoria de I a J ,
existe una trayectoria de J a I .

Definición 2.11. Sea A una Z+[exp] matriz. Definimos el conjunto gamma de A como:

ΓA = 〈{wtA(γ) | γ es un ciclo}〉

y el conjunto delta de A como:

∆A =

{
wtA(γ)

wtA(γ′)
| γ, γ′ son ciclos y l(γ) = l(γ′)

}
.

Llamaremos ciclos simples a aquellos ciclos donde el único vértice que se repite es el inicial,
que es igual al terminal.
Definición 2.12. Sea A una Z+[exp]-matriz irreducible. El periodo d = dA de A es el máximo
común divisor de las longitudes de los ciclos de G(A). Decimos que A es aperiódico si d = 1.

Si A es irreducible con periodo d, entonces para toda n, An es no errante y Ad tiene exacta-
mente d componentes irreducibles, y cada componente es aperiódico.

Proposición 2.13. Sea A una Z+[exp]-matriz irreducible. Entonces se cumple:

1. Para cada estado I , ΓA es el grupo generado por

{wtA(γ) | γ es un ciclo que pasa por I}
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y

∆A =
{ wtA(γ)

wtA(γ′)
| γ, γ′ son ciclos que pasan por I con l(γ) = l(γ′)

}
.

2. ∆A ⊆ ΓA y éstos son subgrupos finitamente generados por el grupo multiplicativo (R+,×).
Ası́ pues ΓA y ∆A son grupos abelianos finitamente generados.

3. Para cada I , ∆A no depende de I .

4. Para toda n, ∆An = ∆A.

Demostración. 1. Dado que A es irreducible, se sigue que el grupo generado por un ciclo que
pasa por un vértice especı́fico es igual al ΓA generado por cualquier ciclo. Esto es análogo
para ∆A.

2. Primero, ΓA es un subgrupo de (R+,×) por definición, al igual que ∆A.

Ahora, nota que ΓA, ∆A son finitamente generados, pues A representa una gráfica finita-
mente generada, la cual tiene una cantidad finita de ciclos simples, y el peso de cualquier
ciclo puede ser descrito como el producto de pesos de ciclos simples.

3. Se sigue de la Proposición 2.9, inciso (2).

4. Se puede ver que ∆An ⊆ ∆A.

Demostraremos que ∆A ⊆ ∆An: sean ciclos γ, γ′ los cuales tienen un estado I común y
tales que l(γ) = l(γ′).

Considera
γ ∗ γ ∗ · · · ∗ γ︸ ︷︷ ︸

n veces

γ′ ∗ γ ∗ · · · ∗ γ︸ ︷︷ ︸
n−1 veces

(donde ∗ significa concatenar). Estas cadenas tienen sentido como ciclos, aún cuando puede
ser necesario aplicar σ a γ. Nota que además estos ciclos representan los ciclos γ, γ′ en la
gráfica de An. Entonces:

wtAn(γ)

wtA(γ′)
=

(wtA(γ))n

(wtA(γ′)) (wtA(γ))n−1
=
wtA(γ)

wtA(γ′)
.

De esta forma, cualquier elemento de ∆A puede ser presentado como elemento de ∆An

∴ ∆A ⊆ ∆An ∴ ∆A = ∆An .



40 El politopo de pesos por sı́mbolo

Definición 2.14. Sea A una Z+[exp]- matriz con periodo d. Sean γ, γ′ ciclos en G(A) tales que
l(γ) = d+ l(γ′). Definimos

cA :=

(
wtA(γ)

wtA(γ′)

)1/d

.

Nota que cA depende de los ciclos γ, γ′. Sin embargo, si establecemos que A es irreducible,
entonces cA es un objeto bien definido módulo ∆

1/d
A = { a1/d | a ∈ ∆A}, lo cual se demostrará a

continuación.

Antes, una pequeña observación que resultará muy útil para la siguiente proposición.

Observación 2.15. Si γ, γ′, δ, δ′ son ciclos en G(A) tales que l(γ)− l(γ′) = l(δ)− l(δ′) entonces:

wtA(γ)

wtA(γ′)
=
wtA(δ)

wtA(δ′)
mód ∆A.

Demostración. Dado que A es irreducible, podemos asumir que γ, γ′, δ, δ′ pasan todos por un
estado en común. Entonces, concatenar γ ∗ δ′, γ′ ∗ δ tiene sentido como ciclos, (si los estados
iniciales de δ, δ′ no coinciden con los estados terminales de γ, γ′ respectivamente, aplicamos σ a
δ, δ′). Además, l(γ ∗ δ′) = l(γ′ ∗ δ).

Entonces
wtA(γ)
wtA(γ′)

wtA(δ)
wtA(δ′)

=
wtA(γ)wtA(δ′)

wtA(γ′)wtA(δ′)
.

Ahora, como dados dos ciclos cualesquiera γ, δ se tiene que

wtA(γ)wtA(δ) =
∏n

i=1 wtA(ei)
∏m

j=1 wtA(ej) = wtA(γ ∗ δ) (donde ei, ej son las aristas de
los ciclos δ, γ respectivamente).

Se sigue que
wtA(γ)wtA(δ′)

wtA(γ′)wtA(δ)
=
wtA(γ ∗ δ′)
wtA(γ′ ∗ δ)

donde además l(γ ∗ δ′) = l(γ′ ∗ δ).

Entonces
wtA(γ ∗ δ′)
wtA(γ′ ∗ δ) ∈ ∆A,

wtA(γ)
wtA(γ′)

wtA(δ)
wtA(δ′)

∈ ∆A,
wtA(γ)

wtA(γ′)
=
wtA(δ)

wtA(δ′)
mód ∆A.
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Con esto en mente, veamos la siguiente proposición:

Proposición 2.16. Sea A una Z+[exp]-matriz irreducible y aperiódica

1. cA está bien definida mód ∆A.

2. ∀i ∈ N
ciA∆A =

{ wtA(γ)

wtA(γ′)
| γ, γ′ son ciclos tales que l(γ) = i+ l(γ′)

}
.

3. ΓA/∆A es un grupo cı́clico con generador cA∆A.

4. Si A, B definen la misma cadena de Markov, entonces(
cA

λ(A1)

)
=

(
cB

λ(B1)

)
mód ∆A.

En particular si P , A definen la misma cadena de Markov, P es una forma estocástica
entonces cP =

(
cA

λ(A1)

)
mód ∆P .

5. cAn∆An = cnA∆A.

Demostración. 1. Por definición, cA = wtA(γ)
wtA(γ′)

dado l(γ) = 1 + l(γ′).

De la observación anterior (2.15): sea

l(γ)− l(γ′) = l(δ)− l(δ′) entonces
wtA(γ)

wtA(γ′)
=
wtA(δ)

wtA(δ′)
mód ∆A.

2.

ciA =
wtA(γ)

wtA(γ′)
donde l(γ)− l(γ′) = i.

De nuevo, sean δ, δ′ tales que l(γ)− l(γ′) = i = l(δ)− l(δ′)

entonces
wtA(γ)

wtA(γ′)
=
wtA(δ)

wtA(δ′)
mód ∆A.

Sea

ζ ∈ ciA∆A entonces ζ =

(
wtA(γ)

wtA(γ′)

)(
wtA(δ)

wtA(δ′)

)
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donde l(γ)− l(γ′) = i, l(δ) = l(δ′).

Pero ζ era un elemento cualquiera. Entonces afirmamos que

ciA∆A =
{ wtA(γ)

wtA(γ′)
| γ, γ′ son ciclos tales que l(γ) = i+ (γ′)

}
.

3. Sabemos que ∆ 6 Γ ; tenemos además que

Γ/∆ = {g∆ | g ∈ Γ}

g∆ = {gh | h ∈ ∆}.

Por demostrar que existe g∆ ∈ Γ/∆ tal que 〈g∆〉 = Γ/∆.

Sea h∆ ∈ Γ/∆ ; recordemos que Γ = 〈{wtA(γ) tal que γ es ciclo }〉.

Sea h = wtA(γ0) entonces wtA(γ0)∆ = cm∆ donde c =
wtA(γ)

wtA(γ′)
dado l(γ) = l(γ′) + 1.

Habrı́a que demostrar que existe m tal que wtA(γ0)c−m ∈ ∆ i.e.

wtA(γ0)
wtA(γ′)m

wtA(γ)m
∈ ∆.

Llamaremos n0, n respectivamente a las longitudes de los ciclos γ0, γ
′.

Dado que estamos trabajando en una matriz irreducible podemos considerar, sin pérdida de
generalidad, trayectorias que cumplen:

• ρ1 que una a un vértice de γ′ con un vértice de γ0, denotando su longitud k1.

• ρ2 que una a un vértice de γ0 con un vértice de γ, denotando su longtud k2.

• ρ3 que una a un vértice de γ con un vértice de γ′, denotando su longitud k3.

Sea ρ = ρ1 ∗ ρ2 ∗ ρ3, y k = k1 + k2 + k3

i.e.

◦

ρ3

��
�X

�X
�X

�X
�X

�X
�X

�X

γ0 99 ◦ρ1oo o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ γ′
yy

◦

ρ2

FF
F�

F�
F�

F�
F�

F�
F�

F�

γ

ZZ
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(Nótese que el anterior dibujo es una mera referencia, pues ninguna de las trayectorias que
aparecen en éste deben ser necesariamente de longitud 1.)

Consideramos entonces

wtA(γ0)wtA(ρ3)wtA(ρ2)wtA(γ′)mwtA(ρ1)

wtA(γ′)mwtA(ρ)
=

n0 + nm+ k

m(n+ 1) + k
=
mn+ k + n0

mn+ k +m
.

Observa que tomamos ámbos ciclos.

Pero entonces basta con m = n0 y tenemos que wtA(γ0)c−m ∈ ∆ entonces h∆ = cm∆.

4. Si A,B definen la misma cadena de Markov, entonces se tiene que A =
D−1BD

m
donde D

es una matriz diagonal y m está en exp.

Entonces

An =

(
D−1BD

m

)n
=

(D−1BD)n

mn
=
D−1BnD

mn
.

Sean PA, PB formas estocásticas de A,B respetivamente. Entonces

PA =
D−1
A ADA

(λ(A1))t
=
D−1
B BDB

(λ(B1))t
= PB.

Se sigue que
wtA(γ)

λ(A1)l(γ)
= wtP (γ) =

wtB(γ)

(λ(B1))l(γ)

entonces wtA(γ) = wtB(γ)

(
1

λ(B1)

)l(γ)

λ(A1)l(γ) = wtB(γ)

(
λ(A1)

λ(B1)

)l(γ)

.

Esta igualdad implica que:

cA
λ(A1)

=

wtA(γ)
wtA(γ′)

λ(A1)
=

wtB(γ)
(
λ(A1)
λ(B1)

)l(γ)

wtB(γ′)
(
λ(A1)
λ(B1)

)l(γ′)

λ(A1)
=

wtB(γ)
wtB(γ′)

(
λ(A1)
λ(B1)

)l(γ)−l(γ′)

λ(A1)

=

wtB(γ)
wtB(γ′)

λ(B1)
=

cB
λ(B1)

.

En el caso de que B fuese estocástica, tendrı́amos que cB =

(
cA

λ(A1)

)
mód ∆A pero dado

que λ(B1) = 1. Entonces:
cB

λ(B1)
=

cA
λ(A1)

.
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5. Demostraremos que cAn∆An = cnA∆A.

Tenemos por la Proposición 2.13 (4) que ∆An = ∆A.

Ahora, por definición tenemos que

cA =
wtA(γ)

wtA(γ′)

para algún par de ciclos γ y γ′ en G(A), con l(γ) = l(γ′) + 1.

Observamos que

cnA =
wtA(γ)n

wtA(γ′)n
y además l(γn) = nl(γ′) + n. (2.17)

Por otro lado

cAn =
wtAn(ρ)

wtAn(ρ′)

para algún par de ciclos ρ y ρ′ en G(An), con l(ρ) = l(ρ′) + 1.

Entonces, ya que las aristas (sı́mbolos) de G(An) corresponden a caminos de longitud n en
G(A), entonces existe un ciclo ρ en G(A) que corresponde al ciclo ρ en G(An), y se tiene
que l(ρ) = n(m+ 1) = mn+ n donde m = l(ρ′) (por lo que lAn(ρ′) = mn), y en virtud de
las ecuaciones 2.17, tenemos que cAn∆An = cnA∆A.

Nótese que (ΓA/∆A) puede ser finito o infinito. Por ejemplo, si A = pt + qt dados p y q
linealmente independientes, entonces ΓA = 〈p, q〉, ∆A = 〈p/q〉 y |ΓA/∆A| =∞.

A continuación se muestra que las cadenas de Markov pueden ser representadas con matrices
sobre Z+[Γt], Z+[∆t].

Proposición 2.18. Sea A una matriz irreducible Z+[exp]. Entonces las siguientes afirmaciones
son ciertas:

1. ∃D matriz diagonal sobre exp tal que

Â := D−1AD está sobre Z+[ΓtA]

(Â es la Γ-forma de A).
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2. La Γ-forma es única salvo conjugación con una matriz diagonal en ΓtA.

3. ∃D matriz diagonal sobre exp, m ∈ exp tal que

A :=
D−1AD

m
está sobre Z+[∆t

A]

(A es la ∆-forma de A).

4. Si A es aperiódica, la ∆-forma es única salvo conjugación con una matriz diagonal con una
matriz diagonal sobre ∆t

A y división con un elemento de ∆t
A.

Nótese que si A y B definen la misma cadena de Markov, entonces una ∆-forma para A es
también una ∆- forma para B.

Demostración.

...
H8?9>:=;<

I1
07162534

%%

γI1
e% e% e% e% e% e% e%I2

07162534
,,

γI2l, l, l, l, l, l,

In8?9>:=;<

99

γIny9 y9 y9 y9 y9 y9 y9

1. Para cada estado Ii escojemos trayectorias γIi con la misma longitud y el mismo estado
terminal H , tales que γIi tiene estado inicial Ii. Tomamos la matriz diagonal D definida por

DII = (wtA(γIi))
t

es decir,

DII = (wtA(γI))
t i.e.

D =


wtA(γI1)

t 0 0 . . .
0 wtA(γI2)

t 0 . . .
...

... . . . 0
0 0 . . . wtA(γIN )t



D−1 =


(wtA(γI1)

−1)t 0 0 . . .
0 (wtA(γI2)

−1)t 0 . . .
...

... . . . 0
0 0 . . . (wtA(γIN )−1)t





46 El politopo de pesos por sı́mbolo

de forma que
(D−1AD)ij = wtA(γIi)

−tAijwtA(γIj)
t.

Entonces hay que demostrar que

wtA(γIi)
−tAijwtA(γIj)

t ∈ Γ = 〈{wtA(γ)|γ es un ciclo}〉,
es decir, que es cociente de dos ciclos.

Ahora, observa la siguiente figura:

H8?9>:=;<

Ii07162534

%%

γIi
e% e% e% e% e% e% e%

Ij07162534

yy
γIj

9y9y9y9y9y9y9y

Aij //

ρ

ff

ρ existe por irreducibilidad de la matriz A. Nos fijamos en los ciclos Aijγjρ, y γiρ. Luego

AijwtA(γj)wtA(γ)

wtA(γi)wtA(ρ)
=
AijwtA(γj)

wtA(γi)
= wtA(γi)

−1AijwtA(γj).

Pero este es el ciclo que buscábamos.

Entonces wtA(γi)
−tAijwtA(γj)

t ∈ Γ

de lo cual D−1AD ∈ Z+[ΓtA].

2. La demostración se implica en la demostración del inciso (4).

3. Por demostrar que ∃D matriz diagonal sobre exp y m ∈ exp tal que

A :=
D−1AD

m

está sobre Z+[∆A].

De nuevo consideramos DII = (wtA(γI))
t y además consideramos m = ctA, recordando que

c =
wtA(γ)

wtA(γ′)
donde l(γ) = l(γ′) + 1.

Entonces, usando lo visto en la demostración del inciso anterior, tenemos que ver que

wtA(γIi)
−tAijwtA(γIj)

t

wtA(γ)
wtA(γ′)

∈ ∆A.

Observa la figura:
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Ii Ij
Aij

H

γIj
γIi

ρ

γ′γ

Considera los ciclos AijγIjγ
′ρ y γIiγρ. Sea

AijwtA(γIj)wtA(γ′)wtA(ρ)

wtA(γIi)wtA(γ)wtA(ρ)
=
AijwtA(γIj)wtA(γ′)

wtA(γIi)wtA(γ)
.

Recordando que tenemos wtA(γIj) = wtA(γIi) y l(γ) = l(γ′) + 1, entonces

AijwtA(γIj)wtA(γ′) = wtA(γIi)wtA(γ)

por tanto,
AijwtA(γIj)wtA(γ′)

wtA(γIi)wtA(γ)
∈ ∆A.

Pero además esta es la forma que buscábamos.

Entonces
wtA(γIi)

−1AijwtA(γIj)
wtA(γ)
wtA(γ′)

∈ ∆A

se sigue que
D−1AD

m
∈ Z+[∆A].

4. Sean A, B ∆-formas de una matriz A. Entonces A =
D−1BD

m
para alguna m = ct.

∀ γ ciclo en G(A) = G(B), wtA(γ) = 1
cl(γ)

wtB(γ).

Como wtA(γ), wtB(γ) ∈ ∆A entonces cl(γ) ∈ ∆A. Pero como A es aperiódica y ∆A es
grupo, c ∈ ∆A.

Ahora, fijamos un estado I0. Sea E =
D

DI0I0

entonces A =
E−1BE

m
. Falta ver que las

entradas de E están en ∆.
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Para cualquier estado I existe una trayectoria aI0I .

Sea aij =
(ei)

−1(ej)bij
ct

=
(ei0)

−1(ei1)bi0i1
ct

· · · (ein−1)
−1(ein)bin−1in

ct
.

De aquı́, wtA(a) =
wtB(a)e−1

Io
eIn

cl(γ)
.

Si la trayectoria es el ciclo, entonces (E1)II = (E)I0I0 = 1 lo cual implica que

wtA(a) = wtB(a)(E1)II

(
1

cl(γ)

)
.

Ahora, como wtA(a), wtB(a), c ∈ ∆A entonces (E1)II ∈ ∆A.

Para demostrar la unicidad de las Γ-formas, es básicamente el mismo procedimiento pero
sin c.

Proposición 2.19. 1. Si A es una ∆ - forma, entonces ΓA = ∆A y cdA∆A = ∆A.

2. Si P es estocástica y aperiódica, entonces

(1/cp)∆P = {λ(At) | A es una ∆-forma para P}.

Demostración. 1. Si A es una ∆-forma, por demostrar que ΓA = ∆A.

Dado que A es una ∆-forma, sus entradas están en ∆A. Entonces, para cualquier ciclo γ en
la gráfica G(A) de A, su peso wtA(γ) ∈ ∆A.
Pero por definición wt(γ) ∈ ΓA entonces ΓA ⊆ ∆A. Además por Proposición 2.13 (2) ten-
emos que ∆A ⊆ ΓA por lo cual ∆A = ΓA.

Falta demostrar que cdA∆A = ∆A. Pero como ya tenemos que ∆A = ΓA, ΓA/∆A es trivial.
Ahora, por Proposición 2.16 (3) sabemos que ΓA/∆A es generado por cA∆A, lo cual implica
que cA∆A = ∆A.

2. Si P es estocástica y aperiódica, demostrar que(
1

cP

)
∆P = {λ(A1) tal que A es una ∆-forma para P}.

Observa que por Proposición 2.16 (4) tenemos que cP =
cA

λ(A1)
mód ∆P , de lo cual

λ(A1)cP = cA mód ∆P .
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Además tenemos por el inciso anterior que cA∆A = ∆A ⇒ λ(A1) = 1
cP

mód ∆P . Pero
sabemos que cualquier múltiplo de una ∆ -forma sigue siendo una ∆ -forma.

Entonces
1

cP
= {λ(A1) tal que A es una ∆-forma para P}.

Dado que buscamos condiciones necesarias y suficientes para la existencia de cierto tipo de
códigos de una cadena de Markov a otra, a continuación veremos algunas nociones de codificación.

La continuidad hace referencia a los espacios producto E(A)Z, E(B)Z, a los cuales se relacio-
nan de forma natural ΣA0 y ΣB0 respectivamente. Recordemos que el mapeo π : ΣA0 → ΣB0 es
continuo si y sólo si existe un mapeo ϕ∗ de las trayectorias de longitud L en G(A) a las aristas en
G(B) tales que para algún k ∈ Z se tenga que

ϕ(x)i+k = π∗(xi . . . xi+L−1).

Si L = 1 entonces ϕ es un 1-mapeo de bloque y está determinado por un homomorfismo de gráfi-
cas G(A) → G(B), es decir, mapeos V(A) → V(B), E(A) → E(B) tales que se respetan los
estados iniciales y terminales.

Definición 2.20. Sean A y B Z+[exp] matrices. Un homomorfismo de bloques ϕ : ΣA → ΣB es
un mapeo factor ϕ : ΣA0 → ΣB0 que además preseva la medida (es decir, ϕ(µA) = µB). Decimos
que ΣB es factor de ΣA si existe dicho homomorfismo de bloques. Un isomorfismo de bloques
es un homomorfismo de bloques que es 1− 1.

Para un ciclo γ en G(A), γ∞ denota el punto periódico de ΣA0 generado por γ. Por ejem-
plo, si γ = e1 . . . en entonces (γ∞)i = ei mód n. Si ϕ es un homomorfismo de bloques, sea
ϕ(γ) el ciclo cuya longitud es igual a la longitud de γ y tal que genera ϕ(γ∞). Es decir, ϕ(γ) =
(ϕ(γ∞))1 . . . (ϕ(γ∞))n.

A continuación se da una caracterización fundamental de los mapeos factor finito a uno que
preservan medida. La caracterización se da en términos de los pesos de los ciclos.

Proposición 2.21. Sean P,Q Z+[exp] matrices irreducibles y estocásticas. Sea ϕ : ΣP0 → ΣQ0

un mapeo factor finito a uno. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ϕ : ΣP → ΣQ es un homomorfismo de bloques (es decir, preserva medida).



50 El politopo de pesos por sı́mbolo

2. Para todo ciclo γ en G(P ), wtP (γ) = wtQ(ϕγ).

3. Si A, B definen la misma cadena de Markov que P , Q respectivamente, entonces existe
a ∈ R+ tal que para toda γ ciclo en G(A),

wtA(γ) = al(γ)wtB(ϕγ).

Demostración. • Demostraremos primero que dado ϕ : ΣP → ΣQ un homomorfismo de
bloques, entonces para todo ciclo γ en G(P ), wtP (γ) = wtQ(ϕγ).

Sea ϕ : ΣP → ΣQ un mapeo de k-bloques. Sea γ ∈ ΣP un punto periódico con periodo
mı́nimo p. Si δ = ϕγ, entonces δ es periódico de periodo p y sea p′ el periodo mı́nimo de δ
(de forma que p′ | p).

Sean π(P ), π(Q) las distribuciones estacionarias de P,Q respectivamente. Consideremos
al conjunto cilindro C [δ1 . . . δp′ ; k] ⊂ ΣQ, el cual tiene medida π

(Q)
δ1

(wtQ(δ1 . . . δp′)).
Consideremos también al conjunto cilindro C [(δ1 . . . δp′)

N ; k], el cual tiene medida
π

(Q)
δ1

(wtQ(δ1 . . . δp′)
N). Supongamos que γ = γ(1), γ(2), . . . , γ(r) son las pre-imágenes de

δ con periodos p = p1 = s(1)p′, p2 = s(2)p′, . . . , pr = s(r)p′ respectivamente. Para cada
N ≥ 0 consideremos ϕ−1(C [(δ1 . . . δp′)

2N+1;−Np′ + 1]) ⊆ ΣP .

Por continuidad

ĺım
N→∞

ϕ−1(C [(δ1 . . . δp′)
2N+1;−Np′ + 1]) = {γ(1), . . . , γ(r)} = ϕ−1δ.

Hay entonces una t, independiente de N tal que cada punto en
ϕ−1(C [(δ1 . . . δp′)

2N+1;−Np′ + 1]) coincide con uno de γ(i) en un (p′)2N+1−t-bloque; más
precisamente, si x ∈ ϕ−1(C [(δ1 . . . δp′)

2N+1;−Np′ + 1]), entonces

x−Np′+1+t . . . xNp′−t = γ
(i)
[−Np′+1+t,Np′−t].

La medida de ϕ−1(C [(δ1 . . . δp′)
2N+1;−Np′ + 1]) puede ser expresada como

M(1)(wtP (γ
(1)
1 . . . γ(1)

p1
))

2N+1−t
s(1) + · · ·+M(r)(wtP (γ

(r)
1 . . . γ(r)

pr ))
2N+1−t
s(r)

para M(i) positivo. Se requieren los s(i) porque pi = s(i)p′. La N debe ser escogida de
modo tal que 2N+1−t

s(i)
sean enteros. Dado que ϕ preserva medida, tenemos

π
(Q)
δ1

(wtQ(δ1 . . . δp′)
2N+1) =

r∑
i=1

M(i)((wtP (γ
(i)
1 . . . γ(i)

pi
)−s(i))2N+1−t

para una secuencia de N al infinito. Esto nos dice que (wtQ(δ1 . . . δp′))
s(i) =

wtP (γ
(i)
1 . . . γ

(i)
pi ) ∀i que equivale awtQ(δ1 . . . δp) = wtP (γ1 . . . γp), i.e.wtQ(ϕγ) = wtP (γ).
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• Para la demostración de que si todo ciclo γ en G(P ) tenemos que wtP (γ) = wtQ(ϕγ),
entonces ϕ preserva medida, se puede consultar en [3].

• Demostraremos que dado wtP (γ) = wtQ(ϕγ) para todo ciclo γ, tenemos que para A,B
que definen la misma cadena de Markov, existe a ∈ R+ tal que para todo ciclo γ en G(A),
wtA(γ) = al(γ)wtB(ϕγ).

Dado que A,B definen la misma cadena de Markov tenemos que

wtA(γ) = wtP (γ)

(
λ(A1)

λ(P1)

)l(γ)

y análogamente wtB(ϕγ) = wtQ(ϕγ)

(
λ(B1)

λ(Q1)

)l(ϕγ)

.

Por hipótesis wtP (γ) = wtQ(ϕγ), de lo cual:

wtA(γ)

(
1

λ(A1)

)l(γ)

= wtB(ϕγ)(λ(B1))l(γ)

wtA(γ) =

(
λ(A1)

λ(B1)

)l(γ)

wtB(ϕγ).

Entonces, además tenemos al(γ) =

(
λ(A1)

λ(B1)

)l(γ)

.

• Tenemos que para A,B que definen la misma cadena de Markov, existe a ∈ R+ tal que para
todo ciclo γ en G(A), wtA(γ) = al(γ)wtB(ϕγ), y demostraremos que esto implica que para
todo ciclo γ en G(P ) entonces wtP (γ) = wtQ(ϕγ).

Dado que wtA(γ) =

(
λ(B1)

λ(A1)

)l(γ)

wtB(ϕγ). Se sigue que

wtP (γ)

(
λ(P1)

λ(A1)

)l(γ)

=

(
λ(B1)

λ(A1)

)l(γ)(
λ(Q1)

λ(B1)

)l(γ)

wtQ(ϕγ) entonces wtP (γ) = wtQ(ϕγ).

A continuación se introduce el invariante que juega el rol de la entropı́a topológica para las
cadenas de Markov.

Definición 2.22. Sea A una Z+[exp] matriz. La función beta βA se define como

βA(t) = sp(At) tal que t ∈ R.
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Observación 2.23. Sean A y B Z+[exp] matrices irreducibles.

1. Si AS = αS donde α = α(t) y S 6= 0 está sobre Z+[exp], entonces α = βA. Esto se sigue
del Teorema de Perron - Frobenius (1.54).

2. Si βA = βB y P,Q son formas estocásticas para A,B respectivamente, entonces βP = βQ.
Esto se sigue de que βA = βB implica que λ(A1) = λ(B1) y entonces

βP =
βA

(λ(A1))t
=

βB
(λ(B1))t

= βQ.

Teniendo los objetos ΓP , cP∆P ,∆P , βP , ya podemos buscar condiciones necesarias para ho-
momorfismos de bloques finito a uno.

Proposición 2.24. Sean P,Q Z+[exp]-matrices estocásticas. Sea ϕ : ΣP → ΣQ un homomorfismo
de bloques finito a uno; sea d = dP . Entonces:

βP = βQ, ΓP ⊆ ΓQ, ∆P ⊆ ∆Q, cdP = cdQ mód ∆Q y |ΓQ�ΓP |, |∆Q�∆P | son finitos.

Nota como podemos reformular la información contenida en βP , ΓP , ∆P , cP∆P en términos
de ∆-formas.

Proposición 2.25. Sean P,Q Z+[exp]-matrices estocásticas aperiódicas. Entonces:

1. (ΓP , cP∆P ,∆P , βP ) = (ΓQ, cQ∆Q,∆Q, βQ)

si y sólo si

∆P = ∆Q y existen ∆-formas A,B para P,Q tal que βA = βB.

2. ΓP ⊆ ΓQ cP = cQ mód ∆Q ∆P ⊆ ∆Q βP = βQ

si y sólo si

∆P ⊆ ∆Q y existen ∆-formas A,B para P,Q tal que βA = βB.

Demostración. Nota: Sólo demostraremos el primer inciso, ya que el segundo inciso no lo re-
queriremos para este trabajo.
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1. Queremos demostrar que (ΓP , cP∆P ,∆P , βP ) = (ΓQ, cQ∆Q,∆Q, βQ).
Entonces ∆P = ∆Q y existen ∆-formas A,B para P,Q tal que βA = βB.

Sean A,B ∆-formas para P,Q respectivamente. Por Proposición 2.19 (2) sabemos que dada
P estocástica y aperiódica,

(1/cp)∆P = {λ(A1) tal que A es una ∆-forma para P}.

Entonces λ(A1) ∈ ( 1
cP

)∆P y λ(B1) ∈ ( 1
cQ

)∆Q. Además tenemos que ∆P = ∆Q y cP∆P =

cQ∆Q entonces λ(A1) = λ(B1) mód ∆P .

Ahora, sea A = A

(
λ(B1)

λ(A1)

)t
. Observemos que A sigue siendo una ∆ forma para P y que

λ(A1) = λ(B1). Entonces tenemos que:

βA(t) = sp(At) βB(t) = sp(Bt)

Entonces
βA(t)

βB(t)
=

sp(At)

sp(Bt)
=

sp

(
At

(
λ(B1)
λ(A1)

)t)
sp(Bt)

=

(
λ(B1)
λ(A1)

)t
sp(At)

sp(Bt)
=

(
λ(B1)
λ(A1)

)t
βA(t)

βB(t)

(recordando que en observación 2.23 (2) tenemos que βA(t) = (λ(A1)t)βP (t))

=

(
λ(B1)

λ(A1)

)t
(λ(A1))tβP (t)

(λ(B1))tβQ(t)
= 1

De lo cual βA = βB entonces ∆A = ∆P = ∆Q = ∆B 2

Ahora demostraremos que ∆P = ∆Q y existen ∆-formas A,B para P,Q tal que βA = βB
entonces (ΓP , cP∆P ,∆P , βP ) = (ΓQ, cQ∆Q,∆Q, βQ).

Sean A,B ∆ formas para P,Q tales que βA = βB. Por observación 2.23 (2) esto implica
βP = βQ. βA = βB también implica λ(A1) = λ(B1). Teniendo esto y usando la Proposición
2.19 (2) obtenemos que cP∆P = cQ∆Q. Ahora, por Proposición 2.16 (3) sabemos que ΓP

∆P

tiene generador cP∆P , de lo cual concluimos que ΓP = ΓQ.
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2.4. Definición del politopo de pesos por sı́mbolo y algunas propiedades
básicas

Definiremos el politopo de pesos por sı́mbolo, ası́ como veremos algunas de sus propiedades.
Para esto, requerimos varias definiciones y conceptos, algunos de los cuales se han visto en la sec-
ción anterior.

Definición 2.26. Un conjuntoX es convexo si para toda x, y ∈ X , t ∈ [0, 1] el punto (1−t)x+ty ∈
X .

El casco convexo de un conjunto X es el mı́nimo conjunto convexo que contiene a X .

Recordemos que un conjunto X es convexo si y sólo si para cualesquiera x1, x2, . . . , xs ∈ X
y λ1, λ2, . . . , λs ≥ 0 tales que λ1 + λ2 + . . .+ λs = 1, se tiene que

∑s
k=1 λkxk ∈ X .

Para un conjunto S de números reales, 〈S〉Q es el espacio vectorial racional generado por S,
es decir {∑ qisi | qi ∈ Q, si ∈ S}.

Denotaremos S a la cerradura del casco convexo racional de S en 〈S〉Q, es decir:

{
∑

qisi | qi ∈ Q, qi ≥ 0,Σqi = 1, si ∈ S}.
Ejemplo 2.27. S = {2, 3} entonces 〈S〉Q = Q.
Ejemplo 2.28. P = {π, e} entonces 〈P 〉Q = Q2.

Definición 2.29. Los puntos extremos de un conjunto convexo S en un espacio vectorial sobre R
o Q, son los puntos en S tales que no están en un segmento abierto de S.

Es decir, x es punto extremo si y sólo si dados x, y, z ∈ S, t ∈ (0, 1), x = ty + (1− t)z ⇒
x = y = z.

Definimos un politopo como el casco convexo de un conjunto finito.

Definición 2.30. Sea A una Z+[exp]-matriz.

1. Para un ciclo γ de G(A), se define el peso por sı́mbolo de γ como

wpsA(γ) =
log
(
wtA(γ)

)
l(γ)

.
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2. WPSA := {wpsA(γ) | γ es un ciclo de G(A)}.

3. El politopo de pesos por sı́mbolo de A es WPSA, es decir, la cerradura del casco convexo
racional de WPSA en 〈WPSA〉Q.

4. EXTA es el conjunto de puntos extremos en WPSA.

La sección 2.5 está dedicada a ejemplos del politopo de pesos por sı́mbolo. Sin embargo, por
lo pronto enfocaremos nuestra atención a algunas propiedades del politopo de pesos por sı́mbolo.
En particular, a continuación demostramos que el politopo de pesos por sı́mbolo es un politopo.

Proposición 2.31. Sea A una Z+[exp]-matriz.

1. 〈WPSA〉Q es de dimensión finita.

2. WPSA es un politopo, es decir, WPSA es el casco convexo de un conjunto finito.

3. EXTA ⊆ {wpsA(γ) | γ es un ciclo simple }.

Antes de demostrar la proposición, veamos una observación que nos es de gran utilidad:

Observación 2.32. Sea γ un ciclo de G(A). Sean ciclos simples α1, . . . , αn tales que wtA(γ) =
wtA(α1)wtA(α2) . . . wtA(αn) y

∑n
i=0 l(αi) = l(γ) (los cuales en general existen). Entonces

wpsA(γ) =
n∑
i=1

l(αi)

l(γ)
wpsA(αi).

Demostración.

wpsA(γ) =
log(wtA(γ))

l(γ)
=

log(wtA(α1) · · ·wtA(αn))

l(γ)

=
log(wtA(α1)) + · · ·+ log(wtA(αn))

l(γ)

=
l(α1)wpsA(wtA(α1)) + · · ·+ l(αn)wpsA(wtA(αn))

l(γ)
=

n∑
i=1

l(αi)

l(γ)
wpsA(αi).

Nota que además 0 ≤ l(αi)
l(γ)
≤ 1 y

∑n
i=1

l(αi)
l(γ)

= 1.
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Demostración de la Proposición 2.31. Por la observación anterior, tenemos que wpsA(γ) es una
combinación convexa racional de {wpsA(α) | α es un ciclo simple}, que es un conjunto finito. Por
lo tanto WPSA es un conjunto finito, y de allı́ 〈WPSA〉Q es de dimensión finita.

Además, al ser WPSA un conjunto finito, WPSA es casco convexo de un conjunto finito.
Finalmente, es claro que los puntos extremos de WPSA son ciclos simples.

Es importante mencionar que hay ejemplos en los que WPSA 6= WPSA, como se verá en el
ejemplo 2.39. También observe que WPSA,WPSA, EXTA pueden ser vistos ya sea como sub-
conjuntos de R, o subconjuntos del espacio vectorial racional 〈WPS(A)〉Q.

Observación 2.33. 1. Si A y B definen la misma cadena de Markov, entonces por la Proposi-
ción 2.9 (2), decimos que

WPSA = WPSB + a, a = log

(
λ(A1)

λ(B1)

)
.

2. Si A,B satisfacen λ(A1) = λ(B1) (en particular si βA = βB) y P,Q son las formas es-
tocásticas de A,B respectivamente, entonces

WPSP = WPSQ si y sólo si WPSA = WPSB.

Demostración. 1. Tenemos que

WPSA = {wpsA(γ) | γ es un ciclo }

wpsA(γ) =
log(wtA(γ))

l(γ)
.

Por la Proposición 2.21 (3) tenemos que si A,B definen la misma cadena de Markov, y
ϕ : ΣP0 → ΣQ0 donde ϕ es un mapeo finito a uno, y P,Q matrices irreducibles estocásticas,

entonces para todo γ ciclo se tiene que wtA(γ) = al(γ)wtB(ϕγ) donde al(γ) =
(
λ(A1)
λ(B1)

)l(γ)

.
En particular
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log(wtA(γ))

l(γ)
=

log(al(γ)wtB(γ))

l(γ)
=

l(γ) log a

l(γ)
+

log(wtB(γ))

l(γ)
= log a+ wpsB(γ).

Por lo tanto WPSA = WPSB + log

(
λ(A1)

λ(B1)

)
.

2. Se sigue del inciso anterior ya que λ(P1) = 1 para cualquier forma estocástica P .

Con esto, se puede ver que WPSA,WPSA, EXTA dependen del representativo de la cadena
de Markov sólamente de manera trivial. En particular los politopos WPSA y WPSB difieren sólo
por traslaciones.

Definimos la dimensión de un politopo S como la dimensión del espacio vectorial generado
por {s − s′ | s, s′ ∈ S}, y también definimos rango como la cardinalidad de un subconjunto
maximal linealmente independiente.

Proposición 2.34. La dimensión de WPSA es el rango de ∆A.

Demostración. Por la observación anterior, podemos asumir que A es una ∆-forma. Si γ es un
ciclo de G(A), entonces

wpsA(γ) =
log(wtA(γ))

l(γ)
∈ log(∆A)

l(γ)

por lo tanto, 〈WPSA〉Q ⊂ 〈log(∆A)〉Q.

dim(WPSA) 6 dim(〈WPSA〉Q)

6 dim(〈log ∆A〉Q)

= rango(∆A).

Ahora, si δ ∈ ∆A, entonces existen ciclos γ, γ′ tal que l(γ) = l(γ′) y log(δ) = log(wtA(γ))−
log(wtA(γ′)). Entonces log(δ) = l(γ)(wpsA(γ)− (wpsA(γ′)) y por lo tanto

log(δ) ∈ 〈s− s′ | s, s′ ∈ WPSA〉Q.

por lo tanto el rango de ∆A 6 dim(WPSA)
y podemos concluir que dim(WPSA) = rango(∆A).
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Podemos ver entonces que la ∆-forma de una cadena de Markov es natural, pues WPSA es
un politopo que tiene la misma dimensión que 〈WPSA〉Q cuando A es una ∆-forma, pero esto no
sucede en general cuando A no es una forma estocástica. Un ejemplo de esto:

Ejemplo 2.35. Sea P = (pt + qt) donde p, q sean multiplicativamente independientes. Entonces
WPSP es el intervalo log p, log q (de dimensión 1) en el espacio 〈{log p, log q}〉Q de dimensión
2. Ahora, A = 1 + (q/p)t es una ∆-forma para P , y WPSA es el intervalo {0, log(q/p)} en el
espacio 〈log(q/p)〉Q.

2.5. Ejemplos del politopo de pesos por sı́mbolo

Si {x1, · · · , xn} es sub-base de ΓA, entonces podemos visualizar a WPSA como un politopo
geométrico en Qn. Especı́ficamente, podemos encajar WPSA en Qn con el mapeo

wpsA(γ) 7→ (a1, · · · , an)

l

donde wtA(γ) =
∏n

i=1 x
ai
i , l(γ) = l .

Ejemplo 2.36. Sea A la matriz de 1 × 1 Σamm donde am ∈ Z y la suma está sobre los poli-
nomios en {x1, · · · , xn} un conjunto de exponenciales multiplicativamente independientes. En-
tonces WPSA = {log(m) | am 6= 0}.
Ejemplo 2.37. Sea A = 1 + x+ y (esto es un caso particular del ejemplo anterior).

Tenemos que G(A) en este caso es:

1

x y

Observa que los ciclos en esta gráfica son aquellos determinados por las aristas de peso 1, x, y,
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de lo cual tenemos que

wpsA(1) =
log(1)

1
= 0

wpsA(x) =
log(x)

1
= log(x)

wpsA(y) =
log(y)

1
= log(y)

Entonces tenemos en el WPS los puntos (0, 0), (log(x), 0), (0, log(y)), de lo cual WPSA se
ve de la siguiente forma:

log(x)

log(y)

Ejemplo 2.38. Sea A = 1 + x2 + y + xy.

1

x2

y

xy

Los ciclos simples de la gráfica de nuevo están determinados por las aristas. Entonces

wpsA(1) =
log(1)

1
= 0

wpsA(x2) =
log(x2)

1
= 2 log(x)

wpsA(y) = log(y)

wpsA(xy) = log(xy) = log(x) + log(y)

Y el WPS se ve ası́:
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0 2 log(x)

log(y)
log(x) + log(y)

Ejemplo 2.39. Sea A =

[
1 y
1 x

]
La gráfica ahora tiene dos vértices, con 3 ciclos simples que son aquellos definidos por la

arista de peso 1, otro el definido por las aristas y y 1 (nota que éste tiene longitud 2), y finalmente
el definido por la arista x.

1 x

1

y

Entonces:

wpsA(1) =
log(1)

1
= 0

wpsA(y1) =
log(y)

2
wpsA(x) = log(x).

Y el WPS es:

log(x)

log(y)
2

Algo que es importante observar en este ejemplo, es que WPSA = WPSA − I donde I es el
interior del segmento determinado por 0 y log x. En particular, tenemos que WPSA 6= WPSA.
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2.6. Algunas propiedades básicas del politopo de pesos por sı́mbo-
lo

Definición 2.40. Sea K un politopo en un espacio vectorial racional V n-dimensional. Un hiper-
plano soporte de K es una traslación H de un subespacio lineal (n− 1)-dimensional de V tal que
H ∩K 6= ∅ y K está en uno de los semiespacios determinados por H .

Una cara F de K es un subconjunto de K para el cual existe un hiperplano soporte H tal que
H ∩K = F .

Lema 2.41. Sea K un politopo en un espacio vectorial racional V , sea F una cara de K. Sean
x, y ∈ K y supongamos que dado t ∈ (0, 1), tx+ (1− t)y ∈ F . Entonces

para toda t ∈ [0, 1], tx+ (1− t)y ∈ F.

Esto es, si el interior de un segmento en K está en F , entonces todo el segmento está en F .

Demostración. Dado que F es una cara, existe un hiperplano soporteH paraK tal queH∩K = F .

Sean

L = {tx+ (1− t)y | t ∈ [0, 1]}, L0 = {tx+ (1− t)y | t ∈ (0, 1)}.

Por hipótesis, L0 ∩ F 6= ∅, de lo cual L0 ∩ H 6= ∅. Si suponemos que L * H entonces L
es transversal a H y entonces L0 intersecta a ambos semiespacios cerrados determinados por H .
Pero L ⊂ K y K está contenido en sólo uno de los semiespacios cerrados, con lo cual tenemos
una contradicción.

Entonces L ⊂ H . Dado que L ⊂ K, L ⊂ (H ∩K) = F .

Definición 2.42. Sea F una cara de WPSA. Definimos GF = GF (A) como la subgráfica de G(A)
que consiste de todos las aristas de un ciclo γ con wpsA(γ) ∈ F .

Proposición 2.43. 1. GF es no errante.

2. Un ciclo γ en G(A) está completamente contenido en GF si y sólo si wpsA(γ) ∈ F .

Demostración. 1. Por construcción GF está construido en torno a un ciclo.
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2. El que un ciclo γ en G(A) está completamente contenido en GF si wpsA(γ) ∈ F es por
definición de GF (2.42).

Para demostrar que si γ es un ciclo en G(A) y wpsA(γ) ∈ F entonces γ está completamente
contenido en GF , sea γ = e1 · · · en un ciclo en GF . Por construcción, para i = 1, . . . , n
existe un ciclo αi tal que ei es una arista de αi, y wpsA(αi) ∈ F . Sea αi = ei ∗ δi donde δi
es una trayectoria de t(ei) a i(ei). Sea δ = δn ∗ δn−1 ∗ · · · ∗ δ1 un ciclo en G(A).

Entonces
∑n

i=1 l(αi) = l(γ) + l(δ) y
∏n

i=1 wtA(αi) = wtA(γ)wtA(δ).

Tenemos entonces que

l(γ)

l(γ) + l(δ)
wpsA(γ) +

l(δ)

l(γ) + l(δ)
wpsA(δ) =

n∑
i=1

l(αi)∑n
j=1 l(αj)

wpsA(αi).

Pero
l(δ)

l(γ) + l(δ)
wpsA(δ) ∈ F dado que F es convexa. Entonces el interior del segmento

determinado porwpsA(γ), que eswpsA(δ) está en F . Por el lema anterior (2.41) el segmento
completo está en F . En particular wpsA(γ) ∈ F .

Ahora asociaremos cadenas de Markov inducidas a cada GF y sus componentes irreducibles.
Definición 2.44. Para una cara F de WPSA, sea AF la matriz A restringida a GF . Es decir, AF es
la matriz indexada por los estados de GF y

(AF )IJ =
∑

e∈E(GF ),i(e)=I,t(e)=J

wtA(e)t.

Sea GF,i = GF,i(A), i = 1, . . . , kF = kF (A) los componentes irreducibles de GF y sea AF.i
la restricción de A a GF,i.

Cada AF,i es una Z+[exp]- matriz y define una cadena de Markov irreducible. AF es una
Z+[exp]- matriz y define una unión disjunta de cadenas de Markov irreducibles. Si F ′ ⊂ F , en-
tonces AF ′ es la restricción de AF . Llamamos a la asociación F → AF donde F varı́a sobre las
caras de WPSA, el manojo de cadenas de Markov asociadas a A.

Observación 2.45. Nota que siA yB definen la misma cadena de Markov, entonces para cualquier
cara F de A, AF y BF ′ definen la misma cadena de Markov, donde F ′ es la cara de WPSB que
corresponde a la cara F .
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Veamos ejemplos de ésto, usando ejemplos previamente vistos:

Ejemplo 2.46. Sea el ejemplo 2.37, donde A = 1 + x + y. Vimos que en este caso WPSA tiene
tres caras unidimensionales:

F1 = {0, log(x)} F2 = {0, log(y)} F3 = {log(x), log(y)}

y las cadenas de Markov inducidas, que están dadas por:

AF1 = 1 + x AF2 = 1 + y AF3 = x+ y.

También tenemos 3 esquinas (que son caras 0-dimensionales):

F4 = {0} F5 = {log(x)} F6 = {log(y)},

AF4 = 1 AF5 = x AF6 = y.

Ejemplo 2.47. Ahora veamos el ejemplo 2.38, A = 1+x2 +y+xy. Observamos que WPSA tiene
cuatro caras unidimensionales:

F1 = {0, 2 log(x)} F2 = {2 log(x), log(xy)} F3 = {log(xy), log(y)} F4 = {0, log(y)}

con sus cadenas de Markov inducidas, dadas por:

AF1 = 1 + y2 AF2 = x2 + xy AF3 = xy + y AF4 = 1 + y.

Ejemplo 2.48. Sea el ejemplo 2.39 donde A =

(
1 y
1 x

)
. WPSA tiene las caras unidimension-

ales:
F1 = {0, log(x)} F2 = {0, log(y

1
2 )} F3 = {log(y

1
2 ), log(x)}

AF1 =

(
1 0
0 x

)
AF2 =

(
1 y
1 0

)
AF3 =

(
0 y
1 x

)

A continuación mostraremos que los homomorfismos de bloques y los homomorfismos de
bloques finito a uno respetan el politopo de pesos por sı́mbolo y el manojo de cadenas de Markov.
Este resultado es fundamental en el artı́culo [5] para definir el manojo de invariantes. Sin embargo,
dado que en el presente trabajo no usamos el manojo de invariantes, la demostración se omite.

Teorema 2.49. Sean P,Q ambas Z+[exp]- matrices irreducibles y estocásticas. Sea π : ΣP → ΣQ

un homomorfismo de bloques finito a uno. Entonces:
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1. WPSP = WPSQ (y por endeWPSP = WPSQ) y para cada caraF deWPSP , π(Σ(PF )0) =
Σ(QF )0 , y además existe un mapeo sobreyectivo ψF : {1, . . . , kF (P )} → {1, . . . , kF (Q)} tal
que π(Σ(PF,i)0) ⊂ Σ(QF,ψ

F (i)
)0 .

2. Si Σ(PF,i)0 tiene entropı́a topológica maximal en Σ(PF )0 , entonces Σ(QF ,ψF (i) )0 tiene entropı́a
topológica maximal en Σ(QF )0 y π|Σ(PF,i)0 es un homomorfismo de bloques finito y sobreyec-
tivo ΣPF,i → ΣQF,ψ

F (i)
.

3. Para cada j ∈ {1, . . . , kF (Q)}, existe i ∈ ψ−1
F (j) tal que π|Σ(PF,i)0 es un homomorfismo de

bloques finito y sobreyectivo ΣPF,i → ΣQF,j .

4. Si π es un isomorfismo de bloques entonces para cada cara F , ψF es una biyección y
π|Σ(PF,i)0 es un isomorfismo de bloques ΣPF,i → ΣQF,ψ

F (i)
.

La demostración se puede encontrar en [5].



Capı́tulo 3

Sistemas de ciclos y cocientes de funciones
zeta

La idea intuitiva de los sistemas de ciclos de primer retorno es la siguiente: consideramos
sucesiones de sı́mbolos (o elementos de nuestro σ-espacio) y escogemos una palabra o bloque del
σ-espacio con la propiedad de que la única sobreposición es la trivial. Entonces un ciclo de primer
retorno ocurre cada vez que encontramos dos ocurrencias de la palabra. A cada ciclo de primer
retorno le corresponde un bloque intermedio de cierta longitud. Con estos bloques se define un
nuevo σ-espacio determinado por una gráfica infinita que se construye de la siguiente manera: se
fija un vértice distinguido u que se identifica con el bloque que determina los ciclos de primer
retorno y por cada bloque intermedio de longitud n, ponemos un ciclo en u de longitud n (dos de
estos ciclos son ajenos en vértices excepto por el vértice base u).

Para su estudio, usaremos lo visto anteriormente en este trabajo. Hay conceptos que nos serán
de gran utilidad tales como el tiempo promedio de recurrencia (1.56) o la distribución estacionaria
(1.55). La idea empı́rica de estos conceptos mencionada en el capı́tulo 1 también nos es de utilidad.

3.1. Funciones zeta en sistemas dinámicos

Definimos la función zeta de Artin-Mazur, la cual nos ayudará a enlazar varios conceptos y
visualizarlos en este contexto. Esta función es usada con frecuencia para estudiar funciones iteradas
que ocurren en sistemas dinámicos. Requerimos los puntos periódicos pn (1.67), y la ventaja que
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nos dan al ser invariantes en sistemas dinámicos topológicamente transitivos (1.8).

También definimos la función zeta de Ihara, que está relacionada con la función zeta de Artin-
Mazur, y nos permite asociar la función zeta con los determinantes de matrices, algo que nos
será de gran utilidad.
Definición 3.1. Sea (M,φ) un sistema dinámico tal que pn < ∞ para toda n ≥ 1. Definimos la
función zeta como

ζφ(t) := exp

(
∞∑
n=1

pn
n
tn

)
.

Recordando la serie de Taylor en donde

ex = exp(x) = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · =

∞∑
n=1

xn

n!

y usándolo sobre la función zeta, tenemos

ζφ(t) = 1 + p1(φ)t+
1

2
[p2(φ) + p1(φ)2]t2 +

1

6
[2p3(φ) + 3p1(φ)p2(φ) + p1(φ)3]t3 + · · ·

Otra observación importante es que

log ζφ(t) =
∞∑
n=1

pn(φ)

n
tn

de lo cual por la formula de Taylor obtenemos

dn

dtn
log ζφ(t)|t=0 = n!

pn(φ)

n
= (n− 1)!pn(φ).

Una caracterı́stica importante de esta función es que es invariante bajo conjugación topológica.

También podemos encajar los números pn(φ) en una función de una forma más tradicional,
que es usando la función generadora de puntos periódicos definida como:

gφ(t) =
∞∑
n=1

pn(φ)tn.

Nota como ambas, la función zeta y la función generadora de φ están determinadas por la mis-
ma información, que son los números pn(φ). Sin embargo, la función zeta tiene algunas ventajas
conceptuales y formales sobre la función generadora. Por ejemplo, la función zeta de un σ-espacio
de tipo finito es el recı́proco de un polinomio.
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Ejemplo 3.2. Sea M un punto, y φ el mapeo identidad. Tenemos pn(φ) = 1 ∀n ≥ 1, entonces

ζφ(t) = exp

(∑∞
n=1

tn

n

)
.

Dado que la serie de Taylor de − log(1− t) es

− log(1− t) =
t

1
+
t2

2
+
t3

3
+ · · · =

∞∑
n=1

tn

n
.

De lo cual ζφ(t) = exp(− log(1− t)) =
1

1− t .

Ejemplo 3.3. Sea M = X[2] y φ = σ[2]. Entonces pn(φ) = 2n y usando las series de Taylor
observamos que

ζφ(t) = exp

(
∞∑
n=1

(2t)n

n

)
= exp(− log(1− 2t)) =

1

1− 2t
.

Ejemplo 3.4. Sea A =

(
1 1
1 0

)
, M = XA, φ = σA.

Tenemos por 1.68 que pn(φ) = trAn = λn + µn, donde λ = 1+
√

5
2
, µ = 1−

√
5

2
son las raı́ces

de χA(t) = t2 − t− 1 = 0.

Entonces

ζφ(t) = exp

(
∞∑
n=1

λn + µn

n
tn

)
= exp

(
∞∑
n=1

(λt)n

n
+
∞∑
n=1

(µt)n

n

)

= exp(− log(1− λt)− log(1− µt)) =
1

(1− λt)(1− µt) =
1

1− t− t2 .

Ejemplo 3.5. Consideremos el σ-espacio par, que está definido con conjunto de bloques pro-
hibidos F = {102n+11 | n ≥ 0}, φ = σX . Usaremos la presentación G = (G,L ) de X que se
muestra en la siguiente figura:
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1

0

0

Observa que el código de 1-bloques L∞ : XG → XG es uno a uno, excepto en el punto
0∞, donde es dos a uno. Si n es par, entonces todo punto de XG de periodo n es la imágen de
exactamente un punto en XG del mismo periodo excepto 0∞, que es la imágen de dos puntos de
periodo n. Entonces pn(σG) = pn(σG) − 1 cuando n es par. Si n es impar, entonces 0∞ no es la
imágen de ningún punto en XG con periodo n, por lo cual pn(σG) = pn(σG) + 1 para n impar.
Esto, junto con los resultados del ejemplo anterior muestra que:

pn(φ) = pn(σG) = pn(σG)− (−1)n = λn + µn − (−1)n.

Entonces

ζΦ(t) = exp

(
∞∑
n=1

λn + µn − (−1)n

n
tn

)

= exp

(
∞∑
n=1

(λt)n

n
+
∞∑
n=1

(µt)n

n
−
∞∑
n=1

(−t)n
n

)
= exp(− log(1− λt)− log(1− µt) + log(1 + t))

=
1 + t

(1− λt)(1− µt) =
1 + t

1− t− t2 .

Nota como también podemos definir a la función zeta en términos de matrices (estocásticas).
Esta es la función zeta de Ihara, la cual puede ser interpretada como un ejemplo de la función zeta
de Artin - Mazur.

Lema 3.6. Sea A una matriz entera no negativa, χA(t) su polinomio caracterı́stico, y σA el cor-
rimiento asociado. Entonces

ζσA(t) =
1

trχA(t−1)
=

1

det(I − tA)
.

A esta función se le conoce también como la función zeta de Ihara, y con esto demostramos
que la función zeta de un σ-espacio de tipo finito es el recı́proco de un polinomio.
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Demostración. Sean λ1, · · · , λr las raı́ces de χA(t). Tenemos que

pn(σA) = tr(An) = λn1 + λn2 + . . .+ λnr .

(1.68)

Entonces

ζσA(t) = exp

(
∞∑
n=1

λn1 + λn2 + . . .+ λnr
n

tn

)

= exp

(
∞∑
n=1

(λ1t)
n

n
+ · · ·+

∞∑
n=1

(λrt)
n

n

)
=

1

1− λ1t
× · · · × 1

1− λrt
.

Tenemos que

χA(u) = (u− λ1) · · · (u− λr) = ur(1− λ1u
−1) · · · (1− λru−1)

= urdet(I − u−1A).

Sustituyendo t−1 con u tenemos que

χA(t−1) = t−r(1− λ1t) · · · (1− λrt) = t−rdet(I − tA).

Con lo cual concluimos que

ζσA(t) =
1

trχA(t−1)
=

1

det(I − tA)
.

Con este resultado podemos dar cuatro formas equivalentes de ver la información que está con-
tenida en la función zeta de un σ-espacio de aristasXA. Una es a través de los eigenvalores distintos
de cero de A. Nos referiremos como lista de números a una colección de números donde el orden
es irrelevante, pero importa la multiplicidad. Es decir, la lista {2, 1} es diferente de {2, 1, 1, 1}
pero es igual a la lista {1, 2}. Definimos sp×(A) como la lista de eigenvalores distintos a cero de
A (donde al ser una lista, los eigenvalores repetidos están acorde a su multiplicidad).
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Corolario 3.7. Sea A una matriz entera no negativa. Entonces cada uno de los siguientes deter-
mina a los otros dos:

1. ζσA(t),

2. sp×(A),

3. {pn(σA)}n≥1

Demostración. Es claro que las pn determinan a la función zeta. Por el Teorema anterior (3.6) la
función zeta puede ser expresada como:

ζσA(t) =
1

det(I − tA)
=

1∏
λ∈sp×(A)(1− λt)

.

Entonces la función zeta de σA determina sp×(A). Finalmente, sp×(A) determina las pn porque

pn(σA) = trAn =
∑

λ∈sp×(A)

λn.

3.2. Funciones zeta estocásticas y sistemas de ciclos

Nos interesa una función zeta que nos dé información en términos de los sistemas de ciclos.
Para esto, queremos que las entradas de la matriz estén en exp[[t]], pero al partir de una matriz
estocástica con entradas mayores que 0, tenemos que sus entradas están en R+. Utilizaremos en-
tonces el siguiente procedimiento:

Sea P una matriz en M(R+). Definimos P y P de la siguiente manera:

P ↪→ P ↪→ P (3.8)
P 7→ P s 7→ (t)P = (t)P s (3.9)

Con esto, tenemos que P ∈ M(Z+[exp][[t]]).
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Definición 3.10. Para una matriz P se define la función zeta estocástica como

ζP (t, s) =
1

det(I − P )
.

Ejemplo 3.11. Sea P =

(
1 2
3 1

)
Entonces

P =

(
1s 2s

3s 1s

)
P = (t)

(
1s 2s

3s 1s

)
=

(
t[1s] t[2s]
t[3s] t[1s]

)

Por lo tanto ζP (t, s) =
1

det

(
1− t[1s] −t[2s]
−t[3s] 1− t[1s]

) =
1

(1− t[1s])2 − (t[3s])(t[2s])
.

Ahora observemos algunas propiedades del wps y el WPS:

Observación 3.12. Sea A una matriz estocástica. Entonces

wpsA(γ) = wpsA(γn).

Demostración. Tenemos que

wpsA(γn) =
log(wtA(γn))

nl(γ)
=

log(wtA(γ))n

nl(γ)
=

log(wtA(γ))

l(γ)
= wpsA(γ).

Con este resultado, demostramos que el WPS no depende del vértice en el cual nos fijemos.

Lema 3.13. Sea I un vértice en G(A). Entonces

WPSA = {wpsA(γ)|γ es un ciclo en I}

Demostración. Es claro que WPSA ⊇ {wpsA(γ)|γ es un ciclo en I}.
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P.D. WPSA ⊆ {wpsA(γ)|γ es un ciclo en I}.

Sea γ un ciclo. Tenemos dos casos:

1. Si γ pasa por I , entonces wpsA(γ) ∈ {wpsA(γ)|γ es un ciclo en I} y queda demostrado.

2. Supongamos que I /∈ V (γ).

Demostraremos que existe {γn}∞n=1, donde cada γn es un ciclo tal que I ∈ V (γn) ywpsA(γn)
converge a wpsA(γ).

Sea ρ− una trayectoria que va desde algun vértice de γ a I (dicha trayectoria existe por irre-
ducibilidad de A). Sea ρ+ una trayectoria que va de I a el vértice inicial de ρ−. Llamaremos
ρ a la concatenación de ρ− con ρ+.

Sea γn = γn ∗ ρ.

Entonces

wpsA(γn) = wpsA(γn ∗ ρ)

=
logwtA(γn ∗ ρ)

nl(γ) + l(ρ)

=
n logwtA(γ) + logwtA(ρ)

nl(γ) + l(ρ)

=
n

n(l(γ) + l(ρ))

l(γ)

l(γ)
logwtA(γ) +

1

nl(γ) + l(ρ)

l(ρ)

l(ρ)
logwtA(ρ)

=
nl(γ)

nl(γ) + l(ρ)
wpsA(γ) +

l(ρ)

nl(γ) + l(ρ)
wpsA(ρ).

Ahora

ĺım
n→∞

(
nl(γ)

nl(γ) + l(ρ)
wpsA(γ) +

l(ρ)

nl(γ) + l(ρ)
wpsA(ρ)

)
= wpsA(γ)

Sea P ∈Mn×n(Z+). Definimos la matriz Q(v) en relación a la matriz P de la siguiente forma:
considera un elemento v con coordenadas i, j en la matriz P , entonces Q(v) será la matriz obtenida
al eliminar la fila i y la columna j de la matriz P .

Definimos



3.2 Funciones zeta estocásticas y sistemas de ciclos 73

a(v)
n = |{x ∈ XA tal que σn(x) = x, x0 = v, xi 6= v ∀i = 1, . . . , n− 1}|,

f (v)(t) =
∞∑
n

a(v)
n tn

Ckn = {composiciones de n en k enteros}
(Acerca de composiciones de enteros, se puede consultar en [1].)

Demostraremos el siguiente teorema para matrices enteras; aunque se dejará pendiente el caso
de matrices estocásticas, la idea de la demostración es la misma.

Proposición 3.14. Sea A una matriz entera, B = B(v) una matriz obtenida de la matriz A, donde
v es un vértice en G(A). Entonces:

1− f (v)(t) =
ζB(t)

ζA(t)
.

Demostración. Por definición tenemos que ζA(t) = exp

(∑∞
n=1

pn(A)

n
tn
)

.

Entonces 1− f (v)(t) =
ζB(t)

ζA(t)
si y sólo si

1

1− f (v)(t)
=
ζA(t)

ζB(t)

si y sólo si
1

1− f (v)(t)
= exp

(∑∞
n=1

pn(A)− pn(B)

n
tn
)

si y sólo si log
1

1− f (v)(t)
=
∑∞

n=1

pn(A)− pn(B)

n
tn.

Ahora, usando series de Taylor tenemos que

log
1

1− f (v)(t)
= f (v)(t) +

f (v)(t)2

2
+
f (v)(t)3

3
+ · · ·

Entonces

log
1

1− f (v)(t)
=
∞∑
n=1

pn(A)− pn(B)

n
tn
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si y sólo si f (v)(t) + f (v)(t)2 + . . . =
∞∑
n=1

pn(A)− pn(B)

n
tn.

Extraemos el coeficiente [tn] de la serie
∑∞

n=1

pn(A)− pn(B)

n
tn.

si y sólo si [tn](f (v)(t) +
f (v)(t)2

2
+ . . .) =

pn(A)− pn(B)

n
.

Ahora,

[tn](f (v)(t) +
f (v)(t)2

2
+ . . .)

= [tn]

(
∞∑
m=1

am(v)tm +
(
∑∞

m=1 am(v)tm)
2

2
+ . . .

)

= [tn]

(
∞∑
m=1

am(v)tm +
(
∑∞

m=1 am(v)tm)
2

2
+ . . .+

(
∑∞

m=1 am(v)tm)
k

k

+ . . .+
(
∑∞

m=1 am(v)tm)
n

n

)
.

Planteamos a
(
∑∞

m=1 am(v)tm)
2

2
como una convolución de series de potencias, es decir:

(
∑∞

m=1 am(v)tm)
2

2
=

n−1∑
i=1

a
(v)
i a

(v)
n−i.

Análogamente
(
∑∞

m=1 am(v)tm)
k

k
=

∑
(n1,··· ,nk)∈Ckn

a(v)
n1
. . . a(v)

nk

entonces [tn]

(
∞∑
m=1

am(v)tm +
(
∑∞

m=1 am(v)tm)
2

2
+ . . .+

(
∑∞

m=1 am(v)tm)
k

k
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+ . . .+
(
∑∞

m=1 am(v)tm)
n

n

)

= a(v)
n +

∑n−1
i=1 a

(v)
i a

(v)
n−i

2
+ . . .+

∑
(n1,··· ,nk)∈Ckn

a
(v)
n1 . . . a

(v)
nk

k

+ . . .+

n−veces︷ ︸︸ ︷
a

(v)
1 · · · a(v)

1

=
n a

(v)
n

n
+
n
∑n−1

i=1 a
(v)
i a

(v)
n−i

2n
+ . . .+

n
∑

(n1,··· ,nk)∈Ckn
a

(v)
n1 . . . a

(v)
nk

nk

+ . . .+
n(

n−veces︷ ︸︸ ︷
a

(v)
1 · · · a(v)

1 )

n

=
1

n

(
n a(v)

n +
n
∑n−1

i=1 a
(v)
i a

(v)
n−i

2
+ . . .+

∑
(n1,··· ,nk)∈Ckn

a
(v)
n1 . . . a

(v)
nk

k

+ . . .+ n(

n−veces︷ ︸︸ ︷
a

(v)
1 · · · a(v)

1 )

)
.

Observa que na(v)
n describe el número de ciclos que pasan por v una vez, de longitud n. na(v)

n

describe el número de ciclos que pasan por v una vez, de longitud n.

n
∑n−1

i=1 a
(v)
i a

(v)
n−i

2
describe el número de ciclos que pasan por v 2 veces, de longitud n.

n
∑

(n1,··· ,nk)∈Ckn
a

(v)
n1 . . . a

(v)
nk

k
describe el número de ciclos que pasan por v k veces, de longitud

n.

n(

n−veces︷ ︸︸ ︷
a

(v)
1 · · · a(v)

1 ) describe el número de ciclos que pasan por v n veces, de longitud n.
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Entonces
1

n

(
n a(v)

n +
n
∑n−1

i=1 a
(v)
i a

(v)
n−i

2
+ . . .+

∑
(n1,··· ,nk)∈Ckn

a
(v)
n1 . . . a

(v)
nk

k

+ . . .+ n(

n−veces︷ ︸︸ ︷
a

(v)
1 · · · a(v)

1 )

)

=
1

n
(pn(A)− pn(B)).

Observación 3.15. Podemos pensar en los puntos periódicos que pasan por v como la clase combi-
natoria que resulta de considerar las secuencias de los ciclos de primer retorno a v. La correspon-
dencia en diccionarios de funciones generadoras de combinatoria analı́tica implican la proposición
anterior. Esto se puede ver en [1].

A(Z) = exp

(
∞∑
n=1

pn(A)− pn(B)

n
tn

)
representa los ciclos de primer retorno a v.

3.3. Ejemplos de politopos de pesos por sı́mbolo generados por
sistemas de ciclos

Del Lema 3.13, se afirma que los pesos por sı́mbolo de los ciclos de primer retorno forman
un conjunto generador del politopo de pesos por sı́mbolo. Estos pesos están codificados en la serie
de potencias asociada al sistema de ciclos. Vamos a representar gráficamente estos pesos para
visualizar el sistema de ciclos en el politopo de pesos por sı́mbolo, lo cual fue en buena parte la
motivación para el presente trabajo.

Ejemplo 3.16. Consideremos el ejemplo 2.37 (A = 1 + x+ y). Tenemos la gráfica :
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1

x y

En este caso el WPS lo podrı́amos ver como 3 puntos, representando respectivamente a log 1
1

,
log x

1
y log y

1
.

Como se puede apreciar en el dibujo, una trayectoria no necesariamente pasa por la arista y.
Quitamos entonces la arista x y en su lugar agregamos todas los posibles ciclos que incluyan a las
concatenaciones de x con las otras aristas. Esto equivale a considerar el sistema de ciclos de primer
retorno a y, es decir

1, y, 1 ∗ x, y ∗ x, 1 ∗ x ∗ x, . . . , 1 ∗ xn, y ∗ xn, . . .

Entonces los generadores delWPS se modifican, y tenemos en elWPS los siguientes puntos:

log 1

1
,
log y

1
,
log 1x

2
,
log 1x2

3
,
log yx2

3
, . . . ,

log 1xn

n+ 1
=

n

n+ 1
log x,

log yxn

n+ 1
=

n

n+ 1
log yx, . . .

Y se verı́a ası́:
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Figura 3.1: Quitamos el vértice log(y).

Figura 3.2: Para esta figura, quitamos el vértice correspondiente a x (además de que ya habı́amos
quitado y).
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Figura 3.3: Aquı́ quitamos el vértice correspondiente a log 0.

Esta última figura nos pareció de interés.

Ejemplo 3.17. Pasemos al ejemplo 2.38 donde tenemos A = 1 +x2 + y+xy. En este caso WPSA
estarı́a generado por 4 puntos, que son los ciclos simples de la gráfica:

wpsA(1) =
log(1)

1
= 0

wpsA(x2) =
log(x2)

1
= 2 log(x)

wpsA(y) = log(y)

wpsA(xy) = log(xy) = log(x) + log(y)

los cuales podemos representar de la siguiente manera:

Ahora, iremos quitando algunos vértices, y sustituyéndolos con las representaciones de los
respectivos sistemas de ciclos que se generan al quitarlos.
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Figura 3.4: Quitamos los vértices log(1) y 2 log(x).

Figura 3.5: Ahora quitamos el vértice log(y).

Figura 3.6: Quitamos log(x) + log(y).
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Ejemplo 3.18. Seguimos con el ejemplo 2.39 en el cual tenemos A =

[
1 y
1 x

]
Es fácil observar

los ciclos simples de WPSA observando la gráfica de nuevo:

1 x

1

y

Los generadores de sus ciclos simples son:

wpsA(1) = 0

wpsA(x) = log(x)

wpsA(y · 1) =
log(y)

2

Estos tres puntos conforman un triángulo (2.39), y ahora pasaremos directamente a quitar
vértices:

Figura 3.7: Quitamos el vértice log(x).
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Luego quitamos
log(y)

2
:

Y finalmente quitando log(1) obtenemos:

Se puede ver que todos los politopos son iguales, y lo que cambian son sus generadores (3.13).



Capı́tulo 4

Reflexiones y algunas preguntas

Uno de los objetivos de esta tesis fue estudiar los politopos de pesos por sı́mbolo generados por
sistemas de ciclos. Llegamos a los politopos de pesos por sı́mbolo en el capı́tulo 2, y los asociamos
a los sistemas de ciclos en el capı́tulo 3. Se presentó una prueba explı́cita de la Proposición 3.14, en
donde se puede ver la relación que tiene un sistema de ciclos con la función zeta estocástica de una
matrizA y la función zeta estocástica de la matriz que resulta al remover un renglón y una columna
de la matriz A que corresponden a un vértice. Es también interesante cómo se logra representar
gráficamente a generadores del politopo de pesos por sı́mbolo de los sistemas de ciclos.

En el artı́culo [5] el politopo de pesos por sı́mbolo es estudiado en profundidad, y se demuestra
su utilidad en el estudio de clases de homomorfismos dinámicos definidos en términos de sus
propiedades de codificación (Teorema 2.49).

Los sistemas de ciclos son del tipo shifts de Bernoulli y son representables en series de po-
tencias formales. Estas representaciones se exhiben en relaciones de las funciones zeta asociadas
a matrices estocásticas. Las herramientas que brindan las funciones generadoras en el estudio de
propiedades de los sistemas a los que están asociadas son amplias. Por ejemplo, en el caso de
los sistemas de ciclos se pueden encontrar algunos resultados importantes en [10] y [11]. En este
contexto es de interés que obtuvimos gráficas fractalosas (palabra inventada y explicada en la in-
troducción) a partir de remover vértices (generadores) de los politopos de pesos por sı́mbolos, y se
plantea de forma tentativa, ver si en efecto se forman patrones autosimilares.
Pregunta. Con el método que hemos propuesto y en el caso particular de sistemas de ciclos: ¿Las
figuras que obtenemos son autosimilares? (Fig 4.1)

Planteemos otra pregunta, ahora en el contexto de los embaldosados o teselados. Nuestra prop-
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?=⇒
Figura 4.1: ¿Es autosimilar?

uesta es construir baldosas con politopos de pesos por sı́mbolo, junto con sistemas de ciclos. Vamos
a describir a grosso modo los pasos necesarios para construir embaldosados. Veremos dos ejemplos
de embaldosados; uno que admite puntos periódicos y otro clásico de Penrose. Para esto daremos
breve e informalmente algunas nociones básicas de embaldosados; nos fijaremos únicamente en
embaldosados del plano.

Un embaldosado del plano es una colección de figuras planas, que llamaremos protobaldosas,
con las que es posible cubrir el plano sin superposiciones, y sin dejar huecos. Una manera de
clasificar los embaldosados es en periódicos y aperiódicos. Un embaldosado es periódico si acepta
traslaciones en al menos dos direcciones no paralelas, y en caso contrario es aperiódico. Dicho de
otra manera, los embaldosados periódicos son aquellos embaldosados en los que es posible hacer
un paralelogramo (en general más grande que las baldosas) que pueda ser repetido para producir el
mismo embaldosado. Decimos que un conjunto de protobaldosas es aperiódico si únicamente ad-
mite embaldosados no periódicos. Ahora, un embaldosado aperiódico es un embaldosado obtenido
de un conjunto aperiódico de baldosas, pero un embaldosado aperiódico también puede obtenerse
de un conjunto de protobaldosas no necesariamente aperiódico. Determinar si es posible embal-
dosar el plano con un conjunto de protobaldosas y si los embaldosados que resultan en caso positivo
son o no periódicos es un problema indecidible.

Ahora, nosotros proponemos como protobaldosas a los politopos de pesos por sı́mbolo, junto
con generadores asociados a sistemas de ciclos de primer retorno. Para simplificar la notación,
en los ejemplos subsecuentes no escribiremos la variable t que denota la longitud de los ciclos;
este abuso de notación no deberá causar confusión. Vamos a considerar dos tipos de operaciones



85

para construir las protobaldosas. Una es la de “remover” ciclos, lo cual en esencia corresponde a
considerar primeros retornos. Otra operación relativamente sencilla que se puede realizar con los
sistemas de ciclos simples es simplemente multiplicar la función que representa a dichos ciclos
por ella misma. Utilizando estas dos operaciones se pueden obtener generadores asociados a uno
o varios sistemas de ciclos.

Veamos a continuación un ejemplo de embaldosado periódico. Proponemos las siguientes
figuras, con sus respectivas ecuaciones,como base de las protobaldosas.

f1(x) = 1 + x2 + y + xy (que de hecho corresponde al ejemplo 2.38).

f2(x) = 1 + x+ y + x2y

f3(x) = x+ y + x2 + x2y

f4(x) = 1 + xy + x2 + x2y

f5 = 1 + x+ y + xy
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Usando estos politopos de pesos por sı́mbolo, y aplicando los procedimientos ya mencionados
de multiplicar por la misma matriz y remover vértices, generamos el ejemplo 4.2. No entraremos
en detalle en cómo generamos las respectivas baldosas, pero se debe observar que para embaldosar
tomamos en cuenta que las caras que fueron unidas tuvieran los mismos generadores. Solamente
en la baldosa que está marcada con un tache, rompimos intencionalmente esta regla.

Figura 4.2: Ejemplo de reglas de embaldosado, usando generadores asociados a sistemas de ciclos

Ahora veamos un ejemplo de embaldosados aperiódicos. Algunos de los ejemplos más cono-
cido de embaldosados aperiódicos son los embaldosados de Penrose. Fijaremos nuestra atención
en uno de ellos, conocido como los rombos de Penrose o el tercer embaldosado de Penrose.

Este embaldosado tiene a dos rombos como protobaldosas: ambos tienen todas sus aristas de
longitud 1:

• El rombo delgado, con ángulos de 36 y 144 grados respectivamente.

• El rombo grueso que tiene ángulos de 72 y 108 grados.
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Estos rombos, sólo con estas condiciones, nos permiten hacer un embaldosado periódico, por
lo cual distinguiremos sus respectivas aristas con flechas y flechas dobles (también se pueden usar
colores) como se muestra en la figura 4.3.

Figura 4.3: Rombo grueso y rombo delgado

La condición para unir las baldosas es que las flechas coincidan: baldosas adyacentes deben
tener flechas iguales y con la misma dirección en sus aristas comunes. En la figura 4.4 se muestra
un ejemplo de embaldosado de rombos de Penrose.

Figura 4.4: Ejemplo de embaldosado de rombos de Penrose

Consideramos la ecuación f0(x, y) = 1 +x+xαyβ +xα+1yβ , donde α = cos 36 y β = sen 36
para plantear el rombo delgado. Los puntos extremos del politopo de pesos por sı́mbolo de esta
función son log(1)

1
, log(x)

1
, log(xαyβ)

2
, log(xα+1yβ)

2
. Éstos, junto con su casco convexo se representan en

la siguiente figura.

Multiplicamos f0 por sı́ mismo (es decir, f0 · f0). Esto nos da más puntos en nuestra figura.

f1(x, y) = f0(x, y)2
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Repetimos lo hecho en el paso anterior

f2(x, y) = f1(x, y)2

Ahora, recordando la ecuación 3.14, tenemos que ζB(t) =
ζA(t)

1− f (v)(t)
. Acorde a esto, ire-

mos quitando algunos vértices y viendo en la figura los sistemas de ciclos que generan. Iremos
denotando con qi a los vértices que quitemos.

f3(x, y) =
f2(x, y)

1− q3(x, y)
q3(x, y) = x

α
4 y

β
4

f4(x, y) =
f3(x, y)

1− q4(x, y)
q4(x, y) = xα+ 3

4 yβ

f5(x, y) =
f4(x, y)

1− q5(x, y)
q5(x, y) = x1+α

2 y
β
2
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f6(x, y) =
f5(x, y)

1− q6(x, y)
q6(x, y) = x

1
2

f7(x, y) =
f6(x, y)

1− q7(x, y)
q7(x, y) = x

1
4

f8(x, y) =
f7(x, y)

1− q8(x, y)
q8(x, y) = x1+ 3

4
α y

3
4
β

Ahora el rombo grueso. Su ecuación es g0(x, y) = 1 + x + xγyδ + xγ+1yδ donde γ = cos 72
y δ = sen 72. Esencialmente repetiremos lo hecho con el rombo delgado.

Sea:

g1(x, y) = g0(x, y)2
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g2(x, y) = g1(x, y)2

g3(x, y) =
g2(x, y)

1− k3(x, y)
k3(x, y) = x

1
2

g4(x, y) =
g3(x, y)

1− k4(x, y)
k4(x, y) = x

γ
2 y

δ
2

g5(x, y) =
g4(x, y)

1− k5(x, y)
k5(x, y) = x

1
4

g6(x, y) =
g5(x, y)

1− k6(x, y)
k6(x, y) = x

γ
4 y

δ
4
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g7(x, y) =
g6(x, y)

1− k7(x, y)
k7(x, y) = xγ+ 1

4 yδ

g8(x, y) =
g8(x, y)

1− k8(x, y)
k8(x, y) = x1+ γ

4 y
δ
4

Con estas figuras, y con condiciones similares a las de los rombos de Penrose, pero en términos
de generadores en cada arista, formamos baldosas como la figura 4.5.

Las condiciones para unir las baldosas (los rombos) en términos algebráicos se dejan como
tema pendiente, pues la figura 4.5 se realizó de forma intuitiva, es decir, fijándonos en los dibujos,
y checando que tuviésen la misma cantidad de generadores en cada arista al momento de pegarlos.

Pregunta. ¿Se pueden encontrar condiciones algebráicas suficientes para embaldosar el espacio
con politopos de pesos por sı́mbolo asociados a sistemas de ciclos?
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Figura 4.5: Ejemplo de embaldosado con rombos de Penrose
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