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Introduccion

Como es bien sabido, el comportamiento cuantico colectivo de la materia
se exhibe a medida que la temperatura disminuye; ejemplo de ello son los
gases atomicos ultrafrios, cuya fenomenologia se encuentra determinada por
el tipo de atomos que los componen: fermiones o bosones, que son los dos
unicos tipos de particulas que existen en la naturaleza. Los bosones tienen
espin entero (o, equivalentemente, una funcién de onda simétrica), por lo que
pueden ocupar el mismo estado cuantico, es decir, no cumplen el principio
de exclusién de Pauli. Los fermiones tienen un espin semientero (funcién de
onda antisimétrica) y no pueden ocupar el mismo estado cudntico, es decir,
satisfacen el principio de exclusion de Pauli. Protones, electrones y neutrones
son fermiones, mientras que los fotones son bosones. En el caso de atomos, si
la suma de protones, electrones y neutrones del atomo es impar, el &tomo es
un fermién, mientras que si es par es un boson. Esta diferencia da lugar a un
comportamiento completamente distinto cuando un conjunto macroscopico
de atomos es enfriado lo suficiente.

En la década de los veinte del siglo pasado, Satyendra Nath Bose es-
tablecié las reglas estadisticas necesarias para obtener las propiedades ter-
modinamicas de conjuntos grandes de fotones, que Albert Einstein gener-
alizd para atomos bosonicos y son llamadas estadistica de Bose-Einstein.

Usando esta estadistica, Einstein se dio cuenta que debajo de una temper-



atura critica, la gran mayoria de los atomos de un gas de bosones poblarian el
estado de mas baja energia volviéndose indistinguibles unos de otros y, como
consecuencia, el sistema se encontraria en un estado de coherencia cuantica
macroscopico. Al fenémeno descrito se le conoce por el nombre de condensa-
do de Bose-Einstein por analogia con la condensacién de volumen que sufren
los dtomos en el paso de gas a liquido, so6lo que en este caso, los atomos se
condensan en un solo estado de energia.

Debido a las dificultades para alcanzar temperaturas suficientemente frias
para producir la condensacién y la falta de una trampa que confinara el
gas, esta teoria no se comprobd experimentalmente hasta que en 1995 tres
laboratorios de Estados Unidos produjeron paralelamente el condensado de
Bose-Einstein [10] [11] [12]. Para esto, fue necesario aprovechar el efecto que
tiene la interaccion entre la radiacion y la materia, y desarrollar técnicas con
luz laser tales como el enfriamiento Doppler o el potencial por polarizacion,
que permitieran obtener temperaturas necesarias para lograr el condensado,
que se explican mas a detalle en el apéndice A. Actualmente es posible con-
seguir condensados a muy baja densidad (107 a&tomos por centimetro ciibico)
y temperatura (50 nkK).

El logro del condensado de Bose-Einstein no sélo fue importante en si mis-
mo, sino por las posibilidades de estudio de nuevos fenémenos cuanticos
macroscopicos que abrian un nuevo capitulo en la fisica atomica, tal como
la observacién de interferencia de dos condensados que se superponen [13],
de coherencia con fase de rango largo [37] y de vértices cuantizados [16]. En
todo caso, permanezca o no coherente, este sistema constituye una coleccion
macroscépica de atomos que exhiben propiedades cuanticas.

En fechas recientes se han realizado diversos experimentos en los se usan

como base los condensados de Bose, en éstos, la naturaleza intrinseca del



conjunto macroscopico de atomos ha puesto de manifiesto la existencia de
fases cuanticas como funcién de las interacciones entre las particulas y de
el potencial externo que las confina. Es importante mencionar que ambas
propiedades son susceptibles de ser controladas externamente en forma ex-
perimental. Ejemplos del control y manipulacién en este tipo de sistemas
lo constituyen las asi llamadas redes épticas, que se forman al transferir el
gas de Bose en su fase condensada a un potencial 6ptico formado por la
superposicién de ondas que se propagan en sentidos contrarios, dando co-
mo resultado final la existencia de conjuntos de atomos neutros distribuidos
espacialmente en un arreglo con una simetria bien definida. En particular,
en las referencias [7] [8] y [9] se han reportado arreglos en una, dos y tres
dimensiones. En la Fig. 1 se ilustra en forma en forma esquematica un gas
confinado en una red 6ptica. En [7], se muestra que el sistema de bosones a
bajas temperaturas puede transferirse a potenciales de una y dos dimensiones
cuya coherencia puede estudiarse monitoreando el patron de interferencia de
las multiples ondas de materia cuando se liberan los dtomos del potencial.
En [8], se realizé experimentalmente una red 6ptica en tres dimensiones, se
observé la transicién de fase del sistema de un estado coherente a uno con
decoherencia en el que un nimero fijo de atomos se encuentra en cada pozo
al variar la profundidad del pozo y se comprobd que en dicho estado se tiene
una baja ocupacién de atomos por sitio de red. En [9], esta misma transi-
cién fue encontrada pero en un sistema ligeramente distinto: un condensado
de Bose transferido a un potencial éptico de dos pozos (junta de Josephson

bosénica en un potencial de dos pozos) . En particular, se determiné que

!Una junta de Josephson es la interfase entre dos ondas macroscépicamente coherentes
separadas por una barrera de manera que existe tunelaje entre ambas llamado efecto
Josephson. El efecto Josephson ha sido observado en diferentes sistemas tales como dos
superconductores separados por un aislante delgado o dos reservorios de superfluido sep-
arados por aberturas nanoscépicas.



la transicion entre el estado superfluido o de oscilaciones coherentes al de
aislante, ocurre como funcién de la concentracion inicial de particulas en uno

de los pozos, dejando inalteradas las interacciones naturales del sistema.

Figura 1: Trampa 6ptica en tres dimensiones. Se observa en forma esquematica las dos fases
cudnticas opuestas; en (a) los dtomos se encuentran libres y pueden moverse a cualquier
sitio de la red, en (b) se muestra un aislante de Mott, donde los dtomos estén confinados
uno por uno en cada sitio de la red. (Tomada de ?7?.)

Los experimentos arriba descritos son la motivacién de esta tesis. En
particular, el interés de este trabajo es describir la dindmica de sistemas de
atomos bosonicos confinados en potenciales unidimensionales a muy bajas
temperaturas como funcién de la interaccion entre pares. Debido a que dichas
interacciones dan lugar a que el sistema cerrado se relaje a un estado de
equilibrio, se demostrara que dicho proceso es equivalente al fenémeno de
decoherencia intrinseca.

Como ya se menciond, varios experimentos con condensados de Bose-

Einstein han mostrado una variedad de fenémenos como resultado del tipo

de trampas en los que los dtomos son confinados y de la magnitud de las
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interacciones entre pares de particulas. Los primeros experimentos en este
sentido mostraron dos regimes extremos cuando el condensado se encuen-
tra en una trampa éptica de dos o mdas pozos [14] [8]: el de oscilaciones
coherentes llamado superfluido (o de oscilaciones de Rabi), cuando las in-
teracciones pueden considerarse despreciables y el tunelaje entre los pozos
puede controlarse variando la profundidad de los pozos, v el de decoherencia
llamado “Mott insulator” (o de oscilaciones de Fock). El paso de un estado
a otro se le conoce como transicion superfluido- “Mott insulator”, debido a
su parecido con las transiciones ya conocidas en superfluidos. Experimen-
tos posteriores [15] [16] mostraron un tercer régimen en el que se observa
que la evolucién temporal del valor de expectacion del nimero de particulas
en cada pozo decae a un estado de equilibrio (es decir, pierde coherencia)
y luego es seguido por “revivals” (recurrencias), en que el sistema vuelve a
ganar coherencia por breves periodos. A éste tercer régimen se le llama de
oscilaciones de Josephson [9].

Varios métodos tedricos han sido empleados para describir el tunelaje
en condensados de Bose-Einstein confinados en potenciales 6pticos; todos
ellos se pueden agrupar dentro de dos distintos modelos: aproximaciones del
campo medio (o aproximacién semicldsica), que toma como punto de partida
la ecuacién de Gross-Pitaevskii [17] [18] y un tratamiento cudntico exacto
basado en el Hamiltoniano de Bose-Hubbard [14] [19] [20]. La ecuacién de
Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo asume que la tnica contribucién
importante al comportamiento del sistema se debe a los atomos del estado
base, con lo cual se puede aproximar la funcion de onda por una funcién
clasica. Considerando que dicha funcion puede descomponerse en tantos mo-
dos como pozos de potencial posee una red unidimensional, se obtiene un

sistema de ecuaciones acopladas para los diferentes modos y se determina con



ello la poblacion de particulas como funcién del tiempo. En contraparte, el
Hamiltoniano del modelo de Bose-Hubbard se puede obtener analogamente
al Hamiltoniano de Hubbard que describe electrones en sdlidos, ya que las
trampas Opticas usadas para confinar los bosones forman potenciales tipo re-
des cristalinas. Sin embargo, el Hamiltoniano que aqui se usa se deducira de
primeros principios aplicados al Hamiltoniano mas general en segunda cuan-
tizacion, que incluye interacciones entre pares de particulas. Con esto, se
obtiene un Hamiltoniano con una expresién sencilla y que ademas es com-
pletamente cuéntico.

El objetivo central de este trabajo es estudiar la coherencia de un sis-
tema compuesto por un gas ultrafrio de bosones interactuantes confinado en
un potencial unidmensional de 2, 3 y 4 pozos, respectivamente. Para esto,
primeramente se analiza la dinamica del sistema calculando numéricamente
el valor de expectacion del nimero de particulas en cada pozo como funcién
del tiempo, usando el Hamiltoniano descrito por el modelo de Bose-Hubbard
adecuado a cada potencial. La evolucién dinamica de la poblaciones se estu-
dia utilizando la base de ntimero y la base de eigenestados del Hamiltoniano.
Dicho anélisis describe bien la transicion entre los tres regimes existentes
(oscilaciones de Rabi, Josephson y Fock) y revela que las transiciones depen-
den de la razén entre el tunelaje y la interaccion entre particulas. Ademas,
permite comprobar la existencia de un estado estacionario a lo largo de la
transicion, el cual coincide (en el caso de los eigenbases) con los estados
estacionarios intrinsecos, es decir, con valores de expectacién de la poblacién
en cada pozo en los eigenestados. Es importante mencionar que tanto el
tiempo de relajacion al estado de equilibrio como el tiempo de recurrencia
(tiempo en el cual las poblaciones en cada pozo regresan al estado inicial)

pueden inferirse estudiando la evolucién de las poblaciones en los pozos para



tiempos suficientemente grandes. Una vez establecida la propiedad de equi-
librio a través del estudio de propiedades de pocos cuerpos (en particular,
la poblacién de particulas), se estudia la decoherencia asociada al proceso
de relajacién de estos sistemas. Especificamente, se estudia la evolucién de
propiedades de un cuerpo por medio de la matriz de densidad reducida y
se observa como estados iniciales arbitrarios tienden a relajarse a estados
estacionarios incoherentes.

Este trabajo esta organizado en 4 capitulos. En el capitulo 1, se hace
una deducciéon de los Hamiltonianos efectivos para estudiar la dinamica de
un gas ultrafrio de bosones en potenciales unidimensional de 2, 3 y 4 pozos.
En el capitulo 2, se presentan los analisis de los resultados obtenidos. En el
capitulo 3, se muestra que la coherencia del sistema también se ve reflejada
en la evolucién de la matriz de densidad reducida de un cuerpo. Finalmente,
en el capitulo 4, se presentan las conclusiones y perspectivas de esta tesis.

Se incluye también un apéndice que sirve de transfondo para el trabajo
con una breve descripcion tedrica de la formacion de un condensado de Bose-
Einstein usando Mecédnica Estadistica y de los mecanismos experimentales

que se utilizan para su obtencién.
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Capitulo 1

Hamiltoniano efectivo para
potenciales de n pozos en una

dimension

En este capitulo, se deduciran los Hamiltonianos efectivos que represen-
tan un gas de Bose con interacciones a bajas temperaturas, confinado en un
potencial de n pozos (n = 2, 3 y 4). Para este propdsito, en las dos primeras
secciones se describira el efecto de los dos potenciales a los que estan sujetos
los dtomos que componen el gas de Bose ultrafrio, el potencial de interac-
cion entre pares de particulas y el potencial de confinamiento debido a la
radiacién de laseres contrapuestos o, en otras palabras, el potencial de in-
teraccion originado por la presencia de un potencial externo compuesto de
n pozos. Como se vera en el siguiente capitulo, ambos aspectos tienen con-
secuencias sobre la coherencia cuantica y determinan la evolucién temporal
de las poblaciones. Mas importante atin, se puede establecer una dependen-
cia cuantitativa entre los parametros que representan la existencia de estos

potenciales y la transicion entre un régimen de oscilaciones coherentes a un
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régimen de autoatrapamiento.

En la seccion tres, se usara el conocimiento de las dos primeras secciones
para derivar el Hamiltoniano efectivo que describe la dinamica de un gas de
bosones ultrfrio confinado en un potencial unidimensional de n pozos usando
el formalismo de la segunda cuantizaciéon y algunas hipdtesis propias del
sistema, lo que se conoce como el modelo de Bose-Hubbard. Para propdsitos
de ilustracion, se detalla el caso de la deduccién del Hamiltoniano para el
caso de 3 pozos.

En la dltima seccion de este capitulo, se escribiran explicitamente los
Hamiltonianos para los casos de 2, 3 v 4 pozos, que son los casos a tratar en

este trabajo.

1.1. Interaccién a bajas energias

Las colisiones entre atomos a ultrabaja energia juegan un papel funda-
mental en la fisica de los gases ultrafrios, ya que las “buenas colisiones”
(colisiones eldsticas que conservan los estados internos) son fundamentales
para realizar el enfriamiento por evaporacién, lo que permite alcanzar las
temperaturas necesarias para que se forme el condensado de Bose Einstein.
Los efectos de las colisiones, sin embargo, van mas alla de la produccién del
condensado; a pesar de las extremadamente bajas densidades a las que se
encuentra el ensemble de particulas en el gas condensado, la aparentemente
tenue interaccion es responsable de una gran cantidad de sus comportamien-

tos, incluyendo su evolucion temporal.
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1.1.1. Dispersiéon de dos cuerpos

A la temperatura tipica de la vida diaria, la longitud de onda de De
Broglie Ay de un atomo es de unas milésimas de nanémetro y las reac-
ciones quimicas de un gas son usualmente interpretadas como la interaccién
de particulas clasicas puntuales moviéndose en potenciales definidos por su
distribucién de carga electrénica asociada. En contraste, en el rango de tem-
peratura en la cual ocurren el enfriamiento Doppler y el enfriamiento por
gradiente de polarizacién (aproximadamente entre 1 mK y 1 pK), llamado
rango de colisiones frias, A\yp se vuelve comparable o mayor que la longitud
del enlace quimico. Por debajo de 1 uK, en que el enfriamiento por evapo-
racién y la condensacién de Bose Einstein tienen lugar, \gp crece (~ 1.9 x 10%
el radio de Borh) hasta ser comparable con la distancia media de separacién
de los dtomos (~ 10 el radio de Borh ) en la densidad critica del condensado
de Bose Einstein. Las colisiones aqui ocurren en un rango de temperatura
de 1 uK — 0, que es llamado de colisiones ultrafrias. Para que el sistema
sea estable en la regién ultrafria, la densidad del gas debe ser tan baja que
colisiones de méas de dos cuerpos son raras. Esto corresponde a una densi-
dad de 10" — 10% &tomos/cm?; para densidades mds altas, los efectos de
recombinacién se vuelven importantes.

Al llegar al régimen ultrafrio, la longitud de onda De Broglie de las
particulas del gas es del orden de micrémetros, con lo que dos efectos suceden:
el primero es que las funciones de onda de los dtomos individuales comienzan
a sobreponerse y el ensemble completo entra en un régimen de degeneracién
cuantica, es decir, se forma el condensado. Por otro lado, el potencial de in-
teraccion W para dos particulas dispersadas tiene un impacto significativo
sobre la funcién de onda de dispersién ¥ (xq, X2, ... XN) a distancias mucho

mayores que la clasica extension del potencial de interaccion, es decir,
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x| = |xi — x50 > Rine , (1.1)

donde R;,; es rango de interaccion efectivo del potencial (por ejemplo, para

6
—-, este rango corresponde
16

a la longitud de Van der Waals lqw = £ (mCs/h?)).

un potencial de Van der Waals que escala como —

Entonces, la dispersion ultrafria es sensible a la region asintética del po-
tencial (sin importar su forma), es decir, si el comportamiento asintético de

la dispersiéon es adecuadamente reproducido por colisiones de bajo momento

(k)

(1.2)

los detalles del potencial de dispersion dentro de R;,; no son importantes,
con lo que puede considerarse que la colisién entre atomos tiene lugar de
manera radial e isotrépica.
Para resolver el problema de dispersion de dos dtomos formalmente, con-
sidérese la siguiente ecuacion de Schrodinger
72
—WVQ + W (x)| ¥ (x) = EY (x) (1.3)
para el movimiento relativo de las dos particulas de masa m, con energia
positiva (F) y masa reducida M = m/2. Aqui, el Hamiltoniano es la suma
de la energia cinética de las particulas mds su potencial de interracciéon W (x)
con = = |x|, y x en coordenadas esféricas (r,0,¢).
Se busca una solucién a esta ecuacion en la region asintotica r > Ryy;.
En esta region, la solucién puede ser escrita como la suma de una onda plana
(W = 0) incidente > mds una onda dispersada que se expande hacia

afuera desde z = 0, es decir, una funcién de onda con forma asintética
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ezkr

djsc = f(e, (b) r (14)

es decir, la solucion puede ser escrita como

) (x) = e + ¢, (1.5)
donde
OMFE
k= = (1.6)

y la funcién f (6, ¢), que es el dnico término que depende del potencial, es
llamada la amplitud de dispersién.

Debido a la simetria radial del potencial central, al escoger el vector de
onda incidente alineado a z, k = kz, la dispersién es independiente de ¢, es
decir, la amplitud de dispersién sélo depende de 6, f (#) y la onda plana se
escribe como e
Entonces, para calcular la amplitud de dispersion, se debe expandir la

funcién de onda con respecto a los valores | del momento angular entre las

particulas

v ()= 3 P cost) WL, (1.7
=0

donde P, (cos 6) son los polinomios de Legendre y las funciones radiales y; (1)
satisfacen la ecuaciéon
d? I(l+1 2M
W IO 2w @) (13)

dr? 72 h?

Cada valor [ del momento angular es solucién y todas las soluciones (lla-

madas ondas parciales) contribuyen a la dispersién. Sin embargo, a medida

15



que aumenta [, el término centrifugo I (I + 1) /r* se vuelve cada vez mds im-
portante, por lo que la particula incidente necesita una mayor energia cinética
para sobrepasar la repulsion del término centrifugo. Por tanto, a bajas en-
ergias se espera que s6lo unas cuantas ondas parciales afecten la dispersion
en forma efectiva, es decir, se cumple la condicién (1.2).

Para la condicion de frontera a distancias grandes r > R;,;, se puede
despreciar la interaccion, asi como el término centrifugo en la Ec. (1.8), con
lo cual se obtiene la ecuacién de Schrodinger para la particula libre cuya
solucién se escribe, en términos de las funciones esféricas de Bessel j; (kr) y

las funciones de Neumann n; (kr), de la siguiente forma:

Xkl (7“) = kr [Bljl (kT’) + C’ml (k?“)} . (19)

Como el comportamiento asintético de las funciones j; v n; es

. 1 . T
gi (kr) — 7, Sin (k:r - l§> , (1.10)
y
(kr) ! (kr —1%) (1.11)
ny (kr cos(kr—15 ), :

cuando r — oo, la solucion x; cuando r > R;,; toma la forma

Xk (r) = Ajsin (kr — Zg + 51) , (1.12)

donde A; = [B? + C2'* y

tan (0)) = —— . (1.13)

Las cantidades 9; son los llamados corrimientos de fase y contienen toda la

16



informacion de la interaccion, pues indican que a largas distancias el efecto
de cualquier potencial sobre la onda dispersada es producir un corrimiento
de fase §; en la onda esférica saliente.

Para conectar las ondas parciales con la onda dispersada (1.4), primero

se expande la onda plana e** = ¢*7s% op términos de los polinomios de
Legendre:
, 1 — ,
tkz __ ikr _ —(kr—ml)
e = oo ZEZO (214 1) P, (cos ) [e e |- (1.14)

Escogiendo A; = (21 + 1) i'e® para cancelar el factor e=*" en la Ec. (1.5),

se obtiene que la amplitud de dispersion es

1 o0
= —kZ (20 + 1) By (cos ) (e | (1.15)
1=0
o bien
1 o0
EZ (21 +1) P, (cos6) (e sindy) (1.16)
1=0

Para calcular explicitamente los corriemientos de fase, se debe resolver
la Ec. (1.8). La situacién se simplifica para soluciones de baja energia que
satisfacen la condicién (1.2). Entonces, para distancias r < 1/k se puede
poner ' = 0 en la Ec. (1.8). Ademas, como ya se discutid, para bajas energias
solo unas cuantos valores del momento angular [ contribuyen a la dispersion;
si la energia es suficientemente baja, las colisiones con [ > 0 se anulan. Con
esto, la Ec. (1.8) toma la forma

Pxro  2M

La solucién de (1.17) debe ser congruente con la forma asintética de (1.8)

17



en la region

1
Rmt<<’f’<< E, (118)

de hecho, en este intervalo, tanto la Ec. (1.17) y la Ec. (1.8) son aplicables.
En la regiéon r > R;,; se puede ignorar el término del potencial de interaccién

en (1.17) y la solucién toma la forma lineal

Xko = Co (1 — kr) . (1.19)
Por otro lado, si kr < 1, la Ec. (1.8) puede escribirse con la misma forma
que (1.19) con ¢y = €% sindy y
k
tandy = ——. (1.20)
K

Definiendo la longitud de dispersiéon a; mediante

tan g = —kas, (1.21)
entonces, en el limite de k£ pequena, k& — 0, la longitud de dispersion y el
primer corriemiento de fase se relacionan linealmente mediante la ecuacion

0o = —kag. (1.22)

En conclusién, conforme k& — 0, sélo el término [ = 0 sobrevive y la
onda dispersada (1.4), que es llamada onda-s denotando el hecho de que el

momento angular relativo entre particulas es cero, puede ser escrita como
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ikr

e
kr ’
que, tomando la aproximacién para bajas energias, es
LR (1.24)

r

Es decir, para bajas energias, la amplitud de dispersion se vuelve con-
stante, con lo que se puede pensar a las particulas como esferas clasicas duras
de radio ay, entonces, los detalles del potencial W pueden ser ignorados ya
que toda la interaccion se ve reflejada en la longitud de dispersion.

Para conocer el valor de la longitud de dispersion, considérense las trans-
formadas de Fourier de la Ec. (1.3) y la solucién (1.5) en una caja de volumen

V.

PR 0+ LSS0 - KR = Bk 1.25
o ¥ )+Vk” (K =k )o(k") = B (k). (1.25)
& (k/) = V(Sk,k’ + 7v/;sc (k/) ) (126)

sustituyendo la expresién (1.26) en la ecuacién de Schrédinger (1.25) se ob-

tiene una ecuacién para 1. (k')

h2 k/2
2M

— B, (V(Sk,k/ + e (/f')) :

(v&k,k, + s (k’)> CW (K — k) % SOW (K — k) e ()
2 (1.27)
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Reemplazando la energia a través de la Ec. (1.6), la ecuacién para la onda

dispersada es:

K h?k/? .
( 2M > ¢SC( ) W Z W k// 77Z)sc (k//) ] (128)
k!

Definiendo la matriz de dispersiéon T° como la solucién de la ecuacién

anterior, es decir,

1

/ .
5 rior T Wk B (1.29)

Qz;sc (k/) =

donde 07 asegura que sélo la onda saliente exista. Reescribiendo la Ec. (1.28)

en términos de T

T (K, k; Ey)

1 (1.30)
= — k") T (K" k; By) .
=Wk ;W ) B~ Eeraor L Wk B

Esta es la llamada ecuacién de Lippman-Scwinger.

Tomando la transformada de Fourier inversa de la Ec. (1.29)

1 1
= — e Tk E.) . 1.31
pee (1) Vzk;e Ey — B 410" (K, k3 E) (1.31)

Al tomar el limite termodinamico (V' — o0), la suma se transfoma en una

integral, es decir,
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W (1.32)
V — .
Con lo que se obtiene
1 31 ik'r 1 /
Vse (1) = (27?)3 d’k'e TP iO+T (k' k; Ey) . (1.33)

Considerando las colisiones a baja energia, Ey — 0y k& — 0, se puede

asumir que dentro de la integral

T (K, k — 0; By — 0) ~ T(0,0;0) , (1.34)

de manera que en el limite estricto de k — 0 se obtiene

_ 1 310 ik'r 1 /7.,
Yee(r) = (27r)3/dk6 Ek—Ek,+z’o+T(k’k’Ek)
1 m . eik’r
1 . (1.35)
m s
~—-———=—=11(0,0;0) | —
(27T)3 h2 ( » ) ( r )
m 1
= — T . —

Comparando este resultado con la Ec. (1.24) para 1., se tiene que

Arh? g

T (0,0;0) =
m

(1.36)

Regresando a la ecuacién de Lippman-Schwinger (1.30) y tomando el
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limite de bajas energias se obtiene que

3 1 N 1
T(0,0;0) = W - K —— T (K, 0; 1.
(0,0;0) (0)+V;W( )—Ek//+i0+ (K",0;0) , (1.37)

que es una ecuacién exacta que puede usarse para una aproximacion con
perturbaciones. A primer orden, se ignora el segundo término y se obtiene el
resultado mas comun para las colisiones de baja energia:

T(0,0;0) = W (0) , (1.38)

es decir,

N Arh? o

W (0) = / Brwv (z) =

(1.39)

m

La Ec. (1.39) muestra que el potencial puede reemplazarse por cualquier

funcion de corto alcance en tanto su integraciéon sea igual a g

4 2
g =T (1.40)
m
en particular,
W(x) =gd(x), (1.41)

siendo § (z) la funcién delta de Dirac.

En efecto, puesto que la longitud de onda de De Broglie de las particulas
se hace tan grande en el régimen ultrafrio, los &tomos parecen estar chocando
en todo momento, por lo que es suficiente un potencial con el menor alcance

posible.
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1.2. Potenciales dipolares

El modelo mas sencillo para descrbir la accién de un potencial éptico
confinante actuando sobre atomos neutros, es considerar que el atomo posee
solamente dos niveles. Para describir dicha interaccién se puede simplemente
considerar el atomo como un oscilador clasico en interaccién con un campo
eléctrico clasico. Para esto se seguird el articulo de Grimmm, Weidemdiller y
Ovchinnikov [5].

Entonces, sea el campo eléctrico producido por la luz laser E (r,t) =
Eoe ™ + c.c. que induce un momento dipolar eléctrico p (r,t). Dado que el

momento dipolar se relaciona con el campo eléctrico de la siguiente forma:

p=aE, (1.42)

donde « es una polarizibilidad compleja que depende de la frecuencia w, el

potencial de interaccion esta dado por

——p- E=—Re (04) [, (143)

donde la intensidad de la luz es I = 2e4cE? y el factor % es debido a que el
momento dipolar no es permanente.
La energia potencial es entonces proporcional tanto a la intensidad como
a la parte real de la polarizibilidad, la cual contiene la componente en fase
de la oscilacion dipolar, que es la responsable de la dispersion. Puesto que la
fuerza es conservativa, basta sacar el gradiente del potencial
F(r) = LRe (a) VI, (1.44)

2¢qc

es decir, la fuerza es proporcional al gradiente de la intensidad.
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Si se considera la luz del laser como un flujo de fotones con energia hAw,
la velocidad de dispersién se puede escribir como
P p-E 1

B ——— 1 1.4
o= B e g (@)1 (1.45)

Fdis =
donde P es la potencia absorbida por el &tomo del campo, que es proporcional
a la parte imaginaria de la polarizabilidad, que describe la parte fuera de fase
de la oscilacién dipolar.

Si se considera el atomo dentro del modelo de oscilador clasico de Lorentz,

se puede mostrar [6] que la polarizacién puede escribirse en términos de la

velocidad de amortiguamiento en resonancia I

2 F/Wg
B = — i (Pfa)

a = 6mege

r. (1.46)

Con esta expresion, el potencial y la velocidad de dispersion quedan ex-

plicitamente escritos de la siguiente forma:

Ul(r) = 37T62< ot )I(r), (1.47)

QWS’ wo—w  wotw

3rc? r r \?
s = I . 1.48
dis (¥) 2hw? (wo —w * wo + w) (x) (1.48)

Se observa que en resonancia w = Fwy no tiene sentido hablar de un

potencial dipolar. Sin embargo, experimentalmente los laseres son sintoniza-
. w

dos cerca de la resonancia de manera que se puede suponer — =~ 1y
wo

lw — wo| = A < wy, con lo cual, las expresiones para el potencial y la

dispersion se reducen a

(1.49)
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Ty (r) = % (%)2 I(r). (1.50)

De la Ec. (1.48) se observa que si A < 0 (desintonizacién roja), el po-
tencial dipolar es negativo y el campo atrae a los dtomos. Por tanto, los
minimos de potencial se encuentran en las posiciones de maxima intensidad.
Para el caso de A > 0 (desintonizacién azul), el potencial es positivo y el
campo repele a los atomos. Los minimos de potencial se corresponden con
los minimos de intensidad.

Por otro lado, la velocidad de dispersién va como I/A?% mientras que
el potencial va como I/A. Basta entonces trabajar con frecuencias suficien-
temente desintonizadas para reducir la dispersion mientras se mantiene un
trampa razonablemente profunda, dos de los criterios importantes para el

diseno de trampas.

1.3. Descripcion cuantica de un liquido de
Bose en potenciales unidimensionales
finitos

Una vez conocida la interaccion entre dos pares de particulas y el efecto del
potencial de confinamiento externo sobre los atomos a muy bajas energias,
se puede conocer la dinamica del gas deduciendo, de primeros principios,
el Hamiltoniano que describe dichos sistemas, siendo éste un tratamiento
cuantico completo.

Sea, entonces, un gas de bosones confinado en un potencial unidimensional
formado por la interferencia de dos haces de laseres desintonizados, de manera

que la interferencia forma n pozos de potencial con paredes finitas y con
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simetria en el origen. Puesto que el ensemble de bosones se encuentra en un
potencial 6ptico, se puede asumir que el gas se encuentra suficientemente frio
y diluido como para que la interaccion W entre ellos se encuentre descrita
por la Ec. (1.41).

Entonces, incluyendo al potencial de red V,, el Hamiltoniano mas general

del sistema de N bosones escrito en segunda cuantizacion es

H = Hp+ Hy (1.51)
2
donde Hr es la parte del Hamiltoniano debida a la energia cinética T = 2p—
m

y el potencial unidimensional V7,
Hy =Y al (o T+ Vi |9) a;, (1.52)

ij

y Hy es la parte del Hamiltoniano debida a la interaccion intraparticulas

Hy = 5 ) alal {pip,| W lpwor) arar (1.53)
ikl

Los operadores de creacién y aniquilacion cumplen la regla de conmutacion
usual [ak, a;] = 0k, ¥ |¢i) son un conjunto completo de funciones de onda
ortonormales y estados estacionarios de Hr.

Se escoge que el potencial Vj sea simétrico respecto al origen, lo que
resulta en un potencial no periédico. En general, puede considerarse cualquier
potencial siempre que cumpla con la condicién de que dados n pozos, el
espectro de energias sea tal que los n primeros niveles estén por debajo de
las barreras del potencial. Ademas, se puede demostrar que para un potencial
de n pozos, las energias se separan en bandas de n niveles de manera que

la separacién entre los niveles consecutivos de cada banda es mucho menor
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que la separacion entre las bandas [4] [3], de manera andloga al potencial
de un cristal (ver Fig. 1.1). La separacién de energia, tanto entre las bandas
como entre niveles consecutivos depende de la profundidad de los pozos y la
separacién entre ellos.

Como el sistema es un gas de bosones que se encuentra a muy bajas tem-
peraturas, sélo los niveles més bajos de energia se encuentran ocupados, por
tanto, solo se se seleccionaran para trabajar los n primeros estados asociados
a la primera banda de energia, lo que se conoce como aproximacion de n
modos dado un potencial de n pozos. Aunque en general las n-tuplas son
tales que dos niveles en cada una no son equiespaciados, se puede garantizar
que lo estén ajustando el ancho y profundidad de los pozos. En este trabajo,
dicha suposicion seréa considerada. Experimentalmente, esto se logra variando
la intensidad y longitud de onda de los ldseres que forman el potencial (Fig.

1.1) para el caso de n = 3).

‘ I I I ]
| : |

ol N A\
N

X

Figura 1.1: Trampa éptica de tres pozos. La amplitud de los pozos de los extremos es
menor que la del centro aunque su profundidad es mayor, esto es debido a que se necesita
asegurar que los tres niveles mas bajos de energia esten igualmente espaciados. Las energias
correspondientes son: —ey = 3.533, —¢; = 3.704 y —eo = 3.881. El cuarto nivel —e3 =
8.999 se encuentra por encima de los maximos de potencial —(Vp = 7.04).

Usando el método de “Split Operator”[35], las n primeras funciones de

onda estacionarias ¢;(x) y sus correspondientes energias pueden ser encon-
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tradas numéricamente como se puede ver en la Fig. 1.2.

#,(x)

#,(x)

,(x)

Vix)

X

Figura 1.2: Las funciones de onda ¢o(z), ¢1(x) v @2(x) para un potencial externo Vi, =
2, 2 2/ 2 i 2, 2 . . .

Ve~ @=2)7/01 4 Ve /02 4 Vye— (#42)7/07 4 1010 F)] primer estado estacionario (g es una
funcién par sin nodos, el segundo estado ; es impar con un solo nodo y el tercer estado
5 es una funcion par con dos nodos, como era esperado dada la simetria del potencial.

¥ p ) p p

A pesar de que las funciones de onda ¢; (x) son eigenestados de Hr, el
interés del presente trabajo reside en estudiar las poblaciones de particulas
en cada pozo, por lo que resulta més conveniente hacer el estudio a través
de una base de funciones ortonormales diferentes; esta base es tal que las
funciones de onda de una particula se encuentran localizadas en cada pozo.
Entonces, se realizara una transformacion de la base de eigenestados a una
de estados localizados.

Dado que se ha escogido que los niveles de energia en el potencial de n

pozos estén igualmente espaciados, se puede establecer una analogia entre
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los eigenestados de la componente z del operador de momento angular J y
las funciones de onda de una particula asociadas al potencial de n pozos,
pues como es bien sabido, las energias de la componente J, estdn igualmente
espaciadas. Entonces, si se toma un sistema de tres niveles (como el de dos
particulas con espin 1/2) y se rotan 90 grados sus eigenestados |11), |10) y
|00), los estados resultantes se escriben como una combinacién lineal de los

estados originales:

1
. [\11> +/2]10) + \00>] , (1.54)
1
. [|11> —V2]10) + |00>} , (1.55)
y
L (1) + ooy (1.56)
7 : :
En general, para un sistema de n niveles, tomese en cuenta la siguiente
rotacion:

n—1

b= S Dl (1.57)

k=0

con los coeficientes dados por la matriz de rotacién de Wigner [36]

D]y pi(0n,B,7) = (G, b+ 1] 700 eve =0 | i) (1.58)

siendo @ = 0, 8 = § y v = 5. Se identifica el ntimero de pozos n con el
ntimero de momento angular j. El conjunto de estados a transformar (k + 1|
son los asociados a las funciones estacionarias ¢y y los estados rotados |i)

estan asociados a las funciones de onda localizadas ;.
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El conjunto de funciones de onda ¢, son funciones estacionarias, con lo

cual se cumple

(T + VL) |ox) = € |on) - (1.59)

Entonces, la parte sin interaccion del Hamiltoniano se transforma en

n—1
HT = Z eka,tak . (160)
k
w,(x)
) /\
w,(x)
Vix)
2 0 2
X

Figura 1.3: Funciones de onda localizadas al realizar la respectiva rotacién. Visualmente,
se aprecia que éstas son efectivamente localizadas. El traslape entre las funciones es menor
al 6 %.

Al aplicar la rotacion, el Hamiltoniano (1.60) se reescribe de la siguiente

manera
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n—1
Hy = =37 Ay (b + 001 ) (1.61)

i,
A, j es la tasa de tunelaje entre los sitios 7 y 7. Como las funciones rotadas son
funciones localizadas (Fig. 1.3), la tasa de tunelaje entre pozos no adyacentes
es mucho méas pequena que la que existe entre sitios adyacentes, por lo cual,
se puede tomar en cuenta sélo la tasa para los vecinos mas cercanos. Mas
aun, si los niveles de energia de la primera banda se encuentran igualmente
espaciados, la tasa de tunelaje entre pozos no adyacentes es idénticamente

cero. Entonces

n—1
Hr=—Y A (bjb,-H + b}Hb,-) . (1.62)

i=1

Los coeficientes A; ;41 incluyen un factor que es el espaciamiento entre
niveles de energia e, —e,_1 = A y otro factor propio de la transformacién, en
otras palabras, los coeficientes A; ;11 dependen de la posicién i-ésima dentro
del potencial.

Puesto que el conjunto de funciones resultante de la rotacion v; es loca-
lizado, sus correspondientes operadores bl (b;) crean (o destruyen) un bosén
en el 7-ésimo pozo.

En resumen, el Hamiltoniano de un gas de bosones ultrafrio en un po-
tencial unidimensional, sin potencial de interaccién entre particulas, puede
ser escrito de manera no diagonal de manera que su comportamiento quede
determinado por el tunelaje de particulas entre pozos adyacentes.

La parte del Hamiltoniano que toma en cuenta la interaccion entre particu-
las también es importante para determinar la dinamica de tunelaje del sis-

tema. Reescribiendo la Ec. (1.53) hasta los primeros n niveles,
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n
HW = Z wijklaza}akal, (163)
ijkl=0

con

wis = [ drei (@) (@) on @) 1 0) (1.6

En general, las funciones de onda estacionarias ¢ tienen una paridad
definida, debido a que el potencial unidimensional V; se escogi6é simétrico
respecto al origen. En consecuencia, algunos de los coeficientes w;;r desa-

pareceran. Es decir,

n—1
HW: Z wijklala;akal; Z—l—]+l€—|—l:0,2,4 . (165)
ijkl=0

Al igual que con el Hamiltoniano Hy, cuando se realiza la sustitucion del
conjunto de operadores de creacién y aniquilacion {aj, ak} por el conjunto
{bg, b; }, aparecen términos de tunelaje entre diferentes pozos. Estos términos

pueden ser ignorados, pues cumplen que

[ =5, (1.66)

Es decir, las funciones de onda resultantes de la rotacion son efectivamente
localizadas y el traslape entre ellas es aproximadamente 0.

Finalmente, el Hamiltoniano efectivo que describe un gas de N atomos
de Bose con interaccion entre particulas confinado en un potencial externo

simétrico y niveles de energia igualmente espaciados puede escribirse como

H = Hr + Hy |, (1.67)
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con

n—1
Hr == Aii <b2bi+1 + blei) , (1.68)
=1
Hy =UY N, (N - 1) , (1.69)
i=1

Athlo, o
donde U = %f de} (x), g = e y N; es el operador de nimero para el
m

1-ésimo pozo.

1.4. EIl Hamiltoniano efectivo para el caso de
2, 3 y 4 pozos

Retomando la Ec. (1.60), se desarrolla la suma de Hy para n = 2,3, 4.

n =2
Hp = 50a8a0 + 51aJ{a1 , (1.70)
n=3
HT = €0a$a0 + 61@1(11 + 82(13@2 s (171)
n=4
_ T T T T
HT = €0Qpao + £1a10q + 20902 + €30303 . (172)

A partir de la matriz de rotacion de Wigner (Ec. (1.58)), las rotaciones

para n = 2, 3,4 estan dadas por
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(=500, .

n=3
by e V2 ool ag
b3 1 —\/§ 1 a9
n=4
bl 1 \/g \/g 1 Qo
by 1| V3 1 -1 —-V3|[|la
b | VBl -v3 1 1 =3 || (175)
b4 1 —\/g \/g —1 as

Con lo cual, los Hamiltonianos sin interacciéon Hp correspondientes son:

n=2

A
Hy = -3 <b§b2 + b;bl) , (1.76)

A |
Hr = - [(b{@ + blby + by + bgbg) (1 + 5)

(1.77)

+% (b{bg + b§b1> (1 . é) + % (bgbg) (1 - é)} ,
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e 2 s (s )] (1241

1 2 3
S (b;bg + bgb2> (3 o+ E)

&

+ [b;b4 4 biby — (b}bg n bgbl)] (1 - %) (1.78)

1 t t 2 1

2 1
i T _ =
+\/§ <b2b2 * b3b3> (1 k>} ’

donde € —¢g = A, e — €1 = AJqy e — 3 = A/k, ¢,k > 0 muestran
las posibles separaciones entre niveles de energia. En cada expresién se eli-
miné un término de la forma ]\AfZ = bJ{bl +b£b2 + bgbg —i—bj1b4 que es el nimero
total de particulas que al estar en un sistema cerrado resulta constante y, por
lo tanto, puede omitirse, pues sélo da lugar a un corrimiento en la energia.

Las Ecs. (1.76) a (1.78) hacen mds evidente el hecho ya mencionado de
que el tunelaje dominante es el que se da entre pozos adyacentes y éste nunca
desaparece. El tunelaje entre pozos no adyacentes se da de manera més débil
y depende su existencia de la separacion de los niveles de energia, ya que con
niveles igualmente espaciados estos términos desaparecen.

En efecto, si en las Ecs. (1.76) a (1.78), k = ¢ = 1, entonces los Hamiltoni-

anos para 2, 3 y 4 pPOZos se escriben:
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A
Hy = -3 (bib2 + b;bl) , (1.79)
n=3
Hp = _A8 (b{bg + bby + bibs + b;bg) , (1.80)
V2
n=4

_@ {b{bg bbby — (b§b4 + blb;»,)

(1.81)
—% (b;bg + bgbg)} ,

A diferencia de Hp, el Hamiltoniano que toma en cuenta la interaccién

de los bosones Hy sélo genera términos extra si la condiciéon (1.66) no se

satisface. Es decir, su forma diagonal no depende de la profundidad del po-

tencial, sino de qué tanta interferencia existe entre las funciones de onda

transformadas. Como se esta suponiendo que estas funciones se encuentran

suficientemente localizadas, se puede escribir la forma de Hy, dada por la

Ec. (1.69) directamente, es decir, se considerard solamente el caso de niveles

igualmente espaciados.

Entonces, para los casos particulares a estudiar, las ecuaciones finales son:

n=2

H= —é (blo bl ) + U (N0 (Ny 1)+ Ne (e = 1)), (182)
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A
H=- (b{bz + biby + bibs + bgbz)

(1.83)

_V3A

2
H=-X {bJ{bQ +bib — (b§b4 + bjlbg) - (b;bg + bgﬂ,b2>}

0 (0 (80 1) o (1) (= 1) 5 (- 1))
(1.84)

Asi como el primer sumando en estos Hamiltonianos representa el tunelaje
entre pozos adyacentes, el segundo sumando representa la interaccién entre
pares de particulas dentro del mismo pozo. La fuerza de esta interaccién es

modulada por la energia de interaccion U = [ dzi} (x); como el valor

de la integral es constante, la modulacion queda enteramente en la longitud
de dispersion a.

En el caso del tunelaje entre pozos, el término que modula su intensi-
dad es la energia de tunelaje A. Entonces, el comportamiento del sistema
y la transicién del gas de bosones de un estado coherente a un régimen de

autoatrapamiento puede estudiarse variando estos dos parametros.
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Capitulo 2

Analisis dinamico y estados
estacionarios intrinsecos de la
poblacion de particulas en un

potencial de n pozos

En este apartado se presentan los resultados obtenidos para la dinami-
ca del sistema descrito en la seccion 1.3. Esto se hace en dos partes. En la
primera parte se analiza la evolucién temporal del sistema para n = 2,3 y 4
al resolver la ecuaciéon de Schrodinger numéricamente para los Hamiltonianos
de las Ecs. (1.56) (1.57) y (1.56), para determinar el valor de expectacion de
la poblacion de perticulas en cada pozo. Se muestra la existencia de un estado
estacionario y su dependencia de los parametros A y U, asi como la presen-
cia de los estados coherente y régimen de autoatrapamiento. En la segunda
parte se calculan nuevamente los valores de la poblacion, pero en términos
de los eigenvalores y eigenvectores del Hamiltoniano, para mostrar que los

eigenestados se comportan cualitativamente igual a los estados estacionarios
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encontrados en la parte anterior.

2.1. La dinamica del sistema

Para el término Hyy del Hamiltoniano efectivo, la fuerza de la interaccién

%%“5, ya que la integral

queda modulada tUnicamente por el parametro g =
es un término constante. Entonces, la energia de interaccion U y la energia
de tunelaje A son los dos parametros que determinan el comportamiento
del sistema. Es posible manipular ambos, experimentalmente: A al variar la
profundidad de los pozos y U al calibrar magnéticamente la amplitud de la
dsipersién, para estudiar la transicion de estado entre superfluido al de un
nimero de particulas por pozo constante. Esta transicion se puede estudiar
también bajo el modelo de Bose-Hubbard de n pozos, al variar la razén entre

la energia de interaccién y la energia de tunelaje. Para esto, conviene usar

los operadores de niimero de cada pozo

N
S;=—, 2.1
N (2.1)

siendo N el numero total de particulas que se supone constante. Con esta
definicion resulta mas oportuno escribir las funciones de onda ¢ en una repre-
sentacion de nimero |NyNs), |N1NyN3) v |NyNoN3N,) para los casos de
2, 3 y 4 pozos respectivamente, donde N;, ¢ = 1,2,3,4 son el nimero de
particulas por pozo en cada caso y > N; = N. Como el sistema presenta
(N 4+ 1)(N + 2)(N + 3)/6 estados posibles para 4 pozos, (N + 1)(N +2)/2
para 3 pozos y N + 1 para 2 pozos en cualquier instante, en general, para
valores dados de U, A y N, se encuentra en una superposicién de esos posibles

estados. Entonces, el valor esperado de los operadores S; da la fraccién del
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nimero de particulas por pozo.

Esto da lugar a tres comportamientos cualitativamente distintos, que son:

= Oscilaciones coherentes o régimen superfluido.
= Oscilaciones de Josephson o régimen de estado estacionario.

» Régimen de autoatrapamiento (selftrapping) o de aislante de Mott

(Mott Insulator)

Para ilustrar la existencia de estos regimenes, se estudio la dindmica para
N = 100, 1000, 10000 particulas para dos pozos, N = 50, 100, 200 particulas

para tres pozos y N = 10, 15,50 particulas para cuatro pozos con la misma

condici6én inicial |Ni(t = 0)) = N. También se definié la razén entre la
. . L ) : UN
energia de interaccion y la energia de tunelaje como A = N Con estas

condiciones, se procedié a desarrollar numéricamente la evolucién temporal
de los estados | N1 Na), |[N1NoN3) v |[N1NoN3Ny) en cada caso, utilizando el
método de diferencias finitas.

Cuando U = 0, el sistema es ideal y la poblacion de particulas oscila
coherentemente a través del potencial (Fig. 2.1). Este es el estado equivalente
al superfluido, pues las oscilaciones permanecen coherentes a lo largo del
tiempo.

Cuando las interacciones si son tomadas en cuenta (U # 0), se conside-
raron tres valores de A con diferentes 6érdenes de magnitud. Para interacciones
débiles (A = 0.1), inicialmente los dtomos oscilan coherentemente a través
de los pozos de forma consistente con la condicién inicial y entonces el sis-
tema alcanza un estado estadisticamente estacionario (se nombra asi para
diferenciarlo de los estados estacionarios intrinsecos) donde el valor de ex-

pectacion de la poblacién oscila cerca del 50 %, 35% y 28 % para 2, 3y 4
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Figura 2.1: Para un sistema sin interaccién A = 0, la evolucién siempre muestra oscila-
ciones coherentes, aunque las amplitudes de estas dependen del pozo y de la condicion
incial. En azul se muestra la poblacién del pozo 1, en rojo la poblacién del pozo 2.

pozos, respectivamente; después, dado que el sistema es cerrado, se observan
recurrencias, es decir, se observan nuevamente las oscilaciones coherentes con
regularidad casi periddica. Este estado es el de las oscilaciones de Josephson.
Puede observarse en la Fig. 2.2 que el tiempo que el sistema pasa en la re-
gion estacionaria para una misma interaccion débil de A = 0.1, se incrementa
significativamente respecto al tiempo en la region de oscilaciones coherentes
conforme el nimero de atomos se incrementa de N = 100 a N = 1000.
Cuando la interaccién aumenta (A = 1.0), la dindmica de las particulas es
tal que permanecen esencialmente en el estado inicial, es decir, éste es un
punto de transicién hacia el estado de autoatrapamiento. Para interacciones
fuertes (A = 10.0), el sistema préacticamente no oscila. El paso a un estado
estacionario nunca es visto, pues sélo una pequena cantidad de particulas
tunelea desde el pozo donde se encontraban inicialmente. Este estado donde
los valores de <§1) son practicamente constantes es llamado de autoatra-
pamiento pues semeja el comportamiento de un aislante donde las particulas

permanecen atrapadas en su estado inicial. Este estado es el andlogo al de
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aislante de Mott en el caso de electrones en un sélido a 7' = 0.
Entonces, existe una interacciéon critica A. ~ 1, debajo de la cual se dan
las oscilaciones de Josephson y por encima, el autoatrapamiento. Entonces,

las interacciones débiles se dan con A < A, y las fuertes con A > A..
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Figura 2.2: Evolucién del sistema para dos poblaciones totales diferentes, N = 100 (azul) y
N = 1000 (rojo). Cuando aumenta la poblacién también aumenta el tiempo que el sistema
pasa en los regimenes de oscilacion coherente y de estadisticamente estacionario.

En las Figs. 2.3, 2.4 y 2.5, se muestra la evoluciéon del valor de ex-
pectacién de (§1> para los valores de N = 100, 50,25 para 2, 3 y 4 po-
z0s, respectivamente, con los tres valores de A escogidos. El comportamiento
de (S,), (S5, (S4) no se muestra pues es cualitativamente el mismo al ya
ensenado.

En cada una de estas figuras se muestra los tres regimenes mencionados:
coherente, estadisticamente estacionario y autoatrapamiento. En laFig. 2.3,
se observa para los tres diferentes potenciales, cémo para interacciones débiles
con tiempos cortos, la poblacién completa de particulas oscila y, luego la am-

plitud de las oscilaciones disminuye hasta que se alcanza un comportamiento

42



(S

10 T T T

08

06

(Sp

04

0.2

00 ' ' .

Figura 2.3: Evolucién temporal de la poblacién de dtomos en el pozo uno S en la base de
funciones localizadas con una interaccién de A = 0.1. (a) Dindmica del sistema para un
potencial de dos pozos y N = 100. (b) La dindmica para el caso de tres pozos y N = 50.
(¢) El caso de cuatro pozos con N = 25.

estacionario. Para tiempos mayores, el sistema tiene las recurrencias men-
cionadas, en las que repite el comportamiento inicial con la diferencia de que
las oscilaciones van disminuyendo en cada recurrencia y que éstas aumentan
su duracion. Para A = 1.0 en la Fig. 2.4, no sélo el comportamiento ante-
rior se ha perdido, sino que el valor medio de <§1) se encuentra por encima
de los valores medios del régimen débil. En la interaccién fuerte, Fig. 2.5,
la poblacién de atomos permanece esencialmente sin cambios respecto a la
condicién inicial, es decir, la mayoria de los dtomos se encuentra en el primer
pozo.

En las Figs. 2.4 y 2.5, se puede ver que el comportamiento en la poblacién
de particulas es cualitativamente el mismo para los casos de 3 y 4 pozos, sin
embargo, existen algunas diferencias que vale la pena puntualizar. Primera-
mente, dado A < A, el tiempo que se necesita para que el sistema alcance
su primer régimen estacionario aumenta al aumentar el nimero de pozos,
asi como también aumentan las fluctuaciones que realiza el sistema en es-
tos regimenes, en otras palabras, aumenta la fraccion media de particulas

que logra el tunelaje a otros pozos. Para valores A > A, las fluctuaciones

43



2000 3000 4000 5000

Figura 2.4: Evolucién del valor esperado de la poblacion de particulas en el pozo uno S en
la base de funciones localizadas con una interaccién media de A = 1.0. El sistema pierde
su coherencia con mayor rapidez y ya no la recupera. (a) Caso de dos pozos y N = 100.
(b) Caso de tres pozos y N = 50. (¢) Caso de cuatro pozos y N = 25.

del sistema en el estado de autoatrapamiento son tan grandes que, para el
caso de 4 pozos, cerca de un 10 % de la poblacién oscila a los otros pozos.
En general, se puede decir que el aumento en el niimero de pozos tiende a
incrementar las oscilaciones coherentes del sistema. En efecto, puesto que
un mayor nimero de pozos implica un aumento en la deslocalizacion de las
particulas, la coherencia de las oscilaciones es mas grande.

Resumiendo, dada una condicién inicial dada para un ntmero fijo de
particulas IV, el sistema exhibe un transicion continua de un estado de tunela-
je coherente (oscilaciones de Rabi) a uno donde los dtomos siempre van de
tunulear a través de las barreras de potencial a un régimen estacionario sin
importar la condicién inicial (oscilaciones de Josephson) conforme el valor
del pardmetro A aumenta, hasta un valor critico A, donde, en promedio, la
poblacién de particulas en cada pozo permanece igual al valor para el tiempo

inicial (oscilaciones de Fock).
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Figura 2.5: El valor esperado de la poblacién de particulas en el pozo uno S; en la base
de funciones localizadas con una interacciéon media de A = 1.0. La poblacién es incapaz
de escaparse de su condicién inicial. (a) Caso de dos pozos y N = 100. (b) Caso de tres
pozos y N = 50. (c) Caso de cuatro pozos y N = 25.

2.2. Poblacion de particulas en los eigenesta-
dos del sistema

Ya se ha establecido que la transiciéon coherente-autoatrapamiento, es
funcion de la razon entre la energia de tunelaje y el potencial de interaccion,
pero también es cierto que para un valor fijo de A puede verse la transicion
como funcién de la condicion inicial.

En efecto, si la condicién inicial tomada corresponde a un estado esta-
cionario intrinseco del sistemam, entonces esa condicién inicial es un eigenes-
tado, ya que por definicion, éste es un estado que es solucién de la ecuacion
de Schrodinger estacionaria. Por tanto, variar la condicién inicial es equiva-
lente a variar la energia del sistema. Entonces, pueden encontrarse estados de
Fock con energia similar a la energia de algiin eigenestado tal que se observe

el régimen de autoatrapamiento.

Si ¢ son los eigentestados del Hamiltoniano (1.39) y €, sus correspondientes

eigenenergias, al resolver el eigensistema H|py) = ey|dn), se puede analizar

la transicion mencionada. En las Figs. 2.6, 2.7 y 2.8, se muestran los resul-
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Figura 2.6: Valor de expectacién de la fraccién de particulas en el pozo 2 (S3) para la
base de eigenestados como funcién de los eigenenvalores de energias ¢, para A = 0.1, 5.0
v 10.0 en el caso de un potencial de dos pozos y N = 100.

“:.'.""',//',//,!.' 2224,
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(a) A=0.1 (b) A =5.0 (c) A =15.0

Figura 2.7: Numero de particulas en el pozo dos (S3) como funcién de la energia ¢, en
la base de estados estacionarios para el caso de un potencial de tres pozos y un numero
total de particulas de N = 100. Se dan tres valores para el parametro A que muestran la
transicion entre coherente (A = 0.1) y autoatrapado (A = 5.0 y 10.0)

tados obtenidos a través de los valores de la poblacién (S;) en la base de
eigenestados como funcién de la energia por particula €, = (¢py|H|on) de
tamafio N + 1, (N +1)(N +2)/2, (N + 1)(N + 2)(N + 3)/6 para 2, 3y 4
pozos, respectivamente.

Se puede observar que el comportamiento de los estados estacionarios
varia conforme aumenta el valor de A. Para la region de interaccién débil
(A ~ 1071), no existe un valor de energfa tal que la poblacién completa de

particulas se encuentre en un solo pozo, es decir, no hay autoatrapamien-
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Figura 2.8: Valor de expectacién de la poblacién del pozo 2, (Sy) para la base de eigen-
estados como funcién de la eigenenergias €, para A = 0.1,3.0 y 15.0 en el caso de un
potencial de cuatro pozos y N = 25. Al igual que el caso anterior, valores del parametro
A de un orden menor a uno no muestran la transiciéon al autoatrapamiento.

to y, por tanto, el sistema no muestra transiciéon alguna. Para interacciones
mayores (A de orden mayor o igual a 1), claramente aparecen eigenenergias
con estados en donde toda (o casi toda) la poblacién se encuentra atrapa-

da en uno de los pozos; mas ain, conforme aumenta la energia, el sistema

1
pasa de estados con poblacién de aproximadamente — (es de-
Num. de pozos

cir, la poblacién se distribuye uniformemente entre los pozos del potencial),

a uno donde la poblacion se desbalancea y el sistema escoge uno de los pozos
para contener la totalidad de las particulas. Por tanto, el sistema realiza una
transicién de un estado deslocalizado al de autoatrapamiento.

La transicién puede describirse como un rompimiento de simetria para los
estados estacionarios, ya que el Hamiltoniano es simétrico para el intercambio
de pozos externos (o internos, para el caso de 4 pozos), pero las poblaciones
eligen solo uno de los pozos para el autoatrapamiento, acabando asi con la
simetria.

Entonces, se tienen dos diferentes tipos de estados estacionarios, los in-
trinsecamente estacionarios (eigenestados), para los cuales sucede el autoa-

trapamiento en funcién del aumento en la energia, y los estadisticamente
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estacionarios, que realizan la misma transicién conforme la interaccion entre
pares de particulas se incrementa. jEstan estas dos formas de estaciona-
riedad relacionadas? Si, una vez que se ha visto que el sistema ha alcanzado
la estacionariedad estadistica, la informacién queda contenida en el promedio
temporal de N, y, por lo tanto, las propiedades del sistema quedan descritas
por los valores de la media de Ny(t) de todos los posibles estados en la re-

presentacion de numero.
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Figura 2.9: Comparaciéon del valor de expectacién de la poblacién de particulas en un
potencial de dos pozos, entre la base de estados localizados (rojo) y la base de eigenestados
(azul) como funcién de la energfa. El comportamiento cualitativo en ambos casos es el
mismo.

En las Figs. 2.9, 2.10 y 2.11 se muestran los promedios temporales de N,
para N =100 y A = 0.1, 1.0, 10.0 para el potencial de dos pozos, N = 90 y
A = 0.1, 3.0, 15.0 para el potencial de tres pozos, y N =25y A = 0.1, 3.0,
15.0 para el potencial de cuatro pozos respectivamente (en color rojo). En
todos los casos, se grafica contra los valores esperados de la energia € en la
base de estados localizados. También se incluye en cada caso, las graficas del
valor de expectacién en la base de eigenestados en funcion de las eigenenergias
de las Figs. 2.6, 2.7 y 2.8.

Se ve que el valor medio de los valores esperados en la base de funciones

localizadas coincide cualitativamente bien con los valores esperados en la

48



...:'lh““""' "”"ﬂll"" e cmerarooyng
'.”- “ .“ ' ‘lM !“‘ m I 02

Figura 2.10: Valor esperado de la poblacién en la base de estados localizados (rojo) y en
la base de eigenestados (azul) para el potencial de 3 pozos. En ambos casos se presenta la
transicion del régimen coherente al de autoatrapamiento.
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Figura 2.11: Tal como en los casos anteriores, en un potencial de 4 pozos, las poblaciones
en la base de funciones localizadas (rojo) y de estados estacionarios (azul) tienen el mismo

05

comportamiento cualitativo.

base de eigenestados, es decir, al incrementar A, los estados estadisticamente
estacionarios presentan la transicion de oscilaciones coherentes al autoatra-
pamiento. Sin embargo, punto a punto existen diferencias debido principal-
mente a que las energias de los estados de Fock no barren completamente el
mismo espectro que las eigenenergias; sin embargo, cuando aumenta A, las
desviaciones se hacen cada vez mas pequenas. Por tanto, se puede decir que

ambas formas de estados estacionarios siguen el mismo comportamiento.
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Capitulo 3

Decoherencia intrinseca en un

potencial de n pozos

Un camino muy usado para analizar la decoherencia en los sistemas
cuanticos es el uso de la matriz de densidad, pues la decoherencia puede
ser establecida formalmente si se exhibe que los elementos fuera de la diago-
nal en la matriz de densidad que describe al sistema, se vuelven estacionarios
al pasar el tiempo, es decir, la decoherencia esta asociada con la evolucién
de la matriz de densidad en el sentido de que estados iniciales arbitrarios
(coherentes) tienden a relajarse a estados estacionarios (incoherentes). Basta
entonces, encontrar el estado de N cuerpos [ty (1)) para calcular la matriz
de densidad correspondiente py = |[tn (1)) (YN (t) | ¥y ver cémo evolucionan
los elementos no diagonales.

Sin embargo, usar la matriz de densidad completa no tiene caso, ya que
representa un estado cuantico puro cuyos elementos no se vuelven estaciona-
rios. En efecto, puesto que hablar de decoherencia es equivalente a hablar de
relajamiento al equilibrio del sistema (fenémeno que sucede cuando el sistema

interactiia con sus alrededores), considerar la matriz de densidad completa
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corresponde a considerar al sistema cerrado como sistema més alrededores
cuya evolucion es coherente. Por tanto, para estudiar la decoherencia, se nece-
sita considerar el sistema con la matriz de densidad reducida y propiedades
de pocos cuerpos para determinar si los estados iniciales tienden al equilibrio.

Por otro lado, la Mecénica Estadistica establece que un sistema cerrado
siempre se relaja a un estado estacionario de equilibrio, por lo que se puede
pensar que todo sistema cerrado da lugar a una decoherencia propia o in-
trinseca cuando éste alcanza el equilibrio. Dicho equilibrio se manifiesta a
través de propiedades de pocos cuerpos como la temperatura, la energia o la
poblacién. Como sdlo se conocen estas propiedades como promedio, entonces
hay que medir el valor de expectaciéon de operadores de pocos cuerpos, cuyos
valores pueden conocerse a través de la matriz de densidad reducida, y debido
a que en el laboratorio la propiedad de pocos cuerpos que se puede medir
es la poblacién S; = bj-bz- /N, se analiza dicha cantidad a través de la matriz
reducida de un cuerpo ﬁég =Tr (bgﬁ;ﬂi,), con ¢ = 1,2 para dos pozos,
¢ =1,2,3 para tres pozos y £ = 1,2, 3,4 para cuatro pozos.

Entonces, se estudia la evolucion temporal de los elementos fuera de la
diagonal de la matriz de densidad reducida de un cuerpo como funcién de A,
en la ya usada base de Fock | N1 Ny), |[N1NoN3) v |[N1NaN3Ny) para los casos
de 2, 3 y 4 pozos respectivamente, y la usual condicién inicial |N, N; = 0).

Para n =2, con N = 1000 la matriz a estudiar es

= (" ) 1)

Pia () paz (t)

con A variando entre 0 < A < 2. Para n = 3, con N = 100 la matriz es

P () = | pia(t) paa(t) pas(t) |; (3.2)



con A variando entre 0 < A < 5. Para n =4, con N = 10 la matriz es

pi1(t) pr2(t) pi3(t) pua(t)

() oy | PI2(8) p22(t) pas(t) paa(?)

PED= 0 (1) st ) pis(8) pos (1) 33)
Pla (t) P24 (t) P4 (t) Paa (t)

Im[p,

Figura 3.1: Evolucién temporal de la parte imaginaria del elemento de la matriz de densi-
dad reducida p12 conforme varia A. Las que eran oscilaciones para interacciones débiles, se
transforman a un plano conforme aumenta la interaccion. Es decir, se alcanza un estado
estacionario.

En las Figs. 3.1, 3.2 y 3.3 se pueden ver los resultados obtenidos para los
tres casos de 2, 3 y 4 pozos, cuyo comportamiento general es el mismo. Puede
observarse que para valores pequenos de A las oscilaciones del elemento de
la matriz de densidad no decaen a un valor constante al pasar el tiempo,
mientras que para valores mayores, las oscilaciones no sélo son al principio
de menor amplitud, sino que con el tiempo su valor se acerca cada vez més a
un valor constante. Esto confirma que el hecho de que al aumentar la energia
de interaccion entre las particulas respecto al tunelaje, el sistema pierde la
coherencia y termina relajandose a estados estacionarios incoherentes. Debe
notarse que este método no capta el régimen de decaimiento a estados esta-
cionarios estadisticos, pues las oscilaciones tienen la misma amplitud con la

que iniciaron.
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P13

Figura 3.2: Evolucién temporal para el elemento no diagonal de la matriz de densidad
reducida pi3 como funcién del pardmetro A. Lo que comienza como una sibana de os-
cilaciones se alisa acercandose a la forma de un plano de altura cero conforme aumenta
la interaccion. Como el resto de los elementos fuera de la diagonal manifiestan el mismo
comportamiento cualitativo, esto muestra que el sistema se vuelve decoherente.

Figura 3.3: Evolucién del elemento p;3 de la la matriz de densidad reducida para cuatro
pozos como funcién del pardmetro A. Al igual que los casos anteriores, cuando aumenta
la interaccion disminuyen las oscilaciones en el valor de p13.
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Conclusiones

En este trabajo se estudié un gas ultrafrio de bosones con interaccion,
confinado en un potencial unidimensional simétrico compuesto de n pozos.
Para esto, se derivé el Hamiltoniano efectivo que describe este sistema a partir
del Hamiltoniano de N particulas con interacciéon en segunda cuantizacion.

El Hamiltoniano derivado describe el comportamiento de una red 6ptica,
siempre que se cumpla que los primeros n niveles de energia se encuentren
igualmente espaciados y que las funciones de onda de una particula se encuen-
tren bien localizadas (es decir, que los traslapes entre diferentes funciones de
onda sean despreciables). Con estas condicines, el tunelaje de particulas solo
es posible entre pozos adyacentes.

La dinamica de las funciones de onda del sistema queda descrita por la
ecuacion de Schrodinger con el Hamiltoniano derivado. Para un ntmero fijo
de particulas, los coeficientes del término de tunelaje (A) y del término de
interaccién entre particulas (U) son los responsables de la evolucién temporal
del sistema.

Se estudié numéricamente la evoluciéon de un sistema compuesto de 2,
3 y 4 pozos y para diferente nimero de particulas (N = 100, 1000, 10000
para 2 pozos, N = 50,100,200 para 3 pozos y N = 10,25,50 para 4 po-
zos). El comportamiento del sistema queda en términos de la razon entre la

interaccién y el tunelaje (A = T) Dado un N, es posible distinguir tres
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regimenes distintos, dependiendo del valor de A: las oscilaciones coherentes
A = 0, las interacciones débiles A < 1 y las interacciones fuertes A > 1.
Durante las oscilaciones coherentes, las particulas tunelean entre todos los
pozos sin ningtin cambio al transcurrir el tiempo. En la interaccién débil, la
poblacién de particulas comienza oscilando entre los pozos con una amplitud
que depende de la condicion inicial. Posteriormente, las oscilaciones dismi-
nuyen hasta que el sistema alcanza un estado estadisticamente estacionario
en donde el valor de expectacion de la poblacion en cada pozo se vuelve cons-
tante. En este régimen, aunque las interacciones participan minimamente, no
son despreciables, pues son éstas las responsables de que el sistema alcance
el estado estacionario y, por tanto, determinan el comportamiento de largo
plazo. En la interaccion fuerte, el término de tunelaje puede ser desprecia-
do y el sistema evoluciona exclusivamente debido a la interaccion entre las
particulas en cada pozo, lo que provoca que las particulas se quedan atra-
padas en su condicién inicial. La regién donde se da la transicion entre el
estado estadisticamente estacionario y el estado de autoatrapamiento esta en
donde A = A, ~ 1.

El resultado mas importante de este analisis es que bajo ciertas condi-
ciones, el sistema evoluciona hacia un estado estadisticamente estacionario,
en donde cualquier medicion mostraria que una cierta fraccién de la poblacién
se encontraria localizada en los pozos a pesar de que las particulas contintian
tuneleando entre ellos.

La transicion de estados coherentes a estados autoatrapados también fue
estudiada bajo el punto de vista de los eigenvalores de las energias del Hamil-
toniano efectivo descrito anteriormente. Para esto, se calcularon numérica-
mente los eigenestados y sus correspondientes eigenvalores del Hamiltoniano

efectivo para 2 pozos con N = 100, 3 pozos con N = 100 y 4 pozos con
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N = 25, tomando en cuenta diferentes valores de expectacion. Con esto, se
calcularon los valores de expectacién de la poblacion para cada uno de los
pozos. En particular, se considero el comportamiento del valor de expectacién
en el pozo 1 para ilustrar la transicién del estado deslocalizado (oscilaciones
coherentes) al estado autoatrapado.

Para una interaccién dada A > A., se encontré que la transicion de un
estado a otro es funcién de la eigenenergia del sistema, es decir, la fraccién de
la poblacién del primer pozo N; es distinta de 0 (ninguna particula se encuen-
tra en el pozo) y 1 (la totalidad de las particulas se encuentran en el pozo)
para energias pequenas, mientras que para energias grandes, la poblacién del
pozo tiende a los valores Ny =0, 0 Ny = N.

Esto muestra que existen dos estados macroscépicamente diferentes y que
la transicién entre uno y otro rompe la simetria que existia en los eigenes-
tados; los conjuntos de estados se van acomodando en los diferentes pozos
cuando la energia aumenta.

A partir del estudio del comportamiento dinamico de la poblacion de
particulas, se establecio la existencia del estado estacionario. Dicha propiedad
dio lugar a considerar en primera instancia al estudio de la decoherencia in-
trinseca del sistema ya descrito a través de su matriz de densidad de N cuer-
pos. Sin embargo, ya que el equilibrio del sistema puede ser visto mediante
las propiedades de pocos cuerpos, se estudio en realidad la matriz reducida
de un cuerpo para tratar la decoherencia durante el proceso de relajacién al
equilibrio.

Entonces, se calculé numéricamente la evolucién temporal de la poblacién
para la matriz de densidad reducida de un cuerpo como funciéon del parametro
de interaccion A para un potencial con 2, 3 y 4 pozos y N = 100, 100, 10,

respectivamente. Se encontré que los elementos fuera de la diagonal decaen a
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valores constantes, lo que muestra que el sistema alcanza estados estaciona-

rios y, por tanto, pierde la coherencia inicial.
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Apéndice A

Condensacion de Bose-Einsteln.
Formulacién tedrica y

obtencién experimental

Puesto que el condensado de Bose-Einstein juega un papel fundamental
dentro del estudio de este trabajo, en este capitulo se esbozara la manera en
que aplicando la Mecéanica Estadistica a particulas bosénicas se obtiene la
distribucién de Bose y como con ésta se deduce el cambio de fase de un gas
ideal normal al estado condensado.

También se revisaran brevemente las técnicas experimentales con las cuales

se obtiene y se confina un condensado de Bose-Einstein.
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A.1. La termodinamica de un gas de bosones
en una trampa armonica

Considérese un sistema compuesto de un gas ideal de N bosones de
volumen fijo V' en un reservorio térmico a temperatura 7. Estas variables
termodinamicas sugieren el uso del ensamble candnico para encontrar las
propiedades termodinamicas del sistema; sin embargo, este camino presenta
dificultades de caracter matematico que alargan la obtencién de la distribu-
cién del sistema sin agregar nada a la fisica del problema. Por esta razén, se
aprovecha la equivalencia entre ensambles para simplificar el problema y se
utiliza entonces el ensamble gran canodnico.

La funcion de particién del ensamble gran candnico, llamada la funcién

gran particion, es

E(TV,p) =) Ny e, (A.1)
N m

donde p es el potencial quimico, 8 = 1/kgT vy a = u/kgT, siendo kg la
constante de Boltzmann.

Ahora bién, el sistema esta constituido de N particulas independientes.
por lo que el Hamiltoniano del sistema es la suma de los Hamiltonianos
de las particulas individuales H = ) H,,, por lo tanto, la energfa total
del sistema es la suma de las energias individuales del gas. Entonces, si n
bosones se encuentran en el estado m (es decir, el nimero de ocupacién n,,),

la energia total del sistema es

E=) nuem, (A.2)

siempre y cuando la cantidad de particulas permanezca constante
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> nm=N. (A.3)

Usando las dos ecuaciones anteriores, la funciéon gran particién puede

reescribirse en términos de los niimeros de ocupacion:

2(T,V,p) = ZZH (a—Bem)nm (A.4)

N=0 nym m
La doble suma sobre las particulas y sobre los nimeros de ocupacion,
con la reestriccién Y n,, = N, puede reemplazarse por una sola suma en los
nimeros de ocupacion que ya la incluye implicitamente, puesto que n,, suma

sobre todos los valores de N. Entonces, la Ec. (A.1) queda:

Nmaz

(T, V) =[] D eloteminm, (A.5)

m Ny =0
Se nota que la suma de la funcién gran particién es una suma geométrica,
pues al trabajar con bosones, las N particulas pueden estar todas en el mismo
estado cudntico, es decir, la suma corre hasta infinito. Entonces, se escribe

=(T,V, u) como

1 — ea—Bem

=,V = [[———. (A.6)

Para que la serie en efecto converga, se necesita que la condicién |e®=#em| <

1 se cumpla, lo cual es cierto si

< €m Ym . (A.7)

El potencial quimico p tiene que ser menor que todas las energias del gas,

en particular, debe ser menor que el nivel fundamental individual €, que se
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tomard como 0.
Una vez conocida la funcién gran particién se pueden obtener todas las
relaciones termodinamicas siguiendo las reglas usuales. Asi, el gran potencial

QB (T7 V7 N) €s

T, V,p) = kT (Ep(T,V,p)) = kT > In (1 —e*m) . (A.8)
El nimero medio de particulas se obtiene

N — —a'u - Z 65€m_04 . 1 ) (Ag)

m

como se debe verificar que Y 7, = N, se tiene que

1
L — A10
n eﬁ€m_a _ 1 ( )

que es la llamada distribucién de Bose-Einstein.

Ahora bien, si el sistema se encuentra confinado por un potencial exter-
no dado, entonces se puede encontrar una forma explicita para la energia.
Sea entonces, un potencial V' similar al de las trampas donde se obtiene el
condensado de Bose-Einstein, aproximado con un potencial armoénico de la

forma
V—@(22+ 2y? + 22) (A.11)
=5 (War” twyy” +w:e®) :
donde w,, wy y w, son las frecuencias angulares del potencial en cada direc-
cion.
Si el potencial armoénico es isotrépico, entonces w, = w, = w, = w y el

potencial queda de la forma
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1
V = —mw’r?, (A.12)
con un Hamiltoniano en términos del operador de ntimero

N
H =" hw(fig; + fiy; + 12y (A.13)

i=1

y niveles de energia dados por

Eije = hw(i+ j + k); i k=0...00. (A.14)

Se observa que

=<, (A.15)

pues

AFE hw 1

F:W:N_)O’ (A.16)
para N suficientemente grande. Esto quiere decir que es posible definir una
conveniente densidad de estados p(FE), pues para calcular la energia media
E = > o €EmNum, se prefiere cambiar la suma infinita sobre los microestados
a una integral, argumentando que al considerar sistemas macroscopicos, el
volumen del sistema es tan grande que las energias discretas de los microes-
tados se encuentran tan pegadas una de otra que para propdsitos practicos
son un continuo (es decir, se cumple la condicién (A.15)). Este argumento
debe tomarse con tacto, ya que cuando o« — 0 la Ec. (A.10) diverge para el
estado base gg = 0. Esto se debe a que para la forma continua de sumar (la

integral) el estado base no contribuye en nada. Para altas temperaturas es-

to no trae grandes consecuencias, sin embargo, si la temperatura disminuye,
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mas particulas se encontraran en el estado base y, por tanto, lo correcto es
escribir explicitamente su contribucién y reemplazar el resto de la suma por

la integral. Entonces,

N =npoo+ > . (A.17)

Para transformar la suma en una integral se tiene que escribir en términos
de la densidad de estados del sistema (f(FE)); para esto se define una energia
adimensional de la siguiente forma:

€ijk

con lo cual, la energia media es

E = Zeijkﬁijk — /d‘ff(e)eijkﬁijk . (Alg)

ijk
Dado €, el nimero de estados con energia menor o igual es la cantidad
de puntos (z,y, z) que se encuentran dentro del volumen del tetraedro con

aristas de tamano L =1+ j + k. Entonces, la densidad de estados es

€
€) = . A.20
10 = 5007 (A20)
La energia media queda como
_ 1 S
EF=——/[de—. A.21
2 (hw)? / Cepea 1 (A-21)

La integral debe recorrer todos los estados, por lo tanto, debe ir desde 0
a infinito (esto serd cierto para el resto de las integrales que aparezcan desde
ahora, por lo que no se escribiran los limites de integracién).

Realizando el cambio de variable x = (e y tomando en cuenta que las
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funciones de Bose son
1 xn—l
wa)=—=—— [ de———, A.22
(o) = i [ o (A22)
se obtiene finalmente una expresion para la energia:

E = 3kgT (%)394(@ . (A.23)

Trabajando analogamente y usando que las funciones de Bose cumplen

dg,(a)
da

— gui(@), (A.24)

se obtienen los siguientes resultados para el gran potencial y el niimero medio

de particulas:

(T, w, 1) = — kT (%)Zm , (A.25)
N = (%)3%(@). (A.26)

Se observa en la expresién (A.25), que la dependencia del volumen del
gran potencial se ha cambiado por una dependencia de la frecuencia w. Tam-
bién se nota que la termodinamica del sistema queda en términos de las fun-
ciones de Bose. En efecto, si a se acerca a —oo, la funcion de Bose se comporta
como e* < 1y ladistribucién de Bose-Einstein (A.10) tiende a la distribucién
clésica de Maxwell-Boltzmann; de la Ec. (A.26) se deduce que esto es equi-
valente a altas temperaturas (T') y/o bajas “densidades” (N* = N/ (%)3)

Anélogamente, bajas temperaturas y/o altas ”densidades”significa que a
se acerca a 0, pero la funcién de Bose crece monétonamente por lo que existe

una temperatura critica 7, y una “densidad” critica N tales que o = 0y
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g3(a) alcanza su maximo. Para temperaturas y densidades por debajo de las
criticas, las funciones de Bose dejan de tener sentido debido a la restriccion
del potencial quimico, el cual se habia pedido fuera menor que el estado base
go = 0. La férmula del nimero de particulas se torna inservible y se debe
usar el primer sumando de la Ec. (A.17), lo que significa que la mayoria de

las particulas se han condensado en el estado base.

g (2)

1.202

- 0
00—

Figura A.1: Gréafica de la funcién de Bose g3(«). La funcién de Bose va como la rafz de «
cerca del cero y como la exponencial, lejos de éste. Obsérvese que la funcion de Bose tiene
un maximo en el origen, el cual marca el cambio de fase del gas hacia el condensado de
Bose-Einstein.

En efecto, retomando la Ec. (A.17),

kT

N=N,+ (E)?)gg(()) , (A.27)

donde N, es la contribucion a la poblacién debida a las particulas en el nivel
fundamental, y en donde ya no cuesta nada quitar o meter particulas pues

el potencial quimico estd en su nivel mas bajo pu = 0. Entonces,

ksT\? [/ hw \*
N=N,+N (2= , A28

por lo tanto,
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% =1- (%)3 . (A.29)

Esta ecuacion da la fraccién de particulas que se encuentran en el esta-
do base. Para T > T, el nivel fundamental estd termodindmicamente vacio,
el nimero de bosones es despreciable desde el punto de vista macroscépico,
pero desde T' = T, la poblacién empieza a crecer con valores del orden de
N hasta llegar a T' = 0, donde todos los bosones estan en el nivel fundamen-
tal. El sistema cambia de comportamiento y la variaciéon de poblacion en el
estado base se convierte en una avalancha. Todos los bosones van cayendo
al nivel fundamental en cantidades macroscopicas. Este cambio brusco de
comportamiento es tipico de una transformacién de fase; en el caso de un gas
que pasa al estado liquido, los atomos tratan de condensarse en el espacio,
formando de esta manera gotas. En el caso presente, el cambio de fase es de
distinta naturaleza, ya que los bosones no se condensan en el espacio real (de
coordenadas), sino en el origen del espacio de estados, por eso se le conoce a

este cambio de fase como condensado de Bose-Einstein.

A.2. Técnicas de enfriamiento laser

En esta secciéon se describiran en forma breve las principales técnicas im-
plicadas para la obtencion experimental de un condensado de Bose-Einstein.

El dramatico desarrollo de la espectroscopia laser en la década de los
ochenta hizo posible el estudio experimental de particulas en regiones de
ultrabaja energia, dando lugar a grandes avances en lo que respecta al com-
portamiento y propiedades de los gases atémicos ultrafrios [29] [30] [31].

Particularmente, para dtomos neutros, el enfrimiento y confinamiento a

través del laser ha vuelto rutinario preparar sistemas en la region de los
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microkelvins, lo que ha permitido conseguir temperaturas suficientemente
bajas (del orden de nanokelvins) para alcanzar la temperatura critica para
obtener un condensado de Bose-Einstein.

Debido al avance de la espectroscopia [32] [33], existen gran variedad de
métodos para enfriar &tomos neutros, sin embargo, sélo se veran los que son

relevantes para alcanzar las temperaturas mencionadas.

A.2.1. Enfriamiento Doppler

Al igual que muchas de las técnicas de enfriamiento laser, el enfriamien-
to Doppler (en 1D) utiliza dos ldseres opuestos que emiten luz ligeramente
por debajo de la resonante. Debido al corrimiento producido por el efecto
Doppler, un atomo moviéndose a través de los haces absorbera fotones del
laser opuesto a su movimiento (corrimiento al azul) y serd invisible al otro haz
(corrimiento al rojo) (Fig. A.2.a). En consecuencia, los dtomos interactuan
mas fuertemente con el haz del laser contrario al desplazamiento, recibien-
do siempre momento en direccién contraria a su velocidad. Como la emision
espontanea del fotén absorbido es isotrépica, el efecto neto es la reducciéon
de su velocidad y, por tanto, de su temperatura (Fig. A.2.b).

Pero el intercambio de momento entre el laser y los atomos esta necesa-
riamente cuantizado, por lo que la interaccion se encuentra caracterizada por
“patadas”de momento con tamano hk con k = 2w /X el nimero de onda del
fotén absorbido. Como esta cantidad es relativamente pequena respecto al
momento atémico, el proceso debe repetirse por varios ciclos para obtener una
reduccién en la velocidad efectiva en el conjunto de atomos. Sin ninguna otra
influencia en el movimiento atémico, se podrian desacelerar los &tomos hasta
v = 0 y la muestra se encontraria a 7" = (. Sin embargo, el enfriamiento es

contrarrestado por un calentamiento debido a las fluctuaciones de momento
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HEu iy |

Alom

Figura A.2: (a) Los fotones que tienen una frecuencia w en el sistema de referencia del
laboratorio, el 4tomo los ve con frecuencias de w = w — kv y w' = w+ kv en su sistema de
referencia con velocidad v. (b) El 4tomo pierde el fotén en direccién arbitraria. Al final,
se pierde energia por absorcién.

por el rebote producido por los fotones emitidos espontaneamente, es de-
cir, los atomos adquieren una pequena velocidad en sentido contrario a la
emisiéon del fotén. La competicién entre este calentamiento y el enfriamiento
determina la minima tempertura alcanzable, llamada temperatura Doppler
o limite del enfriamiento Doppler (Tp) y esta dada por Tp = hy/2kp, donde
v es el ritmo de dispersion. Los valores tipicos para la temperatura Doppler
se encuentran alrededor de 100uK lo cual es lo suficientemente frio para
encerrar atomos en una trampa éptica, pero no suficiente para alcanzar la
temperatura critica del condensado, por lo que se requiere utilizar técnicas

de enfriamiento que logren alcanzar temperaturas mucho mas bajas.

A.2.2. Enfriamiento por gradiente de polarizaciéon

La temperatura Doppler es de cierta manera un limite artificial, pues
supone a los atomos como particulas de sélo dos niveles de energia. Sin em-
bargo, desde los primeros experimentos se observaron mediciones de tem-
peratura por debajo del limite Doppler [21]. Para explicar este fenémeno se

necesita tomar en cuenta la multiplicidad de niveles que forman el estado
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atémico (como lo que sucede en el efecto Zeeman). Este nuevo mecanismo de
enfriamiento a ultrabajas temperaturas se basa en dos fenémenos: bombeo
optico y gradientes de polarizacion laser.

El bombeo 6ptico es un proceso con el cual la luz es usada para llevar
electrones de un nivel bajo de energia a uno mas alto. Generalmente es usado
para hacer transiciones entre subniveles de energia del estado base a través
de ciclos de absorciéon y emision espontanea. Como resultado del bombeo
optico, una distribucién particular de poblacién es alcanzada entre los varios
subniveles del estado base.

Existen dos configuraciones basicas para conseguir que gradientes de po-
larizacién logren disipar energia y enfriar que (en 1D) dependen de la po-
larizacién de dos laseres opuestos con la misma frecuencia: polarizaciones
lineales ortogonales (lin-L-lin) y polarizaciones contracirculares (o — o7).
Cada configuracién conlleva un proceso de enfriamiento diferente. Por sim-
plicidad, sélo se hablara del esquema lin-_1-lin.

En este caso, puede verse que la polarizacién total depende de las fases
relativas de los dos haces. La polarizacién hace ciclos donde va de lineal
a circular, a linear ortogonal, a circular opuesta, en el espacio de sélo la
mitad de una longitud de onda de luz. Existe, en efecto, un gradiente de
polarizacion.

Entonces, debido al desdoblamiento de energia del estado base, el gra-
diente de polarizacién causa una variaciéon en el acoplamiento del estado
base con los estados excitados debido a que las reglas de transicion atémica
son dependientes de la polarizacion.

Al desincronizar de manera adecuada los laseres, es posible crear una
situacion donde los atomos que se mueven en el gradiente de polarizacion

ven un cambio de potencial. Durante los primeros A/4, los dtomos en un
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subnivel deben escalar un valle de potencial hasta alcanzar la punta. En ese
momento, los atomos son bombeados 6pticamente a otro subnivel, es decir,

al fondo del siguiente valle de potencial.

= 0
“
= M =412
£
e
- M=—1/2

o+ - 4+ 3 4+

0 4 w2 34 k.

—_— .
v Pasition z

Figura A.3: Los dtomos que empiezan en z = 0 y en el subnivel de M = 41/2 escalan el
potencial hasta llegar a z = A/4 en donde la luz se vuelve o~ polarizada. Ahi, se fuerza
al dtomo al subnivel M = —1/2 por bombeo éptico, donde comienza a subir el potencial
v se repite el proceso. Cada bombeo tiene como resultado la absorcién de luz de menor
frecuencia que la emitida.

El enfriamiento ocurre entonces debido a que la energia cinética es conver-
tida en energia potencial para subir el valle y en el proceso de bombeo 6ptico
esta energia se pierde por radiacién [22]. Al igual que para el enfriamiento
Doppler, el procedimiento debe repetirse ciclicamente para un enfriamiento
efectivo del ensemble de atomos.

Tal como el enfriamiento Doppler y todos los métodos basados en ciclos
de absorciéon y emision, el enfriamiento por gradiente de polarizacion tiene
un limite natural dado por el calentamiento que sufren los atomos por el
retroceso al emitir fotones espontanemente. Por tanto, se espera que el limite

sea del orden de un cuanto de energia hk, es decir, la temperatura de retroceso
h2k?

mk B ’

La temperatura de retroceso es tipicamente de unos cuantos p K, que son

T, esta dada por T'r =
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temperaturas muy por debajo de la profundidad de las trampas épticas, por

lo que permite el llenado de las trampas muy eficientemente.

A.2.3. Enfriamiento Raman

Para superar el limite de la temperatura de retroceso, existen diferentes
métodos, todos ellos basados en transiciones dentro de una banda estrecha,
tal como los estados oscuros [23] o las transiciones Raman[2] entre subniveles
del estado base, lo cual induce velocidades extremadamente selectivas. Cuan-
do se aplica el segundo caso, se tiene entonces lo que se llama enfriamiento
Raman.

En el enfriamiento Raman, se colocan dos laseres opuestos con una dife-
rencia de frecuencias Aw ligeramente menor a la separacion entre los subnive-
les del estado base. Los atomos viajando contra la frecuencia mayor haran
una transicion del estado base |1) al estado base |2) con un cambio de mo-
mento 2hk opuesto a su movimiento. Entonces un pulso de bombeo 6ptico los
retornard al estado |1), con lo que sufrirdn un cambio de momento aleatorio
de tamano hk. Este proceso se repite varias veces, cada vez con Aw mas cerca
de la separacién de la estructura hiperfina, de manera que los atomos se ac-
erquen cada vez mas a la velocidad cero. La secuencia entera debe repetirse
pero con la direccion de los haces al revés, ya que los atomos que viajaban
hacia la frecuencia més baja no fueron afectados.

En cada ciclo existe un calentamiento por el retroceso aleatorio de la
emisién espontanea, pero el cambio de momento bien definido de 2hAk op-
uesto a la velocidad de los pulsos Raman domina y, en promedio, los d&tomos
disminuyen su velocidad.

El ancho final de la distribuciéon de velocidades estda determinado por la

resolucion espectral de los pulsos de Raman y puede alcanzarse ya el orden
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de los nK.

A.2.4. Enfriamiento por evaporacion

A pesar de las temperaturas extremadamente bajas que se pueden alcan-
zar con las técnicas de enfriamiento por laser (~ pK), éstas son insuficientes
para producir el condensado de Bose-Einstein, ya que el condensado no sélo
requiere temperaturas ultrabajas, sino ademaés una densidad suficiente en el
espacio fase para lograr la transicién al condensado.

Sin embargo, una alta densidad en el espacio fase del sistema al usar
enfriamiento laser implica que los fotones dispersados de un dtomo seran ab-
sorbidos por los otros, causando repulsion entre ellos. También sucede que
para la luz resonante, el grosor éptico de la muestra enfriada hasta su limite
de retroceso es tan grande que la luz no pude entrar ni escapar. Por tltimo, el
aumento de la densidad del espacio fase resulta en un incremento en la tasa
de colisiones, especialmente entre atomos en estados excitados; como estas
colisiones son inelasticas, el intercambio de energia aumenta la temperatura
de los atomos. Para alcanzar el condensado de Bose-Einstein, métodos con luz
resonante no son adecuados, por lo que se necesita una forma de enfriamien-
to para altas densidades del espacio fase. El enfriamiento por evaporacién,
usado por primera vez en 1988 [24], ha resultado ser la clave para alcanzar
el condensado.

Esta técnica se basa en el fenémeno bien conocido en la vida diaria de
la evaporacion, en el cual las particulas mas energéticas de un sistema con
potencial finito lo abandonan de forma natural, resultando en que el resto de
las particulas obtienen una menor temperatura y el sistema se enfria. Este
proceso puede enfriar una taza de café o ser usado para construir enfriadores

de agua.
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En términos de la obtencién de temperaturas ultrafrias, el enfriamien-
to por evaporacién significa remover selectivamente aquellos atomos de una
muestra confinada, cuya energia es mas grande que la energia promedio, des-
pués de lo cual ocurre una termalizacion del resto de las particulas del gas
por colisiones eléasticas.

Aunque puede pensarse que la pérdida de atomos en una trampa es una
desventaja para conseguir densidades altas, la técnica de evaporacion es al-
tamente eficiente, puesto que los &tomos que permanecen tienen una tempe-
ratura media apreciablemente menor, con lo que también ocupan un volumen
menor cerca del fondo de la trampa. Asi, el enfriamiento por evaporacién
provoca una disminucion, tanto en la temperatura como en el volumen y, por
ende, la densidad en el espacio fase aumenta.

Para asegurar que la densidad sea en efecto grande, el enfriamiento por
evaporacion requiere que el ritmo de termalizacion sea corto comparado con
el tiempo de vida de la muestra. Como el tiempo de vida queda determi-
nado por las colisiones inelasticas y las colisiones eldsticas son necesarias
para la termalizacion, es la razon entre colisiones elasticas e inelasticas lo
que determina las limitaciones del enfriamiento por evaporacion. Este limite

dependera de la especie atomica, que para los alcalinos es ya de picokelvins.

A.3. Trampas para confinar atomos neutros

Para estudiar las regiones de ultrabaja energia, no solo es necesario enfriar
particulas en forma extrema, también es necesaria una mnera de atraparlas
y almacenarlas.

Para particulas cargadas, la formacién de trampas y el enfriamiento de

iones es conocido desde hace muchos anos. Para estas trampas, la interaccion
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Coulombiana es usada para atrapar iones en campos electromagnéticos [25].
Una propiedad importante de las trampas iénicas es que su mecanismo de
confinamiento no depende de la estructura interna de las particulas, lo que
permite una gran variedad de experimentos.

Las particulas neutras, en cambio, sélo fue posible confinarlas hasta 1986
[26], aunque su rapido desarrollo ha permitido construir ensembles atémicos
en el nivel de los microkelvin en forma rutinaria, por lo que la interaccion
necesaria para atrapar los atomos es mucho mas débil que para los iones.

El confinamiento de atomos neutros por medios épticos se basa en la
interaccién de la luz laser con los atomos. Especificamente, en la transferencia
de momento entre el haz de fotones y las particulas atrapadas, lo que no sélo
reduce su velocidad sino que los confina.

Existen dos grandes ramas de trampas para atomos neutros dependiendo

del tipo de interaccion usada para confinar a los atomos:

» Trampas magnéticas [27] [1]. El confinamiento de dtomos neutros en
este tipo de trampas depende de la interaccién entre un campo electro-
magnético inhomogéneo y un momento dipolar magnético del estado
base. Las trampas magnéticas representan trampas idealmente conser-
vativas con profundidades del orden de 100 pK y son las trampas més
adecuadas para el enfriamiento por evaporacion y para conseguir el
condensado de Bose-Einstein. Sin embargo, el hecho de que el meca-
nismo que atrapa los atomos recaiga sobre su estado interno impone
una restriccién fundamental y limita los experimentos concernientes a
dindmicas internas. Aun mas, las geometrias posibles también se en-

cuentran limitadas por la necesidad del uso de magnetos permanentes.

= Trampas 6pticas dipolares. A diferencia del momento dipolar magnético,

los atomos no cuentan con un momento dipolar eléctrico permanente,
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por lo que se debe inducir uno para atrapar atomos con una interac-
cién eléetrica. Esta induccién de momentos dipolares se puede lograr
con un campo eléctrico oscilante producido por haces de luz laser con
propagaciones contrarias altamente desintonizados. Una desventaja de
esta trampa es que la interaccion resulta mas débil que en otro tipo
de trampas 6pticas (las profundidades son tipicamente del orden de
los milikelvin), con lo cual no es posible realizar en ellas el enfriamien-
to por evaporacién y en consecuencia alcanzar la temperatura critica
para obtener el condensado de Bose-Einstein. Por esto, generalmente
se utilizan las trampas magnéticas para enfriar un gas para pasarlo de-
spués a una trampa dipolar [28]. Por otro lado, una gran variedad de
geometrias en una trampa dipolar son posibles, desde algo sin isotropia

a un potencial de multiples pozos.

Cuando la trampa crea un potencial periédico, se le llama red 6ptica de-
bido a que la configuracién es basicamente la de un cristal. Dicho de otra
manera, la interferencia de los ldseres forma un cristal de luz, con las venta-
jas de que son redes que se encuentran libres de defectos, que la forma del
potencial se conoce exactamente y que los dos parametros mas importantes,
la profundidad y la periodicidad, son facilmente modificables al variar los
valores de la intensidad y longitud de onda de los laseres.

En este trabajo, se utilizo la red éptica mas sencilla, una red unidimen-
sional formada por el patrén de interferencia (lineas oscuras y brillantes) de

dos laseres con los haces contrapuestos.
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Programa que calcula la
evolucion del valor de

expectacion de la poblacion en

la base de Fock

PROGRAM D2

I Este programa resuelve la ecuacion de Schrodinger usando el metodo de
ldiferencias finitas y calcula los valores de expectacion de las poblaciones
!de un sistema de particulas confinado en un potencial de dos pozos.
'Los casos de tres y cuatro pozos se incluyen en gris fuerte y gris claro

Irespectivamente

INTEGER*4 :: Np, Nv, Nvp, M, I, J, ITf, Ra, W, Cont
REAL*8 :: U, D, Lam, St, Ti, tme, Tf, NO, N1, N2, HD, H1, H2

COMPLEX*16 :: Ci=(0.0D0,1.0D0), Sum1A=DCMPLX(0.0D0O,0.0D0), Sum2A=DCMPLX,
Sum1B=DCMPLX(0.0D0,0.0D0), Sum2B=DCMPLX(0.0D0,0.0D0), &
Suml, Sum2, CS1, CS2
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REAL*8, DIMENSION (:), ALLOCATABLE :: S1, S2
COMPLEX*16, DIMENSION (:), ALLOCATABLE :: PsiO, Psil, Psi2, PsilP

!Damos valores a las variables

Np=1000

Nv = Np+1

Nvp=Nv+2

U=0.01DO0

D=1.0D0

Lam = DBLE( Np ) * U / D

St=0.001D0
T£=2000.0D0

ITf = INT ( RTf / RSt )
Ti = 0.0DO
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Damos el estado incicial (t=0)

ALLOCATE (PsiO(Nvp))
DO I=1, Nvp
IF(I - 1 == Ra) THEN

Psi0O(I) = DCMPLX(1.0D0,0.0DO)
ELSE

Psi0O(I) = DCMPLX(0.0DO,0.0D0)
ENDIF

ENDDO

Checamos que la norma del estado inicial sea 1

NO = DOT_ PRODUCT (PsiO,PsiO)

I Matrices S

I' Aqui se escriben las matrices de los nimeros de ocupacion en la
Irepresentacién | N1, N2, N3 )

! Puesto que estas matrices son diagonales en la base utilizada,
llas representaremos como vectores

ALLOCATE(S1(Nv))

ALLOCATE(S2(Nv))
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DOM=1, Np + 1

S1(I) = DBLE(M - 1) / DBLE(Np)
S2(I) = DBLE(Np - M + 1) / DBLE(Np)
ENDDO

DOM=1, Np + 1
DON =1, Np - M + 2

DBLE(M - 1) / DBLE(Np)

S2(I) = DBLE(N - 1) / DBLE(Np)

S3(I) = DBLE(Np - M - N + 2) / DBLE(Np)

S1(I)

ENDDO
ENDDO
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'Escribimos los valores del Hamiltoniano y los usamos para construir PsilP

ALLOCATE(Psi1P(Nvp))
Psi1P=DCMPLX(0.0DO0,0.0D0)

I=0
DOM=1, Np + 1
I=1+1
HD = Lam * ( ( ( (DBLE(M - 1))*(DBLE(M - 2)) + (DBLE (Np - M

+2)) *(DBLEQNp - M + 1)) ) / Np ) - 1)

H1 = - DSQRT (1.0DO) / 2.0DO ) * DSQRT ( DBLE( M - 1 ) * DBLE
(Np-M+2))

H2

- DSQRT (1.0D0) / 2.0DO ) * DSQRT ( DBLE( M ) * DBLE( Np
-M+1))

I Realizamos la multiplicacion H*Psi(0) a la guardamos en Psilp

PsilP ( I + 1) Hl * Psi0 (I +1-1) + &

H2 * Psi0O (I +1 +1) + &

HD * PsiO ( I +

[EY
A

ENDDO
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DON=1, Np - M + 2
I=1+1

HD = Lam * ( ( ( (DBLE(M-1))*(DBLE(M-2)) + (DBLE (N-1))*(DBLE(N-2))

+ &

(DBLE (Np - M - N + 2)) *(DBLE(Np-M-N+1)) ) / Np ) - 1) - (

1.0D0 / 4.0D0) % F2 * DBLE( N - 1)

H1 = - ( DSQRT (2.0D0) /
(N-1))

H2 = - ( DSQRT (2.0D0) /
* DBLE( Np - M - N + 3 ) )

H3 = - ( DSQRT (2.0D0) /
DBLE ( N ) )
H4 = - ( DSQRT (2.0D0) /

- N+ 2) *DBLE ( N) )

H6 = - ( 1.0D0 / 4.0D0 )
) * DBLE ( M) )

H5 = - ( 1.0D0 / 4.0D0 )
(Np-M-N+3))

4.0D0 ) * F1

4.0D0 ) * F1

4.0D0 )

*

F1

4.0D0 ) * F1

* F2 * DSQRT

* F2 * DSQRT
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PsilP (I + Np+2 ) =H1 *PsiO (I +Np+ 2+ Np-M+ 1)

+ &

H2

H4

H6

HD

H3

H5

ENDDO

ENDDO

Psi0 ( I + Np + 2

1) +&

Psi0 (I +Np+2+1) +&

+

Psi0 (I + Np+2+Np-M+2) +&
Psi0 (I + Np +2 ) +2&

Psi0 (I +Np+2-Np+M-2) +&

Psi0 (I + Np+2 - Np + M- 3)

DOL=1, Np + 1

DOM=1, Np - L + 2

DON=1, Np-L -M+ 3

=1+ 1

HD = Lam*( ( (DBLE( Np-L-M-N+3)#* DBLE(Np-L-M-N+2) + DBLE

(N-1)*DBLE(N-2) + DBLE (M-1)*DBLE(M-2) + DBLE(L-1)*DBLE(L-2) )/Np

)- 1) &

- (1.0D0 / 4.0D0) * F2 * DBLE( N + M - 2 )

82



H3 = - ( DSQRT (3.0D0) / 8.0D0 ) * F3 * DSQRT ( DBLE( N )
DBLE ( Np - N - M- L +3) )

H4
-1))

- (1.0D0 / 8.0D0 ) * F5 * DSQRT ( DBLE( N ) * DBLE(

H1 = - ( DSQRT (3.0D0) / 8.0DO ) * F3 * DSQRT ( DBLE(Np - N -

L +4)DBLE (N-1))

H2 = - ( 1.0D0 / 8.0D0 ) * F5 x DSQRT ( DBLE( M ) * DBLE
N-1))
H6 = - ( DSQRT (3.0D0) / 8.0DO ) * F3 * DSQRT ( DBLE ( M

*

DBLE (L -1))

H5 = - ( DSQRT(3.0D0) / 8.0DO ) * F3 % DSQRT ( DBLE ( L )
DBLE ( M - 1) )

Psi1lP ( I )

HD * PsiO (I ) + &

Hi * Psi0 (I - 1) + &

H2 * Psi0 (I + Np-M-L +2 ) + &

H3 * PsiO (I +1 ) + &
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ICélculo del estado al primer tiempo (t = step) y su normalizacién

ALLOCATE(Psil (Nvp))
Ps11=DCMPLX(0.0D0,0.0DO)

Psil = PsiO - StxCi*PsilP

N1=DOT. PRODUCT(PsiO,Psi0O)

OPEN(31, FILE = ’Ejem.dat’) !Abrimos archivo para colocar los datos

! Primer valor medio de Si, t = 0

DOI =1, Nv

CS1 = DCONJG( Psi0O ( I +1 ) ) *81 (I ) *xPsi0O (I + 1)

SumlA = SumlA + CS1
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CS2 = DCONJG( Psi0O (I +1) ) *x82 (I ) *Psi0 (I + 1)

Sum2A = Sum2A + CS2

ENDDO

WRITE(31,100) Ti, DREAL( SumlA ), DREAL( Sum2A ), DSQRT(NO)

I Valor medio de Si en t = Step

DOI =1, Nv

CS1 = DCONJG( Psil (I +1 ) ) *xS1 (I ) *Psil (I + 1)
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SumlB = SumlB + CS1

CS2 = DCONJG( Psil (I +1) ) *S2 (I ) *Psil (I +1)

Sum2B = Sum2B + CS2

ENDDO

WRITE(31,100) St, DREAL( SumlB ), DREAL( Sum2B ), DSQRT(N1)

! Ya con los estados iniciales, podemos calcular cualquier otro estado

W=200 !Cada cuanto registramos la evolucion
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Cont=0 !Contador para W

tme=St !Renombramos Step para reusarlo
ALLOCATE (Psi2(Nvp))

Psi2 = DCMPLX(0.0D0,0.0DO)

DO J=1, ITf-1 !Ciclo para calcular estados por cada paso

Cont=Cont+1

tme=tme+St

I

Il
(@]

DOM=1, Np + 1
I=1+1

HD = Lam * ( ( ( (DBLE(M - 1))*(DBLE(M - 2)) + (DBLE (Np
- M+ 2)) *(DBLEQNp - M + 1)) ) / Np ) - 1)

H1 = - DSQRT (1.0DO) / 2.0DO ) * DSQRT ( DBLE( M - 1 ) x
DBLE ( Np - M + 2 ) )

H2 = - DSQRT (1.0D0) / 2.0D0 ) * DSQRT ( DBLE( M ) * DBLE(
Np -M+1))

PsilP (I +1 ) =H1 *Psil1 (I +1-1) +&
H2 * Psil (I + 1+ 1) + &

HD * Psil (I + 1)
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ENDDO

DOM=1, Np + 1
DON=1, Np - M+ 2

I=1+1

HD = Lam * ( ( ( (DBLE(M-1))*(DBLE(M-2)) + (DBLE (N-1))*(DBLE(N-2))
+ &

(DBLE (Np - M - N + 2)) *(DBLE(Np-M-N+1)) ) / Np ) - 1) - (
1.0D0 / 4.0D0) * F2 % DBLE( N - 1)

*

F1

*

H1 = - ( DSQRT (2.0D0) / 4.0D0O )
(N-1))

DSQRT ( DBLE( M ) * DBLE

H2 = - ( DSQRT (2.0D0) / 4.0D0 )

*

F1

*

DSQRT ( DBLE( N - 1)
* DBLE( Np - M - N + 3 ) )

H3 = - ( DSQRT (2.0D0) / 4.0DO ) * F1 = DSQRT ( DBLE( M - 1 )x
DBLE ( N ) )

H4 = - ( DSQRT (2.0D0) / 4.0DO ) * F1 * DSQRT ( DBLE( Np - M
- N+2) *=DBLE (N ) )

H6 = - ( 1.0DO / 4.0D0 ) * F2 * DSQRT ( DBLE ( Np - M - N + 2

) * DBLE ( M ) )
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H5 = - ( 1.0DO / 4.0D0 ) * F2 * DSQRT ( DBLE ( M - 1 ) x DBLE
(Np-M-N+3))

PsilP (I + Np+2 ) =H1 *Psil (I +Np+2+Np-M+1)

+ &
H2 * Psil1 (I +Np+2-1) +&
H4 * Psil (I + Np+2+ 1) + &
H6 * Psil (I + Np+2+Np-M+2) +&
HD * Psil (I + Np +2 ) + &
H3 * Psil (I + Np+2 -Np+M-2) +2&
H5 * Psil (I + Np + 2 - Np + M - 3 )
ENDDO

ENDDO

DOL =1, Np + 1
DOM=1, Np - L + 2
DON=1, Np-L - M+ 3

I=1T+1

HD = Lam*( ( (DBLE( Np-L-M-N+3)#* DBLE(Np-L-M-N+2) + DBLE
(N-1)+DBLE(N-2) + DBLE (M-1)*DBLE(M-2) + DBLE(L-1)+DBLE(L-2) )/Np
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)- 1) &

- (1.0D0 / 4.0D0) * F2 * DBLE( N + M - 2 )

H3 = - ( DSQRT (3.0D0) / 8.0D0 ) * F3 * DSQRT ( DBLE( N )
* DBLE ( Np - N - M- L +3 ) )

H4 = - ( 1.0D0O / 8.0D0O ) * F5 * DSQRT ( DBLE( N ) * DBLE(
M-1))
H1 = - ( DSQRT (3.0D0) / 8.0D0O ) * F3 * DSQRT ( DBLE(Np - N -
M-L+4)DBLE (N-1))
H2 = - ( 1.0D0 / 8.0D0 ) * F5 x DSQRT ( DBLE( M ) * DBLE
(N-1))
H6 = - ( DSQRT (3.0D0) / 8.0D0O ) * F3 * DSQRT ( DBLE ( M

) * DBLE (L - 1) )

H5 = - ( DSQRT(3.0D0) / 8.0DO ) * F3 * DSQRT ( DBLE ( L )
* DBLE (M - 1) )

PsilP (I ) =HD * Psil (I ) + &
H1 * Psil (I - 1) + &

H2 * Psil (I + Np-M-L+2) +&
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Psi2 = Psi0O - St*Ci*2.0D0*PsilP

N2=DOT_. PRODUCT (PsiO,PsiO)

Sum1=DCMPLX(0.0DO,0.0DO)
Sum2=DCMPLX (0.0D0,0.0DO0)

DOI =1, Nv

CS1 = DCONJG( Psi2 ( I +1 ) ) * 81 (I ) *xPsi2 (I +1
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Suml = Suml + CS1

CS2 = DCONJG( Psi2 ( I +1 ) ) *82 (I ) *Psi2 (I +1

Sum2 = Sum2 + CS2

ENDDO

IF(Cont==W) THEN
WRITE(31,100) tme, DREAL( Suml ), DREAL( Sum2 ), DSQRT(N2)

Cont=0

ENDIF
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PsiO=Psil !Renonmbramos para reutilizarlas

Psil1=Psi2

ENDDO

100 FORMAT( 5( 1X , F20.10 , 1X ) )

CLOSE(UNIT=31)

ENDPROGRAM D2
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Programa que calcula los
eigenvalores y eigenvectores del

Hamiltoniano

(*CALCULO DE LOS EIGENESTADOS Y EIGENVALORES DEL HAMIL-
TONIANO PARA UNA POTENCIAL DE DOS, TRES (GRIS OSCURO)
Y CUATRO (GRIS CLARO) POZOS¥)

(*Nt es el numero total de particulas™*)
Nt = 100;

(*El operador de niimero en el pozo 2, normalizado de tamano (Nt +1)

")

n2 = SparseArray[{Band[{1, 1}] -> Table[(Nt - n)/Nt, {n, 1, Nt +
11}, Nt + 1];
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(*Usamos valores para Ay U ... A = 1 equivale a adimensionalizar las en-

ergias y tiempo con A ... U es el valor A*)

A =1.0;
U=20.1;

(*h es el Hamiltoniano de dimensién (Nt +1)

, escrito como suma de matrices tipo banda*)

h=SparseArray|

{Band[{2,1}] — Table[ — 5/(Nt —n)(n+1),{n,0, Nt — 1} |,

Band[{1, 1}] — Table[ - (((Nt —n — 1)(Nt —n))+

u
Nt

((n—=1)n) — Nt),{n,0, Nt} | Band[{1,2}] —

Table[ — £1/(Nt —n)(n+1),{n,0,Nt —1} ]} , Nt +1];

2
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d = Flatten | Table [i,{7,0, Nt},{j,0, Nt —i}] |;

s = Flatten [Table | — \%\/j(z' +1),{i,0, Nt},

{j,O,Nt—l}]],

hi = SparseArray [ {{i_,j_} /;j ==1i—d[[i]] + Nt — s[[i]]},

{(Nt+1)(Nt+2)/2,(Nt+ 1)(Nt +2)/2} ];

hj = SparseArray [{{i-,j-} /;j == i — Nt +d[[j]] — s[[j]]},

{(Nt+1)(Nt+2)/2,(Nt+ 1)(Nt+2)/2} |;

hb=SparseArray|

{Band[{2,1}] —

Flatten [ Table[ — £+/(Nt —i—j)(j +1),{i,0, Nt — 1},
{j70>Nt_i}]]7
{Band[{1,1}] —
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Flatten |

Table|

ni((Nt—i—)(Nt —i—j— 1))+ ((i — 1)i)+

((j_1>j>_Nt)u{i?Oth}>{j>0aNt_i}]]a
Band[{1,2}] —

Flatten | Table| — %\/(Nt —i—7)(j+1),{i,0, Nt — 1},

{j,0, Nt —i} || (Nt +1)(Nt+2)/2];

h=hi+hj+hb

e = Flatten | Table |14, {i,0, Nt},{j,0, Nt —i},

{k,0, Nt —i—j}];

r = Flatten [Table | — @\//(/ +1),{i,0, Nt},
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{j,0, Nt — i} {k,0,Nt —i—j}]];

d = Flatten | Table [i+ j,{,0, Nt},

{j,0, Nt — i}, {k,0,Nt —i — 3} ]];

e = Flatten [Table [ — \/k(j +1),{7,0, Nt},{j,0, Nt — i},

{k’O7Nt_i_j}]]§

hi=SparseArray]|

(i} f1d == i+ |Clienoeen) i),

{(Nt+ 1)(Nt +2)(Nt+3)/6, (Nt + 1)(Nt +2)(Nt + 3)/6} |;

hj=SparseArray]|

{{z'f,jf}/;j ==i- (N“e“i”“’;NHWM} - r[[i]]},

{(Nt+ 1)(Nt +2)(Nt+3)/6, (Nt + 1)(Nt +2)(Nt + 3)/6} |;
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hk = SparseArray [{{i-,j-}/;j == i —d[[i]] + Nt — s[[i]]},

{(Nt+ 1)(Nt +2)(Nt+3)/6, (Nt + 1)(Nt + 2)(Nt + 3)/6} |;

hl = SparseArray [{{i-,j-} /;i == j + Nt —d[[j]] — s[[j]]},

{(Nt+ 1)(Nt +2)(Nt +3)/6, (Nt + 1)(Nt + 2)(Nt + 3)/6} |;

hb=SparseArray|

{Band[{2,1}] —

Flatten | Table| — Y32, /(Nt —i —j — k)(k + 1),
{i,0, Nt — 1}, {j,0, Nt —a} , {k,0, Nt —i — 5} ]],
{Band[{1,1}] —

Flatten |

Table]

(Nt —i—j—k)(Nt—i—j—k—1))+ (i —1)i)+
((G = 1) + ((k = Dk) = N©), {4, 0, Nt},
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(*Calculamos los eiganvalores de h ... los da en orden descendente de valor

absoluto™)

ev = Eigenvalues[h];

(*Ordenamos los eigenvalores en orden ascendente sin valor absoluto ... estan

son las eigenenergias desde el estado base hasta el mas excitado*)

eval = Sortl[ev];
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(*El siguiente vector nos da el indice del orden*)

or = Orderingl[ev];

(*Calculamos los eigenvectores de h ... estan en orden original descendente

en valor absoluto de sus eigenvalores ... ya estan normalizados™)

evc = Eigenvectors[h];

(*Ordenamos los eigenvectores en el mismo orden que los eigenvalores*)

evec = Tablelevc[[or[[i]]1]], {i, 1, Nt + 1}];

(*Por lo tanto, en el arreglo eval tenemos los eigenvalores y en evec los corre-

spondientes eigenvectores, ordenados del estado base hasta el mas excitado™)

(*Se grafica los eigenvalores, cada uno con su correspondiente eigenvector™)

nBO1 =

ListPlot[Table[{ eval[[n]]/Nt, evec[[n]].n2.evec[[n]l]l} ,

{n, 1, Nt + 1)}

PlotRange —
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{ { evall[1]1/Nt, eval[[(Nt + 1) ]]/Nt

b {0, 1) g,

Frame — True, FrameTicks — { { All, None} , { All, None} } ,

PlotStyle — Directive[Red],

FramelLabel — { Stylel[ey/N,18], Style[N,/N,181}

RotateLabel — False, AxesOrigin — {-0.45, 0} ,

Axes — False, ImageSize — 500]
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Programa que calcula la
evolucion de los elementos no

diagonales de la matriz de

densidad

(*CALCULO DE LA EVOLUCION DE LOS ELEMENTOS NO DIAGO-
NALES DE LA MATRIZ DE DENSIDAD*)
(*Nt es el numero total de particulas™)

Nt = 10;

(*Condicién inicial para la funcién de onda*)
Clear[r];

psii = Array[r, {(Nt + 1)

5

103



Do[r[i] = 0, {i, 1, (Nt + 1)

15
r(1] = 1;
psi = psii/Sqrt[Conjugatel[psii].psii];
(*El célculo de la evolucién se hace para diferentes valores de la interaccién
U*)
Do[{ Clear[U]; A =1.0;U =0.1x*L;

(*Se calcula el Hamiltoniano para cada valor de la interaccin®)

h=SparseArray|

{Band[{2,1}] — Table| — % (Nt —n)(n+1),{n,0, Nt — 1} ],
Band[{1,1}] — Table[ & (((Nt —n — 1)(Nt — n))+

((n—1)n) — Nt),{n,0, Nt} |,Band[{1,2}] —

Table[ — £/(Nt —n)(n +1),{n,0, Nt —1} ]}, Nt +1];

T2
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s = Flatten [Table [ — \%\/j(i +1),{i,0, Nt},

{j707Nt_Z}]]a

hi = Sparsedrray [ {{i-j} /:j == i — d[[i]] + Nt — s[[i]]}

{(Nt+1)(Nt+2)/2,(Nt + 1)(Nt + 2)/2} ];

hj = SparseArray [{{i-,j-} /;j == i — Nt +d[[j]] — s[[j]]},

{(Nt+1)(Nt+2)/2,(Nt + 1)(Nt + 2)/2} |;

hb=SparseArray|

{Band[{2,1}] —

Flatten [ Table[ — £+/(Nt —i—j)(j + 1), {i,0, Nt — 1},

{j707Nt_i}]]7

{Band[{1,1}] —
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Flatten |

Table|

Ni(Nt—i—=j)(Nt —i—j— 1))+ ((i — 1)i)+

((j_l)j)_Nt)’{i707Nt}7{j707Nt_i}]]7
Band[{1,2}] —

Flatten [ Table[ — £+/(Nt —i—j)(j + 1),{i,0, Nt — 1},

{j,0, Nt — i} ]| },(Nt+1)(Nt+2)/2];

h=hi+hj+hb

e = Flatten | Table [4,{i,0, Nt},{j,0, Nt — i},

[k, 0, Nt —i— j} ]

r = Flatten [Table [ — Y32, /5(i + 1), {i,0, Nt},

{j,0,Nt — i} {k,0,Nt —i—j}]];
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d = Flatten | Table [i+ j,{7,0, Nt},

{j,0, Nt — i} ,{k,0, Nt —1—j}]1;

e = Flatten [Table [ — \/k(j + 1),{7,0, Nt},{7,0, Nt — i},

{k,0,Nt —i—j}]};

hi=SparseArray|

{{L,jf} [ij==i+ [<Nt—eHiH+1>2<Nt—euin+2>] - r[[j]]}

{(Nt+ 1)(Nt +2)(Nt+3)/6, (Nt + 1)(Nt + 2)(Nt + 3)/6} |;

hj=SparseArray|

{{iﬂjf} /] ==1i~— <Nt—eHiH+1>2<Nt—eum+z>} o T[[i]]},

{(Nt+ 1)(Nt +2)(Nt+3)/6, (Nt + 1)(Nt + 2)(Nt + 3)/6} |;

hk = SparseArray [ {{i_,j_} /;j ==1i—d[[i]] + Nt — s[[i]]},
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{(Nt +1)(Nt+2)(Nt+3)/6,(Nt + 1)(Nt+ 2)(Nt +3)/6} |;

hl = SparseArray [{{i-,j-} /;i == j + Nt —d[[j]] — s[[j]I},

{(Nt+ 1)(Nt +2)(Nt+3)/6, (Nt + 1)(Nt + 2)(Nt + 3)/6} |;

hb=SparseArray|

{Band[{2,1}] —

Flatten | Table[ — Y32 /(Nt —i—j — k)(k + 1),
{i,0, Nt — 1} ,{j,0, Nt —i} ,{k,0, Nt —i—j}]],
{Band[{1,1}] —

Flatten |

Table|
Z(((Nt—i—j—k)(Nt—i—j—k—1))+ (i —1)i)+

(G = D) + ((k = Dk) = N1), {i,0, Nt}
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(*Se calculan sus eigenvalores y eigenvectores™)

ev = Eigenvalues[h];

eval = Sort[ev];

or = Orderinglev];

evc = Eigenvectors[h];

evec = Tablelevc[[or[[i]11], {i, 1,
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1

(*Coeficientes de psi en la base de eigenvectores™)

an = Table[Conjugate[evec[[n]]].psi, {n, 1,

1

(* Escribimos los operadores de un cuerpo en forma matricial. Es decir, es-
cribimos los elementos de la matriz de densidad reducida de un cuerpo fuera

de la diagonal (en particular rho21 )*)

Ob2dbi=SparseArray[Band[{ 2,1} ]— Table[ -(A/2) /(Nt—n)(n+1),
{ n,0,Nt-1} ],Nt+1];
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(*Tf es el tiempo final*)

Tf = 500;

(*Se calcula la evolucién del estado inicial con el operador de evolucién*)
psit =

Table[Y 7" an[[j1]*

expievallill*nxevec[[§1], { n,1,Tf} 1;

(*La evolucién de la matriz de densidad™)

rhot = Table[Outer[Times, psit[[nl]], Conjugate[psit[[n]]1]l, {n, 1,
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Tf}1;

(* Tomamos la traza del producto de la matriz de densidad de las Nt partic-

ulas por el operador de un cuerpo para cada valor de la interaccion®)

If[L == 1, vmdOb3dbiL1l = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1]l, {n, 1, Tf}]l;,
0];

If[L == 2, vmdOb3dbil2 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}1;,
0];

If[L == 3, vmd0b3dblL3 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}1;,
0];

If[L == 4, vmdOb3dbil4 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}1;,
0];

If[L == 5, vmd0b3dbiL5 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1]l, {n, 1, Tf}1;,
0];

If[L == 6, vmdOb3dbiL6 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3dbl]l, {n, 1, Tf}];,
0];

If[L == 7, vmdOb3dbiL7 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1l, {n, 1, Tf}]l;,
0];

If[L == 8, vmd0Ob3dbil8 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}1;,
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0];

If[L == 9, vmdOb3db1L9 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1l, {n, 1, Tf}]l;,
0];

If[L == 10, vmdOb3db1L10 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}]1;,
0];

If[L == 11, vmdOb3dbiL11l = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1]l, {n, 1, Tf}l;,
0];

If[L == 12, vmd0b3dbiL12 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}];,
0];

If[L == 13, vmdOb3dbiL13 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1l, {n, 1, Tf}l;,
0];

If[L == 14, vmdOb3dbiL14 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1l, {n, 1, Tf}l;,
0];

If[L == 15, vmdOb3dblL15 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1]l, {n, 1, Tf}l;,
0];

If[L == 16, vmdOb3db1L16 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}]1;,
0];

If[L == 17, vmd0b3dbiL17 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1]l, {n, 1, Tf}l;,
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0];

If[L == 18, vmdOb3db1L18 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}];,
0];

If[L == 19, vmdOb3db1L19 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}]1;,
0];

If[L == 20, vmdOb3db1iL20 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1]l, {n, 1, Tf}l;,
0];

If[L == 21, vmd0b3dbiL21 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}]l;,
0];

If[L == 22, vmd0b3dbiL22 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}];,
0];

If[L == 23, vmdOb3dbiL23 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3dbll, {n, 1, Tf}l;,
0];

If[L == 24, vmdOb3db1L24 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1]l, {n, 1, Tf}l;,
0];

If[L == 25, vmd0b3db1L25 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}];,
0];

If[L == 26, vmd0b3db1L26 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1]l, {n, 1, Tf}l;,
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0];

If[L == 27, vmdOb3dblL27

Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}1;,
0];

If[L == 28, vmdOb3db1L28 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1]l, {n, 1, Tf}l;,

0];

If[L == 29, vmdOb3dbiL29 = Table[Tr[rhot[[n]].0b3db1]l, {n, 1, Tf}l;,

0];

If[L == 30, vmdOb3dbiL30
ol;}, {L, 1, 30}]

Table [Tr[rhot[[n]].0b3db1], {n, 1, Tf}];,

(*Se colocan los valores de la interaccién en una tabla para poder graficar®)

G = Table[0.1xL, {L, 1, 30}];

(*Se colocan los valores del elemento no diagonal de la matriz de densidad

para cada interaccién en una tabla para poder graficar®)

Rho31 = Re[{vmebSdblLl, vmd0Ob3db1L2, vmdOb3dbill3,

vmd0b3db1L4, vmd0b3dblL5, vmd0b3dblL6, vmdOb3dblL7,

vmd0b3db1L8, vmdO0b3db1llL9, vmdO0b3dblL10, vmdOb3dbil11,
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vmd0Ob3db1L12, vmd0b3dbiL13, vmdOb3db1iL14, vmdOb3dblL15,

vmd0b3db1L16, vmdOb3db1L17, wvmdOb3dblL18, wvmdOb3dblL19,

vmd0b3db1L20, vmdOb3dbl1L21, vmdOb3dblL22, vmdOb3dblL23,

vmd0b3db1L24, vmdO0b3db1L25, wvmdOb3dblL26, vmdOb3dblL27,

vmd0b3db1L28, vmdOb3db1L29, vmd0b3dbiL30}]1/Nt;

MAX

Max [Rho31] ;

MIN

Min[Rho31];

(*Se colocan todos los datos en una sola tabla*)

data = Table[0, {i, 1, Tf*30}];

Do[Do[datal[n + M - Tf + (Tf - 1)*M]] =

{G[IMI1, n, Rho31[[MI1[[n]1}, {n, 1, T£}1, {M, 1, 30}1;
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ListPlot3D[data,Mesh—None,PlotRange—All,

ColorFunction— Rainbow ,Mesh—None,

AxesLabel— { Style[A,FontSize— 20,Black],

Style[t,FontSize— 20,FontWeight—Plain,Black] },

PlotLabel—Style[

rho;s,FontSize— 20,Black],

BaseStyle— { FontFamily— Times ,FontSize—12} ,

PlotRange—{ { 0,3} ,{ 0,Tf} ,{ MAX,MIN} } ]
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