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Introduccion

El empleo de las ecuaciones de Navier-Stokes para describir el flujo de fluidos
viscosos es abundante en la literatura, ademas la experiencia ha demostrado que
el modelo de fluido newtoniano provee una buena aproximacion en la mayoria de
las condiciones de flujo para gases y liquidos de moléculas pequeias, como el

agua.

Sin embargo, existe una amplia gama de materiales cuyo comportamiento como
fluidos no satisface las suposiciones de un fluido newtoniano. Estos materiales
incluyen a muchos fluidos poliméricos, suspensiones, fluidos multifasicos, liquidos
que contienen tensoactivos que tiendan a formar estructuras micelares y muchos
otros. Estos materiales que exhiben propiedades macroscépicas mas complejas

han sido agrupados e histéricamente conocidos como fluidos no newtonianos.

Los fluidos no newtonianos son bastante comunes, especialmente en aplicaciones
de Ingenieria Quimica, por lo que su estudio es de interés para ampliar su

comprensiéon y lograr un tratamiento adecuado.

A pesar de que es posible encontrar ciertas caracteristicas similares entre los
fluidos no newtonianos, no existe un modelo general que sea capaz de
describirlos, como consecuencia existen distintas ecuaciones constitutivas

dependiendo del tipo de fluido a describir.

Entre los diferentes tipos fluidos no newtonianos, los fluidos viscoelasticos han
recibido especial atencién, particularmente por su importancia industrial. Para
este tipo de fluidos uno de los modelos mas simples sugeridos es el de Maxwell.

Este modelo fue elaborado por J. C. Maxwell en 1867 y fue el primer intento de



obtener una ecuacién constitutiva para materiales con comportamientos viscosos

y elasticos [3].

Aun cuando el modelo del fluido de Maxwell es un modelo lineal y por ello los
problemas que lo involucran se podrian considerar sencillos —en comparacion a
otros modelos—, pocas geometrias y distribuciones de velocidad han sido
resueltas de manera analitica [1, 5 y 6], lo que probablemente se deba al

aumento de complejidad en las ecuaciones de flujo.

En este trabajo se estudia el flujo de un fluido de Maxwell convectivo en un canal
de anchura finita con frontera inferior moévil y paredes laterales estaticas. Cabe
mencionar que un trabajo similar fue desarrollado por T. Hayat et al. (2008, [1]),
en el cual se presentan resultados interesantes pero no de un caracter general,
es decir existe cierto intervalo para el cual las ecuaciones propuestas no son
validas, con esto en mente se elabord una solucion general. El desarrollo de

dicho modelo es el objetivo de este trabajo.



Objetivo

Desarrollar un modelo general que permita describir la dindmica de un fluido de
Maxwell convectivo entre dos placas paralelas de longitud infinita una de ellas en
movimiento a velocidad constante y, limitado por paredes perpendiculares que se
mantienen estaticas.

Ademas de analizar el modelo, se verifica su validez al reducirlo a casos mas
simples (casos limite) con soluciones conocidas.

Por ultimo se analiza el perfil de velocidades y el esfuerzo cortante.



Antecedentes

Fluidos no newtonianos

Los fluidos no newtonianos son bastante comunes, especialmente en aplicaciones
de ingenieria quimica, por lo que resulta util discutir qué es responsable de su

desviacién del comportamiento newtoniano.

Los fluidos newtonianos presentan una marcada aleatoriedad en sus movimientos
internos, los cuales aun a temperaturas moderadas son lo suficientemente
vigorosos. De manera que superan cualquier tendencia de las fuerzas asociadas
con el flujo a producir un estado de configuracion molecular que difiera
significativamente del estado isotropico de equilibrio estadistico. En los fluidos no
newtonianos esto no ocurre, es decir el flujo si altera su configuracién

intermolecular [2].

Con el fin de entender mejor este fendmeno se ilustrara con un ejemplo. Se
considera un fluido, constituido por particulas del mismo tipo con forma de varas
flexibles, sometido a un flujo cortante simple (ver ilustracion 1).

V*=yyi, y = rapidez de corte

i ;

x
Ilustracion 1 Flujo cortante simple

x I
Las cantidades con barra superior son tensores de primer orden (vectores). Las cantidades en negritas indican tensor
de segundo orden (matrices)



Cuando una de estas particulas es sometida a un flujo de este tipo, tiende a
rotar. Suponiendo que sélo hay rotacién en el plano del flujo (plano x-y) el
conjunto de varas o particulas tendera a rotar de manera no uniforme, unas en
direccion y (perpendicular al flujo) y otras orientadas respecto al eje x (paralelas
al flujo). Tal que, las particulas orientadas de manera perpendicular al flujo
tenderdn a rotar mas rapidamente que aquellas alineadas en la direccién del
flujo. AUn cuando la particula siga rotando de manera indefinida, pasara mas
tiempo en las posiciones alineadas al flujo ya que éstas presentan menor
oposicidon a fluir. También existirda movimiento browniano -rotacién por difusién-,
y éste tenderd a mantener la distribucion de manera aleatoria (estado de
equilibrio). Como resultado, la distribucién de orientaciones serd una
consecuencia de la competencia entre la tendencia a orientar las particulas en la
direccion del flujo y la tendencia de la difusidn browniana a mantener una
distribucidn aleatoria. La fuerza del efecto del flujo sera claramente proporcional
a la rapidez de corte, mientras que al proceso de difusién lo caracterizara la
rapidez de difusion rotacional D. Ambas cantidades tienen unidades del inverso
del tiempo. La rapidez de difusidn rotacional D da una medida de la escala
temporal requerida por un sistema, con una distribucién inicial de orientaciones
aleatorias, para regresar al estado de equilibrio por medio movimientos

brownianos en ausencia de flujo convectivo.

La magnitud de las desviaciones del estado de equilibrio inducidas por el flujo

depende de la relacion adimensional:

(1.1)

conocida como el numero de Weissenberg, donde y es la rapidez de corte o

rapidez de deformacidon y 1 es el tiempo de relajacion.



El Wi también puede ser considerado como una medida de la importancia relativa

entre los esfuerzos tangenciales y los normales [10].

Como es de esperarse, algunas propiedades macroscopicas dependeran de la
distribucién de las orientaciones moleculares y ésta cambiara en presencia del
flujo, asi que propiedades de flujo (como la viscosidad) tendran diferentes

valores a diferentes velocidades de corte.

Si la velocidad de corte es lo suficientemente grande como para que la magnitud
del Wi sea del orden de la unidad o mayor, la tendencia a alinear las particulas
en la direccidn del flujo aumentara, entonces para un mismo esfuerzo de corte el
fluido presentard una menor resistencia al flujo es decir disminuira su viscosidad.
En este caso se tiene una funcién viscosidad que varia respeto a y y que se le

conoce como viscosidad aparente, (ver ilustracién 2).

Fluido Mewtoniano

Fluido no Newtoniano

ner)

v

log Wi

Ilustracion 2 Dependencia de la viscosidad respecto a Wi [2].

Una diferencia entre los fluidos newtonianos y los no newtonianos es el cambio
en el orden de magnitud de las difusividades D. En el caso de una suspension
coloidal es del orden de segundos o decenas de segundos, para moléculas
pequefias como el agua suele ser de fracciones de microsegundo o incluso mas

pequefas [2].



Es importante mencionar que no es apropiado describir a un fluido en particular
como newtoniano o no newtoniano sin antes considerar las condiciones de flujo,
pues claramente puede ser posible que en condiciones especialmente severas de
flujo con alta rapidez de corte un liguido de moléculas pequefias exhiba un
comportamiento no newtoniano, o bien que un liquido polimérico con un Wi << 1
pueda ser aproximado como un fluido newtoniano. El comportamiento depende

del tipo de fluido asi como de las condiciones de flujo.

Una caracteristica comun de los llamados fluidos no newtonianos es que al ser
perturbados de su condicidon inicial, requieren de un tiempo relativamente largo
para regresar a ese estado inicial, es decir pasan por un proceso de relajacion.
Los fluidos que presentan este comportamiento se conocen como fluidos
viscoelasticos.

Para este tipo de fluidos uno de los modelos mas simples sugeridos es el de

Maxwell.

Fluido de Maxwell y fluido convectivo de Maxwell

El modelo de Maxwell fue elaborado por J. C. Maxwell en 1867 y fue el primer
intento de obtener una ecuacidén constitutiva para materiales con

comportamientos viscosos y elasticos [3]:

aTxy . (12 a)

donde t,, es el componente xy del tensor de esfuerzos de corte, 1 es el tiempo
de relajacion, pes la viscosidad del material y y,, es el componente xy del tensor

de rapidez de deformacion.

La ecuacion (1.2 a) puede ser escrita de forma integral
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La funcidén entre corchetes se conoce como el mddulo de relajacion. Cuando se
escribe en esta forma, el modelo de Maxwell indica que el esfuerzo de corte al
tiempo presente t depende de la rapidez de deformacién al tiempo t tanto como
de la rapidez de deformacion de todos los tiempos pasados t/, pero esa
dependencia va multiplicada por un factor de peso (mddulo de relajacién) el cual
decae exponencialmente cuando se retrocede en el tiempo. Tal que esta forma
de la ecuacion de Maxwell contiene la nocion de memoria perdida, es decir el
fluido recuerda bien lo que le pas6 en momentos pasados recientes pero tiene un

recuerdo confuso de lo que le pasé en momentos lejanos al presente [3].

En estado estacionario la ecuacién (1.2 a) se simplifica al modelo newtoniano que

describe a fluidos viscosos
Tyy = .uyxyr (1.3)
mientras que para cambios repentinos en el esfuerzo de corte el término

dominante en la parte izquierda de la ecuacién (1.2 a) es la derivada, al integrar

la ecuacion respecto al tiempo y considerando que

_H (1.4)
A G
se obtiene el modelo de Hooke para materiales eldsticos

Txy = GVay, (1.5)



donde G es el modulo elastico del material y y,, es el componente xy del tensor

de deformacion. El tensor rapidez de deformacién y el de deformacién estan

relacionados por [3]

N, (1.6)
Vv = 75¢

Una forma de generalizar la ecuacién (1.2 a) es expresarla en forma tensorial

ot (1.7)
— =2uD

‘H—Aat 2u

con D =2y =[VV + (VV)T]

La ecuaciéon (1.7) es conocida como el modelo simple de Maxwell [3], la cual es
una ecuacidon diferencial lineal que sirve para describir los fendmenos
viscoelasticos de algunos materiales bajo ciertas restricciones, como

deformaciones pequenas.

Cuando el fluido sufre deformaciones “grandes” se presentan fendmenos
viscoelasticos no lineales, los cuales no se pueden describir mediante un modelo
lineal. Tal vez la forma mas simple de combinar la dependencia temporal y la no
linealidad del esfuerzo de corte sea incorporando un término no lineal en el
modelo simple de Maxwell. Esto se ha conseguido al reemplazar la derivada
parcial respecto al tiempo por la derivada convectiva superior o derivada de
Oldroy [4]:

6t _Dt p— (1.8)
= e viHT .t —1-(VV)



donde el primer término del lado derecho es la derivada material y se define

como
Dt odt (1.9)
D—t—E-FV'VT

Notese que los términos no lineales en la ecuacién (1.8) son (V)T -ty - (V).

Al realizar este cambio en el modelo simple de Maxwell se tiene

(1.10)

ot
T+ A—=2uD

5t
que es el modelo convectivo de Maxwell [4]. Este modelo se utilizard en el
presente trabajo, pues introduce aspectos no lineales en sus ecuaciones lo cuales
son comunes en fluidos viscoeldsticos.

Al realizar un balance de cantidad de movimiento del sistema en estudio con la
ecuacion constitutiva del modelo convectivo de Maxwell (1.10) se obtiene una
ecuacion diferencial parcial de segundo orden, lineal homogénea y de coeficientes
constantes, que se propone resolver mediante transformadas de Fourier y
variacion de parametros. Por lo que resulta pertinente hacer una pequena

mencion de esta técnica matematica.

Transformadas de Fourier

Las transformaciones integrales, especialmente las de Laplace y Fourier, son
técnicas bien conocidas para la resolucién de problemas en sistemas lineales.
Paralelamente se ocupan Ilas transformaciones como una herramienta
matematica o fisica para convertir el problema en uno que pueda resolverse mas

facilmente. Las transformadas de Fourier juegan un rol importante en la teoria de

10



varias ramas de la ciencia. Pero aun cuando pueden ser consideradas solamente
como funciones matematicas, también asumen un significado fisico al analizar las
funciones de las cuales se derivan: son una herramienta para simplificar
problemas pero al resolverlos ayudan a que ciertas observaciones experimentales

hagan sentido.

Las transformadas de Fourier fueron propuestas por Jean Baptiste Joseph Fourier
en 1807, cuando encontré la forma de resolver una ecuacién que describia la
conduccion de calor en sélidos - misma que él habia propuesto afios atras. Aun
cuando ésta técnica matematica no fue aceptada con agrado entre sus
contemporaneos, actualmente es una de las técnicas mas recurrentes para la

resolucion de problemas [11].

La transformada de Fourier se define como

1 (@ . (1.11)
= — lf
PO == roretay
y la antitransformada es
12 (1.12)
= — lf
FO) == F@e
Considerando que
e = cos(x) + isen(x) (1.13)

la ecuaciones (1.11) y (1.12) pueden ser descompuestas en una parte seno y

otra coseno, y dependiendo de la naturaleza del problema se puede hacer uso de

11



una sola de estas partes. En este trabajo se manejaran sdlo las transformadas de

tipo seno.
La transformada de Fourier tipo seno se define como

5 o (1.14)
F(E) = j; f FO)sen(Ey)dy

y la antitransformada es

5 oo (1.15)
o) = |2 | Fsenterrag
0

Al definir (1.14) y (1.15) se puede demostrar que la transformada de Fourier tipo

seno de una segunda derivada es

2 (1.16)
FAE) = ﬁff(O) - &2F (&)

Las transformaciones integrales descritas con anterioridad son aplicables para

variables con un intervalo infinito.

Mientras la definicion de la transformada de Fourier tipo seno carece de un limite
superior finito la transformada de Fourier tipo seno finita si lo tiene, esta
caracteristica es determinante y va de la mano con los limites de la variable a la
cual se le quiera aplicar la transformacién, i.e. para variables con limites infinitos
se empleard la transformada de Fourier tipo seno y para variables con limites

finitos se empleara la transformada de Fourier finita tipo seno.

12



La transformada de Fourier finita tipo seno se define como

a nmz (1.17)
F(n) = fo f(z)sen (T) dz
y la antitransformada como
(1.18)

f(z) = %Z F(n)sen (%)

Considerando (1.17) la transformada de Fourier finita tipo seno para una
segunda derivada es

F@(n) :% niy ? (1.19)

(D™ (@ + fO] - () Fm)

Para una explicacion mas amplia acerca de las transformadas de Fourier asi como
para la demostracion de las ecuaciones contenidas en esta seccién ver la

referencia [9].

13



Planteamiento del problema

En este trabajo se analiza el flujo de un fluido de Maxwell convectivo
incompresible en un canal de longitud infinita con frontera inferior movil, a

velocidad constante V, y de altura infinita [1].

Condiciones iniciales
%
VXIEZO, t=0, y>0, ZE(O,d)
7(y,2,0) =0

/ Condiciones a la frontera

ya V.0,z,t) =V, t>0y0<z<d
L V.(»,0,t) =V, (y,d,t) =0, y,t >0

ot
—_— 00 Restricciones

y aV; :
]}, e Vx, =V Ve->0y—=—-0siy—> o0

Fluido incompresible

No existe gradiente de presion

Ilustracion 3 Representacion esquematica del problema, condiciones iniciales/frontera

y restricciones.

Se considera que sélo hay velocidad en la direccion de flujo
V=(0,00)=Vi (2.1)
La ecuacion de continuidad es

dp OdpV, 0dpV, 0dpV,
op px+py+pz=0 (2.2)
Jadt  0x dy 0z

Y en este caso se reduce a

14



apVy (2.3)
=0
0x

Como es un fluido incompresible su densidad sera constante (trazaD = 0y p = cte)

Vs (2.4)

se tiene que
Vx(x) o I/x = V;c(y:Z; t) (2.5)
Esta ecuacion satisface la condicion de incompresibilidad.

Para obtener la distribucién de velocidades es necesario hacer un balance
diferencial de momentum del sistema, con esto en mente se planteara el tensor

de esfuerzos de Cauchy T para el fluido de Maxwell
T=-pl+7 (2.6)

Para obtener T primero se escribira la ecuacién (1.10) para el problema en
estudio.

Considerando lo anterior, el gradiente de velocidad es

aV, 6Vy av,
Jdx Ox Ox
aV, avy av,
dy
av,
0z

_ 2.7
L:W:'kay T, =7

D
|>S‘<|

2o
><<
o o
o o
N

v, dV,
0z 0z

o5
N

| =
Al ser T un tensor de segundo orden

15



Tex Txy Txz
T = <Tyx Tyy Tyz) Yy T = ‘r(y,z, t) (28)

v, v,
/0 0 0 Ty gy, Tz, 00
Txx  Txy Txz Vs \
= — 0 0 av, av, 2.9
T-VV Tyx Tyy Tyz | ay = yy_x Tyz—x 0 0 ( )
Tzx Tzy Tzz an 0 0z
— 0 0 aV, av,
0z Ty 5y + T, P 0 0
%& 36_sz Txx  Txy Txz
V"t = 0 Oy 0 '(Tyx Tyy Ty2> (2.10)
0 0 0 Tzx Tzy Tzz
o, W Ve, OV oW v,
B Tyx oo Tyy o Yz Tz
(VV)T T = ay aZ ay aZ ay aZ (2. 11)
0 0 0
0 0 0

El término V-Vrde la ecuacién (1.9) se escribe en notacién de indices como
Vka”, considerando lo anterior la ecuacién (1.10) se puede escribir de la

siguiente manera

Tex Txy Txz 5 Txx Txy Txz 5 Txx Txy Txz 5 Tex Txy Txz
Tyx Tyy Tyz |+ A\ Tyx Tyy Tyz |+ AV | Tyx Tyy Tyz [+ AV % Tyx Tyy Tyz |+
Tzx Tzy Tz Tzx Tzy Tzz

Tzx Tzy Tzz Tzx Tzy Tzz

av, av; av, av, av, av,
Txx Txy Txz Tyx oot T Tyy oot Ty Typoot Ty
a ay 0z ay 0z ay 0z
Wy Tyx Ty Tyz | =2 0 0 0 —
Tzx Tzy Tzz 0 0 0

AV, OVy v, OV
/Txya + Tz, 00 /0 o z\

aVy aVy \ Vs
A Tyyg-l'ryzg 0 0 =u % 0 0 (212)
6Vx % AV,

Zy ay +Tzz 9z g 0 O
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Con las ecuaciones (2.1) y (2.8) la ecuacion anterior se reduce a

Tex Txy Txz 0 Tex Txy Txz
(Tyx Tyy Ty2> + A 3t <Tyx Tyy Ty2>
Tzx Tzy Tyzz t Tzx Tzy Tgzz
oV, oV, aV, oV,
_/1 TyxE'FTZXE Tyya-i"[zy—z
0 0
0 0
av, 0
/Txya—;+TxZa—; 0 0\ /0
[ oy v, I | ov
v, v, / \avx
% 0 0 X
\sz d “Z 9z 0z

Con el fin de simplificar mas la ecuacion anterior se

(2.13)

hara un analisis por

componente matricial; para ello se toma en cuenta que

7(y,2,0) =0
Para el componente [1,1] de (2.13)

0Tyx avy avy avy avy

Txx + A T_Tyxg_‘[zxg_fxyg_":ng =

por la simetria del tensor de esfuerzos

d 1
arxx + I

aVy

oV,
dz

3y + 27,

Tyx = 2Tyy

Para el componente [2,2]

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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9
Tyy + 4 Zy=0 (2.17)
O bien
dry, 1 (2.18)
dt +1Tyy =0

Que es una ecuacion diferencial lineal ordinaria, homogénea y de primer orden,

cuya solucion es

T,y = Ce ™ (2.19)
que debe cumplir con la condicién (2.14) por tanto

Tyy =0 (2.20)
Notese que el analisis de 7,,, es equivalente para t,,,1,,,7,, por lo que

Tyy =Tzz =Tz =Ty, =0 (2.21)

Siguiendo el analisis, para el componente [1,2] de (2.13)

W, O Ok 2.22)

que se simplifica a

0ty _ W (2.23)

Tyy T /l—at U 3y
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Un caso similar se tiene para los componentes restantes

0Tyx _ Oy (2.24)
AT TRy

0Ty, OV (2.25)
e A =G,

01, oV (2.26)
T A = hY,

Concluyendo que

Txy = Tyx Y Txz = Tzx (227)

Las ecuaciones (2.23) y (2.25) se pueden reescribir como

d o (2.28)
<1+Aa>rxy =u 3y

d 2 (2.29)
(1445 o =05,

Para el problema planteado el balance diferencial de momentum en la direccion

de flujo i y en ausencia de un gradiente de presién p es

ov, x
PE”(%EW—*VZ— =% "oy "oz (2.30)

av, av, 61/;)_61” 0Tyy 0Ty,

Combinando (2.30) con (2.1), (2.5) y (2.8) se llega a

p%zarx”arxz (2.31)
ot 9y & oz

19



Al multiplicar por (1 +/1%)

9 9

o\ av, (1+ig)ny 0(1+4g5)m (2.32)
<1+)l—)p—= + .
at) P ot dy 9z

Al eliminar t,, yt,, combinando (2.28), (2.29) y (2.30) se obtiene la siguiente

ecuacion diferencial parcial de segundo orden, lineal homogénea y de coeficientes

constantes

0% OV 0% 9%V
Ea—0/

. ynt>0, z€(0,d) (2.33)
ot? ot dy? 0z’

U
V==,
p

que es la ecuacidon resultante del balance diferencial de momentum del sistema

en la direccion del flujo.

Las condiciones iniciales y de frontera correspondientes a este problema son

szo%zo, t=0, y>0, z€(0,d) (2.34)
V.(0,z,t) =V, t>0Nn0<z<d (2.35)
Y

V. (y,0,t) =V, (y,d,t) =0, ynt >0 (2.36)

Ademas de las condiciones

v,
Vx—>Ona—tx—>Osiy—>00 (2.37)
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gue también deben ser cumplidas

La ecuacién (2.33) se debe resolver a fin de obtener la distribucién de velocidad
del problema (V,(y,z1t)), la ecuacion resultante debe cumplir con las condiciones
iniciales y de frontera anteriormente planteadas. Hacer esto nos permitira
describir la dinamica de un fluido de Maxwell convectivo en la geometria descrita

al inicio de esta seccion.

21



Solucion del problema

En esta seccion se obtendra la distribucion de velocidades V,(y,zt) al resolver la

ecuacion (2.33), con V. (y,zt) se obtendra el esfuerzo cortante y el flujo

volumétrico. Al conocer estas tres funciones se podra describir satisfactoriamente

la dindmica de un fluido de Maxwell convectivo en la geometria descrita

anteriormente.

Transformacion del problema al espacio de Fourier

Con la finalidad de resolver la ecuacidon (2.33) de manera tal que satisfaga las

condiciones propuestas se hara uso de una transformada de Fourier finita tipo

seno sobre la variable z y una transformada de Fourier seno para y, ver

introduccién ecs. (1.14) a (1.19).

Para z

d

T{Vx(y,z, t)} = Vxn(y: t) = f Vx()’:z’ t)Sen(/an) dz, A =—

0 d
Aplicando la transformada a (2.33) se obtiene

0%Ven  Ven 0%V
+ =v
ot? ot dy?

Para y

2 [oe]
?S{Vxn(y: t)} = Vsn(f: t) = \/;f Vxn(yr t)Sen(fy) dy
0

+ VA [(D™ (1, d, ) + Ve(3,0, )] — A3 Vin }

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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Aplicando a (3.2)

Aansn(E, t) N WVsn (€, 1)
d0t2 ot

2
=V |:€\/;Vxn(0' t) - Ezvsn(fJ t)

Para evaluar V,,,(0,t) se debe transformar la condicién referida en (2.35)

(3.4)
+ V{/ln[(_l)n-'-lvs(f' d' t) + VS(E, 0, t)] - /112’LVSTL(€' t)}

d d
F{V} = f Vsen(A,z)dz = —Kcos(lnz) — 1 [cos(nm) — 1] = 4 [1—-(—D"] (3.5)

0 /171 0 An Z
|4
Vn(0,) = 2 [1 = (~1)"] (3.6)

Para V,(¢,d,t) n V.(&,0,t)

2 [0e]
F{Vs(y,d, )} = F{0} = \/;f Osen(Sy) dy =0,
0

(3.7)
2 [ee]
F{Vs(y,0,t)} = F{0} = j;j Osen(§y)dy =0
0
Con (3.6) y (3.7) se puede hacer mas manejable la ecuacién (3.4)
0%Ven (8, WVsn ($, 2rv

La ecuacién (3.8) es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden no

homogénea
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d*Ven  1dVin

Esta ecuacion se puede resolver por el método de variacién de parametros

Solucidn por variacion de parametros

2[[1- (="
Tz T g T V(G =5, <p=%[€2+/1%], ﬁ=€vV\£lM

(3.9)

Para resolver la ecuacion (3.9) se debe primero resolver la ecuacion homogénea

correspondiente

d*Vgp N 1dVg
dt?2 A1 dt

v
+Z[EZ + A2 V(1) =0
cuya ecuacion auxiliar es

2 1 v 2 2
D +ID+ Z[f +/1n]=0

con solucion

1 1 v
) Bt \//1—2—47[52+/1%] 14 1—4A[E2 + A2]

2 22

Como el radicando puede ser real e imaginario

0<4VA(E2+22) <1yl <4vi(E?+212)<

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

la ecuacién (3.9) tendra una solucién por intervalos, por lo que se resolvera

primero considerando el caso de raices reales y después el caso de raices

complejas conjugadas.
Raices reales — paso 1
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Encontrar la solucién para la ecuacion diferencial (3.10), que es

VR = V1k, + C,V20 = Cefint + Cyekant (3.14)

—1+./1-422¢ (3.15)

kln,Zn = 21

Raices reales — paso 2

Calculo de la solucién particular.

Se propone una solucion de la forma

Vsn:VsirlL-l'Vszr)l (3.16)

donde V? es la solucion particular del problema y esta dada por

VP =vi1tu, (& t) + V2R v, (& 0) (3.17)

Donde u,(¢,t) es

B
—kqint - P - kint
un(fr t) k2n kln-fﬁe de = kln(an_kln)e (318)
Y v, (& ¢t) es
v (€, 6) = f Befantgr = — P oot (3.19)
e k2n kln an(an_kln) .

Considerando (3.17), (3.18) y (3.19) se llega a

B B

VP — eknt e~kint _ogkant T ,—kont 3.20
S kln(an_kln) an(an_kln) ( )

Simplificando
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B B

Vp — —
sn k1n(k2n_k1n) an(an_kln)

VP = .Bk2n _ .Bkln — .B(an - kln)
S klnan(an_kln) ankln(an_kln) klnan (an_kln)

se llega a

B
Vin =
o klnan

Raices reales — paso 3

Calculo de la solucion general
Al combinar las ecuaciones (3.14), (3.16) y (3.23)

B

V.., =
o klnan

+ C,efint 4 C,ekent

Para el calculo de las constantes se consideran las condiciones

av,
Vx=a—;‘=o, t=0, y>0, z€(0,d)
se llega a
kynekint — kg, ekent
Vsn — ,8 1— 2n in
klnan an_kln

Teniendo como soluciéon

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(2.34)

(3.25)
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Vsn _ Vf E [1 - (_1)71] 1— aneklnt - klnekznt
T An(gz + A%) an_kln

~1+1-42%¢

kln,Zn = 21

(3.26)

En el siguiente desarrollo se repetira el analisis para el caso en que la solucion

de la ecuacion diferencial homogénea son raices complejas conjugadas

Raices complejas conjugadas — paso 1

Encontrar la solucidn para la ecuacion diferencial (3.10), que es

Vh =c Vit + C,V20, = Cle™t?Asen(ayt) + Cre™t?*cos(ay,t) (3.27)
JAAEZ+212) -1 (3.28)
n = 22

Raices complejas conjugadas — paso 2

Calculo de la solucién particular.

La solucidn a la que se llegara sera homologa a la ecuacion (3.16) cuya solucién

particular sera como (3.17), pero con diferentes formas para u,(é,t) Yy v,(&,t)

up(§,t) = aﬁj et/?* cos(a,t)dt (3.29)
Considerando la ecuacion A.4 (ver apéndice A) se llega a
icos(a t) + apsen(a,t)
(6, £) = £ grran | 2RO 8 + nsentan
an 1
(z7) +ak (3.30)

v, (&, t) = ;—'BJ et/ sen(a,t)dt
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Considerando la ecuacién A.3 (ver apéndice A) se llega a

1
—B 57 sen(a,t) — a,cos(a,t)
Un (f» t) = _0( éi't/mL 22

: ) e

De manera que la solucion particular es

cos(a,t) sen(a,t)

+ a,sen(a,t) t ot — aycos(a,t)
st’lzaﬁeﬁe_ﬁsen(ant) 22 1\ - ° —a—eﬁe_ﬂcos(ant) 22 1\ - -
" (z2) +eh " (z2) +eh
(3.31)
simplificando
TV, L W@+ -1 v+ ¢ (3.32)
(ﬂ) tan 332 472
Paso 3
Calculo de la solucién general
Al combinar las ecuaciones (3.16), (3.27) y (3.32)
Vin = §+ Cie 2 sen(a,t) + Ce " cos(ay,t) (3.33)
Evaluando las condiciones iniciales (ver ec. 2.34) se obtiene
Vey, = b 1 —Le‘t/“sen(a t) — e t?Acos(a t)] (3.34)
sn (p Zﬂ.an n n .

28



Antitransformada del problema

Con las ecuaciones (3.26) y (3.34) se puede construir la solucién general de la ecuacién (3.9), la cual es

p
2[[1-(=1)"] kone'int — kyne’ent

Vs‘j; l—/l &+ 22) 1- R ) 0<4vA(E*+1n) <1

Vin =3
[1-C 1)n 1 —t/22 —t/22 2 2
Vf NS 12) — g€ sen(ant) — ™/ cos(ant) 1<4vA(E2+23) < o
n n

—1 41— 4Av[E2 + 22] JAW[EZ + 2] — 1 (3.35)

Kinzn = 22 n = 22

Esta solucion es valida en el espacio de Fourier, pero para que tenga sentido fisico en el espacio real es

necesario aplicar las antitransformadas correspondientes (ver introduccién):

Antitransformada é - y

A e G O L I R 1
Vo =V o | ey e .
21— (=DM J“fsen@y)kmekmt—kme"znt —— f°° sen(an) | o ]Een@) (3:36)
T A, , 2+ 12 Kym—K1n € | 2%, R )
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ver ecuacion A.1 del apéndice A

1—(—1" 21— (—1D" &sen k., ekint — |k gkant ®Tsen(a,t
Vxn=V[ ( )]e‘lny—V—[ ( )]{ 52 (532’) 2n 1n d€+e‘t/21f I (n)
An T An o &4+ A5 kon—kin a 2Aa,
1
N
@ 4v A

Antitransformada n - z

o]
2V [1-(—D"] AN
= — _— —_— —AnYy
Vs ) nil 7 Sen( P )e

[o0)

_ﬂlz [1-(-D"] (%) { 0“ ffsfz(?%) ane";’;: lifl:lek“t dE + et/ fa o [se;g:t)
Anélisis de [1 — (-1D"]
Impares Pares
n=1-[1-(-D"]=2 n=2-[1-(-D"]=0
n=3->[1-(—-1D"=2 n=4->[1-(-1D"=0

os(ant)

t)lf : +(i32/) d{}

§sen($y)
EZ + /'{2

(3.37)
(3.38)

4

(3.39)
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considerando esto la ecuacion (3.39) se puede expresar como

oo
4V O e MY
V, = —z sen(Ayz)
d ] Ay

(00)
8V~ sen(Ayz) ( (% Esen(Ey) kyefint — k,, ekent
T[d =1 AN 0 EZ + 1121 an_kln

dé + e—f/”f

a

@ [sen(a,t) §sen(Ey)
[—2/1% os(ant)|Zr = df} (3.40)

N=2n-1

Con la finalidad de simplificar el analisis se propone un cambio de coordenadas tal que z=z*+h con h=4d/2,
para observar como afecta este cambio se analizara solo el primer sumando de (3.40), pues el desarrollo sera

igual de valido para toda la ecuacién.

4V o e~y 2V o e ~HNY (2n — D
72 sen(Ayz) = TZ sen[uy(z*+ h)], uy= —n (3.41)

de manera esquematica
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¥,

L

Ilustracion 4 Representacion del problema con el nuevo sistema de coordenadas

Las funciones seno y coseno son funciones que presentan la misma forma sinusoidal sélo desfasada por un

(2n-1)
2h

factor de /2 es decir sen(x) = cos(x —g). Con esto en mente, se nota que la funcion sen[ n(z* + h)] puede

ser sustituida por una funcién coseno siempre y cuando se conozca el factor de desplazamiento. Para encontrar

dicha cantidad es necesario hacer un analisis fisico del problema.

Con el nuevo eje coordenado —h<z<h y V. (y,—z*t) =V, (y,—z*t) se tiene un problema simétrico respecto al
eje z, ademas las funciones seno y coseno estan desfasadas por un factor de —uyh

2n—-1Dm (3.42)

2h
2n—-1Dm
2h

z*=0yn=1—>senl (z*+h)l=1

(z*+h—h)l=1 (3.43)

z=0yn=1-cos

Pero (3.42) y (3.43) también son funcion de n
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2n—1 2n—1
z*=0 - sen [% (z* + h)l =(-D"*!' - cos [% (z*+h—h)| =1paratodon (3.44)
considerando esto se propone
2n—1 2n—1
sen [( )r[( *+ h)l = (—1)™*cos [% (Z*)l (3.45)

Obviando el uso del asterisco en la variable z, la ecuacion (3.40) toma la siguiente forma

e_ﬂNy

2 i (=)™ cos[uyz]

Un

[ee]
4V —1)™cos[uyz a&sen r,,e"nt —r et
__Z( ) [unz] { § : (f};) 2n 1n d§+e-t/”f + cos(r,)| oo
0 f +l'ln on~Tin 2/1]/11 f

Un a

w[sen(ynt) . esen@y) f} (3.46)

N=2n-1

donde 7oy = |~12T=WAGZ+1R)| /22 Y Yo = VAVAGZ + 13) — 1/22
La ecuacion (3.46) es la distribucion de velocidad del problema planteado.
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Ademas de la distribucion de velocidad resulta de interés calcular el esfuerzo de corte en la base, es decir

T, (2,t) = 1,,(0,2,t), que puede ser calculado a partir de (2.24)

ATy, 1 uav, (3.47)
A T 15y
dt A Yl

La solucion de esta ecuacion diferencial es

t v, (3.48)
T =e‘t/’1] Bern 22 gr4g
Xy o A ayl,_, xJ’|t=0
Considerando (2.14)
(3.49)

oy,
Try = e—f/lf Ko O
0 )1 ay y:()

Para poder resolver la integral de la ecuacion (3.49) es necesario calcular la derivada de la velocidad respecto

ay

NY

dy Tay

n=1

[0e]

v, 2V 0 (D)™ cos(uyz) »

— = E e
Un

(3.50)

_Ei (=)™ *cos(uy2) { “§sen(§y) rane™nt — e’ de + e-t/lefoo [Sen(ynt) §sen(Sy) df}}
e H 0 a

+ cos(ypt) | ——=
N &2+ #121 Ton—Tin 2 " &2+ ﬂ721
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La primera suma de la ecuacion anterior se puede simplificar a

[oe]
2V 0 (=D cos(uyz)
h dy & Un

n=1

[ee]
2V
e MY = — Tz )™ tcos(uyz)e Ny

mientras que la segunda suma de la ec (3.50) se puede expresar como

n+1 a Tint _ T2nt
Z( )" cos[uyz] aay { E;e?jr(i);) Tne - :ne dE + e-t/2 f [Sen(yn Cos(ynt)l E;fn(fy) 5}
0] n n n

Para evaluar la derivada en (3.52) se utiliza la ecuacion (A.2) conocida como la regla de Leibnitz

0 [ [*ésen(§y) rype™n! —rpen! —ejaa [ [senmt) §sen($y)

@{ 0 §2 + i Ton=Tin dé +e t/2 Ja l 2 (n)l S df}
_ [*&Pcos(§y) roye Nt — et Sen()’nt) §%cos(§y)
2 +uf TN —TN a+ j l os(ynt)l &2 + i 4%

Con (3.51), (3.52) y (3.53) la ecuacién (3.50) se reescribe como

% = _gi(_l)n"'lcos(ulvz)e_ﬂNy
ay h £

L i (=)™ cos[uyz] { Eos(Ey) rveT ™ — e j°° [sen(ynw £2 COS(Ey)

+ cos(y, t)]
Uy §2+ sz\/ o,n—Tn 22yp " §%+

re)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
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. . . . . t av,
Como siguiente paso es necesario realizar la integral fO%eT/la—yx

y=0

dt , pero como la integral de una suma es la

suma de las integrales se integrara por separado los sumandos de la ec. anterior esto simplifica el analisis. El

primer sumando es la integral de la ec. (3.51)

2Vu

(o] [ee]
2V t
_TZ J. %ef/l(—1)"+1cos(/,tNZ)e_“Nydr = —Tz:(—1)"“005(;1,\,2)6_"1\’3’(6”71 - 1)
n=1"9 n=1

el segundo se expresa como

4V O (=)™ cos[uyz] [ [*&%cos(§y) rne™™NT —ryye" N /A
Ry f f o) £ et/Adrds
mh & K o Jo (&% +uy) TN TN A

Al integrar respecto a t

1 z 1 EAW
A N (—1)™*cos[uyz] [*&*cos(éy)Tan (Tzzv + 7) e(rINV)T — TN (7‘11\/ + I) e(““’*a)’

2 2
mhA n=1 Hy 0 &+ HN) (ran—T1n) (T1N + %) (TZN + %)

d¢§

Analisis de:

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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1 Nt
T2n (rZN + %) e(rlNJrI)T — TN (‘rlN + %) e(T2N+I>T

(3.58)
1 1
(ran—"1n) (7”11v + E) (rZN + E) .
Cuando7=0
1 1
T2n (TZN + z) — TN (7”11\1 + Z)
1 1
(rzv—T1n) (T1N + j) (TZN + I) (3.59)
2 1-0ia@ iR - A )| | [2- 2V A D) - A 4 )| 4TI R)
- 422 * 422 B 422 -
Cuandor=t
1 1 _ 24,2 _ 24,2
T2N (TZN + %) e(T1N+Z)t — TN (T1N + %) e(T2N+I)t t/2 [ 4VA(£1-€/12+ ol ernt — [ 4V/1§/12+ o] erent (3.60)
=e
1 1 2 + '
(r2v—71n) (7"11\1 + j) (7"21\1 + j) (ran—71n) [41//1(3/1;_ by
simplificando
1 1
Tan (rZN n %) e(r1N+I)t Ty (rlN + %) e(er+I)t i eTINt _ pT2nt (3 61)
= —e EE—— .
1 1 -
(r2v—T1n) (7"11\/ + 7) (7"21\/ + 7) (v =raw)
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La integral de tercer sumando es

4V o (—1)™cos[uyz] [© [t E2cos(Ey) [sen(yat)
_%; u L 0

K T/ Adtd
) 247, + cos(ynt)l /,le tdé

N
1 [sen(y,T) _ cos(Yp1) t (3.62)
4V < (=™ tcos[uyz] (® =z 22| 24y, + cos(ynr)] |22y, sen(yat) §%cos(&y)
:_EZ T e L, 2 Ry
n=1 N a W + YA o n
Analisis de:
1 [sen(y,1) ] [COS (Yn1) ] ' sen(y,1) ‘
— | =+ — — N7 n 2
L ZAL 2, cos(nT) | = Yn |7y, — Sen(va) _ g 2h + 22y sen(ynT) (3.63)
1, 1 '
izt . 24Yn (4,12 +Vn) .
Cuandor=t
sen(Ynt) 2 sen(yut) | 4vA(E* + uR) sen(Ynt)
t —=2= + 24y sen(y,t) t + sen(y,t) — —=14= t
S tasentnt) _ L7 21 P2 Yn 2 _ 5 5en(nt) (3.64)
20 (372 + 77) 20 (g7 + %) &
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Cuando =0

t —senz(i/nt) + 2Ay2sen(yut) (3.65)
e24 1 =
20 (72 + ¥%)
Combinando las ecuaciones anteriores se tiene
2V 0o
Ty, 2,t) = —TM (1 - 67) z(—l)”“COS(uNZ)e‘“”y
. " (3.66)
AVu~o (=)™ cos[uyz] { “§2cos(§y) eMNt — et df + f EZCOS(Ey) L sen(ynt) E}
mha — Un o E2+up) (on—7n) &2+ .UN) Yn
que es el esfuerzo de corte 7,
El flujo volumétrico a través del plano normal al flujo esta dado por
(3.67)

(e h
0=0@) = f f V(y,2 t)dzdy
0 —h

sustituyendo (3.46)
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%)
2V © rh -1 n+1
Q) = —Zf f (D" cosluz] e #NYdzdy
h n=1-0 “-h Ky

[ee]
_ ﬂz foofh (—1)"*cos[uyz] {J‘afsen(f}z’) Type’nt — et dé + e—t/zafoo
mh =Jo J-n HUN 0

fz + HUn on~T"1n a

[% + cos(yy t)] f;ze T_ll_(f);) dé } dzdy

(3.68)

000 —Tvifo mvy

8V ar® 1 &en r,,elint — . eTant © r® 1
B {f ] §sen(Sy) ron n dydf+e_t/2/1j J d
h 0 a 0

=1

o My §2+ui Ton—Tin U

sen(ynt) $sen(&y)
"2y, TV t)l T zddf}

(3.69)

Después de simplificar se obtiene

sen(y,t)
22¥n

(o] (o]
4y 1 8V ® ra 1 &sen ry,e’int —r eTent © r® 1 &sen
W =" ——— {f [ I =22
h —~HN T[hn=1 o Jo Uy &5t Ton=Tin o Ja By §°tun

+ cos(ynt)] dfdy} (3.70)
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Primer caso limite h - o©
PRIMER PROBLEMA DE STOKES

El primer problema de Stokes [ref. 5,6 y 8] describe a un fluido sobre un plano infinito inicialmente en reposo,

el cual repentinamente se pone en movimiento a velocidad constante V, ver ilustracion 5.

A2, S

i
x

Ilustracion 5 Primer problema de Stokes

Notese que en este sistema las coordenadas X y z (-wo< X,Z <) son infinitas, mientras que laynoloes (0 <y
< o). Asi que, en comparacién con la geometria del problema de este trabajo (ilustracién 4), la Unica
diferencia esta en el eje z, donde se tienen paredes de altura infinita cada una ubicada de manera equidistante
a una distancia h del origen. De manera que la distribucién de velocidades V, del primer problema de Stokes
para el fluido de Maxwell convectivo puede ser obtenido a partir de la ecuacion (3.46), al calcular el limite

cuando h - «
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zvi (—=1)™cos[uyz]

= — —UNY
Ve, ) hn;lo h 2n—1Drm ¢
n=t 2h
(o]
i N D eoslinz] ( (@ EsenE) rae ™ —rige™ [
h-o TTh = M 0 5;2 + .u% To2n—Tin a 20
n= 2h
(o]
(=)™ *cos[uyz]
= 1i —UNY
0.0 i}1—>nc;lo 4VZ 2n—-Dm ¢
n=1
© n+1 a T1int Tont o
i Y (=" cos[uyz] { $sen(§y) rype™nt —rype dE + e t/22 f lsen(yn )
h-oo 1T ~ (2n-Dm 0 §2+uf on=T1n a 22¥n

Considerando la ecuacién (A.5) se obtiene

1
_ 2V ) rzmasen(§y) r et —ryemst _t/2 [sen(wt) l sen(&y)
V.(y,t) =V - fo : — dé +e f cos(wt) : dé

—1+/1-4vAE2 Vo= VAVAEZ -1
22

— , esta expresién también se obtiene en [1], [5] y [6]

donde r3, =

(n)§e (fy)dsc}

n

(4.1)

0s(yt) §sen(§y) d{}

€2+ 2

(4.2)

(4.3)
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Para este caso obtiene también el esfuerzo de corte.

A partir de la ecuacion (3.66)

oo
2V _t
T(y,t) = — gg@oTu(l —e ﬂ) Z(—l)"“COS(MNZ)e‘“Ny
n=1

o (4.4)
AU~ (D™ cos[uyz] { *&%cos(Ey) et — TNt ®&%cos(&y) ztsen(y,t) }
-1
oo mhA = Un o (E2+ud) (on—rin) a5+ o (E2+pud) e Yn 4
2V ﬁ et — st «© sen(wt)
(y,t) = - fo cos(fy)mdf + e‘t/“f . cos(€y) - dé (4.5)
2vva
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Segundo caso limiteA> 0
FLUIDO NEWTONIANO

Tal como se menciond en los antecedentes (ec. 1.3) a partir del modelo de Maxwell es posible obtener el modelo del
fluido newtoniano, al extrapolar esa idea se intuye que del perfil de velocidades para el modelo de Maxwell serd posible
llegar al perfil para el fluido de Newton. Cuando A — 0 el modelo de Maxwell se simplifica al modelo newtoniano. Lo que
de modo simple significa que el modelo a describir responde de manera inmediata a cualquier perturbacidon que se le

aplique.

o
2V (=)™ cos[uyz]
= i — —uny
n=1
[o0]
4y —1D)™"cos[uyz a&sen r,,e’int —p eTent ® [sen(y,t sen
_Hm_z( ) [un ]{ § : (E};) 2n in d§+e—t/2'1f l (n )+Cos(ynt) 52 (f};)df}
)‘_)Onhnzl HUn 0 {T + un Ton—Tn a 2/1]/11 E + un
(5.1)
Analisis de:
. aneHnt_rlneTznt (52)
lim
1-0 on—T"n

1 — _ 2 2 _ _ 2 2
Lo VI AR ) e ZLEVIZ AR e [ [T dAGE )| et + 1 — T = A+ )] et
lim 22 22 = lim

A=0 —“1—J1—AE2 +u3) —1+J1—4AE2+u}) 4-0 —2/1 — 4vA(E2 + )
21 B 22

(5.3)
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Simplificando

Tint Tant —v(E2+udt rant
. Tpype’int —rye’n —2e N' 4+ Qe s2 2
lim = — o~ V(EX+uRL
A-0 an_rln _2

resultado que se obtiene al hacer uso de la regla de L'Hopital para calcular el limite:

1
l_m%(1 — WA + 1)) Z[—Av(E? + 4i})]
A-0 2

limr;y = lim

1-0 A1-0

—1 -1 - 4vA(& + 13)
21

Analisis del limite de integracién a (ec. 3.38)

y i | e e |2 (Zn—l)nz_oo
fm(@) =lm j7o7 ~#a =m0 2h B

Con lo anterior la ecuacion (5.1) adquiere la siguiente forma

2V o (=™ cos[uyz] 4V & (=)™ cos[uyz] [*ésen(Ey)
Ve(y,z,t) = —Z NZ1 e—HNy _ _Z N e—v(fz+u,2\,)tdf
h & N wh L4 N o §*+ui

La integral en (5.7) se puede resolver de manera analitica (ver A.7)

= —v(&* + uy)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)
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)TL+1 )n+1

cos ,uNZ] iy _Z (-1 COS[.HNZ] [e_“NycfeT (MN\/V_ _ L) — eMNYcfer (uN\/ﬁ + L) ]

2\vt 2\vt
(5.8)

Vi, z,t) = — Z( !

Mediante un analisis similar se puede demostrar que 7 (ec. 3.66) adquiere la siguiente forma cuando A — 0

il S (D" eosluyz] [P E20s(Ey) e
Hn o (2+u3)

1, 2,t) = ——Z( 1) cos (uyz)e Ny — iRt gg (5.9)

n+1
o “)“—Z< 1 eas(uyz)e” W—‘”"Z( Dot [ costeygenestivag - [ e ey

(5.10)

Para la solucion de las dos integrales se utilizaron las ecuaciones A.8 y A.9 del apéndice A

o r —UNY 1/ ]
AWu~o (1) cos(uyz) 11 ,n (3’ vt ) TN € cfer (MN 2\/ )
( ) t)_—— ( 1)1'L+1 ( ) “UNY _— |_ vt N|
™Y, 2, Z cos\Uyz)e h nzzl P lz Vte —4 sebnvefer (MN\/_-l_ : ) J
(5.11)

Al simplificar (5.11)
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eHNY cfer <uN\/v_ - 2\}/1%)

[o0)
2V _y* z (=)™ cos(uyz)
e 4vt

[o0]
ZV V
T= HZ( D" cos(uyz)e Ny — e~ VIHR +T#Z(—1)n+1COS(MNZ)
n=1

hVT[Vt n=i :uN +e#Nnyer <#N\/ﬁ + 2\')/I_t)
v
(5.12)
Para el flujo volumétrico, a partir de (3.70), se tiene que
AN 28sen(§y) _yeep (5.13)
t) = e VE Ut gEd
e h HN Z .“N-f 0 f +.Un sdy
La integral respecto a ¢ se puede evaluar a partir de (A.6)
W1 W 1 ) y y )]
= — - — UnNy — 2 | — pMUNY -
Q(t) - Z i Z I%f [ N cfer(uN\/v_ 2\/v_t) ehn cfer(,uN\/W+2\/v_t dy (5.14)
Anélisis de
e HNY ¢ er( Vvt — ) 5.15
[ emeper (it - 2= (5.15)

Se propone cambiar de variable

® y
e‘”Nycfer(u \/v_——) dy=j
'[0 " ZM —unVvt

(o] (o]

e—Z(uzzvvt+uuN\/W)Cfer(_u)2,/vt du = e—Zvath e~ 2N Ve for(—u) 2Vt du
—unVvt

(5.16)
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donde u se define como

= _J (5.17)
u .UN‘/V_ o

con la ecuaciéon (A.9) la ec. (5.16) se puede expresar en dos integrales con soluciones conocidas

(o]
e~ 2urNVEQ [UE du — ze—Zuzzvvfj e 2urnVVEcfer(u)vt du
—unVvt

[0e] o]

e‘Z“IZV”j e~ 2NV for(—u)24VE du = Ze‘zl‘lszf
—unVvt —unVvt

(5.18)
Considerando (A.10) la integral puede ser evaluada dando como resultado

2Vt 2+/vE e 2HRVE 2 cfer(—uyVvt) 2 2 +cfer(uN\/v_t)

[e248VEcfer(—uyvvE) — eFNVicfer(—uy VWt + uyVve)] =

MN\/V_t_ 2un\ve E Un Un  Un Un
(5.19)
Analisis de
o y [00) . 5 (o)
f e*NYcfer (uN\/W + —) dy = f e2CHRVEHUINVD ¢ For (1) 24Vt du = e‘Z"Nth e2utn Ve for(u) 24/vE du (5.20)
0 2t UNVVE UnVVE
donde u se define como
_ Y (5.21)
u = vt +
#N\/_ e
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Considerando (A.11) la integral de (5.20) es

e~ 2HRVE foo e2ubn Ve for(u) 24V du = e T [—e 200Vt cfer(uyve) + eMNVicfer (uy vt — pnVv)| = M (5.22)
unVvt HUn
Con las ecuaciones anteriores el flujo volumétrico es
Simplificando
(5.24)

0 = TVZ (1= cfer (D))

Las expresiones (5.8), (5.12) y (5.24) fueron obtenidas en [7] como caso limite de un fluido de segundo
grado. Cuando h - «, V. (y,zt) Yy 1(y,zt) tienden a las soluciones clasicas correspondientes al primer

problema de Stokes para un fluido newtoniano (ecs. de Navier-Stokes) [8] .

_ y (5.25)
V.(y,t) —cfer(z\/W)

ne__V# 5.26

T = Vvt (5.26)
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Tercer caso limitet > o
FLUJO A REGIMEN ESTACIONARIO

Las soluciones obtenidas para el fluido de Maxwell [ecs. (3.46), (3.66),
(3.70)] y el fluido Newtoniano [ecs. (5.8), (5.12), (5.14)] tienden a las

mismas expresiones cuando t - oo las cuales son:

X 1yt 6.1
0 =2_Vz( ™ COS[MNZ]e_#Ny (6.1)
h e~ Un
2V
Toy(V,2,t) = ——— > (=1)"*cos(uyz)e VY (6.2)
4V o 1 (6.3)
O=—>—
¢ h nZlufv

Esto se observa claramente en las graficas de la siguiente seccién.
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Analisis

Soluciones adimensionales

En esta seccidn se hace uso de varias de las ecuaciones obtenidas en apartados anteriores. Con el objetivo de

mostrar resultados mas generales se ocupara una versidon adimensional de dichas ecuaciones.

Perfil de velocidad adimensional a partir de la ecuacién (3.46), modelo de Maxwell convectivo

[oe]
_2N D" cosluna] __Z( 1)"+1COS[MNZ] { “Esen(§y) rypelnt —rpetnt dE + e~t/2 f ”
o 2+ Ton=Tin

sen(ynt) ésen(Ey)
[ 2oy, T o5 )] §2+ 3 df}'

HUn a

(7.1)

que resulta de multiplicar la ecuacidn (3.46) por %

Esfuerzo de corte adimensional a partir de la ecuacién (3.66), modelo de Maxwell convectivo

_ e . y (— 1)"+1cos [unz] ( [(*&%cos(Ey) eT2Nt — gTint ©&2cos(&y) —fsen(ynt)
.m0 =-2(1-¢ A);(_” Heosluae y__z {o F+12) o) L @ 5}

(7.2)

- - T4 h - -
que resulta de multiplicar la ecuacién (3.66) por v due es el inverso de la fuerza viscosa.
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Y para el caso de fluido newtoniano

cos[unz]

Un

2 (~1)™1cos[uyz] 1 (—1)m
Ve, z,t) Zﬁz e‘”NV—EZ
n=1 n=1

Un

(o0
r=-2) (-
n=1

[e “ENYcfer (,MN\/V_ —

24/vt

L Z( 1)”+1COS(MNZ) Ve +Z( 1)™*1cos(uyz)

) — eMNYcfer (,u,v\/v_t +

e MYcfer (,uN\/_
+elNYcfer (,uN\/W +

24/vt

20

il

(7.3)

)

(7.4)
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Perfiles de velocidad

Las evaluaciones de los modelos y ecuaciones a analizar se hicieron en su
totalidad con el programa Wolfram Mathematica V 7.0 mr, en el Anexo B se
muestran las programaciones de los distintos modelos.

Modelo de Hayat et al. [1]

En esta seccidon se muestran las diferencias entre el modelo obtenido por Hayat

et al. [1] y el desarrollado en este trabajo.

El perfil de velocidad propuesto por Hayat et al. [1] es

Z( 1)n+1C05 [unz] o—HNY _ Z( 1)n+1C05 [unz] [ &Esen(Ey) rype’int — 1y et
h 0 &2 + i Ton—Tin

ds,

N=2n-1
(7.5)

donde uy Yy mn.y €stan definidos de la misma forma que en (3.41) y (3.46) . En

la ecuacion (7.5) la variable de integracion ¢ tiene un dominio de 0 a o, pero si

‘s H (7.6)

las raices ry,y adquieren valores complejos y por tanto la solucidn propuesta

pierde validez.

El perfil de velocidades propuesto en este trabajo (ec. 3.46) no muestra este
problema ya que en una misma ecuacion se tiene la solucidn para raices

complejas y reales, sin presentar incongruencias o cantidades complejas.

53



Una de las diferencias entre (7.5) y (3.46) es la existencia de la variable a, ver
(3.38), la cual divide las regiones de integraciéon de la solucidon para raices
complejas y reales. La importancia de la solucidon propuesta tiene una relacién

directa con la variable a. Al definir a como

1 2n - D\
= 4 2h

esta tiende a cero conforme aumenta n, es decir a n grandes la respuesta del

(7.7)

fluido de Maxwell dependera sélo o en su mayoria de la segunda integral de

(3.46) que es la parte omitida en el modelo de Hayat et al [1].

Ademas se sabe que entre mas grande sea A mayor diferencia habra entre el

modelo de Maxwell y el de Newton, en la ilustracién 6 se muestran los n valores

necesarios a una A dada para que a tienda a cero, y se observa que a mayor A la

respuesta del fluido de Maxwell dependerd mas de la segunda integral de (3.46),

por lo que entre mas importantes sean los fendmenos viscoelasticos la ecuacién

propuesta por Hayat et al. [1] menos podra describirlos, ec. (7.5).
h=1,v=0.001146

160

140
120
100

c 80
60

40

20

0 1 1 1
0.001 0.01 0.1 1 10 100

Ilustracion 6 Valores n que dependen de la parte real respecto a A
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La ilustracion 7 es una reproduccion de la fig. 1 de [1] donde se muestra una
representacion del modelo de Hayat et al a diferentes tiempos. El perfil a tiempo
0.01 y 10 asi como el modelo estacionario no son mostrados en [1], pero como
se vera una de las consecuencias de omitir la solucion asociada a las raices
complejas es el predecir velocidades negativas.

Ademas, la ec. (7.5) a las condiciones sugeridas en [1] es igual al modelo de
Newton a partir de t ~ 10, asi que cualquier curva mostrada en [1] ya no

muestra un comportamiento inherente del modelo de Maxwell.

h=1,z=0,v=0.001146, A = 2.0

— - = Estacionario
t0.01
--=t10

t 200
— — 1400

t 600
t 800

t 1000

Ilustracion 7 Perfil de velocidad obtenido por Hayat et al. [1]

Al iniciar este trabajo se pensaba que el modelo a obtener (7.1) seria sélo una
correccion sutil de (7.5). Sin embargo, como se puede ver en la ilustracion 8 el
modelo de Hayat, en comparacién con el de Maxwell y Newton, muestra un perfil
incongruente a tiempos bajos y a tiempos altos ya no interesa pues los tres

modelos tienden a la misma solucion.
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h=1,z=0,v=0.001146, A = 1.0

- .= t0.1(N)
£1.0 (N)

- - = t10(N)

t 0.1 Hayat

t 1.0 Hayat

t 10 Hayat

Ilustracion 8 Comparacion entre el modelo de Hayat et al. y el propuesto.

Una vez mostrado lo diferente que es el modelo (7.1) frente a (7.5), se

continuara el analisis del modelo de Mawell convectivo (7.1).

Modelo de Maxwell convectivo

En la ilustracién 9 se muestra el comportamiento de un fluido de Maxwell descrito
por la ecuacion (7.1) a diferentes tiempos y a una z fija. Se nota que ha tiempos
bajos el fluido muestra una tendencia a permanecer en reposo. Mientras unas
zonas ya estan en movimiento hay otras que aun estan inmoviles sin responder a
la una perturbaciéon eny = 0.

Al aumentar el tiempo a una misma y la velocidad aumentara hasta llegar a un
valor limite dado por el estado estacionario. Los analisis a z fija se haran a z =0

puesto que ahi se tiene la velocidad maxima.
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h=1,z=0,v=0.001146, A = 1.0

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20  ceeeeeees t8.0

Ilustracion 9 Variacion del modelo de Maxwell con el tiempo

La dependencia del modelo de Maxwell respecto al tiempo de relajacién A se
muestra en la ilustracién 10. A mayor lambda se incrementa la tendencia a
permanecer en reposo, i.e. menos responde el sistema a una misma
perturbacion, esto se ve confirmado en la ilustracién 11 que muestra la diferencia
en tiempo necesaria para que A=1 y A=100 igualen el comportamiento del fluido
newtoniano: al incrementar el tiempo de relajacién se necesita mas tiempo para

empatar el modelo newtoniano con el de Maxwell.

En las ilustraciones 9, 10 y 11 se observan discontinuidades en los valores de la
velocidad. Esto ocurre cuando, para determinado sistema y condiciones de flujo,
el tiempo de relajacién del sistema es de un orden similar al tiempo caracteristico
del proceso [12]. De manera tal que el frente de velocidad describe la velocidad
finita con la que se van propagando los procesos de cambio, desde la superficie
donde se origina la perturbacion (y=0) hasta el interior del medio (y>0), este
concepto se introduce en el modelo de Maxwell convectivo via la derivada

convectiva del tensor de esfuerzos y la consideracién de un tiempo de relajacién.
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h=1,z=0,v=0.001146, t = 10.0

1.0 - =0
......... A=1
0.8 - A=2
A=3
0.6 - A=4
A=5
>
A=10
0.4 -
A=50
A=100
0.2 - A=500
A=1000
0.0 T T Estacionario
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
y

Ilustracion 10 Variacion del modelo de Maxwell a diferentes tiempos de relajacién

h=1,z=0,v=0.001146

A=10, t=10
—— A=10, t=100
......... A=0, t=100
—_—A=1, t=1
A=1, t=10

A=0, t=10

0-0 T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Yy

Ilustracion 11 Variacion del modelo de Maxwell a diferentes tiempos de relajaciéon

En la ilustracion 10 los perfiles de velocidad cambian respecto al tiempo de
relajacion 1. Considerando que el tiempo de relajacién cambia con la naturaleza
del fluido y que estd relacionado con la facilidad de perturbacion de Ila
distribucién de orientaciones de las particulas del fluido (ver antecedentes), para
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A — oo la distribucidn de orientaciones se vera afectada por el flujo mientras que
para A — 0 la distribucién de orientaciones permanecera tal como antes de iniciar
el movimiento, ver ec. (1.1). Usualmente 1 — « estan relacionadas con fluidos
de particulas grandes (polimeros) y mientras que 1 — 0 con fluidos de particulas
pequenas (agua), pero hay que considerar que las condiciones de flujo también
pueden alterar la respuesta del fluido.

Lo anterior es cierto a tiempos bajos ya que cuando el tiempo tiende a infinito
ambos tipos de respuesta tienden al modelo estacionario, el cual bien se podria

ver como una especie de estado de equilibrio del sistema.

Como se observa en las ilustraciones anteriores el modelo desarrollado en este
trabajo describe el comportamiento clasico de un fluido de Maxwell convectivo o
de una ecuacion hiperbdlica, el cual predice un cambio abrupto en la velocidad
gue se propaga como un frente ocasionando una marcada discontinuidad en los
valores de la velocidad, que se atenua cuando t — o 0 A — 0, ver ilustraciones
10y 11.

Modelo de Maxwell convectivo y modelo de Newton

Al graficar los perfiles de velocidad obtenidos para el modelo de Maxwell (7.1) y

de Newton (7.3) se obtienen las ilustraciones 11y 12.

Dentro de la teoria clasica de transporte se toma como cierta la hipdtesis del
medio continuo: las diferencias interfaciales de distintas propiedades son
manejables, pero no las diferencias puntuales dentro de un mismo medio. De
manera fisica esta aproximacion es correcta si el tiempo de relajacién del sistema
es varios 6rdenes menor que el tiempo caracteristico del proceso [12] y [13].

Si la aproximacién del medio continuo se satisface, el sistema puede ser descrito
por las ecuaciones clasicas de transporte (modelo de Newton / ecuacion clasica
de difusién) y de acuerdo a este modelo los efectos de cualquier perturbacion se
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propagan de manera instantdnea en el medio. Tal como se observa en la
ilustracién 12, el perfil de velocidades del modelo newtoniano muestra aun a

tiempos bajos ya un impacto en el valor de la velocidad, V# 0ay > 0.

Pero si la aproximacion del medio continuo no es aplicable, i.e. si la velocidad de
propagacién de los procesos a microescala es del orden de la velocidad de
respuesta del sistema a perturbaciones externas entonces se debe considerar la
existencia de un tiempo de relajacidon del medio. La representacion de un sistema
de este tipo se observa en lo perfiles de velocidad del modelo de Maxwell,

ilustracion 12.

h=1,z=0,v=0.001146, A = 1.0

08 YW
0.6 | \\

>
0.4 4]\

0.2 -

"\i’-..\.

1 ~

O

M ......... t0.01 (M)

£0.05 (M)
0.1 (M)
0.5 (M)
t1.0 (M)
5.0 (M)
£10.0 (M)

- £0.01 (N)

t0.05 (N)
0.1 (N)

- 0.5 (N)

00 NI e N e

- t1.0(N)
£5.0 (N)
£10.0 (N)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

y -— e

Ilustracion 12 Perfiles de velocidad para los modelos de Maxwell y Newton a diferentes

tiempos

En la ilustracion 12 se nota que las mayores diferencias entre ambos modelos se
dan a tiempos pequefos, presentando el modelo convectivo de Maxwell una
cierta demora en la respuesta respecto al modelo de Newton. Pero cuando t

aumenta ambos modelos ya se superponen, y como se observa en la ilustracion
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13, al tiempo en que ocurre eso la respuesta de ambos modelos dista mucho de
ser la del régimen estacionario.
h=1,z=0,v=0.001146, A = 1.0

1.0

estacionario

0.4 1 D t10 (M)

0.2 T \~~

0.0 T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Ilustracion 13 Comparacion entre el modelo a régimen estacionario y el modelo de

Maxwell

En el esfuerzo de corte también se observan las tendencias esperadas

h=1,y=0,v=0.001146, A = 1.0

t=0.01 (N)
----- t=0.01 (M)
t=0.1(N)
-70 -
R R | Bt t=0.1(M)
-90 -
t=1.0(N)
-110 -
----- t=1.0 (M)
-130 -
t=5.0(N)
-150 -
4_______-J ----- t=5.0 (M)
'170 T T T T
t=10.0 (N)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
----- t=10.0 (M)

Ilustracion 14 Comparacion del esfuerzo de corte 1,, en y=0 del modelo de Newton vs

Modelo de Maxwell
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h=1,z=0,v=0.001146, A = 1.0

0 rr /7 == i
10 Fr=—o~ 7~ t=0.01(N)
A4
20 {7/ | eeee- t=0.01 (M)
]
-30 t=0.1(N)
. 404 /| eeee- t=0.1(M)
-50 /] t=1.0(N)
-60 - t=1.0 (M)
-70 - t=5.0(N)
-80 -
————— t=5.0 (M)
'90 T T T T
t=10.0 (N)
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t=10.0 (M)

Ilustracién 15 Comparacion del esfuerzo de corte 1,, en z=0 del modelo de Newton vs

Modelo de Maxwell

La forma grafica de los modelos obtenidos (7.1, 7.3) es muy similar, la Unica
diferencia entre ellos es el tiempo de respuesta. Considerando esto se analizara

la tendencia del modelo del fluido newtoniano sabiendo que la del modelo de

Maxwell sera similar.

Modelo de Newton

A tiempos cercanos a cero el perfil de velocidades se asemeja a un plano en
y = 0 que se extiende desde V, =0 hasta V, =V, a tiempos mayores el plano se
extendera como una lamina sobre y hasta llegar al estado estacionario. Cuando
z - +1y —1 la velocidad desciende abruptamente a cero por adherencia, pero

cuando y — oo las curvas a y fija son mas suavizadas. Mientras quea y — o V —

0.
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En el caso del fluido de Maxwell los perfiles a tiempos bajos tendran en general
velocidades mas bajas que el de Newton para toda y, esto se observa claramente

en las ilustraciones 11, 13 y 14, pero las tendencias seran las mismas para

ambos tipos de fluidos.
V=10,h=1,v=0.001146, A = 0.01

Welocidad Velocidad

Ilustracion 16 Perfil de velocidad del modelo newtoniano a t=10, t= 50, t=100y
t=1000

En las graficas de la ilustraciéon 16, se puede observar como el modelo obtenido

cumple las cuatro condiciones a la frontera (ver ilustracidon 6) inicialmente
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planteadas. Ademas se observa claramente que es un problema simétrico

respecto a z.
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Conclusiones

El modelo desarrollado en este trabajo permite describir la dindmica de
un fluido de Maxwell convectivo en un canal con frontera inferior movil y

de altura infinita.

Al ser comparado el modelo de T. Hayat et al. (2008 ref. [1]) con el
obtenido en este trabajo, el presente modelo muestra mejor correlacion

con el comportamiento propio de un fluido de Maxwell.

Asimismo se logré6 demostrar porqué era importante obtener una
solucién general, y como la inclusidn de la solucion de raices complejas

puede describir fendmenos viscoelasticos significativos.

En cuanto a la comprobacion del modelo via casos limite con soluciones

conocidas, éste fue congruente ya que los tres casos limite

v' Primer problema de Stokes h —co
v" Fluido Newtoniano A— 0

v Estado estacionario t — oo

se pudieron obtener a partir del modelo general.

Los perfiles de velocidad y de esfuerzo de corte obtenidos con el modelo
de Maxwell en comparacidn con los de Newton mostraron el
comportamiento esperado tanto a bajos valores de t, y, z y A como a
altos, i.e. el modelo de Maxwell mostré un retraso en la respuesta

respeto al modelo Newtoniano.
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La diferencia entre el modelo de Newton y el de Maxwell es la inclusién
del término A16t/6t en la ecuacidn constitutiva (ec 1.10) lo cual cambia
el tipo de ecuacién diferencial de parabdlica a hiperbdlica (ec 2.32) y
modifica el perfil de velocidades obtenido, prediciendo asi que la
perturbacidon existente en y = 0 se propague con una velocidad finita en

el medio.

Con esto en mente se puede intuir que la inclusién de mas términos de
este tipo es equivalente a describir un proceso de multietapas de

relajacion con mas de un frente de velocidad en el perfil resultante.

Aun cuando en este trabajo solo se tuvo un acercamiento tedrico al
comportamiento de un fluido viscoelastico, se espera que este modelo,
de ser probado alguna vez de manera experimental, reproduzca de
manera congruente a un fluido real.

De tratar de hacerlo se debe considerar un fluido tal que tenga
viscosidad y densidad aproximadamente constantes en el intervalo de
medicidon, que se pueda describir con un solo tiempo de relajacién y
valor aproximado de A ~0.1 s, como algunas soluciones de tensoactivos,
ver ref. [14]. La geometria puede ser un canal cerrado o abierto tal que

la altura del canal sea mayor que el valor de y en estado estacionario al

cual % ~0.04, ver ref. [8] pag. 266.
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Apéndice A

Ecuaciones auxiliares

foo#sen(se )dE = T e~y
0o @) R T

(A.1)

Regla de Leibnitz
o ﬁ(J/)f(ft g+ fh e )%_f(at )d_a (A.2)
ay a(y) i i dy e dy
f e sen(br)d = eaT(aseniI;‘r-)l_;)Zbcos(bT)) (A.3)

. e%(acos(bt) + bsen(bt) A.4
fe cos(bt)dt = ( 21D ) ( )
o (D™ n (A.5)
Z 2n—-1 4

fow Esen(yé€) o-a(E+b?) %[e—bycfer (b\/E _ L) —ebYcfer (b\/a + Zyﬁ)], Re(a) >0 NnRe(b) =0

EZ + b2 2\/5
2 (A.6)
f cos(y§)e 9 P ds = %\/ge—(i]—a+ab2)’ Re(a) >0
0
(A.7)
[ e bYcfer b\/E—L
f bZEOS(yf)e‘““”bz)df -z ( 2‘/5) ,  Re(a) >O0Re(b) =0
o $°HD 4 +ebycfer<bx/a+%)
a
(A.8)
J cfer(bx)e™dx = %[e‘accfer(bc) - e%cfer (bc + %)]
(A.9)
J cfer(bx)e™dx = %[—eaccfer(bc) + e%cfer (bc - %)]
(A.10)
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Apéndice B

Programaciones en Wolfram Mathematica V 7.0 mgr

m Modelo de Maxwell / Velocidad (7.1) / variables: vy, t.

z=0
k=1;
¥ = 00011457 ;
A=L1.0;
e
Pript["wiempo = ", ]
o[
VD] =0; MC[D] =0:
o[
(2m-1) Pi
Uz —

2Lk

1 1
1£1* < yaz,| — -
4¥a 4¥ A

-4 (-1 xCos[uxs]
M [m] =11[E .
ik i

{5, 0, 2]+

Irtegra
23

tey | 2esv 2 [ es®) | M ES PE o .
“loa(1-4va (8% .u” za - laafl-4¥A (% +u® za - Slo,f1-4va (&% .uf laa(l-4¥A (5 o u®
N £ Sin[E vl r-,|| ¥AET ) . ,,|| ¥A[ET e uT) ;; ..|| v (5T +ut) q|| va (5 i)
£H et 24 g 23 zi '

o) ava [fFef)a || . 3
a I:(—l:l:=-1::lc‘95[.'J!] -5 £ Sin[E v] .’u.r.[—z’\ '.] ‘!YJ.I:; + U :I—l i . .
. | + Co :] . 1€, =, 10000000 000}, Mathod 4 {GlobalAdaptin=, MaxErrorirncreases 4 10000}, MaxBecursion lI]I]” B

[ €12 Hintegqrate :[
Pik u £2.r A
4va (£ eut) -1

o ava [P e?) -
m[+ :],&, ava (£2.05) -1 _]] .

(=1} ! -k EEin[f v
weﬁ Hintegrate fEnley] =[
£, 2 24

o
: -ﬂv}l|:§z..uz:| -1

, 0, 10000000 000}, Mechod 4 {GlobalRdaptine, MaxErrorircreaces 4 10000}, MaxBecursion 4 .'LIIII]]]] H

—4
W [a] =1i[E
1

MC[=z] =MC[=m -1] + IV [m]:

H[Abs[MC[m] -MC[m -1]] < 0.00000) , Print["MC", m, "= ", MC[m]]: X = m; Break[], Print["MC", m, "= ", IC[m]]]: kX =m;, {m, 10000}
P e [ ]
Print[k]: TMC[y] = MC[k] ;|Estaciorario = — ks AT
[2=-1} P2
= T
Prirg["Estacioraric”, "= ", Estaciorarie] ; Mamwell[y] = Estacicraric + THC[y]; Prirt["Mawwell ", vy, "= ", Mamwell[v]]:,

{v, {0.00OCL, O_0OOO3, O.0OCS, O.0CL, O.COS, .01, .02, C.0O3, ©.C4, 005, 0075, ©.1, 0.12, 0.14, ©.16, 016, 0.2, 0.5, 1.0, 5.I]]-]-], {z, {¢.01, 0.05, 0.1, 0.5,1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0, 7.0, 6.0, lI].I]]-]-]
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® Modelo de Maxwell / Velocidad (7.1) / variables: A, vy.

z=0;
h=1:
¥ = 00011457
t=10.0;
o[
Prirnt["lambda = ", 4];
o
V0] = 0; MC[0] =0
o
e (2m-1) Pi )
Zh
1

I::'[.u"' £ —,
avi

“lof kv [Fe®

— | —_—
) e[ 1w 3 [ et
- - gk 2 ¥‘ - - X 2
_a I:l:_l:l:z-x | *Cos [l + =] £ Sin[£y] -1- l—!Y.t|:g | za -1+ ZL—QY.«|:5 4] A ; -1- l—'hf.ﬂ:g 4 -1+ l—!Y.t|:5 )
W [m] =H[_— _  Hirtegrate - ] el—_— e Y - - -
Fik u 5'7- . I.Jf- 2a 2a 4 A 2a

L E, n.a}]].

P
. -\‘lnva:il--_'z:-l N L red y3y
- (1)) Cosfus] % esinizy | (e
D AP 7 C eFF Hirtegrare aCo;[ -

- _] ; 1€, 2, 10 COCOCO OO0} , Method 4 {GlobalAdaptive, MawErrorlrcreases 4 10000}, MaxBecursior + ll:l:” .
Pik o £2f 3
dva(5F.ut) -1

3 3

—_—
| 4w a [fTap®)a
S o el S A et it o
—a (-1 Cosfum] = £ Ein[£ ] 5“”'[ T '] A (£ o) -1
Wmn] = u[_ L eFF Ninegrate .co;[ -_] , {£, 0, 10 BCOCOD DG}, Method o {Globalidaprive, MaxErmorincresses 4 10 D00}, MaxBecursion 4 1[:|:]]].—
Pik u P 23
4va (5% .0t -1
MC[m] = MC[m -1] + W [a]; I£[Abs[MC[n] - MC[m -1]] « 0.000000001 , Print["MC", m, "= ", MC[m]]; k = m; Break[], Prict["MC", m, "= ", MC[=]]l: k=m;, {=m, 1[:[:|:[:}]
5 mommg (=117 C’“[lI —'z"z: = I| ’] JEm-nE ]
Prirt[k] ; TMC[y] = MC[k] ; Estacicraric = — 3 el = !
b ’T; [2m-2) Fa
h xn
Prirg["Estacicraric”, "= ", Estacioraric] ; Mawwell[y] = Estacioraric .. THC[y]; Print["Mamwell ", v, "= ", Mamweell[v]]:,

{v, {0.00C1, O_OCO3, C.COCS, C.OCL1, O.OO5, .01, .02, C.C3, O.C4, O.05, O.075, 0.1, ©¢.12, ©.14 C.16, C.16, 0.2, 0.5, 1.0, 5.0%}), {%, {C.5, 1.0, 5.0, 50.0, 100.0, 500.0, lEEE.E}}]
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m Modelo de Maxwell / Esfuerzo de

v =0;
k=1;
¥ = 00011457 ;
A=1.0;
|

Pript["tiempo = ", t];
al

MWV[0] =0; MTC[O] =0;

|

{(Zm-1) Pi
s — ¢
2L

corte (7.2) / variables: z, t.

,r" _1_q||1_4v.1|:§z+uz:| -l+,.||l-4‘f:{|:5'z+;|z:|

1
If[nz.; oz, | — -u®
v &v i
-:|.-hllll s a [T -1-hllll 1esw a [T et
el (2 2-1}) Fa - E 13
i £2 Cos[£ ¥] o -
MT2[m] =H[— ]IIr.tubg'r-:.tc[— e I e .
Pii 2 2-1} P2 g8 / ER
F§-1
a1 2 =-1} P . 71"'"":'1""2:'1
I e (e N e oeagzy) S - d
H| — [EZJ-]HInbbg'ra.tc[
Pid 2 =-1} P2 e, F —
™ s .‘1|41'A:fz-'_'z:-1
Ta
sl 12 =-1) P2 . -.1|4Yf‘-:fz-'-z:-1
i e eosey T+
MT2[n] =H[— 271 ]lIr.b:g'r-:u:[
Pii 2 2-1} P2 £t —
im .IIIIA.-vA:fz--_-z:_:L
Ia
MIC[m] = MTC[m -1] + MT2[m]
I£[3bs[MTC[m] - MTC[m -1]] < 0.000001 , Peint["MTC", m, "= ", MIC[m]]: k = m; Boeak[], Print["MIC", m, "= ", MIC[m]]]: k=m;:, {m, lI]I]I]I]}]

SO 000
Print[k]; TMTC[=] = MTC[k]; MT1[=z] = n[_z (1-gf=rat) Z .:_13-'-'1::as[[
o=l

[12=-1} Pa

{2r-1)Pi

)

Print["MTL_", =, "= ", MT1[=]]; Mamwellesf[z] = MT1[z] + TMTC[=] ; Print["Mameell esf = ", =, "= ", Maawellesf[z]]:,

{=, {0.0, 0.00OL1, O.0OCO03, O.0005, O.0CL, O.C05, O.01, O.02, ©.03, O.04, 0.05, 0.075, 0.1, .12, O.14, 0.16, 0.16, 0.2, 0.5, 1.0}}(, {=, {001, .05, 0.1, 0.5, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0, 'J.I].ll].l]}}]

. {6, a, 10000 000}, Method 4 {GlobalAdaptine, MaxErrorincreases 4 10000}, MaxBecnrsion 4 lI]I]]].

y 15, 0, 10000 000}, Methed 4 {Globalidaptine, MaxErrorlncreases 4 L0000}, MaxBecursion lI]I]]”
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m Modelo de Maxwell / Esfuerzo de corte (7.2) / variables: vy, t.

v =0;

k=1;

¥ = 0.0011457;
A=1.0;

|

Print["tiempo = ", ]

e[

MF[0] = 0: MTC[0] = O

e
(2= -1) Pi
e —_—
In
1 1
If[uz-: e, —
4vi avi
-1-..IIII 1w A :i_z___,z: -1-..IIII i-&v A :i_z___,z:
[2 o1} Ps E E ~ ~
" (—lj"lﬁs[l:%:lg] £2 Cos[£ y] EE EE l,f _1_4||1_4-r.1|:52+.uz:| _1+,.||1_4-r.1|:52+uz:| )
MTZ[m] = W[ ]lIr.bag':atg[i e I _e | - .{5.|].a]-]]+
Pil [2 =1} P4 5-zhuz b 23 2
Zn
. . -lil-i\'A:F-'_'z:-l
.;_1;|=-lcas[|:—-z='1- “‘:| = [P ° - S -_]
-4 2n — £ Cos[£y] za - . .
JE— €23 | HIntegm bl:[ y 1§, =, 10000 000}, Method + {Globalidaptine, MaxErrorlncreases 4 10000}, MaxBecursion lI]I]]].
Pii a-uw s, —
Zn .IIIIA.vAIfz--_ -1
za
3 i} HIQVA:F-'_'Z:-:I.
i eoney =]
MT2[=] = H| — [eu] HIr.b:g'r-:u:r:[ , £, U, 10000 000}, Method  {Globalddaprive, MaxErrorincreases 4 10000}, E'hﬂrb:nrsdm-pll]l]]”
Pii [2 =1} P4 5—2 T 3 2.
z=n 11""":‘2"'2."
A
MTC[=] = MTC[= -1] + MT2[=m]:
I£[Abs[MTC[=n] - MTC[= -1]] = 0. 000001 , Prine["MTC", =, "= ", MIC[=n]]: k = o; FBreak[], Print["MTC", m, "= ", MTC[=]]]: k= =:, {=, 10000}
S0050 : [iZ=n-1)Pa |
. _ (2rn-1) Pi - ¥
Print[k]: TMTC[y] = MTC[k]; MTL[y] = H[-2 (1-e!—=/* -1)"* Cog || ————— el 2= I
ine [k] ; THTC[] = MTCK] ; MTL[y] = 8-2 | I | [——]] ]

Prine["MTL_", ¥,

"= M, MTL[y]]; Mamwellesf[y] = MT1[y] « TMTC[y] ; Print["Mameell acf v ", ¥,

"z ", Mawellecf[y]]:,

{v, {C.00C1, ©.0OO3, O.000Q5, O.0OCL1, ©.005, ©.01, ©.02, O.03, .04, C.05, O.075, 0.1, 0.12, O.14 O.1¢€, O.1E, 0.2, 0.5, 1.0, 5.I]}]]. {=, {0.01, .05, 0.1, 0.5, 1.0, 2.0, 3.0, 2.0, 5.0, 7.0, lI].I]}}]
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® Modelo de Hayat / Velocidad (7.5) / variables: vy, t.

== M-
k=1:
¥ = 00011457 ;
A=D.02;
[
Print["tiemps = ", 2]
o[
W] = 0
MC[0] = 0;
[
(2m-1)Pi
Ty
2Lk

e[ « ,
q¥ A

= =z
N T N el SN ETT Y P

N . N N
-4 (-1 sCosfues] £ Siney] “Loaf1-va (g en?) . EES “Legf1-2va(g®es®) . za / “L-af1-gva (g o) “Legf1-2va (g% eu®)
Pr x T 2 Bl zi h 23

W [m] =n[ Hlntegrace £, 0, a}]] ,

Pilh i £ et 2A

W[a] =0]:
MC[=] = MC[= -1] « W [a];
1£[3bs[MC[a] -MC[= -1]] < 0.BOOCOL , Print["FC", m, "= ", MC[a]]: k = =; Break[], Prirt["MC", m, "= ", MC[=]]]: k = =; , {=, 10CGBO0}
Print[k]:
TC[y] = MC[k]:

“-] [iZ=-2p P2 ]
E

2 20400 {1yt C”‘[': 2 o-1) P2
-1

Estacicraric = — el 2=
[2 mel} Fa

mwl
in

Prirt ["Estacicrario”, "= ", Estaciorario] ;
Mamwell [v] = Estaciorario s TMC[y] -
Prirt["Mameell ", v, "= ", Mawwell[v]]:, {v, {0.0CC1, C.0CO3, C.0OOS, ©.0C1, ©.0OS, ©.01, ©.02, ©.03, .04, ©.05, ©.075, ©.1, ©.12, ©.14, ©.16, 0.1, ©.2, C.4, 0.6, 0.6, 1.0,1.3, 1.6, 2.0, 5.|]]-]-]

, {=, {0.01, 10.0, 200, 400, 600, GO0, 1000} }
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®m Modelo de Newton / Velocidad (7.3) / variables: vy, t.

h=1;
¥ = 0. D011457 ;
Vol
z=0
D
Prrt["tiempo = ", t];
Do
(2m-1)Pi
- T_
rewton[y] = z 5:"53‘:': L Al S| exr L 5::‘_.3‘” (A7 Cesr=] [e"‘ v E:—:r_[}_\-'? R ] _e‘”‘E:—::[kv'T R ]] Prire["Bewser ", v, "= ", newton[v]]:,
E S x B k 2+fve 27 e

{y, {0.00C1, 0.0CO3, ©.0OO0S, O.0C01, O.OOQ5, O.OL, ©.02, O.03, O.04, ©.05, 0.075, 0.1, .12, ©.14, ©.16, O.16, 0.2, 0.5, 1.0, 5.[:}}]:. {=z, {0.01, .05, 0.1, 0.5, 1.0, 5.0, l[!.[!}}|]

® Modelo de Newton / Velocidad (7.3) / variables: vy, t. (Grafica 3D)

E=1;
¥ = 0.0011457 3

(2m_-1)PFi

2k
t = 50.0
3 L1000 ~17=*L Coslk 11:':':! ~17=* Cos [k . .
Ply ,2l=z= % ﬁe*r__z &[E*EE:—::[L'\"Y: =t ]_e‘“'E:—:r.[nn"r--. L ]]
L E L k 2YWy¥te PR

Plot3D[P[v, =], {v, O, 1.0}, {=, -1, 1}, Bxeclabel 4 Antomatic, Plotlabel 4 Velocidsd, PlotEarge 4 {-0.02, 1.01}]
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® Flujo estacionario / Velocidad (6.1) / variables: vy, z.

k=1;
(2m-1)Fi

F3

estaciorario[y , z ] =H[—

- |

© owl
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