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Resumen

En este trabajo se presenta la creacién de un programa de computo
para reconstruir el tomograma de transmision de rayos 7, emitidos por una
fuente radiactiva de '37C's, a partir de los datos obtenidos al colocar un
maniqui cilindrico de poliestireno en el tomografo; ademas, se presentan va-
rios maniquies matematicos que lo simulan. Para la parte experimental de
este trabajo se empled el tomografo de transmisién construido en el Taller
de Fisica de Radiaciones (TFR) de la Facultad de Ciencias, UNAM.

Este algoritmo utiliza algebra lineal basdandose en un arreglo geométrico
de las fuentes y los detectores diferente a los encontrados en la literatura.
Ademas, construye una matriz de las longitudes de los rayos que cruzan cada
pixel, permitiendo utilizar el método de minimos cuadrados para obtener los
coeficientes de atenuacion promedio de cada pixel, ya que la matriz, en la
ecuacién normal no es singular o mal condicionada.

La geometria corresponde al posicionamiento de las fuentes en un circulo
y los detectores en otro circulo cuyo centro es la fuente. Las fuentes se en-
cuentran en cada vértice de un poligono irregular circunscrito en un circulo,
y los detectores se colocan en el extremo del radio del circulo, cubriendo
un dngulo de 7/4,8 radianes a manera de cubrir completamente al objeto
estudiado.

El trabajo esta dividido en 6 capitulos, en el primero se habla de los an-
tecedentes de la tomografia, de los fundamentos fisicos que dan base a esta, y
los métodos matematicos empleados para su obtencion. En el segundo capitu-
lo se muestra la soluciéon geométrica propuesta a este problema, distinta a
los reportados en la literatura. En el tercer capitulo se describe el algoritmo
utilizado para generar la solucién al problema, este algoritmo es descrito en
un programa generado en MatLab. En el cuarto capitulo se presentan las
aplicaciones del algoritmo a tres casos experimentales y a dos casos simula-
dos. En el quinto capitulo se muestra el analisis de error de los tomogramas

v



RESUMEN v

obtenidos para los cinco casos. En el ultimo capitulo se dan las conclusiones,
entre ellas se senala que esta algoritmo geométrico que propuesto no genera
una matriz singular.



Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Tomografia

La palabra tomografia proviene del griego tomos (corte o seccién) y grafia
(escritura o figura). Tomografia por tanto se refiere a cualquier técnica que
permita visualizar la secciéon transversal de un objeto.

La tomografia es un tipo de ensayo no-destructivo, posibilitando visualizar
el interior de un objeto sin tener la necesidad de abrirlo.

La teoria matematica de reconstrucciéon de imégenes fue propuesta a
comienzos del siglo pasado por el matematico austriaco Johann Radon. En
su articulo “Sobre la determinacion de funciones conociendo sus integrales a
lo largo de ciertas direcciones” de 1917, Radon presenté cémo, a partir del
conjunto de proyecciones, se puede determinar la funcién original.

Sin embargo, fue apenas en la década de los anos 60 que emergieron los
primeros tomoégrafos. Especificamente fue en 1961 que el neurélogo William
H. Oldendorf construye el primer prototipo de tomdgrafo.

Utilizando una fuente radioactiva de yodo y un detector centellador, Old-
endorf reconstruye, por el método de la retroproyeccién, la imagen de un
cuerpo de prueba hecho de clavos (“pregos”).

Por otro lado, asi como Oldendorf el fisico Allan M. Cormack, también
se interesd en conocer la distribucién de los coeficientes de atenuacion de los
tejidos del cuerpo humano.

En 1955, Cormack fue invitado para trabajar en el hospital Groote Schuur
de la ciudad del Cabo, supervisando el uso de los isétopos radioactivos. Esta
actividad al parecer fue la que le advirtio que deberia existir una mane-
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ra de determinar las heterogeneidades de una seccién recta a partir de las
mediciones realizadas en una region exterior.

Sin embargo, al indagar sobre este tema, el fisico no encontro trabajos con
una solucién matemaética para este problema. Cormack entonces realizé una
serie de estudios tedricos y experimentales, publicados en articulos los anos
1963 y 1964.

Existen diversos tipos de tomografias. Cada tipo se basa en un principio
fisico diferente. La tomografia de rayos X o -, por ejemplo, utiliza el principio
de atenuaciéon de rayos X al atravesar un objeto.

1.2. Diversos tipos de tomégrafos

En seguida se presenta una lista de los tipos de tomografias mas conocidas.
» Tomografia de rayos X o v, CAT (Computerized Axial Tomographal)

» Tomograffa computarizada por emision unica de fotén (SPECT - Single
photon emission computerized tomography)

» Tomografia por emisién de positréon (PET - Positron emission tomog-
raphy)

» Tomografia de ultrasonido

= Tomografia de ondas sonoras

» Tomografia sismicas

= Tomografia de impedancia

= Tomografia de capacitancia

= Tomografia de resistencia eléctrica
= Tomografia de protones

= Tomografia de neutrones

= ete.
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1.2.1. Tomoégrafo de transmisiéon

La tomografia de transmision, utiliza informacion de la atenuacion de
los rayos generados por isotopos radioactivos para obtener la imagen de la
seccion transversal de un objeto.

En las aplicaciones médicas de la tomografia, se han desarrollado diferen-
tes tomografos los cuales tienen distintos arreglos de las fuentes y detectores,
con esto se ha dado lugar a seis generaciones de tomégrafos.

El primer tomégrafo clinico fue desarrollado por el ingeniero electroni-
co inglés Godfrey N. Hounsfield. El interés de Hounsfield por la tomografia
computarizada surge en 1967, mientras ¢l investigaba el reconocimiento auto-
mético de patrones en el laboratorio de investigaciéon de EMI (Electric and
Musical Industries) [19]. En los primeros experimentos Hounsfield utilizaba
una fuente de rayos v con bajas intensidades. Es importante senalar que el
tiempo requerido para realizar su primer tomografia fue de 9 dias. Mas ade-
lante la fuente de rayos v fue sustituida por una fuente de rayos X, reduciendo
el tiempo a 9 horas.

Generaciones de Tomografos
1* Generacion

También llamadas exploraciones de rotacion y traslacién figura 1.1, la
unidad consiste en un tubo de rayos X y un detector. Esta unidad, en la
exploracion de traslacién se mueve a lo largo de la direccion seleccionada,
midiendo la atenuacion a distancias equidistantes. Realizando nuevamente el
proceso de traslacion después de rotar la unidad un angulo pequeno, repi-
tiéndolo hasta completar un giro de 180°, con lo que se logra la exploracion
de rotacion y traslacion.

Estas exploraciones se realizaban con un promedio de 5 minutos por corte.

22 Generacion

La unidad consiste en un tubo de rayos X y un elemento con multiples
detectores. Esta unidad se traslada a lo largo de la direccion seleccionada,
midiendo la atenuacién a distancias equidistantes figura 1.2. Igual que en
la primera generacion, este proceso se repite sistematicamente. Sin embargo,
los elementos multiples del detector permiten utilizar distancias de traslacién
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Figura 1.1: Tomégrafo de primera generacién (a) en su primera posicién, (b)
después de su rotacién

mayores, reduciendo el tiempo de adquisiciéon a un promedio de 20 segundos
por corte.

Figura 1.2: Tomégrafo de segunda generacién (a) en su primera posicién con
tres detectores, (b) después de su rotacién a un dngulo mayor que el de primera
generacion

32 (Generacion

En esta generacion se cuenta con una unidad similar al de la segunda
generacion. La diferencia se presenta en el movimiento, este sistema no realiza
traslaciones, solo rotaciones alrededor del area a explorar. En la figura 1.3
(a) se muestra la distribucién de la fuente y los detectores y el sentido de
su movimiento, que al dar una rotacion de 180° abarca el area a explorar.
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Figura 1.3: Tomdégrafo de tercera generacion

En este caso, la resolucion de la imagen dependera de la separacion de los
detectores y del angulo de giro ya que entre mas cerca y mas pequeno el
angulo entre los detectores, mayor cobertura del drea se tiene, figura 1.3 (b)

42 Generacién

La unidad consiste en un tubo de rayos X y un gran ntimero de detectores
que cubre todo el objeto a estudiar. La unidad rota alrededor del objeto a
explorar. En esta generacion las proyecciones se realizan usando separaciones,
entre fuente y detector equidistantes figura 1.4 a) o no equidistantes figura
1.4 D).

Figura 1.4: Tomégrafo de cuarta generacion (a) con distancias equidistantes, (b)
con arreglo de detectores en linea recta
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52 (Generacion

Esta generacion cuenta con miltiples detectores fijos en un circulo alrede-
dor del objeto a explorar. El tubo de rayos X rota en un circulo concéntrico
figura 1.5. A diferencia de las otras generaciones, cada seccién esta hecha por

Figura 1.5: Tomdégrafo de quinta generacién

un conjunto de detectores y varias posiciones del tubo de rayos X. El niimero
de exploraciones se define por el niimero de detectores.

6 Generacion

Estos sistemas de exploracion consisten de miltiples segmentos de detec-
tores, colocados en una circunferencia, entre cada segmento se coloca una
fuente de rayos X. La diferencia de esta generacion con las anteriores es que

Figura 1.6: Tomdégrafo de sexta generacion

no se realiza ningin movimiento de las unidades figura 1.6.
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1.2.2. Tomografo de reflexion

La tomografia de reflexion es una técnica que se utiliza principalmente
para la exploracion sismica, en la medicina con el ultrasonido y en la explo-
racién con microondas (tipo radar).

La tomografia de reflexién sismica es una técnica que permite reconstruir
un modelo de profundidades a partir de los tiempos de viaje. Generalmente
se toman como punto de partida medios homogéneos con profundidades de
las capas conocidas. Usualmente los métodos de reconstruccién consideran
parametrizaciones del campo de velocidades y resuelven el problema no lineal
mediante aproximaciones lineales sucesivas.

La tomografia de reflexion sismica es un problema inverso no lineal y
mal condicionado. Por otro lado, cuando se consideran medios heterogéneos
el problema resulta mas complicado, debido a que los modelos contienen
regiones de altos contrastes. Esto ocasiona que las estimaciones del campo de
velocidades, obtenidas con los métodos de reconstruccion algebraica, no satis-
fagan propiedades fisicas del modelo. La utilizacién de modelos estocésticos,
para la resolucion de problemas inversos ha tenido un importante desarrollo
en muchos campos y en particular en la industria petrolera. En figura 1.7 se
ilustra la manera como se realiza la técnica de deteccién, mediante la reflexion
de senales electromagnéticas, de anomalias situadas en las proximidades de
un sondeo mecanico. Asi mismo, esta técnica permite la obtencién de la
imagen entre dos sondeos préximos introduciendo en cada uno de ellos las
antenas emisora y receptora.

1.2.3. Tomografo de emision

La tomografia por emisién de positrones (PET, por sus siglas en inglés:
Positron Emisién Tomography) es una técnica de imagen nuclear basada en
la deteccién indirecta de positrones a partir de los rayos 7 de alta energia
producidos en su aniquilacién figura 1.8.

El positrén (e*) es la antiparticula del electrén (e™), ya que posee la
misma masa y espin, pero tiene carga eléctrica positiva del mismo valor
absoluto. Los positrones no forman parte de la materia que nos rodea. Una
forma de producir positrones es utilizando atomos radioactivos que emiten
positrones 31, los 4&tomos son producidos empleando un ciclotrones.
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Figura 1.7: Tomégrafo por reflexiéon. Esquema del funcionamiento del Geo-Radar
de sondeos en su modo emisor-receptor en el mismo sondeo.

1.3. Fundamentos fisicos empleados en la ob-
tencion de tomografias de transmisién

1.3.1. La radiacion

El fenémeno de la radiacién consiste en la propagacion de energia de un
lugar a otro en forma de ondas electromagnéticas o particulas subatéomicas
a través de un medio.

Si la radiaciéon transporta la energia suficiente para provocar ionizacién
en los atomos de materia con los que interactia, se dice que es una radiacién
ionizante. En caso contrario se dice que la radiacién es no ionizante. Para
este trabajo se utilizan los rayos 7, que son radiacién ionizante, que emite
una fuente radioactiva de ¥7C's.

Rayos v

Los rayos 7 son fotones que tienen gran energia y por consiguiente pequena
longitud de onda. No poseen masa ni carga, al ser emitidos implica tnica-
mente un cambio de estado en el ntcleo, y no una transformaciéon nuclear.
Cuando un ntcleo se encuentra en un estado excitado, que puede ser causado
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Figura 1.8: Tomégrafo de emision

por un decaimiento alfa o un decaimiento beta, la desexcitacién de éste se
lleva a cabo mediante la emisién de rayos 7.

Algunas de las fuentes selladas de radiacién v mds utilizadas son el %°Co
y el 137Cs. En este trabajo se utilizé el ¥37C's.

En el caso del 37C's se tiene un niicleo inestable con una energia disponible
de 1.18 MeV, como se muestra en la figura 1.9. Cuando un neutréon del
nucleo se transforma en un protén y se emite un electrén 57, en el 94 % de
las transformaciones con energia maxima de 0.518 MeV y un antineutrino.
Esto es posible porque la masa del neutrén es mayor que la del protén. El
6 % restante emite 3~ con energia maxima de 1.18 MeV y el nucleo decae
directamente al estado base del ¥” Ba sin emisién de 7.

Ahora, en el primer caso el nicleo hijo del ¥*"Cs queda en el segundo
estado excitado o metaestable, 13" Ba, el cual a su vez decae un 85 % de las
veces al estado base del *” Ba emitiendo un rayo ~y con energia de 0.662 MeV.
El complemento de la energia se explica gracias a la conversion interna.

Conversion interna vs. Emisién de rayos v

Un nucleo excitado, en vez de emitir un rayo v de energia hv, puede
impartir la misma cantidad de energia directamente a uno de sus propios
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Figura 1.9: Esquema energéticamente de decaimiento del 37C's

electrones atémicos, por lo que escapa del atomo con una energia cinética
neta de hv — Fy, donde Fj es la energia de amarre de la capa original del
electrén. Este proceso, llamado conversién interna (IC), no tiene nada que
ver con el efecto fotoeléctrico, ya que el nicleo no emite fotones en su caso.
El cociente del nimero de electrones N, emitidos de IC y el nimero de rayos
v N, emitidos por una especie dada de nicleo es llamado el coeficiente de
conversion interna.

La conversion interna siempre es posible en lugar de la emisién de rayos y
por un nucleo excitado. De cualquier forma, en muchos casos la probabilidad
de IC es despreciable y se puede ignorar [1].

1.3.2. Interaccion de la radiacién v con la materia

La atenuacion resultante debido a la interaccion entre la radiacion que
atraviesa y la materia no es un proceso sencillo. La interaccién entre un
foton primario de rayos X o v y una particula de materia no da lugar a que
el fotén cambie a algin otro tipo de energia o desaparezca. Esta interaccion
involucra a varios y la atenuacion total es la suma de las atenuaciones debidos
a diferentes tipos de fenémenos.

La figura 1.10 muestra el valor conocido, actualmente, del coeficiente de
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atenuacion lineal total (1 en em™1), en rojo, para el poliestireno en funcién
de la energia de la radiacion. Las cuatro interacciones radiacion-materia que
mas contribuyen a la atenuacion total se muestran en negro,siendo los cuatro
tipos de interacciones son: fotoeléctrico (PE), dispersion Compton (C), la
produccién de pares (PP), y dispersién Rayleigh o Thomson (R). La mayoria

Figura 1.10: Coeficientes de atenuacién del poliestireno como funcién de la energia
de los diferentes mecanismos,donde R dispersién Rayleigh, C dispersién Compton,
PE efecto fotoeléctrico y PP produccion de pares que causan la atenuaciéon de un
haz incidente de rayos 7.

de la tomografia industrial se realiza empleando energias entre 0.02 a 1.5
MeV, se puede ver en la grafica que el efecto fotoeléctrico(PE) y la dispersién
Compton (C) dan la mayor contribucién para el coeficiente de atenuacién g,
lo que coincide para nuestro caso, ya que E ~ 0,662 MeV'.

Cuando un rayo v o X pasa a través de la materia, la probabilidad de
absorcién en un material es proporcional al espesor de dicho material, lo que
lleva a un decrecimiento exponencial de la intensidad I(x).

I(x) = Ipe ™ (1.1)
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donde, Iy es la intensidad del haz de rayos, p es el coeficiente lineal de ate-
nuacién, x es el espesor en unidades de longitud. A veces es 1til expresar el
espesor en unidades de masa por unidad de drea. Si definimos ¢ = px, donde
p es la densidad tenemos que:

t
I(z) = Ipe » (1.2)
donde p1/p se conoce como el coeficiente masico de atenuacion.
La magnitud del coeficiente lineal de atenuacion i es depende de la energia
inicial de los fotones incidentes y del nimero atémico Z, del absorbedor.

Efecto fotoeléctrico

El efecto fotoeléctrico ocurre cuando un material es expuesto a la luz
visible, radiacién ultravioleta u otro tipo de radiacién electromagnética, como
son los rayos X o 7. En el caso de los rayos v, sucede cuando un fotén
interactia con un electron atémico y le transfiere toda su energia, expulsando
a dicho electron del atomo, la energia del fotén debe ser mayor que la energia
de enlace de electrén. El fotoelectron es liberado con una energia cinética E,.:

E,=E,— Ey; (1.3)

donde E, es la energia del fotén incidente (hv, h es la constante de Planck
y v es la frecuencia del fotén) y Ep; es la energia de enlace del electrén de la
capa j-ésima.

El d4tomo queda en un estado excitado durante mas o menos 10 ns y
regresa a su estado base una vez que sus electrones se han reacomodado y
recuperado el electrén perdido y en la mayoria de los casos después del efecto
fotoeléctrico el atomo queda excitado por lo que al reacomodar un electron
en las capas internas del atomo, si es un atomo con nimero atémico grande,
emite rayos X. También puede regresar al estado base por efecto Auger, al
reacomodarse un electrén en la capa interna, de la misma capa o de una mas
externa se emiten electrones de baja energia y se crea una vacante en la capa,
esta vacante es llenada con un electrén libre del medio o por el reacomodo
de los electrones en otras capas.

Dispersiéon Compton

La dispersién Compton sucede cuando un fotén interactiia con un electréon
orbital, el fotén es dispersado a un angulo ¢ de su direccién original. Una
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fraccién de su energia es transferida al electrén de retroceso que serd emitido
a un angulo ¢ de la direccién del fotén incidente (ver figura 1.11).

Figura 1.11: Dispersién Compton

En la dispersion Compton se supone que el electrén estd inicialmente
en reposo y es esencialmente libre, esto es, no esta ligado a los atomos del
dispersor, esta explicacion es buena para los electrones externos débilmente
ligados, cuya energia de enlace es mucho menor que la energia del foton
de rayos X. Puesto que los electrones de retroceso pueden tener velocidades
comparables con la de la luz, es necesario utilizar la expresion relativista para
la conservacion de la energia y para la conservacion de momento lineal.

Este fenémeno es mas frecuente y predomina en las energias tipicas de
rayos v de las fuentes de radioisétopos artificiales y naturales.

Como todos los angulos de dispersién son posibles, la energia transferida
al electrén puede variar de cero a una gran fraccion de la energia del fotén.

La expresion que relaciona la transferencia de energia y el angulo de dis-
persién para cualquier interaccién dada se puede derivar simplemente escri-
biendo las ecuaciones para la conservacién de energia y momento relativistas.
Usando los simbolos definidos en la figura 1.11

= = £y (1.4)
1+ —25(1 — cosf)

moc

E.,

o

donde mqc? es la energia de la masa en reposo del electrén (0.511 MeV). Para
angulos de dispersion pequenos, muy poca energia es transferida. Algo de la
energfa original siempre es retenida por el fotén incidente [10].
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Produccién de pares

Debido a la interaccion con el campo de Coulomb, en la vecindad del
nucleo, la energia del fotén incidente, si tiene una energia mayor a 1.022
MeV se convierte espontaneamente en la masa de un par electron-positrén.
La energia excedente del equivalente a la masa en reposo de las dos particulas
(1.022 MeV) dado que la masa del electron y del positron es 0.511 MeV,
aparece como energia cinética del par y del nicleo. El positrén tiene una
vida media muy corta (alrededor de 1078 s), y se aniquila cuando se combina
con un electrén. Toda la masa de estas dos particulas se convierte en energia
electromagnética como dos fotones con energia de 0.511 MeV cada uno que
salen en la misma direccion, pero en sentidos opuestos.

Puesto que en este trabajo se utiliza un fuente de *"C's, que emite rayos
~ con una energia de 661.7 keV no se requiere profundizar en la produccion
de pares ver figura 1.10.

Dispersion Rayleigh

La dispersion Rayleigh (R), también conocida como Thomson, coherente,
o la dispersion clésica, se produce cuando los fotones de rayos 7 interactia
con todo el dtomo de tal forma que el foton es dispersado sin cambios de
la energia interna del atomo dispersor, ni del foton. La dispersién Rayleigh
siempre contribuye poco al coeficiente de atenuacién, para energias mayores
que 100 keV ver figura 1.10. La dispersion es principalmente en la direccion
y sentido de los rayos incidentes [12].

1.4. Meétodos matematicos empleados en la
obtenciéon de tomografias

Matematicamente cuando nos referimos a tomografia inmediatamente
hacemos referencia a la transformada de Radon. En 1917, Johann Radon
definié la siguiente aplicacion.

Dada una funcién continua en el plano R? y de soporte compacto
(esto es, eziste C' > 0 tal que f(x,y) = 0 para |(z,y)] > C) y
un vector W € R? con |W| = 1 que forma un dngulo 6 con el eje
horizontal; la integral de linea de la funcion f a lo largo de la
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recta 1(0,s) que es perpendicular a w; y que estd a una distancia
s del origen, ver figura 1.12, serd denotada por

Rf(s,0) /L(e Sl s€B =1 (19

Donde estamos identificando el vector w con el dangulo que lo
determina. Es por ello que en la notacion Rf(s,0) expresamos
0 en vez de w.(6 € [0,2m)).

LOS)~ 1Y

/<0 X

Figura 1.12: 1(0,s) = {z = (z,y) : (z,w) = s}

Johan Radon (1917)[11] estudié intensamente lo que corresponde al mapeo
de f — Py, donde f(x,y) denota la densidad en el punto (z,y), y esto
corresponde, en este trabajo, a la medicién de la radiacién atenuada que
pasa a través de un cuerpo a lo largo de la linea L, figura 1.13. El logaritmo
de la intensidad de la radiacién atenuada estd dado por la proyeccién o la
integral de linea de f a lo largo de L,

Pr= [ s (1.6)

donde s indica la longitud a lo largo de L. Como Shepp y Kruskal (1978)
senalaron “La ecuacién 1.6 es solo una aproximacion porque: 1) supone que
el haz de rayos-X o 7 es infinitamente delgado, 2) supone que el haz es
monocromatico, o que el coeficiente de atenuacién es independiente de las
energias de los diferentes fotones de rayos X o v, y 3) ignora las fluctuaciones
aleatorias debidas al nimero de fotones que en realidad son transmitidos
durante cada medicién. Ninguna de estas tres afirmaciones es del todo cor-
recta, pero el error asociado a la expresiéon 1.6 puede en principio hacerse
muy pequeno”.
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a) b)

Figura 1.13: Proyecciones: a) paralelas, b) en abanico, que se usan para aplicar
la transformada de Radon.

Todos los métodos de reconstruccion son implementaciones para calcular
una férmula para la inversa de Radon. Estos métodos pueden ser divididos en
dos grupos principales: algoritmos algebraicos y algoritmos de transformadas.
Veamos una definicién general de estos métodos

i) Los métodos algebraicos son también conocidos como métodos iterativos.
La solucién es obtenida a partir de una aproximacion inicial y el calcu-
lo es realizado iterativamente hasta obtener la precision deseada. Estos
métodos son conceptualmente més simples que los métodos de trans-
formada, este hecho es el que lo hace menos eficiente desde el punto de
vista computacional.

ii) Los métodos de transformadas proporcionan una solucién para el proble-
ma de la inversion de la transformada de Radon basada en el teorema
de la proyeccién (Fourier Slice Theorem). Ejemplos de estos métodos:
método de la Retroproyeccién filtrada o el método de Fourier directo,
el método del sinograma figural.14.

Dos aproximaciones a la Reconstruccion Inversa del Tomograma

(RIT)

Las dos aproximaciones para la RIT son: iterativa y convolucion. La
aproximacién de convolucion no sera discutida aqui, ya que existen mu-
chos trabajos bibliograficos que hablan sobre ella, tales como: Ramachan-
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Figura 1.14: La transformada de Radon, método de Retroproyeccion filtrada.

dran (1971) [13], Shepp (1974) [17], Kak (1999) [9], etc. Una aproximacién
completamente diferente para la imagen tomogréfica consiste en asumir que
la seccién transversal es un arreglo de incégnitas, y entonces se escriben las
ecuaciones algebraicas para dichas incognitas en términos de la medicion
de los datos proyectados. La Figura 1.15 representa graficamente lo que se
ha descrito anteriormente, donde se superpuso una cuadricula en la imagen
f(x,y) y donde cada pixel es constante e igual al valor promedio de f(x,y) en
todo el pixel. Es claro que cuando una muestra es atravesada por un fino haz

Figura 1.15: representacién de un maniqui.

de rayos X o « de intensidad I, la disminucién de dicha intensidad depende
de la densidad p de los pixeles.

1.5. Ecuacion Normal

El término minimos cuadrados describe el problema, muy frecuente, de
resolver sistemas de ecuaciones lineales sobre-determinadas, esto es, sistemas
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lineales con mas ecuaciones que incognitas. En tal caso, en lugar de resolver
las ecuaciones de manera exacta, donde habitualmente no existe tal solucion,
se busca solo minimizar la suma de los cuadrados de los residuos. Se considera
un sistema lineal de n ecuaciones lineales con m incégnitas

b

ayp - Aim a1

Qp1 -+ Apm T ’

bn

el cual esta sobre-determinado, es decir, tiene mas ecuaciones que incognitas
(n > m). En notacién matricial es

Ax=Db (1.7)

El vector residuo es
r=Ax—-b

Si el vector b no cumple con la condicion Az = b, el sistema NO tiene solucién
exacta. Sin embargo queda la posibilidad de buscar una soluciéon aproximada.
La solucién 2’ de Az = b en el sentido de minimos cuadrados es aquella que
minimiza la norma cuadrada del error £ = ||Ax’ — b||

Dada la matriz A € R™™ conn > m y el vector b € R" | se
quiere calcular el vector x € R™ que minimice ||Ax — b||.

Lo anterior nos permite calcular 2’ como sigue: Az’ — b es ortogonal al
espacio de columnas de A. Sea w un vector en este espacio, entonces w es una
columna de las columnas de A, es decir: w = Ac, donde ¢ = [y, Ca, ..., Ca.
Entonces, para cualquier ¢ # 0:

<Ac,AX' —b>=0

es decir:
(Ac)t(Ax' —b)=0
ctAt(Ax’ —b)=0

entonces

c'(A'AX' — A'b) =0
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como ¢ # 0, finalmente se tiene
A'AX = A'b (1.8)

La expresién (1.8) se conoce como Ecuacion Normal. Si A tiene colum-
nas LI (linealmente independientes) entonces A*A tiene inversa y la ecuacién
normal se convierten en: ' = (A’ A)~t A%h. Se observa que la matriz (A*A) = A?
es la inversa izquierda de A, también llamada pseudoinversa de A.

Suponiendo que el objeto a estudiar esta compuesto por pequenos cuadros,
pixeles i, y cada uno de ellos produce una atenuacion uniforme (y;), la ex-
presion (1.1) se puede escribir como:

Ij(x) = Ioeizi'uiuij (19)

Iy
@ = ln]—j = ;[MVU (1.10)

Si comparamos la expresién (1.7) con la desprecio 1.10 la matriz A es una
matriz v;;,por lo que se denotara como V donde se guardan las distancias de
las proyecciones que pasan por cada pixel V, y la incognita b se denotard como
. Para la reconstruccion de la imagen tomografica se tiene la expresion (1.11)

wV =g (1.11)

1.6. Dificultades con la obtencion de una ma-
triz no singular

La matriz A'A en el caso de la tomografia es una matriz poco densa, es
decir con muchos ceros, y que no es totalmente LI. por ejemplo :

Sin pérdida de generalidad se considera el caso particular de una reticula
de 2 x 2, tomado del trabajo de Z. Macgluf [8].

Las distancias son calculadas geométricamente, pues se conocen los angu-
los v de cada haz y la distribucion de la cuadricula segtin las proyecciones.
Se calcula la distancia de la proyeccién en el aire y en el objeto, los pixeles
por donde pasa cada proyeccién y la distancia en cada uno de ellos.

Para la solucién del problema [14], también es importante conocer la
atenuacién de la radiacién al pasar por el objeto (maniqui de poliestireno).
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Figura 1.16: Cuadricula de 2 x 2 con cuatro proyecciones

Estos datos son obtenidos con el detector de centelleo, la atenuacién es el
cociente de la proyeccion sin maniqui y la proyeccién con el maniqui en cada
posicion.

En este problema se puede decir que se tiene como variables conocidas:
el angulo del haz de radiacién que dan la distancia recorrida por él en cada
pixel; la cantidad de proyecciones que dan la cantidad de distancias distintas
de cero pixeles; el coeficiente de atenuacién del aire y la cantidad de cuentas
obtenidas en cada proyeccion.

La solucién matematica del problema planteado se presenta en el caso de
una cuadricula de 2 x 2 con 4 incégnitas como se ve en la figura 1.16; con
dos posiciones de la fuente y 2 proyecciones de cada una lo que nos da un
sistema de 4 por 4.

SOLUCION DEL PROBLEMA DE DOS POR DOS

En este caso se tiene lo siguiente:

I;; es la haz j en la posicion i

1 es el coeficiente de atenuacion del pixel k

1o es el coeficiente de atenuacion del aire

x;; es la distancia de la haz I;; en el pixel k

d;; es la distancia de la haz I;; en el aire

D la distancia de la fuente al detector
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Los coeficientes de atenuacion puy, calculados para el objeto a analizar son
relativos a .
Donde, obtenemos cuatro ecuaciones de las proyecciones
I = Ioe—ﬂodn—mwll—#?,zls
Iy = ]Oe—uod12—u2x12—u4x14
Iy = [Oe*uodm*luleﬁuzmz
I = ]Oe*#0d22*#3$23*#41"24
Donde
diy =D —x11 — 713
dig=D — x13 — 714
dyy = D — w1 — T
dag = D — x93 — Ty

y denotando

I
apy = —podi — In ]Ll
0

I
ajp = —podiz — In %2
0

I
az = —podz; — In %
0

I
azo = —plodz2 — In %
0

Queda un sistema de ecuaciones de 4 x 4

H1Z11 + HU3T13 = A11
HoT12 + [aT14 = Q12
121 + paToa = Q21
H3T23 + [4T24 = Q22

Este sistema de ecuaciones lo resolvemos con el método de determinantes,
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obteniendo:

a21712
a2 — ————

x22

T13T22
H1 = X124
T11T14T22T23 — T13T12T21T24

14721 21711 12724
p2 = 23 —ai1 | +z13 | a2z —
T11%14T22T23 — T13T12T21%24 21 T14

T11T24 a11x21 a22%14
p3 = T12| a21 + x22 — a2
T11214T22223 — T13L1221224 T11 T24
13222 a1123 a21712
Ha = T11 —a22 | +x24 | a12 —
T11214T22223 — T13L1221L24 13 22

Para darle una solucién al problema es necesario obtener las distancias
que recorre cada haz en cada pixel. En el sistema anterior, los haces tienen los
mismos angulos y las distancias en cada pixel son las mismas, como se infiere
de la figura 1.16 entonces el determinante x11214T22223 — T13T12L21 224 €S CETO,
por lo que no se logra obtener una solucion al sistema de ecuaciones. Para
encontrar una solucion al problema mediante matrices, se propuso un sistema
con angulos diferentes en cada haz, esto evita que la matriz sea singular.
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Solucién para generar una
matriz no singular

Solucién geométrica para obtener una matriz no singular

Teniendo presente el problema que es encontrar ;1 conociendo su trans-
formada de Radon (ver seccién 1.4) con el planteamiento matemético del
problema se obtuvo la ecuacién 1.10

ln — Z iV

Donde p es el coeficientes de atenuacién del objeto. Imaginando que se

Figura 2.1: Representacién de el objeto a analizar con la cuadricula superpuesta
encima.

23
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puede dividir el objeto en cuadros en los cuales i sea constante, para ello
se introdujo una cuadricula ver figura 2.1 la cual es la region de interés, y
asi determinar las p;, ¢ = 1,2,..., N donde N es el numero total de cuadros
en los que esta dividido la cuadricula.

Dado que la seccién transversal consta de p; incognitas, para cada haz
@, se tiene un arreglo de distancias v;; y a esta matriz, para poder usar el
método de minimos cuadrados debe no ser singular o mal condicionada

Para encontrar una soluciéon al problema inverso mediante matrices es
necesario acomodar los haces de tal forma que tengan angulos diferentes, con
lo cual la matriz ya no sera singular o mal condicionada

Al emplear minimos cuadrados se obtiene la ecuacién normal (1.8), susti-
tuyendo por la expresién (1.11) para la tomografia estd dada por

vl (v V)T = (2.1)

Existen varias formas de encontrar su solucién, cuando la matriz (vy; - v;;)

es singular o mal condicionada, tales como las descritas por: Gordon [4],
Tanabe [18], Herman [5], Gilbert [3], Hounsfield [6], Kak [9], etc.

©

o

Somnm”

Figura 2.2: Arreglo de fuentes utilizado para evitar la singularidad de la matriz.

Esto ocurre cuando se sigue un patron regular para adquirir los datos, tal
como es el caso en todos los equipos de tomografia actuales. Por ello Tanabe
analizé el método conocido como “proyecciones”, propuesto por primera vez
por Kaczmarz, el cual permite obtener soluciones de (2.1) atin en el caso de
que la matriz sea singular o mal condicionada. Por esta razén en este trabajo
[15] se explora un arreglo geométrico diferente, de las fuentes de tal forma
que la matriz en la ecuacién normal (2.1) no sea singular o mal condicionada.
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La propuesta es que las fuentes se colocan en los vértices de un poligono
irregular y a su vez en un circulo, concéntrico al objeto, cada vértice tiene un
dngulo de separacién de 2771 I ver figura (2.2). Los detectores se colocaron
en el lado opuesto del circulo, cubriendo un angulo de & radianes, cuyo

centro es la posicion de la fuente. Como se muestra en la figura 2.3.

Figura 2.3: Arreglo de fuentes y detectores para evitar la singularidad de la matriz
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Algoritmo

El algoritmo se describe empleando el programa elaborado en MatLab,
detallando lo que se hace en él. La descripcion se hace antes de cada conjunto
de comandos empleados para realizar esa tarea.

3.1. Programa de MatLab

Borra la pantalla principal de trabajo de matlab, borra la pantalla de
graficacion, borra las memorias empleadas por el programa

clc; clf; clear;

a continuacion se genera una cuadricula cuya area comprende la seccién
transversal del objeto del que se va a obtener el tomograma.
Nimero de cuadros (pixeles) que tendra por lado de la cuadricula

lcc=12;

Longitud de la cuadricula y didmetro maximo del objeto.
L=5;

Tamano de cuadrados (pixel)
dlcc=L/1lcc;

Genera una linea continua que divide a la cuadricula

x=0:0.005:L; y=0:0.005:L;

26
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Comando que mantiene las figuras en pantalla

hold on

Tamano de ejes (x € [—4,14],y € [—4,14] ) de graficacién
axis ([-4 14 -4 14])

Escala los ejes de igual longitud

axis equal

Define el punto origen de la cuadricula en x

xo=L/2;
y este en y

yO=X0;

Con este ciclo se generan las lineas de la cuadricula donde k es el numero
de las lineas divisorias, yl y x1 son las posiciones de cada linea en y y x
respectivamente, con el plot se grafican las lineas

for k=1:1cc+1
y1=(k-1)*dlcc;
x1=(k-1)*dlcc;
xx1(k)=x1+xo0;
yy1(k)=yl+yo;
plot (xo+x,yo+yl,’k’)
plot (xo+x1,yo+y,’k’)

end

Numero de posiciones en donde va estar ubicada la fuente radiactiva
nf=6;
Grafica el punto centro de la cuadricula

x0=L; yO=L;
plot(x0,y0,’+°);

Radio “r” del circulo donde se circunscribe el poligono irregular
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r=8;

Numero de posiciones del detector son nh+1 con respecto a cada uno de las
posiciones de la fuente

nh=24;

Este nimero es el que divide a “pi” para fijar el &ngulo para cubrir totalmente
el objeto a estudiar, con las posiciones del detector.

nr=4.8;

En este ciclo se generan las posiciones para la fuente y éstas van a estar
ubicadas en los vértices de un poligono irregular colocados sobre un circulo
cuyo centro coincide con el centro de la cuadricula

for i=1:nf

Este angulo es la separacion de los vértices del poligono donde se colocara la
fuente

teta=pi/6+2~ (i-1)*pi/40;
Estas son las coordenadas (x,y) de las posiciones de la fuente

xg=x0+r*cos (teta) ;
yg=yO+r*sin(teta) ;

Se marcan las posiciones de la fuente con tridngulos verdes

xxg(i)=xg;
yyg(i)=yg;
plot(xg,yg,’g<’)

Este es el dngulo que separa a los detectores
h=pi/(nr*nh) ;

Iniciacion del contador “k” para la ubicacién de los detectores para cada
posicion de la fuente

k=0;

Este ciclo genera la ubicacion de los detectores
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for ia=1:nh+1
fingulo del radio donde se coloca cada detector
alpha=teta-pi-pi/(2+*nr)+h*(ia-1);
Contador
k=k+1;
Longitud de cada rayo, dado por el equipo.
rr=0:r*1.9;
Coordenadas de un punto a lo largo del rayo

xf=r*cos(alpha)+xg;
yf=r*sin(alpha)+yg;

Coordenadas para graficar el rayo de la fuente al detector

fx=rr*xcos(alpha)+xg;
fy=rr*xsin(alpha)+yg;

Trazo del rayo
plot(fx,fy,’m’)
Parametros de la ecuacion de la recta del rayo

b=(yf-yg)/ (xf-xg) ;
a=-b*xf+yf;

Inicio de contador de intersecciones de la linea del rayo con las lineas de la
cuadricula

iix=1;
ecuacion de las lineas de la cuadricula

for J=0:1lcc
yl=yy1(J+1);
x1=xx1(J+1);

Coordenadas de la interseccion del rayo con la linea horizontal
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yr=a+b*xl;
Coordenadas de la interseccién del rayo con la linea vertical
xr=(y1-a)/b;

Condicional para seleccionar la interseccién horizontal si esta dentro de la
cuadricula

if xr>=2.5 & xr<=7.5
Distancia de la fuente a la interseccion
ral(iix,k)=sqrt((xr-xg) "2+(yl-yg) "2);
Contador de intersecciones del rayo con la cuadricula
ra(iix,k)=ral(iix,k);
iix=iix+1;
end

Condicional para verificar si la interseccion vertical esta dentro de la cuadricu-
la

if yr>=2.5 & yr<=7.5
Distancia de la fuente a la interseccién
ral(iix,k)=sqrt((xl-xg) "2+(yr-yg) "2);
Contador de intersecciones del rayo con la cuadricula
ra(iix,k)=ral(iix,k);
iix=iix+1;
end

end

Este es el niumero total de intersecciones del rayo con la cuadricula

niix=iix-1;

Aqui se ordenan las distancias de la fuente a las intersecciones de la cuadricula
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for j=1:niix
for jj=j+l:niix
Ciclo de operaciones donde se calculan los datos correspondientes a cada

pixel por donde pasa el rayo

if ra(j,k)>ra(jj,k)
rrx=ra(j,k);
ra(j,k)=ra(jj,k);
ra(jj,k)=rrx;

end

end
end
for j=1:niix-1

Calcula la longitud del rayo en cada cuadro (pixel)
long(j,k,i)=ra(j+1,k)-ra(j,k);
Calcula el centro de la linea del rayo de cada cuadro (pixel)
centro(j,k,i)=(ra(j+1,k)+ra(j,k))/2;
Calcula las coordenadas del centro

xc(j,k,i)=centro(j,k,i)*cos(alpha)+xg;
yc(j,k,i)=centro(j,k,i)*sin(alpha)+yg;

Identifica el rengléon y la columna de la cuadricula donde se ubica el cuadro.

ixc(j,k,1)=fix((xc(j,k,i)-x0)/dlcc)+1;
iyec(j,k,1)=fix((yc(j,k,i)-yo)/dlcc)+1;

Se guarda la informacion, es decir la distancia que atravesé cada rayo en
cada cuadro (pixel) en un arreglo cuyos indices indican: renglén del cuadro,
columna del cuadro, posicion de la fuente y el niimero de rayo correspondiente
a la fuente. Teniendo una matriz “dis” de dimension 4.

if ixc(j,k,i)"=0 & iyc(j,k,i)~=0
dis(iyc(j,k,i),ixc(j,k,1),k,i)=long(j,k,1);

end
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end
end

end
end

Iteracion para las fuentes

n3=0;
for i=1:nf

[teracion para los rayos
for k=1:nh+1
Contador del total de rayos para todas las fuentes

n22=0;
n3=n3+1;

[teracion para los renglones de la cuadricula
for n=1:1:1cc
[teracion para las columnas de la cuadricula
for nn=1:1:1cc
Contador del total de pixeles
n22=n22+1;

Se reduce la dimensién de la matriz “dis” que es de 4 a una nueva matriz
“vector” de dimensién 2 (n3 = nf x (nh + 1),n22 = lcc x lcc) donde las
columnas indican el nimero de cuadro (pixel) y los renglones el rayo

vector(n22,n3)=dis(n,nn,k,1i);
end
end
end
end
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Construccion de la matriz que hay que invertir en la ecuacién normal.

A=vector*vector’;
Eigenvalores de la matriz “A”
vp=eig(A)

A continuacion la matriz “intensidad20” guarda los cocientes de los datos
obtenidos experimentalmente de las proyecciones sobre el maniqui, estos co-
cientes son de intensidad sin maniqui entre intensidad con maniqui. En los
renglones estan los datos de cada detector y las columnas indican el niimero
de fuentes. La matriz “intensidad20” es de tamano nf x (nh + 1)

intensidad20=[];

Con este ciclo convertimos la matriz “intensidad20” en un vector y calcu-
lamos el logaritmo natural, para asi con estos datos poder resolver la ecuacion
normal.

for i=1:nf
for j=1:nh+1

4

Se crea una matriz “cuadro”, del mismo tamano que la matriz de “vector”

intensidad((i-1)*(nh+1)+j)=log(intensidad20(i, j));
end
end
cuadro((nh+1)*nf,lccxlcc)=0;

Se crea un vector “VInt” de tamano lcc * lcc
VInt (lcc*xlcc)=0;

Con este ciclo se le asigna a cada entrada de la matriz “cuadro” el valor de
la intensidad y la distancia recorrida del rayo en cada pixel.

for i=1:(nh+1)*nf
for j=1:lcc*lcc

Para resolver la ecuacion normal
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cuadro(i,j)=intensidad(i)*vector(i,j);
end
end
for j=1:lcc*lcc
S=0;
for i=1:(nh+1)*nf
S=S+cuadro(i,j);
end
VInt(j)=S;
end

Se resuelve la ecuacion normal y asi se conoce el coeficiente lineal de ate-
nuacion de cada cuadro de la cuadricula y se guarda en un vector “mu0” de
tamafo lcc?

muO=A"-1*VInt’;

con este ciclo pasamos los valores del vector “mu(” a una matriz “mul(”
que tiene el tamano de la cuadricula

n22=0;
for n=1:1cc
for nn=1:1cc

mulO(nn,n)=-mul0(n22)*10;
end
end

Por ultimo se gréfica la matriz “mul0” que contiene los coeficientes de
atenuacion calculados para el maniqui.

figure(3)
surf (mul10)
figure(4)
bar3(mul0)



Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Arreglos geométricos empleados

Se coloco la fuente en 6 distintas posiciones y para cada una de éstas se
ubico el detector en 13 posiciones de tal forma que se cubrio la superficie de
un cuadrado de 8 em x 8 em y con una resolucién de 64 pixeles (8 x 8), figura
4.1 a).

a) b) c)

Figura 4.1: Arreglos de las fuentes y detectores que se uso para los experimentos y
las simulaciones;a) 6 fuentes, 13 detectores y una cuadricula de 8 x 8, b) 6 fuentes,
15 detectores y una cuadricula de 8 x 8, c) 6 fuentes, 15 detectores y una cuadricula
de 9 x 9.

Para el segundo tomograma se dividié en 25 posiciones el arco donde se
coloca el detector y solo tomando las posiciones 1, 3, 5, 7, 9, 11, 12, 13, 14,
15, 17, 19, 21, 23, 25 y asi tener 15 posiciones para el detector en cada una
de las 6 fuentes, figura 4.1 b).

35
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Se usara la notacion de C8x8f6r13 para indicar que la cuadricula (C8x8)
se dividi6 en 8 x 8, se usaron 6 posiciones de la fuente (f6) y para cada fuente
13 posiciones del detector (r13), para C8x8f6rl5 lo unico que cambia es el
numero de posiciones del detector que para éste caso son 15 (rl5) y por ultimo
C9x9f6r15 la cuadricula (C9x9) se dividié en 9 x 9, se usaron 6 posiciones de
la fuente (f6) y para cada fuente 15 posiciones del detector (r15).

Para el ultimo tomograma se cambio la cuadricula de 8 x 8 a una de 9 x 9,
y se usan el mismo arreglo de fuentes y detectores que en el arreglo anterior.

4.2. Determinante de las aplicaciones

Se realizo el cédlculo de los determinantes de cada una de estas aplica-
ciones, los cuales se presentan en el cuadro 4.1 y se puede ver que son distintos
de cero.

Arreglo Determinante
C8x8f6 r13 | 2,363587 x 107>
C8x8f6 r15 | 1,574749 x 10°
C9x9f6 115 | 6,402957 x 10~

Cuadro 4.1: Determinantes obtenidos para los tres arreglos geométricos.

4.3. Datos experimentales

Con el arreglo geométrico, propuesto en el capitulo 2, de las fuentes y
detectores se obtuvieron los datos para generar un tomograma, usando el
tomégrafo! disefiado en el Taller de Fisica de Radiaciones.

Se tomaron 78 datos para obtener el primer tomograma C8 x 8f6 r13.
Cada lectura duré 10 minutos. La medicion total llevo 780 minutos, si no se
consideran los demads tiempos necesarios, como el posicionamiento del haz y
el manejo de los datos. Por ello el primer conjunto de datos requirié de tres
dias.

Ver Tesis de Lecumberri [7]
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La medicién total tuvo una duracion de 900 minutos, o sea 15 horas de
tiempo seguido, con todas la maniobras requirié de cuatro dias, para obtener
los tomogramas C8 x 8f6 r15 y C9 x 9f6 r15.

Utilizando un maniqui? hecho de poliestireno, con 8 cm de didmetro y 22
cm de longitud, con dos perforaciones paralelas al eje de simetria, cada uno
con 1 cm de didmetro, el primero se ubica en el centro del circulo y el segundo
a 1.5 cm del eje de simetria. El maniqui fue colocado entre el detector y la
fuente, sobre una plataforma giratoria, ver figura 4.2.

La fuente radiactiva utilizada para obtener el tomograma fue de ¥7C’s
con una actividad de 300 puC' calibrada el 31 de Mayo de 1994.

Se usé un detector de centelleo de Nal(Tl), de 3.81 cm x 3.81 cm (
1,5” x 1,5”), REXON, modelo 010525-10 con un preamplificador; una tarjeta
multicanal Spectech, modelo ICS 10W, con 1024 canales, un voltaje de salida
y amplificador; y un software ICSW Integrated Computer Spectrometer v.
1.16, 2000.

Figura 4.2: Disenio experimental que se uso para obtener el tomograma

Los tomogramas que se obtuvieron a partir de los arreglos antes menciona-
dos se presenta en la figura 4.3, en estas imégenes no se parese al maniqui,
ya que la intensidad del haz de la fuente radiactiva de *"C's es pequena,estos
detalles se pueden ver Capitulo 5.

2Este maniqui fue proporcionado por el Prof. Geir Antone Johanson, University of
Bergen, Norway, y el Dr. Joon Ha Jin AIEA, (2008), TECDOC-1589 Industrial Process
Gamma Tomography
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Para poder obtener una imagen mas definida, se requiere una fuente cuya
intensidad del haz sea mayor, para que el tomograma se parezca mas al
maniqui, fue necesario desarrollar un modelo matematico en el cual se simule
la intensidad de fotones de la fuente radiactiva y el maniqui.

C8x8f6r13

C8x8f6r15

CI9x9f61r15

Figura 4.3: Los resultados experimentales para los 3 arreglos, se obtuvieron los
tomogramas con una intensidad del haz de fotones de la fuente radiactiva 37C's,
Iy = 67,000
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4.4. Maniqui matematico

Simulacion

Para la simulacion del maniqui se usé la cuadricula de longitud L, que
corresponde a la maxima diagonal del objeto estudiado que se genera al
principio es decir de “lcc X lec”.

i=1:1cc; j=1:1lcc; mucuadro(i,j)=0.03;
if lcc/2==round(lcc/2)
mucuadro (lcc/2,1lcc/2)=0;
mucuadro(lcc/2-2,1cc/2-2)=0;
else
mucuadro((lcc+1) /2, (1cc+1)/2)=0;
mucuadro((lcc+1)/2-2, (1lcc+1)/2-2)=0;
end mucuadro(1,1)=0; mucuadro(l,lcc)=0; mucuadro(lcc,1)=0;
mucuadro(lcc,lcc)=0;
figure(10)
bar3(mucuadro) ;
axis ([0 9 0 9 0 0.04])

Donde la matriz “mucuadro” tiene el valor del coeficiente de atenuacién® del
maniquf simulado en este caso p = 0,03 em ™! ver figura 4.4.
Para la simulacion de la radiacion incidente se comenzo con un “I10”

I0=120000%2"12

A cada fuente con su respectivo detector, es decir a cada rayo, se le
asigno el valor de intensidad de la siguiente forma:

n3=0;
for i=1:nf
for k=1:nh+1
n22=0;
n3=n3+1;
SS=0;

3Este coeficiente es igual al del maniqui del experimento [20]
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for n=1:1:1cc
for nn=1:1:1cc

n22=n22+1;
SS=SS+mucuadro (n,nn)*vector(n3,n22) ;
end
end

AAA=IO*exp(-SS) ;
Intensidad(i,k)=normrnd (AAA,sqrt(AAA),1,1);
end
end

intensidad20=Intensidad/I0; for i=1:nf
for j=1:nh+1
intensidad((i-1)*(nh+1)+j)=log(intensidad20(i,j));
end
end

Se hace una simulacién de un maniqui y la radiacién es simulada median-
te la distribucion de Poison, usando la distribuciéon normal como su aproxi-
macién, cuando el parametro A con el valor inicial de Iy, = 120000, que corres-
ponde al parametro A, al promedio y la varianza, de la distribucion Poisson,
y luego este valor va cambiando por un factor de 2/ con j = 0,2, 4,6, 8.

a) b)

Figura 4.4: a) Maniqui de 8 x 8; b) Maniqui de 9 x 9

Para evaluar estos procedimientos, se propone: utilizar una matriz de
celdas de 9 x 9 y otra de 8 x 8 divisiones, y establecer un modelo matematico
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en el que las celda tienen dos valores posibles, 0.00 cm ™! y 0.03 em ™!, para el
coeficiente de atenuacién, representado en la figura 4.4, donde la mayoria de
las celda tienen un valor de 0.03 ecm ™!y las sélo seis celdas tienen valores de
0.00 em ™!, para la matriz de 9 x 9 estas celdas son (1,1), (9,1), (1,9), (9,9),
(3,3) v (5,5); y para la de 8 x 8 son (1,1), (8,1), (1,8), (8,8), (2,2) y (4,4) lo
que es una aproximacién matemadtica de que el maniqui.

Se hicieron 3 simulaciones, 2 para el maniqui de la figura 4.4 a) y una
para el maniqui de la figura 4.4 b) usando la geometria que se muestra en la
figura 4.1.

Se obtuvieron los siguientes tomogramas que se observan en la figura
(4.5).

En las imagenes de la primer columna con el arreglo de C8 x 8f6rl5 se
observa que conforme aumenta la intensidad del haz, esta columna se va
pareciendo mas al maniqui figura 4.4 a) y los valores de las p calculados por
el algoritmo se acercan al valor tedrico, estos valores y errores se describen
con mas detalle en el capitulo 5 tabla 5.2.

Ahora si se observan los renglones de las dos primeras columnas donde se
usa la misma cuadricula, se aprecia que al aumentar el nimero de haces, es
decir de 13 pasamos a 15 (C8x8f6r 13a C8x8f6 r 15)y conforme aumenta
la intensidad del haz, las figuras de la segunda columna se van pareciendo
mas a la figura 4.4 a). En la primer columna se requiere mas intensidad,
debido a que tiene dos haces menos.

En la ultima columna C 9 x 9 f 6 r 15 se cambia de cuadricula a una de
9 x 9 y se usan 15 haces, en esta columna no se puede usar con 13 haces ya
que darfa una matriz singular. Esta columna al igual que la primera requieren
més intensidad para que se parezcan al maniqui, de la figura 4.4 b).



CAPITULO 4. APLICACIONES 42

C8x8f6r13 C8x8f6r15 CI9x9f61r15

Figura 4.5: Resultados obtenidos para las 3 simulaciones, en donde cada fila tiene
una intensidad I = Iy -2" conn =1,2,4,8,12.



Capitulo 5

Analisis de error

Se adopto el método de la raiz del promedio del error al cuadrado (RMSE).
Para tener una idea de que también describe el algoritmo a los datos encon-
trados tanto para el caso experimental como para el caso de la simulacion.

5.1. Calculo de la raiz del promedio del error
al cuadrado (RMSE)

El analisis de error consiste en: los valores del promedio de los pixeles
estimados o calculados con el algoritmo desarrollado usando tedrico, de fie, =
0,03 em™ v pieo = 0,00 em™! y calcular la raiz del promedio de los erro-
res al cuadrado (RMSE, del inglés Root Mean Square Error) de los pixeles
estimados o calculados con valor tedrico de 0.03 em™ y p = 0,00 cm™1.

Las definiciones del promedio, RMSE vy RM SFE} ., estan dadas por

1
w=2 : Hi (5.1)
=1
1 i=n
RMSE = | —— ;(Mexpi ~ fteo; )’ (5.2)
1 i=nl 1=n2
RMSEtotal = m <§(Nexpli - ,uteolqg)2 + Zl(ﬂexp% - ,uteo2i)2> (53>
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Estas ecuaciones se transcribieron a MatLab, las cuales se describen a
continuacion:

Una vez calculados los coeficientes de atenuacién, para obtener el RMSE
se cuentan los valores de los p

n22=0; s1=0;s82=0;nM=0; s10=0;s20=0;nm=0;
for n=1:1cc
for nn=1:1cc

n22=n22+1;

mulO(nn,n)=-mu0(n22);

if mu0(n22) < -0.01
mul (nn,n)= 0.03;
s1=s1+mul0(n22) ;
s2=s2+mul0(n22) "2;
nM=nM+1;

else

con este ciclo y el condicional se cuentan los valores cercanos a 0.03 y se
calcula su suma y su suma cuadrada.
En este se hace para los valores de 0.00

mul(nn,n)=0;
510=510+mu0(n22) ;
5$20=s20+mu0(n22) "2;
nm=nm+1 ;
end
end
end

Ya teniendo el numero total de valores cercanos a 0.3 que estan en guarda-
dos en “s1” y también el total al cuadrado que estdn en “s2”. Para 0.0 se
guardan en “s10” y “s20”.

Se calculan los promedios de los coeficientes calculados y su RMSE.

promM=s1/nM;

desviaM=sqrt ((s2-promM~2*nM) /(nM-1)) ;
disp([promM,desviaM]) ;

promm=s10/nm;

desviam=sqrt ((s20-promm~2*nm)/(nm-1)) ;
disp([promm,desviam]) ;
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Ya con los errores calculados para los p se saca el promedio de ellos

desviaMT=sqrt (((s2-promM~2*nM) +(s20-promm~2+*nm) ) / (nM+nm-2) )

5.1.1. Analisis del RMSE para las mediciones experi-
mentales

El cuadro 5.1 muestra los resultados de los RMSE para los tomogramas
de la parte experimental que se ven en la figura 4.3. Se ve los promedios
estimados para el tomograma C8 x 8f6rl13 tanto para la pioss ¥ /0,000 SOn
1.044316 y 0.754365 respectivamente y su RM S Ej 41 €s 0.658104 este error se
debe a que la intensidad del haz de fotones de la fuente utilizada es pequena.
Para los otros dos tomogramas ocurre lo mismo es por esto que la imagen
del maniqui no se aprecia bien.

Arreglo Geométrico 10 promedio 0.088 RMSEq 088 promedio 0.000 RMSEqg RMSE;otqr
C8x8f67r13 67000 1.044316 0.737385 0.754365 0.583503 0.658104
C8x8f67r15 67000 0.196261 0.127869 0.114481 0.088748 0.116104
C9O9x9f6r15 67000 0.716230 0.747355 0.744920 0.825315 0.782261

Cuadro 5.1: Resultados del andlisis de error parte experimental

5.1.2. Analisis del RMSE para la simulacion

En el cuadro 5.2 se presentan los resultados obtenidos para los coeficientes
de atenuacion estimados fi9 3 ¥ f0,00- La simulaciéon permite incrementar la
intensidad del haz de fotones, se empieza con un I0 del valor medio de 120,000
y se va aumentado por un factor de 2 a la potencia de “n” conn =0, 2,4, 8, 12.

En el programa se utiliza un generador de niimeros aleatorios por lo que
estos valores no son repetibles.

Se hizo el calculo para una cuadricula de 8 x 8 con un arreglo de 6 fuentes
y 13 detectores (rayos) y después se aumenta la resolucién de 8 x 8 a 12 x 12,
entonces se aumentaron los rayos a 25, pero como la intensidad es la misma
se pierde resolucién, por ello no se incluye en este trabajo.

La Tabla 5.2 muestra los valores medios para la atenuacién coeficiente
estimado de 0.03 los valores estan alrededor de 0.03, observe que el niimero
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Arreglo Geométrico 10 promedio 0.03 RMSEq 03 promedio 0.000 RMSEq RMSFE;tal

C8x8f6r13 120000 0.054454 0.033463 0.034219 0.033864 0.033586
480000 0.034033 0.016197 0.005251 0.013264 0.015761

1920000 0.029997 0.002877 0.000075 0.003104 0.002896

30720000 0.030023 0.001470 0.000116 0.000442 0.001415

491520000 0.030002 0.000338 0.000042 0.000294 0.000335

C8x8f6r1b 120000 0.029665 0.007016 -0.002377 0.003343 0.006794
480000 0.029895 0.002376 -0.001184 0.002603 0.002395

1920000 0.030019 0.002413 0.000313 0.002003 0.002382

30720000 0.030010 0.000497 0.000238 0.000214 0.000480

491520000 0.030004 0.000113 0.000033 0.000073 0.000110

C9x9f6r15 120000 0.059729 0.034330 0.021646 0.029512 0.032524
480000 0.032851 0.012244 0.002364 0.010537 0.012021

1920000 0.029907 0.008156 -0.000444 0.004665 0.007980

30720000 0.030035 0.002060 0.000341 0.001451 0.002027

491520000 0.030018 0.000276 0.000253 0.000291 0.000277

Cuadro 5.2: resultados

de digitos va méas cerca de 0.03000 cuando la intensidad se incrementa, se
puede observar como la desviacion estandar disminuye también.

Los valores medios para el arreglo de 6 fuentes y 13 detectores para una
cuadricula 8 x 8 son 0.054454 y 0.034219 y la desviacién estandar total es
0.033586, para una intensidad de 120,000 si aumentamos la intensidad en un
factor de 12 se obtuvieron los siguientes resultados: los valores medios son
0.030002 y 0.000042 y la desviacién estandar total es 0.000335

Se aumentd el nimero de rayos para el siguiente caso. Los valores medios
para el arreglo de 6 fuentes y 15 detectores para una cuadricula 8 x 8 son
0.029665 y 0.002377 y la desviacion estandar total es 0.006794, para una
intensidad de 120,000 si aumentamos la intensidad en un factor de 12 se ob-
tuvieron los siguientes resultados: los valores medios son 0.030004 y 0.000033
y la desviacién estandar total es 0.000110 y se observa que estos valores son
mucho menores que los obtenidos en el arreglo C8 x 86f r13.

Para el tltimo caso, con el mismo niimero de rayos que en el caso anterior
pero se aumenté la division de la cuadricula. Los valores medios para el
arreglo de 6 fuentes y 15 detectores para una cuadricula 9 x 9 son 0.059729 y
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0.021646 y la desviacién estandar total es 0.032524, para una intensidad de
120,000 si aumentamos la intensidad en un factor de 12 se obtuvieron los si-
guientes resultados: los valores medios son 0.030018 y 0.000253 y la desviacion
estandar total es 0.000277. Observando que estos valores son parecidos a los
obtenidos con el arreglo C8 x 86f r13.

Es importante notar que los arreglos C8 x 86f r13 y C9 x 96f r15 tienen
errores con valores semejantes al arreglo C8 x 86f r15 con una intensidad
menor, en particular cuando I = [y x (n—2) entonces corresponde a I = Iyxn
en los otros arreglos.
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Conclusiones

¢ El algoritmo geométrico propuesto no genera una matriz singular, como
se ve en el cuadro 4.2.

¢ Algoritmo se obtiene la imagen con menos rayos o proyecciones, solo se
necesito de colocar la fuente en 6 posiciones y generar 15 rayos, dando
un total de 90 proyecciones, en la tesis de C. Lecumberri [7] se usan 30
fuentes y 6 rayos dando un total de 180 proyecciones. En el trabajo de
2] un total de 256 proyecciones.

4 Elerror observado en la determinacién de p de la simulacién del maniqui (
capitulo 4.3 ) disminuye conforme se aumenta la intensidad del haz de
los fotones, como se aprecia en el cuadro 5.2 y se observa en la figura
4.5 como se parece al maniqui de la figura 4.4.

¢ El tnico error observado depende de la variacion asociada a la radiacion
(gamma o X), la cual tiene una distribucién Poisson, ya que al ir au-
mentando la intensidad del haz de fotones va disminuyendo el error,
como se aprecia en el cuadro 5.2.

¢ Se obtuvo un algoritmo distinto a los empleados en tomografia, que
demanda menos proyecciones, menos recursos computacionales y es mas
rapido.

¢ Se requiere una mayor intensidad del haz de fotones para obtener
iméagenes con mayor resolucion, ver cuadro 5.2.
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