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Capitulo 1

Introduccidén

Este trabajo tiene como finalidad la descripcion teoérica de algunas superposicio-
nes de estados macroscopicos; llamados estados de Gato de Schrodinger; asi como
observar la generacion de dichos estados en un sistema dindmico y caracterizar sus
propiedades Opticas y estadisticas.

Los estados de gato de Schrodinger son superposiciones de estados coherentes!
que portan las propiedades de un determinado grupo finito. Estos estados pre-
sentan algunas propiedades cuanticas interesantes como compresion y estadisticas
sub-Poissonianas y también presentan una distribucién oscilatoria en el nimero de
fotones [1, 2]. Sin embargo no se sabe si estas propiedades son compartidas por
todos los estados de gato, no obstante es de esperarse que diferentes estados de gato
asociados cada uno de ellos a diferentes grupos difieran en sus comportamientos. Por
lo que un objetivo de esta tesis es investigar si algunas de las propiedades cuanticas
observadas en los que llamaremos estados par e impar de gato de Schrédinger son
también vistos en otros estados de gato.

Estos estados se propone [3, 4] pueden ser utilizados para el procesamiento de
informacion cuéntica. Dado que en ciertas condiciones pueden ser tomados como una
base ortogonal de estados, con la ventaja de ser macroscopicos.

En los dltimos anos se han propuesto formas con las que algunos de estos estados
pueden generarse. Por lo cual se presenta una forma de generacién de estados, me-
diante un sistema descrito por el modelo de Jaynes-Cummings. Este modelo consiste
en un Hamiltoniano resultado de la interaccion de un atomo de dos niveles con un
campo electromagnético externo. Veremos que la evolucion de un estado coherente
en este Hamiltoniano generarda un estado muy parecido a un estado de gato. Para
comparar dichos estados usaremos las funciones de distribucion de Wigner, la cual
abordaremos extensivamente.

El presente trabajo de tesis se llevara a cabo mediante la siguiente estructura. En
el capitulo 2 realizamos una presentacion de conceptos basicos de la Optica Cuantica
mediante los cuales explicaremos la importancia que a ultimas fechas ha tenido el
estudio de fen6menos cuanticos de la luz y veremos que dichos comportamientos han
abierto la puerta para el estudio de fenémenos cuanticos de las particulas. Como el

L En este caso estados coherentes de la luz
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estudio de la estadistica de fotones y del amontonamiento o “bunching” de fotones.
En especial para la construcciéon de dispositivos “Opticos” como divisores de haz o
interferémetros de particulas. Esto sienta las bases para estudios posteriores que se
realizaran ya que en especial las definiciones de compresion y algunos conceptos en el
tema de la electrodinamica cuantica en cavidades (QED), seran de suma importancia
durante todo el escrito.

En el capitulo 3 trataremos el problema de solucionar? las ecuaciones de Maxwell
sin fuentes lo cual nos llevara a una cuantizacién de dicho campo, esta cuantizacion
se presenta en la forma mas sencilla en la que puede observarse. La solucién a dicho
problema traera como consecuencia la introducciéon de una campo asociado al vacio,
el estado de vacio con cero fotones |0). El estado vacio del campo electromagnético es
de suma importancia para determinar diferentes fen6menos cuanticos que no tienen
explicaciéon sin él. Entre estos fenémenos estéan la preservacion de las relaciones de
conmutaciéon de operadores conjugados y efectos como el de Unruh-Davies. También
veremos un ejemplo de estados que presentan compresion como es el caso de los
estados de radiacion térmica.

Posteriormente en el capitulo 4 repasaremos la teoria de las distribuciones de
cuasi-probabilidad que existen en la Mecénica Cuantica como las distribuciones de
Wigner y Husimi. Las cuales permiten un estudio detallado de las propiedades de
los estados cuanticos en el espacio fase. Para dicho fin observamos las propiedades
que pueden ser interesantes en el espacio fase mediante dichas distribuciones. Como
las distribuciones marginales de las variables que definen el espacio fase, llamémos-
les x y p. La propiedad de localizacién, que puede observarse directamente de las
distribuciones de Wigner y Husimi, se dice que cuando dichas distribuciones tienen
un area mayor el sistema estd mas deslocalizado, ya que la probabilidad fluctiia més
para obtener un valor de x y p. Para ello se investiga la forma en la que se define las
areas de las distribuciones en dicho espacio fase. Dicha area se define como el inverso
del seqgundo momento® de la distribucion correspondiente. Como un ejemplo de la
obtencion de la funcion de Wigner se toma en consideracion el estado de Fock para
un numero arbitrario de nimero de fotones.

Se hace incapie en esta parte en que el tratamiento de la funcion de Wigner
es en realidad un formalismo de la mecanica cuantica que permite conectarnos con
la estadistica clasica cuando la constante de Planck 7 — 0, y es llamado el limite
clasico. Y observaremos que existen varias formulaciones de la mecénica cuantica,
mediante diferentes funciones de cuasi-probabilidad.

Ademas en el capitulo 5 plantearemos de forma cuéntica el problema de un ato-
mo dentro de una cavidad. Dicho planteamiento puede reducir en complejidad el
problema verdadero considerando un d&tomo con solo dos o tres niveles energéticos,

2 Utilizando s6lo conceptos de electrodinamica clasica
3 La forma en que se definen los momentos de las funciones de Wigner y Husimi no es la misma
en las que se expresan para las distribuciones de probabilidad de la estadistica clasica.
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lo cual nos lleva a un sistema descrito por el modelo de Jaynes-Cummings. Estas
aproximaciones son llamadas modelos de Jaynes-Cummings de dos y tres niveles.
Escribiremos los Hamiltonianos correspondientes para cada caso con el propoésito
estudiarlos posteriormente.

Estudiamos los estados de gato de Schrodinger en el capitulo 6, en una forma
general definidos para grupos finitos de N elementos. Para ello construimos estados
que contengan de cierta forma la representacion del grupo finito en cuestién. Veremos
algunos ejemplos para los grupos finitos ciclicos de dos y tres elementos® y para
el grupo de isometrias del tridngulo equilatero. Y determinaremos sus propiedades
cuanticas.

Finalmente en el capitulo 7 estudiaremos una forma que se ha propuesto para
generar estados de gato de Schrodinger para el grupo ciclico de dos elementos me-
diante el formalismo de las funciones de cuasi-probabilidad. Para ello determinamos
que la evolucién temporal para un estado coherente en un sistema de un atomo de
dos niveles en un campo electromagnético nos lleva a propiedades muy parecidas a
las obtenidas para los estados de gato para ciertas condiciones especiales. Se detallan
las propiedades de los estados del campo y del a&tomo por separado en funcion del
tiempo. Propiedades como la traza del cuadrado de la matriz densidad, la distribuciéon
de fotones para el campo, la inversion de poblacion, las distribuciones de Wigner y
Husimi y el area de la distribucion de Husimi.

En el altimo capitulo presentamos las conclusiones de este trabajo.

4 Aunque el procedimiento puede extenderse para cualquier grupo ciclico



Capitulo 2

Fundamentos de Optica Cuantica

La Optica Cuantica, se suele decir, es la rama de la 6ptica que surge cuando la
naturaleza cuantica de la luz es importante. Sin embargo los experimentos en los
cuales dicha naturaleza es importante son variados y es dificil decir cual dio paso
al surgimiento de la Optica Cuantica'. Brevemente daremos un repaso a algunos de
estos experimentos.

2.1. Fluorescencia Resonante.

Cuando un atomo es excitado por un campo electromagnético monocromético clasico,
emite radiacion de la misma frecuencia que el campo de excitacion. Esto implica que
el espectro de la luz emitida es una funcién delta de Dirac. En este sentido el 4&tomo
se comporta como un dipolo forzado y por lo tanto radia con la misma frecuencia
que el campo de excitacion.

Consideremos un atomo en una trampa de Paul [5] el cual es excitado en sus
niveles electrénicos a través de la luz de un laser y la luz emitida se superpone con
la del campo de excitacion del laser, la cual es tomada como una senal de referencia.
A la senal resultante se le suele llamar senal heterodina.

Experimentalmente el espectro de la senal resultante presenta un pico, llamado
el pico eléstico de una anchura diferente de cero, esta anchura es muy estrecha y es
determinada por el espectro del campo de excitacion. Esto representa una compro-
bacién de la naturaleza ondulatoria de la luz, debido a la interferencia entre la luz
del laser y la luz emitida. De hecho la estrechez del pico eldstico se debe a que la luz
emitida y el campo de excitacion siguen una relacion en sus fases. De forma que el
ancho del pico elastico puede modularse mediante un cambio en la fase de las dos
senales

Se hace incapie en que este experimento exhibe la naturaleza ondulatoria de la
luz dado que existe una interferencia causada por el desfasamiento entre el campo
y la luz emitida. Sin embargo, este experimento puede cambiarse de tal forma que
exhiba también un comportamiento corpuscular de la luz.

1 Aunque algunos autores indican que la 6ptica cuantica nace del descubrimiento de estadisticas
del nimero de fotones alejadas de la estadistica de Poisson.
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Figura 2.1. Esquema de la trampa dipolar de Paul (Copyright Arian Kriesch)

Figura 2.2. Ejemplo de un pico elastico, el cual presenta una anchura diferente de cero.

2.1.1. Espectro de tres picos de Mollow

En los anos sesenta B.R. Mollow [6] estudiaba la resonancia fluorescente mediante la
electrodinamica cuantica y encontr6 que el espectro de la luz emitida por el &tomo,
de dos niveles, depende de la intensidad de la radiacion incidente. Para intensidades
bajas la presencia del pico elastico es valida. Sin embargo para intensidades altas el
espectro presenta una estructura mas complicada. Se presentan ademés de el pico
elastico tres contribuciones de gran anchura, centrados en la frecuencia de la luz
incidente a ambos lados en el caso de un sistema de dos niveles energéticos.

Este fenomeno es debido al desdoblamiento de los estados cuanticos debido a la
presencia del campo magnético del laser. El efecto Stark permite que algunos estados
que antes estaban degenerados en energia ahora tengan una energia diferente. Si el
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Figura 2.3. Tres picos de Mollow en el espectro de un sistema molecular de dos niveles (en
rojo). Tomado de Gu Y. (2010)

atomo dentro de la cavidad tiene un espin electronico 1/2 entonces existen tres
posibles frecuencias de excitacion: € — pugB, Q2 + puoB y €2, donde € es la frecuencia
que determina la diferencia energética entre los dos niveles del &tomo, B es el campo
magnético del laser y o es el momento dipolar magnético del electron. Por lo que
el espectro de radiacién presenta tres picos, los que determinan las frecuencias de
excitacion de las tres posibles transiciones en el sistema de dos niveles. En contraste
no existe una interferencia entre el espectro de radiacion y la luz del laser en la senal
heterodina, por lo cual la luz no presenta su comportamiento ondulatorio.

2.1.2. “Anti-Bunching”

A mediados de los setenta se descubrio que hay un retraso entre la emisiéon consecutiva
de dos fotones por un atomo. La luz del 4tomo entonces no viene en paquetes de
fotones en contraste con lo que se conocia de la luz térmica (por ejemplo de una vela)
que tiende a emitirse por paquetes. A este fenémeno se le llama “anti-bunching”. La
forma en que se determina este anti-empaquetamiento es midiendo el retraso entre
dos fotones consecutivos, lo cual se lleva a cabo haciendo incidir la luz emitida en un
divisor de haz en cuyas salidas hay detectores. El primer fotén recibido en uno de los
detectores dispara un cronémetro que se detiene cuando se detecta un segundo fotén
en el otro detector, repitiendo este experimento se puede determinar la distribucion
del retraso entre dos fotones consecutivos. Para un repaso ver [7].

El comportamiento que manifiesta la senal heterodina en este caso es que la
luz emitida tiende a tener una probabilidad muy pequena de que dos fotones sean
detectados uno después del otro. Por lo cual la luz emitida por el &tomo en la cavidad
presenta el fenomeno de “anti-bunching” poniendo en evidencia el comportamiento
corpuscular de la luz. Esto quiere decir junto con lo visto anteriormente, que el mismo
experimento puede exhibir los comportamientos corpuscular y ondulatorio de la luz.

Muy cercano al fenémeno de “anti-bunching” esta el efecto de la estadistica
sub-poissoniana. En la estadistica de fotones para un léser la probabilidad de en-
contrar m fotones estd determinada por una distribucién Poissoniana, la cual nos



Capitulo 2. Fundamentos de Optica Cudntica 7

dice que en el laser vienen paquetes de fotones con una cantidad de ellos distribuidos
mediante dicha poissoniana, es decir tienen un nimero de fotones al azar. Sin em-
bargo la estadistica de la radiacion emitida por un atomo excitado es mas estrecha
que una Poissoniana. Esta distribucion es llamada sub-poissoniana y nos dice que la
luz emitida no viene en paquetes.

2.2. Compresion de las fluctuaciones

Recientemente el estudio de estados cuanticos ha llevado al descubrimiento de otro
comportamiento bastante interesante. Este comportamiento es llamado compresion
(squeezing) de las fluctuaciones. Un resumen puede leerse del libro de Scully [8].

2.2.1. ;Qué es un estado comprimido?

Para describir un estado clasico de un oscilador armoénico, necesitamos la amplitud
y la fase de dicho estado. De la misma forma necesitamos tanto amplitud y fase para
determinar univocamente un campo electromagnético unimodal. Podemos describir
este campo por un vector en un espacio complejo.

De este modo cuando deseamos cuantizar un campo necesitamos entonces toda
una distribucion de vectores en el espacio complejo. Esta distribuciéon da a cada punto
del espacio complejo un factor de peso. Estamos tentados a decir que este factor
de peso es la probabilidad de que el campo este determinado por las componentes
(amplitud y fase) del punto en cuestion. Sin embargo dado que las dos variables de
este espacio son variables conjugadas, deben de cumplir una relaciéon de incertidumbre
de Heisenberg. Esto quiere decir que no podemos asociarle un campo a cada punto
dentro del espacio fase.

No obstante existen distribuciones cuasi-probabilisticas que podemos usar para
describir cuanticamente los campos electromagnéticos. Estas distribuciones, en los
casos mas elementales, son distribuciones simétricas con respecto al campo promedio.
No obstante en algunos experimentos de interferometria es necesario medir la fase con
una gran precision. En este caso no nos interesa la amplitud. Entonces es conveniente
redistribuir las fluctuaciones cuanticas de una forma asimétrica. Dado que el area en
el espacio fase debe conservarse por la relaciéon de incertidumbre de Heisenberg,
entonces tenemos que la reduccion de las fluctuaciones en una de las variables tiende
a aumentar las fluctuaciones en la otra variable. Este fen6meno es semejante a apretar
el envase para sacar la pasta de dientes. Por lo que se ha venido a llamar compresion
de las fluctuaciones. Es importante senalar que este comportamiento se presenta solo
con aquellas variables que cumplan una relacién de dispersion como la que cumplen
el momento y la posicion.

Dado que los estados coherente minimizan la relacién de incertidumbre de Hei-
senberg y las dispersiones en la posicion y momento son iguales a 1/2, los estados
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comprimidos de la luz se definen como aquellos estados cuya una de sus dispersiones
sea menor a la del estado coherente (1/2) y una segunda sea mayor a 1/2, siempre y
cuando las dispersiones cumplan la relaciéon de Heisenberg que siguen las dispersiones
del estado coherente.

2.2.2. Estados comprimidos en el Oscilador Optico Paramétrico.

El oscilador 6ptico paramétrico (OOP) es un instrumento 6ptico utilizado para crear
estados comprimidos haciendo uso de la 6ptica no lineal. Este oscilador crea luz de
frecuencia 2w a partir de luz de frecuencia w. Este fenémeno es llamado generacion
del segundo armonico. El proceso inverso también es posible podemos crear luz de
frecuencia w a partir de luz de frecuencia 2w, este proceso es llamado conversion
paramétrica descendente.

Para obtener la generacion del segundo armoénico o una conversion paramétrica
descendente se necesita un medio no lineal, tal como un cristal en el que el vector de
polarizacion esta dado por

P=\VWE+yPF2 4 | (2.1)
tal que de la electrodinamica clasica, la polarizaciéon debe cumplir la ecuaciéon
1 02 0?
OF= |V - =5 | E=—u=—P. 2.2
[V 2 aﬁ] Mo 22)

La constante y(!) se conoce como la suceptibilidad lineal y x(? es la suceptibilidad
no lineal de segundo orden. Por simplicidad se han tomado P y E como cantidades
escalares. Sin embargo si quisiéramos tratar la naturaleza vectorial de los campos, se
tendria que tomar y") como un tensor de segundo rango v x® un tensor de tercer
grado.

Si nos olvidamos de la parte espacial por unos momentos y suponemos que el
campo eléctrico tienen una frecuencia w

E = Ej cos (wt) . (2.3)

La polarizacion a segundo orden serd entonces

P® = yOE2 cos? (wt) . (2.4)

Dada la identidad trigonométrica

cos® (wt) = % (1 + cos (2wt)), (2.5)

y de la Ec. (2.2) tenemos que el campo eléctrico resultante tendra una componente
constante y una con frecuencia 2w. Lo cual demuestra la capacidad de generar el
segundo armonico mediante mecanismos no lineales.
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Un OOP consta de una anillo laser (Ring Laser) que excita un cristal no lineal,
el cristal crea luz de frecuencia 2w, esta luz es enviada hacia un divisor de haz
que es sensible a la frecuencia. Parte de esta luz es dirigida a una cavidad con
otro cristal no lineal; la otra parte es enviada a una oscilador local (un espejo que
modula la fase de la luz). De la cavidad se genera un haz con frecuencia w y se
combina con la luz del oscilador local, ambas con frecuencia w. Posteriormente se
hace incidir la luz resultante sobre un divisor de haz y después a dos fotodiodos,
que convierten en corriente la luz obtenida. Por ultimo esta corriente es enviada a un
analizador de espectros. De forma similar se puede explicar la conversiéon paramétrica
descendente. Del experimento se obtiene que la luz resultante del OOP esta en un
estado comprimido.

Detecciéon de un estado comprimido

La forma en como se mide el estado comprimido descrito anteriormente, se hace
mediante un analizador de espectros del OOP, llamado detector homodino. A este
detector llegan la luz, la cual se quiere comprobar que tiene compresiéon y que se ha
combinado con un campo electromagnético clasico mediante un divisor de haz (de
la misma forma que con la senal heterodina). Se miden dos corrientes i; e iy corres-
pondientes a los dos brazos del divisor de haz. Estas corrientes son proporcionales a
la intensidad de las luz en cada caso. Se obtiene la diferencia de las corrientes i_ (t)
como funcioén del tiempo. Dicha corriente fluctia alrededor de un valor promedio (i_),
un promedio temporal. La estadistica de estas fluctuaciones nos da la distribucion
de la diferencia de corriente, y en particular de su segundo momento V' = <z’%>, con
esto se puede determinar la medida de la anchura de la distribucion, mediante la
desviacion estandar. Estos experimentos se hacen dejando fija la fase 8 entre los dos
campos que inciden en el divisor de haz.

Si bloqueamos el haz proveniente del oscilador paramétrico sélo la radiacion del
vacio se mezcla con la del oscilador local. Puesto que la distribucion del vacio es
rotacionalmente simétrica las fluctuaciones entonces son independientes de la fase 6.
Por otro lado, cuando tenemos un estado comprimido hay una asimetria en el espacio
fase y las fluctuaciones dependen de la fase. De esta forma se puede distinguir entre
un estado comprimido de uno que no lo és.

Para observar un ejemplo de como se mide la compresion ver |9, 10, 11].

2.2.3. Estadistica del Estado del Vacio

Una de las caracteristicas de los estados comprimidos como hemos mencionado, es
que tienen una distribuciéon asimétrica de las fluctuaciones. No obstante no es la tnica
propiedad interesante. Estos estados también presentan una distribucién inusual de
fotones. La luz laser, que puede ser descrita por un estado coherente, exhibe una
distribucién Poissoniana de fotones. En contraste el vacio comprimido exhibe una
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estadistica de fotones oscilatoria que fue medida experimentalmente por el grupo de
J. Mlynek [11]. Este estado de vacio comprimido es tal que su funciéon de onda es

2
¥(x) = Nexp (_(3:2—9250) — Z'poﬂ?) )
o

donde N es la constante de normalizacion, xy y pg corresponden al centroide de la
funcion de onda y al momento promedio respectivamente y finalmente o es la anchura
de la funcion de onda. Este estado corresponde a una generalizacion del estado vacio.
La anchura de la dispersion en la variable z puede ser modificada con la eleccion de
la variable o de tal forma que el estado muestre compresion, de ahi el nombre de
estado de vacio comprimido.

2.2.4. Interferencia en el espacio fase.

El concepto de interferencia en el espacio fase hace uso de la definicién de producto
escalar (x|v¢) entre dos estados cuanticos |x) y |1). Este producto escalar, asocia una
area en el espacio fase con una amplitud de probabilidad compleja para (x|¢). Si
nosotros representamos los estados |x) y |1) en el espacio fase y las areas de estas
representaciones se cruzan una sola vez entonces el area representa la probabilidad,
es decir el valor al cuadrado del producto escalar. Si hay mas de un cruce se dice
que las areas se interfieren. Entonces cada area, donde hay un cruce representa una
amplitud de probabilidad con una amplitud y fase dadas. La amplitud es la raiz
cuadrada del area y la fase esta determinada por otros medios del espacio fase. Es
decir

L 1/2 o
j-ésima area / j-ésima area
(x|v) = g de cruce en el exp |4 | encerrada por las , (2.6)
j espacio fase lineas centrales

es el producto escalar entre los estados |x) v [1).

Estadistica de fotones del vacio comprimido.

Veremos que pasa si evaluamos el producto escalar entre el m-ésimo estado de niimero
de un foton |m) y el estado comprimido del vacio [i.,). Representamos el estado de
nimero m-ésimo como una banda en el espacio fase y el estado comprimido del vacio
como una elipse muy elongada. Esto nos hace ver que las areas de los estados se
intersectan en dos lugares. Llamaremos a éstas dos areas A,,, por lo que el producto
escalar
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Figura 2.4. Representacion en el espacio fase de dos estados, a) es el area A,, donde se
juntan ambos estados, ¢) es el angulo 2¢,,. Donde la banda b) representa al estado de |m)
fotones y la elipse d) representa al estado de vacio comprimido.

(m|they) = A}rfzei‘z’m + A},{Qe_i‘z’m (2.7)

es la suma de las dos areas que interfieren en el espacio fase. La diferencia en la fase
de las dos areas 2¢,, esta dada por el area que encierra a la linea central de la elipse
y la banda.

El experimento de la doble rejilla de Young en el espacio fase.

El ejemplo anterior nos da una visén mas clara de que la fisica de la interferencia en
el espacio fase es muy similar al problema de las dos rejillas. En ambos casos tenemos
dos contribuciones a la probabilidad, en el caso de las rejillas son las contribuciones
debidas a cada una de las dos rejillas, en el caso del espacio fase se debe a las dos areas
de cruzamiento entre dos estados. En el caso de la doble rejilla la diferencia de fases
entre cada una de las contribuciones de las dos rejilla esta dada por la diferencia en el
camino 6ptico medido desde el centro de cada una de las rejillas al punto de medicion.
De la misma forma las contribuciones a la amplitud de probabilidad en el espacio
fase tienen una diferencia de fase debido a los 4ngulos en el que se encuentran dichas
areas. Por lo cual en ambos casos tendremos interferencia debido a esta diferencia de
fases.
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2.3. Modelo de Jaynes-Cummings-Paul.

La interacciéon de la luz con la materia no puede ser explicada de una forma sencilla
dado que hay demasiados grados de libertad involucrados. Podriamos tener un 4tomo
con su nucleo y varios electrones. Un caso simple que puede ser analizado es un
atomo de hidrégeno con solo un proton y un electréon. Existen entonces dos tipos de
movimiento, el traslacional del atomo y el del electréon con respecto al proton. Estos
dos movimientos se pueden tratados con una formulaciéon cuantica.

El atomo tiene asociado un dipolo @ = €7 donde 7 representa la coordenada
relativa. Este dipolo interacciona con el campo eléctrico mediante el Hamiltoniano

- —

H=-¢ E(R,t) (2.8)

_>
aqui R denota la coordenada del centro de masa.

2.3.1. Un atomo de dos niveles con un solo modo.

En el caso cuantico los vectores 77, R y E se vuelven operadores. Podemos simplifi-
car el problema pensando que solo hay dos niveles electronicos que interaccionan con
un campo electromagnético de un solo modo y este campo causa transiciones entre
estos niveles electronicos, esto sucede si la energia necesaria para cambiar de estados
electronicos es mas pequena o igual a la energia de un fotén emitido por el campo
electromagnético. Este modelo fue propuesto por E. T. Jaynes y F. W. Cummings e
independientemente por H. Paul. [12, 13, 14].

Dicho modelo puede ser resuelto analiticamente, aunque dado que es muy dificil
crear sistemas con estas caracteristicas, fue considerado por mucho tiempo como un
modelo de juguete que no podia ser llevado a un estudio practico. No obstante hoy en
dia se ha logrado crear cavidades de un solo modo con factores de calidad Q = 3-10'°
correspondientes a tiempos de vida promedio para un foton en la cavidad de 0.2 s.
Por lo que este modelo se ha convertido en una de las piedras angulares de la 6ptica
cuantica.

2.3.2. Escalas de tiempo.

El sistema bésico de cavidad QED (Electrodinamica Cuéntica de cavidades) es un
atomo de dos niveles interaccionando con un campo electromagnético de un solo
modo. La dindmica de este sistema est4 gobernada por la ecuaciéon de Schrodinger y
la evolucion temporal del sistema es unitaria. El 4&tomo intercambia un fotén con el
campo. Este intercambio perioédico es descrito por la llamada frecuencia de Rabi

b,
9o = 707 (2.9)



Capitulo 2. Fundamentos de Optica Cudntica 13

que esta determinada por el momento dipolar, la constante de Planck y el campo
eléctrico Ej.

En electrodindmica cuantica el campo eléctrico esta cuantizado y es proporcional
al llamado campo eléctrico del vacio.

| h$2
Ey=+/—. 2.10
0 €0V ( )

donde gy, €2 y V son la permitividad eléctrica, la frecuencia de la cavidad y su
volumen respectivamente.

Podemos aumentar la interacciéon entre el atomo y el campo de dos maneras,
incrementando el momento dipolar o incrementando el campo eléctrico disminuyendo
el volumen.

En la realidad los &tomos dentro de la cavidad decaen espontaneamente, al tiempo
de decaimiento lo llamaremos v, . De forma similar el campo eléctrico decae a una
razon que llamaremos x. El decaimiento hace que el operador de evolucién temporal
sea no unitario, por lo que es necesario un analisis mediante la matriz de densidad
en vez de utilizar el vector de estado.

En muchos experimentos los a&tomos solo interaccionan con el campo durante un
tiempo T. Concluimos entonces que en dichos experimentos en cavidades QED hay
una jerarquia entre go, K, v1,y 1.

2.4. Cavidades QED.

Durante varios anos la tecnologia sélo permitia que los tiempos de decaimiento de
las cavidades fueran mucho menores que los tiempos de interacciéon entre los &tomos
y el campo electromagnético de la cavidad. Actualmente se han desarrollado nuevos
resonadores en los regimenes de las microondas y la luz visible que tienen tiempos
de decaimiento muy grandes, es decir tienen factores de calidad altos. Por lo que el
atomo dentro de estas cavidades pueden absorber y emitir un fotén varias veces. Este
hecho ha contribuido en una nueva era de las cavidades QED.

2.4.1. Un Maser sorprendente.

Del Hamiltoniano descrito por la Ec. (2.8), vemos que podemos aumentar la inter-
accion entre el dipolo y el campo al aumentar el momento dipolar del atomo o al
aumentar el campo eléctrico. Puesto que el momento dipolar del &tomo depende de
la distancia entre el nucleo y el electron, podemos incrementar el momento dipolar
al aumentar la distancia entre estos dos. También se sabe que estados muy excitados
del electron tienen una distancia al niicleo muy grande. Por lo que seria conveniente
trabajar con dtomos bastante excitados, es decir con atomos de Rydberg.
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Los laseres sintonizables pueden preparar un dtomo en un estado excitado con
un nimero cuantico principal n del orden de 60. La separaciéon entre el nicleo y
el electron va como n? en un atomo de Rydberg por lo que podemos asegurar que
tendrd un gran momento dipolar. Por lo cual los atomos de Rydberg presentan un
gran acoplamiento con el campo eléctrico.

La frecuencia de transicion entre dos niveles energéticos contiguos de los 4tomos
de Rydberg, cae en el rango de las microondas por lo que un d&tomo de Rydberg
dentro de una cavidad es una gran oportunidad para el estudio de un Maser.

Maser de un aAtomo.

Estos maseres son sorprendentes ya que pueden funcionar cuando hay menos de un
atomo en promedio dentro de la cavidad, debido a que se utilizan atomos de Rydberg,
los cuales llegan excitados a la cavidad. El haz de atomos de Rydberg es preparado
por un laser, después pasan por un resonador de microondas de gran calidad. Cuando
el campo estd en resonancia con la transiciébn atémica el dtomo puede depositar
su excitacion en el campo. El siguiente atomo interacciona con el nuevo campo y
también puede depositar su excitaciéon. Cuando el tiempo de decaimiento es grande
comparado con los tiempos de transito de los &tomos y el tiempo caracteristico de la
dindmica interna, entonces se puede construir un campo dentro de la cavidad.

Para corroborar que estos atomos estan interactuando con el campo directamente,
se deberia medir el campo dentro de la cavidad, sin embargo esto afectaria el factor de
calidad de la cavidad. Por este motivo se mide la cantidad de 4&tomos que contindan
en el estado excitado después de pasar por la cavidad. Dado que los atomos que
quedan excitados o en estados de Rydberg no depositan fotones. Se ha observado
que la cantidad de estos atomos es pequena comparada con la cantidad de atomos
que llegan desexcitados, probando asi que estos atomos dejan la interaccion en el
campo.

Radiacién del maser.

La radiaciéon de los méseres descritos anteriormente presenta las propiedades de
“anti-bunching”, estados comprimidos y estadistica sub-Poissoniana y se ha utilizado
para el estudio de fendmenos como el enredamiento y la decoherencia.

La radiacién del méser como su nombre lo indica estd en la regiéon de las mi-
croondas, sin embargo como hemos visto no podemos medirla directamente ya que
afectaria el factor de calidad de la cavidad, es por eso que se hace uso de los a&tomos
que pasan por esta cavidad para, ademas de crearla, probar que la radiacion esté ahi.

Puesto que la cavidad esta aumentando de temperatura 17" debido a la alta energia
de las transiciones de niveles, existen fotones debidos a la radiacion de cuerpo negro
cuyo promedio n siguen la estadistica de Planck
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(2.11)

con kg la constante de Boltzmann y €2 la frecuencia del resonador. Para hacer que
esta radiacion no intervenga es necesario enfriar el sistema para que n sea pequeno.
En un principio se trabajo con cavidades a una temperatura de 2 K con n = 1.5, hoy
en dia se han logrado temperaturas de 0.3 K dando que n = 0.054, menor que uno.

2.4.2. Cavidad QED en el dominio éptico.

Gracias a los avances en la reflectividad en los espejos se han podido construir cavi-
dades en la region visible que puede actuar como resonadores 6pticos. En el dominio
optico tenemos la desventaja que las frecuencias son bajas, es decir necesitamos ato-
mos cuya diferencia de energia entre dos niveles sucesivos tenga frecuencia asociada
en la region visible. Por este motivo el momento dipolar de estos dtomos suele ser
pequeno, lo que indica que para lograr un acoplamiento fuerte con el campo electro-
magnético necesitamos aumentar la intensidad del campo disminuyendo el volumen
de la cavidad.

Movimiento de A&tomos dentro de la cavidad: Microscopio de Atomos en
la cavidad.

Uno de los experimentos en el dominio éptico, en el cual se a hecho uso de cavidades
con factores de calidad altos es el del microscopio atémico. En una Trampa Magneto
Optica (MOT por sus siglas en inglés) se atrapan atomos, en un determinado tiempo
estos se dejan caer por gravedad hacia un resonador del tipo de Fabry-Perot (una
cavidad optica con dos espejos planos paralelos entre si), con una distancia entre
espejos de 100 ym dado que esta distancia es pequena, muchos de estos atomos
no logran entrar al resonador. Algunos de ellos lo logran. Después un laser manda
radiacién hacia el resonador y se detecta la luz transmitida con un fotodetector.
Puesto que hay un acoplamiento grande entre el momento dipolar y el campo eléctrico
del resonador, los &tomos cambian la intensidad de la luz transmitida, ésta disminuye
cuando los atomos pasan por la cavidad. Por lo que podemos ver atomos individuales
cruzando la cavidad al hacer una analisis de la luz trasmitida.

Incluso se ha podido reconstruir la trayectoria de los dtomos, es en este sentido
en el que llamamos al arreglo un microscopio. Es mas, se puede almacenar un dtomo
en la cavidad usando el campo electromagnético de un solo foton.

Una de las variantes de este experimento es mandar a los 4&tomos contra la gra-
vedad, de abajo hacia arriba en la cavidad, haciendo que el tiempo de acoplamiento
sea mas grande ya que tenemos el tiempo de subida y después un tiempo de bajada.
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Laser de un aAtomo.

Si sustituimos el resonador de microondas por un resonador en el visible tendriamos
que el méaser de un atomo se convierte en un laser de un atomo. La ventaja de
trabajar en el visible es que las transiciones, que son suficientes para que trabaje el
laser, pueden ser menos energéticas por lo que no tenemos que enfriar el sistema para
evitar fotones de la radiacién de cuerpo negro. Ademés se pueden usar fotodetectores
normales para medir el campo radiado.

2.5. Optica de de Broglie.

Una de las predicciones de la Mecanica Cuéntica es el comportamiento ondulatorio
de las particulas con masa, a las cuales le asociamos una longitud de onda de de
Broglie. El experimento que corroboré que puede haber difraccion con electrones fue
un parteaguas en la historia de la fisica puesto que demostrd este comportamiento
ondulatorio de los electrones.

2.5.1. Optica de Electrones y Neutrones.

El microscopio electrénico ha sido construido al tomar en consideraciéon el comporta-
miento ondulatorio de los electrones. Asimismo en los tltimos anos se han construidos
aparatos como lentes, rejillas e interferometros para electrones.

De la misma forma se ha estudiado el comportamiento ondulatorio de los neu-
trones, que al no tener carga pueden ser més faciles de estudiar. De hecho la 6ptica
de neutrones ha llevado a demostrar experimentalmente cosas fundamentales en la
mecanica cuantica como el hecho de que se necesita una rotaciéon de 47 para tener
la identidad en el espacio de espin.

2.5.2. Optica Atémica.

El laser puede ser empleado para controlar el movimiento del centro de masa de
los atomos . Por lo cual se ha empleado para disminuir la energia cinética de dichos
atomos y asi reducir la temperatura hasta ordenes de micro Kelvin.

En analogia con las ondas electromagnéticas, podemos hacer el experimento de la
doble rendija con las ondas de de Broglie. En este experimento un laser juega el papel
de la rejilla de difraccion. El fenémeno se puede explicar como la interaccion de un
dipolo (el &tomo) con un campo que depende de la posicion (el laser). De esta forma
la interferencia de ondas de de Broglie puede ser demostrada experimentalmente.

También se puede observar la separaciéon de un haz de atomos de helio en dos
haces, mediante un campo de luz estacionario. Esta separacion es debida al dipolo
eléctrico del 4&tomo que pasa por un campo eléctrico inhomogeneo, una analogia al
experimento de Stern-Gerlach. Se puede decir que este experimento es un divisor
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de haz para dtomos ya que hay coherencia entre los dos haces resultantes. Incluso
pueden obtenerse interferémetros de atomos en los cuales el conteo en cada uno de
los brazos esté fuera de fase.

Actualmente todo tipo de aditamentos 6pticos como giréscopos se han desarro-
llado para atomos y ya estan compitiendo con aquellos hechos para luz. Ademas se
puede hacer interferometria con objetos macroscopicos como los fullerenos.

Incluso cuando la longitud de onda de de Broglie de los atomos se vuelve del
orden de la separacion entre ellos las funciones de onda individuales se empiezan a
superponer. Si son bosones se crea un condensado de Bose-Einstein.



Capitulo 3

Cuantizacion del Campo Electromagnético

Uno de los métodos con el cual se muestra que un campo electromagnético puede
cuantizarse es el método canénico de cuantizacién. Dicho método hace uso de varia-
bles candnicas clasicas para definir con esto operadores de la mecénica cuéntica. Es
el método que emplearemos a continuacién.

3.1. El Campo de un Modo como un Oscilador Armoénico.

La finalidad de esta secciéon es encontrar el Hamiltoniano para un campo electro-
magnético en ausencia de fuentes. Este Hamiltoniano clésico servird como base para
un modelo cuantico del problema.

Las ecuaciones de Maxwell para un campo en el vacio y sin fuentes son

V-E=0,

VxB=-—. (3.1)

Podemos entonces definir el potencial vectorial A escribiendo al campo magnético
B =V x A y el campo eléctrico E= —V¢ — (1/¢) 9A /0t con ¢ el potencial escalar.
De la Ec. (3.1) es directo encontrar la ecuacion de onda
1 0°A
VA — — =0,
2 Ot?
donde hemos supuesto la norma de Coulomb V-A = 0, y que ¢ = 0 por simplicidad,
dado que no hay fuentes. Esta ecuacién puede resolverse mediante la separacion de
variables al proponer

(3.2)
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A1) = a(t) Ao (1) (33)
Implicando
1 a(t) w?
— V2A, = -
AoV T 2 t) c?

La parte espacial del potencial vectorial Ay(r) cumple entonces con la ecuacion
de Helmholtz,

V2A, (r) + k*Ag (r) = 0, (3.4)

donde k = w/c.
Como o* () y A§(r) también son solucion de la ecuacion de onda, los campos se
expresan

E(r,6) = — > [a(t) Ao (r) + & (1) A% (1),

C

B(r,t)=a(t)VxAy(r)+a" (t)V x A% (r). (3.5)
Por lo que la energia electromagnética esta dada por la relacion
/ &’r (E* + B?) = 6120'4(15)2 / d*rA, (r)?
+C—12d()/d3A*( |/d3 | Ao (r
+a(t)? / FrV x Ag (0] + a* (1)’ / P [V x AL (r)]?
+2 |a(t)|2/d3r |V x A (r)]?. (3.6)
Se puede mostrar que la integral

/d3r [V x Ay (1)) = kQ/d?’r A (1),

tenemos una ecuacion similar para Aj(r) y puesto que & (t) = —iwa (t), tenemos
que & (t)* = —w?a (t)°. En este caso la Ec. (3.6) se simplifica como
Hp= /d3 (E*+B?) = L o ()] (3.7)
8m 2m ’ '

puesto que hemos supuesto, sin pérdida de generalidad que
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/d3r\A0 (r)] = 1.
Si definimos las cantidades

1

1) = —=la () —a" (1),
p(0) = ——la () +a" (1), 38)

Podemos escribir la Ec. (3.7) de la siguiente manera

1
He =3 (7 +7¢) 39
que es la ecuacion de la energia de un oscilador armoénico con frecuencia w y masa
m = 1. Ademés de la Ec. (3.8) podemos ver que ¢ = py p = —w?q, es decir

recuperamos las ecuaciones de Hamilton para el oscilador armoénico.

3.2. Cuantizaciéon de un Campo Unimodal.

Hemos demostrado que el campo de un solo modo corresponde a un oscilador
armonico con masa unitaria. Por lo que la descripciéon mecanico-cuantica del mismo
corresponde a solucionar el oscilador armonico en este formalismo. Si reemplaza-
mos las cantidades « (t) por el operador (27r7ic2/w)1/2 a(t) y el conjugado a* (t) por

(27rhc2/w)1/2 a' (t), tenemos entonces que la Ec. (3.9) puede escribirse como

Hp = hw (aT (t)a(t) + %) : (3.10)

es decir estas amplitudes son ahora los operadores de ascenso y descenso en el forma-
lismo de la mecénica cuantica. Recordamos que los operadores de ascenso y descenso
cumplen que para un estado de n cuantos del oscilador

aln) =+vnn—1) (3.11)
a'ln) =vn+1|n+1) (3.12)
Ahora el vector potencial tendra la forma

2mhe
w

1/2
Ay (r,t) = ( ) [a (t) Ao (r) +a' (t) A (r)] (3.13)

Sustituyendo en la Ec. (3.5) llegamos a los campos eléctrico y magnético
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E (r,t) = i (2nfw)"? [a (t) Ay (r) — a' (t) A% (r)],

A
B(r,1) = (2 ZL ) [@()V x Ag(r) +al ()V x A% ()] (3.14)

Los eigenvalores del Hamiltoniano cumplen la expresion

Hp|n) = E, |n) (3.15)
donde los eigenvalores son
1

la n establece el nimero de fotones. El estado vacio tiene cero fotones sin embargo
tiene una energia diferente de cero %hw. Lo cual nos indica que en este formalismo
hay un campo electromagnético asociado al vacio. Si tomamos el promedio de los
campos para un estado de n fotones llegamos

(E (r,4)) = (B (r,1)) = 0, (3.17)

puesto que (n|ajn) = 0. Los campos fluctian con media cero, aunque la energia esté
bien definida.
Si nos preguntamos por el valor medio del cuadrado de los campos tendremos

<E2 (r, t)> =— (271hw) <<a (t)2> Ay (r)2 — <a (t)a' (t) +a' (t)a (t)>

x | Ao (r)[> + {a (1)*) A (r)? ) . (3.18)

Recordamos que (a*) = (a!?) =0, (aa’ + ala) = (2aTa + 1) = 2n + 1, por lo que

(E2 (r,1)) = (n + %) drhw | Ao ()],
= drhw |Ag (v)]* n + 27hw [Ag (1),
= drhw | Ay (v)° n + (E? (r,t)),- (3.19)

Aqui emerge un aspecto muy interesante. Podemos ver que el primer término de

la derecha esté relacionado con el nimero de fotones n en nuestro campo. Asimis-
. 4 . 2 . .., .

mo contiene el término |Ag (r)|” es decir depende de la posicion como si fuera una
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onda. En este contexto podemos hablar de la dualidad onda-particula del campo
electromagnético. Podemos observar también que si [Ag (r)|” es grande hay una gran
probabilidad de encontrar un fotén en ry si |Ag (r)\2 es pequeno hay poca probabili-
dad. Es decir |Ag (r)\2 mide si estamos observando un comportamiento de particula
o de onda de nuestro campo.

También podemos calcular cantidades como (E™ (r,t)) para m > 2. Si supone-
mos, por simplicidad, que Ay (r) = Af (r), entonces

E(r,t) =i (2rhw)"? [a(t) —a’ ()] A (r) = (47rw2)1/2 q(t)Ap(r), (3.20)

donde se us6 que (a(t) —a'(t)) = —iy/2w/hq(t).

Dado que la densidad de probabilidad para el estado base de un oscilador ar-
moénico es |(gln = 0)]* = |1 (q)]° = (w/mh)"? e==4*/% sustituyendo ¢ (t) tenemos
que

P[E(r,t)] = [27 (E*(r)),] " exp [ E? (v, 1) /2 (E? (v)), ] (3.21)
=0

esto es para el estado |0). Tenemos que dado que (a), = (a') = 0 que (E™ (r,1)),
para m impar y

[e.9]

(E™ (r,1)), = [27 (E? (1)) ] / dE E™exp [~E? (r,1) /2 (E? (r)),]

m _ m+1 m/2
= om/2x=1/2p (T) (E*(r)), ", (3.22)

para m par.

Para los estados |n) diferentes del vacio se pueden encontrar resultados seme-
jantes. Solo que en esos casos la distribucion de probabilidad esta asociada con los
polinomios de Hermite H,,.

La expresion 3.22 permite observar que las fluctuaciones del campo eléctrico son
diferentes de cero atin cuando no hay fotones, existiendo entonces un campo eléctrico
asociado al vacio que perméa a todo el universo. Sin embargo podemos ver que en la
Ec. (3.19) el promedio del vacio solo interviene como una constante aditiva, la cual
podemos suprimir y definir entonces un nuevo Hamiltoniano

Hp — (0|Hp|0) = hwa'a, (3.23)

sin afectar ningtn resultado. Este nuevo Hamiltoniano se dice que sigue el ordena-
miento normal u ordenamiento de Wick, donde el operador a' va a la izquierda del
operador a. Este ordenamiento se denota como : Hp :,
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1
cHp = éhw (aa’" + a'a) := hwa'a (3.24)

con este ordenamiento hemos eliminado la contribucion del vacio dentro del Hamil-
toniano.

Sabemos que la dinamica del sistema esta descrita por las ecuaciones de Heisen-
berg que implican conmutadores del Hamiltoniano con las variables dinamicas a y a',
notamos que la parte asociada al vacio en el Hamiltoniano siempre conmuta con estos
operadores. Por esto sabemos que no debe haber ninguna contribucion de éste en la
dindmica del sistema. Sin embargo veremos que no es tan sencillo como parece, que
existen fenomenos medibles como la fuerza de Casimir, en las cuales la energia del
vacio toma un rol importante. Por lo cual no podemos eliminarlo de forma arbitraria
del Hamiltoniano.

3.3. El Campo en el Vacio'.

El Hamiltoniano obtenido para un solo modo k y polarizaciéon A\ puede ser gene-
ralizado para el caso de muchos modos k; y polarizacion A. Para ello se resuelven las
ecuaciones de Maxwell en el vacio con condiciones de frontera periddicas. Es decir se
puede generalizar la cuantizacion de los campos para un espacio vacio (sin fuentes de
campo electromagnético) y sin fronteras. En este caso tendremos un niimero infinito
de modos permitidos. Suponemos en este caso que la intensidad del campo para un
namero infinito de modos no depende de la posicion. Esto implica que |Ag (r)]* no
depende de r para cualquier modo. De la ecuacion de Helmholtz podemos ver que
Ay (r) = exe’™ T, con k - e, = 0 para que se cumpla la condicion de transversalidad
V- A (r,t) = 0 para la norma de Coulomb.

Normalizando cada uno de los modos en un volumen V = L? y aplicando condi-
ciones a la frontera periddicas

Alz+ L, y+ L, z+L)=A(z, y, 2), (3.25)
tenemos que
27
(kgy ky, k2) = T (N, Ny, M2, (3.26)

donde cada uno de los n es un entero. Tenemos asi el campo en el interior de un cubo
de volumen V, donde el vector potencial Ay (r) = V~/2e,e’®T, satisface la ecuacion
de Helmholtz y estd4 normalizada en el cubo

/ d*r|Ay (r)] = 1. (3.27)
v

I En ausencia de fuentes
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El vector unitario ey, el cual tiene que ser real, especifica la polarizacion del
campo para un modo. Se puede ver que la condiciéon k - e, = 0 tiene dos soluciones
independientes para ey, que llamaremos eyx; y exs2, que corresponden a dos polariza-
ciones diferentes, con ey -exa = 0y ef, = ef, = 1, de esta forma definimos para un
modo

Ay (r) = V1 2e0e™™ (A =1,2). (3.28)

De la Ec. (3.13) tenemos que el vector potencial para un modo con polarizacion
A es

2 he?
ka

Ay, (r,t) = < >1/2 [ak,\ (t) e™T + aL\ (t) e’“”} e, (3.29)

2mhc?
ka

1/2
AkA (I', t) = ( ) [ak)\ (O) e_i(wk’t_k'r) + GL)\ (0) ei(wl"t_k'r)} €K\, (330)

con la relacion de dispersion wy, = kc y los operadores ayy y CLLA son los operadores
de creacién y aniquilacion para el modo con vector de onda k y polarizacién . La
Ec. (3.30) nos da el potencial vectorial para una onda plana. Dada la linealidad de
la ecuaciones de Maxwell, para un nimero infinito de modos tendremos

A=Y (22262)1/2 @ (0) Ao (1) + af, (0) A (1) ex (3.31)

es el potencial vectorial en el vacio.
Usando que las soluciones de la ecuacion de Helmholtz con condiciones a la fron-
tera periodicas son ortonormales, es decir

/ d3TAk>\ (I') N Aii/)\/ (I‘) - 51:);1{15/\7)\/, (332)
%4

podemos llegar, utilizando un desarrollo parecido al de la seccién anterior, que el
Hamiltoniano se escribe

1
Hp = hwy <abak,\ + 5) (3.33)
kA

para un nimero infinito de modos en el vacio. Esta es la expresion de la energia de
un ntmero infinito de osciladores armoénicos desacoplados, que satisfacen las reglas
de conmutacion
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v [ao (), aw ()] = [ab\ (1), aly, (t)} — 0. Dado que E(r,t) = —(1/c)A(r, 1) /0t
y de la Ec. (3.31) tenemos el campo eléctrico

rf) =i 2mhwy, 12 i okt _ gt otk ex
B0 =2 () w0 a0 o @

Mientras que de la Ec. (3.31) y que B =V x A obtenemos directamente que

B (r,t) = ZZ (27%62) v [akA (t) e —al, (1) e_ik'r} k X e. (3.36)

Las amplitudes definidas en la Ec. (3.28) forman un conjunto completo de fun-
ciones, lo que se puede justificar por el teorema de Fourier. Entonces cualquier modo
puede ser desarrollado en términos de esas amplitudes.

El momento lineal asociado al campo est4 dado por la ecuacion

1 3
P=— [ d&r(ExB), (3.37)

die Jy

por lo que sustituyendo las Ecs. (3.35), (3.36) y usando la ortonormalidad de las
funciones Ay, (r) se tiene que

1
P=> hk (aTk)\ak,\ + 5) : (3.38)
kA

Observamos que [P, Hr| = 0, por lo que el momento lineal es una constante de
movimiento. Los eigenvalores de P son ), , hk (nkA + %), donde ny, es un namero
positivo o cero. Es decir un estado estacionario esté caracterizado por el conjunto de
numero de fotones {ny,}. Donde el estado [{nk,}) tiene un nimero total de fotones

> ) Tk, Una energia

E =Y hw (nm + %) : (3.39)

kA

y un momento lineal

P =) Ik (nk,\ + %) (3.40)

kA

o redefiniendolos
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E = Z hwknkA P = Z hknk)\, (341)
kA kX

si es que quitamos el término asociado al estado vacio en la energia. En el caso
del momento, este término asociado al vacio >, %hk es cero ya que tenemos la
contribucion de k y de —k en esta suma.

Llegamos a la descripcién mecénico-cuéntica del campo electromagnético donde
los estados estacionarios de los fotones tienen energia hwy v momento lineal hk. De
lo cual tenemos que E? — P?¢? = h? (w? — k*c*) = 0 y entonces la masa en reposo
de los fotones es cero, ya que E? — P2 = m2c?, siendo my la masa en reposo.
La teoria también predice que estos fotones son bosones y por lo tanto sus estados
estacionarios son simétricos con respecto al intercambio de dos fotones. Podemos
construir el estado de n fotones a partir del estado vacio mediante

(a))”
In) = ' 0), (3.42)
n!
que es simétrico ante el intercambio de dos fotones. Este comportamiento bosénico
es debido a la regla de conmutacion expresada en la Ec. (3.34).
El vector de onda k determina el momento lineal y la energia del fotén. Asimismo
la polarizacion A esta relacionada con el momento angular intrinseco del foton, el cual
definimos

s— 1 [ (ExA). (3.43)

Ame [y,

Es importante notar que S es un invariante de norma, porque V - A = 0.
Sustituyendo las Ecs. (3.31) y (3.35)

S = zhz k (abakl - altlakQ) , (3.44)
K\

con k = k/k = ek X exy. Es el vector unitario que junto con ey; y exo forman una
triada de vectores. El operador de momento angular intrinseco no conmuta con el
operador ali/\ak,\ por lo que el Hamiltoniano y el momento angular no comparten
los eigenestados |nyy). Podemos construir eigenestados simultaneos de la energia, el
momento lineal y el espin definiendo vectores de polarizaciéon complejos

1 :
€k 11 = —E (ek1 + Zekg) s (345)

1 )
€k,—1 = —2 (ek1 - Zek?)a (3-46)
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que satisfacen las relaciones €L o €k = Oaas, €L X €k = ialA{(Saa/, con o = =*1.
Por lo tanto si los vectores de polarizaciéon ey, y exs corresponden a polarizaciones
lineales. Entonces los vectores ex 41 y ek,_1 corresponden a polarizaciones circula-
res. Definimos los operadores de creacion y aniquilacién para modos circularmente
polarizados (k,a = +1) como

1 .
ak +1 = _ﬁ (ak1 — Zakg) y (347)
1 :
ak,—1 = E (ak1 + lakg) s (348)

en este caso el momento angular intrinseco se escribe
S = hz k (aLHak#l - aL_lak7,1) = Z ahkaLaak@ (3.49)
k ko

asimismo Hp = ), hwray (axa ¥ P = )2, alika, ,ax .. En este caso el momento
angular intrinseco si conmuta con el Hamiltoniano con eigenvector |ny o)y eigenvalor
ahk, a = £1. Es decir que el momento angular en la direccién de propagacién toma
valores de +hA. Por lo que podemos corroborar que el foton es un bosén de espin 1.

3.4. La Necesidad del Campo del Vacio.

Utilizando las ecuaciones de Heisenberg se demuestra que la evolucién temporal
del potencial vectorial A de un dipolo tiene dos contribuciones para el campo eléctrico
una parte de radiaciéon asociada al dipolo y otra asociada al vacio. Se demostrara
que estd tltima contribucién es necesaria para que la teoria sea consistente.

El estado vacio se define como el estado de cero fotones, en el cual nxy, = 0
para toda k y A. El estado vacio es un eigenestado del Hamiltoniano pero no de los
operadores del campo eléctrico y magnético. En este estado los campos no tienen
valores definidos sino que estan fluctuando con una media igual a cero.

Podemos pensar que la absorcion de fotones es una transicion al estado vacio y
una emision de fotones es una transicion del estado vacio hacia un estado con un
nimero de fotones diferentes de cero. Dirac lo describia de la siguiente forma [15]:

“Un cuanto de luz tiene la peculiaridad de que aparentemente deja de existir
cuando estd en uno de sus estados estacionarios, llamado el estado cero, en el cual
su momento, y ademas su energia, son cero. Cuando un cuanto de luz es absorbido
puede ser considerado que salta hacia este estado cero, y cuando uno es emitido puede
ser considerado que salta desde el estado cero a un estado en el cual esta fisicamente
en evidencia, asi que parece que ha sido creado. Dado que no hay limite al niimero
de cuantos de luz que pueden ser creados de esta forma, debemos suponer que hay
un numero infinito de cuantos de luz en el estado cero”.
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Una de las caracteristicas mas importantes del estado vacio es que tiene una

energfa ), \ hwy/2 infinita. Para ver el espectro de una forma continua hacemos el
cambio

Por lo que la densidad de energia del estado cero es

— —_ —_ 3 —
v E 2ﬁwk S d k:2k:c
h 3
= m/dww (3.51)

y la densidad espectral de energia del campo del vacio es

hWS
po(w) =555 (3.52)
entonces la densidad de energia en un intervalo entre wy y wy es
w2 5
/dwpg (w) = o2 (wy — wi). (3.53)

w1

La cual puede ser muy grande, por ejemplo en la regiéon optica de 400 a 700
nm, esta densidad de energia es de 220 erg/cm?. Esto nos indica que atin habiendo
eliminado la energia del estado vacio de la Ec. (3.39) se tienen consecuencias debidas
a ella. Esto se vera mas claramente considerando un oscilador dipolar en el vacio.

El Hamiltoniano en este caso estd dado por

2
= ﬁ (p - ZA) + %mwSrQ + Hp. (3.54)

Las ecuaciones de movimiento son las ecuaciones de Heisenberg, que podemos

escribirlas

. 1 1 e

= e H] = — (p _ EA) , (3.55)
) 1 1 e 2 9
p= g p, H] = —%V (p - EA> — Mmwgr (3.56)

Usando la expresion
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V(A-B)=(A-V)B+ (B-V)A+Bx (VxA)+Ax(VxB),

es inmediato que la ecuacién de movimiento del operador de momento estd dada por

b= (o= £8): 5] [54] - (o 0) 9 x[24] -

c m
e . e. 9
=—(r-V)A+ -1 x B—nmuwr. (3.57)
c c
Las dos ecuaciones anteriores permiten obtener

mf:p_EA:_E A—(I'--V)A]—i—EI"XB—mwgr
c ¢ c

— ¢E + 5 x B — mu?r, (3.58)
C

donde se ha utilizado que A = JA/dt + (¥ - V) A y E = —(1/c)0A/dt. Si el movi-

miento es no-relativista despreciamos el término del campo magnético y tendremos

. e e 2rhwy |
r+ WSI‘ = EE = ZE Z ( % k) |:CLk)\ (t) - CLLA (t) (S (359)
kA

puesto que en la aproximacion dipolar k - r ~ 0. La ecuacion de Heisenberg para el
operador de aniquilacién en el Hamiltoniano de la Ec. (3.54)

or \ /2
Ay = —Wraxy + i€ - ey, 3.60
9 kA ( hka) 9 ( )
donde el primer término proviene de Hp y el segundo del oscilador dipolar.

En todo este desarrollo se ha supuesto que los operadores del campo y de la
particula conmutan para un mismo tiempo. La solucion a la Ec. (3.60) es

t

, o\ V2 o

(0579 (t) = A\ (0) G_Wkt + e (ﬁwﬂ.v> /dt’ek)\ T (t/) szk(t_t ), (361)
k

Entonces observamos que la Ec. (3.59) puede ser reescrita como sigue

i+ wir = %Eo (t) + %ER (1), (3.62)

con
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27Thu)k 1/2 . :
Eo(t) =Y ( - ) [am (0) et — af, (0) eW] e (3.63)
kA
Yy
4 t
Br(f) = —7r / 0t Ters - 1 ()] exr coswy (f — 1) (3.64)
kA 0

En [16] se ha demostrado que la expresion anterior en caso del continuo esta dada
por

2e ..
Er(t) = @r, (3.65)

que es un campo de reacciéon de radiacion. El campo total que acttia sobre el dipolo
tiene la contribucion de un campo asociado al vacio Eq (t) y el campo de reacciéon
de radiacion Eg (t). Ey es la solucion a la ecuacion de onda, que proviene de las
Ecs. de Maxwell (V2 — ¢20%/0t*) E = 0. Sustituyendo la Ec. (3.65) en la Ec. (3.62)
llegamos a

S . (3.66)
m

con 7 = 2¢2/3mc?. Es la ecuacion de un oscilador armoénico amortiguado y forzado,
por el campo “externo” del vacio que actiia sobre el dipolo. Dado que la tnica fuente
de campo electromagnético es el dipolo, vemos que el campo que produce este dipolo
es el campo de reaccion de radiacion. Sin embargo la importancia de la Ec. (3.66)
radica en que existe siempre un campo que no es generado por la fuente, de aqui que
se le llame campo del vacio Eg. Eg(t) es el campo generado por el dipolo y actuando
sobre el dipolo.

De las Ecs. (3.63) y (3.64) hacemos notar que en ¢t = 0 el campo Eq es distinto
de cero, mientras Eg es cero. Lo cual indica que que la interaccién descrita por la
Ec. (3.62) tiene comienzo en t = 0. A este tiempo el estado del sistema esta descrito
por el vector de estado |¥) = |0) [¢p), donde |0) es el vector de estado del campo y
|tp) es el vector de estado inicial del dipolo. El promedio del campo del vacio para
cualquier tiempo es cero, ya que (Eq (t)) = (V| Eq (¢) |¥) = 0, dadas la propiedades

que (akr) = <aLA> = 0. Sin embargo la energfa asociada a este campo es
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1/2
4 Z Z <27Thwk> (27r‘77}wk/> <ak/\ (0) al,, (0)> ellow—rlt,

kX k)N

1 27rhwk
= > ( ) dwpo w), (3.67)

la cual es infinita. Esto quiere decir que siendo la energia del estado vacio s6lo un
numero el cual no contribuye a las ecuaciones de Heisenberg, y por lo cual desprecia-
mos, vuelve a salir a la luz asociada a la energia del campo del vacio. La cual es la
solucién homogenea de las ecuaciones de onda. Por lo cual este término en la energia,
el cual es infinito, no puede ser quitado del Hamiltoniano y es el origen de uno de
los infinitos de la electrodindmica cuantica que no puede eliminarse en forma trivial.

Veremos que este término se necesita para que la teoria sea consistente. Tome-
mos el caso del conmutador [z (t), p. ()] = U (t) [2(0), p. (0)] U (t) = ih. Podemos
calcular este conmutador si conocemos la solucion a la Ec. (3.66) y tomando en

consideracion que [akA, aJ{(,X] = Ok k0 v. Donde la solucion de la Ec. (3.66) es

1e

2(t) ==Y [Fae ™ — Fpe™], (3.68)
m kA
con
27Thwk 1/2 Ar\ (O)
Fioo=— 3.69
kA ( 1% ) wi—wi+ Z'Tw,?;ek)‘ (2) (3.69)

donde ey, (2) es justamente la componente z de eyy. Tenemos ahora que el conmu-
tador

20, P (@] = (1), me @)+ [ (), SA.0)] = (), me@)]  (3.70)

puesto que los operadores de particula y campo conmutan a un mismo tiempo. Te-
nemos entonces que

= (8), mzu)]:%(g)z e (2) e (2) of

Y (wk—wo) + 72w

donde la suma sobre A: Y, ek (2) exy (2) = 1—k2/k?, esto es debido a que ey, ekgyf{
forman una triada ortonormal. Ademas de la Ec. (3.50) tenemos que para una k
continua
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s me )= S (B1) (&) [ d?”f(wg(l w)_lww

k k
he? (s [ !
_ the <_7;)/dwk % " (3.71)
2m2m \ 3c / (Wi —wg)” + 72w

Suponiendo que hay un pico en wy =~ wy v haciendo el cambio de variable z =

w? — w2 tenemos

2ihe* [ de 2ihe*w; T ,
[Z <t>7 Dz (t)] = WWO / ;[‘2 + 72w8 = ( 37Tm03 > (ng) = ZFL (372)

—00

Tal como debe ser. Esto implica que el hecho de que exista el forzamiento debido
al campo del vacio se llega a que la solucion de la Ec. (3.66) preserva las relaciones
de conmutacion en la Ec. (3.72). Podemos ver que este resultado es consistente con
que el movimiento del oscilador armoénico dipolar es sostenido. Es decir existe un
equilibrio entre el término disipativo y el forzamiento, haciendo que el movimiento
se conserve y por lo tanto la energia asociada al campo del vacio es constante en el
tiempo.

3.5. Conmutadores de los Campos.

Tenemos que las componentes de los campos siguen reglas de conmutacion, que
se cumplen para todo tiempo, las cuales nos dicen

[Ei (r1, 1), Ej(ra,t2)] = [Bi(r1,t1), Bj(ra,t2)]

8, O? 0?
— drihe [ 24 _
mihe ( 2 31518252 87’11‘67"2]‘)
x D ((I‘l — I‘g) , t1 — tg) , (373)

donde
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)
~~
u'-s

~
N——

Il

1Y)’ 1,
=— (%) /dSk Ee’k'r sin (wyt) ,

o0

= _47:27“ / dk sin (kr)sin (kct) ,
_ ﬁ 15 (r — ct) — 6 (r + ct)]. (3.74)

Esto nos indica que los campos en las posiciones y los tiempos (r1, t1) y en (ra, t2)
no pueden ser medidos simultaneamente a menos que estos estén conectados por una
senal de luz, es decir si |r; — ro| = £c (t; — t3). De la misma forma tenemos

82

[Ei (r1, t1), Bj(r2, t2)] = 4mhceijkm

D ((I‘l — I'Q) ,tl - tg) (375)

Por las propiedades de la funcion D(r,t), los conmutadores 3.73 y 3.75 indican
que los campos pueden ser medidos simultaneamente. Sin embargo se hace notar que
estos conmutadores fueron obtenidos cuando no hay fuentes de campo; si se agregan
cargas puntuales, se llegara a otras relaciones de conmutacion.

3.6. El Efecto Unruh-Davies.

Otros efectos como el Efecto de Unruh-Davies pueden darnos evidencia experi-
mental del campo del vacio. Este efecto consiste en que si un observador se mueve con
una aceleracion constante a (propia) en el vacio, éste se percibe inmerso en un bafo
térmico a una temperatura 7' = ha/2mkc. Este efecto puede demostrarse observando
las correlaciones de un potencial escalar para tiempos diferentes, calculadas de dos
formas:

1. Con la distribucién de probabilidad de la estadistica de Bose-Einstein.

2. Mediante el promedio mecénico-cuéntico sobre el estado de cero fotones.

Estos dos resultados se comparan llegando a que para que sean iguales debe de
cumplirse que

ha
2rkc
Lo cual indica que en este caso, el efecto de la aceleracion es hacer que las fluc-

tuaciones del campo vacio se vean reflejadas en fluctuaciones térmicas. Lo cual es
muy intuitivo.

(3.76)
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3.7. Radiacion Térmica.

El campo del vacio comparte una serie de propiedades con la radiacion térmica.
Los cuales estudiaremos a continuacion.

La probabilidad P, de que haya n fotones en un campo unimodal de frecuencia
w, en equilibrio térmico a una temperatura 1" es

b o~ (n+3 ) hw/kT | el
BNSI TR e
e MIRT (1 — m /KT (3.77)

donde en la ltima igualdad se utilizo el resultado de una progresion geométrica de
n términos cuando n — oo
También el numero de fotones promedio es

o ) 0 & 1
n:z% nP,==—(1—-e" a—z; :eh‘”/k—T—f (3.78)
ya que
Z@ 1 —a’
n=0 —¢€
con o = hw/kT.

Entonces podemos reescribir P, en términos de n de la siguiente forma

n"
P=——. 3.79
(4 1) (3:79)

Usando el procedimiento indicado para obtener n, se pueden calcular promedios de
funciones de n. Por ejemplo

n?=> n’P, =2n"+n, (3.80)
n=0
con lo cual
An® =n? —n? =n? +n, (3.81)

donde recordando la féormula de Einstein [17] sobre las fluctuaciones en energia de la
radiacion térmica se concluye que el término con i2? esta asociado con las fluctuaciones
de onda y el n esta asociado a las fluctuaciones de particula.

Desde el punto de vista de la mecanica cuantica tenemos que
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= (n?) = ()" = (alaa'a) — (a'a)”
:<a (a a+1)a>—<a a>

= (a'a'aa) + n —n?, (3.82)

siendo a el operador de aniquilaciéon del campo unimodal. Este campo tiene una
matriz densidad

p=>_ Puln)(n|, (3.83)

donde P, es la probabilidad de tener n fotones cuando un campo electromagnético
unimodal se encuentra a una temperatura 7. Entonces

(d'a'aa) = Z P, (nla'alaa|n) . (3.84)

Como aa|n) = +/na|n —1) = y/n(n—1)|n — 2), nos lleva a

AT

o0 o0
ala'aa) = n(n—1) n ( n— = 202 3.85
(alalaa) =320 =1) Po = 30 = 1) (3.85)

Este resultado implica que las Ecs. (3.81) y (3.82) coinciden. Sin embargo el tér-
mino de particula se obtiene del conmutador [a, aq = 1. Este conmutador da origen
a la energia del punto cero en el Hamiltoniano del oscilador arménico que describe
un campo unimodal. Por lo que podemos concluir que este término de particula esta
relacionado con la existencia de la energia del punto cero.

El término 72® en la expresion (3.81) surge de que el promedio (a'a’aa) = 2n°.
El factor de 2 es muy importante dado que este promedio es el origen de las correla-
ciones de Brown-Twiss, que se conocen también como empaquetamiento “bunching”
de fotones. Suponiendo que en la radiacion térmica se cuenta con detectores que ab-
sorben dos fotones en forma simultanea, esto es el detector responde a la funcion de
correlacion <aTaTaa> en el ordenamiento normal. El hecho de que esta correlacién sea
mayor que 72 indica que los fotones tienden a venir en pares. Este empaquetamiento
fue medido por Brown y Twiss en los anos 50’s [18].

Este empaquetamiento de los fotones no es una propiedad universal de la radia-
cion. Por ejemplo, para un laser ideal <aTaTaa> = 72, por lo que los fotones no estan
correlacionados. Por lo que el 1aser no presenta el término de onda en las fluctuaciones
vy An? = 7. Es lo méas cercano a una onda de luz clésica sin fluctuaciones.
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La Funcion de Wigner

Cuando se relaciona la Mecanica Clasica con la Mecanica Cuéntica se puede
ver que no son del todo compatibles. Por un lado tenemos que la finalidad de la
mecanica clasica es encontrar la trayectoria de una particula para todo tiempo; o bien
propiedades macroscopicas de un conjunto grande de particulas de cuya descripciéon
se encarga la Mecanica Estadistica mediante una distribucion de probabilidad. En el
caso de la Mecénica Cuantica no podemos hablar de trayectorias de las particulas.
El estado del sistema esta determinado por el vector de onda [¢)) o por el operador
densidad p. Por otro lado, ademas del tratamiento estadistico que puede resultar de
observar un conjunto grande de particulas, tenemos que la cuantica en si es una teoria
estadistica. Dado que los operadores de posicion & y de momento p no conmutan no
podemos hablar de una verdadera distribuciéon de probabilidad en el espacio fase.

Sin embargo, se han definido funciones de distribucion de cuasiprobabilidad que
han probado ser de gran utilidad en el estudio de sistemas cuénticos. Son ftiles, no
Gnicamente como instrumentos de calculo sino también proveen informacion sobre
la relacion en la mecanica clasica y la mecénica cuantica. Una de ellas es la llamada
funcion de cuasiprobabilidad de Wigner o funcion de Wigner en el que se define una
funcién de los eigenvalores de & y p parecida a una distribuciéon de probabilidad, pero
que sin embargo puede tomar valores negativos.

4.1. Definicién de la Funcién de Wigner

La definicion de la distribucion de Wigner en el espacio fase es [19]

5

W (z,p) = %i d€ exp (—%p §> <x + %5 T — %§> . (4.1)

Esta expresion corresponde al caso de sistemas mecanico cuanticos en una dimen-
sion. La funcion de Wigner puede definirse también en n dimensiones. Es necesario
reemplazar 1/27h — 1/ (2h)" y donde z, £ y p son vectores en n-dimensiones. En
esta contribucion nos restringiremos al caso unidimensional.
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Una justificacion de esta definicion se puede hacer si suponemos que nuestro
objetivo es describir el movimiento de una particula de una posicién =’ a 2”. Cuando
nos preguntamos por la amplitud de probabilidad de que este movimiento se efectiie,
tenemos que preguntarnos por la cantidad (| p|z’), la distancia que recorre la par-
ticula es £ = " — 2 y si definimos el centro del movimiento como x = (2 + z')/2
entonces tenemos que ¥’ = x — %f ya'=x+ %5. Por lo que la amplitud de probabi-
lidad del movimiento queda <x + %5 plr — %£> Si asociamos el momento p como la
variable conjugada de la variable £ y preguntamos por la amplitud de probabilidad en
las variables x v p en vez de las variables x v £ tenemos que realizar la transformada

de Fourier
1
T — §€> )

donde hemos agregado el factor de normalizacion 1/(27h) para que

/dx/de(:C,p)zl.

En el caso de un estado puro [¢), el operador densidad p = [¢) (¢| por lo que la
funcion de Wigner est4 dada por

1 r : 1
W (x,p) = 7 d§ exp (—%M) <w+§€‘ﬁ

o)

Wiep) =5 [ dgexp (—%p 5) " (az - %g) " (x + %s) (4.2)

—0o0

4.2. Propiedades de la Funcién de Wigner

En esta seccién veremos que la funcion de Wigner ayuda a calcular valores espe-
rados en la mecéanica cuéntica haciendo uso de conceptos de la Mecanica Estadistica.

4.2.1. Marginales

Podemos tomar la integral de la funcion de Wigner en cualquiera de sus dos
variables x o p, teniendo de esta forma la distribucién de momentos o posiciones,
respectivamente.

Distribucion de Posicidén

Integrando la Ec. (4.1) con respecto a la variable p se obtiene
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il Le)

o0

[ W =5 dp/dfexp (<37¢) (o+ 3

—00 —00

haciendo uso de la definicién de la delta de Dirac

% [ dp exp (—%pf) =4(8), (4.3)
llegamos a que N
7dp W(z,p) = 7d55<5> (o450l 56)
por lo tanto - h
70 dp W (a,p) = (al pla) = W () (4.4

De lo cual vemos que al tomar la marginal de la funciéon de Wigner obtenemos la
funcion de distribucion de probabilidad para la variable x, W (z).

Distribuciéon de Momento

De igual forma que obtuvimos la distribucién para x podemos obtener la distri-
bucion de la variable p, integrando sobre z la Ec. (4.1)
x+ f >

e}

/de(x,p) o7 dx/dgexp (——p§> <x+ 5‘

—0o0 —00

reintroduciendo las variables ' = = — —§ vy =x+ 25 tenemos

[e.e]

/de 2.p) /dm’/dm”exp (——p(x —x)) WPl . (45)

—00

Dejamos por un momento el desarrollo y nos preguntamos por la expresion a la
cual debemos llegar, W (p) = (p| p |p)
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vmewmmz/df/¢ﬂwﬂwﬂmwwﬂm7 (4.6)

donde hemos utilizado la base completa del operador de posicién

7dx\x> (2] = 1.

Hacemos notar que el paréntesis de transformacion entre las bases de los opera-
dores de posicion y momento estan dadas por la expresion

(plz") = \/217T—he><p <—%p x”) : (4.7)

Sustituyendo este resultado y el equivalente para (z/[p) en la Ec. (4.7) finalmente
obtenemos

7 i, .
W(p) = /dx /d:c’eXp (7 (2’ —l’/)> (@ pla).

Este es el mismo resultado que obtuvimos en la Ec. (4.5), por lo tanto

e}

/MW@M—WNMEW@-

—00

4.2.2. Superposicion de Estados Cuanticos en el Espacio Fase

Otra de las propiedades de la funcion de Wigner, es llamada la regla del producto
de trazas

Tr (p12) :27Th/dx/dem(x,p)W@(x,p), (4.8)

—00

donde recordamos la definicion de la funcién de Wigner

pj

QJ_%£>7

W, (2, p) = % d§ exp <—%p 5) <:c + %5

con j =1y2.



Capitulo 4. La Funcion de Wigner 40

Para el caso de estados puros p; = [¢;) (¢;], lo que indica que la traza del producto
de densidades de probabilidad es igual a la magnitud asociada al traslape entre los
estados, es decir

Tr (p152) = Tr ([¢n) (1 [va) (a]) = [(enleoa)

Entonces, en este caso la regla del producto de trazas nos dice

(W iba)|? = 2R / du / dp Wi (2, p)Wiony (2. ). (4.9)

Por lo cual de la funcién de Wigner es posible encontrar el producto escalar
modulo cuadrado de dos vectores [11) y [1s).

Para derivar la regla del producto de las trazas, multiplicamos la definicién de la
funcion de Wigner por exp (ip&’/h) e integramos sobre p obteniéndose

OO " / .
(x| ps o) = / dp W (aj ;aj 7p) exp (;—:Lp (2" — l”)) :

De la definicion de traza tenemos

Te(1ps) = / dz” (2] pujn |o") = / dz" / de’ ("] pr |a') ('] po ")

donde hemos usado la base completa del operador de posicién Substituyendo los
elementos de matriz de los operadores densidad p; y ps se tiene que

s s 1 !
/dx"/dx'/dp/dpwpl ”5 “7, )Wﬁz(x ;x,p'>e(%<p P)a"=a))

Usando nuevamente el cambio de variables 2’ = x — —5 ya'=x+ 25, entonces

— /df/dl’/dp/dp’ Wﬁl (,Z‘,p) Wﬁz (xjp/) 6(%5(;07]3/)).

Integrando sobre &, obtenemos la expresion

o0 o0

T () —%h/dx/dp/dp'vvm(x P Wi, (2,0) 6 (p— ).

—00 —00
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Llegando al resultado final donde

Tr (jufa) = 2nh / dz / dp W), (2,0) W, (2,p).

— 00

4.2.3. Forma de la Funciéon de Wigner

La funcion de Wigner no puede comprimirse a un dominio del espacio fase mas
pequeno que 2mh como consecuencia del principio de incertidumbre de Heisenberg.
Ademas la funcién de Wigner de un estado normalizable, tiene una cota superior y
en general puede ser negativa.

Tamano de un Estado Cuantico

De la propiedad de la matriz densidad, sabemos que

Tr(p®) < 1.

donde la igualdad se cumple para estados puros, entonces de la Ec. (4.8)

QWH/dx/deﬁQ(x,p) <1 (4.10)

Por lo tanto

1
Jooda [2, dp Wi (z,p)

El lado derecho de la igualdad estd relacionado con el area en el espacio fase
ocupado por el estado cuantico. Por lo que podemos ver que dicha area no puede
tomar un valor mayor que 27h, se da la igualdad en el caso de estados puros, ya que
ffooo dx ffooo dp W?(z,p) = 1/27h.

2rh <

Cota Superior de la Funcién de Wigner

Veremos que el valor absoluto de la funciéon de Wigner no puede tomar valores
arbitrariamente grandes, sino que esta acotada por el valor 1/(7h). Para estados
puros se tiene que

Wiap) = 55 [ dco (g€ v (o 5¢) 0 (w4 5¢)

que puede escribirse como el producto escalar



Capitulo 4. La Funcion de Wigner 42

Wie,p) = = [ dedi(€) oa(6) = = (@nlow),

con las definiciones

o) = o () v (- 36) v @@ =50 (o4 56).

Si suponemos que t(x) estd normalizada entonces también lo estan las ¢;(§),
recordando que el elemento de volumen toma la forma d (£/2), por lo que

(D1]@1) = (Pal2) = 1,

W, p)] = — 6ila)].

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[(p1]da) [ < (] ) - (Balda) = 1.

Finalmente obtenemos

1
mh

Por lo que la funcion de Wigner de un estado puro y normalizable no puede tener
valores mayores a 1/(7h). Como consecuencia tenemos que la funcion de Wigner no
puede ser de la forma W (x,p) = 0(x — x0)d(p — po) que seria posible clasicamente.

La funcién de Wigner puede tomar valores negativos.

De la regla de producto de las trazas, Ec.(4.8). Si encontramos dos operadores p;
y po tales

se cumple entonces

2mh / dx / dp Wy, (x, p)W,(x,p) =0,
por lo tanto como estamos integrando sobre todo el espacio, la funcion de Wigner

debe tomar valores tanto positivos como negativos. Sin embargo pueden existir fun-
ciones de Wigner que son positivas en todo el espacio fase.
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4.3. Evolucién Temporal de la Funcién de Wigner

En esta seccion se busca obtener una expresion para la evolucion temporal de la
funcion de Wigner, esto pensando en una particula que esta inmersa en un potencial
U (z)

4.3.1. La Ecuacién de von Neumann en el Espacio Fase

Partiendo de la ecuacion de evolucion para el operador densidad (ecuacion de von
Neumann). La cual es vilida para estados sin dispersion

]

obtenemos

0 1\ 1 |op| 1.\ i 1 |rs - 1
8t< x‘25>—<“25‘6t$‘25>—‘n<“25HH4”—25>’

multiplicando por (27h) " exp (—ip&/h) e integrando en todo el espacio la variable
¢ notamos que del lado izquierdo tenemos la parcial con respecto al tiempo de la
funcion de Wigner, entonces

W1 a2l (AP ) o5 [ 2 vu
[ s [ v oo g v

donde hemos utilizado que el Hamiltoniano

JJ—;S>,

. p2
H=:—+U().
5, TU (@)

Podemos entonces llegar a que la evolucion temporal de la funcion de Wigner
depende de dos términos, uno asociado a la energia cinética y el otro a la potencial.
Definidos tales que

ow
=7
o0 +U,

p(=3r¢) 1
h2M/§ 27}; <$+§§

el término de energia cinética y

con la cantidad

p*p — pp*

x_%§>7
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U= /5 _é§)<x+%§‘U(I)ﬁ—ﬁU(x)x—%§>7

el término de energia potencial.
En el Apéndice A estos términos son evaluados, quedando en términos de deri-
vadas de la funcion de Wigner de la siguiente forma

_ _32

o0 2l 12141 20+1
U= Z (ih/2) d""U (x) 0 W (2, pit) . (4.12)

Lo (20 + 1)1 da?H gpritt

Se hace notar que el término de la energia cinética s6lo depende de la primer
derivada con respecto a la posicion de la funcion de Wigner. Sin embargo el término
de energia potencial depende de miltiples derivadas del potencial y la funcién de
Wigner con respecto a la posicion y el momento respectivamente. Este hecho dificulta,
dependiendo el potencial, la solucién de la ecuaciéon diferencial para la funcion de
Wigner dada la complejidad de este término.

4.3.2. La Ecuaciéon de Liouville Cuantica

Con la evaluacion de los términos de energia cinética y potencial, podemos final-
mente llegar a la ecuacion diferencial que determina la evolucion de la funcion de
Wigner en el espacio fase, la cual queda como

(a L P 0 dU () a) i )V (R/2)% 21U (x) 92+

N A, 2l + 1 dz2+1 Gp+l

ot Moz dr  Op W (@, pit)

=1

(4.13)

Si tomamos el limite clasico. Cuando A = 0 vemos que la funcion de Wigner se
expresa en una forma mas abreviada

ot " Mor T da a—p> Wiz pit) =0
Que es la expresion que se obtiene en la mecanica estadistica. Esto hace que nos
preguntemos si en el limite cuando A = 0 la mecénica cuéantica esta regida por la
mecanica clasica.
Sabemos que la distribucién de Wigner puede tomar valores negativos a diferencia
de las distribuciones de la mecénica clasica lo cual nos hace sospechar que la funcion

(a p @ dU(z) d
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de Wigner puede no ser el equivalente a la funcion de distribuciéon de un sistema
mecanico clasico.

4.4. La Funcién de Wigner Determinada por el Espacio Fase

La forma en que se calcula la distribucion de Wigner, tal como esté escrita en la
Ec. (4.1) y Ec. (4.2) involucra el conocer la eigenfuncion o el operador densidad en el
cual se encuentra el sistema. Es decir, que para calcular la funcion de Wigner, primero
tenemos que resolver la ecuacion de Schrodinger o la ecuacién de Von Neumann y
evaluar la integral de la Ec. (4.1). Con la Ec. (4.13) esto ya no es necesario, solo
tenemos que resolver la ecuacion diferencial parcial para obtener la distribucion.
Esta ecuacion puede ser sustituida por dos ecuaciones acopladas en el espacio fase que
expresa en forma mas general la evolucion de la funcion de Wigner. Estas ecuaciones
las satisfacen las llamadas funciones de Moyal.

4.4.1. Definicién de la Funcién de Moyal

Para definir las funciones de Moyal tenemos que hacer uso de la extension tem-
poral de la funcion de Wigner. La cual es expresada de la forma

W(apit) = = [ dees/n <x +5E 5 (1) | - %s> .

~ 27h

—0o0

Donde recordamos que

ﬁ(t) _ €_th/hﬁ (O) 6iI:It/h

Por lo tanto

e—iﬁt/hlb (0) eiﬁt/h

dge=Pe/M <x +5¢

— 00

W (z,p;t)

Utilizando que la base de los eigenestados del Hamiltoniano es completa

/ZdE|E><E|_1

donde la suma va sobre los estados discretos de la energia y la integral sobre los
continuos. Los estados |F) cumplen con la ecuacion de eigenvalores del operador
Hamiltoniano expresada

~ 27k

H|E) = E|E) (4.14)
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Por lo tanto podemos ver que la funcion de Wigner es

:L’ it /ZdE//Z dE//e—z‘(Eu_E/)t/h <E1/| R, (0) |E/> VV|E//><E/| (:L‘,p) ’
(4.15)
con la funcion de Moyal definida como

M/‘E”ME" (.CE, p) dge—lpf/ﬁ <l’ + 6‘ E//

ol 1
o h — §g> (4.16)

Vemos que estd definicion es mas extensa que la de la funcion de Wigner. Si el
operador densidad es p = |E) (E| tenemos que la funcion de Moyal Wigy g (2, p) =
Wik (@, p) coincide con la funciéon de Wigner. También notamos que esta funcion de
Moyal es independiente del tiempo lo cual simplifica la resolucion de las ecuaciones
diferenciales.

4.4.2. Ecuaciones del Espacio Fase para las Funciones de Moyal

Para calcular la funcion de Wigner sin pasar por la ecuacion de Schrodinger
tenemos que encontrar las ecuaciones diferenciales que satisfacen las funciones de
Moyal. Si partimos del anticonmutador.

1 - 1 E"+ FE

1BV Y =5 (1B (B + BB (B)) = == |B')(F)
y del conmutador

1 - 1 ~ - E — FE

S BB ] =5 (1B (B - 7 |E") () = = |E") (£

entre el Hamiltoniano H y el operador |E") (E’\
Multiplicando ambas ecuaciones por (27rh)_ e E/h <:c + 15‘ por la izquierda y
por ’x — §> por la derecha e integrando sobre £ llegamos a los resultados

—/dge@pf/ﬁ<x+ g' E”> (E'|, H}

E// _"_ El
T —€> — W)
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dge—wf/ﬁ<x+ 5‘ E”> (F|, H}

—00

i
o o _€> 7 (B = E) Wiy .

Si pensamos que el Hamiltoniano se expresa como la energia cinética mas la
energia potencial, es decir

A2

D N
=t
2M+U(x)

podemos llegar a las siguientes expresiones. La cual queda demostrada con el desa-
rrollo expuesto en el Apéndice A.

2 2 52 i ! 2L 11 21 " /
p G (—1)' (h/2)* U & _E'+E
[m tU-mrar @y g | Ve =~ W
(4.17)
y
p o dUD (1) (/2" U 9 i
[M% %8_19 a Z (20 + 1) dz?+1 gp?+l Wigny e = h (B = B") Wign e

(4.18)

Estas ecuaciones establecen la dependencia de la funciéon de Moyal de la posicién

x vy del momento p, haciendo notar que no dependen del tiempo, lo cual es una gran

ayuda. También podemos observar que la primera ecuacion utiliza las derivadas pares

del potencial y la segunda ecuacién las derivadas impares y que son de orden infinito.

Uno podria pensar que como las ecuaciones dependen de potencias de la constante

de Planck, se podria despreciar términos de orden grande en ella. Sin embargo este
procedimiento conduce a resultados incorrectos para las funciones de Moyal.

4.5. Ecuaciones del Espacio Fase para Eigenestados de la
Energia

Si tenemos que el estado del sistema es un eigenestado de la energia |E), entonces
E" = F' = FE y las ecuaciones para la funcién de Moyal se reducen a

2 K2 92 o0 h 9 21 2\ 92
R j S (7/2)

2M 8M Oz — 0)! dx? Op%

Wigy = EWig) (4.19)
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ﬁﬁ B gé B i (_1)l (h/2)2l d2l+1U 82[4—1

(204 1)1 dzZH1 Gp+ Wig) =0 (4.20)

Vemos que la primer ecuacion es una ecuaciéon de eigenvalores para la funcion
de Moyal. Para recalcar este hecho veremos el ejemplo de un oscilador armoénico
més adelante. En la siguiente seccién nos concentraremos en como afecta que estas
ecuaciones diferenciales dependan de las potencias de h.

4.5.1. Expansion en Potencias de la Constate de Planck.

Podemos notar con algunos ejemplos, como el del oscilador armoénico y otros
potenciales cuadraticos en la posicion y el momento, que la funcion de Wigner tiene
un maximo a lo largo de la trayectoria clasica

2
_ Pam

Egn = 555 + U (@), (4.21)

donde la energia F,, estd determinada por la ecuacién de Schrodinger. Es mas, el
dominio en el espacio fase se aleja de la orbita clasica mediante oscilaciones donde
la amplitud decae para asegurar la normalizacion. Por lo cual nos ocuparemos de
este fenomeno mediante el estudio de las ecuaciones para los eigenestados Ec.(4.19),

Ec.(4.20) y veremos su comportamiento en términos de las potencias de la constante
de Planck.

Limite Clasico.

Si tomamos que h = 0. Las ecuaciones de evolucion para la funcion de Wigner
son

Una solucién a la primera ecuaciéon es

2

Wig) (2, p) _5(2%+U(x)—E)

esta funcion es una delta a lo largo de la solucion clasica con energia £ . Hacemos
notar que en esta ecuaciéon la E no tiene constriccion, como en el caso clasico. Es
directo probar que satisface también la segunda ecuacion.
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Limite Semiclasico.

Cuando tomamos potencias mayores de A en la expansion de las ecuaciones para
los eigenvalores, vemos que la funcion delta es suavizada y se convierte en una funcion
de Airy.

Para ver esto convenientemente, escribimos la Ec. (4.19) reemplazando E — E,,,,
esto es

oM SMozE 8 da? 0p2 | 334 dat opt

(‘pgm (x) =p* K2 O*  REPU 0* Bt dU O

= (ih/2)* d2U o

+Z 2100 dx? 3p2z>WIE> (z,p) =0.
1=

Si suponemos que estamos cerca de la trayectoria clésica podemos aproximar la
diferencia de los cuadrados como sigue

pgm - p2 - (pqm - p) (pqm + p) = 2pqm (pqm - p) .
Aqui la dependencia de p es lineal. Considerando una posicion x fija se puede des-
preciar la segunda derivada de la funcion de Wigner con respecto a x, y se obtiene
la ecuacién diferencial de orden infinito

d4
(—a (Pgm — p) + h2ﬁ— + Ay ﬁ + - ) WiE,m (z,p) =0, (4.22)

con las definiciones.

_ _Pgm
o = M,
142V

b= -5z
_ 1 av
7T 38 At

4.5.2. Ecuacion Diferencial Modelo.

Hemos visto en la seccién anterior que la evolucion de la funcion de Wigner esta
dada por términos de las potencias de h. Esto implica algunas sutilezas que veremos
a continuacion por lo que tomaremos la siguiente ecuaciéon como modelo.

_ 2d_2 4d_4 %% =0 4.93
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vemos que en esta ecuacion la € juega el papel de la h. Por lo que veremos como es
el comportamiento de W (y; ) cuando ¢ se acerca a cero.

Solucién por medio de la Transformada de Fourier.

La Transformada de Fourier de la funcién de Wigner. Se introduce

o0

W (k) = / dy ™IV (y),

—00
y la relaciéon inversa es

o0

W (y) = % / dk e ™ W (k). (4.24)

—00

Para que esta transformada exista la funcion W (y) debe decaer lo suficientemente
rapido. Sustituyendo la Ec. (4.24) en la Ec. (4.23) llegamos

1 o
7 / dk [y + £°k* — 'k e ™W (k) = 0. (4.25)

Ademés usando la relacién

_ d .
—iky _ Z_e—zky7

ye
dk
en el primer término de la expresion anterior e integrando por partes, se obtiene

o o

/ dky e ™W (k) =i / dk (%5@"@)%@)
=i Q eIV (k) |2, — / dk e—“fy—dvzkfk)

Si existe la transformada de Fourier entonces el término evaluado en +oo debe ser
cero. Esto implica

e} e} —~

o ey 1 dW (K)
dk RV (k) = [ dke ™Y =
/ ye Wik) / Tk

—00 —0o0

Por lo que la Ec. (4.25) se escribe como sigue



Capitulo 4. La Funcion de Wigner 51

1 [1aw
o dk[? dk

+ (2K — W (k:)] =0,
—00
que es equivalente a resolver la ecuacion diferencial de primer orden

dvzk(k) = —i (2K — %) W (k).

La cual podemos solucionar inmediatamente

—~ 2 4
W (k) = exp [—z’ (%k3 _ %kt”)} ,

con la condicion que W (k=0)=1.
Sustituyendo este resultado en la Ec. (4.24) tenemos

27 5

—0o0

1 (e, et
Wy =W (y;e) = — | dk exp |—i gk: — —k>+yk )|, (4.26)

expresion que toma en consideracion potencias hasta de cuarto orden en el parametro
g, por ello el subindice 4.

Podemos resolver este tipo de ecuaciones que dependen de las potencias de € en
diferentes casos. Por ejemplo sie =0

Wo=W (y;e=0)=46(y) = /dke‘iky

que es la solucion que satisface la Ec. (4.23) cuando ¢ = 0.
Cuando tomamos en cuenta hasta orden cuadrético en ¢,

17 2
WQEW(y;g):%/dk exp {—z’ (%k3+yk)},

cambiando de variable 2k3 = €2, esta ecuacion es entonces

W (y) = e ¥3Ai (e72/%y) (4.27)
que es la funcion de Airy que definimos

oo

Ai(y) = % / d¢ exp {z (%53 + yf)} . (4.28)

— 00
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Esta funcion tiene como propiedad que para y positiva decae exponencialmente
y para y negativa presenta oscilaciones que decaen lentamente. Ademas exhibe un
maximo cerca de y = 0, donde la segunda derivada se hace cero. Esto se puede
observar de la ecuacion diferencial de la funcién de Airy

(j_;_ )it =

Si integramos la funcién de Airy en todo el espacio nos encontramos

oo

/dyMQA:L

— 00

Vemos entonces que una propiedad importante de este tipo de ecuaciones es que
el comportamiento es bastante distinto a medida que tomamos en consideracion
potencias de orden superior en € . En nuestro caso pasamos de una funcion delta
centrada en el origen a una funciéon de Airy que tiene un maximo alrededor del
origen. Sin embargo cabe senalar que se cumple la condicion que la funcion Ws
tiende a la delta en el limite cuando ¢ tiende a cero.

4.6. El Oscilador Armoénico.

En varios libros de mecanica cuantica se dice que el oscilador armoénico es un
sistema clasico. Dado que la evolucion de la funcion de Wigner para un eigenestado
del oscilador esta dada por las Ecs. (4.19) y (4.20). Estas ecuaciones en este caso se
reducen a la ecuaciéon de Liouville clasica. Sin embargo como la energia del oscilador
depende de la constante de Planck A, nos indica que es un objeto cuéntico.

4.6.1. La Funcién de Wigner como una funcién de onda.

Resolveremos entonces las Ecs. (4.19) y (4.20) para un eigenestado del oscilador
armoénico de energia E. En este caso nuestro potencial es

1
U(x) = ZMQPa?

las Ecs. (4.19) y (4.20) se expresan como

2 2 2 2 2 2
P B RN )
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p 0 , O
—— — MQz— | W, =0 4.30
o M9 | W (o) (4.30)
Definimos la cantidad k = (MQ/h)1/2 para trabajar en unidades adimensionales
la “posicion” € = kz, el “momento” ¢ = p/ (hk) y la “energia” n = E/ (h2). Entonces
las dos ecuaciones anteriores se escriben

1[ 02 0? 2 2
o o] e O+ - (@€ W0 =0, (s
y
0 0
(¢3¢~ €2 ) Wnl&.0) =0 (132)

La primer ecuacion es andloga a la ecuacion de Schrodinger para el oscilador
armoOnico en dos dimensiones. Por lo tanto podemos poner su solucién en términos
de los polinomios de Hermite para cada una de las variables. La segunda ecuacion
es un poco mas dificil. Para esta ecuacion tomaremos el ansatz de que la funcién de
Wigner solamente depende de la “energia”, ésto es

VV|77>(§, ¢)=Wi(y)

donde
y= &4 (4.33)
De esta ecuacién tenemos que
oWy _ dW oWy _ dW
o a £y o % (4.34)
por lo que se obtiene
0 0 dw (y)
— — &= =((-26—-&-2 = 0. 4.
() Winleo = (e 26— 20 T —0. s
Ademaés tenemos que
PWyy W (Y) .0, ,dW (y) PWyy W y), o ,dW (y)
oz T dp 4642 a0 y e T ap 47+ 2 0

con ayuda de estas expresiones obtenemos de la Ec. (4.31). Efectivamente la funcion
de Wigner del oscilador armoénico es una funciéon puramente de la energia, ésto es
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P o\ W =0 (4.36)

En la siguiente seccion se presenta la solucion de la ecuacion diferencial.

4.6.2. El Espacio Fase y la Cuantizaciéon de la Energia.

Por lo general en los problemas de la mecanica cuantica. Las condiciones a la
frontera del potencial que acota la region en la cual una particula puede estar, da
lugar a la cuantizacion de la energia. Es decir que en un potencial acotado las energias
resultantes seran discretas.

De forma analoga la funcion de Wigner en nuestro caso es la soluciéon de una
ecuacion tipo Schrodinger, Ec. (4.31). Esto resulta en que las condiciones a la frontera
en el espacio fase determinan la eigenenergias.

Existen dos soluciones independientes para la Ec. (4.36), sin embargo la condicion
de normalizacién impone una condicidén extra sobre estas soluciones. Que estas deben
decaer cuando y — oc.

Para encontrar la solucion se estudia el comportamiento en infinito y se propone
W(y) = e YG(y). La ecuacion resultante para G se resuelve por el método de series
que da lugar a la cuantizacion de la energia. La solucion para esta ecuacion sujeta a
la condicién de normalizacién estd dada por la expresion

W)= e, @),

con L, el polinomio de Laguerre de orden m-ésimo. Ademas se tiene que satisfacer

que
L1
=(m+=].
g 2

Esto significa que la cuantizacion de la energia proviene de la cuantizacion del espacio
fase.

En las variables z y p la funciéon de Wigner del m-ésimo eigenestado de la energia
se escribe

Wi () = (_ﬂ1h)m exp {— [(%)2 + (m)Q] } L {2 [(%)2 + (mﬂ } - (437)

Es importante senalar que esta funcion de Wigner ha sido medida experimental-
mente para un ion moviéndose en el potencial de oscilador arménico de una trampa
de Paul.
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4.7. Evaluacion de Promedios Mecanico Cuanticos.

En nuestro caso la funciéon de Wigner representa al estado cuantico. Sin embar-
go para comparar con los resultados de un experimento necesitamos un operador
hermitiano que este asociado a una observable.

En la fisica estadistica clasica evaluamos promedios de funciones A (z,p) con la
ayuda de una distribucion clasica W, (x, p) mediante la formula

(Au (2,p)) = / di / dp Aot (2, p) W (2, ) (4.38)

.Existe un método similar en la mecénica cuantica?. La respuesta es afirmativa
ya que podemos calcular promedios de la forma siguiente

<A(i’ﬁ)>: 7dx]odpA($7p)W(ﬂf,p),

en completa analogia con la Ec. (4.38). La A (x,p) es un c-niimero que representa al
operador A (Z, p) tal que la integracion en el espacio fase con respecto a la funcion de
Wigner da el promedio correcto del operador. Existe una forma en la cual podemos
hacer esto y la explicaremos a continuacion.

4.7.1. Ordenamiento de Operadores.

Obtener la representacion de c-niimero de un operador no es trivial. Ilustraremos
esto con un ejemplo.

Ejemplo
Consideremos el operador producto

~

A=1ap
Una de las posibilidades para representar el c-nimero es poner los eigenvalores
de z, p en vez de los operadores. Como primer caso propondremos que

A— Az, p)=ap (4.39)

Por otro lado sabemos que la relacién de conmutacién que cumplen Z y p es

p, @] = —ik

entonces escribimos a A como

A =pi —[p,z] = pt + ih
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Si sustituimos por los eigenvalores

A=px+ih

que es diferente que la expresion en la Ec. (4.39).
También podriamos poner al operador A de la siguiente forma

~ 1 1 1 ih
A=—=(xp+pr)—=|p, 2] == (Zp+ —
5 (@0 + 1) — 5 [p. 2] = 5 (@p 5
de esta forma tendremos que los operadores de posicion y momento aparecen de
forma simétrica. En este caso el c-ntimero se expresa

ih
Ag =ap+ 5}

De esta forma hemos mostrado que hay distintas formas de expresar un operador
en la forma de un c-nimero. Tenemos entonces que encontrar la forma de expresar
este c-niimero tal que podamos calcular los promedios mediante la funcion de Wigner.

Ordenamiento de Weyl-Wigner.

De la definicion de la funcion de Wigner

F

W (z,p) = ﬂlh d¢ exp (—%p §> <x + %5 x — %§> : (4.40)

Tenemos la representacion de la matriz densidad de nuestro problema. Es decir a
la matriz densidad le corresponde la funcion de Wigner como representacion en el
espacio fase. Sin embargo, podemos generalizar este criterio para cualquier operador
A al cual le hacemos corresponder una funcion A (z,p) en el espacio fase dada por
la siguiente expresion

Al(x,p) E% d€ exp (—%pf) <m+%£’fl x—%£>. (4.41)

Esta representacion en el espacio fase permite calcular los promedios mediante la
Funcion de Wigner W (z, p).
Sabemos que nuestros promedios son calculados mediante la formula

(A) = (pA)

utilizando la Ec. (4.8) llegamos a que
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(A) = 7dx7dpA(x,p)W(x,p).

4.7.2. Ejemplos del ordenamiento de Weyl-Wigner.

De nuevo ejemplificaremos el ordenamiento de Weyl-Wigner con el operador A=
Tp y trataremos el caso del operador Hp

Ordenamiento simétrico.

Para el caso del operador A = #p tenemos que la funcion A (x,p)

Alz,p) = % d€ exp (—%p 5) <x + %é

—Oo0

lo que nos lleva a

x—%§>.

17 : 1 1
A =g [ acow (~poe) (o4 56) (o560

Utilizando una base completa en los momentos

I Y Y ] AV AW
A(fcp)—%h/dﬁ/dp exp( hpé) (x+2£)p<x+2€|p><plx 2§>,
lo que implica

e =g [de [ e (3 -€) (o4 56) o

donde hemos utilizado que

(zp) = \/Qlﬁlexp (%x -p) :

Podemos escribir la representacion del operador zp como sigue

?

Az, p) = [H%m] ]Odp’p’]odE exp (—h(p—p%)
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donde hemos intercambiado el orden de integracion. Mediante la definicion de la
funcion delta tenemos
th 0 ih
A(z,p)=2p+ —Dp=2ap+ —.
(z,p) = ap+ 3 ot =
Por lo que en este caso el ordenamiento de Weyl-Wigner corresponde al ordena-
miento simétrico. Notamos que podiamos haber escrito

th 0
Az, p) = (95 + 58_p> D

+ih
= e
P 9

ih 0 B forma similar podemos encontrar B(x,p)

donde reemplazamos & — x + 4 95"

asociado a pz, el cual se obtiene

b= (-1 2)s

g
= xr — —
D 9

ih D

donde se interpreta que p — p — 5.

La Ecuacién de Schrédinger en el Espacio Fase.

Trataremos en esta seccién la representacion en forma de c-ntmeros de los ope-
radores en la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. Esta ecuacion nos
dice

H|E) = E|E)
multiplicado por el bra (E| por la derecha

H (|E)(E|) = E (|E) (E|)

Si desarrollamos el término de la derecha de tal forma que obtengamos la fun-
cion de Wigner para el eigenestado |E), del lado izquierdo tendremos un término
relacionado con el producto del operador Hamiltoniano y la matriz densidad.

En el caso de la representacion en el espacio fase del producto de dos operadores

A

A y B, tenemos

th 0 th 0

~

Lo cual nos indica que en este caso si tomamos A = H y B = p entonces
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vh 0 ith 0
() (e = (04 g5 5 ) Wie (200).

Esto quiere decir que en el espacio fase la ecuacion de Schrodinger independiente
del tiempo

se escribe de la forma
ih 0 ih 0
H ——p——— | W, = EW, )
($+ 5 ap,p 5 6;5) &) (z,p) ey (z,p)
Para un Hamiltoniano de la forma

N ]52

tendremos la ecuacion
1 ih 0\? ih O
SAGEEGY S U =7 || W = EW, .
[2M (p 2 8x) i (x+ 2 ap)] 2 (2,p) i) (2,p)

Si tomamos la parte real y la imaginaria tendremos las ecuaciones, recordamos
que la funcion de Wigner es real

2 2 2 . .
P h* 0 1 ih 0 ih 0 B
{QM T 8Mo? 2 [U (f” 2 ap) U (5’3— 2 ap>]}WIE> (,p) = EWig (z,p)

y
p O ih 8 ih O B
Va0 (o 7a) 0 (- 7)W=

Al realizar la expansion en series de potencias del potencial llegamos a las Ecs.
(4.19) y (4.20). La primera ecuacion juega el rol de la ecuacion de Schrédinger y la
segunda la podemos identificar con la ecuaciéon de Liouville.

4.8. Otras Distribuciones

Asi como la funcién de Wigner nos permiten la obtencion de promedios para
operadores en la mecénica cuantica; existen otras distribuciones que permiten esto
como las distribucion de Husimi y Glauber. Cada una de ellas con propiedades dis-
tintas, que engloban ventajas y desventajas para la obtencion de resultados. Estas
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otras distribuciones favorecen esquemas de ordenamiento diferentes al propuesto por
Weyl. En el caso de la funcién () se tiene un ordenamiento antinormal y mientras
que la funcién P implica un ordenamiento normal.

A continuacién veremos brevemente las definiciones y propiedades de la distribu-
cion de Husimi o funcion @), ya que serd utilizada en la parte de las aplicaciones en
este trabajo de tesis.

4.9. La Funcién de Husimi.

De la misma forma que la funciéon de Wigner puede ser utilizada como una funcién
de distribucién de un sistema cuantico. Existen otras distribuciones que también pue-
den ser utilizadas para el mismo proposito. En esta seccion abordaremos la funcion
de distribucion de Husimi [20]. La cual esta definida de la siguiente manera.

Qs =~ (alilo) (4.42)

donde p es la matriz densidad de nuestro problema y |«) es un estado coherente del
oscilador armoénico. Podemos hacer un mapeo entre el espacio complejo donde vive
el parametro « al espacio fase. Mediante la identificacion de la variable x como la
parte real de « y la variable p como la parte imaginaria, es decir

1
e \/§(I +ip) (4.43)

El calculo de la funciéon de Husimi o funcién () es en general mucho mas sencillo
que el calculo de la funciéon de Wigner ya que no hay necesidad de integrar. Sin
embargo en muchas ocasiones se tiene que hacer uso de bases completas de kets, las
cuales pueden ser de parametros discretos o continuos, lo cual implicaria una suma
o integral, respectivamente. Por lo cual la dificultad para evaluar la funcién @) puede
incrementarse en forma considerable.

Una de las desventajas que tiene esta distribucion con respecto a la de Wigner
es que la funcion () no permite la obtencion de las distribuciones marginales en
el espacio fase mediante la integracion sobre la variable conjugada respectiva. No
obstante la conveniencia de esta funcion esté en la obtencion de valores esperados de
operadores que pueden expresarse en términos de estados coherentes.

4.9.1. Propiedades de la Funcién Q.

Una de las propiedades que més distinguen la funcion @) es que ésta siempre toma
valores positivos como veremos a continuacion.
Podemos definir la matriz densidad en la base {|i)} como
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p=Y Pl (4.44)

donde P; es la probabilidad de encontrar nuestro sistema en el estado i), por lo que
es una cantidad positiva definida. Se sigue que la funcion @) se escribe

Q=1 3 Ralihila) = £ 3R lali)? (449

que siempre es positivo y dado que \(a!i)]Q < 1 se sigue que @ < 1/m. Hacemos
énfasis que no podemos abordar con esta funcién el estudio de la interferencia como
aquel que puede realizarse con la funcion de Wigner, donde los valores negativos de
la distribucién nos indicaban la interferencia entre estados. De la propiedad de la
matriz densidad Tr(p) = 1 se puede demostrar que

/ d*aQ(a) =1 (4.46)

donde el elemento d*a = d(Re(a))d(Im(av)). Abordaremos a continuacion la forma en
que se calculan los valores esperados mediante la funcién de Husimi para operadores
en el ordenamiento antinormal. Supongamos que queremos obtener los valores espe-
rados del operador antinormal a™a™, esto es por la propiedad ciclica de las trazas
igual

(ama'™)y = Tr(pa™a™) = Tr(a™pa™)

1
= — /dza (af @™ pa™ |o)
T
1 2 ~ * 1 2 *
=— [ d°al{alp|a)a™a™ = = | d*aQ(a)a™a™ (4.47)
0 T

Este resultado puede utilizarse para encontrar el valor esperado de cualquier operador
que sea funcion de los operadores de creaciéon y aniquilacion a v al.

Ambas distribuciones de Wigner y Husimi seran empleadas posteriormente para
obtener un anélisis de matrices densidad asociadas a un 4tomo dentro de una cavidad.
Con las cuales podremos determinar fendmenos como la interferencia o la localizacion.



Capitulo 5

Interaccion de un Atomo y Radiacion
Electromagnética

En el Capitulo 2 hemos visto la necesidad del campo vacio y algunas manifes-
taciones experimentales de este campo. En este Capitulo haremos un tratamiento
no relativista completamente cuantico del problema. En este tratamiento comenza-
remos en la representaciéon de Heisenberg con la cual escribiremos las ecuaciones
de movimiento de un sistema que se compone de un atomo dentro de un campo
electromagnético.

5.1. La Funcién Hamiltoniana.

El propoésito de esta seccidon es determinar el Hamiltoniano clasico del problema de
un atomo en interacciéon con un campo electromagnético, lo cual después utilizaremos
para comparar con la contraparte cuantica.

La funcién Lagrangiana que describe el movimiento de una particula de masa m,
carga e inmersa dentro de un campo electromagnético con potenciales ¢ y A es

1
L= Emv2 —ep + CA-v. (5.1)
c

Si aplicamos las ecuaciones de Lagrange

d (0L oL 0
dt \ gy, oq.
tendremos que la ecuacion de movimiento queda

m¥ = ¢E + ‘v x B (5.2)
c

con E=—-V¢—c19A/0t, B=V x Ay x = v. De la definiciéon de la funciéon de
Hamilton

oL
H=Y pio"~L=" pi— L

obtenemos que el Hamiltoniano que describe al sistema esta dado por
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1 e
H=— <p . —A) +eg. (5.3)

2m c
Notamos que el Hamiltoniano es funcién de las coordenadas ¢, y de los momentos
pr. La evoluciéon de estas variables es determinada por las ecuaciones de Hamilton

Gr = OH/Opy v pr, = —OH /Jqy. Por lo que para el Hamiltoniano de la Ec. (5.3),

. 1 e
p:E[VXB—l—(V-V)A]—eV(jﬁ (5.5)
por lo que
. . e|0A e0A e
mX=p — {W—F(V-V)A] ——EE—quzﬁ—f—vaB
—¢E + ‘v x B. (5.6)
c

donde hemos utilizado que dA /dt = 0A /Ot + (v - V) A.

El teorema de Helmholtz nos dice que un campo vectorial estd univocamente
determinado si se conocen su divergencia y el rotacional. Sabemos de las ecuacio-
nes de Maxwell que el rotacional V x A = B pero no tenemos una ecuaciéon que
fije la divergencia de A. De este modo tenemos la libertad de elegir la divergencia
dependiendo del problema a resolver.

Si sumamos al potencial A el gradiente de una funcioén escalar x las ecuaciones de
Maxwell se siguen satisfaciendo. Esta funciéon arbitraria x define lo que se llama una
norma y a la trasformacion del potencial A — A + V se le llama transformacion de
norma. Los campos eléctrico y magnético son los mismos independientemente de la
norma que se elija, lo cual implica que hay una simetria llamada simetria de norma.
En esta formulacion fijaremos la divergencia de A tal que V - A = 0, la llamada
norma de Coulomb.

El momento canonico p = mv+eA /c es el momento cinético mv mas el momento
eA/c. En el caso de que ¢ = 0 la coordenada x es ciclica por lo que el momento
candnico p es una cantidad conservada, no mv. En efecto mv cambia a mv—eA/cy
de esta forma se conserva p. Ademas la energia cinética permanece siendo descrita por
tmv? la cual se escribe (p — eA/c)? /2m en términos del momento canonico. El papel
principal del Hamiltoniano en la mecénica cuantica se manifiesta en la ecuacion de
Schrodinger ihoy /0t = H1, cuando este Hamiltoniano esté cuantizado. También se
necesitan tomar en cuenta las variables que corresponden al campo electromagnético
en el Hamiltoniano total.
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Sin embargo es conocido que el Hamiltoniano clasico para un sistema de una
particula cargada y el campo electromagnético es [21]

2m c 8
El teorema de Helmholtz también establece que cualquier vector E puede ser
dividido en una parte longitudinal y otra transversal E = El + E+ que cumplen que
VxEl =0y V.-E!' = 0. En la norma de Coulomb se tiene que Ell = —V¢ y
E+ = —¢'9A/0t, dado que V- A = 0. Por lo que

/ PrE? = / d*r (EI? + EX?) = / dPrE? + / &Pr(Ve)?, (5.8)

puesto que [ &rEl - EL = 0. Utilizando el resultado del calculo vectorial

H:i<p—9A)g+i/df‘r (E* +B?). (5.7)

V-(fv)=Vf-v+ fV-v,
e identificando f = ¢ y v = V¢ se tiene que
/d3r (V)* = /dng (oV o) — /d3T¢V2¢ = 47T/d37"pgz5, (5.9)

porque V2¢ = —4mp y dado que el potencial se va a cero en infinito. Para un sistema
de N cargas puntuales,

N
H=y
=1

donde A; denota el potencial vectorial en la posicién r; de la particula ¢-ésima. La
densidad de carga estd determinada por la expresion

1 e 2 1 1
i — _Ai> A — [ &@r (E*? + B? 1
o, (p - + 2/ rpd + 87r/ r( + B?), (5.10)

p= 26’153 (r—r;). (5.11)

De tal manera que el potencial escalar

6 (r,1) = /M (5.12)

v — |
en la norma de Coulomb esta determinado por

1 3 _ 1 3 3 /p (I‘,t) P (I‘/, t)
2/drp(r,t)¢(r,t)—2/dr/dr ‘I‘—I‘/‘ )
€i€j
= , (5.13)
2 r; — ;]

1>7
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donde se descarta la interaccién de una carga consigo misma.
Entonces la funciéon Hamiltoniana queda

N
_ 1 L l , €i€j 3 12 2
H_Z2mi <pl c 1) +Z\rl—r]\ /d (EZ+B5). (5:.14)

=1

Si suponemos que todas las particulas, excepto una, tienen masas muy grandes
tal que podemos suponer que estan fijas. Entonces el Hamiltoniano clésico puede
escribirse de la forma

1
2m

1
(p — —A> +ep + 8—/d3r (E* +B?), (5.15)
™
donde m, e son la carga y masa de la particula no fija y ¢ es el potencial creado por
las N — 1 cargas fijas. Este es el Hamiltoniano de la Ec. (5.3) mas el término debido
al cuadrado de los campos transversal eléctrico y magnético. Es importante senalar

que este Hamiltoniano determina la dindmica tanto de la particula como del campo.

Aproximacién Dipolar.

Sea un electron confinado en un potencial V' (r) = e¢ (r), y la distancia en la que
puede moverse este electron es pequena comparada con la longitud de onda de un
campo con el que interacciona, esto es k- r < 1. En este caso es conveniente hacer
la aproximaciéon dipolar. En la cual la variacion espacial de A es ignorada. Sabemos
que las ecuaciones de Maxwell en el vacio dan pie a la ecuaciéon de onda; la solucion
a esta ecuacion son ondas planas. En lo que estamos pensando que la longitud de
onda de estas ondas planas es muy grande en comparaciéon con la distancia que puede
moverse el electron dentro de un atomo. Por lo tanto el Hamiltoniano de la Ec. (5.15)

2

2
p € e 2 1 3 12 2

H— —+V - —A. A+ — [ d&r (E B). 5.16

+V(x) me ij2mc2 +87r/ r( * ) ( )

2m

A esta evaluado en una posicion fija. Las ecuaciones de movimiento entonces son

P = % <p - ZA) , (5.17)

p=-VV(r), (5.18)

lo que nos da la ecuacién de Newton

mi = —VV (r) + eE*, (5.19)



Capitulo 5. Interaccion de un Atomo y Radiacion Electromagnética 66

como A estd evaluada en un punto fijo, entonces EX = —c 10A /0t también estéd
evaluado en un punto fijo. Notar que el electron y el nicleo en un dtomo forman
un dipolo, sin embargo en la aproximaciéon dipolar no existe la fuerza v x B en la
ecuacion de movimiento.

Sabemos ademas que si agregamos al Lagrangiano del sistema la derivada tem-
poral de una funcion dS (q,t) /dt, las ecuaciones de movimiento quedan invariantes.
Si usamos una funcion S = —(e/c)A - r estamos realizando una transformacion de
simetria que deja invariante al campo electromagnético. Esto define una transfor-
macion de norma fijando la divergencia del potencial vectorial V - A = 0 la norma
de Coulomb. Con esta transformacion tendremos que el Lagrangiano de la Ec. (5.1)
cambia por

. 1 :
L’:L—EA-r—EA-V:émVQ—eng—EA-r
c c c

1
= §mv2 —e¢p+er-E (5.20)

y el Hamiltoniano de la Ec. (5.16) se transforma a

2
p I 3, (fL2 2

H’:%—FV(r)—er-E +8_7T/dT(E —|—B), (521)

este Hamiltoniano lleva a la misma ecuacién de movimiento Ec. (5.19) que el Hamil-

toniano de la Ec. (5.16).

5.3. Cuantizacion

Ahora trataremos el Hamiltoniano de una forma cuantica que nos servirad como
punto de partida para determinar las energias propias de nuestro sistema, asi como
su evolucion temporal en los modelos de atomos de dos y tres niveles en interaccion
con un campo electromagnético unimodal que se veran posteriormente.

La teoria mecénico-cuantica de un electréon dentro de un campo electromag-
nético empieza con la sustitucion del Hamiltoniano clasico por un Hamiltoniano
mecanico-cuantico. Reemplazamos las variables clasicas p,r, A, ELt y B por opera-
dores de la mecanica cuantica. Por lo que la descripcién de un conjunto de particulas
cargadas dentro de un campo electromagnético esté determinada por el Hamiltoniano
de la Ec. (5.14). Hacemos notar que en la norma de Coulomb se necesita cuantizar
solo el campo transversal ya que el campo longitudinal aparece en forma del potencial
escalar, en el segundo término de la Ec. (5.14).

Por lo que si cuantizamos el Hamiltoniano de la Ec. (5.16) para atomos de un
solo electréon obtenemos



Capitulo 5. Interaccion de un Atomo y Radiacion Electromagnética 67

H=Hjy+Hp——Y 2mhe’ 1/2[ +aly)
= - — a a -e
A F me &~ oV kA kx| P €k

2 27 he? 1\
2;02 Z Z ( WVC ) (wkwk/) [ak/\ + CLLA}

kA k'N

X [ak’X + alw} €K\ - ek, (5.22)

+

donde H4 = p?/2m + V (r), describe el 4tomo con un electron, ademés

1
Hr = Z fuwy, <aL)\ak,\ + 5) (523)
kA

es el Hamiltoniano del campo eléctrico transverso, con axy y ab definidos los opera-
dores de aniquilacion y creacion para un modo del campo definido por (k, A). En la
Ec. (5.22) se ha usado la expresion de la Ec. (3.29) para el potencial vectorial en la
aproximacion dipolar. Este Hamiltoniano describe el sistema del 4&tomo y el campo
en el espacio vacfo. Sin ninguna fuente externa a excepcion del &tomo mismo.

5.4. Transformaciéon del Hamiltoniano.

En esta seccion se presenta la transformacion de norma que conecta los Hamil-
tonianos del acoplamiento minimo Ec. (5.16) con el Hamiltoniano multipolar (5.21).
Esta transformacion esta definida por la expresion

U = elema/he, (5.24)

En la representacion de Schrodinger los operadores son independientes del tiempo
y tenemos que el nuevo vector de estado se obtiene del viejo |¢)) = U |¢), tenemos
entonces

0 L0
thoy 1) = ihU =2 |¢) = H |[¢) = HU |¢), (5.25)

lo que nos lleva

0
ihz |6) = UTHU |6) = H'|6). (5.26)

Es la ecuacion de Schrodinger para el vector de estado |¢). Con el Hamiltoniano
H' donde

1 2
H = U (p==A) U+V (1) + UTHU. (5.27)
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utilizando la identidad

1
e"Be ! = B+ A, B] + o [A A Bl + - (5.28)
obtenemos
UlplU =p + EA (5.29)

y el Hamiltoniano transformado

2

I — §_m+v(r)+%/d3TB2 (ﬂ—}—%/dg’r (Ut EF(r)U (0)]®. (5.30)

donde el campo magnético no se ve afectado por la transformacion y el altimo término
se evalia con ayuda de la identidad

[Ai (v), B (r)] = —4miheds; (v — 1) . (5.31)

la funcion delta transversal esté definida por

1\* [ . kiki\ i
5J'() (27T> /dsk(aij_ k;)ek

1 3T
- 551-]-53 (r) — 3 (@.j — 7’2]) 7 (5.32)

La 0

177

y tiene la propiedad

Z/(F ‘55 (r — 1) (). (5.33)

Esta expresion da la parte transversal de un campo vectorial F (r). Lo mismo puede
ser dicho de la parte longitudinal, se define una delta longitudinal como

3
I 1 3kkakr
5l () = (%) [t

1 3rir;

tal que

Fl(x Z / d*r's) (r — ') Fj (r). (5.35)
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El conmutador de la Ec. (5.31) y la Ec. (5.28) nos llevan a

Ul(r)E;- (') U(r) = Ej (') — 4nP}(x'), (5.36)

donde se definié la componente transversal de la polarizacién asociada al electron
I i
P’y =) exidi(r).

De tal manera que el @ltimo término de (5.30) esta dado por

/d?’r' [UTE (r') U]z :/d?’r'EL2 (') — 8mer - E* (0)
+ 1672 / d&r'PH2 (v) (5.37)
y entonces el Hamiltoniano después de la transformacion toma la forma

2

H=2 1vE) —er B+ L /d% (E?+B?) + 27r/d37°Pl2 (r). (5.38)

2m 8T

Este Hamiltoniano es la contraparte cuantica de la Ec. (5.21), en la cual podemos
ver que hay un término extra debido a la polarizacion. Como esta transformacion da
las mismas ecuaciones de movimiento es lo mismo trabajar con el Hamiltoniano de la
Ec. (5.16) o el de la Ec. (5.38) recordando que dos vectores de estado |¢) y |¢) estéan
relacionados como sigue: 1)) = U |¢). En adelante trabajaremos con el Hamiltoniano

de la Ec. (5.16)

5.5. Las Ecuaciones de Heisenberg.

Las ecuaciones de Heisenberg determinan la evoluciéon de un operador cuéntico en
un cierto Hamiltoniano. Veremos a continuacion que estas ecuaciones determinan una
ecuacion similar a las ecuaciones de movimiento clasicas para los valores promedios
de nuestras variables y que sin embargo la evolucién temporal de los operadores
cuanticos es diferente. Esto posteriormente daréd como resultado una justificacion
para nuestro campo del vacio.

Muchas veces la representacion de Heisenberg ayuda a interpretar los resultados
de una forma més fisica. Para un atomo dentro de un campo electromagnético po-
demos escribir las ecuaciones de Heisenberg para los operadores r,p y ax). Para los
operadores de posicion y momento de la Ec. (5.22) obtenemos

r:i[r,H]:l(p—f ) (5.39)

ih m c
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_ 1
p=— p, H = —-VV (r). (5.40)
donde se utiliz6 la aproximaciéon dipolar.
Por lo tanto tendremos que

mit = —VV (r) + eE (5.41)

que es la misma ecuacién de Newton que en el caso clasico para un electron dentro
del potencial V (r) y el campo eléctrico E!

La ecuacion de Heisenberg para el operador de aniquilaciéon del campo ay) se
obtiene también de la Ec. (5.22). Utilizando la Ec. (5.39) tenemos que

. 1
Ak = % [ak,\, H]

, 1 e [2nhic2\Y? o
—Wpagy — — — .
RO T i me wiV P G

1 ¢ (2mhe\ ' (2mhe?\ Y i
k' N

Expresion que puede escribirse en términos del potencial vectorial, recordando la Ec.
(3.60)

) , i/ e ohe\ /2 e
) = —WEak) + + < > (p - EA> * €k

h\me) \ wV
2 2 1/2
= —lWiaky + 1 <hZ:V) r- €K\, (542)

Esta ecuacion ya ha sido resuelta en el Capitulo 3. En el capitulo anterior mos-
tramos que el operador de campo eléctrico tiene dos contribuciones actuando sobre
el atomo

E(t) = Eo(t) + Ex (1), (5.43)

con el campo Eq el campo del vacio y Eg el campo de reacciéon de radiacion. Estas
dos contribuciones del campo eléctrico determinan la ecuaciéon de movimiento
. 2e2 ..
mi = —-VV (r) + 33t + eEy (1), (5.44)
c

! Hemos llamado E a lo que en la Ec. (5.16) era E* para no hacer mas dificil la notaciéon
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la Ec. (3.66) es el caso especial donde V (r) = mwir?/2 de la Ec. (5.44).

Tomando el promedio sobre un estado inicial ) = |14) |0), donde |1)4) es el
estado atomico del electron y |0) es el estado vacio del campo electromagnético,
obtenemos

m(F) = — (VV (1)) + :2))% (i), (5.45)

puesto que el promedio (0/E|0) = 0. El segundo término en la derecha de la Ec.
(4.7) esta asociado a la fuerza clasica de Abraham-Lorentz de retroceso que siente
el electron al emitir radiacion debido al cambio en la aceleracion de dicho electron.
Esta es la ecuacion clasica para un electrén sin la presencia del campo externo Eg:

3y 2e? .
mi, =—VV (ry) + §Fcz (5.46)

Como en general (VV (r)) # VV ((r)) entonces (r) no sigue la trayectoria clasica.
En el caso del oscilador arménico VV (r) = mwir por lo tanto (VV (r)) = VV ({r)),
lo que indica que (r) sigue el limite clasico. Sin embargo como (r?) # r? las Ecs.
(5.39) y (5.40) no siguen las trayectorias clasicas?®.

La diferencia més notable entre la ecuacion (5.44) y la ecuacion clésica (5.46) es
que en la ecuacion clasica no existe el campo externo asociado al vacio Eg el cual
cuanticamente siempre esta presente. Por otro lado mostramos en el Capitulo 2 que
este campo externo en necesario para la conservacion de los conmutadores para todo
tiempo. Sin ¢l los operadores decaen a cero y el electron del d&tomo caeria hacia el
nicleo justo como en la teoria clasica.

5.6. Correspondencia Clasica-Cuantica.

Asi pues determinaremos formalmente que el campo de radiacion en nuestra apro-
ximacion dipolar cuantica tiene la misma forma que un campo eléctrico dipolar y
retardado clasico. Sin duda una manifestacion de que las ecuaciones de Maxwell
siguen cumpliéndose en el formalismo cuantico.

La solucion formal de (5.42) esta determinada por la Ec. (3.35). El primer término
de la Ec. (3.61) da el campo del vacio y el segundo término da un campo de radiacion
dipolar:

2 Ademés tenemos las relaciones de incertidumbre que nos evitan hablar de trayectorias. Estas
sOlo pueden definirse al hablar de promedios.
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, omhwe\ or \'/?
Ej(r,t):zz< v k) [ie (hka)

Efectuando el reemplazo al continuo, esto es >, | — slw >, J &k se tiene que campo
del dipolo puede escribirse

t
E; (r,t) = —4% dke™T / dt'e =)
0
X Z [ek)\ T (t/)] ex) + h.C,

A
t

=gz J [ (k)R] fate @y e G
m
0

donde definimos r = 71 y k = kk y se utilizaron las propiedades de los vectores de
polarizacion y de propagacion para realizar la suma sobre A, esto es

Z ein(i)ewn(j) = i — kik;
A

Hay que notar que las variables que no tienen un argumento temporal explicito
estan evaluadas al tiempo t.

21 ™

/ Bkpe™T = j / dkk? / do / df sin fe'Freos?
0

0
[L/dkk:Q (47Ts1nkr>’
kr

donde escribimos el vector k en coordenadas esféricas. Para realizar la integral hemos
escogido que r esta en la direccion del eje z. La segunda integral a calcular es

(5.48)
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27 T
/ &k (,1 . k) S / dkk? / dé / d6 sin 0]y, sin? 6 cos?
0 0

ikr cos 0

+ p, g sin? 0 sin® ¢ + p, 2 cos® Ole ,

donde hemos eliminado las contribuciones nulas en la Ec. (5.49). Efectuando la in-

tegracion en ¢, usando el resultado (5.49) y [ sin® fe’*30df = 4(2?)? - 4((2)745)?;
obtenemos
) o\ e 2sinkr  2coskr
/ddk‘ (,uk) Lotk :QW/dka[(ufo’+Myy) ( L33 - k272 )
sinkr  2sinkr  2coskr
2. _ } 5.49
s ( kr R R ) (549

Sustituyendo las Ecs. (5.48) y (5.49) en (5.47) e identificando p,2 = (4 - 7)7
obtenemos que

o

. k
B2 (r,t) = - /dtr ) [ w0 (= ey i) T
”
0
. ... |sinkr coskr
_[H_B(ﬂ'r)r]{k%ﬁ - k27"2:|)
t )
2e ~(L
= dtr(t)(;[u— /dkksmkrcoskc(t—t)
0

[e.e]

. FUDR I | 1 .
—[a—3(a-7)7 [ﬁ/dkgsmk:rcoskc(t’—t)
0

1
-3 dk cos kr cos ke (t' — t) ] ) (5.50)
0

donde el el Gltimo paso se escribié explicitamente el término hermitiano conjugado.
Sustituyendo las funciones seno y coseno en términos de exponenciales y re-
cordando la definicion de la delta de Dirac 6(x) = 1 f e**dk, v la propiedad

d(ar) = +0(x) tenemos los resultados 81gulentes.
|al

o)

/dkksink‘rcoskc(t'—t) = —%% [5 (t’—t—i— g) -9 (t’—t— g)} ,

0
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o)

/dk:cosk;rcoskc(t’—t) = % [6 (t'—t—i— g) +6 (t'—t— g)] : (5.51)
0

Conservando la solucion retardada al hacer la integracion temporal en (5.50)
obtenemos que el campo de radiacién dipolar esta dado por

L L PR PSP I T P NN D R
Eq (r,t) = — o [i— (1 7)) # (1= =) = =5 [i=3(i- 7)) (1= -
t
2¢ 10— 3 f)f]/dt’r(t’)F(t’—t) (5.52)
rs ’ '
0
donde definimos
T
F(t —1t) E/dkE sinkrcos ke (t' —t). (5.53)
0

El dltimo término de la Ec. (5.52) se evaliia mediante integracion por partes de

t

/dt’f YF({t' —t)= —gr <t - f) + —r(t), (5.54)

va que t > r/c. De tal manera que

Ef (r,0) == - [i = (i 7) ] (1= 0)
— =30 A (=) = Sla=3G- M (t-2)
+ =30 ) (). (5.55)

El ultimo término de esta expresion es el campo eléctrico de un dipolo y es
una solucion no retardada. Este resultado no es erréneo ya que estamos evaluando
solo la parte transversal del campo dipolar y ain nos falta anadir la contribucion
longitudinal. Esta parte se obtiene de la ecuaciéon

¢ (r,1) = / gy 20 (5.56)

v —r'|

Por lo tanto
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Bjy (r,t) = —Vo (r,t) = 5 [B(- )7 — il (t). (5.57)

Esto implica que el campo dipolar total es

Ep (r,t) = Ef + E|,

=~ li— (iR (1= 2) = 5= 3G R (1 5)
- S8 (t=1). (5.58)

Este campo es un campo retardado, y tiene la misma forma que el campo clésico
de un dipolo. Lo cual nos dice que existe una correspondencia entre el dipolo cldsico
y el dipolo cuantico.

Esta correspondencia se cumple para todos los momentos dipolares puesto que las
ecuaciones de Maxwell tienen la misma forma en el electromagnetismo clésico y en
el cuantico. Esta correspondencia se da entre los campos electromagnéticos clasicos
y los operadores de campo en el esquema de Heisenberg de la QED la cual debe de
cumplirse para todos los ordenes multipolares.

Una de las consecuencias de esto es que en QED los campos deben tener una
energia de punto cero y fluctuaciones incluso en ausencia de fuentes. No significa que
en el electromagnetismo clésico no haya campos sin fuentes sino que no existe un
campo de punto cero en ausencia de fuentes.

5.7. Modelo de Dos Estados para un Atomo.

A continuacion desarrollaremos el problema de la interacciéon del campo electro-
magnético con un atomo en una aproximacion que llamaremos dtomo de dos niveles.
Este formalismo serd necesario en el proximo capitulo, donde presentaremos algunas
de las propiedades interesantes de dicho problema.

Las ecuaciones de Heisenberg para nuestro sistema nos dan la informacion acerca
de la evolucién temporal de los operadores de posicion r y momento p. Sin embargo
no nos da ninguna informacion acerca de los eigenvectores de nuestro Hamiltoniano
para ello tenemos que trabajar un poco més. Para el Hamiltoniano de la Ec. (5.22)
podemos escribir la parte atdémica como

Ha = (3 1i) (IDHA(Y 1) () (5.59)

donde el conjunto {|i)} denota el conjunto completo de los eigenvectores de H4. Es
decir Hy |i) = E; [i).
Se sigue de la Ec. (5.59) que
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Ha= E;li)(jl 6;

=Y Eoy (5.60)

donde definimos o;; = |i) (i|. Podemos demostrar que las relaciones de conmutacion
que cumplen los operadores o son [0, 0| = djk0u — O1i0k;-

Podemos notar que el conmutador [r, H4] = ihp/m. Por lo que para el operador
de momento p se tiene

p=( Z!i ZU (l)
Zh2| ) [r, Ha ( ZU (i

%(EJ_Ei>< ilr[7) | >< |
= im Zwij(r)ijo—ij (5.61)

con wij = (E; — E;)/h, 0ij = i) (j] ¥ (v);; = (ilr]5).
Sustituyen los operadores H4 y p en la expresion para el Hamiltoniano de la Ec.
(5.22). Tendremos el Hamiltoniano

1
H = Z@: Ezan + %: hu}k |:Cl;r(>\ak)\ + §:|
oI 1/2
— hz Zie (mkv> Wi (I‘) - €K\ |:ak)\ + ak)\]

2,7 kA
e? omh 1\
- % Z Z <7) (w W ) |:ak/\ + CLL/\] |:ak’/\’ + CLL/}\/i| €k - ek’ (562)
kA KN kWE!

Este Hamiltoniano para un particula puede ser generalizado para el caso de Ny
atomos. Donde el nicleo s-ésimo tiene la posicién ry y un momento lineal ps. El
estado del sistema esta determinado por el vector de estado |s,i) con las siguientes
propiedades
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Estados correspondientes a diferentes 4tomos o diferentes energias son ortonor-
males

<Svi|3,7j> = 5ij555’7 (563)
los estados forman una base completa, entonces satisfacen la propiedad de cerradura
, esto es

N n
g g |s,4) (s,i| = 1. (5.64)
s=1 i=1
. N . .
Definimos los operadores s;; = Y. |s,4) (s, ]|, que puede mostrarse en forma
inmediata que satisfacen las relaciones de conmutacion [s;j, sp] = D5 0k — > dur-
La parte atomica del Hamiltoniano para cada uno de los atomos tiene como
eigenvector a |s, i), es decir

Hy = Z Eisi (5.65)

donde consideramos N atomos idénticos de n niveles.

En este caso podemos escribir la suma de los p, como una suma de valores espe-
rados de los operadores de posicion ry, esto puede hacerse puesto que [ry, Ha (s)] =
ihpsdss /m. Por lo que tenemos que la suma

Yopo= Y S Salns ) e (B = B I50) (5,5

s 5,8",8" 1,5

—im ) ) . .
:Z A <S7Z|rs|87j>wij|8’l> <87]|

8727]

= im ) (r)iwisiy (5.66)
Y]

donde w;; = (E; — E;)/h, (r),; = (s,ilr]s, J) v si5 = D, |s,1) (s, j].
Por lo tanto el Hamiltoniano queda de la forma

| or \ 12 .
H = Z Eiou; — th Z <mkv) |:ak,\ + GIT{)\] Wij (r>z’j * €kASij
% kA 1,7
e? 27h 1\
N S () () [owe

kA k'

1
X |:CLk/)\/ + CI,L,)\,] ex) - ey + Z fuwy, {a};/\ak)\ + §:| . (567)
kA
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Tomemos pues el caso en el que solo hay una particula y dos estados |1) y |2)
con energias F; y Es respectivamente. Definimos la diferencia de energias como
Ey — Ey = hwy > 0 es decir el estado |2) tiene una energia mayor que el estado |1).
Recordando la propiedad de completez tenemos que 011 + 022 = 1. Definimos ademas
0, = 099 — 011 de esta forma tendremos que

1—o0,
011 = 9
I+o.
oy = J;U (5.68)

También se hace notar que los operadores g9 y 091 son como los operadores de
ascenso y descenso respectivamente. Se puede ver que o9 |1) = [2), 012|1) =0y
también 012 |1> = O, 012 |2> = |1>

Utilizando la Ec. (5.68) podremos reescribir el primer término del Hamiltoniano
de la Ec. (5.62) de la siguiente manera

Z Eioii = E1011 + Ea09

1 1
= §E1(1 — Uz) + §E2(1 -+ O'Z)
1 1
= §hu.)00'z + §(E1 + EQ) (569)

De forma similar tenemos que el tercer término del Hamiltoniano de la Ec. (5.62)
tiene como propiedad que

€i Y w0 (1) - ewn = i (w012 (T)15 + w2021 (T)yy) - €1x
7

= w12 (012 - 021) (d) * €k
= WoOy (d) S9N (570)

aqui hemos supuesto que e (r),, = e(r),; = d y definimos o, = i (012 — 091) este

operador junto con o, y 0, = 012 + 091 son los generadores de un algebra unitaria

en dos dimensiones como la que generan las matrices de Pauli para espin s = 1/2.
Sustituyendo las Ecs. (5.69) y (5.70) en el Hamiltoniano de (5.62) llegamos a que
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1
H zéhwooz + %}\: hwkalt/\ak,\

or \ /2
— h; (hka) wooy (d) - exy [akA + CLL\}

62 27Th 1 1/2 ; T
+ % Z Z 7 WrEWh! |:ak)\ + ak)\:| |:ak/)\/ —+ ak/)\/i| €ex) - e\, (571)

kX k'

en esta expresion hemos quitado los términos constantes ), \ fuwy/2 y (E1 + E3)/2.

Para lograr una transicion de estados, los fotones del campo electromagnético
deben de tener una frecuencia mayor o igual a wy. Sin embargo podemos simplificar
el problema si tomamos solo un campo unimodal con frecuencia w; > wy y solo una
polarizacion en la direccién e;. El Hamiltoniano que se obtiene es

me’h 1 2
— f 2
mV w; [a—l—a] (5:72)

1 i orh\ /2 t
H = §M002+hw1a a—e NG wooy (T)5 €1 [a +a }—1—

Notamos que los operadores 0,/2, 0g1 ¥y 012 también son los generadores de un
algebra. Dado que las relaciones de conmutaciéon son

(op®
[—> 021} =02

2
UZ
?7 O12| = —012
[012, 021] = —0y4 (573)
por lo que tenemos los operadores de ascenso o, = 091, descenso o_ = 012 ¥ peso o,

como en el caso del momento de espin.

5.8. Modelo de Tres Estados para un Atomo.

De una forma analoga para los dos niveles ahora tendremos tres estados |1), |2)

v |3) con energias Ey, Ey y E3 respectivamente. De la completez de la base de la
energia tendremos que

011+ 092+ 033 =1 (5.74)

Ademas definiremos los siguientes operadores en analogia a los de dos niveles
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1) _
Ug)—Uzz—Ull

2
02)2033—022

0'(3) = 033 — 011 (575)

z

De forma que tengamos para los elementos de la diagonal

1-— 2021) — 0,9)

011 =

3
1+od — o
O22 =~
1 gl) 9 22)

oy =~ 02 20 (5.76)

2
Sustituyendo la Ec. (5.76) en el primer término de la Ec. (5.62) tendremos que
el Hamiltoniano atémico

E,+Ey,+E;s hw w hwst
:1+;+3+;1 f&+3%9 (5.77)

Con lo que podemos escribir el Hamiltoniano para tres estados de la forma

3
Mgl (1) hw32 (2) h(x)gl (3) 27Th 1/2 1 f
H:TUZ +TO'Z + 3 o+ 7 ;F[al—i—al]

HA Ogl)‘F

X {wgldg?a;l) + wggd%)af) -+ W31d§?0'1(/3)}

2
(& A2

2mc?

donde dl(»f) = e((r);; - ex) es la proyeccion del momento dipolar en la direccién de
la polarizacion k. También en este caso hemos usado que (r);, = (r),, vy que solo
existen tres modos en el campo electromagnético capaces de llevarnos de un nivel a
otro con frecuencias w; con [ = 1,2y 3. En este caso en lugar de tener un algebra
formada por los operadores de ascenso, descenso y peso del momento de espin y una
algebra formada por @ y a' como en el caso del &tomo de dos niveles. Tendremos tres
algebras formadas por cada uno de los diferentes indices de [ tanto en los operadores
de espin como en los del campo.

Asi pues hemos abordado el planteamiento del Hamiltoniano de los modelos de
dos niveles para un atomo interactuando con un campo electromagnético que nos
permitiran solucionar los problemas que conciernen a esta tesis.



Capitulo 6

Estados de Gato Cristalizados de
Schrodinger

En este capitulo presentamos un método para definir superposiciones de estados
coherentes que portan las propiedades de grupos finitos. Los cuales han sido de suma
importancia, ya que muestran un comportamiento cuantico de la luz.

Los estados que portan la representacion irreducible de grupos cristalinos han sido
llamados estados de gato de Schrodinger cristalizados desde mediados de los anos 90
[22]. Los estados par e impar introducidos en los anos 70 [23| portan la representacion
simétrica y antisimétrica para el grupo cristalino de dos elementos Cs.

A lo largo de este capitulo encontraremos las propiedades 6pticas para los estados
de gato de los grupos Cs, C3 y D3 para mostrar cuales de estos estados presentan
compresion y estadisticas sub-Poissonianas. Se calculan las distribuciones de Wigner
y Husimi para los estados generales de gato; ya que estas distribuciones nos permiten
ver el comportamiento cuantico y el fendmeno de localizacion de los estados. Ademaés
se estudia la evoluciéon temporal de los estados cristalizados, bajo un Hamiltoniano
de oscilador armoénico, mediante los formalismos de Wigner y Husimi.

6.1. Estados de Gato de Schrodinger para Grupos Finitos

En esta seccidon se estudian algunas de las propiedades mas importantes de las
superposiciones de estados coherentes, las cuales estan definidas en términos de las
representaciones de los grupos cristalinos. Tomamos como ejemplo los grupos cicli-
cos: Cy v C5 y el grupo de isometrias del tridngulo equildtero D3. Las propiedades
estadisticas son estudiadas como aplicacion de los formalismos de Wigner y Husimi
en el espacio fase.

Estos estados, se ha estudiado pueden ser generados mediante un medio de baja
disipacion, como el medio de Kerr [24], el cual a partir de un estado coherente |a)
nos lleva a una superposiciéon de estados coherentes. También existen otras formas
propuestas para generar estos estados, algunas de ellas, como en el medio de Kerr,
hacen uso de propiedades no lineales |25, 26]. En otros casos se generan mediante la
evolucion de un cierto estado inicial en una cavidad optica |27, 28, 29|. Fenémenos
cuanticos de la luz como la compresion y estadisticas sub-Poissonianas [22] pueden
ser obtenidas de estas superposiciones.
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Las funciones de Wigner y Husimi como hemos visto anteriormente, son distri-
buciones de cuasi-probabilidad que permiten un tratamiento parecido al tratamiento
de la estadistica clasica de un problema cuantico en vez de resolver la ecuacién de
Schrodinger. Ademas la funcion de Wigner puede ser utilizada para observar propie-
dades cuénticas como la compresion de forma grafica ademas de poder obtener las
distribuciones marginales mientras que la funciéon de Husimi puede ser utilizada para
ver la localizaciéon y la compresion de los estados.

6.1.1. Definicion de los Estados.

Supongamos que tenemos un grupo finito de N elementos G = {gi}f\il el cual
actia sobre el plano complejo

gr
@ — Qy,

con aeC y 1 < r < N. Esta accidon puede expresarse de forma matricial

()-(52)() e
Qr2 921 Y922 a2

donde o, = a,1+ia,9 con a,q, a,2€R, y la matriz g, pertenece al grupo lineal GL(2, R).
La representacion irreducible de este grupo se denota con T")(g), donde [, denota

la representacion y k = 0,1,2,...,p — 1 designa la clase del grupo. La representa-
cion irreducible, cuyos elementos son T( ®) y 1 < 14,7 < Ng, debe de satisfacer que
PONZ=N
k=0 *Vk .

Los estados de gato cristalizado de Schrodinger no normalizados se definen como

> ZT”’“) (g0) ) (6.2)

Para obtener estados que sean 1ndepend1entes de la representacion irreducible se
toma la traza de la Ec. (6.2). Debido a que la traza es un invariante, por lo cual se
llega a

[7) = ﬁxwg» o). (6.3

donde Y!¥)(g) define el caracter de la representacion irreducible I, que correspon-
diente al elemento g de nuestro grupo. Hacemos notar que hemos simplificado la
notacion de nuestro estado. La Ec. (6.3) puede ser reescrita en forma mas general
mediante un pardmetro complejo c,., es decir

’zﬁ> = i o) (6.4)
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con 1 <r < N. Normalizando este estado tenemos

¥) =N |, (6.5)

donde la constante de normalizacion esta definida por la relacion

r,s=1 2 2

N_2 = ZN CrC:Esra Esr = <a8’aT> = exp (a:ar - M N M) (66)

Es importante sefialar que para obtener la evolucion temporal del estado|y) con
una dindmica marcada por el oscilador armoénico de frecuencia w, es necesario actuar
este estado con el operador de evolucion U = exp(—i (i + 1/2) wt). Obteniendo

N

() =Ne 5D e |are™")

r=1

donde la fase exp (—iwt/2) se cancela cuando se realiza una medicion sobre el sistema.
Por esa razon podemos obtener toda la informacion de nuestros estados al tiempo ¢
realizando la sustitucién para cada uno de los parametros complejos o, — a,e *“?!
en la Ec. (6.5). De esta manera si una cierta cantidad solo depende de la norma de
a, entonces no depende del tiempo.

Todas las propiedades de los estados de gato cristalizados que se estudiaron son
dadas a continuaciéon. Primero calculamos las fluctuaciones de las cuadraturas para
un estado general de gato

al 1 1N i
o, = N? Z {ara: + 5(043 + 04:2)} crCaEg + 3 9 <Z {a, + al} cTc:EST> :

7”,5:1 7'73:]_

6.7)

al 1 1 NS :
Ip = N? Z {ara: - 5(0&2 + O‘ZQ)} crCo s + b + o Z {or —agt By |

r,s=1 r,s=1

(6.8)
definidas como o, = (22) —(z)°, 0, = (z?)—(z)?, las cuales nos sirven para identificar
que tan cuantico es un estado. Si estas fluctuaciones son grandes tendremos un
comportamiento cuantico ya que el valor medido de las variables del espacio fase
serdn por lo general muy diferente al valor promedio, lo cual solo pasa en casos
cuanticos. Si por el contrario las fluctuaciones son pequenas tendremos estados muy
parecidos a los clésicos donde el valor medido de ambas observables en el espacio
fase coinciden con el valor promedio.
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También se puede calcular la distribucion del ntimero de fotones n, la cual defini-
mos como el valor absoluto al cuadrado del producto escalar entre el estado de gato
cristalizado y un estado del operador de niimero

5 N 2 2
Py(n) = |l = 27 3 a0ty exp (—’O‘;' -l ) (6.9)

r,s=1

La funciéon de Wigner dependiente del tiempo para el estado de gato cristalizado de
Schrédinger es

Wz, p;t) =202 ec or” _ Josl® _ age®
x,p;t) = CrChi€Xp R — — -
’p’ p 2 2 2

T,8

o2 e2ivt ‘ A
X exp {— = 5 2% 4+ V2 (e + oz;‘e“"t)}
1 —iwt * twt c 0\ 2
X exp é(are —are™t —V2ip)? b, (6.10)

donde la funcion de Wigner se define como en la Ec. (4.1)
La distribucién de Husimi para estos estados es

Q(x )—A—/Qicc’“ex i(oz —i—oz*)x—l—i(oz*—a)z'
P) = T T“s p \/§ T s \/§ s r)tp

r,s=1

—1(352 +p?) — |O‘r|2 _ ‘OésF
2 2 2
la cual estd definida como Q(«) = £ (a|p|a) con|a)un estado coherente. También se

obtuvo el segundo momento de esta distribucion el cual se escribe como

1 .
My = / o (alpla)?

donde d?a = %2, Considerando p = [¢) (¢|, con |¢) dado por (6.5), el segundo
momento de la distribuciéon de Husimi,

N 2 2 2 2
= N S oo exp{_|ar| sl e oyl
— rgtritgl
2 S 2 2 2 2

1
+5 (a + ) (0 + ) }
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Esste momento esti relacionado con la complejidad del estado y sus propiedades
son similares a las de la entropia clasica, propuesta por Wehrl, sin embargo es més
facil de evaluar numéricamente [30, 31, 32|.

6.1.2. Propiedades de los Grupos

Los grupos ciclicos son aquellos que tienen un solo generador y su periodo es igual
al orden del grupo.

El grupo C; es un grupo ciclico de dos elementos. La identidad I y la inversion
E a través del origen en el plano complejo.

Podemos construir a estos operadores una base que porta las representaciones
irreducibles de Cy mediante su tabla de caracteres [33]. Los grupos ciclicos tienen la
propiedad de que cada uno de sus elementos forma una clase, por lo tanto se tiene

G [ {1} [ {E} ]
Xo 1 1
X1 1 -1
También es inmediato probar que a; = a 'y as = —a para este caso. Con lo cual

obtenemos los estados coherentes normalizados par e impar

o) = N (Jor) £ [—a)) (6.11)

los cuales también son llamados de gato cristalizado respectivamente. Las constantes
de normalizacién estan definidas como

~exp(lof’/2)
Ne=—=) /s

Para el caso del grupo ('3 tenemos tres representaciones irreducibles que es igual
al nimero de clases y su tabla de caracteres estd dada por

L Cs [ {1} [{Ra} | {Ro} |

ol 1] 1 1
xi| 1 [ w s
xe | 1 | @ p

con

A, — {cosh(|oz|22)
sinh(|a|%)

donde p = exp(2mi/3) = —1/2 4 iy/3/2. Las tablas de caracteres simples satisfacen
los teoremas de ortogonalidad por reglones y columnas, de tal manera que para el
caso de Cjy se tiene que cumplir que 1 + g + > = 0. Tenemos que para este grupo
a1 =, ao = pay ag = pa, con p? = p*, el complejo conjugado.

Mediante las tablas de caracteres obtenemos los estados

Y1) = M1 (|04> + |ap) + ’04/12>)
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o) = Na (Jov) + plap) + 1 |ap®))

1hs) = N3 (Jov) + i |o) + | ap®)) (6.12)

para cada uno de los elementos del grupo. Con las constantes de normalizacion
definidas por las expresiones

NT?=3 <1 4 el =Dl 4 e(—1+u)|a\2>
N52 =3 {1 + Me‘o‘|2(“_1) + u*elal2(u*—1)}

N32=3 {1 + el ,ue|a|2(“*’1)} (6.13)

La representacion irreducible bidimensional del grupo D3 estd dada por las ma-
trices

() me (TR e ()

131:(_01 ?),EQZ(_}//;/Z i‘ﬁf),&:(%% f?;) (6.14)

Las cuales representan las operaciones de la identidad I, una rotaciéon de 120°
R, y una rotacion de 240° R, a través del origen y las matrices E;, E; v E35 que
representan las inversiones a lo largo de las lineas de la Fig. (6.1) (a).

Existe otra representacion irreducible del grupo D3 que hace uso de las inversiones a
lo largo de las lineas de la Fig. (6.1) (b) [33], la cual esta asociada con la representacion
de (6.14), mediante una transformacion de semejanza, sin embargo las propiedades de
los estados obtenidos mediante las dos representaciones son iguales en ambos casos.

De forma similar a la descrita en el caso de los grupos Cs y (5 tenemos la tabla

de caracteres de D3

| Ds | {I} [ {Ri,Rs} | {E1, Es, Es} |

Xo | 1 1 1
vl 1 1 1
X2 | 2 -1 0

Finalmente tenemos 3 funciones base que portan representaciones del grupoDs:

[¥s.a)p, = Naa (Jo1) + |az) + |as) + |au) +[as) + [as))
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(a) (b)

Figura 6.1. Las alturas del tridngulo equilatero definen los ejes de inversién. Una inversion

ante estos ejes deja invariante la forma del triangulo por lo que constituye una simetria. (a)

tomando al eje vertical y como eje de simetria, (b) tomando al eje horizontal z, como eje
de simetria.

[¥r) py = Nir (2]} = [2) — |es))

donde los parametros complejos para el grupo D3 son:

1. o1 =«

2. ay = po

3. a3 =pra

4. a4 = —af
9. a5 = —pa*
6. ag=—p a*

Se hace notar que para el grupo Ds, si a es puramente imaginario se tiene que
) =y, g = a5 ¥ a3 = g, en ese caso el estado |1),) no esta definido, por lo cual
hay que tener cuidado al obtener las propiedades de dicho estado.

Los primeros dos estados son los estados simétrico y antisimétrico y el dltimo
es el estado traza, el cual esta relacionado con la representacion bidimensional del
grupo Djs. Las constantes de normalizaciéon son

N;i _ 3{ :I: <€_a2 —I— e_ua2 + e_u* o¢2> :l: <€_0‘*2 + e_ua*2 + e_u* 04*2)

19 (efm\? L enlal oot |a\2) }e|a|2’
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w =0 {1 — exp (—; \042) cos (? aF) } . (6.15)

A continuacioén encontraremos las propiedades de los diferentes estados definidos.

6.1.3. Dispersiones

Las dispersiones nos permiten ver si los estado exhiben compresion. El esta-
do coherente es un estado que minimiza la relaciéon de incertidumbre de Heisen-
berg donde las fluctuaciones de dos variables conjugadas x y p deben de cumplir
(Az)?(Ap)? > 1/4, en el caso de los estados coherentes se tiene la igualdad dado que
ambas dispersiones son iguales a 1/2. Cuando un estado cuantico tiene que alguna
de las dos dispersiones vale menos que 1/2 entonces la otra dispersion debe valer méas
que 1/2y por lo tanto se presenta la compresion en las fluctuaciones de dicho estado.
Para observar si los estados presentan o no la propiedad de compresion se calculan
las dispersiones correspondientes.

Tenemos que las dispersiones para el grupo Cy estan dadas por

’ Estado par ‘ Estado impar ‘
or = 1(a® + @*?) + |a)* tanh(ja|*) + L =0, | 0p = 3(a® + a*?) + |af coth(|a]’) + L =0,
0 = Im(a?) 0 = Im(a?)

donde se define 0,, = 1 ({z,p}) — (z) (p).
Para el grupo Cj5 las dispersiones siguen la siguiente expresion

k k 1 l’? 2 k
- 2 ‘Oé’ ) U:pp - 0
k+1

donde N estan definidas por la Ec. (6.13) y tenemos que Ny = N.
Finalmente para el grupo D3 tenemos que las dispersiones se escriben como sigue:
Para los estados |¢5) v |1,) de D3, obtenemos que las dispersiones en z y p son
iguales y estdn dadas por

1 _ _ _ __
o3 =5+ {2laf? (e 4 perol 4 fierl") a2 (7 4 per " 4 fie )
= Oé2 (€—a2 + Iue—ua2 + ﬂe—ﬁa2> }{2 <e|a\2 + 6#\042 + eﬁla\2>
) . - . ~1
+ <e’a2 4emHe? e”wﬂ) + (e’az 4emho? 4 e’“a2> } =0,

donde utilizamos que (x), , = (p),, = 0y (%), = <aT2>s7a = 0 . Para el estado
|1y} las dispersiones no se presentan por la longitud de las mismas, en el caso de los
valores esperados de x y p y del operador de nimero tenemos
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(x),, = %J\/’ﬁe"“ﬁ(a + o) (e'a‘Q + ue“*laﬁ + u*e“‘“|2> :
3
D)y = 75

(afa), =3|af? el A2 {26|a|2 _ pelal® _ u*e“*'a‘Q} _

N2eTlof (o — %) <e|a\2 + et el 4 u*e“‘o‘F) ,

Finalmente damos la expresion para la correlaciéon o, para este estado tenemos
que

2
2 2 * 2 2 * 2 2
«@ a * o [ a * «
UtT:l(QZ_ *2) e‘l_i_lueru"l_i_,ueu"_ €‘|+Iue,uf‘|+,ueul‘
) 2¢lal® _ eulal® _ gulaf? e2lal® _ egulal® _ ou*laf®
(6.16)
Precisamos que todas las figuras de este trabajo se hicieron considerando que
i 60
a=re

o

0.5 1.0 15 2.0
-

Figura 6.2. Dispersiones para los estados de C3 vs. la norma de a. De color rojo o,=0),
para el estado |o); azul indica o,=0), para el estado |o—). Con 6 =0

Las dispersiones o, y o, son funciones crecientes de la norma de a como se
observa en las Figs. (6.2), (6.4) y (6.5). Sin embargo para el estado par del grupo C
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o

Figura 6.3. Dispersiones para los estados de C vs. la fase de a. De color rojo o,—~0), para
el estado |a4); azul indica o,=0), para el estado |a_) . Para |o| =1

se presenta compresion como lo indica la Fig. (6.3) . Este fendmeno no se presenta
para los demas casos. Esta propiedad se presenta para una fase de « diferente de
cero. La regioén que presenta el fenémeno de compresion estd dada por la expresion

1—cos 20)
14+cos26/°

Si observamos la dependencia temporal de dichas fluctuaciones en hamiltoniano
del oscilador armoénico las graficas dependientes de la fase de o mantienen su forma
y solo se recorren en el eje 6. Lo que implica que el angulo en el que se encuentra la
compresion se recorre.

Las dispersiones en z y p son iguales en la mayoria de los casos salvo para el
estado [1,) del grupo Ds.

r= %ln(

6.1.4. Estadistica de Fotones

La estadistica de fotones se determina mediante el célculo del valor esperado del
niamero de fotones, (7), la fluctuacion o, y la probabilidad |(n[¢)|*. Para los estados
cristalizados se obtienen los resultados siguientes:

Estados de Cy

1+ (—1)"

1= (="
2 cosh(|a]?)’

Fa(n) = Pa(n)2sinh(|a|2)

Pa+ (n) =

—lal? 2 . . A . . ,
donde P,(n) = e71°" |a|*™ /n! que es la distribuciéon Poissoniana del niimero de foto-
nes. Las dispersiones en n son
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(o

[B]

Figura 6.4. Dispersiones para los estados de C3 vs. la norma de a. De color rojo o,=0),
para el estado para el estado |¢1); rojo indica o,=0), para el estado |¢2); verde es o,=0,,
para el estado [i3). Con 6 = 0.

on, = |a|*+|a|* tanh(|a|?)—|a|* tanh?(Ja|*) o, = |a|*+|a|? coth(|a]?)—|a|* coth?(|a|?)

Vemos que los estados par e impar de C5 solo tienen contribuciones pares e
impares en el nimero de fotones, respectivamente. De aqui se justifica el nombre
de dichos estados.

Las distribuciones de fotones para los estados de C'3 son

|1+ " + ™ * /3

2 2 w120
elal” 4 eplal” 1 ep*lal

Pi(n) = P,(n)

n *10 2
|1+ " 7 /3
6‘“'2 + M€“|a|2 + Iu*eli*|0‘|27

Py(n) = Fa(n)

1+ + | /3

P — Pa ’
3(71,) (TL) 6‘(1'2 + M*ema\z + Meﬂ*|a|2

donde se tienen las relaciones

3, sin=0(mod 3);

6.17
0, sin=1,2(mod 3) (6.17)
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(o

0.5 1.0

92

Figura 6.5. Dispersiones para los estados de D3 vs. la norma de «. De color rojo o,=0),
para el estado |1),); azul indica o,=0), para el estado |¢,); negro es o, y verde o, para el
estado [¢y-). Con 6 = 0.

3,

3,

1 +Mn+1 +M*n+1 — {0

sin =1(mod 3);
sin =0,2(mod 3)

sin =2 (mod 3);
sin=0,1(mod 3)

Finalmente para el grupo D3 tenemos que

P, (n) = |Ns,a|2 Pa(n) |1 + (_1)n|2 |1 +pu" +M*n’2

|a*" exp(|af®)

2 sin? (%W n)

P, (n) =

6

|1+«4Vfu+u“+umfz{o

6

e}

rl—vawfu+u”+umfz{

.92 1 o
S (gﬂ' n) = #

o O

n! 1—exp (=3 |a]?) cos <‘/7§ |a|2>

sin = 0(mod 6);
sin =1,2,3,4,5(mod 6)

sin = 3(mod 6);
sin=4,5,6,7,8(mod 6)

sin = 0(mod3)
sin = 1,2(mod3)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)
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e R e

a
12

Figura 6.6. Dispersiones para los estados de D3 vs. la fase de a. De color rojo o,=0), para
el estado |1)s); azul indica 0,=0, para el estado |1/,); negro es o, y verde o, para el estado
|ty ). Para o = 1.

Las distribuciones de los tres grupos dependen solamente de la norma de « por lo
cual estas distribuciones no dependen del tiempo. Si tomamos en cuenta la evolucion
determinada por el Hamiltoniano de oscilador armoénico no habra ningin cambio,
dado que |a| = |ae™ ™.

De las expresiones (6.17), (6.18) y (6.19) se puede verificar que la distribucion
de fotones para los estados [11), |t)9) v [13)se tienen probabilidades diferentes de
cero cada tres nimeros, es decir si n = 0 solo contribuye el estado [¢1) y las demas
distribuciones son cero, para n = 1 la contribucion diferente de cero viene del estado
|th9) v para n = 2 la distribucion que es diferente de cero es la del estado |¢3).

Para el grupo Dj se aplica el resultado de (6.20), (6.21) y (6.22) para los estados
simétrico y antisimétrico y traza respectivamente por lo cual hay contribuciones cada
seis numeros para los estados simétrico. Para el estado traza la estadistica presenta
una contribucién cero cada tres nimeros empezando en n = 0.

Las gréficas de las Figs. (6.7), (6.8) y (6.9) permiten suponer! que los estados del
grupo Cs son eigenestados del cuadrado del operador de aniquilacion, a? y los estados
de C5 son eigenestados del operador a3. Ademés se puede probar que si aplicamos
el operador de aniquilacion a a el estado par obtenemos un estado proporcional al
impar y viceversa.

1 Sin embargo puede ser facilmente demostrado mateméaticamente que lo son
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Figura 6.7. Distribucién de fotones para los estados de (5, en rojo tenemos el estado impar
y en azul el estado par. Con aa =1+ 2i

En resumen en el caso del grupo C'5 tenemos que dos niimeros de fotones conse-
cutivos tienen una probabilidad cero y el siguiente ntimero tiene una probabilidad
distinta de cero a partir de un nimero. De la misma forma que en el caso de C5 al
aplicar el operador a a uno de los estados de C'3 obtenemos un estado proporcional
a otro de los estados de (3. Para el caso de D3 esto no se cumple.

6.1.5. Distribuciones de Wigner y de Husimi

6.1.5.1. Funcién de Wigner

La distribucion de Wigner se define mediante la Ec. (4.1), y para nuestros estados
cristalizados siguen la expresion general (6.10) que hemos utilizado para obtener la
graficas. Las expresiones de la funcion de Wigner son por lo general muy largas, por
lo que no se reportan en este trabajo

En las iméagenes (6.10) y (6.11) podemos ver en comparativa la evolucion temporal
de las funciones de Wigner para los estado par e impar de gato, las cuales giran
alrededor de su centro conforme el tiempo pasa y completan una vuelta cuando
el tiempo es multiplo del periodo del oscilador armoénico, en este trabajo se fijo la
frecuencia del oscilador w = 1. También se observa un comportamiento cuantico en
estos estados dado que la funcion de Wigner presenta partes negativas que no se
presentan en la teoria clasica de las distribuciones de probabilidad. Para el estado
impar de (5 se presenta un pico negativo, este pico se encuentra localizado muy
cerca del origen. Esto demuestra que para valores pequefios de = y p se presenta
mayor comportamiento cudntico para ese estado. Este comportamiento en el origen
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Figura 6.8. Distribucion de fotones para los estado de C3, en azul tenemos el estado |¢1),
en rojo el estado [i2) y en café el estado |¢3). Con a =1+ 2i

se pierde a medida que aumentamos el valor absoluto del parametro «, ya que los
picos de la funcién de Wigner se presentan en una regiéon mas lejana al origen.

En la imagenes (6.12) a (6.16) que todos estos estados presentan caracteristicas
cuanticas, debido a que la funciéon de Wigner presenta partes negativas. Estas gra-
ficas presentan un comportamiento diferente a medida que se decrece el valor del
parametro «. Al hacer o pequena, todas las graficas presentan picos en puntos muy
cercanos al origen, en esos casos, el sistema esta muy localizado y a medida que
aumentamos « se presentan picos que forman figuras geométricas dependiendo del
grupo en cuestion. Para el grupo (5 se tienen dos picos dispuestos simétricamente
con respecto al origen con una franja de interferencia entre ellos. En el caso de todos
los estados de ('3 se obtiene un tridangulo equilatero cuyo centro pasa por el origen y
con picos de igual altura, también se presentan zonas de interferencia en los lados del
triAngulo que forman los picos, dado el comportamiento parecido de las funciones de
Wigner solo se reporta la funcion para |¢). Por ultimo para los estados simétrico y
antisimétrico de D3 se obtiene un hexagono, de igual forma centrado en el origen y
con franjas de interferencia entre los picos que estan en los vértices del hexégono. Para
el estado traza tenemos un tridngulo equildtero con picos de diferentes tamanos, uno
més grande que otros dos de igual altura. También se presentan zonas de interferencia
a lo largo de las lineas que unen a los vértices del triAngulo.

Por lo tanto estos estados forman una figura cerrada en el espacio fase cuyos lados
coinciden con el nimero de estados coherentes que forman la superposiciéon, que en
el caso de Cs es una linea.

La oscilacion muy fuerte que se presenta en algunos puntos del espacio fase y que
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Figura 6.9. Distribuciéon de fotones para los estado de D3, en azul tenemos el estado simé-
trico, en rojo el estado antisimétrico y en anaranjado el estado traza. Con a =7

t=20 t=04 t=0.8

Figura 6.10. Funcién de Wigner para el estado par de (5 a diferentes tiempos

hacen que la funcion de Wigner tome valores negativos y positivos en una vecindad
pequena del espacio fase se debe a la interferencia entre los estados que forman la
superposicion.

6.1.5.2. Funcién de Husimi

Recordamos que la funcién de Husimi también es una funcién de cuasi-probabilidad
que se define como la probabilidad de que el sistema caracterizado por un operador
densidad p esté en el estado coherente ) . Y cuya definicion es

1

™

Q(a) = —(alpla)

que satisface las condiciones
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t=20 t=04 t=0.8

Figura 6.11. Funcién de Wigner para el estado impar de Cs a diferentes tiempos

Figura 6.12. Funcién de Wigner para el estado par de Cs con a = 74

/da2Q<a>:1 v 0<Qa)<1

es decir la funcién Q(«) esta normalizada y es una cantidad no negativa.
Mostramos las graficas correspondientes a las funciones de Husimi y del area de
dicha distribucion para cada uno de nuestros estados

Vemos en las graficas (6.17) a (6.20) que para valores grandes de la norma de «
(como a = T7), cada funcion tiene el ntimero de picos asociado al ntimero de estados
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Figura 6.13. Funcién de Wigner para el estado impar de Cy con oo = 74

que forman la superposicién; los cuales en todos los casos menos para el estado
traza, corresponden al nimero de elementos del grupo. Este comportamiento solo se
aprecia cuando la norma de « es grande, cuando dicha norma es pequena se tiene que
la funcién de Husimi estd muy localizada en el centro del espacio fase. Esto nos dice
que el sistema estd mas deslocalizado a manera que « crece. Asimismo tenemos la
misma observacion para el caso de la funcién de Wigner que las figuras que se forman
en el espacio fase corresponde al niimero de estados que forman la superposicion, para
el grupo C se forma una linea. Para C3 un tridngulo con picos de igual altura y para
el grupo D3 un hexagono en los casos simétrico y antisimétrico y un tridngulo con
picos de diferentes tamanos para el estado traza.

6.1.5.3. Area de la distribucion de Husimi

El segundo momento de la funciéon de Husimi es graficada en seguida

El area de los estados presenta un comportamiento parecido al del estado cohe-
rente cuando el pardmetro a es cercano a cero, es decir el area de la distribucion de
Husimi es igual a uno, salvo los casos donde el estado no esta bien definido como en
las Figs. (6.24), (6.26) y (6.27). Después el area presenta un salto y toma el valor
correspondiente al niimero de elementos que conforman la superposiciéon para cada
estado: 2 para Cs, 3 para (3 v 6 para los estado simétrico y antisimétrico y 2 para
el estado traza de D3, lo que esta ligado al fenémeno de deslocalizacion que sufren
estos estados. Cada pico en las funciones de Husimi representa un miembro de la
superposicion por lo cual es de esperarse que cada uno de estos picos contribuya en
una unidad al area de la distribucion.
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Figura 6.14. Funcion de Wigner para el estado [¢;) de C3 con oo = 7i

Por lo anteriormente visto podemos resumir hasta ahora que a través de los for-
malismos de Wigner y Husimi es posible ver fenémenos cuanticos en la superposicion
de estados coherentes. Fenomenos como localizacion y compresion. Las funciones de
Wigner y Husimi son similares para estados del mismo grupo. Esto se vuelve méas
evidente para valores grandes de a. La distribucién de Husimi presenta un niimero
de picos que es consistente con el nimero de elementos de la superposiciéon del grupo.
El estado par del grupo C5 presenta compresion.

6.1.5.4. Distribuciones Marginales

Como hemos presentado en el Capitulo 4, la integracion de la funcion de Wigner
en alguna de las variables (x, p) nos permite obtener las distribuciones en la variable
conjugada. Presentamos las graficas de dichas distribuciones.

Las figuras que representan la evoluciéon temporal de las marginales nos permiten
observar que existen probabilidades oscilatorias en el espacio fase. Recordemos que
las funciones de Wigner para los estados de C5 tienen dos picos simétricos y una parte
de interferencia en el centro Figs. (6.12) y (6.13). La funcién de Wigner al evolucionar
en el tiempo rota casi de forma rigida, lo cual hace que las probabilidades en ambas
variables cambie en el tiempo como vemos en la Fig. (6.28) .

Podemos concluir de estas graficas que la parte central de las funciones de Wigner
no contribuye a las marginales; ademas cuando los picos estan alineados con alguno
de los ejes, ya sea x o p las marginales presentan méaximos, y la probabilidad se
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Figura 6.15. Funcién de Wigner para el estado simétrico de D3 con aa =7

vuelve la unidad en la variable donde se alinean los picos. También se observa que
las marginales son periddicas con periodo 2.

Ademas existe un desfasamiento en ambas marginales que es el resultado del
principio de incertidumbre de Heisenberg, ya que P(x) alcanza el maximo cuando
P(p) presenta dos picos de igual altura y alejados uno del otro, lo cual resulta en la
indeterminacion de la variable p.

Para los estados del grupo C5 tenemos algo semejante a lo obtenido en el grupo
Cs, tenemos ahora tres curvas cruzandose. Estas curvas corresponden a los tres picos
en forma de tridngulo de la Fig. (6.14) de la funcion de Wigner, de nuevo cuando
dos picos se alinean en uno de los ejes se presenta un méaximo en la probabilidad.
Es importante senalar que no es posible que los tres vértices del tridngulo estén
alineados, por lo tanto la probabilidad no puede ser uno, y las tres curvas en las
marginales no pueden cruzarse al mismo tiempo. Para los tres estados de Cj se tiene
el mismo comportamiento.

Por ultimo para los estados del grupo Dj se obtienen graficas complicadas en
estructura para los casos simétrico y antisimétrico, donde existen cruces de seis curvas
correspondientes a los vértices del hexdgono que se observa en las Figs. (6.15), cuando
dos de estos picos coinciden en un mismo eje tenemos un maximo en la probabilidad.
Es interesante ver que para el estado traza tenemos un comportamiento muy similar
al que observamos para el caso de (5 ya que tenemos solo tres picos en la funciéon de
Wigner correspondiente. También dado que los picos tienen una altura diferente, la
curva presenta una asimetria en sus ejes.
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Figura 6.16. Funcién de Wigner para el estado traza de D3 con o =7

Figura 6.17. Funcién de Husimi para el estado par de gato con a = 74



Capitulo 6. Estados de Gato Cristalizados de Schridinger 102

Figura 6.18. Funcion de Husimi para el estado |11) de C3 con o = Ti

Figura 6.19. Funcion de Husimi para el estado simétrico de D3 con a =7
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Figura 6.20. Funciéon de Husimi para el estado traza de D3 con o =7

Figura 6.21. Inverso del segundo momento para el estado par
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Figura 6.22. Inverso del segundo momento para los estados de Fock |n)

Figura 6.23. Inverso del segundo momento para el estado |¢1) de Cs
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Figura 6.24. Inverso del segundo momento para el estado [i2) de Cs

Figura 6.25. Inverso del segundo momento para el estado simétrico de D3
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Figura 6.26. Inverso del segundo momento para el estado antisimétrico de D3

Figura 6.27. Inverso del segundo momento para el estado traza de Ds
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Figura 6.28. Evolucion temporal de la distribucion marginal P(x) para el estado impar
de Cy, para o = T7i, para la distribucién de probabilidad en la variable p se obtiene un
comportamiento similar s6lo que desfazado en el tiempo

Figura 6.29. Evoluciéon temporal de la distribucion marginal P(z) para el estado |¢1) de
Cs, para a = Ti, para la distribucién de probabilidad en la variable p se obtiene un com-
portamiento similar sélo que desfazado en el tiempo
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Figura 6.30. Evolucion temporal de la distribucion marginal P(z) para el estado [i),) de
Ds, para o = 7, para la distribuciéon de probabilidad en la variable p se obtiene un com-
portamiento similar sélo que desfazado en el tiempo

Figura 6.31. Evolucién temporal de la distribucién marginal P(x) para el estado |t)
de D3, para a = 7, para la distribucién de probabilidad en la variable p se obtiene un
comportamiento similar s6lo que desfazado en el tiempo



Capitulo 7

Generacion de Estados de Gato de
Schrodinger

En los dltimos anos se han propuesto varios métodos para la generacion de super-
posiciones macroscopicas de estados. Las cuales van desde la utilizaciéon de propieda-
des no lineales como en el llamado medio de Kerr hasta modelos donde se consigue
la superposicion mediante la evoluciéon temporal de un dtomo dentro de un campo
eléctrico.

A continuacién abordaremos uno de dichos métodos.

7.1. Atomo de Dos Niveles en una Cavidad.

Banacloche |27, 29, 34| establece la evolucion de la matriz densidad reducida
perteneciente a un campo monomodal dentro de un sistema de un campo y un dtomo
de dos niveles (|g) el estado base y |e) el estado excitado) en una cavidad. La evolucion
temporal de dicho sistema nos lleva de un estado coherente a una superposiciéon de
estados (estado par de gato) en un tiempo dado. Esto se logra dado que la matriz
reducida del campo al tiempo ¢ presenta una evolucién no unitaria como veremos a
continuacion

El Hamiltoniano del sistema es la suma de las contribuciones del dtomo y el
campo que hemos visto en el capitulo 5. Despreciando el término del cuadrado del
potencial vectorial A? y en la aproximacion de onda rotante

. 1 1
H =wp(ala + 3) + gwads + A(61a+ 6 al) (7.1)
donde wp es la frecuencia del campo, w4 es la diferencia de energia de los dos niveles
1/2
21h

/
atoémicos, A = e < > wa (r),5-€1 es la constante de acoplamiento entre el campo

wFV
y el d&tomo.

Definimos el operador
A=n+—+= 7.2
n 2 + 2’ (72)

este operador A conmuta con el Hamiltoniano y con la parte de interaccion atomo-campo,
es decir
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[[\, G+ fuﬂ —0.

Despejando el operador 63/2 mediante la Ec. (7.2) el Hamiltoniano puede escri-
birse

2

Si suponemos que la frecuencia de campo esté en resonancia con la diferencia de
energias del &tomo tendremos

. 1 A
H= (ﬁ+—> (wr —wa) +wah+ A (6ra+6_a"). (7.3)

H=wshA+)\(6,a+06-a"), (7.4)

donde ambos sumandos del Hamiltoniano conmutan por lo que el operador de evo-
lucién del sistema es la multiplicacion de las exponenciales de ambos términos

U = exp(—iHt) = emiwalt o —iXGyato-aT) (7.5)

Trabajaremos con el primer multiplicando de este operador. En la base del atomo
{le),|g)} tenemos que el operador A se escribe

" o3 1 _(n+1 0
A—n+2~|—2—( 0 ﬁ)’ (7.6)
también tenemos
0 Xa
N N A /\T _
ANora+o-a") = ( \at 0 ) : (7.7)

donde hemos tomado que la representacion de los estados es

o= ) 0=(1). 79

Puede demostrase que las potencias de la matriz (7.7) puede escribirse como sigue

A .~ sin(AtV/7)
e—m(&+a+5,ar)t B ( COS()\t\/n—i— 1) —ia=oe >

—idTSin()‘tT J:LIH) cos(Atv/n)

La otra exponencial de la Ec. (7.5) queda de la siguiente forma

N —wa(h+1)t
emiwaht ( ¢ 0 ) (7.10)

0 e—wAﬁt

(7.9)
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Por lo que el operador de evoluciéon temporal queda

0 e~ @At cos(My/n + 1) —ie waiFDt Asm(\/\/t,f) (711)
— Ze_wAnt Tsln()\tn\im) e—wAnt COS(}\t\/ﬁ) . .
Considerando el estado inicial general
1(0)) = (ale) +blg)) |a), (7.12)

donde escribimos el estado coherente en términos de los estados de Fock |o) =
S ¢n|n) con ¢, = exp(— |af® /2)a”/v/n!. Encontramos que al actuar con el ope-
rador U se obtiene el estado

[e.e]

() = U [(0)) = Y (v le) +8ulg)) In), (7.13)

Yo = (a ¢, cos( ANV + 1) — ib cpyy sin(Aty/n + 1))e"@aln Dt

6n = (b e, cos(My/n) — ia ¢, g sin(Aty/n))e”“Am, (7.14)
Como |1(t)) esta normalizado, se sigue la propiedad de
D _(ml* +10.) = 1. (7.15)
n=0

La matriz densidad del sistema al tiempo ¢

pt) = ¥ \—ZZ Y l€) +0n19)) (v (el + 0 (gD [m) (| (7.16)

n=0 n'=0

se subraya que la dependencia temporal estd en las variables v, 0, y 0, .Para
obtener la matriz reducida para el campo tenemos que trazar sobre la base atémica.
Esta operacion esta ligada a medir el estado cuantico del &tomo de forma que no se
vea afectado el campo. Lo cual veremos hara que nuestro campo tenga una evolucion
no unitaria. La matriz reducida del campo electromagnético es

=> Z (WYl + 0,05) [n) (1] (7.17)
n=0 n’=0

Esta matriz densidad en general representa un estado mixto como veremos a
continuacion.



112

Capitulo 7. Generacion de Estados de Gato de Schrodinger
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Figura 7.1. Traza del cuadrado del operador densidad en funcién del tiempo. Para a=7,
a=1, b=0

7.2. Traza del Cuadrado del Operador Densidad.

Ahora estudiaremos varias de las propiedades de la matriz densidad de nuestro
campo electromagnético. Primero abordaremos la traza del cuadrado del operador
densidad para observar para que tiempos nuestro estado es un estado puro y cuando
es mixto. Ya que recordemos que se tiene que cumplir la siguiente propiedad.

~2

Tr
% =1 estado puro
)

) {< 1 estado mixto
p°)

Ademas esta cantidad estd relacionada con la entropia lineal S = 1 — Tr(
del sistema, la cual es a su vez una aproximacion de la entropia de von Neumann

§ = —Tr(plog(p))-
La traza puede obtenerse facilmente de la Ec. (7.17) dando como resultado

o0 2 [e.o] o0 [e.9] 2
Tr(p) = (Z w) 2D b0 + (Z |5n|2) (7.18)
n=0 n=0 m=0 n=0

la cual graficamos a continuacién para varios casos de a y b
Como podemos observar en la graficas (7.1) a (7.8), para casi todos los casos de

a y b se tiene un comportamiento oscilatorio en la traza. A la mitad del tiempo de
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Figura 7.2. Traza del cuadrado del operador densidad en funcién del tiempo. Para a=7,
a=1, b=0

Tr(p?)

0 100 200 300 400 500
t

Figura 7.3. Traza del cuadrado del operador densidad en funcién del tiempo. Para a=7,
_1 V3
a=g, b="9"
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Figura 7.4. Traza del cuadrado del operador densidad en funcién del tiempo. Para a=7,
1 3 V3
a=g, b="9"
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Figura 7.5. Traza del cuadrado del operador densidad en funcién del tiempo. Para a=7,
V2
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Figura 7.6. Traza del cuadrado del operador densidad en funcién del tiempo. Para a=7,
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Figura 7.7. Traza del cuadrado del operador densidad en funcién del tiempo. Para a=7,
a=0,b=1
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Figura 7.8. Traza del cuadrado del operador densidad en funcién del tiempo. Para a=7,
a=0,b=1

resurgimiento (tg/2 = 7 |a| /A ~ 22, por simplicidad se fijo A = 1), tenemos que el
estado es casi un estado puro. Lo cual es demostrado por Banacloche.

Sin embargo para el caso particular de a = b = 1/\/§ este comportamiento no se
presenta en vez de esto vemos que el estado puro inicial tarda en convertirse en un
estado mezcla (ver Fig. (7.3)).

También podemos notar que no importando el estado inicial del &tomo que definen
los valores de a y b, después de un cierto tiempo llegamos a que el estado del campo
se convierte en una mezcla estadistica, dado que la Tr(p?) llega al valor de 1/2.

El comportamiento de las curvas cuando el estado atémico inicial es el estado
excitado |e) es practicamente el mismo que cuando inicialmente estd en el estado
base |g).

7.3. Estadistica de Fotones e Inversion de Poblacion

Siendo que para la mitad del tiempo de resurgimiento tenemos un estado muy
parecido a un estado puro. Veremos la distribucion de fotones para ese tiempo de
nuevo para varios casos de a y b. La probabilidad de obtener exactamente [ fotones
en nuestro campo es

Pu(t) = {Uprll) = (Inl* + 1aif) . (7.19)



Capitulo 7. Generacion de Estados de Gato de Schrodinger 117
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Figura 7.9. Distribucion del numero de fotones. Para a=7, a=1, b=0

esta es una funcion del tiempo y del nimero de fotones. Las graficas de la dependencia
en el nimero de fotones de esta probabilidad es graficada para un tiempo la mitad
del tiempo de resurgimiento

Vemos (Figs. (7.9) a (7.12)) que para este tiempo el comportamiento en la pro-
babilidad es bastante parecida a la que encontramos para el estado par de gato
donde solo contribuyen los estados con un nimero de fotones par y la probabilidad
de un nimero de fotones impar es casi nula. Por lo cual podemos sospechar que
la evolucion de nuestro estado coherente lleva a un estado de gato en determinado
tiempo, la mitad del tiempo de resurgimiento.

También vemos que esta aseveracion es valida solo para estados que evolucionaron
de un estado inicial cuya parte atomica es uno de los dos estados de la base, el
estado excitado o el estado base. En el caso de un estado inicial atémico como
una superposicion, el comportamiento no es tan parecido al de la estadistica de
fotones del estado par de gato. Teniendo un comportamiento limite, de nuevo, cuando
a=b= 1/\/5 Congruente con lo visto en la subseccion anterior.

La inversion de poblacion es el valor esperado del operador J, el cual en este caso
esta dado por

o

(Ial* = 1641 (7.20)

N —

(1) =

n
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Figura 7.10. Distribucién del nimero de fotones. Para a=7, a:%, bz?

0.09 T T T T T

0.08 - —

0.07 1

0.06 |- 1

0.05 _

0.04 | 1

0.03 |- —

0.02 4

0.01 | —

20 30 40 50 60 70 80

Figura 7.11. Distribucién del numero de fotones. Para a=7, a = b = %
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Figura 7.12. Distribucion del ntimero de fotones. Para a=7,a =0, b =1

la cual se gréfica

Podemos ver que la inversion de poblaciéon es cero en un gran intervalo de tiempo
hasta el tiempo de resurgimiento en el cual se recupera la oscilacién que se presenta
en un inicié. En un principio al ser a = 1, tenemos que el estado inicial del &tomo es
el estado base. Lo cual se refleja en que a ¢t = 0 la inversion de poblacion es 1/2

Para este caso tenemos el mismo comportamiento que en el caso anterior en el
cual la inversiéon de poblacion es cero en un intervalo donde cae la mitad del tiempo
de resurgimiento. Las oscilaciones presentadas al inicio se recuperan cada vez en
menor medida en los tiempos multiplos del tiempo de resurgimiento. Hasta un limite
donde las oscilaciones se hace cada vez méas ruidosas
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Figura 7.13. <J;> en funcién del tiempo. Para a=7,a=1,b=0
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Figura 7.14. <jz> en funcién del tiempo. Para a=7,a =1, b=0
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Figura 7.15. <jz> en funcién del tiempo. Para a=7, a=
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Figura 7.16. <jz> en funcién del tiempo. Para a=7, a:%, b=x2
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Figura 7.18. <jz> en funcién del tiempo. Para a=7
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Para el estado con el mismo peso Fig. (7.18) observamos que en el tiempo de
resurgimiento se encuentra un nodo en las oscilaciones dado que en un inicio la in-
version de poblacion es también cero. A grandes rasgos no existe un comportamiento
muy diferente entre las graficas correspondientes a los tres casos.

Donde observamos que el promedio es cero para la mitad del tiempo de resurgi-
miento por lo cual existe la misma probabilidad de encontrar al &tomo en su estado
base que en su estado excitado. Este fendmeno se da para cualquier estado inicial, lo
cual podemos corroborar en todas las figuras ((7.13) a (7.18)).

7.4. Funcién de Husimi para el Campo

Para determinar la localizacion del estado y ver si efectivamente hay un com-
portamiento similar al del estado de gato. Evaluaremos la funciéon de Husimi para
nuestra matriz densidad reducida. Para ello tenemos que obtener la funcion

B ﬂ*nﬁn
Qo <ﬁ\p |8) ——e ot E E (Yn Vs =+ On0y) o (7.21)
) n=0 n'=0

haciendo el mapeo al espacio fase, donde 3 = (z + ip)/v/2 tenemos

R . ,(m +p2)/2 * ( .p)n(x—i_ip)n/
Qpp (T, pit) = %7;) YV F 0n0r)) B ERS e N (7.22)

donde de nuevo la dependencia temporal esta en las variables v y 6. Que cumple con
la condicion de normalizacion

/ da / dpQp (2, i) = 1,

la cual es sencilla de demostrar, utilizando coordenadas polares, esto es x = p cos ¢,
p = psin ¢.

En cada una de las figuras 7.19, 7.20, 7.21, 7.22 y 7.23 se presentan las graficas
de la funcion de Husimi para los tiempos t = 0, t = tg/4, t = tr/2, t = 3tg/4d y
t = tgp, respectivamente

Observamos que para t = 0 (Fig. (7.19)) el comportamiento de la funcién de Hu-
simi es el de una Gaussiana, distribucion que corresponde a la de un estado coherente
resultado que se esperaba.

A un cuarto del tiempo de resurgimiento (Fig. (7.20)) la funcién de Husimi pre-
senta cuatro picos, este tiempo es justo donde la matriz densidad indica que el estado
es una mezcla estadistica, es decir la Tr(p*) = 0.5
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Figura 7.19. Funcién de Husimi para el campoat=0,a=7,a=1,b=0

Figura 7.20. Funcién de Husimi para el campo a t = %, a=7a=1,b6=0
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Figura 7.21. Funcién de Husimi para el campo a t = %R, a=7a=1,b=0

Figura 7.22. Funcién de Husimi para el campo a t = ?’tTR, a=T7a=1b=0
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Figura 7.23. Funcién de Husimi para el campo at=tp, a=7,a=1,0=0

Para la mitad del tiempo de resurgimiento la grafica (7.21) de la funcion de
Husimi presenta dos picos y el comportamiento es similar a la funciéon de Husimi
para el estado par de gato (Figura 6.5), solo que los picos estan deformados y las
variables x y p corresponden a las variables p, x respectivamente en dicha figura.

Para tres cuartos del tiempo (Fig. (7.22)) de resurgimiento volvemos a recuperar
los cuatro picos que teniamos en el caso de t = tgr/4 por una cierta simetria que
existe en la traza del cuadrado de la matriz densidad. Sin embargo los picos son mas
pequenos que antes los que indica que existe dispersion debido, como veremos a la
evolucion no unitaria del sistema.

Finalmente para el caso en el tiempo de resurgimiento (Fig. (7.23)) vemos que
la funcion de Husimi recupera hasta cierto punto la forma que tenia a tiempo cero
con una rotacion de 180° en el eje x. Aunque esta figura tiene la propiedad de tener
un minimo menor que la correspondiente grafica a t = 0 debido a como hemos
mencionado que la evolucion del sistema es no unitaria.

Recordamos que el inverso del segundo momento (M, ') de las distribuciones
de Husimi y Wigner corresponden a una medida del area que dichas distribuciones
ocupan en el plano (z,p), dado que no podemos tener pseudo distribuciones de pro-
babilidad que sean puntuales en dicho plano, dado que deben de cumplir la relacion
de incertidumbre de Heisenberg.
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Por otro lado, se puede obtener el segundo momento de la funciéon de Husimi
integrando el cuadrado de la funcién () en las variables del espacio fase.

(n+m)!

M2 = Z (’yn’yn/ + 571577/) ('Ym’ym/ + 5m5m/) m6n+m,n/+m'

n,n’ m,m’

(7.23)

con lo que podemos obtener el area de la distribucion de Husimi en el espacio fase,
la cual se gréafica enseguida

18

16

14 +

12 +

10 |+

M,

! ! ! ! ! ! ! ! !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t

Figura 7.24. M2_1 de la funcién de Husimi en funcién del tiempo. Para a=7,a =1, b=10
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Figura 7.25. M2_1 de la funcién de Husimi en funcién del tiempo. Para =7, a =1, b =0
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Figura 7.26. M;lde la funcién de Husimi en funcién del tiempo. Para a=7, a=21 5
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Figura 7.27. MQ_Ide la funciéon de Husimi en funcién del tiempo. Para a=7, a:%, bz@
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Figura 7.28. M{lde la funciéon de Husimi en funcién del tiempo. Para a=7,a =b = %
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Figura 7.29. M{lde la funciéon de Husimi en funcién del tiempo. Para a=7,a =b = %

Como podemos ver (Figs. (7.24) a (7.29)) el area presenta un comportamiento
oscilatorio, cuyos minimos locales corresponden a multiplos del tiempo de resurgi-
miento. Sin embargo para un cierto tiempo estas oscilaciones se vuelven muy rapidas
y a partir de ese tiempo el drea de la distribucion empieza a disminuir. Para la mitad
del tiempo de resurgimiento se obtiene un area cercana a 2.5 que se aproxima al
area ocupada por un estado par de gato, para el cual el area es 2. Por esto podemos
aseverar que el comportamiento en el area del estado para ese tiempo es parecido al
del estado par de gato.

7.5. Funcién de Wigner para el Campo

Necesitamos evaluar la funcion de Wigner de la matriz densidad

pr =323 (i + u0) Inh
n=0 n'=0

/

por lo cual nos abocaremos a encontrar la matriz densidad del operador no diagonal
In) (n'|', de estados de Fock. Para ello utilizaremos la siguiente definicion de dichos
estados

1 Se presenta también una forma alternativa de obtener la funciéon de Wigner para esta matriz
densidad en el apéndice C
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1 0" .p
|n> = ﬁ%a /2 |O(> |a:0 (724)
Anélogamente, tenemos
1 o 2
(n'| el 2 (8] | 5o (7.25)

- S 05

donde |a) v |) son estados coherentes. Con lo cual la funcion de Wigner queda

o0

~@m)tor o (1o 4151%) e 1 1
Wi = = 5am 5377 dge ™ (w+ € |a) (812 = 56 )lapmo

: (7.26)
puesto que se ha tomado h = 1. Se puede probar que
1 2 2 2
_ —22/24+V2za—a?/2—|al? /2
(z|a) = —¢ (7.27)
por lo tanto la funcion de Wigner se escribe
2m)t on o 1 ) o 37
Wi - L exp{ et Var(a s ) e {
) {n| Vnln'l Do 93 ﬁexp N \/_x(oz +07) g exp 9 92
> / dge(—ip-&-%(oc—ﬁ*))ﬁ—ig|a”6*:0 (728)
solamente queda resolver la integral Gaussiana de lo cual se sigue
-1 n n’
Wiy = — O O od? ol ip) VB i (7.29)

= e
VIt 9an 93

Derivando con respecto a «, después utilizando la regla de Leibnitz? para la
derivada de un producto, para realizar las derivadas con respecto a $* y finalmente
evaluando o = * = 0 tenemos que

(V2(x +ip))"*(V2(x — ip))" ™ (7.30)

2 2n/ nln/1(—1)%
Z( valn/l(-1)

— (0 — 5)!(n — s)!s!
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Se hace notar que en el caso de n’ = n es posible obtener de la Ec. (7.30) el
resultado

1 a2 2 n

Wiy = —e™" 7 (=1)"La(2(z" + %)) (7.31)
la funcion de Wigner para un estado de Fock, donde L,, son los polinomios de Lague-
rre. De este resultado se obtiene que la funcion de Wigner para el operador densidad
del campo es

W = e S0 5 (s 000 30 o C (B = (2 i)

n=0 n'=0 s=0 (n/ - S)'(” - S)!S!
(7.32)
utilizando la relacion

3 L e G I

s=0
donde la funciéon U es la funcion hipergeométrica confluente, se obtiene que

1 e e , o1 (V24 ip)Y (V2(x —ip))"
Win = 27 323 Oy + o) Lz L = )

xU (—=n,1—n—n',2(z* + p*)) (7.34)

es facil demostrar que cumple con la relacion de normalizacion, haciendo uso del
teorema de binomio y de la Ec. (7.15), se obtiene

/dm/deﬁF(x,p;t) =1

A continuacién mostramos las graficas de la funcion de Wigner para varios tiem-
pos, t = 0 en la Fig. 7.30, t = tgr/4 en la Fig. 7.31, t = tr/2 en la Fig. 7.32, t = 3t /2
en la Fig. 7.33 y t = tg en la Fig. 7.34. Se utilizaron los valores a =7, a =1y b= 0
para el estado inicial

Observamos en t = 0 (Fig. 7.30) una funcion Gaussiana que corresponde a la fun-
cion de Wigner para un estado coherente. Por lo cual no presenta comportamientos
cuanticos lo que se traduce en que la funcion de Wigner siempre es positiva.

Para t = tr/4 (Fig. (7.31))se presentan seis picos, esto nos indica una deslo-
calizacion del sistema, dos de estos picos presentan partes negativas. Aqui vemos
que el comportamiento cuantico de la matriz densidad para el campo empieza a
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Figura 7.30. Funcién de Wigner para el campoat=0,a=7,a=1,b=0

Figura 7.31. Funcién de Wigner para el campo a t = %, a=T7,a=1,b=0
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Figura 7.32. Funcién de Wigner para el campo a t = %R, a=T,a=1,b=0

Figura 7.33. Funcién de Wigner para el campo a t = ?’tTR, a=T7,a=1,b=0
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Figura 7.34. Funcién de Wigner para el campoat=tp, a=7,a=1,0=0

manifestarse. También podemos ver que estos picos tienen méaximos muy pequenos
con respecto a el inico maximo en ¢t = 0.

En la mitad del tiempo de resurgimiento observamos en la imagen (7.32) tres
picos y con maximos mayores que aquellos seis de la grafica 7.21. Recordando que la
mezcla estadistica de estado converge a un estado puro para este tiempo.

Para t = 3tg/4 (Fig. 7.33) recuperamos los seis picos, sin embargo esta vez
tenemos que estan casi superpuestos y con maximos algo menores a los que tenfamos
en t = tr/4 debido de nuevo a la evolucion no unitaria presentada por el sistema.

Finalmente para el tiempo de resurgimiento, la grafica (7.34) de la funcion de
Wigner recupera en cierta grado la forma Gaussiana que se tiene a ¢ = 0, tal y como
se observaba en la funcién de Husimi; salvo que en este caso aun se presenta una
pequena parte negativa de la funcion de Wigner. También observamos que existe la
misma rotacion de 180° en el eje x entre esta tltima grafica y la funcion de Wigner
a t = 0 que también se tiene en la funcién de Husimi.

De estas graficas podemos observar que para la mitad del tiempo de resurgimiento
t = 7m ~ 22 unidades se presenta un comportamiento similar de la funcién de Wigner
para el campo y un estado par de gato de Schrédinger con el mismo valor para el
parametro a = 7. Sin embargo si comparamos estas dos funciones vemos que estén
rotadas 90° una con respecto de la otra. En otras palabras el eje x en una grafica
corresponde al eje p de la otra grafica. Esto puede solucionarse de la forma aprendida
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Figura 7.35. Funciéon de Wigner para el campo con a = 7%

en el Capitulo 6. En el caso del oscilador arménico la evolucién temporal de un estado
de gato se obtiene mediante la sustituciéon de o — ae™! donde w es la frecuencia
angular del oscilador. El efecto de esta sustitucion es la de rotar la funcion de Wigner
en el espacio fase en funcion del tiempo, sin deformar la grafica, y el angulo rotado
equivale al valor de wt como se puede esperar

Con esto en mente podemos rotar un angulo de 90° sustituyendo o« = 7 por
o = T7e"™? = Ti en el estado par de gato y comparamos de nuevo las dos funciones
de Wigner en la Fig. 7.35

Podemos observar que estas dos funciones ((7.35) y (7.36)) ahora coinciden de
forma bastante aceptable, sin embargo aun se puede hacer més y es comparar el
traslape entre el estado par de gato y la matriz densidad para el campo eléctrico con
t = 7w, es decir calcular la probabilidad

Traslape = <a+‘ﬁp‘a+> (7.35)

El cual podemos observar Fig (7.37) que para el tiempo requerido toma un valor
de aproximadamente 0.75, es decir que la probabilidad de que el estado par de gato
y la matriz densidad del campo coincidan para ese tiempo es del 75 %. Este valor es
justo en la mitad del tiempo de resurgimiento y decae muy rapido en medida que
nos alejamos de dicho tiempo. Por lo que ahora corroboraremos que algunas de las
propiedades de estos dos estados son muy semejantes

Con la estadistica del nimero de fotones veremos las coincidencias entre estos
estados
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Figura 7.36. Funcién de Wigner para el estado par de gato con a = 7¢

Figura 7.37. Traslape entre el estado par con o = 7i y la matriz densidad del campo con
a="17
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Figura 7.38. Distribuciéon del nimero de fotones n, los asteriscos corresponden al estado
par de gato con a = 7¢ y la linea con signos de suma corresponde a la matriz densidad del
campo con o =17

La distribucion de fotones de la Fig. (7.38) toma un comportamiento oscilatorio
en ambos casos. Sin embargo la distribucion para el campo tiene la propiedad que
contiene una contribucién mayor para los nimeros de fotones pares mientras que los
numeros impares contribuyen en menor medida pero no es cero dicha contribucion.
Para el estado par de gato como hemos mencionado anteriormente solo contribuyen
los nimeros de fotones pares. Observamos que las colas de la distribucion del campo
son aquellos que no se apegan a lo previsto en el estado par y por ello no tenemos
un 100 % de coincidencia entre nuestro estado y el estado par

Con estos resultados concluimos que las propiedades de la matriz densidad para
el campo a la mitad del tiempo de resurgimiento son bastante parecidas con las de
un estado par de gato de Schrédinger, sin embargo difieren en el valor del pardmetro
Q@

De la misma forma que obtuvimos el segundo momento de la funcién de Husimi,
podemos obtener el segundo momento de la funcién de Wigner

D (n+n/ —s— ) 1
Z Bt ZZ (n—s) ’()n’ (5)‘(m—5’)!(m’)— sl sls'l (7.36)

n,n' ;m,m’ s=0 s'=0

donde
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1 ——
En,n’mum’ = (’Yn’y:;’ + 5”&2’) (’Vm'Y:n’ + 5m5;kn’) n!n/!m!mllém-i-m’,n-i-n’ (737)
m

con lo que podemos obtener el drea de la distribucion de Wigner en el espacio fase, sin
embargo podemos senalar que la grafica del segundo momento de Wigner corresponde
a la grafica de Tr(p%) como hemos establecida en el Capitulo 4.



Capitulo 8

Conclusiones

Hemos dado un breve repaso de las caracteristicas cuénticas de la luz que signi-
ficaron el nacimiento de la éptica cuantica. La cual se ha desarrollado enormemente
en los ultimos anos. Tanto teodrica y experimentalmente los avances son bastante
significativos y las aplicaciones muy variadas.

Para mostrar el manejo cuantico de la teoria electromagnética se resolvio el pro-
blema de un campo sin fuentes en el vacio con condiciones a la frontera periédicas. Lo
cual nos llevo a que la energia de dicho sistema puede ser escrita en términos discretos
de energias de osciladores armonicos, esto nos da una forma de cuantizacion de la
energia. Exhibimos que este problema puede describirse por medio de operadores de
campo que posteriormente definieron operadores de la mecénica cuantica. Se puso
en evidencia la importancia de la energia que tiene el vacio y se hizo notar que este
campo solo puede aparecer en un tratamiento cuéntico de la luz y que dicho campo
es importante para la consistencia de la teorfa cuantica y que da lugar a fenémenos
experimentales antes no descritos con una teoria clasica.

Posteriormente se hizo una investigacion sobre el formalismo de Wigner para la
mecanica cuantica que hace uso de la llamada distribucion de Wigner. Se puede
solucionar cualquier problema cuantico obteniendo dicha funcién en el espacio fase
y en términos del tiempo, es decir una cosa similar a la que se tiene al solucionar
la ecuacion de Schrodinger o la ecuacion de Liouville. Sin embargo este formalismo
permite ver graficamente, en algunos casos, fenémenos que interesan en el estudio de
la cuéntica como es la compresién, el comportamiento de las dispersiones asi como
si un estado cuantico tiene un comportamiento no clasico lo cual sucede cuando
la funcion de Wigner toma partes negativas. También desarrollamos el formalismo
de Husimi. Este formalismo comparte con el de Wigner algunas propiedades; sin
embargo enfatizamos que el 4rea de esta tdltima distribucion se puede ligar a la
entropia del sistema y en general es mas facil de calcular.

Se obtuvieron los estados que portan la representacion irreducible de los grupos
Cs, C3y D3. Y se encontraron las siguientes propiedades para cada grupo: Dispersio-
nes en el espacio fase, estadistica de fotones, la funcion de Husimi, la distribucion de
Wigner, el area de la distribucién de Husimi y las distribuciones marginales. Ademaés
de encontrar la evolucion temporal de dichos estados en un Hamiltoniano de oscilador
armonico.
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Podemos concluir que los estados de gato de Schrodinger pueden presentar com-
presion y para los grupos analizados se encontrdé compresion en el estado par del
grupo ciclico Cy. Esta compresion se da solamente para ciertos valores de la fase del
parametro complejo a.

Las estadistica de fotones que presentan dichos estados es oscilatoria y se puede
demostrar que los grupos ciclicos de n elementos son eigenvectores del operador de
aniquilacion a™ con eigenvector en general complejo. Por lo cual la estadistica de
fotones tiene distribuciones de un cierto niimero de fotones inicial modulo n.

La funcion de Husimi de estos estados se encuentra en una region muy localizada
para valores del pardmetro o pequenos, esto se presenta para todos los casos anali-
zados. Sin embargo para valores de o mayores esta funciéon se deslocaliza y presenta
un ntimero de picos que es igual al niimero de elementos que forman la superposicion
del estado. El area de dicha distribucion es igual a la del estado coherente para a = 0
para los estados bien definidos en este limite, y es igual al nimero de elementos que
forman la superposiciéon del estado cuando « crece. Esto es debido a que los estados
coherentes que conforman la superposicion de cada estado se vuelven linealmente
independientes a medida que « crece, por lo cual cada uno actda casi como un
estado independiente.

Las funciones de Wigner de estos estados presentan comportamientos cuanticos
al ser menor que cero en algunas regiones del espacio fase. De igual forma que para
la funcién de Husimi el comportamiento es muy similar para valores grandes de a,
donde se presenta un nimero de picos casi igual para estados del mismo grupo. Sin
embargo las partes negativas de las funciones pueden cambiar, el caso mas dréstico
es el del grupo Cs, donde la funcién de Wigner para el estado impar presenta valores
negativos y para la funciéon de Wigner del estado par no se presentan valores nega-
tivos para valores pequenos del parametro «. Asimismo las funciones de Wigner se
encuentran muy localizadas en el espacio fase para valores pequenos de «a y se des-
localiza conforme crece a. Las funciones de Wigner forman figuras que representan
las simetrias de los grupos cuando « tiene una norma grande. Obtuvimos una linea
para el caso del grupo Cs, un tridngulo en el caso del grupo C3 y un hexagono en el
caso del grupo D3 para los estados simétrico y antisimétrico y un tridngulo para el
estado traza. Este fenémeno también se presenta para la funcién de Husimi.

El 4rea de la distribucion de Wigner es siempre la unidad, esto es debido a que
estamos trabajando con estados puros y el area de la funcién de Wigner de un estado
puro es siempre la unidad.

La evoluciéon temporal de los estados de gato de Schrédinger cristalizados en
un Hamiltoniano de oscilador armoénico con frecuencia w se obtiene a partir de la
sustitucion de los parametros o, por el valor a,e~™* para todos los estados. El efecto
que tiene dicha evolucion es la de rotar las distribuciones de Wigner y Husimi en el
espacio fase, preservando en gran medida su forma y su area dado que la evolucion
es unitaria. En el caso de las fluctuaciones el efecto de esta evoluciéon es el cambio
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de la dependencia en términos de la fase de o donde la fase efectiva es ahora 6 — wt
lo que causa que la compresion del sistema se presente para valores de 6 diferentes
para cada tiempo

Por otro lado la estadistica de fotones no presenta una dependencia del tiempo
ya que depende en general de la norma de a y no de su fase y dado que la norma de
|| = |ae™™!|, el tiempo no se ve involucrado.

Otro de los temas relevantes de este trabajo es el desarrollo de una forma propues-
ta para generar estados de gato de Schrodinger que involucra un campo unimodal
dentro de una cavidad que interactiia con un aAtomo de dos niveles. Dicho sistema
estd descrito por el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

Se solucionoé la evolucion temporal de un estado separable entre el atomo de dos
niveles y el campo electromagnético. Para el estado del atomo se tomo6 el estado
excitado y para el campo se eligié un estado coherente determinado por el pardmetro
a. Se obtuvieron varfas propiedades de la matriz densidad reducida para el campo
como son: la traza del cuadrado de la matriz densidad, la estadistica de fotones, las
distribuciones de Wigner y de Husimi y el drea de ambas distribuciones en el espacio
fase. Ademés de la inversion de poblacion

Se encontro que el cuadrado de la matriz densidad admite un estado puro para la
mitad del tiempo de resurgimiento del sistema. Esto para valores grandes de «, como
ejemplo se tomo el caso de o = 7. El cual se acerca mucho a un estado puro para
un tiempo t = 7w. Observamos que este comportamiento se presenta para diferentes
valores del estado inicial del &tomo, salvo en un caso, que es cuando el atomo esté
en un estado inicial con el mismo peso de los estados excitado y base. En dicho
estado, la traza del cuadrado del operador densidad se mantiene cerca de la unidad
y decrece lentamente hasta ser una mezcla estadistica de estados que nunca vuelve
a recuperarse. Por lo cual la eleccion de los pesos de cada estado no es trivial.

La estadistica de fotones nos hace ver que para tiempos cerca de la mitad del
tiempo de resurgimiento se presenta un comportamiento oscilatorio parecido al que
encontramos en el caso del estado par de gato de Schrodinger, sin embargo en este
caso los nimeros de fotones impares contribuyen en pequena medida, lo cual no se
presenta para el estado par de gato. El comportamiento se pierde a medida que nos
alejamos de dicho tiempo y en tal caso se obtiene una distribuciéon parecida en forma
a una distribuciéon Gaussiana.

La inversién de poblacién nos dice que el estado en la mitad del tiempo de re-
surgimiento tiene una contribucion igual de los estados base y excitado del atomo,
dado que esta propiedad es cero en ese tiempo, por lo cual es igual de probable que
el estado este en los dos estados, es decir est4 en una combinaciéon con igual peso de
ambos estados.

La funciéon de Husimi para el campo presentd comportamientos muy diversos a
diferentes tiempos; al tiempo cero obtuvimos un comportamiento de estado coherente
como era de esperarse. Este comportamiento se recuper6 hasta cierto punto para
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el tiempo de resurgimiento. Sin embargo cambié radicalmente para un cuarto del
tiempo de resurgimiento donde se obtuvieron varios picos debido a que el campo se
encuentra en una mezcla estadistica de estados en estos tiempos; dicho fenémeno
volvio a ocurrir a tres cuartos del tiempo de resurgimiento. Para la mitad del tiempo
de resurgimiento se obtuvo una funciéon de Husimi parecida a la del estado par de
gato con a = 7, solo que deformada y rotada 90° con respecto al eje x del espacio
fase.

El area de la distribucién de Husimi es una funcién que toma minimos locales en
multiplos del tiempo de resurgimiento esto es debido a que el sistema recupera cada
vez en menor medida, el comportamiento de un estado coherente en estos tiempos.
Puesto a que existe disipacién por una evolucién temporal no unitaria tenemos que
el area de dicha distribucién crece, en tiempos intermedios a los multiplos del tiempo
de resurgimiento. Para la mitad del tiempo de resurgimiento se obtiene un valor para
el area de 2.5 que se asemeja mucho al valor de 2 obtenido para el estado par de
gato.

La funcién de Wigner también tiene comportamientos diversos a diferentes tiem-
pos, para un tiempo cero se obtiene una funciéon Gaussiana correspondiente al estado
coherente inicial. Dicho comportamiento también se recupera en menor forma para el
tiempo de resurgimiento donde aparece una pequena parte negativa de dicha funcién
y presenta una rotacion de 180° con respecto a la gréfica del estado inicial. Para
los tiempos de un cuarto y tres cuartos del tiempo de resurgimiento tenemos una
estructura con picos debido también a la mezcla estadistica que conforma el sistema.
Para la mitad del tiempo de resurgimiento tenemos una gréafica parecida a la obtenida
para el estado par de gato con a = 7 deformada y rotada 90° con respecto al eje «x,
tal y como en el caso de Husimi. Dicha diferencia se resolvié haciendo una rotaciéon
del estado de gato en dicho eje de tal forma que se tenga o = 7z para el estado de
gato . Para lograr dicha rotacion fue necesario utilizar lo aprendido en la evolucion
de estados de gato en un Hamiltoniano de oscilador arménico.

Posteriormente comparamos el estado par de gato con a = 7¢ y la matriz densidad
para el campo con o = 7 mediante el traslape entre ambos. Lo cual nos da una
concordancia de 75% a la mitad del tiempo de resurgimiento. Dicha concordancia
también se corrobora mediante la comparacion de las estadisticas de fotones cuyos
maximos son muy parecidos y solo difieren en las colas de las distribuciones.

En este trabajo se pudieron corroborar las predicciones que se habian hecho acerca
del sistema de dos niveles en interaccién con un campo electromagnético de una
cavidad. Mediante las funciones de Wigner y Husimi se pudo observar que existe una
fase entre el estado par de gato y el estado generado en la cavidad que de otra forma
podria pasar desapercibido. Si se hubiera comparado ambos estados con el mismo
parametro o = 7 no se tiene una concordancia entre ambos sistemas.

También se corrobor6 que el segundo momento de la funcion de Wigner corres-
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ponde a la traza del cuadrado del operador densidad, sin embargo dichas graficas no
se incluyen en este trabajo.

Uno de los estudios que se realizaran posteriormente es observar el comportamien-
to de un sistema de varias particulas en el Hamiltoniano del modelo de Jaynes-Cummings.
De esta forma veremos las propiedades que surgen tanto para cada una de las parti-
culas como para el campo de radiaciéon de nuestra cavidad.

Asimismo el modelo utilizado en este trabajo puede desarrollarse para el caso en
que las particulas tengan tres niveles de excitaciéon. Lo cual implicaria que tengamos
tres diferentes frecuencias de excitacion y enriquece de gran manera nuestro sistema
aunque de igual forma lo complica. Esto es debido a que el operador de evolucion
asociado a este nuevo Hamiltoniano no podria ser separado en productos de expo-
nenciales, al menos no de forma trivial y tendriamos que trabajar en un espacio de
3 x 3 dimensiones para los operadores de un atomo en vez de las 2 X 2 dimensiones.

También se planea trabajar en un sistema que tenga un campo de radiacion de
muchos fotones, esto es con varias potencias del operador de creacion y aniquilacion.
Tal y como se plantea en |28], para el caso de dos fotones. Se puede demostrar que
el procedimiento de [28| puede extenderse de forma sencilla para el caso general de
k fotones lo cual puede generar estados asociados que portan las representaciones
irreducibles de grupos ciclicos.



Apéndice A
Ecuaciones en el Espacio Fase

La forma de expresar la evolucion en el espacio fase de la funcién de Wigner
y la funcion de Moyal, involucra transformadas de Fourier de términos asociados a
la energia cinética y potencial del Hamiltoniano. El proposito de este apéndice es
evaluar dichos términos.

A.1. Formulacion del Problema

La ecuacion de Liouville que satisface la distribuciéon de Wigner queda escrita

ow
ot

la cual determina la evolucion temporal la funcion W

W (z,p;t) = % /dfeXp (—%pf) <x + 5&’ p(t)
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o= 36)
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los cuales resultan de los términos de la energia cinética y potencial del Hamiltoniano.
Por otra parte la funcién de Moyal satisface las siguientes dos ecuaciones

Por comodidad hemos definido las cantidades
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y
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donde la funcion de Moyal esta definida como

17 |
VV\E”)(E’ (ZE p) o h dge—zpf/h <I + g’E”> <E,| T — §£>

Esas dos ecuaciones que debe de satisfacer la funcién de Moyal pueden expresarse

1 E" —I—E,
y
1 B )
57( 'ru = 7 (B = E") Wi @ (A.3)
siendo definidas las cantidades
7O = o [dge v (o g e\ [ (B9 £ 5 1B (B | - 56
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— 00

para la energia cinética y

1

UH = —
21h
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1)

la parte de la energia potencial.

A.2. Transformada de Fourier de los Elementos de Matriz

Para evaluar las cantidades 7, U, 7™ y U™ introducimos la transformada de
Fourier

o0

N1
&) (A) = o [ deeT M () (A.4)

—0oQ0
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donde
1
MPB) (z,6) = <x + 5 P A+ Ap? |z — §§> (A.5)
observamos que son los valores esperados del conmutador y anticonmutador de la
energia cinética con el operador A. En los casos donde A = py A = |E") (E/|
tenemos las relaciones
7__L£t(—)(A) (A.6)
~Tamn PP '
y
1
TE =+ t® (|E") (F)) (A.7)

2M
De forma analoga para la energia potencial U (z)tenemos,

oo

u (A) = [ deem W (2 ) (A.8)

1
d 1 conmutador y anticonmutador de la energia potencial U (Z) con A = Py
= |E") (E']

donde

~

N® (x,g):<x+ g' i) A+ AU (2)

U= —ﬁu(*) (n) (A.9)

UD = 14D (|E" (E']). (A.10)

A.3. Términos de la Energia Cinética

Iniciaremos con la evaluacion de las cantidades t*) las cuales originan los términos
de la energia cinética. De la representacién del operador momento de la mecénica
cuantica tenemos que

(2 p* [v) = —ﬁ2 <x|¢>

la cual nos lleva a
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(

(¥l p*

oy g O 1
10 =~ (o el

L\, 1
" 55> = o e <¢'x - 55>

+)

y a que

Con lo cual podemos evaluar las variables M(

Alz - %§> (A.11)
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Realizamos los cambios de variables

p 1 1

m::c+§£ y :C/ILC—§£
despejando tenemos
1 / " " /
x:§(x—|—x) y §=a —x
con lo cual las derivadas parciales
0 _8_28x+£3§_1£+2
Oz +36) 0" Oxdx" 002"  20x O
0 g 0 Ox g0 10 0

0 _1¢) 0r ordr  06dr 20z  O¢
Con lo cual calculamos las segundas derivadas
0? 1 0? o? o?
1 =Taaz T + o5
ox+3£)? 40x2 0206 0O

02 1o 02 N 02
Oz — 162 402 0Ox0¢  0€2
Por lo que sustituyendo en la Ec. (A.11) se llega a

h? o2 82
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Las cuales se sustituyen en la Ec. (A.4) y se realiza una integracion por partes,
dando como resultado

B2 o2 Y 1)L 1
+H (=22 92} = —ip§/h - _ -
t ( 5 922 Zp)QWh/dge <I+2§‘A x 2§> (A.12)
o1 [, 1] 1
(=) — 95— —ip§/h - _Z
t 22hp8$27rh/d§e <$+2§‘A x 2§> (A.13)
Para finalmente llegar a que
p 0
T=———W
M Ox

la cual se utiliza para obtener la ecuacion de evolucion para la funcion de Wigner.
De forma similar sustituyendo en la Ec. (A.7) se obtiene

2 h2 82
TH - (P, 9 g A14
(M+4M0x2 Wi e (A-14)
, 0
T(i) = _ZhﬁamE”MEl‘ (AlB)

que son utilizadas para evaluar la evolucion temporal de la funcién de Moyal.

A.4. Términos de la Energia Potencial

Para obtener los términos de la energia potencial tenemos que obtener los valores
las variables ©(*). Dado que suponemos que la energia potencial es solo funcién del
operador de posiciéon z, tenemos que

U(z) |z) = U(x) |2)

por lo que llegamos a la relacion

N&E = {U(m + %g) + Uz — %g)] <x + %g‘ A

1
1‘ _——
2£>
Utilizando una expansion en serie de Taylor

o0

Ut 26) =Y

m=0

1 d"U(z)
m!  dz™

1 m
(i§f)
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de lo cual obtenemos que la suma

oo . 21
Uz + f) +U(zx — —5 22 zh/2 U (—g> (A.16)

= | dx2! h

que solo depende de las derivadas pares del potencial. De la misma manera la resta
de los potenciales queda

%) (iﬁ/2)2l d2l+1U< Z§)2l+1 (AJ?)

1 1 :
Ulz + 55) —U(x — 55) = _’hg (20 + 1)! da2H1

que solo depende de las derivadas impares. En este caso solo hay involucradas deri-
vadas del eigenvalor x del operador de posicion. Por otro lado se hace notar que el

término
_E ) — ﬁefipf/h
h dp®

Por lo que finalmente obtenemos que

< (in/)% U 8 1 [ 1]
—2 dee (o 4 €| A
lz D! dx? op* 27h / se <x * 2§

x—%§>

[e's) Zh/Q 2l d2[+1U 62l+1 1 % ot 1 .
_ —ip§/h -
- zh; 20 4+ 1)! dz?+1 Op?+1 27th / dge T 2f A

x—%§>

Con lo cual podemos evaluar los términos de energia potencial, sustituyendo en
la Ec. (A.9) tendremos

0 h 2 21 d2l+1 20+1
U= Z (7/2) vo W (x,p) (A.18)
=0

2l + 1)1 da?H1 gpAHl

para la evolucion de la funcion de Wigner y ademés

o h/2)2l d2lU 821
2 Z | A2 8p21VV|E”><E’| (A~19)
=0
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2 20 g21+1 20+1
o hz ) (h/2)2 AU O

2l + 1) da?+l gp2+l 4054 (A.20)

Vemos en estas tltimas expresiones que el término de la energia potencial depende
de las derivadas parciales de la funcion de Wigner con respecto al momento, cuantas
de ellas contribuyen, depende del potencial U(z) de nuestro sistema, en especifico de
cuales derivadas del potencial son diferentes de cero.



Apéndice B
Programaciéon

Para obtener las graficas de los capitulos 6 fue necesario realizar programas en
Mathematica, los cuales realizaban la evaluacion las graficas de las distribuciones
de Wigner y Husimi para los estados de gato. De igual forma para la estadistica de
fotones y las dispersiones en las cuadraturas.

En el capitulo 7 para la generacion de los estados de gato, se realizaron programas
en Mathematica y en el lenguaje de programacion C, esto tltimo debido al tiempo
mayor que le toma a Mathematica evaluar las ecuaciones correspondientes.

En los programas en C fue necesario utilizar una precision méas grande que la doble
para algunos célculos, esta precision definida por el tipo de variables “long double”,
en una computadora con un procesador AMD Sempron 5200+ de 64 bits. Lo cual
requirié una migracion exhaustiva de los programas que habian sido realizados como
prueba en una maquina de 32 bits.

Se observo que el error numérico aparecia con mucha facilidad ya que se compa-
raban ntimeros muy pequenos cercanos al fin de la precisiéon de la computadora, lo
cual hacia que explotaran dichos céalculos. Este problema fue resuelto tras depurar
el codigo, ya que se eliminaron dichos términos pequenos al realizar manipulaciones
secundarias de estos ntimeros.

Mathematica se utilizo para calcular las diferentes propiedades de los estados de
gato de Schrodinger.
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nmax = 3;

{c1=1, c::l, c;:l];

{ai[a ] 1= a, az[a ] 1=Exp[2+w*xi/3] xa, asfa ] := Exp[dxmxi/ 3] xa};

(a; [a] * Conjugate[a,[a]])
N2[a ] := Sum[N[[c, * Conjugate[c.] * Exp[a, [e] * Conjugate[as[a]] -

2
(2, [a] * Conjugate[a, [a]])

- ]]] {r, 1, nmax}, {s, 1, nmax}|;

1
* Su.m[c, * Conjugate[c,] * 2 * Exp[‘v’?* a.[a] * (x-I+p) + ‘\i’? *
N2[a]

1
W2[a , x , p_] := N[—*
b d

a; [a] * Conjugate[a, [a]]
Conjugate[as[a]] * (x+ I xp) - ar[a] * Conjugate[as [a]] -

2
ar [a] » Conjugate[a:[a]]
- (x*x+P*P)]. {r, 1, nmax}, (=, 1, nma:x]]];
2
1 1

M2[a ] &= N[

* * Su.'m[ cr * Conjugate[cs] * cr1 * Conjugate[ce] *
2+7  N2[a]?

” [ a, [a] * Conjugate[a.[a]] a.1[a] * Conjugate[a.;[a]] a:[a] * Conjugatae[a.[a]]
P - -_— -_—
2

2 2

a;1[a] # Conjugate[ari[a]] ar[a]? Conjugate[as[al]l® am[a]?
2 2 2 2
Conjugate[am[al]® (a:[a] +am[a] + Conjugate[a. [a]] + Conjugata[a.i[a]]l)®
+
2

. "
(a:[a] + ap; [a] - Conjugate(a, [a]] - Conjugata([a, [a]])?

4
((ac[a] - Conjugate[a,[al])? + (a1 [a] - Conjugata(a,, [a]1)?) ]
2 '
{r, 1, nmax}, {e, 1, nmax}, {rl, 1, nmax}, {sl, 1, nmax}||,
1

* Su.m[ [t:r * Conjugate[cs] * cr1 * Conjugate[ce1] *
N2 [a] z

M20[a ] == N[

a,[a] * Conjugate[a,[a]] a,[a] * Conjugate[a,[a]]
= [- 2 - 2 -
a1 [a] » Conjugate[ar, [a]] a,[a] * Conjugate[a,, [a]]

- +
2 2

5 * (a;[a] +a;; [a]) * (Conjugate[a, [a]] + Conjugate[a,, [ﬂ]])]].

{x, 1, nmax}, {=, 1, nmax}, (rl, 1, nmax}, {sl, 1, nmax]]];
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1
SPQ[a ] := N[m *Sum[[c, * Conjugate[cs] * (a, [a]? - Conjugate[as [ﬂ]]z) *

(ar [a] * Conjugate[a; [a]])
E::.p[a, [a] * Conjugate[a.[a]l] - -

2
(az[a] * Conjugate[as[a]]) ]] (= 1 }o (o 2 }] 1
r r, s DIMAX L, g, s DIax -—%
2 2 x N2 [a]?
(ar [a] * Conjugate[a:[a]])

[Su.m [ [c, * Conjugate[c.] * a: [a] * Exp [ar [a] * Conjugate[a.] -
2

(as [a] * Conjugate[as[a]])
2

]]. {r, 1, nmax}, (s, 1, nmax}]]: +

[Su.m [ [c, * Conjugate[e,] * Conjugate[a.[a]] » Exp [ar [a] * Conjugate[a,[a]] -

(az [a] * Conjugatse[a,[a]])
2

(a; [a] * Conjugate[a, [al])
2

]]. {r, 1, nmax}, {=, 1, nmax]]]z]:

1
Pan[n , a ] := H[— *Su.m[ cy * Conjugate[cs] * (ar[a] * Conjugate[az[a]])” *
N2[a] #n!

2 2

[ (a:[a] * Conjugate[a;[a]]) (a.[a] *Conjugate[a,[a]]) ]]
P|- r

{r, 1, nmax}, {8, 1, nmax]]];

1

1
Ql[a , x , p ] 1= N[;* *Su.m[

e, * Conjugate[ec.] * E:r.p[ xa[a] * (x-Ixp) +
N2 [a] 2

1 a, [a] * Conjugate[a, [a] ]

* Conjugate[a,[a]] * (x+ I +p) -
vz 2

ar[a] * Conjugate[a.[a]] 1
-—% (x*xq-p*p)]
2

2

¢ {r, 1, omax}, {=s, 1, nmax}]]:

Para encontrar la funciéon de Husimi se utilizo el siguiente programa en C:

#include<stdio .h>
#include<math.h>
#include<complex .h>
double np=49.0;
double a=1.0;

double b=0.0;

double cn(double n4){
return (double)

;}>0W((sqrt (np)),nd)/sqrt (exp(lgamma(nd+1.)));

double cnl(double n5){
return (double)

pow ((sqrt(np)),(n5+1.))/sqrt (exp(lgamma(n5+2.)));

double cn2(double n6){
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double gy;

if (n6>0.)gy=pow((sqrt(np)),(n6—1.))/sqrt (exp(lgamma(né)));

else gy=0.0;

return (double)gy;

}

double complex gn(double n7,double t1){

return

(double complex)

(axcen(n7)*xcos{tl*sqrt (n7+1.))—Ixbxcnl(n7)xsin(tlxsqrt(n7-+1.)))xcexp(—I*(n7+1.)xt1);

double complex dn(double n8,double t2){

return

(double complex)

(bxcn(n8)*cos{t2+sqrt (n8))—Ixaxcn2(n8)xsin(t2+sqrt(n8)))*cexp(—I*n8xt2);

main () {
FILE xar=fopen("hust0.txt","w");
double n,nl,s;
double ix ,ip;
double t=0.;
double complex res=0.0+0.0x1;
double h=1.0/10.;
double x,p;
double hx=1./10.;
double hp=1./10.;
double complex sl;
double pi=4.0xatan(1.0);
double complex E;

for (ix=0.;ix <=300.;ix+=1.){
for (ip=0.;ip <=300.;ip+=1.){

51 =0.04+0.0%1;

x=—15.+ix*hx;

p=—15.+ipx*hp;

if (fabs(x)>0.01 || fabs(p)>0.01){

for (n=0.;n<=90.;n+=1.){

for (n1=0.;n1<=90.;n1+=1.){
E=(gn(n,t)*conj(gn(nl,t))+dn(n,t)*xconj(dn(nl,t)))/pow(sqrt(2.0),(ntnl));
sl+=Exexp(—0.5xxxx—0.5%p*p)*exp(—np)*pow(sqrt (x*x+p*p) ,n+nl)*cos(atan2(p,x)*(nl-n))/
sqrt (exp (lgamma(nl+1.))*exp(lgamma(n+1.)));

}

res=sl/pi;

fprintf(ar,"Af_AWf_%AT\n" ,x,p,creal(res));
}

!

}

Para obtener el area de la distribucion de Husimi se utiliz6 el programa

#include<stdio .h>
#include<math.h>
#include<complex.h>

long double np=10.0;

long double ifactorial (int p);

long double a=1.0/sqrtl (2.);

long double b=1.0/sqrtl (2.);

long double complex cn(int nd){

return expl(—np/2.)xpowl(sqrtl(np),n4)/sqrtl(ifactorial(n4));

}
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long double complex cnl(int nb5){

return expl(—np/2.)xpowl{sqrtl{(np),n5+1)/sqrtl(ifactorial (n5+1));

}

long double complex cn2(int n6){

long double complex xt;

if (n6>0)xt=expl(—np/2.)*powl(sqrtl(np),n6—1)/sqrtl(ifactorial (n6—1));
else xt=0.04+0.%1;

return xt;

}

long double complex gn(int n7,long double t1){

return

(axcn(n7)*cosl (tlxsqrtl(n7+1))—Isbkcnl(n7)*xsinl (tlxsqrtl(n7+1)))xcexpl{—Ix(n7+1)xt1);

long double complex dn(int n8,long double t2){
return
(bxcn(n8)*cosl (t2xsqrtl(n8))—Ixaxcn2(n8)*sinl (t2xsqrtl(n8)))*cexpl(—I*n8xt2);

}

main () {
FILE xar=fopen("m _ husiminlOalr2.txt","w");
int n,nl,n2,n3;
int i ,max—20;
long double sd=0;
long double t=0.0;
long double complex res=0.0+0.0x1;
long double h=50.0/1000.;
long double complex sl,s2,s3,s4;
long double fa,pi=4.0xatanl(1.0);
for (i=0;i <=1000;i++){
t=hx*i;
$1=0.0+0.0%1;
§2=0.040.0x%1;
$3=0.0+0.0%1;
$4=0.040.0x1;
for (n=0;n<=max ;n++){
for (n1=0;nl<=max;nl++){
for (n2=0;n2<=max; n2++){
for (n3=0;n3<=max;n3++){
if (nl14n3=n+n2){

fa=1.0/powl(sqrtl (2.),n+nl4n24n3);

sl4+=gn(n,t)*xconj(gn(nl, t))*gn(n2,t)xconj(gn(n3,t))*pixexpl(gammal (0.5 (ninl4n2+n3)
+1.0))«xfa/sqrtl(ifactorial(n)xifactorial (nl)*ifactorial(n2)xifactorial(n3));
s24+=gn(n,t)*conj(gn(nl,t))*dn(n2,t)*xconj(dn(n3,t))* pixexpl(gammal(0.5*(ntnl4n2+n3)
+1.0))xfa/sqrtl(ifactorial (n)xifactorial (nl)xifactorial(n2)xifactorial(n3));
s3+=dn(n,t)*conj(dn(nl,t))*gn(n2,t)*xconj(gn(n3,t))* pixexpl(gammal(0.5*(ntnl4n2+n3)
+1.0))xfa/sqrtl(ifactorial (n)xifactorial (nl)xifactorial(n2)xifactorial(n3));
sd+=dn(n,t)*conj(dn(nl,t))*dn(n2,t)*xconj(dn(n3,t))* pixexpl(gammal(0.5*(ntnl4n2+n3)
+1.0))xfa/sqrtl(ifactorial (n)xifactorial (nl)xifactorial(n2)xifactorial(n3));

}
}

res=(sl4+s2+s3+s4)/pi;
fprintf (ar," %f_%f_%f\n",t,1./creall(res),cimagl(res));
}

fclose (ar);

}
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long double ifactorial(int p){
return (long double)expl(gammal(p+1));
}

Finalmente para obtener la funcion de Wigner del sistema se utilizo el siguiente
programa

#include<stdio .h>
#include<math.h>
#include<complex .h>
#include<gsl/gsl sf hyperg.h>

double np=49.0;
double a=1.0;
double b=0.0;
double cn(double n4){
return (double) pow({sqrt(np)),n4)/sqrt (tgamma(n4+41.));
}
double cnl(double n5){
return (double)pow((sqrt{np)),(n5+1.))/sqrt (tgamma(n5+2.));
¥
double cn2(double né6){
double gy;
if (n6>0.)gy=pow ((sqrt(np)),(n6—1.))/sqrt (tgamma(né));
else gy=0.0;
return (double)gy;

double complex gn(double n7,double t1){

return
(double)(axcn(n7)xcos(tlxsqrt(n7+1.))—Ixbxcnl(n7)*sin(tl«sqrt(n7+1.)))x*
cexp(—Ix(n7+1.)%xt1);

double complex dn(double n8,double t2){
return
(double)(bxcn(n8)xcos(t2xsqrt (n8))—Ixaxcn2(n8)*sin (t2xsqrt (n8)))*cexp(—I*n8*t2);

}

main () {

FILE xarl=fopen("wig mathtrd.txt", "w");
double n,nl,s;
double it ,ix ,ip;

double t=M_Plxsqrt(np)/2.;
double complex res;

double h=50.0/100.;

double x=sqrt(2.+np),p=0.;
double hx=1./10.;

double hp=1./10.;

double complex sl,s2;
double pi=4.0xatan(1.0);
double complex E;

for (ix=0.;ix <=300.;ix +=1.){

for (ip=0.;ip <=300.;ip+=1.){
s1=0.0+0.0%1;

x=—15.4+ix*hx;

p=-15.+ip*hp;

if (fabs(x)>0.01 || fabs(p)>0.01){
for (n=0.;n<=91.;n+=1.){
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for(nl=0.;n1<=91;nl+=1.){
E=(gn(n,t)*conj(gn(nl,t))+dn(n,t)*conj(dn(nl,t)
pow (sqrt (xxx+p#p),ntnl)xcos(atan2(p,x)*(nl-n))/
sqrt (exp (lgamma (nl+1.)+lgamma(n—+1.)));

sl4+=Expow (2.x (x*x+px*p),—n)*gsl sf hyperg U(—n,l.—n4nl,2.x(x*x+p*p));

}

res=exp(—x*x—pxp)*exp(—np)xsl/pi;
fprintf(arl ,"Af_Af_%Af\n" ,x,p,creal(res));

}

fclose (arl);

}

))*pow(sqrt (2.0),(n+nl))x

158
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Funcién de Wigner para un operador con
estados de Fock

Se presenta una forma alternativa para obtener la funcién de Wigner para un
operador con estados de Fock (|n) (n'[). En este caso la matriz densidad del sistema
es igual al operador en cuestion p = |n) (n/|. Sustituyendo en la definicion de la
funcion de Wigner tenemos

1
r—- )
)

- %§> (1)

17 : 1
W(z,p) = Gy d€ exp (—%M) <w+§€‘ﬁ

—0o0

W) = 5o [ deoxo (<€) (ot 5| () )

Recordando las eigenfunciones del oscilador arménico, en unidades donde h =
m=w=1

1 1 1
<ZE’TL> = 77/)"(1‘) = ﬂnﬁ%

donde H,(z) son los polinomios de Hermite
De la Ec. (C.1), tenemos

e 2 H, (), (C.2)

[e.e]

1 : 1., 1
W (z,p) = 7 / d€ exp (—ip &) Yn(x + §§)¢n,(x — 55).
Sustituyendo la expresién para las eigenfunciones se llega
2 I . 1 2 1 1
W (z,p) = Aexp (—2%) [ d§exp(—ip & — 26" Halx + &) Hu(z — 5€)

con
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Ao L1 11
2w T !l VT

Completando cuadrados para la exponencial dentro de la integral

W (2p) = Aexp (=2 = 57) [ dexp(—(€+ 2 oo+ 5O Hulz = 36) (C3)

—0o0

Haciendo el cambio de variable u = (& + 2ip) obtenemos

oco+ip
W (z,p) = 24 exp (—2* — p°) / duexp(—u?)H,(x +u — ip)H,y (x — u + ip).
—00+1p
Utilizando la propiedad de los polinomios de Hermite

n

Hao ) =Y () o,

k=0
obtenemos

n

Haut i) =3 () ) e - i

k=0

Hy(—u+ (x +1ip)) = Z ( Z: ) Hy (—u)(2(z +ip))"*. (C.4)

k=0
Ademés se tiene la relacion de paridad de las funciones de Hermite

Hyg(—u) = (~1)" Hyo(u) (€5)
Utilizando las Ecs. (C.4), (C.5) en (C.3), tenemos

W ) = 2407 303 (1) (%) ewr i e -yt

k=0 k'=0
X / du exp(—u?®) Hy,(u) Hy () (C.6)

—oo—+ip
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Dado que el integrando es una funcién analitica, se puede obtener la integral en
un camino cerrado. Sin embargo la integracién en la parte imaginaria del espacio
complejo se va a cero, por lo tanto

/ du exp(—u?)H, (v) H, (u) = /duexp(—uz)Hk(u)Hk/(u)

lo que constituye la relaciéon de ortogonalidad de los polinomios de Hermite igual a
2k k! /T 61, pOT lo cual

W r,) = 2405 (1) (%) et it - mr—-vi2ya

k=0

Sustituyendo el valor de A , finalmente obtenemos que

n/

Wi = o7 3 e V3 - ) e =yt €7

la misma expresion que la obtenida en el Capitulo 7 para este estado.



Bibliografia

— —— — — — — — — — — — —

—_— — — —— — —_— —_— ——

w
—_

[1]
2]
3]

[
[
[
[
[

NN N I o e e i e T e e —
N S

[ Y

o
=

—_— e S L T I T

N DN DN DD
O oo Ot

w
=)

4
5
6
7
8

M A A A A e =

—

-~ O

|
|
|
|
|

Scheleich W. P., Wheeler J. A.; J. Opt. Soc. Am. B, 4, 1715, (1987).

Scheleich W. P., Walls D. F., Wheeler J. A., Phys. Rev. A, 38, 1177, (1988).
Jeong, H., Ralph, T. C., Quantum Information with Continuous Variables of Atoms
and Light, Imperial College Press, pp. 159-177, (2007).

Maximilian Schlosshauer, J. Phys.: Conf. Ser., 67, 1, (2007).

Paul W., Steinwedel H, RZeitschrift fiir Naturforschung A 8, 448, (1953).
Mollow B. R., Phys. Rev. 188, 1969, (1969).

Paul, H., Rev. of Mod. Phys., 54, 1061, (1982).

Scully, M., Zubairy, M,. “Quantum Optics”, Cambrigde University Press, pp. 56-66,
(2001).

Xu-dong S., et al, Optoelec. Lett. 4, 231, (2008).

Wu L.A., et al, J. Opt. Soc. Am. D., 4, 1465, (1987).

Breitenbach G., Schiller S., y Mlynek J., Nature, 387, 471, (1997).

Jaynes E.T., Cummings F.W., Proc. IEEE, 51, 89, (1963).

Paul H., Ann. Phys. (Leipzig), 11, 411, (1963).

Shore, B. W., Knight, P. L., J. of Mod. Opt., 40, 1195, (1993).

Dirac, P. A. M., Proc., Roy., Soc., Lon., A, 114, 243, (1927).

Schleich W.P. “Quantum Optics in Phase Space”, Wiley, pp. 695, (2001).

Huang K., “Statistical Mechanics”, Wiley, pp. 470, (1963).

Hanbury R., Brown y Twiss R. Q., Nature 178, 1046, (1956).

Wigner E.P., Phys. Rev., 40, 749, (1932).

Husimi K., Proc. Phys. Math. Soc. Jpn., 22, 264, (1940).

Milloni P. W. “The Quantum Vacuum: An Introduction to Quantum Electrodynamics”,
Academic Press Inc., pp. 522, (1994).

Castanos O., Lopez-Pena R., Man’ko V. I.; J. Russ. Laser Res., 16, 477, (1995).
Dodonov V. V., Malkin I. A., Man’ko V. L., Physica, 72, 597, (1974).

Yurke B., Stoler D., Phys. Rev. Lett., 57, 13, (1986).

Mecozzi A., Tombesi P., Phys. Rev. Lett., 58, 1055, (1987).

Tombesi P., Mecozzi A., J. Opt. Soc. Am. B, 4, 1700, (1987).

Gea-Banacloche J., Phys. Rev. Lett., 65, 3385, (1990).

Buzek V., Hladky B., J. Mod. Phys, 40, 1309, (1993).

Gea-Banacloche J., Phys. Rev. A, 44, 5913, (1991).

Wehtl A., Rev. Mod. Phys., 50, 221, (1978).

Sujita A., Phys. Rev. E, 65, 03625, (2002).



Bibliografia 163
[32] Sujita A., J. Phys. a math. apro. & gral., 36, 9081, (2003).

[33] Wigner E., P., “Group Theory and its Application to the Quantum Mechanics of
Atomic Spectra”, Academic Press, pp. 372, (1959).

[34] Buzek V., et al, Phys. Rev. A, 45, 8190, (1992).



	Portada.
 
	Índice General 
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Fundamentos de Óptica Cuántica
	Capítulo 3. Cuantización del Campo  Electromagnético
	Capítulo 4. La Función de Wigner
	Capítulo 5. Interacción de un Átomo y Radiación Electromagnética
	Capítulo 6. Estados de Gato Cristalizados de Schrödinger
	Capítulo 7. Generación de Estados de Gato de Schrödinger
	Capítulo 8. Conclusiones
	Apéndices

	Bibliografía

