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Introducción

El conocimento y dominio del cálculo diferencial e integral por el estudiante de ciencias es,
sin lugar a dudas, fundamental para la formación del mismo, pues a través del rigor, el
necesario desarrollo de la intuición y la dedicación que el estudio del cálculo exige, se dan
las bases para una buena preparación hacia el infinito mundo de las matemáticas. Citando
a Michael Spivak, el Cálculo no sólamente es el preludio de las matemáticas, sino el primer
encuentro real con las mismas. Aunque en algunos textos se nos presenta al cálculo como
una colección de materias por su inevitable contacto con la geometría analítica y el álgebra,
es posible ver al cálculo como una bella evolución de una idea: la de función.
El objetivo de este trabajo, es el de presentar la prueba rigurosa y formal de algunos

teoremas de cálculo de varias variables, tanto diferencial como integral, los cuales, ya sea por
su complejidad, y en algunos casos por su extensión, resulta poco práctico realizar dentro
del curso de cálculo correspondiente. Las ideas para la demostración de algunos de estos
teoremas están tomadas del libro Advanced Calculus de Hans Sagan. Concretamente se
generaliza y corrige la prueba del teorema de Lebesgue para funciones Riemann integrables
realizada por dicho texto, llevando el teorema del caso en R al caso en Rn. También los
lineamientos para la prueba del teorema de cambio de variable son tomados de este libro,
siendo en esta parte donde más correcciones se realizaron. Las correcciones a estas pruebas,
fueron desarrolladas por el autor del presente trabajo.
Al ser éste un trabajo que pretende ser un complemento a los cursos de cálculo de varias

variables, se espera que el lector tenga conocimientos de los temas que se suelen ver en estos
cursos; se espera que se domine el concepto de función continua y función diferenciable así
como los conceptos de ínfimo y supremo de un conjunto acotado; también es indispensable
un manejo básico de la topología euclideana de Rn ya que conceptos como los de conjuntos
abiertos, cerrados, conexos y compactos son utilizados con mucha frecuencia. Asimismo,
se requiere que el lector tenga conocimientos de lo que usualmente se estudia en un pri-
mer curso de álgebra lineal, específiamente, que conozca las nociones de espacio vectorial y
transformaciones lineales.
Es importante destacar que las pruebas aquí presentadas tratan, en la medida de lo

posible, de mantenerse dentro del campo del cálculo o, en otras palabras, tratan de no
escaparse del nivel de conocimientos que tiene un estudiante de cálculo en varias variables.
Esta tesis consta de cuatro capítulos y cada uno está dividido en secciones. Conforme se

avance en la lectura, posiblemente sea necesario regresar de un capítulo a otro, debido a que
en cada capítulo subsecuente se va haciendo referencia a alguna herramienta desarrollada en
uno previo.
En el capítulo uno, se demuestran el teorema de la función inversa así como el teore-
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ma de la función implícita; para ello se trabaja con transformaciones lineales y se da una
caracterización de las funciones de clase C1.
En el capítulo dos, se demuestra el teorema de Lebesgue, que da condiciones necesarias

y suficientes para que una función acotada sea Riemann integrable, previamente se repasa
el concepto de integral de Riemann y todo lo relacionado con ella. Se habla un poco de
rectángulos y se analizan algunas de sus propiedades con la intención de estudiar el concepto
de conjunto con medida de Lebesgue cero.
En el capítulo tres, no se realiza la prueba de algún teorema importante en específico.

Aquí se da una rápida revisión de la medida de Jordan y la integración de funciones sobre
conjuntos Jordan medibles. El objetivo de este capítulo es brindar algunas herramientas
necesarias en el capítulo siguiente, pero también el de analizar la relación que existe entre los
conjuntos con medida de Lebesgue cero y los conjuntos con medida de Jordan cero; más aún,
en la mayoría de los resultados demostrados en este capítulo, se procura utilizar el teorema
de Lebesgue tratando de exhibir lo mucho que simplifica el trabajo el uso del concepto de
medida de Lebesgue cero.
Finalmente, en el capítulo cuatro se da una prueba, con mucho cuidado, del teorema

de cambio de variable. Su prueba es la más extensa de todos los teoremas expuestos, y de
alguna manera unifica todo el trabajo previo, pues en su demostración están aplicadas todas
las herramientas desarrolladas a lo largo de la tesis.
Como es natural en los textos de matemáticas, cada lema, proposición, teorema, y de-

más resultados, están numerados para lograr una rápida referencia cuando sea necesario,
y únicamente en el último capítulo se ha tenido la necesidad de numerar también algunas
ecuaciones en aquellos resultados cuya prueba resulta bastante técnica, para así facilitar su
lectura.



Capítulo 1

Teorema de la función inversa

En este capítulo se dará una prueba con mucho detalle del teorema de la función inversa
en varias variables. Para ello iniciaremos con algunos resultados de álgebra lineal, mismos
que nos serán de gran utilidad a lo largo de este trabajo. Específicamente hablaremos de
transformaciones lineales en espacios vectoriales normados, y en particular daremos una
norma al espacio vectorial de las transformaciones lineales de Rn en Rm.

1.1 El espacio £(n,m)

En esta sección, nuestro objetivo principal es proveer de una norma al espacio de las transfor-
maciones lineales de Rn en Rm, que denotaremos por $ (n,m); antes demostraremos algunas
propiedades de las tranformaciones lineales.
Comencemos con un poco de notación para las normas. Recordemos que la norma eu-

clideana en Rn está definida como kx̂k = p
x21 + · · ·+ x2n si x̂ = (x1, . . . , xn) y ésta será

la notación, es decir, la doble barra. Cuando estemos trabajando con una norma en algún
espacio vectorial, no necesariamente Rn, la notación que se usará será tambien la doble ba-
rra pero agregaremos un subíndice particular a la doble barra; por ejemplo la norma caja
kx̂k∞ = max {|x1| , ..., |xn|} en donde |xi| denota simplemente al valor absoluto para números
reales. De momento con estas notaciones será suficiente para poder iniciar nuestra labor.
Ya que hemos tocado a la norma euclideana, mencionemos (sin demostrar) algunas pro-

piedades que cumple esta norma:

i) |xj| ≤ kx̂k para toda j = 1, ..., n
ii) kx̂k ≤ |x1|+ · · ·+ |xn|
iii) kx̂k ≤ √nmax {|x1| , ..., |xn|}
iv) |x̂ · ŷ| ≤ kx̂k kŷk

esta última propiedad, como todos sabemos, es conocida como la desigualdad de Cauchy-
Schwarz.
Una vez establecido esto demos paso a nuestra primera proposición que nos obsequiará

una útil relación entre el valor de un vector en Rn bajo una transformación lineal y el
vector mismo concluyendo de paso la continuidad uniforme de cualquier transformación
lineal Rn L→ Rm.
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1.1. El espacio £(n,m) Capítulo 1. Teorema de la función inversa

Proposición 1.1 Si L : Rn → Rm es una transformación lineal entonces existe k positivo
tal que kL (x̂)k ≤ k kx̂k para toda x̂ ∈ Rn.
Dem. Consideremos la base canónica para Rn, êj para j = 1, ..., n, es decir, si x̂ =
(x1, . . . , xn), entonces x̂ = x1ê1 + · · ·+ xnên. De la linealidad de L se sigue que

kL (x̂)k = kx1L (ê1) + · · ·+ xnL (ên)k ≤ |x1| kL (ê1)k+ · · ·+ |xn| kL (ên)k
≤ (kL (ê1)k+ · · ·+ kL (ên)k) kx̂k

ya que |xj| ≤ kx̂k; salvo que L sea la transformación cero (en cuyo caso podemos tomar
cualquier k ∈ R, k > 0), k = (kL (ê1)k+ · · ·+ kL (ên)k) > 0 satisface la propiedad deseada.

Corolario 1.1 Si L : Rn → Rm es una transformación lineal entonces L es uniformemente
continua en Rn.

Dem. Por la proposición anterior existe k > 0 tal que kL (x̂)k ≤ k kx̂k para toda x̂ ∈ Rn
de manera que

kL (x̂)− L (ŷ)k = kL(x̂− ŷ)k ≤ k kx̂− ŷk
y como este último término puede hacerse tan pequeño como se quiera, concluimos la con-
tinuidad uniforme de L.

Para el caso en el que la transformación lineal L : Rn → Rn es inyectiva, se tiene una
relación inversa a la de la proposición 1.1

Lema 1.1 Sea L : Rn → Rn una transformación lineal. L es uno a uno si y sólo si existe
un número real positivo m tal que para toda x̂ en Rn kL (x̂)k ≥ m kx̂k.
Dem. Supongamos primero que L no es uno a uno, es decir, existe x̂0 6= 0̂ tal que
L (x̂0) = 0̂, pero entonces para cualquier m > 0 se tiene que 0 = kL (x̂0)k < m kx̂0k.
Supongamos ahora que L : Rn → Rn es uno a uno, entonces la función inversa de L es

una transformación lineal, L−1 : Rn → Rn, de manera que por la proposición 1.1 sabemos
que existe k > 0 tal que kL−1 (ŷ)k ≤ k kŷk para toda ŷ ∈ Rm; tomemos m = 1

k
> 0 y

entonces para toda x̂ ∈ Rn

m kx̂k = m°°L−1 (L (x̂))°° ≤ mk kL (x̂)k = kL (x̂)k
El lema anterior también es válido cuando L : Rn → Rm, con n ≤ m; y aunque pudimos

plantear el lema anterior de esta manera, no lo hicimos porque no nos hace falta para los
objetivos que se tienen planteados. Ahora bien, es necesario que n ≤ m para poder hablar
de inyectividad; pues como ya sabemos, si la dimensión del domino de una trasformación
lineal es mayor que la dimensión del codominio entonces la transformación lineal no puede
ser inyectiva.
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1.1. El espacio £(n,m) Capítulo 1. Teorema de la función inversa

Definición 1.1 Sea

$ (n,m) =
©
L : Rn → Rm | L es lineal

ª
es decir, $ (n,m) es el conjunto de las transformaciones lineales de Rn en Rm, que junto
con la suma y la multiplicación por escalares usuales en las funciones, podemos decir que
$ (n,m) es un espacio vectorial.

Para ahorrarnos un poco de notación, cuando se trate de transformaciones lineales de Rn
en Rn denotaremos simplemente $ = $ (n, n).
Gracias a la proposición 1.1 sabemos que si L : Rn → Rm es una transformación lineal

entonces el conjunto

EL =
©
k > 0 | kL (x̂)k ≤ k kx̂k ∀x̂ ∈ Rn ª

es no vacío, y claramente acotado inferiormente por cero, de modo que existe el ínfimo de
estas constantes, con lo que nuestra siguiente definición queda bien justificada.

Definición 1.2 Sea k·k$(n,m) : $ (n,m)→ R definida como

kLk$(n,m) = inf EL
Una vez más, para simplificar las cosas denotaremos kLk$ cuando estemos trabajando

con transformaciones de Rn en Rn.
El número definido arriba es muy importante, pues dota de una norma al espacio$ (n,m);

además tiene sentido que siendo el ínfimo de las constantes k > 0 para las cuales se cumple
que kL (x̂)k ≤ k kx̂k para toda x̂ ∈ Rn entonces kLk$(n,m) sea una constante que conserva
esta propiedad, como lo demostraremos a continuación.

Proposición 1.2 Si L ∈ $ (n,m) entonces para toda x̂ ∈ Rn
kL (x̂)k ≤ kLk$(n,m) kx̂k

Dem. Sea L ∈ $ (n,m), supongamos que existe x̂0 ∈ Rn tal que
kLk$(n,m) kx̂0k < kL (x̂0)k

entonces x̂0 no puede ser el vector cero, de modo que

kLk$(n,m) <
1

kx̂0k kL (x̂0)k

De la definición de kLk$(n,m) se sigue que existe k ∈ EL tal que

k <
1

kx̂0k kL (x̂0)k

es decir, por una parte se debe tener que k kx̂0k < kL (x̂0)k y por otra que kL (x̂)k ≤ k kx̂k
para toda x̂ ∈ Rn lo cual no puede ser. Por lo tanto

kL (x̂)k ≤ kLk$(n,m) kx̂k
para toda x̂ ∈ Rn.

Una consecuencia importante de este resultado es el hecho de que el número kLk$(n,m)
es, en efecto, una norma para el espacio $ (n,m).
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1.1. El espacio £(n,m) Capítulo 1. Teorema de la función inversa

Teorema 1.1 k·k$(n,m) : $ (n,m)→ R es una norma para $ (n,m).

Dem. Para que k·k$(n,m) : $ (n,m)→ R sea una norma para $ (n,m), debe cumplir tres
condiciones:
1) ∀L ∈ $ (n,m), kLk$(n,m) ≥ 0 y kLk$(n,m) = 0 si y sólo si L (x̂) = 0̂ ∀x̂ ∈ Rn.
2) ∀λ ∈ R

kλLk$(n,m) = |λ| kLk$(n,m)
3)∀L1, L2 ∈ $ (n,m)

kL1 + L2k$(n,m) ≤ kL1k$(n,m) + kL2k$(n,m)
Por definición queda claro que para toda L ∈ $ (n,m), kLk$(n,m) ≥ 0 así como también

es claro que si L (x̂) = 0̂ para toda x̂ ∈ Rn entonces kLk$(n,m) = 0; supongamos ahora que
L ∈ $ (n,m) no es la transformación cero, es decir, existe x̂0 ∈ Rn tal que L (x̂0) 6= 0̂, y
supongamos que kLk$(n,m) = 0. Entonces para cualquier ε > 0, existe k ∈ EL con k < ε

kx̂0k ,

de donde kL (x̂0)k ≤ k kx̂0k < ε, pero eso implica que kL (x̂0)k = 0 y por tanto L (x̂0) = 0̂
contradiciendo la propiedad de x̂0, de modo que kLk$(n,m) > 0 finalizando así la prueba de
1).
Para probar 2) sea λ ∈ R, si λ = 0 la igualdad es trivial, así que supongamos λ 6= 0; si

k ∈ EλL entonces kλL (x̂)k ≤ k kx̂k para toda x̂ ∈ Rn de donde

kL (x̂)k ≤ k

|λ| kx̂k

para toda x̂ ∈ Rn, es decir, que k
|λ| ∈ EL y por lo tanto

kLk$(n,m) ≤
k

|λ|
o lo que es lo mismo |λ| kLk$(n,m) ≤ k, y como esto ocurre para toda k ∈ EλL se tiene que

|λ| kLk$(n,m) ≤ kλLk$(n,m)
Recíprocamente si k ∈ EL entonces para toda x̂ ∈ Rn

|λ| kL (x̂)k ≤ |λ| k kx̂k
es decir,

kλL (x̂)k ≤ |λ| k kx̂k
de manera que |λ| k ∈ EλL y por lo tanto kλLk$(n,m) ≤ |λ| k o equivalentemente

1

|λ| kλLk$(n,m) ≤ k

y esto ∀k ∈ EL, de forma que
1

|λ| kλLk$(n,m) ≤ kLk$(n,m)
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1.2. El Teorema de la función inversa Capítulo 1. Teorema de la función inversa

ó kλLk$(n,m) ≤ |λ| kLk$(n,m) y por lo tanto kλLk$(n,m) = |λ| kLk$(n,m).
Finalmente para probar 3) sean L1, L2 ∈ $ (n,m); dado x̂ ∈ Rn, por la proposición 1.1

k(L1 + L2) (x̂)k ≤ kL1 (x̂)k+ kL2 (x̂)k ≤
³
kL1k$(n,m) + kL2k$(n,m)

´
kx̂k

es decir,
kL1k$(n,m) + kL2k$(n,m) ∈ EL1+L2

y por lo tanto
kL1 + L2k$(n,m) ≤ kL1k$(n,m) + kL2k$(n,m)

Ya que tenemos que k·k$(n,m) : $ (n,m)→ R es una norma para el espacio $ (n,m), vale
la pena recordar una propiedad útil que se desprende de la desigualdad del triángulo.

Corolario 1.2 Para cualesquiera L1, L2 ∈ $ (n,m),¯̄̄
kL1k$(n,m) − kL2k$(n,m)

¯̄̄
≤ kL1 − L2k$(n,m)

Su prueba como se mencionó, es inmediata de la desigualdad del triángulo.

1.2 El Teorema de la función inversa

En esta sección se desarrollarán con cuidado, las herramientas suficientes para dar una prueba
del teorema de la función inversa. Una vez que hayamos demostrado el teorema de la función
inversa, podremos concluir, como un corolario, el teorema de la función implícita.
A fin de evitar confusiones futuras, pongámonos un poco de acuerdo con la notación que

usaremos para las derivadas; si g : Ω ⊂ Rn → Rm, con Ω un conjunto abierto, es diferenciable
en x̂0, denotaremos a la diferencial de g en x̂0 como Dg (x̂0). Es decir, Dg (x̂0) representa
a la transformación lineal que más aproxima a g cerca x̂0, y denotaremos por g0 (x̂0) a la
derivada de g en x̂0 o también conocida como la matriz Jacobiana de g en x̂0, que no es otra
cosa más que la matriz asociada a la transformación Dg (x̂0) (respecto a la base canónica).
En otras palabras lo que estamos diciendo es que, si g : Ω ⊂ Rn → Rm es diferenciable
en x̂0 entonces para toda ŷ ∈ Rn Dg (x̂0) (ŷ) = g0 (x̂0) ŷ. Así mismo para el determinante
Jacobiano de una función g (o simplemente Jacobiano de g) usaremos la notación Jg, es
decir, Jg (x̂) = det g0 (x̂).
Ya que se ha demostrado que k·k$(n,m) es una norma para $ (n,m), este espacio se con-

vierte (al igual que Rn) en un espacio métrico y tiene una topología definida similarmente
a la que se define en Rn con la norma euclideana, y nos permite pensar en conceptos como
continuidad de funciones definidas en $ (n,m). No profundizaremos mucho en este hecho
pero enunciaremos un resultado que nos permitirá mostrar que el concepto de función con-
tinuamente diferenciable que se define en términos de la continuidad de las correspondientes
derivadas parciales, es equivalente a la continuidad de una función que tiene el mismo domi-
nio y como contradominio el espacio vectorial $ (n,m). De manera más precisa, una función
f : Ω ⊂ Rn → Rm es de clase C1 en Ω si y sólo si la función Df : Ω ⊂ Rn → $ (n,m),
definida como Df (x) = Df (x), es continua con la norma k·k$(n,m).
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1.2. El Teorema de la función inversa Capítulo 1. Teorema de la función inversa

Proposición 1.3 Sea f = (f1, . . . , fm) : Ω ⊂ Rn → Rm diferenciable en Ω; f es continua-
mente diferenciable en x̂0 ∈ Ω si y sólo si para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que para cualquier
x̂ ∈ Ω, si kx̂− x̂0k < δ entonces kDf (x̂)−Df (x̂0)k$(n,m) < ε.

Dem. Supongamos que f es continuamente diferenciable en x̂0, es decir, las derivadas
parciales de las funciones coordenadas fi son continuas en x̂0.
Sea ε > 0, entonces para cada ∂fi

∂xj
existe δij > 0 tal que para toda x ∈ Ω si kx̂− x̂0k < δij,

entonces ¯̄̄̄
∂fi
∂xj

(x̂)− ∂fi
∂xj

(x̂0)

¯̄̄̄
<

ε

2
√
nm

Sea δ = min {δij | i ∈ {1, . . . ,m} , j ∈ {1, . . . , n}} y tomemos x̂ ∈ Ω tal que kx̂− x̂0k < δ.
Si ŷ ∈ Rn, ŷ = (y1, . . . , yn), se tiene que

Df (x̂) (ŷ)−Df (x̂0) (ŷ) =
Ã

nX
j=1

µ
∂f1
∂xj

(x̂)− ∂f1
∂xj

(x̂0)

¶
yj, . . . ,

nX
j=1

µ
∂fm
∂xj

(x̂)− ∂fm
∂xj

(x̂0)

¶
yj

!

Para estimar kDf (x̂) (ŷ)−Df (x̂0) (ŷ)k, nos interesa acotar, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, el
valor de

¯̄̄Pn
j=1

³
∂fi
∂xj
(x̂)− ∂fi

∂xj
(x̂0)

´
yj

¯̄̄
. Para esto nótese que

nX
j=1

µ
∂fi
∂xj

(x̂)− ∂fi
∂xj

(x̂0)

¶
yj =

µ
∂fi
∂x1

(x̂)− ∂fi
∂x1

(x̂0) , . . . ,
∂fi
∂xn

(x̂)− ∂fi
∂xn

(x̂0)

¶
· ŷ

y entonces¯̄̄̄
¯
nX
j=1

µ
∂fi
∂xj

(x̂)− ∂fi
∂xj

(x̂0)

¶
yj

¯̄̄̄
¯ ≤

°°°°µ ∂fi
∂x1

(x̂)− ∂fi
∂x1

(x̂0) , . . . ,
∂fi
∂xn

(x̂)− ∂fi
∂xn

(x̂0)

¶°°°° kŷk
≤ √

nmax

½¯̄̄̄
∂fi
∂xj

(x̂)− ∂fi
∂xj

(x̂0)

¯̄̄̄
| j = 1, . . . , n

¾
kŷk

Pero
¯̄̄
∂fi
∂xj
(x̂)− ∂fi

∂xj
(x̂0)

¯̄̄
< ε

2
√
nm
, así que¯̄̄̄

¯
nX
j=1

µ
∂fi
∂xj

(x̂)− ∂fi
∂xj

(x̂0)

¶
yj

¯̄̄̄
¯ < √n ε

2
√
nm

kŷk = ε

2
√
m
kŷk

y esto ocurre ∀i ∈ {1, . . . ,m}, de donde

kDf (x̂) (ŷ)−Df (x̂0) (ŷ)k ≤
√
mmax

(¯̄̄̄
¯
nX
j=1

µ
∂fi
∂xj

(x̂)− ∂fi
∂xj

(x̂0)

¶
yj

¯̄̄̄
¯ | i ∈ {1, . . . ,m}

)
<
√
m

ε

2
√
m
kŷk = ε

2
kŷk

Como ŷ fue arbitrario, entonces por definición de k·k$(n,m) tenemos que

kDf (x̂)−Df (x̂0)k$(n,m) ≤
ε

2
< ε
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Ahora supongamos que la función Df es continua en x̂0, es decir, que para todo ε > 0,
existe δ > 0 tal que, si kx̂− x̂0k < δ, entonces

kDf (x̂)−Df (x̂0)k$(n,m) < ε

y veamos que ∂fi
∂xj

es continua en x̂0. Sea ε > 0 y δ > 0 tal que para toda x̂ ∈ Ω si
kx̂− x̂0k < δ, entonces kDf (x̂)−Df (x̂0)k$(n,m) < ε. Tomemos x̂ ∈ Rn tal que kx̂− x̂0k < δ
y consideremos al vector canónico êj, entonces

kDf (x̂) (êj)−Df (x̂0) (êj)k ≤ kDf (x̂)−Df (x̂0)k$(n,m) kêjk < ε

pero

Df (x̂) (êj)−Df (x̂0) (êj) =
µ
∂f1
∂xj

(x̂)− ∂f1
∂xj

(x̂0) , . . . ,
∂fm
∂xj

(x̂)− ∂fm
∂xj

(x̂0)

¶
por lo que ¯̄̄̄

∂fi
∂xj

(x̂)− ∂fi
∂xj

(x̂0)

¯̄̄̄
≤ kDf (x̂) (êj)−Df (x̂0) (êj)k < ε

es decir, ∂fi
∂xj

es continua en x̂0.

Corolario 1.3 f : Ω ⊂ Rn → Rm es de clase C1 en Ω si y sólo si la función Df : Ω ⊂
Rn → $ (n,m) es continua en Ω con la norma k·k$(n,m).

Con este último corolario podemos demostrar una propiedad importante de las funciones
de clase C1.
Si f = (f1, . . . , fn) : Ω ⊂ Rn → Rm es diferenciable en Ω entonces dado ŷ ∈ Rn,

ŷ = (y1, . . . , yn) y x̂ ∈ Ω

Df (x̂) (ŷ) =

Ã
nX
j=1

∂f1
∂xj

(x̂) yj, . . . ,
nX
j=1

∂fm
∂xj

(x̂) yj

!

que, por cierto, usando la notación del gradiente de una función, lo anterior es equivalente a

Df (x̂) (ŷ) = (∇f1 (x̂) · ŷ, . . . ,∇fm (x̂) · ŷ)

de modo que

kDf (x̂) (ŷ)k ≤
mX
j=1

|∇fj (x̂) · ŷ| ≤
Ã

mX
j=1

k∇fj (x̂)k
!
kŷk

y por lo tanto

kDf (x̂)k$(n,m) ≤
Ã

mX
j=1

k∇fj (x̂)k
!
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Ahora bien, si f es una función de clase C1 en Ω, entonces cada función coordenada lo es
también, lo que convierte a cada gradiente en una función continua de Ω enRn, de manera que
si K ⊂ Ω es compacto entonces sup {k∇fj (x̂)k | x̂ ∈ K} existe para cada j ∈ {1, . . . ,m} y
en consecuencia sup

n
kDf (x̂)k$(n,m) | x̂ ∈ K

o
también existe. Sin embargo, si nos apoyamos

del corolario 1.2, podemos demostrar algo un poco más fuerte.

Proposición 1.4 Si f : Ω ⊂ Rn → Rm es de clase C1 en Ω entonces para todo conjunto
K ⊂ Ω compacto existe x̂0 ∈ K tal que para toda x̂ ∈ K

kDf (x̂)k$(n,m) ≤ kDf (x̂0)k$(n,m)
Dem. Sea ψ : Ω ⊂ Rn → R definida como ψ (x) = kDf (x̂)k$(n,m). Veamos que ψ es una
función continua. Sean x̂ ∈ Ω y ε > 0, como f es de clase C1 en Ω entonces existe δ > 0 tal
que para toda ŷ ∈ Ω si kŷ − x̂k < δ, entonces kDf (ŷ)−Df (x̂)k$(n,m) < ε. De manera que
dado ŷ ∈ Ω tal que kŷ − x̂k < δ; por el corolario 1.2 obtenemos que¯̄̄

kDf (ŷ)k$(n,m) − kDf (x̂)k$(n,m)
¯̄̄
≤ kDf (ŷ)−Df (x̂)k$(n,m) < ε

es decir,
|ψ (ŷ)− ψ (x̂)| < ε

Por lo tanto ψ es continua como queríamos; por lo tanto si K ⊂ Ω es compacto entonces
existe x̂0 ∈ K tal que para toda x̂ ∈ K ψ (x̂) ≤ ψ (x̂0), es decir,

kDf (x̂)k$(n,m) ≤ kDf (x̂0)k$(n,m)

Por supuesto que así como existe un máximo para los valores kDf (x̂)k$(n,m) en conjuntos
compactos, también existe un mínimo. Para todo efecto práctico de este trabajo, nos es
suficiente el hecho de que el supremo de estos valores exista.
Pasemos ahora a desarrollar las herramientas para poder demostrar el teorema de la

función inversa.

Lema 1.2 Sea Ω ⊂ Rn abierto, si f : Ω → Rn es diferenciable en Ω y continuamente
diferenciable en x̂0 y tal que Df (x̂0) : Rn → Rn es uno a uno, entonces existen δ > 0 y
M > 0 tales que para todo x̂ ∈ Ω si x̂ ∈ Bδ (x̂0)

1, entonces M kŷk ≤ kDf (x̂) (ŷ)k para toda
ŷ ∈ Rn

Dem. Por el lema 1.1 existe m > 0 tal que kDf (x̂0) (ŷ)k ≥ m kŷk para toda ŷ ∈ Rn, esto
porque Df (x̂0) es uno a uno. Como f es continuamente diferenciable en x̂0, existe δ > 0 tal
que si x̂ ∈ Bδ (x̂0) entonces kDf (x̂)−Df (x̂0)k$ < m

2
. De manera que para toda ŷ ∈ Rn

kDf (x̂) (ŷ)−Df (x̂0) (ŷ)k ≤ kDf (x̂)−Df (x̂0)k$ kŷk <
m

2
kŷk

1Bδ (x̂0) = {x̂ ∈ Rn | kx̂− x̂0k < δ}

8
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de donde

m kŷk ≤ kDf (x̂0) (ŷ)k ≤ kDf (x̂) (ŷ)k+ kDf (x̂) (ŷ)−Df (x̂0) (ŷ)k < kDf (x̂) (ŷ)k+ m
2
kŷk

y por tanto m
2
kŷk ≤ kDf (x̂) (ŷ)k.

Corolario 1.4 Sea Ω ⊂ Rn abierto, si f : Ω → Rn es diferenciable en Ω, continuamente
diferenciable en x̂0 y Df (x̂0) es uno a uno entonces Df (x̂) es uno a uno para toda x̂ en una
vecindad de x̂0.

La prueba de este corolario es inmediata de los lemas 1.1 y 1.2.
El siguiente lema nos dice que si tenemos una función f , continuamente diferenciable en

algún punto x̂0 en donde la derivada es uno a uno, entonces hay toda una vecindad del punto,
donde f es uno a uno; este lema junto con el lema previo juegan un papel muy importante
en la demostración del teorema de la función inversa.

Lema 1.3 Sea Ω ⊂ Rn abierto, si f : Ω → Rn es diferenciable en Ω, continuamente dife-
renciable en x̂0 y Df (x̂0) es uno a uno entonces existen números reales positivos δ y M tales
que para toda x̂ ∈ Ω

M kx̂0 − x̂k ≤ kf (x̂0)− f (x̂)k
siempre que x̂, x̂0 ∈ Bδ (x̂0).

Dem. Por el lema 1.1 existe m > 0 tal que m kŷk ≤ kDf (x̂0) (ŷ)k para toda ŷ ∈ Rn. Sea
M = m

2
√
n
, entonces por la proposición 1.3 existe δ > 0 tal que Bδ (x̂0) ⊂ Ω y si kx̂− x̂0k < δ

entonces kDf (x̂)−Df (x̂0)k$ < M . Sean x̂, x̂0 ∈ Ω tales que kx̂− x̂0k < δ y kx̂0 − x̂0k < δ,
sea ẑ = x̂0 − x̂; ∀t ∈ [0, 1] ocurre que

kx̂+ tẑ − x̂0k = ktx̂0 + (1− t) x̂− x̂0k = kt (x̂0 − x̂0) + (1− t) (x̂− x̂0)k
≤ t kx̂0 − x̂0k+ (1− t) kx̂− x̂0k < tδ + (1− t) δ = δ

y por lo tanto
kDf (x̂+ tẑ)−Df (x̂0)k$ < M

de donde para toda ŷ ∈ Rn y para toda t ∈ [0, 1]
kDf (x̂+ tẑ) (ŷ)−Df (x̂0) (ŷ)k ≤M kŷk

Para cada k = 1, . . . , n, sea πk : Rn → R la proyección sobre la k-ésima coordenada
(πk (x1, . . . , xn) = xk) y definamos gk : [0, 1] → R como gk(t) = (πk ◦ f) (x̂+ tẑ), de esta
manera cada gk es derivable y

g0k (t) = πk (Df (x̂+ tẑ) (ẑ))

entonces por el teorema del valor medio se sigue que existe tk ∈ (0, 1) tal que
gk (1)− gk (0) = g0k (tk)

9
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es decir,
(πk ◦ f) (x̂0)− (πk ◦ f) (x̂) = πk (Df (x̂+ tkẑ) (ẑ))

Recordando que si x̂ = (x1, . . . , xn) entonces kx̂k ≤ √nmax {|xi| | i = 1, . . . , n}, tenemos
que para alguna k ∈ {1, . . . , n}

|πk (Df (x̂0) (ẑ))| ≥ 1√
n
kDf (x̂0) (ẑ)k

y usando que para esta k

|πk ((Df(x̂+ tkẑ)−Df(x̂0)) (ẑ))| ≤ k(Df (x̂+ tkẑ)−Df (x̂0)) (ẑ)k

obtenemos que

kf (x̂0)− f (x̂)k ≥ |(πk ◦ f) (x̂0)− (πk ◦ f) (x̂)| = |πk (Df (x̂+ tkẑ) (ẑ))|
≥ |πk (Df (x̂0) (ẑ))|− |πk ((Df (x̂+ tkẑ)−Df (x̂0)) (ẑ))|
≥ 1√

n
kDf (x̂0) (ẑ)k− k(Df (x̂+ tkẑ)−Df (x̂0)) (ẑ)k

pero M = m
2
√
n
, kDf (x̂0) (ẑ)k ≥ m kẑk y k(Df (x̂+ tkẑ)−Df (x̂0)) (ẑ)k ≤ M kẑk, por lo que

obtenemos finalmente que

kf (x̂0)− f (x̂)k ≥ 2M kẑk−M kẑk =M kẑk =M kx̂0 − x̂k

Observación 1.1 De acuerdo con el lema 1.3, si tenemos una función f : Ω → Rn dife-
renciable en Ω, continuamente diferenciable en x̂0 y Df (x̂0) es uno a uno entonces existen
números reales positivos δ y M tales que para toda x̂ ∈ Ω

M kx̂0 − x̂k ≤ kf (x̂0)− f (x̂)k

siempre que x̂, x̂0 ∈ Bδ (x̂0). De manera que si tomamos dos elementos x̂, x̂0 ∈ Bδ (x̂0) tales
que x̂0 6= x̂, entonces de la desigualdad se concluye que f (x̂0) 6= f (x̂), es decir, la función f
es uno a uno en Bδ (x̂0). Por lo tanto la función f tiene inversa, f−1, definida en la imagen
de la vecindad Bδ (x̂0) bajo f .

Teorema 1.2 (Función inversa) Sea f : Ω ⊂ Rn → Rn de clase C1 en Ω, con Ω un conjunto
abierto, y tal que Df (x̂0) es uno a uno para algún x̂0 ∈ Ω. Entonces existe un abierto N ⊆ Ω
con x̂0 ∈ N tal que
i) f restringida a N es inyectiva.
ii) f (N) es abierto.
iii) f−1 : f (N)→ N es de clase C1 en f (N), y para todo x̂ ∈ N se cumple que Df−1 (y) =
(Df (x̂))

−1 donde y = f (x̂).
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Dem. Por los lemas 1.2 y 1.3 existen δ > 0 yM > 0 tales que Bδ (x̂0) ⊂ Ω, si x̂, x̂0 ∈ Bδ (x̂0)
entonces

kf (x̂0)− f (x̂)k ≥M kx̂0 − x̂k
y para toda ŷ ∈ Rn

kDf (x̂) (ŷ)k ≥M kŷk
Llamemos N = Bδ (x̂0); por la observación 1.1 f tiene inversa f−1 definida en f (N).
Veamos que f (N) es abierto; sea ŷ1 ∈ f (N) y sea x̂1 ∈ N tal que f (x̂1) = ŷ1, como N

es abierto, ∃δ1 > 0 tal que si kx̂− x̂1k ≤ δ1, entonces x̂ ∈ N . Nombremos

B = {x̂ ∈ Rn | kx̂− x̂1k ≤ δ1}

Sea ŷ2 ∈ Rn tal que kŷ2 − ŷ1k < Mδ1
2
. Si ŷ2 ∈ f (N) habremos terminado.

Sea g : Ω ⊂ Rn → R dada por

g (x̂) = (f (x̂)− ŷ2) · (f (x̂)− ŷ2) = kf (x̂)− ŷ2k2

como B es compacto, g alcanza su valor mínimo en B. Sea x̂2 ∈ B un punto donde g alcanza
este mínimo, entonces kx̂2 − x̂1k ≤ δ1.
Supongamos que kx̂2 − x̂1k = δ1, entonces

kf (x̂2)− ŷ1k = kf (x̂2)− f (x̂1)k ≥M kx̂2 − x̂1k =Mδ1

y por lo tanto:

kf (x̂2)− ŷ2k ≥ kf (x̂2)− ŷ1k−kŷ2 − ŷ1k > Mδ1−Mδ1
2

=
Mδ1
2

> kŷ1 − ŷ2k = kf (x̂1)− ŷ2k

esto implica que g (x̂2) > g(x̂1), contradiciendo que x̂2 es un punto en donde se alcanza el
mínimo de g; por lo tanto kx̂2 − x̂1k < δ1.
Como g es derivable y alcanza su mínimo en x̂2 que es un punto del interior de su dominio

tenemos que Dg (x̂2) es la transformación idénticamente cero, es decir Dg (x̂2) (ẑ) = 0̂, para
toda ẑ ∈ Rn. Ahora, por la regla de la cadena sabemos que

Dg (x̂2) = 2 (f (x̂2)− ŷ2) ·Df (x̂2)

de modo que para toda ẑ ∈ Rn se tiene que

0̂ = Dg (x̂2) (ẑ) = Dg (x̂2) (ẑ) = 2 [(f (x̂2)− ŷ2) ·Df (x̂2)] (ẑ) = 2 (f (x̂2)− ŷ2) · (Df (x̂2) (ẑ))

Como kDf (x̂2) (ŷ)k ≥M kŷk entonces por el lema 1.1 concluimos queDf (x̂2) es uno a uno y
por lo tanto su imagen es todoRn, de modo que existe ẑ ∈ Rn tal queDf (x̂2) (ẑ) = f (x̂2)−ŷ2,
de donde

0 = 2 (f (x̂2)− ŷ2) · (f(x̂2)− ŷ2) = 2 kf (x̂2)− ŷ2k2

es decir, f (x̂2)− ŷ2 = 0 y por lo tanto ŷ2 ∈ f (N).
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Sabemos que si x̂ ∈ N entonces kDf (x̂) (ŷ)k ≥ M kŷk para toda ŷ ∈ Rn, es decir, que
por el lema 1.1 Df (x̂) es uno a uno. Demostremos ahora que f−1 es diferenciable en f (N)
y que Df−1 (ŷ) = (Df (x̂))

−1 con ŷ = f (x̂), es decir, queremos que si ŷ0 = f (x̂0) entonces

lim
ŷ→f(x̂0)

°°f−1 (ŷ)− x̂0 − (Df (x̂0))−1 (ŷ − f (x̂0))°°
kŷ − f (x̂0)k = 0

Como las ŷ que nos interesan se mueven en f (N) y f−1 es continua (porque f lo es), entonces
el límite que queremos probar es equivalente a demostrar que

lim
x̂→x̂0

°°x̂− x̂0 − (Df (x̂0))−1 (f (x̂)− f (x̂0))°°
kf (x̂)− f (x̂0)k = 0

Para esto llamemos

s(x̂) =
x̂− x̂0 − (Df (x̂0))−1 (f (x̂)− f (x̂0))

kf (x̂)− f (x̂0)k
y

r(x̂) =
f (x̂)− f (x̂0)−Df (x̂0) (x̂− x̂0)

kx̂− x̂0k
De la linealidad de (Df (x̂0))

−1 tenemos que

(Df (x̂
0))−1 (r (x̂)) =

(Df (x̂
0))−1 (f (x̂)− f (x̂0))− (x̂− x̂0)

kx̂− x̂0k
de manera que

s (x̂) =
− kx̂− x̂0k

kf (x̂)− f (x̂0)k (Df (x̂
0))−1 (r (x̂))

Ahora bien, como (Df (x̂0))
−1 es continua entonces

lim
x̂→x̂0

(Df (x̂
0))−1 (r (x̂)) = (Df (x̂0))

−1
³
lim
x̂→x̂0

r (x̂)
´
= (Df (x̂

0))−1 (0̂) = 0̂

Como kf (x̂)− f (x̂0)k ≥M kx̂− x̂0k entonces los valores kx̂−x̂0k
kf(x̂)−f(x̂0)k están acotados, con

lo que ya podemos concluir que lim
x̂→x̂0

s (x̂) = 0̂.

Finalmente debemos probar que f−1 es continuamente diferenciable en f (N). Tomemos
ŷ1 = f (x̂1) para algún x̂1 ∈ N , por la proposición 1.4 es suficiente probar que para todo
ε > 0 existe δ > 0 tal que si kŷ − ŷ1k < δ, entonces kDf−1 (ŷ)−Df−1 (ŷ1)k$ < ε.
Para x̂ ∈ N denotemos Lx̂ = Df (x̂); recordando que kDf (x̂) (ŷ)k ≥ M kŷk para toda

ŷ ∈ Rn y sustituyendo ŷ = L−1x̂ (ẑ) tenemos que para toda ẑ ∈ Rn, °°L−1x̂ (ẑ)
°° ≤ 1

M
kẑk.

Sea ε > 0, como f es continuamente diferenciable en x̂1 tomemos δ > 0 de manera que
Bδ (x̂1) ⊂ N y para toda x̂ ∈ Bδ (x̂1)

kLx̂ − Lx̂1k$ <
ε

2
M2
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entonces°°¡L−1x̂ − L−1x̂1 ¢ (ẑ)°° =
°°L−1x̂ (Lx̂ − Lx̂1)L−1x̂1 (ẑ)

°°
≤ 1

M

°°(Lx̂ − Lx̂1)L−1x̂1 (ẑ)°° ≤ 1

M
kLx̂ − Lx̂1k$

°°L−1x̂1 (ẑ)°°
<

ε

2
M
°°L−1x̂1 (ẑ)°° ≤ ε

2
kẑk

∀ẑ ∈ Rn, lo que por definición de k·k$ implica que
°°L−1x̂ − L−1x̂1 °°$ ≤ ε

2
< ε.

Como habíamos mencionado, el importante teorema de la función implícita se puede
obtener como un “corolario” del teorema de la función inversa (de hecho, lo recíproco también
es cierto, de donde se deduce que estos dos teoremas son en cierta forma “equivalentes”).

Teorema 1.3 (Función implícita) Sea F : Ω ⊂ Rn+m → Rm de clase C1 en Ω, con Ω
abierto, supongamos que para algún x̂0 ∈ Rn y para algún ŷ0 ∈ Rm tales que (x̂0, ŷ0) ∈ Ω se
cumple que:

1. F (x̂0, ŷ0) = 0

2. Fy (x̂0, ŷ0) tiene inversa, donde

Fy (x̂0, ŷ0) =

⎛⎜⎝
∂F1
∂y1

· · · ∂F1
∂ym

...
...

∂Fm
∂y1

· · · ∂Fm
∂ym

⎞⎟⎠
y donde todas las derivadas parciales están evaluadas en (x̂0, ŷ0).

Entonces existe un abierto N ⊂ Rn, con x̂0 ∈ N , y existe una función f : N ⊂ Rn → Rm de
clase C1 en N , tal que f (x̂0) = ŷ0 y F (x̂, f (x̂)) = 0 para toda x̂ ∈ N .

Dem. Sea H : Ω ⊂ Rn+m → Rn+m definida por H (x̂, ŷ) = (x̂, F (x̂, ŷ)), como F es
continuamente diferenciable H también lo es y además

H 0 (x̂0, ŷ0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · 1 0 · · · 0
∂F1
∂x1

· · · ∂F1
∂x1

∂F1
∂y1

· · · ∂F1
∂ym

...
...

...
...

∂Fm
∂x1

· · · ∂Fm
∂xn

∂Fm
∂y1

· · · ∂Fm
∂ym

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
donde nuevamente todas las derivadas parciales están evaluadas en (x̂0, ŷ0). Como Fŷ (x̂0, ŷ0)
tiene inversa sabemos que las últimas m columnas son linealmente independientes y por lo
tanto las n+m columnas lo son, es decir, que H 0 (x̂0, ŷ0) tiene inversa o dicho de otra forma
DH (x̂0, ŷ0) es uno a uno. Entonces por el teorema de la función inversa existeN 0 ⊆ Ω abierto
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tal que (x̂0, ŷ0) ∈ N 0, H (N 0) es abierto y H restringido a N 0 tiene inversa continuamente
diferenciable.
SeaN =

©
x̂ ∈ Rn | ¡x̂, 0̂¢ ∈ H (N 0)

ª
; es claro que x̂0 ∈ N puesH (x̂0, ŷ0) = (x̂0, F (x̂0, ŷ0)) =¡

x̂0, 0̂
¢
. Además N es un conjunto abierto; para ver esto tomemos x̂ ∈ N , es decir, ¡x̂, 0̂¢ ∈

H (N 0) y como ya sabemos que éste es abierto, existe δ > 0 tal que Bδ

¡
x̂, 0̂
¢ ⊆ H (N 0);

sea x̂0 ∈ Rn tal que kx̂− x̂0k < δ, entonces
°°¡x̂, 0̂¢− ¡x̂0, 0̂¢°° = kx̂− x̂0k < δ de modo que¡

x̂0, 0̂
¢ ∈ H (N 0), es decir, x̂0 ∈ N .
Sean G1 : Rn+m → Rn y G2 : Rn+m → Rm dadas por G1 (x̂, ŷ) = x̂ y G2 (x̂, ŷ) = ŷ; nótese

que G1 = G1 ◦H−1 si nos restringimos a H (N 0), ya que dado cualquier H (x̂, ŷ) ∈ H (N 0)
se tiene que

G1 ◦H−1 (H (x̂, ŷ)) = G1 (x̂, ŷ) = x̂ = G1 (x̂, F (x̂, ŷ)) = G1 (H (x̂, ŷ))

Definamos entonces a f : N → Rm como f(x̂) = G2 ◦ H−1 ¡x̂, 0̂¢. Esta función f , es
composición de tres funciones continuamente diferenciables, G2, H−1 y la asignación x̂ 7→¡
x̂, 0̂
¢
, de manera que f resulta ser continuamente diferenciable; además

f (x̂0) = G2 ◦H−1 ¡x̂0, 0̂¢ = G2 (x̂0, ŷ0) = ŷ0
Por último, como H−1 ¡x̂, 0̂¢ ∈ Rn+m, entonces lo podemos ver como

H−1 ¡x̂, 0̂¢ = ¡G1 ¡H−1 ¡x̂, 0̂¢¢ , G2 ¡H−1 ¡x̂, 0̂¢¢¢ = (x̂, f (x̂))
por lo tanto ¡

x̂, 0̂
¢
= H (x̂, f (x̂)) = (x̂, F (x̂, f (x̂)))

de donde F (x̂, f (x̂)) = 0̂ para toda x̂ ∈ N .
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Capítulo 2

Teorema de Lebesgue

En este capítulo se desarrollarán algunos elementos de la teoría de integración introduciendo
un nuevo concepto para el estudiante de Cálculo en varias variables, el de conjunto con
medida de Lebesgue cero. Veremos que significa esto, que propiedades tienen estos conjuntos
y daremos una caracterización de las funciones Riemann integrables en términos de este
concepto.

2.1 Funciones Riemann integrables

Comenzaremos este capítulo recordando lo que es un rectángulo en Rn, el volumen de un
rectángulo, una partición de un rectángulo, así como los conceptos de suma inferior y suma
superior de una función acotada definida en un rectángulo.

Definición 2.1 Si ai, bi ∈ R para i ∈ {1, . . . , n} con ai ≤ bi entonces

R = {x̂ = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, . . . , n}
= [a1, b1]× · · · × [an, bn]

es llamado un rectángulo cerrado en Rn.

Definición 2.2 Si ai, bi ∈ R para i ∈ {1, . . . , n} con ai < bi, entonces

R = {x̂ = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | ai < xi < bi, i = 1, . . . , n}
= (a1, b1)× · · · × (an, bn)

es llamado un rectángulo abierto en Rn.

Por comodidad llamaremos a los rectángulos cerrados simplemente rectángulos; por de-
finición para estos rectángulos queda abierta la posibilidad de que ai = bi para alguna
i ∈ {1, . . . , n}, en cuyo caso diremos que se trata de un rectángulo degenerado. Es claro
que los rectángulos son llamados abiertos o cerrados porque son en sí conjuntos abiertos o
cerrados respectivamente, más aún, si R es un rectángulo abierto entonces R (la cerradura
de R) es un rectángulo cerrado o viceversa si R es un rectángulo cerrado entonces int (R) (el
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interior de R) es un rectángulo abierto; de manera implícita estamos diciendo que si R es un
rectángulo entonces Fr (R) = R \ int (R) y int (R) = R (donde Fr (R) denota la frontera de
R) detalle a tener muy en cuenta1.
Ahora definiremos los conceptos de vértice y centro de un rectángulo; ambas definiciones

son muy naturales. En el siguiente capítulo veremos como el concepto de centro de un
rectángulo nos permitirá caracterizar a cierto tipo de retángulos, haciendo nuestro trabajo
un poco más fácil.

Definición 2.3 Sea R ⊂ Rn un rectángulo con R = [a1, b1] × · · · × [an, bn]; decimos que
un punto v̂ ∈ R es un vértice de R, si v̂ = (x1, . . . , xn) donde xi ∈ {ai, bi} para cada
i ∈ {1, . . . , n}.
Definición 2.4 Sea R ⊂ Rn un rectángulo con R = [a1, b1]× · · · × [an, bn]; al punto

ĉ =

µ
a1 + b1
2

, . . . ,
an + bn
2

¶
∈ R

lo llamaremos el centro de R.

Una relación muy clara entre el centro de un rectángulo y los vértices del mismo es que
el centro del rectángulo dista lo mismo de cualquier vértice.

Proposición 2.1 Sea R ⊂ Rn un rectángulo con R = [a1, b1]× · · · × [an, bn]. Si v̂1, v̂2 ∈ R
son dos vértices arbitrarios y ĉ ∈ R es el centro de R entonces kv̂1 − ĉk = kv̂2 − ĉk.
Dem. La prueba de esto es muy sencilla; basta notar que para cualquier vértice v̂ =
(x1, . . . , xn), con xi ∈ {ai, bi} para toda i ∈ {1, . . . , n}, se tiene que¯̄̄̄

xi − ai + bi
2

¯̄̄̄
=
bi − ai
2

es decir, kv̂ − ĉk = 1
2

q
(b1 − a1)2 + · · ·+ (bn − an)2

Definición 2.5 Si R ⊂ Rn es un rectángulo con R = [a1, b1] × · · · × [an, bn], definimos el
volumen de R, V (R), como

V (R) = (b1 − a1) (b2 − a2) · · · (bn − an)
Si R = (a1, b1)× · · · × (an, bn), definimos también V (R) = V

¡
R
¢
.

Definición 2.6 Sea R ⊂ Rn un rectángulo con R = [a1, b1] × · · · × [an, bn], si Pj =n
x
(j)
0 , . . . , x

(j)
kj

o
donde x(j)0 = aj y x

(j)
kj
= bj, es una partición del intervalo [aj, bj] enton-

ces P = P1 × · · · × Pn es llamada una partición del rectángulo R.
1En general para A ⊂ Rn se definen los conjuntos interior de A y frontera de A como int (A) =

{x̂ ∈ Rn | ∃r > 0 tal que Br (x̂) ⊂ A} y Fr (A) = {x̂ ∈ Rn | ∀r > 0, Br (x̂) ∩A 6= ∅ y Br (x̂) ∩Ac 6= ∅}, tam-
bién se define la cerradura de A como Ā = A ∪ Fr (A) = int (A) ∪ Fr (A).
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Así como en R una partición de un intervalo generaba subintervalos del mismo, en Rn
una partición de un rectángulo genera subrectángulos, donde cada elemento de la partición
es vértice de algunos subrectángulos inducidos por la misma.
Si R ⊂ Rn es un rectángulo entonces al conjunto de particiones de R lo denotaremos por

PR.
Definición 2.7 Sea R ⊂ Rn un rectángulo y P,Q ∈ PR, diremos que Q es un refinamiento
de P si cada punto de P es punto de Q, es decir, P ⊂ Q.
Si P,Q ∈ PR y P genera subrectángulosR1, . . . , Rk mientras queQ genera subrectángulos

R01, . . . , R
0
s y Q es un refinamiento de P entonces cada R0i está contenido en algún Rj.

Uno puede convencerse de este hecho sin mucho problema de manera geométrica, escribirlo
se convierte en tarea difícil, más por la notación que por la dificultad que representa la
afirmación. Para darnos una idea de como podríamos probar esto, supongamos que tenemos
una partición P = P1 × · · · × Pn y consideremos el refinamiento Q = P1 ∪ {c} × · · · × Pn
donde c ∈ [a1, b1] \ P1; los subrectángulos inducidos por cada una de estas particiones son
casi los mismos, con excepción de algunos subrectángulos inducidos por P los cuales se
pueden poner como la unión de dos subrectángulos inducidos por Q. Siendo un poco más
exactos, si P1 =

n
x
(1)
0 , . . . , x

(1)
kj

o
y x(1)i < c < x

(1)
i+1 para alguna i ∈ {0, . . . , k1} entonces

los subrectángulos a los que nos referimos son aquellos generados por los vértices que en su
primer coordenada aparece x(1)i junto con los vértices con primer coordenada x(1)i+1; dichos
subrectángulos ahora en Q se subdividen en los rectángulos generados por los vértices con
primer coordenada x(1)i y los nuevos vértices con primer coordenada c y los rectángulos
generados por estos nuevos vértices junto con los vértices de primer coordenada x(1)i+1.
Si en alguna medida hemos logrado convencernos de la relación que hay entre estas

particiones P y Q, entonces para dar un argumento general, se puede considerar lo siguiente:
supongamos que P,Q ∈ PR y que Q refina a P ; si P = P1 × · · · × Pn y Q = Q1 × · · · ×Qn
entonces podemos construir una sucesión finita de particionesQ(0), . . . , Q(m), tal queQ(0) = P
y Q(m) = Q y con la propiedad de que cada Q(i) sólo tiene un punto más, en alguna de sus
particiones coordenadas, que Q(i−1); dicha sucesión la podemos obetener comenzando con
Q(0) = P , Q(1) = P1 ∪ {c} × · · · × Pn donde c ∈ Q1 \ P1; Q(2) = P1 ∪ {c, d} × · · · × Pn donde
d ∈ Q1 \ (P1 ∪ {c}), y continuar así hasta agotar todos los puntos Q1 que no pertenecen
a P1, estos son una cantidad finita, para después continuar con los puntos de Q2 que no
están en P2, y una vez agotados éstos, continuar con el mismo procedimiento con las demás
particiones coordenadas.
De esta manera se podrá concluir que cada subrectángulo inducido por P es la unión de

subrectángulos inducidos por Q, o de manera equivalente, cada subrectángulo inducido por
Q está contenido en algún subrectángulo inducido por P .
Un concepto, muy relacionado con la definición de partición de un rectángulo, y que

estaremos usando frecuentemente, es el de subdivisión de un conjunto.

Definición 2.8 Sea A ⊂ Rn, diremos que los subconjuntos A1, . . . , Ak ⊂ A forman una
subdivisión de A si

A =
k[
i=1

Ai
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y para cualesquiera i 6= j se cumple que

int (Ai) ∩ int (Aj) = ∅

Queda claro de la definición anterior que una partición de un rectángulo es una subdivisión
del mismo, pero no toda subdivisión de un rectángulo es una partición.
El lector recordará que resulta muy útil, a la hora de trabajar con particiones y refina-

mientos, el concepto de longitud de la diagonal de un rectángulo.

Definición 2.9 Si R ⊂ Rn es un rectángulo con R = [a1, b1] × · · · × [an, bn], definimos la
longitud de la diagonal de R, d (R), como

d (R) =

q
(b1 − a1)2 + · · ·+ (bn − an)2

Observación 2.1 Dado un rectángulo R = [a1, b1] × · · · × [an, bn] y x̂, ŷ ∈ R con x̂ =
(x1, . . . , xn) y ŷ = (y1, . . . , yn) se tiene que kx̂− ŷk ≤ d (R) lo que se deduce del hecho de
que |xi − yi| ≤ bi − ai ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Definición 2.10 Si R ⊂ Rn es un rectángulo con R = [a1, b1]×· · ·× [an, bn]; a las longitudes
de cada intervalo [ai, bi], las llamaremos las dimensiones de R.

Lema 2.1 Si R ⊂ Rn es un rectángulo entonces para todo ε > 0 existe R0 ⊂ Rn rectángulo
de dimensiones racionales tal que R ⊂ R0 y V (R0)− V (R) < ε.

Dem. Supongamos que R = [a1, b1]× . . .× [an, bn] y sea ε > 0.
La idea para esta prueba es la construcción de n rectángulos R1, . . . , Rn ⊂ Rn, siendo Rn

el rectángulo buscado, en donde se cumplirán dos cosas

i)R ⊂ R1 ⊂ · · · ⊂ Rn

ii)V (Rj)− V (Rj−1) < ε

n

para j = 1, . . . , n donde R0 = R. Más aún, conseguiremos que cada Rj tenga al menos j
dimensiones racionales, con lo que Rn tendrá dimensiones racionales como queremos.
Para cada i ∈ {1, . . . , n− 1} sea ci =

Qn
j=i+1 (bj − aj), y definamos cn = 1. Nótese que

ci−1 = (bi − ai) ci ∀i ∈ {2, . . . , n} .
La clave para la construcción de los Rj está en la elección de sus dimensiones racionales,

mismas que haremos de forma recursiva; sea s1 ∈ Q tal que

b1 − a1 < s1 < b1 − a1 + ε

nc1

y para i ∈ {2, . . . , n} tomemos si ∈ Q tal que

bi − ai < si < bi − ai + ε

nci
Qi−1
j=1 sj
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Para cada i ∈ {1, . . . , n} sean ri = si − (bi − ai), a0i = ai − ri
2
y b0i = bi +

ri
2
y definamos

Ri = [a
0
1, b

0
1]× . . .× [a0i, b0i]× [ai+1, bi+1]× . . .× [an, bn]

De la construcción es claro que R ⊂ R1 ⊂ · · · ⊂ Rn, además es notable que a0i y b
0
i no

necesariamente son racionales pero b0i− a0i sí lo es ya que b0i− a0i = si ∈ Q. Por lo tanto cada
Ri tiene al menos i dimensiones racionales. Nos falta verificar que V (Rj) − V (Rj−1) < ε

n

para j ∈ {1, . . . , n} donde como ya se dijo llamamos R0 = R.
Para j = 1, V (R1) = s1c1 y entonces

V (R1)− V (R0) = s1c1 −
nY
i=1

(bi − ai)

<

µ
b1 − a1 + ε

nc1

¶
c1 −

nY
i=1

(bi − ai)

=
nY
i=1

(bi − ai) + ε

n
−

nY
i=1

(bi − ai) = ε

n

En general V (Ri) = ci
Qi
j=1 sj y entonces

V (Ri)− V (Ri−1) = ci

iY
j=1

sj − ci−1
i−1Y
j=1

sj

<

Ã
bi − ai + ε

nci
Qi−1
j=1 sj

!
ci

i−1Y
j=1

sj − ci−1
i−1Y
j=1

sj

= ci−1
i−1Y
j=1

sj +
ε

n
− ci−1

i−1Y
j=1

sj =
ε

n

De manera que Rn es un rectángulo de dimensiones racionales tal que R ⊂ Rn y
V (Rn)− V (R) = V (Rn) + (V (Rn−1)− V (Rn−1)) + · · ·+ (V (R1)− V (R1))− V (R)

= (V (Rn)− V (Rn−1)) + · · ·+ (V (R1)− V (R)) <
nX
j=1

ε

n
= ε

Observación 2.2 Cabe destacar que el resultado anterior es válido si en lugar de circuns-
cribir un rectángulo a uno ya dado lo inscribimos, es decir, dado R ⊂ Rn rectángulo y una
cantidad positiva ε, existe un rectángulo R0 ⊂ Rn de dimensiones racionales tal que R0 ⊂ R y
V (R)−V (R0) < ε. Esto se puede probar de manera similar a lo hecho en el lema y ya no lo
demostraremos (pero sí lo usaremos). También vale la pena destacar que por la demostración
realizada en el lema se concluye que R no sólo está contenido en R0 sino que no toca a la
frontera de R0, es decir R ⊂ int(R0) y por supuesto algo similar se puede asegurar para el
caso en el que se inscribe un rectángulo.
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El lema anterior en realidad se cumple sin importar cómo sean las dimensiones del rectán-
gulo encontrado, éstas pueden ser racionales o no, no importa, siempre se puede conseguir
un R0 tal que R ⊂ R0 y V (R0) − V (R) < ε e incluso la prueba de esto es un poco más
sencilla, pero para nuestros propósitos nos es de gran ayuda poder asegurar además que las
dimensiones de este R0 sean racionales.

Definición 2.11 Sea R ⊂ Rn un rectángulo y f : R → R una función acotada. Dada
P ∈ PR que genera subrectángulos R1, . . . Rk, definimos la suma superior de f respecto a P ,
S (f, P ), como

S (f, P ) =
kX
j=1

Mj (f)V (Rj)

en donde Mj (f) = sup {f (x̂) | x̂ ∈ Rj} y definimos la suma inferior de f respecto a P ,
S (f, P ), como

S (f, P ) =
kX
j=1

mj (f)V (Rj)

en donde mj (f) = inf {f (x̂) | x̂ ∈ Rj}.
Al ser f acotada en R las sumas inferiores y superiores siempre existen.
La siguiente proposición nos presenta algunas propiedades, que no demostaremos, (ver

[3] ) de las sumas inferiores y las superiores .

Proposición 2.2 Sea R ⊂ Rn rectángulo, si f : R→ R es una función acotada entonces

i) S (f, P ) ≤ S (f, P ) para cualquier P ∈ PR.

ii) Si P,Q ∈ PR y Q refina a P , entonces S (f, P ) ≤ S (f,Q) y S (f,Q) ≤ S (f, P ).

iii) S (f, P ) ≤ S (f,Q) para cualesquiera particiones P y Q.

iv) sup {S (f, P ) | P ∈ PR}, inf
©
S (f, P ) | P ∈ PR

ª
existen y

sup {S (f, P ) | P ∈ PR} ≤ inf
©
S (f, P ) | P ∈ PR

ª
Definición 2.12 Sea R ⊂ Rn rectángulo y f : R→ R una función acotada; decimos que f
es una función Riemann integrable sobre R si y sólo si

sup {S (f, P ) | P ∈ PR} = inf
©
S (f, P ) | P ∈ PR

ª
y se define la integral de Riemann de f sobre R como el númeroZ

R

f = sup {S (f, P ) | P ∈ PR} = inf
©
S (f, P ) | P ∈ PR

ª
Un ejemplo de una función Riemann integrable es la función constante 1, aunque es un

ejemplo bastante trivial ofrece una buena relación entre una integral y el volumen de un
rectángulo.
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Ejemplo 2.1 Sea R ⊂ Rn rectángulo y f : R→ R la función constante 1, es decir, f(x̂) = 1
∀x̂ ∈ R, entonces f es Riemann integrable sobre R y

V (R) =

Z
R

f =

Z
R

1

Al ser f = 1 en R

S (f, P ) =
kX
j=1

Mj (f)V (Rj) =
kX
j=1

V (Rj) = V (R)

y

S (f, P ) =
kX
j=1

mj (f)V (Rj) =
kX
j=1

V (Rj) = V (R)

para cualquier partición P de R, de manera que

sup {S (f, P ) | P ∈ PR} = V (R) = inf
©
S (f, P ) | P ∈ PR

ª
es decir, f es integrable en R y V (R) =

R
R
1.

El siguiente teorema establece una condición necesaria y suficiente para que una función
sea Riemann integrable, dicha condición es conocida también como condición de Riemann.

Teorema 2.1 Sean R ⊂ Rn rectángulo y f : R → R una función acotada; f es Riemann
integrable sobre R si y sólo si para cada ε > 0 hay una partición P de R tal que

S (f, P )− S (f, P ) < ε

Dem. Supongamos primero que f es Riemann integrable sobre R, es decir,

sup {S (f, P ) | P ∈ PR} = inf
©
S (f, P ) | P ∈ PR

ª
Sea ε > 0, por definición de supremo e ínfimo se sabe que existen P1, P2 ∈ PR tales que

sup {S (f, P ) | P ∈ PR}− ε

2
< S (f, P1)

y
S (f, P2) < inf

©
S (f, P ) | P ∈ PR

ª
+

ε

2

por lo tanto

S (f, P2)− S (f, P1) <inf
©
S (f, P )

ª
P∈PR

+
ε

2
− sup {S (f, P )}

P∈PR
+
ε

2
= ε

Si tomamos P ∈ PR un refinamiento tanto de P1 como de P2 por la proposición 2.2 tenemos
que

S (f, P )− S (f, P ) ≤ S (f, P2)− S (f, P1) < ε
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es decir, la condición de Riemann se satisface.

Ahora demostraremos por contrapositiva que la condición de Riemann implica la integrabili-
dad. Supongamos que f no es Riemann integrable sobre R, esto significa por la proposición
2.2 que

sup {S (f, P )}
P∈PR

<inf
©
S (f, P )

ª
P∈PR

entonces hay una cantidad positiva ε tal que

sup {S (f, P )}
P∈PR

+ε =inf
©
S (f, P )

ª
P∈PR

y por lo tanto para toda partición P de R

S (f, P ) + ε ≤sup {S (f, P )}
P∈PR

+ε =inf
©
S (f, P )

ª
P∈PR

≤ S (f, P )

de donde
S (f, P )− S (f, P ) ≥ ε

es decir, la condición de Riemann no se satisface.

Gracias a este criterio de integrabilidad se puede demostrar, de manera más sencilla que
de la sola definición, algunas de las propiedades de la integral de Riemann y de funciones
Riemann integrables. Nosotros sólo nos limitaremos a enunciar algunas de éstas (ver [3]).

Proposición 2.3 Sea R ⊂ Rn rectángulo y f, g : R → R funciones acotadas y Riemann
integrables sobre R. Entonces

i) f + g : R→ R es Riemann integrable sobre R y
R
R
(f + g) =

R
R
f +

R
R
g

ii) Para toda c ∈ R, cf : R→ R es Riemann integrable sobre R y
R
R
cf = c

R
R
f

iii) fg : R→ R es Riemann integrable sobre R.

iv) Si R1, . . . , Rm ⊂ Rn son todos los subrectángulos inducidos por una partición de R,
entonces f es integrable sobre cada Rk y

R
R
f =

Pm
i=1

³R
Ri
f
´

2.2 Medida de Lebesgue cero

Como se mencionó al inicio de este capítulo definiremos un nuevo concepto, el de medida de
Lebesgue cero para un conjunto en Rn, así que pasaremos a ver que significa que un conjunto
tenga medida de Lebesgue cero y algunas propiedades importantes de estos conjuntos.

Definición 2.13 Un conjunto S ⊂ Rn tiene medida de Lebesgue cero, λ (S) = 0, si y sólo
si para todo ε > 0 hay una colección numerable de rectángulos {Rj}∞j=1 tales que

S ⊂
∞[
j=1

Rj
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y
∞X
j=1

V (Rj) < ε

Observación 2.3 Un punto muy interesante es, que si un conjunto S satisface que para todo
ε > 0 hay una colección finita de rectángulos {Rj}kj=1 tal que S ⊂

Sk
j=1Rj y

Pk
j=1 V (Rj) < ε,

entonces S es un conjunto de medida de Lebesgue cero. Para tratar de ver esto con algo de
rigor simplemente podemos decir que ya que se tiene a la colección finita de rectángulos, a
estos les podemos agregar una cantidad numerable de rectángulos degenerados (arbitrarios);
al tener volumen cero estos rectángulos, no alteran nuestra suma total de volúmenes. Nótese
que para que un conjunto pueda ser cubierto por una cantidad finita de rectángulos éste debe
ser acotado.

Aunque en la definición no es necesario pedir que un conjunto sea acotado para que
tenga medida de Lebesgue cero, nosotros nos quedaremos con estos conjuntos; para ilustrar
lo fuerte que es la condición mencionada en la observación previa, más adelante trataremos
un ejemplo de un conjunto que pese a ser acotado y de medida de Lebesgue cero no se
puede cubrir con una cantidad finita de rectángulos de manera que su suma de volúmenes
sea suficientemente pequeña.
Analicemos ahora algunas propiedades de los conjuntos que tienen medida de Lebesgue

cero.

Proposición 2.4 Si S ⊂ Rn es un conjunto de medida de Lebesgue cero entonces todo
subconjunto de S tiene medida de Lebesgue cero.

Esto es inmediato de la definición de medida de Lebesgue cero.

Proposición 2.5 Todo conjunto a lo más numerable tiene medida de Lebesgue cero.

Dem. Sea S ⊂ Rn un conjunto infinito numerable, es decir, S = {âj ∈ Rn | j ∈ N}, sea
Rk ⊂ Rn rectángulo tal que âk ∈ Rk y

V (Rk) =
ε

2k+1

Es sencillo convencernos de la existencia de cadaRk: si âk = (x1, . . . , xn), podemos considerar
al rectángulo

Rk =

∙
x1 − 1

2
c
1
n , x1 +

1

2
c
1
n

¸
× · · · ×

∙
xn − 1

2
c
1
n , xn +

1

2
c
1
n

¸
donde

c =
ε

2k+1

Entonces âk ∈ Rk y V (Rk) = c = ε
2k+1

.
Dado que

∞X
k=1

ε

2k+1
=

ε

2
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podemos concluir que
P∞

k=1 V (Rk) existe y además

∞X
k=1

V (Rk) =
ε

2
< ε

es decir, λ (S) = 0.
Para el caso en el que tenemos un conjunto finito se puede imitar la demostración previa

y aplicar la observación 2.3.

Proposición 2.6 Si R ⊂ Rn es un rectángulo entonces Fr (R) tiene medida de Lebesgue
cero.

Dem. Si R es un rectángulo degenerado entonces el resultado se sigue de forma inmediata,
ya que Fr (R) ⊂ R y V (R) = 0.
Supongamos que R es un rectángulo no degenerado; sea ε > 0, y sean R0, R00 ⊂ Rn

rectángulos tales que R0 ⊂ int (R), R ⊂ int (R00) y

V (R)− V (R0) <
ε

2

V (R00)− V (R) <
ε

2

tal y como asegura que existen el lema 2.1 y la observación 2.2. Sea P ∈ PR00 una partición
generada a partir de los vértices de R0 y sean R1, . . . Rk los subrectángulos generados por
P , nótese que R0 es uno de estos subrectángulos, supongamos sin pérdida de generalidad
que R0 = Rk. Ahora bien, como R0 ⊂ int (R) entonces Fr (R) ∩ R0 = ∅, lo que implica que
Fr (R) ⊂ Sk−1

j=1 Rj y como

V (R00) =
kX
i=1

V (Ri) = V (R
0) +

k−1X
i=1

V (Ri)

tenemos que

k−1X
i=1

V (Ri) = V (R
00)− V (R0) = (V (R00)− V (R)) + (V (R)− V (R0)) < ε

De acuerdo con la observación 2.3 podemos concluir que λ (Fr (R)) = 0.

Proposición 2.7 Si R ⊂ Rn es un rectángulo no degenerado (V (R) > 0) entonces R no
tiene medida de Lebesgue cero.

Esto es porque toda colección numerable de rectángulos {Rj}∞j=1 tal que R ⊂
S∞
j=1Rj

satisface que

0 < V (R) ≤
∞X
k=1

V (Rk)
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y por lo tanto la suma de volúmenes no se puede hacer menor que V (R) > 0.
La proposición 2.5 deja ver que no hace falta que un conjunto sea acotado para tener

medida de Lebesgue cero y como un caso particular de este hecho se tiene que el conjunto de
puntos de Rn cuyas coordenadas son racionales forman un conjunto de medida de Lebesgue
cero. La proposición 2.6 jugará un papel importante a la hora de caracterizar las funciones
Riemann integrables como estamos buscando hacerlo.

Proposición 2.8 Sea {Si ⊂ Rn | i ∈ N} una colección de conjuntos de medida de Lebesgue
cero, si definimos S =

S∞
i=1 Si entonces S tiene medida de Lebesgue cero.

Dem. Sea ε > 0, como λ (Sk) = 0 para toda k ∈ N, entonces para cada k ∈ N existe una
colección numerable de rectángulos

n
R
(k)
i | i ∈ N

o
tales que Sk ⊂

S∞
i=1R

(k)
i y

∞X
i=1

V
³
R
(k)
i

´
<

ε

2k+1

entonces

S ⊂
∞[
k=1

" ∞[
i=1

R
(k)
i

#
Como sabemos que la unión numerable de conjuntos numerables es numerable2, se tiene que
la colección de rectángulos

n
R
(k)
i | i ∈ N, k ∈ N

o
es numerable de manera que la podemos

renombrar para que formen una sucesión de rectángulos. Ahora definamos

ak =
∞X
i=1

V
³
R
(k)
i

´
para cada k ∈ N, entonces 0 < ak < ε

2k+1
y como

∞X
k=1

ε

2k+1
=

ε

2

se tiene que
P∞

k=1 ak existe y ∞X
k=1

ak ≤ ε

2
< ε

Es decir,
∞X
k=1

" ∞X
i=1

V
³
R
(k)
i

´#
< ε

Por definición para un conjunto que tiene medida de Lebesgue de cero y una cantidad
positiva ε se puede encontrar una colección numerable de rectángulos que cubren al conjunto

2Una manera de demostrar que la unión numerable de conjuntos numerables es numerable es considerar
la función f (k, i) = (2i− 1) 2k−1, la cual es una biyección de N×N en N
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y cuya suma de volúmenes no excede ε, debería resultar normal preguntarnos si también
existe una colección numerable de rectángulos abiertos que satisfacen la misma condición.
Y claro, gracias al lema 2.1 la respuesta es afirmativa.

Proposición 2.9 S ⊂ Rn tiene medida de Lebesgue cero si y sólo si para todo ε > 0 existe
una colección numerable de rectángulos abiertos {Rj}∞j=1 tales que S ⊂

S∞
j=1Rj y

∞X
j=1

V (Rj) < ε

Dem. La necesidad es bastante trivial pues dada una colección numerable de rec-
tángulos abiertos {Rj}∞j=1,

©
Rj
ª∞
j=1

es una colección numerable de rectángulos tales que

V (Rj) = V
¡
Rj
¢
.

Para la suficiencia, dada ε > 0 tomemos {Qj}∞j=1 colección de rectángulos tales que

S ⊂
∞[
j=1

Qj

y
∞X
j=1

V (Qj) <
ε

2

por el lema 2.1 para cada j ∈ N existe un rectángulo Rj tal que Qj ⊂ int (Rj) y

V (Rj) <
ε

2j+1
+ V (Qj)

entonces
P∞

j=1 V (Rj) existe y

∞X
j=1

V (Rj) ≤
∞X
j=1

h ε

2j+1
+ V (Qj)

i
<

ε

2
+

ε

2
= ε

de manera que {int (Rj)}∞j=1 es la colección de rectángulos abiertos deseada

Ya estamos listos para dar la caracterización de las funciones Riemann integrables de la
que tanto hemos hablado. Para ello, establezcamos la siguiente notación: si f : A ⊂ Rn → R,
denotaremos por Df,A = {x̂ ∈ A | f es discontinua en x̂}, es decir, Df,A es el conjunto de
discontinuidades de f en A.

Teorema 2.2 (Lebesgue) Sean R ⊂ Rn rectángulo y f : R → R una función acotada. f
es Riemann integrable sobre R si y sólo si el conjunto de discontinuidades de f en R tiene
medida de Lebesgue cero.
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Dem. Primero supongamos que Df,R tiene medida de Lebesgue cero y demostremos que f
debe ser Riemann integrable sobre R.

Sean ε > 0 y {Rj}∞j=1 una colección de rectángulos tales que Df,R ⊂
S∞
j=1 int (Rj) y

∞X
j=1

V (Rj) <
ε

2 (M −m)

en donde M = sup {f (x̂) | x̂ ∈ R} y m = inf {f (x̂) | x̂ ∈ R}. No está de más decir que
si M − m = 0 entonces f sería una función constante en R y por la proposición 2.3 f es
Riemann integrable, así que podemos suponer que M − m > 0. También nótese que de
acuerdo con la proposición 2.9 podemos pedir que Df,R ⊂

S∞
j=1 int (Rj).

Si x̂ ∈ R \ Df,R, entonces f es continua en x̂, de modo que existe δx̂ > 0 tal que para
cualquier ξ̂ ∈ Bδx̂ (x̂) ∩R ¯̄̄

f
³
ξ̂
´
− f (x̂)

¯̄̄
<

ε

8V (R)

La importancia de poder pedir que Df,R ⊂
S∞
j=1 int (Rj) es que el conjunto

U = {int (Rj) | j ∈ N} ∪
n
B δx̂

2

(x̂) | x̂ ∈ R \Df,R
o

es una cubierta abierta para R y de la compacidad de R tenemos que existen k1, . . . , kr ∈ N
y x̂1, . . . , x̂s ∈ R \Df,R tales que

R ⊂
"

kr[
j=k1

int (Rj)

#
∪
"

s[
j=1

B δj
2

(x̂j)

#
en donde δj = δx̂j . Llamemos R

0
j = R ∩ Rkj para cada j ∈ {1, . . . , r}, sea P0 ∈ PR una

partición que contenga a todos los vértices de cada R0j y P ∈ PR un refinamiento de P0 de
forma tal que si Q1, . . . , Qm son los subrectángulos generados por P , entonces d (Qj) < δ

2

para cada j ∈ {1, . . . ,m}, en donde δ = min {δ1, . . . , δs}. De la discusión hecha tras la
definición 2.7 sabemos que cada Qj ⊂ R0i para alguna i ∈ {1, . . . , r} o int (Qj)∩ int (R0i) = ∅
para toda i ∈ {1, . . . , r}.
Sean

A1 = {k ∈ {1, . . . ,m} | ∃i ∈ {1, . . . , r} tal que Qk ⊂ R0i}
y A2 = {1, . . . ,m} \A1. Por construcción {1, . . . ,m} = A1∪A2 y A1∩A2 = ∅, de modo que

S (f, P )− S (f, P ) =
X
j∈A1

(Mj (f)−mj (f))V (Qj) +
X
j∈A2

(Mj (f)−mj (f))V (Qj)

Queremos comprobar que cada suma sea menor que ε
2
. Para la primera se tiene queX

j∈A1
(Mj (f)−mj (f))V (Qj) ≤ (M −m)

X
j∈A1

V (Qj)

≤ (M −m)
rX
j=1

V
¡
R0j
¢ ≤ (M −m) ∞X

j=1

V (Rj) <
ε

2
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Para la segunda suma se tiene lo siguiente, dada j ∈ A2 existen x̂, ŷ ∈ Qj tales que

Mj (f)− ε

8V (R)
< f (x̂)

y
f (ŷ) < mj (f) +

ε

8V (R)

de donde
Mj (f)−mj (f) < f (x̂)− f (ŷ) + ε

4V (R)

Como por definición para j ∈ A2, int (Qj) ∩ int (R0i) = ∅ para toda i ∈ {1, . . . , r} y x̂ ∈ Qj,
entonces x̂ ∈ B δi

2
(x̂i) para alguna i ∈ {1, . . . , s} y por lo tanto

|f (x̂)− f (x̂i)| < ε

8V (R)

Ahora bien, al tomar a la partición P , se pidió que d (Qj) < δ
2
lo que implica que kx̂− ŷk < δ

2

y entonces
kŷ − x̂ik ≤ kŷ − x̂k+ kx̂− x̂ik < δi

por lo tanto ¯̄̄
f (ŷ)− f

³
ξ̂i

´¯̄̄
<

ε

8V (R)

de donde
|f (x̂)− f (ŷ)| < ε

4V (R)

y
Mj (f)−mj (f) < f (x̂)− f (ŷ) + ε

4V (R)
<

ε

2V (R)

de manera queX
j∈A2

(Mj (f)−mj (f))V (Qj) <
ε

2V (R)

X
j∈A2

V (Qj) <
ε

2V (R)
V (R) =

ε

2

concluyéndose así que S (f, P ) − S (f, P ) < ε, es decir, que f es Riemann integrable sobre
R.

Comenzamos la demostración de este teorema con la condición de suficiencia (suficiencia
en términos de la integrabilidad de la función) por ser más técnica que la condición de nece-
sidad, en esta parte de la prueba hay más aproximaciones y cálculos que hacer. En cambio
para probar la condición de necesidad simplemente vamos a valernos de la proposición 2.8
para demostrar que λ (Df,R) = 0, es decir, si logramos ver a Df,R como una unión numerable
de conjuntos de medida de Lebesgue cero entonces por la proposición 2.8 podremos concluir
que Df,R tiene también medida de Lebesgue cero.
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Supongamos ahora que f es Riemann integrable sobre R, y para cada m ∈ N definamos
al conjunto

Em =
n
ξ̂ ∈ R | ∀δ > 0∃x̂ ∈ Bδ

³
ξ̂
´
∩R tal que

¯̄̄
f (x̂)− f

³
ξ̂
´¯̄̄
≥ 1

m

o
Es claro que Em ⊂ Df,R y por lo tanto

S∞
m=1Em ⊂ Df,R. Por otra parte si x̂ ∈ Df,R

entonces ∃ε > 0 tal que para cada δ > 0 se puede encontrar un ŷ ∈ Bδ (x̂) ∩ R que cumpla
que |f (x̂)− f (ŷ)| ≥ ε, por lo que si tomamos m ∈ N con 1

m
< ε entonces x ∈ Em, es decir,

Df,R ⊂
S∞
m=1Em y por lo tanto Df,R =

S∞
m=1Em. De acuerdo con lo que ya se dijo, si

probamos que λ (Em) = 0 para toda m ∈ N entonces λ (Df,R) = 0.

Tomemos m ∈ N fija y sea ε > 0, por hipótesis existe P ∈ PR tal que

S (f, P )− S (f, P ) < ε

2m

Sean R1, . . . , Rk los subrectángulos generados por P y definamos

A1 = {j ∈ {1, . . . , k} | int (Rj) ∩Em 6= ∅}
y

A2 = {j ∈ {1, . . . , k} | int (Rj) ∩Em = ∅}
Nuevamente por construcción se tiene que {1, . . . , k} = A1 ∪ A2 y A1 ∩ A2 = ∅, de manera
que

S (f, P )− S (f, P ) =
X
j∈A1

(Mj (f)−mj (f))V (Rj) +
X
j∈A2

(Mj (f)−mj (f))V (Rj)

y al tratarse de sumandos no negativos se tiene queX
j∈A1

(Mj (f)−mj (f))V (Rj) <
ε

2m

Por definición para j ∈ A1 podemos encontrar un ξ̂ ∈ int (Rj) ∩ Em, que por pertenecer
al interior de Rj ∃δ > 0 tal que Bδ

³
ξ̂
´
⊂ Rj y por pertenecer a Em ∃x̂ ∈ Bδ

³
ξ̂
´
tal que¯̄̄

f (x̂)− f
³
ξ̂
´¯̄̄
≥ 1

m
. Pero ¯̄̄

f (x̂)− f
³
ξ̂
´¯̄̄
≤Mj (f)−mj (f)

porque x̂, ξ̂ ∈ Rj, entonces Mj (f)−mj (f) ≥ 1
m
y esto para cada j ∈ A1, de donde

1

m

X
j∈A1

V (Rj) ≤
X
j∈A1

(Mj (f)−mj (f))V (Rj) <
ε

2m

es decir, X
j∈A1

V (Rj) <
ε

2
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Cabe destacar que

Em =

" [
j∈A1

(Em ∩ int (Rj))
#
∪
"

k[
j=1

(Em ∩ Fr (Rj))
#

y lo que podemos decir hasta este momento es que el conjunto
S
j∈A1 (Em ∩ int (Rj)) está

contenido en una unión finita de rectángulos cuya suma de volúmenes no excede ε
2
.

Por otro lado, de la proposición 2.6 sabemos que λ (Fr (Rj)) = 0 para toda j ∈ {1, . . . , k} y
comoEm∩Fr (Rj) ⊂ Fr (Rj) entonces de la proposición 2.4 concluimos que λ (Em ∩ Fr (Rj)) =
0 ∀j ∈ {1, . . . , k} y por la proposición 2.8

λ

Ã
k[
j=1

(Em ∩ Fr (Rj))
!
= 0

De manera que existe una colección numerable de rectángulos {Qi}∞i=1 tales que
k[
j=1

(Em ∩ Fr (Rj)) ⊂
∞[
i=1

Qi

y
∞X
i=1

V (Qi) <
ε

2

Es decir, que {Rj | j ∈ A1}∪ {Qi}∞i=1 es una colección numerable de rectángulos tales que

Em ⊂
Ã[
j∈A1

Rj

!
∪
Ã ∞[
i=1

Qi

!
y X

j∈A1
V (Rj) +

∞X
i=1

V (Qi) <
ε

2
+

ε

2
= ε

Lo que prueba que λ (Em) = 0 y por lo tanto λ (Df,R) = 0.

Observación 2.4 Una inmediata consecuencia de este teorema es el hecho de que toda
función continua sobre un rectángulo es Riemann integrable ahí.

Ya que contamos con este poderoso teorema, podemos demostrar parte de la proposición
2.3, es decir, el teorema nos permite dar un argumento muy sencillo de porque si f y g
son Riemann integrables sobre un rectángulo R entonces f + g y fg también son Riemann
integrables sobre R: Para ello simplemente nótese que si x̂ /∈ Df,R ∪Dg,R entonces f y g son
continuas en x, por lo que las funciones f + g y fg son continuas en x̂, es decir, x̂ /∈ Df+g,R
y x̂ /∈ Dfg,R. Esto prueba que Df+g,R ⊂ Df,R ∪ Dg,R y Dfg,R ⊂ Df,R ∪ Dg,R.De manera
que si f y g son integrables sobre R entonces por el teorema 2.2 λ (Df,R) = 0 = λ (Dg,R)
y por la proposición 2.8 se concluye que λ (Df,R ∪Dg,R) = 0, de donde λ (Df+g,R) = 0 y
λ (Dfg,R) = 0. Es decir, f + g y fg son Riemann integrables sobre R.
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Capítulo 3

Medida de Jordan

En este capítulo se hablará un poco de la medida de Jordan y su relación con los conjuntos
de medida de Lebesgue cero así como de funciones definidas sobre conjuntos Jordan medibles
y la integrabilidad de estas funciones. No olvidemos que en este trabajo se espera que el
lector tenga ciertos conocimientos del cálculo integral en varias variables, razón por la cual
se enunciarán sin demostrar algunos resultados y en ocasiones simplemente se hará uso de
ellos.

3.1 Conjuntos Jordan medibles

Comencemos recordando que dado un conjunto D ⊂ Rn se define a la función característica
de D, XD : Rn → R como

XD (ŷ) =
½
1 ŷ ∈ D
0 ŷ /∈ D

Definición 3.1 Sea A ⊂ Rn un conjunto acotado, diremos que A es Jordan medible si y
sólo si la función característica de A, XA : Rn → R, es Riemann integrable sobre R para
algún rectángulo R ⊂ Rn tal que A ⊂ R, y se define la medida de Jordan de A como

J (A) =

Z
R

XA

Como se puede ver en la definición anterior, es importante pedir que el conjunto al que
llamamos Jordan medible sea acotado para poder hablar de la existencia de un rectángulo
R que contenga a nuestro conjunto así como de la integrablidad de la función característica;
pero por supuesto la parte fundamental de la definición es que la integrabilidad de la función
característica no dependa del rectángulo que se tome, ya que si un conjunto está acotado
entonces está contenido en una infinidad de rectángulos.
Uno puede demostrar que la medida de Jordan está bien definida a partir de la definición

de integrabilidad, nosotros lo haremos apoyándonos en el teorema 2.2. Lo que se quiere
demostrar es que si A ⊂ Rn es un conjunto acotado, R ⊂ Rn un rectángulo tal que A ⊂ R
y XA : Rn → R es Riemann integrable sobre R, entonces XA es Riemann integrable sobre
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todo rectángulo R0 ⊂ Rn que contenga al conjunto A y ademásZ
R

XA =
Z
R0
XA

Gracias al teorema 2.2, la primera parte se traduce en que si

λ (DXA,R) = 0

para algún rectángulo R ⊂ Rn tal que A ⊂ R entonces

λ (DXA,R0) = 0

para todo rectángulo R0 ⊂ Rn que contenga a A. Supongamos que λ (DXA,R) = 0 para algún
rectángulo R ⊂ Rn tal que A ⊂ R, sea R0 ⊂ Rn un rectángulo tal que A ⊂ R0 entonces
A ⊂ (R ∩R0) ⊂ R y por tanto

DXA,R∩R0 ⊂ DXA,R
Como

λ (DXA,R) = 0

entonces por la proposición 2.4 se tiene que

λ (DXA,R∩R0) = 0

Ahora bien, demostremos que

DXA,R0 ⊂ DXA,R∩R0 ∪ Fr (R0) ∪ Fr (R)

esto nos permitirá concluir que λ (DXA,R0) = 0 puesto que ya sabemos que la frontera de todo
rectángulo tiene medida de Lebesgue cero y acabamos de mostrar que λ (DXA,R∩R0) = 0.
Tomemos x̂0 ∈ DXA,R0 y supongamos que x̂0 /∈ DXA,R∩R0 y x̂0 /∈ Fr (R0); queremos que

x̂0 ∈ Fr (R).
Como x̂0 /∈ Fr (R0) y x̂0 ∈ R0 entonces ∃δ0 > 0 tal que Bδ0 (x̂0) ⊂ R0. Observemos que

para cualquier δ > 0,con δ ≤ δ0,se tiene que Bδ (x̂0) ∩ R 6= ∅, de otra manera tendríamos
que Bδ (x̂0) ∩ A = ∅ y entonces la función XA restringida a R0 se convierte en la constante
cero en el abierto Bδ (x̂0) y por tanto sería continua en x̂0 contradiciendo nuestra elección de
x̂0. De hecho, podemos asegurar que x̂0 ∈ Bδ (x̂0)∩R, pues al ser R un conjunto cerrado, si
x̂0 /∈ R entonces existe δ > 0 con δ ≤ δ0 tal que Bδ (x̂0)∩R = ∅ contrario a lo que acabamos
de probar. De manera que x̂0 ∈ R y por tanto x̂0 ∈ R ∩R0.
Como x̂0 ∈ DXA,R0, entonces existe ε0 > 0, tal que para toda δ > 0 existe x̂ ∈ Bδ (x̂0)∩R0

y |XA (x̂)−XA (x̂0)| ≥ ε0; pero como x̂0 /∈ DXA,R∩R0 y x̂0 ∈ R ∩ R0 entonces XA restringida
a R ∩ R0 es continua en x̂0, es decir, existe δ1 > 0, con δ1 ≤ δ0, tal que para toda x̂ ∈
Bδ1 (x̂0) ∩ (R ∩R0) se tiene que |XA (x̂)− XA (x̂0)| < ε0.
De modo que dado δ > 0, con δ ≤ δ1, tenemos que existe ŷ ∈ Bδ (x̂0) ∩ R0 tal que

|XA (ŷ)−XA (x̂0)| ≥ ε0 y como

Bδ (x̂0) ∩ (R ∩R0) ⊂ Bδ1 (x̂0) ∩ (R ∩R0)
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entonces ŷ /∈ R, por lo tanto Bδ (x̂0) ∩ Rc 6= ∅, y como ya habíamos dicho que ∀δ > 0 con
δ ≤ δ0, se tiene que Bδ (x̂0)∩R 6= ∅ y δ ≤ δ1 ≤ δ0 entonces hemos demostrado que para toda
δ > 0, con δ ≤ δ1, se cumple que Bδ (x̂0) ∩R 6= ∅ y Bδ (x̂0) ∩Rc 6= ∅, es decir, x̂0 ∈ Fr (R),
de modo que λ (DXA,R0) = 0 como queríamos.
Para la segunda parte simplemente notemos que R∩R0 es un rectángulo contenido tanto

en R como R0, de manera que si tomamos una partición P ∈ PR que genere subrectángulos
R1, . . . , Rm, R ∩ R0 y tomamos también una partición Q ∈ PR0 que genere subrectángulos
R01, . . . , R

0
k, R ∩R0, entonces por la proposición 2.3 se tiene queZ

R

XA =
mX
j=1

Z
Rj

XA +
Z
R∩R0

XA

y Z
R0
XA =

kX
j=1

Z
R0j

XA +
Z
R∩R0

XA

Como A ⊂ R ∩ R0, entonces XA (x̂) = 0 para toda x̂ ∈ R \ (R ∩R0) y para toda x̂ ∈
R0 \ (R ∩R0), de donde R

Rj
XA = 0 para toda j ∈ {1, . . . ,m} y R

R0j
XA = 0 para toda

j ∈ {1, . . . , k}, es decir, que Z
R

XA =
Z
R∩R0

XA =
Z
R0
XA

En el ejemplo 2.1 vimos que la función constante 1 era integrable sobre cualquier rec-
tángulo R y V (R) =

R
R
1 y como para cualquier rectángulo R, XR es la constante 1 en R

entonces por definición se tiene que todo rectángulo es Jordan medible y además

J (R) =

Z
R

XR =
Z
R

1 = V (R)

Con esto lo que estamos diciendo es que la medida de Jordan generaliza el concepto de
volumen de un rectángulo llevándolo a conjuntos acotados. Ahora, hay que recordar que
lamentablemente no todo conjunto acotado es Jordan medible.

Ejemplo 3.1 Sean R = [0, 1] × [0, 1] y A = ([0, 1]× [0, 1]) ∩ (Q×Q). Por la densidad de
los racionales y los irracionales se tiene que XA es discontinua en todo R y sabemos que un
rectángulo no tiene medida de Lebesgue cero (proposición 2.7), entonces por el teorema 2.2
XA no es integrable en R y por lo tanto A no es Jordan medible a pesar de ser un conjunto
acotado. Sin embargo cabe destacar que este conjunto tiene medida de Lebesgue cero por ser
un conjunto numerable.

Si un conjunto A ⊂ Rn es Jordan medible entonces, por definición de medida de Jordan,
para todo rectángulo R ⊂ Rn que contenga a A se tiene que

sup

½
S
−
(XA, P ) | P ∈ PR

¾
= inf

©
S̄ (XA, P ) | P ∈ PR

ª
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Sin embargo sabemos que en general estos valores no son iguales; se puede ver en el caso de
nuestro ejemplo anterior que

sup

½
S
−
(XA, P ) | P ∈ PR

¾
= 0

mientras que
inf
©
S̄ (XA, P ) | P ∈ PR

ª
= 1

En el contexto de la medida de Jordan llamaremos
−
J (A) = inf

©
S̄ (XA, P ) | P ∈ PR

ª
la medida exterior de A y

J
−
(A) = sup

½
S
−
(XA, P ) | P ∈ PR

¾
la medida interior de A. A diferencia de la medida de Jordan, la medida exterior y la medida
interior de un conjunto acotado siempre existe porque la función característica es acotada,

y queda claro que un conjunto es Jordan medible si y sólo si
−
J (A) =J

−
(A). Aunque vale la

pena recordar el concepto de medida interior, la realidad es que no nos ocuparemos de ella,
no nos hace falta para los objetivos que se tienen planteados; sin embargo la medida exterior
sí nos será de gran utilidad a lo largo de este trabajo.
Gracias a la sencillez de la función característica de un conjunto, se demuestran algunas

propiedades básicas de la medida de Jordan, y aunque la función característica parece muy
simple, posee propiedades bastante interesantes, una de éstas es que DXA,Rn = Fr (A), y si
en particular A es un conjunto acotado y R ⊂ Rn un rectángulo tal que A ⊂ int (R) entonces
DXA,R = Fr (A); la prueba de ambas relaciones es análoga y vale la pena enunciarla en una
pequeña proposición.

Proposición 3.1 Sea A ⊂ Rn acotado. Si R ⊂ Rn es un rectángulo tal que A ⊂ int (R)
entonces DXA,R = Fr (A).

Dem. El argumento para demostrar que DXA,R ⊂ Fr (A) es similar a lo mencionado unos
párrafos atrás, pues dado x̂ ∈ R si x̂ /∈ Fr (A) entonces habría δ > 0 tal que Bδ (x̂) ⊂ A
o Bδ (x̂) ⊂ Ac, pero esto implicaría la continuidad de XA en x̂ porque sería constante en el
abierto Bδ (x̂); por lo tanto si x̂ ∈ DXA,R entonces x̂ ∈ Fr (A).
Para la contención contraria, tomamos x̂ ∈ Fr (A) y consideremos el valor ε = 1

2
; como

A ⊂ int (R) entonces existe δ0 > 0 tal que Bδ0 (x̂) ⊂ R y por tanto para toda δ > 0 tal que
δ ≤ δ0, se cumple que Bδ (x̂) ⊂ R. De modo que dado δ > 0, con δ ≤ δ0, como x̂ ∈ Fr (A)
se tiene que Bδ (x̂) ∩ A 6= ∅ y Bδ (x̂) ∩ Ac 6= ∅; de manera que si x̂ ∈ A podemos tomar
ŷ ∈ Bδ (x̂) ∩Ac y entonces

|XA (x̂)−XA (ŷ)| = |1− 0| = 1 > ε

y si x /∈ A podemos tomar ŷ ∈ Bδ (x̂) ∩A y entonces
|XA (x̂)−XA (ŷ)| = |0− 1| = 1 > ε
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En ambos casos el punto ŷ ∈ Bδ (x̂) vive en R, puesto que Bδ (x̂) ⊂ R; lo que prueba que
x̂ ∈ DXA,R.

Observación 3.1 Como consecuencia de esta propiedad y el teorema 2.2 se tiene que un
conjunto acotado es Jordan medible si y sólo si su frontera tiene medida de Lebesgue cero.

En esta observación, toma mucho valor (en la parte de la suficiencia) el hecho de que la
definición de conjunto Jordan medible no dependa del rectángulo que se tome para integrar
a la función característica del conjunto; ya que a la cerradura de todo conjunto acotado lo
podemos meter en el interior de un rectángulo.
La observación anterior muestra algo muy interesante; sabemos que un conjunto acotado

es Jordan medible si y sólo si su frontera tiene medida de Jordan cero (demostraremos este
criterio un poco más adelante), de manera que gracias a lo dicho en la observación, cuando
trabajamos con la frontera de un conjunto acotado, es equivalente que ésta tenga medida
de Lebesgue cero a que tenga medida de Jordan cero; y es interesante porque no todo
conjunto con medida de Lebesgue cero es Jordan medible, como nos lo demuestra el ejemplo
3.1. Ahora bien, daremos una condición suficiente bajo la cual un conjunto de medida de
Lebesgue cero es Jordan medible, condición que por supuesto satisface la frontera de todo
conjunto acotado; y para ello a continuación veremos un resultado que deja ver lo cercanos
que son los conceptos de medida de Jordan cero con medida de Lebesgue cero.

Lema 3.1 Sea A ⊂ Rn un conjunto acotado, A tiene medida de Jordan cero si y sólo si para
toda ε > 0 hay una cantidad finita de rectángulos R1, . . . , Rk tales que

A ⊂
k[
j=1

Rj

y
kX
j=1

V (Rj) < ε

Dem. Si J (A) = 0 entonces dado ε > 0 existe una partición P ∈ PR, donde R ⊂ Rn
es un rectángulo que contiene a A, tal que S̄ (XA, P ) < ε. Sean R1, . . . , Rm los rectángulos
inducidos por P y nótese que

S̄ (XA, P ) =
mX
j=1

Mj (XA)V (Rj) =
X

Rj∩A6=∅
V (Rj)

(con frecuencia estaremos utilizando esta identidad). En efecto, para toda x̂ ∈ Rj∩A se tiene
que XA (x̂) = 1 y para toda x̂ ∈ Rj \A ocurre que XA (x̂) = 0, de modo que Mj (XA) = 1 si
Rj ∩ A 6= ∅ y Mj (XA) = 0 si Rj ∩ A = ∅, por lo tanto si {j ∈ {1, . . . ,m} | Rj ∩A 6= ∅} =
{k1, . . . , ks} entonces

A ⊂
s[
j=1

Rkj
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y
sX
j=1

V
¡
Rkj
¢
= S̄ (XA, P ) < ε

Recíprocamente si R ⊂ Rn es un rectángulo tal que A ⊂ int (R) y ε > 0, entonces por
hipótesis hay una cantidad finita de rectángulos R1, . . . , Rk tales que

A ⊂
k[
j=1

Rj

y
kX
j=1

V (Rj) <
ε

2

Como R ∩ Rj es un rectángulo tal que V (R ∩Rj) ≤ V (Rj) y A ⊂
Sk
j=1R ∩ Rj, entonces

podemos suponer sin pérdida de generalidad que Rj ⊂ R para toda j ∈ {1, . . . , k}. Por una
cuestión totalmente técnica nos gustaría que A ⊂ Sk

j=1 int (Rj), pero en realidad esto es algo
que por el momento no podemos asegurar. Afortunadamente por el lema 2.1 esto no va a ser
un problema, de manera más precisa, por el lema 2.1 sabemos que para cada j ∈ {1, . . . , k}
existe un rectángulo R0j ⊂ Rn tal que Rj ⊂ int

¡
R0j
¢
y

V
¡
R0j
¢− V (Rj) < ε

2k

de donde A ⊂ Sk
j=1 int

¡
R0j
¢
y

kX
j=1

V
¡
R0j
¢
<

kX
j=1

h
V (Rj) +

ε

2k

i
< ε

Como A ⊂ int (R) entonces

A ⊂
k[
j=1

£
int (R) ∩ int ¡R0j¢¤ = k[

j=1

int
¡
R ∩R0j

¢
Con lo que nuevamente sin pérdida de generalidad podemos suponer que R0j ⊂ R para toda
j ∈ {1, . . . , k}. Sea P ∈ PR una partición que contenga todos los vértices de cada R0j, esto
es posible porque R0j ⊂ R ∀j ∈ {1, . . . , k}; cabe recordar nuevamente que de la discusión
hecha tras la definición 2.7 si Q es un subrectángulo generado por P entonces Q ⊂ R0j para
alguna j ∈ {1, . . . , k} o int (Q)∩ int ¡R0j¢ = ∅ para toda j ∈ {1, . . . , k}. Ahora bien, nos era
importante asegurar que A ⊂ Sk

j=1 int
¡
R0j
¢
porque de esta manera si Q es un subrectángulo

generado por P tal que Q∩A 6= ∅ entonces Q ⊂ R0j para alguna j ∈ {1, . . . , k}. Por lo tanto
si Q1, . . . , Qm son los rectángulos inducidos por P entonces

S̄ (XA, P ) =
X

Qj∩A6=∅
V (Rj) ≤

kX
j=1

V
¡
R0j
¢
< ε
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de donde
−
J (A) = 0 y como 0 ≤J

−
(A) ≤−J (A) concluímos que J

−
(A) =

−
J (A) y por lo tanto

A es Jordan medible y tiene medida de Jordan cero.

Aunque este resultado ya nos era familiar, valía la pena demostrarlo por el razonamiento
empleado en la parte de la necesidad. A modo de preparación para el teorema del cambio de
variable, sería bueno tener presente este truco de poder “inflar” rectángulos de manera que
sus volúmenes no se nos escapen de las manos y que nos permita asegurar que determinado
conjunto se queda contenido en el interior de estos rectángulos inflados, con la única intención
de que al tomar un refinamiento de una partición generada a partir de dichos rectángulos,
los nuevos rectángulos que cubran a nuestro conjunto no generen más volumen del que ya
se tenía.

Observación 3.2 Gracias a esta caracterización de los conjuntos de medida de Jordan cero
podemos concluir que la unión finita de conjuntos de medida de Jordan cero también es
de medida de Jordan cero, así como también podemos concluir que todo subconjunto de un
conjunto de medida de Jordan cero tiene medida de Jordan cero.

Retomando la discusión previa al lema 3.1, de éste mismo y de la observación 2.3 se
concluye que todo conjunto de medida de Jordan cero tiene medida de Lebesgue cero. Es
claro que, si un conjunto se puede cubrir con un número finito de rectángulos cuya suma
de volúmenes es pequeña, entonces este mismo conjunto se puede cubrir por una cantidad
numerable de rectángulos cuya suma de volúmenes también es pequeña. Sin embargo, lo
recíproco no es necesariamente cierto. En este sentido, es más restrictivo pedir que un
conjunto tenga medida de Jordan cero que pedir que tenga medida de Lebesgue cero. Para
concluir esta discusión regresemos al ejemplo 3.1, en él se demuestra que no todo conjunto de
medida de Lebesgue cero es Jordan medible y ahora con el lema 3.1 podemos agregar que éste
es un ejemplo de un conjunto acotado de medida de Lebesgue cero que no puede ser cubierto
por una cantidad finita de rectángulos cuya suma de volúmenes sea tan pequeña como
queramos. Sin embargo el lema 3.1 también deja ver claramente cuáles son las condiciones
suficientes para que un conjunto con medida de Lebesgue cero sea Jordan medible y que
además tenga medida de Jordan cero.

Proposición 3.2 Sea A ⊂ Rn un conjunto compacto. Si A tiene medida de Lebesgue cero
entonces A tiene medida de Jordan cero.

Dem. Por supuesto que la idea es aplicar el lema anterior para concluir que A tiene
medida de Jordan cero. Sea ε > 0, por la proposición 2.9 existe una colección numerable
de rectángulos abiertos {Rj}∞j=1 tales que A ⊂

S∞
j=1Rj y

P∞
j=1 V (Rj) < ε, pero entonces

la colección de rectángulos es una cubierta abierta para A y éste es compacto. Por lo tanto
existen Rk1, . . . , Rkm en {Rj}∞j=1 tales que A ⊂

Sm
j=1Rkj ⊂

Sm
j=1Rkj y como

mX
j=1

V
¡
Rkj
¢
=

mX
j=1

V
¡
Rkj
¢ ≤ ∞X

j=1

V (Rj) < ε

Entonces por el lema anterior A tiene medida de Jordan cero.
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Con base en los resultados anteriores, ahora estamos en condiciones de enunciar el si-
guiente teorema, el cual nos da condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto sea
Jordan medible.

Teorema 3.1 Sea A ⊂ Rn un conjunto acotado. A es Jordan medible si y sólo si Fr (A) es
Jordan medible y J (Fr (A)) = 0.

Dem. Supongamos que A es Jordan medible, por la observación 3.1 sabemos que Fr (A)
tiene medida de Lebesgue cero, y como la frontera de todo conjunto acotado es compacta
entonces por la proposición 3.2 Fr (A) es Jordan medible y J (Fr (A)) = 0.
De manera recíproca si J (Fr (A)) = 0, entonces λ (Fr (A)) = 0. Ahora bien, si R ⊂ Rn

es un rectángulo tal que A ⊂ int (R), entonces por la proposición 3.1, sabemos que DXA,R =
Fr (A), de manera que λ (DXA,R) = 0 y esto implica, por el teorema 2.2, que A es Jordan
medible.

Como ya se dijo, el lema 3.1 deja ver lo parecido que son los conjuntos de medida de
Jordan cero con los conjuntos de medida de Lebesgue cero, concretamente sabemos que todo
conjunto de medida de Jordan cero es de medida de Lebesgue cero, partiendo de esto y de
la caracterización dada en el lema 3.1 uno podría preguntarse si se pueden caracterizar a las
funciones Riemann integrables con los conjuntos de medida de Jordan cero tal y como lo
hicimos en el teorema 2.2, y la respuesta es no. Si bien es cierto que toda función definida en
un rectángulo, cuyo conjunto de discontinuidades forme un conjunto de medida de Jordan
cero, es Riemann integrable sobre este rectángulo, el recíproco no es cierto. Para ver que
esto es así, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2 Sean R = [0, 1]× [0, 1] y
A = {(x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1) | x ∈ Q ó y ∈ Q}∪(Fr (R) ∩Q×Q)\{(0, 0) , (0, 1) , (1, 0) , (1, 1)}
Sea f : R ⊂ R2 → R definida como

f (x, y) =

½
1
n
+ 1

q
x = m

n
, y = p

q

0 en otro caso

en donde m < n, con n y m primos relativos, y lo mismo para p y q. Veremos que Df,R = A,
y que A no es Jordan medible pero tiene medida de Lebesgue cero, con lo que concluiremos
que f es Riemann integrable a pesar de que su conjunto de discontinuidades no es Jordan
medible.

Primero notemos que

R \A = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] | x ∈ (R \Q)∪ {0, 1} y y ∈ (R \Q)∪ {0, 1}}
Como este conjunto es denso en R y A también lo es, se tiene que XA es discontinua en todo
R y por lo tanto A no es Jordan medible.
Ahora veamos que A tiene medida de Lebesgue cero; para esto, aprovechemos que (0, 1)∩

Q es un conjunto numerable, es decir, (0, 1)∩Q = {qn | n ∈ N}. Para cada n ∈ N definamos a
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los conjuntos An = {(qn, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] | y ∈ R} y Bn = {(x, qn) ∈ [0, 1]× [0, 1] | x ∈ R},
claramente

A =
∞[
n=1

An ∪
∞[
n=1

Bn

de manera que si probamos que cada An y cada Bn tiene medida de Lebesgue cero entonces
A tendrá medida de Lebesgue cero.
Dado ε > 0, definamos al rectángulo Rn =

£
qn − ε

4
, qn +

ε
4

¤ × [0, 1], Rn contiene a An y
V (Rn) =

ε
2
< ε, lo que prueba que λ (An) = 0; de manera análoga se tiene que λ (Bn) = 0,

por lo tanto λ (A) = 0.
Nos resta probar que Df,R = A. Sea (x0, y0) ∈ A y supongamos, para empezar, que

x0 =
m
n
y y0 =

p
q
con n y m primos relativos así como p y q, sea ε = 1

2
f (x0, y0), dado δ > 0

existe x ∈ [0, 1] ∩ (R \Q)tal que si |x− x0| < δ, entonces (x, y0) ∈ R es tal que

k(x, y0)− (x0, y0)k = |x− x0| < δ

Pero
|f (x, y0)− f (x0, y0)| = f (x0, y0) > ε

es decir, f no es continua en (x0, y0).
Supongamos ahora, sin pérdida de generalidad, que x0 ∈ (R \Q)∪ {0, 1} y y0 ∈ Q\{0, 1},

con y0 =
p
q
. Sea {an}∞n=1 ⊂ [0, 1] ∩ Q una sucesión que converja a x0, y consideremos

a la sucesión {(an, y0)}∞n=1 ⊂ R ∩ (Q×Q), esta sucesión converge a (x0, y0). Si f fuera
continua en (x0, y0) entonces la sucesión de imágenes, {f (an, y0)}∞n=1, debería converger al
valor f (x0, y0) = 0, sin embargo f (an, y0) ≥ 1

q
para toda n ∈ N y por tanto no puede

converger a cero, de modo que f no es continua en (x0, y0); con lo que concluimos que A ⊂
Df,R.
Para la contención contraria tomemos (x0, y0) ∈ R \ A y veamos que f es continua en

este punto. Sea ε > 0 y supongamos que ε < 1, sea n ∈ N tal que
1

n
<

ε

2
≤ 1

n− 1
n existe porque ε

2
< 1

2
. Para toda m < n,

ε

2
≤ 1

n− 1 ≤
1

m

mientras que para toda m > n
1

m
<
1

n
<

ε

2

de manera que sólo hay un cantidad finita de números de la forma p
q
, con p < q primos

relativos tales que ε
2
≤ 1

q
, entonces

δ1 = min

½¯̄̄̄
p

q
− x0

¯̄̄̄
| 1
q
≥ ε

2
,
p

q
6= 1, (p, q) = 1

¾
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y

δ2 = min

½¯̄̄̄
p

q
− y0

¯̄̄̄
| 1
q
≥ ε

2
,
p

q
6= 1, (p, q) = 1

¾
son dos valores bien definidos, donde (p, q) = 1 representa que p y q son primos relativos.
Además δi > 0, i = 1, 2, porque x0, y0 ∈ R\Q∪{0, 1} y los números pq son racionales distintos
de cero y uno. Sean δ = min {δ1, δ2} y (x, y) ∈ R ∩ Bδ (x0, y0), si x ∈ (R \Q) ∪ {0, 1} ó
y ∈ (R \Q) ∪ {0, 1} entonces

|f (x, y)− f (x0, y0)| = 0 < ε

mientras que si (x, y) =
³
r
m
, p
q

´
entonces¯̄̄ r

m
− x0

¯̄̄
< δ ≤ δ1

y ¯̄̄̄
p

q
− y0

¯̄̄̄
< δ ≤ δ2

entonces 1
m
< ε

2
y 1
q
< ε

2
, de donde

|f (x, y)− f (x0, y0)| = 1

m
+
1

q
< ε

es decir, f es continua en (x0, y0); lo que implica que Df,R ⊂ A, es decir, Df,R = A.
Este ejemplo demuestra que existen funciones Riemann integrables cuyo conjunto de

discontinuidades no es Jordan medible, sin embargo, si sabemos que el conjunto de dis-
continuidades de una función es Jordan medible, entonces podemos formular el siguiente
teorema.

Teorema 3.2 Sea f : R ⊂ Rn → R acotada tal que Df,R es Jordan medible. f es integrable
sobre R si y sólo si J (Df,R) = 0.

Dem. Primero supongamos que f es integrable sobre R. Bajo esta hipótesis, Df,R debe
tener interior vacío. De lo contrario existe R0 ⊂ Rn rectángulo no degenerado tal que
R0 ⊂ Df,R; como f es integrable sobre R entonces Df,R tiene medida de Lebesgue cero
y por lo tanto también R0 tiene medida de Lebesgue cero, pero esto contradice el hecho
de que todo rectángulo no degenerado no tiene medida de Lebesgue cero. De manera que
int (Df,R) = ∅, esto implica que Df,R ⊂ Fr (Df,R) y como Df,R es Jordan medible entonces
J (Fr (Df,R)) = 0 y por lo tanto J (Df,R) = 0.
La implicación contraria es inmediata del teorema 2.2.

Ya que nos hemos familiarizado un poco más con la medida de Jordan y tenemos bue-
nos criterios para saber cuándo un conjunto es Jordan medible, nos resta enunciar algunas
propiedades básicas que tienen dichos conjuntos. Como se dijo al principio de este capítulo
estamos asumiendo que ya se conoce a la medida de Jordan y sus propiedades básicas, de
manera que sólo enunciaremos dichas propiedades, siendo la más natural que la unión e
intersección finita de conjuntos Jordan medibles son Jordan medibles, y cuya prueba, por
cierto, se reduce a un simple hecho de topología de Rn.
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Teorema 3.3 Sean A,B ⊂ Rn acotados y Jordan medibles entonces A ∪ B y A ∩ B son
Jordan medibles y

J (A ∪B) = J (A) + J (B)− J (A ∩B)
Corolario 3.1 Sean A,B ⊂ Rn acotados y Jordan medibles, si int (A)∩int (B) = ∅ entonces
J (A ∪B) = J (A) + J (B)
Corolario 3.2 Sean A,B ⊂ Rn acotados y Jordan medibles, entonces A \ B es Jordan
medible y J (A \B) = J (A)− J (A ∩B).
La lista de propiedades podría seguir y seguir, pero vamos a enunciar las que nos son

indispensables para nuestra labor, y a las que estaremos recurriendo frecuentemente.

Proposición 3.3 Sean A,B ⊂ Rn acotados y Jordan medibles,

i) Si B ⊂ A entonces J (A \B) = J (A)− J (B).

ii) Si B ⊂ A entonces J (B) ≤ J (A).

iii) A e int (A) son Jordan medibles y J (A) = J
¡
A
¢
= J (int (A)).

La prueba de esto es una consecuencia fácil del teorema 3.3 y los corolarios 3.1 y 3.2.
Vale la pena mencionar también que la medida exterior de un conjunto satisface una

condición análoga al inciso ii) de esta proposición, partiendo del hecho de que si B ⊂ A
entonces XB ≤ XA.
Hay otra propiedad más, a la que sí le daremos prueba, que nos dice que todo conjunto

Jordan medible puede aproximarse tanto como se quiera por un conjunto compacto Jordan
medible. Esta propiedad va encaminada hacia el teorema de cambio de variable.

Teorema 3.4 Sea A ⊂ Rn un conjunto Jordan medible; entonces para toda ε > 0 existe
K ⊂ A compacto Jordan medible, tal que J (A)− J (K) < ε.

Dem. Sea R ⊂ Rn rectángulo tal que A ⊂ R. Dado ε > 0, por hipótesis existe P ∈ PR tal
que

J (A)− S
−
(XA, P ) < ε

Pero
S
−
(XA, P ) =

X
Rj⊂A

V (Rj)

donde los rectángulos Rj son generados por la partición P ; definimos entonces

K =
[
Rj⊂A

Rj

K es compacto por ser unión finita de rectángulos, y por la misma razón es Jordan medible.
Además como los rectángulos Rj forman una partición de R entonces int (Rj)∩ int (Ri) = ∅
para i 6= j, de modo que

J (K) =
X
Rj⊂A

V (Rj) =S−
(XA, P )
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y por lo tanto K es un compacto tal que K ⊂ A y J (A)− J (K) < ε.

Observación 3.3 El teorema anterior lo podemos refinar un poco más, es decir, si tenemos
un conjunto Jordan medible A y ε > 0, entonces podemos conseguir un conjunto compacto
K ⊂ int (A) y Jordan medible tal que J (A)−J (K) < ε, ya que por la proposición 3.3 int (A)
es Jordan medible y J (A) = J (int (A)), entonces aplicando el teorema 3.4 al int (A), existe
K ⊂ int (A) compacto Jordan medible, tal que J (A)− J (K) = J (int (A))− J (K) < ε.

3.2 Integración sobre conjuntos Jordan medibles

Para finalizar este capítulo, hablaremos de integrales sobre conjuntos Jordan medibles; el
lector recordará que podemos extender la integral sobre rectángulos a conjuntos más com-
plicados, es decir, si A ⊂ Rn es un conjunto acotado y f : A ⊂ Rn → R es acotada entonces
podemos preguntarnos ¿qué significa que f sea integrable sobre A? La clave estaba en poder
extender f a todo Rn de forma que resultara integrable en R ⊂ Rn rectángulo que contuviera
a A, y la manera más natural de hacerlo era mandando a cero a todo punto que no estuviese
en A, es decir, se definía a la función característica de f en A, fA : Rn → R como

fA (x̂) =

½
f (x̂) x̂ ∈ A
0 x̂ /∈ A

Si esta función resultaba integrable en R decíamos que f era integrable sobre A y queR
A
f =

R
R
fA. Así como se demuestra que la medida de Jordan no depende del rectángulo

que se tome, también se prueba que cuando hablamos de la integral de f sobre un conjunto
acotado arbitrario no importa el rectángulo que se tome.
El problema ahora es ¿cómo saber cuando fA es integrable? Definitivamente fA no

siempre resultará integrable (ejemplo 3.1 y tomando a f como la constante 1). Notemos
que, como fA (x̂) = 0 para toda x̂ ∈ ¡A¢c y este es un conjunto abierto entonces fA es
continua en este conjunto, de manera que si fA es discontinua en algún punto x̂ ∈ Rn
entonces x̂ ∈ Df,A o x̂ ∈ Fr (A), es decir, DfA,Rn ⊂ (Df,A ∪ Fr (A)) y por lo tanto para
todo rectángulo R ⊂ Rn que contenga a A, DfA,R ⊂ (Df,A ∪ Fr (A)); esto ya deja ver que
es lo que necesitamos, porque sabemos que si DfA,R tiene medida de Lebesgue cero entonces
fA es Riemann integrable sobre R, por lo que si podemos asegurar que Df,A ∪ Fr (A) es un
conjunto de medida de Lebesgue cero entonces fA será Riemann integrable sobre R. Ahora
bien, en el caso de los conjuntos Jordan medibles sabemos que su frontera tiene medida de
Jordan cero y por tanto medida de Lebesgue cero, de manera que si A es Jordan medible y
f : A ⊂ Rn → R una función acotada cuyo conjunto de discontinuidades tiene medida de
Lebesgue cero entonces f será integrable sobre A, formulemos todo esto con un poco más de
rigor.

Definición 3.2 Si A ⊂ Rn es un conjunto acotado y f : A ⊂ Rn → R es acotada en
A decimos que f es integrable sobre A si y sólo si la función característica de f en A,
fA : Rn → R dada por

fA (x̂) =

½
f (x̂) x̂ ∈ A
0 x̂ /∈ A
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es integrable sobre R ⊂ Rn rectángulo que contiene A y definimos la integral de f sobre A
como Z

A

f =

Z
R

fA

Teorema 3.5 Si A ⊂ Rn es un conjunto Jordan medible y f : A ⊂ Rn → R es acotada en
A entonces f es integrable sobre A si y sólo si λ (Df,A) = 0.

Como ya se dijo, la prueba de este teorema se sigue totalmente del teorema 2.2
Pasemos a ver algunas propiedades de funciones integrables sobre conjuntos Jordan me-

dibles; como se ha hecho a lo largo de este trabajo, sólo enunciaremos las que nos son
indispensables para nuestra labor.

Teorema 3.6 Si f, g : A ⊂ Rn → R son integrables en el conjunto Jordan medible A, en-
tonces
i) f + g : A ⊂ Rn → R es integrable sobre A y

R
A
(f + g) =

R
A
f +

R
A
g

ii) Para cualquier c ∈ R, cf : A ⊂ Rn → R es integrable sobre D y
R
A
cf = c

R
A
f

iii) fg : A ⊂ Rn → R es integrable sobre A.

Teorema 3.7 Si f : A ⊂ Rn → R es integrable en el Jordan medible A ⊂ Rn y f (x̂) ≥ 0
para toda x̂ ∈ A entonces R

A
f ≥ 0; más aún, si existe x̂0 ∈ int (A) tal que f es continua en

este punto y f (x̂0) > 0 entonces
R
A
f > 0.

Corolario 3.3 Si f, g : A ⊂ Rn → R son integrables en el Jordan medible A ⊂ Rn y para
toda x̂ ∈ A f (x̂) ≤ g (x̂), entonces R

A
f ≤ R

A
g.

Corolario 3.4 Si f : A ⊂ Rn → R es integrable en el Jordan medible A ⊂ Rn, entonces
|f | : A ⊂ Rn → R es integrable sobre A y

¯̄R
A
f
¯̄ ≤ R

A
|f |.

Otra propiedad, bastante natural, es que si una función definida sobre un conjunto Jordan
medible y con medida de Jordan cero es acotada entonces la función es automáticamente
integrable sobre este conjunto y además la integral es cero.

Proposición 3.4 Sea A ⊂ Rn Jordan medible con J (A) = 0. Si f : A ⊂ Rn → R es
acotada en A entonces f es integrable sobre A y

R
A
f = 0.

Dem. Como Df,A ⊂ A y J (A) = 0 entonces J (Df,A) = 0 y por lo tanto f es integrable
sobre A. Ahora bien, si M > 0 es tal que |f (x̂)| ≤ M para toda x̂ ∈ A, entonces −M ≤
f (x̂) ≤M para toda x̂ ∈ A y por el corolario 3.3 tenemos queZ

A

−M ≤
Z
A

f ≤
Z
A

M

es decir,

−M · J (A) ≤
Z
A

f ≤M · J (A)
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pero J (A) = 0, por lo tanto
R
A
f = 0.

El siguiente teorema, que sí demostraremos, es conocido como el teorema del valor inter-
medio para integrales. El lector sin duda recordará el resultado análogo para el cálculo de
una variable, cuya prueba tenía como base el teorema del valor intermedio para funciones
continuas. La prueba del teorema del valor intermedio para integrales, ahora para funciones
de varias variables, también tiene como base el teorema del valor intermedio para funciones
continuas, así como los teoremas 3.6 y 3.7 y el corolario 3.3.

Teorema 3.8 (Valor intermedio para integrales) Si f, g : A ⊂ Rn → R son continuas y
acotadas en el conjunto Jordan medible A, g (x̂) ≥ 0 para toda x̂ ∈ A y A es conexo,
entonces existe ŷ ∈ A tal que Z

A

fg = f (ŷ)

Z
A

g

Dem. Por el teorema 3.6 fg es integrable sobre A. Si g (x̂) = 0 para toda x̂ ∈ int (A),
entonces el resultado es trivialmente cierto, de manera que podemos suponer que existe
x̂0 ∈ int (A) tal que g (x̂0) > 0 y entonces por el teorema 3.7

R
A
g > 0.

Sean
m = inf {f (x̂) | x̂ ∈ A}

y
M = sup {f (x̂) | x̂ ∈ A}

Como g es una función no negativa entoncesmg (x̂) ≤ f (x̂) g (x̂) ≤Mg (x̂) para toda x̂ ∈ A.
Por el corolario 3.3 y el teorema 3.6 se tiene que

m

Z
A

g ≤
Z
A

fg ≤M
Z
A

g

y como
R
A
g > 0

m ≤
R
A
fgR
A
g
≤M

La idea ahora es aplicar el teorema del valor intermedio, mismo que es válido porque A es
conexo y f continua en A, y entonces asegurar que existe ŷ ∈ A tal que

f (ŷ) =

R
A
fgR
A
g

es decir, Z
A

fg = f (ŷ)

Z
A

g

pero esto hay que hacerlo con cuidado, porque de momento sólo hemos dicho que

m ≤
R
A
fgR
A
g
≤M
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dejando abierta la posibilidad de que

m =

R
A
fgR
A
g

o R
D
fgR

D
g
=M

y si f no alcanza a su ínfimo o a su supremo entonces no podemos asegurar la existencia del
punto ŷ ∈ A. Sin embargo lo que en realidad sucede, es que si f no alcanza a su ínfimo o a
su supremo entonces el cociente de integrales no puede ser ni m ni M , es decir, si f (x̂) > m
para toda x̂ ∈ A o f (x̂) < M para toda x̂ ∈ A, entonces en particular tendríamos que

f (x̂0) g (x̂0)−mg (x̂0) > 0

o
Mg (x̂0)− f (x̂0) g (x̂0) > 0

según sea el caso, lo que por el teorema 3.7 implica que m
R
A
g <

R
A
fg o

R
A
fg < M

R
A
g, y

por tanto,

m <

R
A
fgR
A
g

o R
A
fgR
A
g
< M

y entonces podemos aplicar con toda libertad el teorema del valor intermedio.

Si tomamos a la función g como la constante 1 en el teorema anterior, podemos concluir
que

R
A
f = f (ŷ)J (A) para algún ŷ ∈ A.

Por último, demostraremos un resultado análogo al inciso iv) de la proposición 2.3, pero
ahora por supuesto para funciones definidas sobre conjuntos Jordan medibles.

Teorema 3.9 Sean A,A1, A2 ⊂ Rn conjuntos Jordan medibles tales que A = A1 ∪ A2 y
J (A1 ∩A2) = 0. f : A ⊂ Rn → R es integrable sobre A si y sólo si es integrable sobre A1 y
A2, además Z

A

f =

Z
A1

f +

Z
A2

f

Dem. Supongamos primero que f es integrable sobre A. Por el teorema 3.5 se tiene que
λ (Df,A) = 0 y por lo tanto λ (Df,A1) = 0 y λ (Df,A2) = 0, ya que Df,A1 ∪Df,A2 ⊂ Df,A1∪A2 =
Df,A. De modo que f es integrable tanto en A1 como en A2.
Supongamos ahora que f es integrable en A1 y A2. Como J (A1 ∩A2) = 0 entonces

por la proposición 3.4 f también es integrable en A1 ∩ A2. Sea R ⊂ Rn rectángulo tal
que A ⊂ R y sean fA, fA1 , fA2 , fA1∩A2 : Rn → R las funciones características de f en
los conjuntos A, A1,A2 y A1 ∩ A2 respectivamente como en la definición 3.2. Nótese que
fA (x̂) = fA1 (x̂) + fA2 (x̂)− fA1∩A2 (x̂); de acuerdo con la proposición 2.3 como las funciones
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fA1, fA2 y fA1∩A2 son integrables sobre R podemos concluir que fA es integrable sobre R, es
decir, f es integrable sobre A.
Para la igualdad de integrales consideremos una vez más a un rectángulo R ⊂ Rn tal que

A ⊂ R y a las funciones características fA, fA1, fA2, fA1∩A2 : Rn → R de f en los conjuntos
A, A1,A2 y A1 ∩ A2. De la identidad fA (x̂) = fA1 (x̂) + fA2 (x̂) − fA1∩A2 (x̂) y el hecho de
que cada función es integrable sobre R, obtenemos queZ

R

fA =

Z
R

fA1 +

Z
R

fA2 −
Z
R

fA1∩A2

es decir, Z
A

f =

Z
A1

f +

Z
A2

f −
Z
A1∩A2

f

pero por la proposición 3.4 sabemos que
R
A1∩A2 f = 0, por lo tanto,

R
A
f =

R
A1
f +

R
A2
f

Corolario 3.5 Si A,A1 ⊂ Rn son Jordan medibles tales que A1 ⊂ A y f : A → R es
integrable sobre A entonces f es integrable sobre A \A1 y ademásZ

A\A1
f =

Z
A

f −
Z
A1

f

Dem. Como A1 es Jordan medible entonces A \ A1 es Jordan medible. Al ser A =
A1∪(A \A1) y J (A1 ∩ (A \A1)) = J (∅) = 0, del teorema 3.9 se concluye que f es integrable
en A \A1 y A1 y además

R
A
f =

R
A1
f +

R
A\A1 f , es decir,Z

A\A1
f =

Z
A

f −
Z
A1

f
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Capítulo 4

Teorema de cambio de variable

En este último capítulo, daremos una demostración del teorema de cambio de variable en
varias variables, teorema que nos es absolutamente familiar. Su prueba es bastante larga y
nos llevará algo de tiempo desarrollar las herramientas necesarias para realizar dicha prueba.
Para comenzar, veamos lo que dice el teorema de cambio de variable:
Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y D ⊂ Rn Jordan medible tal que D∪Fr (D) ⊂ Ω. Sea

g : Ω→ Rn de clase C1 en Ω, inyectiva en int (D) y tal que Jg (x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ int (D).
Si f : g (D)→ R es acotada y continua entoncesZ

g(D)

f =

Z
D

(f ◦ g) |Jg|

Analícemos muy a grandes rasgos por qué se da esta identidad y tratemos de ver algunas
complicaciones que se nos presentarán al momento de demostrar el teorema.
Comencemos suponiendo que queremos integrar una función f sobre un conjunto Jordan

medible A ⊂ Rn y que sabemos que este conjunto A se puede ver como la imagen bajo una
cierta función g de otro conjunto Jordan medible D ⊂ Rn, es decir, g (D) = A.
Sea R ⊂ Rn un rectángulo que contiene a D y Q una partición de R; para cada subrec-

tángulo Ri inducido por Q que intersecte a D elijamos un η̂i ∈ Ri ∩D.
Lo primero que nos gustaría conseguir es que sumas de la formaX

Ri∩D 6=∅
f (g (η̂i))J (g (Ri))

se aproximen a
R
A
f y que esta aproximación sea mejor en la medida de que Q sea una

partición más fina de R. Aquí surgen de inmediato dos detalles. El primero es poder
asegurar que los conjuntos g (Ri) son Jordan medibles. El segundo es que no sumemos de
más, es decir, quitar la posibilidad de que para dos subrectángulos distintos Ri y Rj ocurra
que

int (g (Ri) ∩ g (Rj)) 6= ∅
El primer detalle requiere un poco de trabajo, la suposición de que la función g es de clase
C1 es fundamental; el segundo detalle es más sencillo de cubrir, basta pedir inyectividad de
la función g.
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También sería muy bueno encontrar una forma de expresar la medida de Jordan de
g (Ri) en términos del volumen de Ri y de la función g. En este punto, las transformaciones
lineales serán muy útiles. Demostraremos que, si R ⊂ Rn es un rectángulo y T : Rn → Rn
una transformación lineal, entonces

J (T (R)) = |detL|V (R)
en donde L es la representación de T respecto a la base canónica.
Con esto en mente y considerando que trabajamos con particiones muy finas (y por

tanto con rectángulos muy pequeños), si g es una función tal que en cada punto x̂ de su
dominio existe su mejor aproximación lineal, es decir, su derivada, y Ri es un rectángulo
“muy pequeño”, parece razonable esperar que

J (g (Ri)) ≈ J (Dg (η̂i) (Ri)) = |Jg (η̂i)|V (Ri)
en donde η̂i es algún elemento de Ri ∩D. Con esta aproximación obtenemos queZ

A

f ≈
X

Ri∩D 6=∅
f (g (η̂i))J (g (Ri)) ≈

X
Ri∩D 6=∅

f (g (η̂i)) |Jg (η̂i)|V (Ri)

Si se observa con cuidado, la segunda suma es una suma de Riemann asociada a la función
(f ◦ g) |Jg| y correspondiente a la partición Q de R. En este sentido, si dicha partición es
muy fina, deberá ser cierto queX

Ri∩D 6=∅
f (g (η̂i)) |Jg (η̂i)|V (Ri) ≈

Z
D

(f ◦ g) |Jg|

concluyendo así que Z
A

f ≈
Z
D

(f ◦ g) |Jg|
y conforme tengamos particiones más finas, podremos asegurar que esta aproximación es en
realidad una igualdad.
Con este pequeño esbozo de lo que será la prueba del teorema de cambio de variable,

podemos decir que el camino a seguir para demostrar este teorema consiste de tres partes.
Primero daremos una condición suficiente para que la imagen bajo una función de un con-
junto Jordan medible continúe siendo Jordan medible; para esto será necesario introducir el
concepto de uniformidad de Lipschitz, concepto posiblemente nuevo para el lector; también
hará falta hablar un poco de cubos, que no son otra cosa más que una clase especial de
rectángulos (trabajar con cubos nos facilitará las cosas en más de una ocasión). El segundo
paso será demostrar un caso particular del teorema de cambio de variable, concretamente,
demostraremos la fórmula propuesta unos renglones arriba

J (T (R)) = |detL|V (R)
en donde T es una transformación lineal y L su representación matricial (respecto a la
base canónica); pero no nos limitaremos a los rectángulos, sino que hallaremos una manera
de calcular la medida de Jordan de la imagen de un conjunto Jordan medible bajo una
transformación lineal. Finalmente la tercera parte será demostrar el caso general del teorema
de cambio de variable.
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4.1 Preliminares

En esta breve sección desarrollaremos algunas herramientas necesarias para nuestra labor,
en la primera parte veremos algunos resultados que involucran exclusivamente a nuestros
conocimentos del cálculo diferencial. De manera un poco más precisa, recurriremos constan-
temente al teorema del valor medio para funciones de R en R. Veremos un par de lemas,
fundamentales para cuando entremos de lleno en la demostración del teorema de cambio de
variable, y finalizaremos esta sección hablando un poco de la “distancia” entre conjuntos
en Rn. Cabe advertitr que las demostraciones de los resultados en esta sección son muy
técnicas.

Proposición 4.1 Sea σ : [a, b]→ Rn una función continua. Si σ es diferenciable en (a, b) y
existe M > 0 tal que kσ0 (t)k ≤M para toda t ∈ (a, b), entonces kσ (b)− σ (a)k ≤M (b− a).
Dem. Consideremos a la función f : [a, b]→ R definida por

f(t) = (σ(b)− σ(a)) · σ (t)
f resulta continua en [a, b] y derivable en (a, b) de manera que por el Teorema del valor
medio existe ξ ∈ (a, b) tal que

f (b)− f (a) = f 0 (ξ) (b− a)
Por definición de f obtenemos que

f (b)− f (a) = (σ(b)− σ(a)) · σ (b)− (σ(b)− σ(a)) · σ (a)
= (σ(b)− σ(a)) · (σ(b)− σ(a)) = kσ(b)− σ(a)k2

mientras que
f 0 (ξ) = (σ(b)− σ(a)) · σ0 (ξ)

De manera que por hipótesis y por la desigualdad de Cauchy - Schwarz se tiene que

kσ(b)− σ(a)k2 = (b− a) (σ(b)− σ(a)) · σ0 (ξ)
≤ (b− a) kσ(b)− σ(a)k kσ0 (ξ)k
≤ M (b− a) kσ(b)− σ(a)k

Si σ(b) = σ(a) entonces la desigualdad que queremos se sigue de manera trivial y si σ(b) 6=
σ(a) entonces podemos cancelar el término kσ(b)− σ(a)k de la desigualdad anterior con lo
que concluimos la proposición

Una consecuencia del resultado anterior es la siguiente “generalización” del mismo para
Rn.

Proposición 4.2 Si Ω ⊂ Rn es abierto, g : Ω→ Rm es de clase C1 en Ω y û0, û1 ∈ Ω son
tales que ût = (1− t) û0 + tû1 pertenece a Ω para toda t ∈ [0, 1], entonces

kg (û1)− g (û0)k ≤ c kû1 − û0k
donde

c = sup
t∈[0,1]

kDg (ût)k$(n,m)
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Dem. Como g ∈ C1 (Ω) y {ût ∈ Rn | t ∈ [0, 1]} ⊂ Ω es un conjunto compacto entonces por
la proposición 1.4

c = sup
t∈[0,1]

kDg (ût)k$(n,m)
existe.
Sea σ : [0, 1] → Rm definida como σ (t) = g (ût); σ es continua y diferenciable y por la

regla de la cadena σ0 (t) = Dg (ût) (û1 − û0) de modo que
kσ0 (t)k = kDg (ût) (û1 − û0)k ≤ kDg (ut)k$(n,m) kû1 − û0k ≤ c kû1 − û0k

y por la proposición anterior

kg (û1)− g (û0)k = kσ (1)− σ (0)k ≤ c kû1 − û0k (1− 0) = c kû1 − û0k

A continuación veremos una especie de teorema de valor medio para funciones de Rn en
R.

Teorema 4.1 Sea f : D ⊂ Rn → R y â, b̂ ∈ int (D). Si (1− t) â + tb̂ ∈ int (D) para toda
t ∈ [0, 1] y f es diferenciable en cada uno de estos puntos entonces existe t0 ∈ (0, 1) tal que

f
³
b̂
´
− f (â) = ∇f

³
(1− t0) â+ t0b̂

´
·
³
b̂− â

´
Dem. Sea σ : [0, 1] → R definida como σ (t) = f

³
(1− t) â+ tb̂

´
. σ es una función

diferenciable en [0, 1], y por la regla de la cadena σ0 (t) = ∇f
³
(1− t) â+ tb̂

´
·
³
b̂− â

´
.

Por el teorema del valor medio para funciones reales se tiene que σ (1) − σ (0) = σ0 (t0)

para algún t0 ∈ (0, 1), es decir, f
³
b̂
´
− f (â) = ∇f

³
(1− t0) â+ t0b̂

´
·
³
b̂− â

´
.

Corolario 4.1 Sea f : D ⊂ Rn → Rm y â, b̂ ∈ int (D). Si (1− t) â+ tb̂ ∈ int (D) para toda
t ∈ [0, 1] y f es diferenciable en cada uno de estos puntos entonces ∀û ∈ Rm ∃tû ∈ (0, 1) tal
que ³

f
³
b̂
´
− f (â)

´
· û = Df (cû)

³
b̂− â

´
· û

donde cû = (1− tû) â+ tûb̂.
Dem. Dado û ∈ Rm definamos a la función g : D ⊂ Rn → R como g (x̂) = f (x̂) · û;
g resulta una función diferenciable en (1− t) â + tb̂ ∈ int (D) para toda t ∈ [0, 1]. Por el
teorema 4.1 se tiene que existe tû ∈ (0, 1) tal que

g
³
b̂
´
− g (â) = ∇g (cû) ·

³
b̂− â

´
donde cû = (1− tû) â+ tûb̂, es decir,³

f
³
b̂
´
− f (â)

´
· û = Df (cû)

³
b̂− â

´
· û

52



4.1. Preliminares Capítulo 4. Teorema de cambio de variable

Sabemos que si una función f : D ⊂ Rn → Rm es derivable en un punto x̂0 ∈ D
entonces Df (x̂0) es la transformación lineal que más se parece a f cerca de x̂0. En tér-
minos de la definición de derivabilidad, esto significa que para cualquier cantidad ε >
0 se cumple que kf (x̂)− f (x̂0)−Df (x̂0) (x̂− x̂0)k ≤ ε kx̂− x̂0k para x̂ suficientemente
cercano a x̂0. Ahora bien, nosotros trataremos de encontrar condiciones suficientes para
que lo anterior se siga cumpliendo con cierta uniformidad, es decir, trataremos de hallar
condiciones suficientes bajo las cuales dada cualquier cantidad positiva ε se cumpla que
kf (x̂)− f (â)−Df (â) (x̂− â)k ≤ ε kx̂− âk para cualquier â ∈ D y para cualquier x̂ ∈ D
suficientemente cercano a â. En realidad no demostraremos que la desigualdad anterior se
cumple para cualquier â ∈ D, nos basta con que se cumpla para cualquier â ∈ K, donde K
es un subconjunto compacto de D (el lector estará de acuerdo en que normalmente es en los
conjuntos compactos donde se consigue uniformidad). Nuestro siguiente lema nos acerca un
poco a lo que buscamos, y cabe decir que la prueba de éste, se apoya en el corolario previo;
de hecho, la razón principal por la que el teorema 4.1 y el corolario 4.1 fueron incluidos en
este trabajo fue para poder aterrizar en este lema.

Lema 4.1 Sea D ⊂ Rn abierto y f : D ⊂ Rn → Rm. Si f es de clase C1 en D y tomamos
â ∈ D, entonces para toda ε > 0, existe δ > 0 tal que Bδ (â) ⊂ D y para cualesquiera
x̂, ŷ ∈ Bδ (â)

kf (x̂)− f (ŷ)−Df (â) (x̂− ŷ)k ≤ ε kx̂− ŷk

Dem. Sea ε > 0, como f es de clase C1 en D, existe δ > 0 tal que Bδ (â) ⊂ D y para toda
x̂ ∈ Bδ (â)

kDf (x̂)−Df (â)k$(n,m) < ε

Tomemos x̂, ŷ ∈ Bδ (â); de la convexidad de Bδ (â), se sigue que (1− t) x̂+ tŷ ∈ Bδ (â) para
toda t ∈ [0, 1]. Llamemos û = f (x̂)− f (ŷ)−Df (â) (x̂− ŷ); aplicando el corolario anterior,
se sigue que existe tû ∈ (0, 1) tal que

(f (x̂)− f (ŷ)) · û = Df (x̂û) (x̂− ŷ) · û

con x̂û = (1− tû) x̂+ tûŷ. De modo que

kf (x̂)− f (ŷ)−Df (â) (x̂− ŷ)k2 = (f (x̂)− f (ŷ)−Df (â) (x̂− ŷ)) · û
= (f (x̂)− f (ŷ)) · û−Df (â) (x̂− ŷ) · û
= Df (x̂û) (x̂− ŷ) · û−Df (â) (x̂− ŷ) · û
= (Df (x̂û) (x̂− ŷ)−Df (â) (x̂− ŷ)) · û
≤ kDf (x̂û) (x̂− ŷ)−Df (â) (x̂− ŷ)k kûk
≤ kDf (x̂û)−Df (â)k$(n,m) kx̂− ŷk kûk
< ε kx̂− ŷk kûk

Nótese que en la segunda desigualdad se está aplicando la proposición 1.2.
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Por lo tanto

kf (x̂)− f (ŷ)−Df (â) (x̂− ŷ)k kûk = kf (x̂)− f (ŷ)−Df (â) (x̂− ŷ)k2 < ε kx̂− ŷk kûk
y suponiendo que kûk 6= 0 (de lo contrario no habría nada que probar), podemos cancelar
de ambos lados de la desigualdad kûk y concluimos que

kf (x̂)− f (ŷ)−Df (â) (x̂− ŷ)k ≤ ε kx̂− ŷk

Lema 4.2 Sea D ⊂ Rn abierto y f : D ⊂ Rn → Rm. Si f es de clase C1 en D y K ⊂ D es
un conjunto compacto, entonces para toda ε > 0, existe δ > 0 tal que para toda â ∈ K

kf (x̂)− f (â)−Df (â) (x̂− â)k ≤ ε kx̂− âk
siempre que x̂ ∈ Bδ (â) ∩K.

Dem. Sea ε > 0, por el Lema 4.1 y como f es de clase C1, para cada â ∈ K podemos
hallar δâ > 0 tal que Bδâ (â) ⊂ D , para cualesquiera x̂, ŷ ∈ Bδâ (â)

kf (x̂)− f (ŷ)−Df (â) (x̂− ŷ)k ≤ ε

2
kx̂− ŷk

y para toda x̂ ∈ Bδâ (â)

kDf (x̂)−Df (â)k$(n,m) <
ε

2

Entonces n
B δâ

2

(â) | â ∈ K
o

es una cubierta abierta para K y, por tanto, existen â1, . . . , âl ∈ K tales que

K ⊂
l[

j=1

Bδj (âj)

en donde

δj =
δâj
2

Sean δ = min {δ1, . . . , δl} y â ∈ K y tomemos x̂ ∈ Bδ (â) ∩ K. Por la última contención
sabemos que existe âj ∈ {â1, . . . , âl} tal que x̂ ∈ Bδj (âj); entonces

kâ− âjk ≤ kâ− x̂k+ kx̂− âjk < δ + δj ≤ 2δj = δâj

es decir,
â ∈ Bδâj

(âj)

de donde,
kf (x̂)− f (â)−Df (âj) (x̂− â)k ≤ ε

2
kx̂− âk
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y

kDf (â) (x̂− â)−Df (âj) (x̂− â)k ≤ kDf (x̂)−Df (â)k$(n,m) kx̂− âk <
ε

2
kx̂− âk

Aplicando la desigualdad del triángulo y las dos desigualdades anteriores se tiene que

kf (x̂)− f (â)−Df (â) (x̂− â)k ≤ ε

2
kx̂− âk+ ε

2
kx̂− âk = ε kx̂− âk

Del lema 1.1 sabemos que toda transformación lineal L : Rn → Rn es uno a uno si y sólo
si existe µ > 0 tal que para toda x̂ ∈ Rn

µ kx̂k ≤ kL (x̂)k

y en particular, para una función f : D ⊂ Rn → Rn, diferenciable en algún punto â ∈ D
para el cual Jf (â) 6= 0, se tiene que existe µ > 0 tal que para toda x̂ ∈ Rn

µ kx̂k ≤ kDf (â) (x̂)k

Al igual que hicimos en el lema anterior, ahora buscamos que esta desigualdad se siga cum-
pliendo con cierta uniformidad, es decir, queremos que exista una cantidad positiva µ tal que
para cualquier punto â ∈ D para el cual Jf (â) 6= 0, se cumpla que µ kx̂k ≤ kDf (â) (x̂)k para
toda x̂ ∈ Rn. Nuevamente, no podremos garantizar que la µ > 0 nos sirve para cualquier
â ∈ D, pero sí demostraremos que sirve si nos restringimos a un subconjunto compacto de
D (con eso nos basta).

Lema 4.3 Sean D ⊂ Rn un conjunto abierto y f : D ⊂ Rn → Rn. Si f es de clase C1 en
D y K ⊂ D compacto y además Jf (â) 6= 0 para toda â ∈ K, entonces existe µ > 0 tal que
para toda â ∈ K y para toda x̂ ∈ Rn

µ kx̂k ≤ kDf (â) (x̂)k

Dem. El razonamiento para esta prueba es muy similar al lema previo. Al ser f de clase
C1 en D y Jf (â) 6= 0 para toda â ∈ K se tiene por el lema 1.2 que para cada â ∈ K existen
δâ > 0 y Mâ > 0 tales que para toda x̂ ∈ Bδâ (â) y para toda ŷ ∈ Rn

Mâ kŷk ≤ kDf (x̂) (ŷ)k

De manera que tomando la cubierta abierta de K

{Bδâ (â) | â ∈ K}

existen â1, . . . , âl ∈ K tales que

K ⊂
l[

j=1

Bδâj
(âj)
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Sea µ = min {Mâ1 , . . . ,Mâl}, dado â ∈ K, â ∈ Bδâj
(âj), para alguna j, y entonces para toda

x̂ ∈ Rn
µ kx̂k ≤Mâj kx̂k ≤ kDf (â) (x̂)k

Como dijimos al principio de esta sección, los lemas 4.2 y 4.3 serán muy importantes
para desarrollar la prueba del teorema del cambio de variable, y podemos agregar que la
proposición 4.2 nos será de utilidad cuando tratemos de ver cuándo la imagen de un conjunto
Jordan medible bajo alguna función continúa siendo Jordan medible.
Hablemos ahora de la “distancia” entre conjuntos de Rn.

Definición 4.1 Sean A,B ⊂ Rn no vacíos, definimos la “distancia” de A a B como el
número

d (A,B) = inf {kx̂− ŷk | x̂ ∈ A, ŷ ∈ B}

Hemos puesto entre comillas la palabra “distancia”, porque el número d (A,B) no es en
sí una métrica para los subconjuntos de Rn. De la definición resulta muy claro que si A es
un subconjunto propio de B entonces d (A,B) = 0 a pesar de que A 6= B; y no sólo eso,
sino que tampoco es una pseudométrica, porque no se satisface la desigualdad del triángulo:
es posible conseguir tres conjuntos tales que d (A,C) + d (C,B) < d (A,B). Por ejemplo, si
d (A,B) > 0 entonces se tiene que d (A,A ∪B) + d (A ∪B,B) = 0 < d (A,B).
A pesar de estos detalles, al número que acabamos de definir vale la pena llamarlo “dis-

tancia” entre conjuntos porque de alguna manera nos dice qué tan separados están dos
conjuntos A y B cuando son ajenos.
Veamos una propiedad muy importante que tiene esta “distancia”.

Proposición 4.3 Sean A,B ⊂ Rn no vacíos tales que A es compacto y B es cerrado. Si
A ∩B = ∅ entonces d (A,B) > 0.

Dem. Sunpongamos que A ∩B = ∅. Sea f : Rn → Rn definida como

f (x̂) = inf
n°°°x̂− b̂°°° | b̂ ∈ Bo

Nótese que d (A,B) = inf {f (x̂) | x̂ ∈ A}. Además si x̂ /∈ B entonces f (x̂) > 0; esto sucede
ya que al ser B un conjunto cerrado, si tomamos x̂ /∈ B existe δ > 0 tal que Bδ (x̂)∩B = ∅,
de modo que,

°°°x̂− b̂°°° ≥ δ para toda b̂ ∈ B, es decir, f (x̂) ≥ δ > 0.
Demostremos que f es continua. Sean x̂, ŷ ∈ Rn arbitrarios; por la desigualdad del

triángulo tenemos que para toda b̂ ∈ B°°°x̂− b̂°°° ≤ kx̂− ŷk+ °°°ŷ − b̂°°°
pero por definición de f sabemos que f (x̂) ≤

°°°x̂− b̂°°°, por lo tanto,
f (x̂) ≤ kx̂− ŷk+

°°°ŷ − b̂°°°
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y como esta desigualdad se cumple para toda b̂ ∈ B obtenemos que

f (x̂) ≤ kx̂− ŷk+ f (ŷ)

de donde concluimos que
|f (x̂)− f (ŷ)| ≤ kx̂− ŷk

y por tanto f es una función continua (de hecho es uniformemente continua en todo Rn).
Ahora bien, como f es continua y A es compacto entonces f alcanza un valor mínimo en A,
es decir, existe x̂0 ∈ A tal que f (x̂) ≥ f (x̂0) para todo x̂ ∈ A, y por tanto d (A,B) ≥ f (x̂0),
pero como x̂0 /∈ B entonces f (x̂0) > 0, y por lo tanto d (A,B) > 0

Para concluir esta sección, demostraremos algo que geométricamente es muy claro: si
tenemos un conjunto compacto y un rectángulo contenido en el interior del compacto entonces
podemos meter un rectángulo de dimensiones racionales entre el compacto y el rectángulo
inicial de manera que la diferencia de volúmenes entre los rectángulos sea tan pequeña como
queramos. Para esto haremos uso de la proposición anterior por supuesto.

Proposición 4.4 Sean K ⊂ Rn un conjunto compacto y δ > 0. Si R ⊂ int (K) es un rec-
tángulo de dimensiones menores a δ entonces para toda ε > 0 existe R0 ⊂ int (K) rectángulo
de dimensiones racionales menores a δ y tal que R ⊂ int (R0) y V (R0)− V (R) < ε.

Dem. Sea ε > 0. El lema 2.1 nos asegura la existencia de un rectángulo R0 ⊂ Rn con
dimensiones racionales tal que R ⊂ int (R0) y cuyo volumen difiera del volumen de R en
menos que ε. Ahora, si se recuerda la prueba hecha en este lema, la clave estaba en la
elección de las dimensiones del rectángulo R0 y de acuerdo con la construcción realizada en
esa prueba y el hecho de que la dimensiones R son menores a δ, podemos decir que se puede
elegir a las dimensiones de R0 también menores a δ.
La parte que hay que analizar con cuidado es que R0 ⊂ int (K). Llamemos B =

(int (K))c, B es un conjunto cerrado y como R es un conjunto compacto tal que R ∩B = ∅
entonces d (R,B) > 0.
Supongamos que R = [a1, b1]× . . .× [an, bn], para cada r > 0 el rectángulo

Rr = [a1 − r, b1 + r]× . . .× [an − r, bn + r]

satisface que R ⊂ int (Rr) y la diagonal Rr tiene longitud

d (Rr) =

"
nX
i=1

(bi − ai + 2r)2
# 1
2

= k(b1 − a1, . . . , bn − an) + (2r, . . . , 2r)k

≤ k(b1 − a1, . . . , bn − an)k+ k(2r, . . . , 2r)k = d (R) + 2r
√
n

Si tomamos r > 0 suficientemente pequeña tal que 2r
√
n < d (R,B), entonces en vista de

la desigualdad anterior, parece que debería ocurrir que Rr ⊂ int (K). Y en efecto; dado
x̂ ∈ Rr \R con x̂ = (x1, . . . , xn), se tiene que existen i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} tales que

xim ∈ [aim − r, bim + r] \ [aim, bim]
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Es decir, aim−r ≤ xim < aim o bim < xim ≤ bim+r. Sea ŷ = (y1, . . . , yn) ∈ Rn donde yj = xj
si j /∈ {i1, . . . , ik} y para j ∈ {i1, . . . , ik}

yj =

⎧⎨⎩ aj si aj − r ≤ xj < aj

bj si bj < xj ≤ bj + r

Hemos tomado ŷ de manera que ŷ ∈ R, pero además para cada j ∈ {i1, . . . , ik}, |xj − yj| ≤ r,
de donde

kx̂− ŷk =
"

kX
m=1

(xim − yim)2
# 1
2

≤
"

kX
m=1

r2

# 1
2

= r
√
k ≤ 2r√n < d (R,B)

y como ∀ẑ ∈ B se tiene que d (R,B) ≤ kẑ − ŷk, conluimos que x̂ /∈ B = (int (K))c, es decir,
x̂ ∈ int (K). Recurriendo una vez más a la construcción hecha en el lema 2.1, si pedimos
que las dimensiones del rectángulo R0 que estamos buscando sean menores no sólo que δ
sino además menores que las dimensiones del rectángulo Rr considerado hace un momento
entonces R0 cumplirá con todas las condiciones buscadas.

4.2 Cubos en Rn

Definición 4.2 Un cubo en Rn es un rectángulo C ⊂ Rn con todas las dimensiones iguales,
es decir, si C = [a1, b1] × . . . × [an, bn] entonces bi − ai = bj − aj para cualesquiera i, j ∈
{1, . . . , n}; al valor s = bi − ai lo llamaremos la dimensión del cubo.

Proposición 4.5 Si C = [a1, b1] × . . . × [an, bn] ⊂ Rn es un cubo de dimensión s y ĉ =
(c1, . . . cn) ∈ C es el centro del cubo, entonces ci = ai +

s
2
para toda i y la diagonal de C

tiene longintud s
√
n, es decir, d (C) = s

√
n.

Dem. Sabemos que el centro ĉ de C tiene por coordenadas

ci =
bi + ai
2

y como s = bi − ai y
bi + ai
2

= ai +
bi − ai
2

concluimos que

ci = ai +
bi − ai
2

= ai +
s

2

Por otro lado

d (C) =

q
(b1 − a1)2 + · · ·+ (bn − an)2 =

√
ns2 = s

√
n
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Observación 4.1 De acuerdo con la proposición anterior, si C ⊂ Rn es un cubo con centro
en x̂ = (x1, . . . , xn) y dimensión s entonces

C =
h
x1 − s

2
, x1 +

s

2

i
× . . .×

h
xn − s

2
, xn +

s

2

i
y por tanto para toda ŷ ∈ C, con ŷ = (y1, . . . , yn), se tiene que |yi − xi| ≤ s

2
para toda

i ∈ {1, . . . , n}, donde la igualdad se da sólo si ŷ es un elemento de la frontera de C. De
manera más precisa: |yi − xi| = s

2
para alguna i ∈ {1, . . . , n} si y sólo si ŷ ∈ Fr (C).

De esto que acabamos de decir también se sigue que si ŷ ∈ C entonces kx̂− ŷk ≤ s
2

√
n.

De manera recíproca si ŷ ∈ Rn es tal que kx̂− ŷk ≤ s para alguna s ∈ R entonces y vive en
un cubo de dimensión 2s y con centro en x. Esto es claro pues si x̂ = (x1, . . . , xn) entonces
basta tomar el cubo

C = [x1 − s, x1 + s]× . . .× [xn − s, xn + s]
mismo que evidentemente tiene centro en x̂ y dimensión 2s. Además como para cada i ∈
{1, . . . , n}

|xi − yi| ≤ kx̂− ŷk ≤ s
entonces yi ∈ [xi − s, xi + s], es decir, ŷ ∈ C. Como podemos ver, con todo lo dicho hace un
momento, el hecho de que a diferencia de los rectángulos arbitrarios en un cubo todas sus
dimensiones coinciden, nos permite caracterizar a los cubos a partir de su centro.

Lema 4.4 Si R = [a1, b1]× . . .× [an, bn] ⊂ Rn es un rectángulo de dimensiones racionales,
es decir, bi − ai ∈ Q para toda i ∈ {1, . . . , n}, entonces existe una partición de R en cubos,
todos con la misma dimensión y ésta además es racional.

Dem. Por hipótesis cada bi − ai es de la forma pi
qi
con pi y qi enteros positivos y primos

relativos, sea r = mcm {q1, . . . , qn}, entonces r piqi ∈ Z para toda i ∈ {1, . . . , n}; de manera
que

Pi =

½
x
(i)
j = ai +

j

r
| j ∈

½
0, 1, . . . , r

pi
qi
,

¾¾
es una partición del intervalo [ai, bi] pero además ésta es uniforme, ya que

x
(i)
j − x(i)j−1 = ai +

j

r
− ai − j − 1

r
=
1

r

Esto implica que P = P1×· · ·×Pn es una partición de R en cubos todos de dimensión 1
r
∈ Q

Observación 4.2 Nótese que el razonamiento utilizado en el lema 4.4 nos permite demos-
trar algo todavía más fuerte. Si R ⊂ Rn tiene dimensiones racionales, entonces siempre
se puede encontrar una partición de R en cubos de igual dimensión, tan pequeña como se
quiera, y racional. En otras palabras, dada δ > 0, existe una partición de R en cubos todos
de dimensión 1

r
∈ Q y con 1

r
< δ. Para ver esto, en lugar de tomar r = mcm {q1, . . . , qn},

59



4.2. Cubos en Rn Capítulo 4. Teorema de cambio de variable

tomamos r = mcm {q1, . . . , qn} k, donde k ∈ N es tal que 1
k
< mcm {q1, . . . , qn} δ, entonces

nuevamente se tiene que r pi
qi
∈ Z y Pi =

n
x
(i)
j = ai +

j
r
| j ∈

n
0, 1, . . . , r pi

qi
,
oo

es una parti-

ción uniforme de [ai, bi], lo que hace que P = P1 × · · · × Pn sea una partición de R como se
buscaba.

Lema 4.5 Si R1, . . . , Rk ⊂ Rn son rectángulos entonces para toda ε > 0 existe una cantidad
finita de cubos C1, . . . , Cl ⊂ Rn con dimensiones racionales tales que

k[
j=1

Rj ⊂
l[
i=1

Ci

y

0 ≤
lX
i=1

V (Ci)−
kX
j=1

V (Rj) < ε

Dem. Sea ε > 0, por el lema 2.1 para cada Rj existe un R0j ⊂ Rn rectángulo de dimensiones
racionales tal que Rj ⊂ R0j y V

¡
R0j
¢ − V (Rj) < ε

k
. Por el lema 3.1 para cada R0j existen

C
(j)
1 , . . . , C

(j)
l(j) ⊂ Rn cubos con la misma dimensión y además racional tales que forman una

partición de R0j, de donde V
¡
R0j
¢
=
Pl(j)

i=1 V
³
C
(j)
i

´
. De manera que

k[
j=1

Rj ⊂
k[
j=1

⎛⎝l(j)[
i=1

C
(j)
i

⎞⎠
y

kX
j=1

⎡⎣ l(j)X
i=1

V
³
C
(j)
i

´⎤⎦− kX
j=1

V (Rj) =
kX
j=1

V
¡
R0j
¢− kX

j=1

V (Rj)

=
kX
j=1

£
V
¡
R0j
¢− V (Rj)¤ < kX

j=1

ε

k
= ε

Como cada sumando es no negativo se tiene que

0 ≤
kX
j=1

⎡⎣ l(j)X
i=1

V
³
C
(j)
i

´⎤⎦− kX
j=1

V (Rj) < ε

Observación 4.3 Retomando la observación 4.2 podemos decir que dada una colección finita
de rectángulos R1, . . . , Rk ⊂ Rn se tiene que para toda ε > 0 existe una cantidad finita de
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cubos C1, . . . , Cl ⊂ Rn, con la misma dimensión s ∈ Q, y tan pequeña como se quiera, tales
que

k[
j=1

Rj ⊂
l[

j=1

Cj

y
lX
i=1

V (Ci)−
kX
j=1

V (Rj) < ε

Esto ya no lo vamos a probar pues resultaría en una copia exacta de la prueba hecha en la
observación 4.2.

4.3 Uniformidad de Lipschitz

Otro concepto que necesitaremos es el que se refiere a la llamada condición de uniformidad
de Lipschitz de una función de Rn en Rm. Específicamente, tenemos la siguiente definición.

Definición 4.3 Decimos que una función g : A ⊂ Rn → Rm satisface la condición de
uniformidad de Lipschitz en A si y sólo si existen L > 0 y δ > 0 tales que para cualesquiera
x̂, ŷ ∈ A si kx̂− ŷk < δ, entonces

kg(x̂)− g(ŷ)k ≤ L kx̂− ŷk

Como el lector habrá notado, el concepto de uniformidad de Lipschitz es muy cercano al
concepto de que una función sea de Lipschitz, con la diferencia sutil de que para poder ase-
gurar que kg(x̂)− g(ŷ)k ≤ L kx̂− ŷk necesitamos que los puntos x̂ y ŷ sean suficientemente
cercanos, cosa que no importa cuando una función sólo es de Lipschitz, convirtiendo a la
uniformidad de Lipschitz en una condición más débil; no obstante, sigue siendo un concepto
muy útil.

Proposición 4.6 Si g : A ⊂ Rn → Rm satisface la condición de uniformidad de Lipschitz
en A con L > 0 y δ > 0 entonces g es uniformemente continua en A.

Dem. Dado ε > 0 consideramos δ0 = min
©
δ, ε

L

ª
, de manera que dados x̂, ŷ ∈ A tales que

kx̂− ŷk < δ0 entonces
kg(x̂)− g(ŷ)k ≤ L kx̂− ŷk < L ε

L
= ε

El recíproco de la proposición anterior, no necesariamente es cierto. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.1 Sea f : [0,∞) ⊂ R → R, definida como f (x) =
√
x. f es una función

continua en su dominio y por tanto uniformemente continua en el intervalo [0, 1], sin embargo
f no cumple la condición de uniformidad de Lipschitz en este intervalo. Para x, y ∈ [0,∞),
con x 6= y, la expresión

|f (x)− f (y)| ≤ L |x− y|
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en donde L > 0, es equivalente a la expresión¯̄̄̄√
x−√y
x− y

¯̄̄̄
≤ L

que a su vez es equivalente a
1√

x+
√
y
≤ L

Ahora bien, si tomamos a x ∈ [0, 1] tan cercano de y = 0 como queramos, entonces los
valores 1√

x
no son valores acotados. Por lo tanto no podemos tener uniformidad de Lipschitz

en el intervalo [0, 1].

Nuestro próximo paso tiene como objetivo probar el siguiente teorema: Si g : Ω →
Rn satisface la condición de uniformidad de Lipschitz en un conjunto compacto K ⊂ Ω y
J (K) = 0, entonces J (g (K)) = 0. Para ello, se demostrará un lema, técnico pero muy
útil, que nos permite aproximar la medida exterior de la imagen de un conjunto a partir
de la medida exterior del conjunto. Aunque parecerá que le estaremos pidiendo demasiadas
condiciones al conjunto, éstas sólo dependen de la función con la que estemos trabajando.
La importancia de este lema se verá reflejada en todo momento a lo largo de nuestro camino.

Lema 4.6 Sean Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y K ⊂ Ω compacto. Si g : Ω → Rn satisface
la condición de uniformidad de Lipschitz en K con L > 0 y δ > 0, y para alguna a > 0

−
J (K) <

a

4 (2L
√
n)
n

entonces
−
J (g (K)) < a.

Dem. Primero nótese que, por la proposición 4.6 g (K) es compacto, de modo que tiene

sentido hablar de
−
J (K) y

−
J (g (K)).

SeaR ⊂Rn un rectángulo tal queK ⊂ R, por definición −J (K) = inf
½
−
S (XK , P ) | P ∈ PR

¾
.

Entonces ∃P ∈ PR tal que
−
S (XK , P ) <

−
J (K) +

a

4 (2L
√
n)
n <

a

2 (2L
√
n)
n

Sean R1, . . . , Rk ⊂ R los subrectángulos inducidos por P , tales que
−
S (XK, P ) =

kX
j=1

V (Rj)

es decir, que los Rj son aquellos subrectángulos inducidos por P cuya intersección con K es
no vacía; de modo que K ⊂ Sk

j=1Rj y

kX
j=1

V (Rj) <
a

2 (2L
√
n)
n
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Por la observación 4.3 existen C1, . . . , Cl ⊂ Rn cubos con la misma dimensión s ∈ Q tales
que s < δ√

n
,
Sk
j=1Rj ⊂

Sl
j=1Cj y

0 ≤
lX

j=1

V (Cj)−
kX
j=1

V (Rj) <
a

2 (2L
√
n)
n

de modo que
lX

j=1

V (Cj) <
kX
j=1

V (Rj) +
a

2 (2L
√
n)
n <

a

(2L
√
n)
n

Nos interesan aquellos cubos cuya intersección con K sea no vacía; supongamos, sin pérdida
de generalidad, que estos son C1, . . . , Cr, en donde r ≤ l. Nótese que al tratarse posiblemente
de una cantidad menor de los l cubos que ya se tenían entonces se cumple que

rX
j=1

V (Cj) ≤
lX

j=1

V (Cj) <
a

(2L
√
n)
n

Para cada i ∈ {1, . . . , r} sean ĉi ∈ Ci ∩K y x̂ ∈ Ci ∩K arbitrarios; como x̂, ĉi ∈ Ci entonces
de acuerdo con la proposición 4.5

kĉi − x̂k ≤ d (Ci) = s
√
n

pero s
√
n < δ así que kĉi − x̂k < δ y por tanto kg (ĉi)− g(x̂)k ≤ L kĉi − x̂k ≤ Ls√n; de

la observación 4.1 tenemos que g (x̂) pertenece a un cubo Γi de dimensión 2Ls
√
n y centro

g (ĉi) y como esto ocurre para cada x̂ ∈ Ci∩K, y sabemos que todo cubo queda determinado
por su centro y su dimensión, hemos probado que g (Ci ∩K) ⊂ Γi.
Como los cubos Ci tienen la misma dimensión entonces V (Ci) = V (Cj)para cualesquiera

i, j ∈ {1, . . . , r} y de la expresión
rX
j=1

V (Cj) <
a

(2L
√
n)
n

se tiene que
V (Cj) <

a

r (2L
√
n)
n

y por tanto
sn = V (Cj) <

a

r (2L
√
n)
n

Como Γi tiene dimensión 2Ls
√
n tenemos que

V (Γi) =
¡
2Ls
√
n
¢n
=
¡
2L
√
n
¢n
sn <

¡
2L
√
n
¢n a

r (2L
√
n)
n =

a

r

y por lo tanto
rX
i=1

V (Γi) < a
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Finalmente, como K ⊂ Sr
i=1Ci entonces g (K) ⊂

Sr
i=1 Γi, de donde

−
J (g (K)) ≤

rX
i=1

V (Γi) < a

Teorema 4.2 Sean Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y K ⊂ Ω compacto. Si g : Ω→ Rn satisface
la condición de uniformidad de Lipschitz en K y J (K) = 0 entonces J (g (K)) = 0.

Dem. Si J (K) = 0 entonces ∀ε > 0
−
J (K) <

ε

4 (2L
√
n)
n

donde L > 0 es la constante de la uniformidad de Lipschitz de g sobre K, por el lema 4.6

−
J (g (K)) < ε

es decir, J (g (K)) = 0

Como se dijo al inicio de este capítulo, en esta primera parte, estamos en busca de dar una
condición suficiente para que la imagen de un conjunto Jordan medible siga siendo Jordan
medible, y el teorema anterior nos da una pequeña aproximación a la misma. Sabemos que
para que un conjunto sea Jordan medible, nos basta con que su frontera tenga medida de
Jordan cero, de manera que dado un conjunto Jordan medible D, si podemos encontrar las
condiciones que debe cumplir una función g para que Fr (g (D)) ⊂ g (Fr (D)), entonces
por el teorema 4.2 prácticamente podremos concluir que g (D) será Jordan medible. Ahora
bien, para poder hacer válido el teorema 4.2, de entrada necesitaremos que nuestra función
g satisfaga la condición de uniformidad de Lipschitz, y lo que nos gustaría saber entonces, es
cuándo una función satisface esta condición. Quizá esto es algo que no podamos decidir de
manera general, sin embargo podremos demostrar que sobre conjuntos compactos una buena
clase de funciones sí satisface la condición de uniformidad de Lipschitz.

Lema 4.7 Sean Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y K ⊂ Ω compacto. Si g : Ω→ Rn es de clase
C1 en Ω entonces g satisface la condición de uniformidad de Lipschitz en K.

Dem. Para cada â ∈ Ω existe δâ > 0 tal que Bδâ (â) ⊂ Ω pues Ω es abierto. Como
g ∈ C1 (Ω) entonces por la proposición 1.4

câ = sup
n
kDg (ẑ)k$ | ẑ ∈ Bδâ (â)

o
existe. Consideremos

U =
n
B δâ

2

(â) | â ∈ K
o
,
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U resulta ser una cubierta abierta para K, por lo que existen â1, . . . , âl ∈ K tales que
K ⊂ Sl

i=1 Bδi (âi) con δi =
δâi
2
, sean δ = min {δ1, . . . , δl} y L = max

©
câj | j ∈ {1, . . . , l}

ª
.

Dados x̂, ŷ ∈ K tales que kx̂− ŷk < δ existe âj ∈ K tal que x̂ ∈ Bδj (âj), entonces

kŷ − âjk ≤ kŷ − x̂k+ kx̂− âjk < δ + δj ≤ 2δj = δâj

es decir, x̂, ŷ ∈ Bδâj (âj). De la convexidad de Bδâj (âj) se tiene que para toda t ∈ [0, 1]
x̂t = (1− t) x̂+ tŷ

pertenece a Bδâj (âj) ⊂ Ω, de modo que por la proposición 4.2

kg (x̂)− g (ŷ)k ≤ c kx̂− ŷk
donde c = sup

t∈[0,1]
kDg (x̂t)k$, y como x̂t ∈ Bδâj (âj) para toda t ∈ [0, 1] se tiene que c ≤ câj y

câj ≤ L, por tanto
kg (x̂)− g (ŷ)k ≤ L kx̂− ŷk

Dentro de la prueba del lema 4.7 se nota la importancia de la hipótesis de que la función
g sea de clase C1, ya que gracias a esta hipótesis es que se consigue a una constante de
Lipschitz. Sin embargo, una pregunta interesante es: ¿qué tan necesaria es dicha hipótesis?
En el ejemplo 4.1 vimos que, no es suficiente la continuidad de una función para poder

asegurar que se cumple la condición de uniformidad de Lipschitz. Ahora veamos un ejemplo
de una función derivable en todo su dominio, pero no de clase C1, para la cual tampoco
se cumple la condición de uniformidad de Lipschitz. Para ello, demostremos antes una
propiedad que nos ayudará a exhibir lo que queremos.

Proposición 4.7 Sean A ⊂ R un conjunto abierto y B ⊂ A. Si f : A ⊂ R→ R es una
función derivable en A y cumple la condición de uniformidad de Lipschitz en B, entonces f 0

es acotada en B.

Dem. Sean L > 0 y δ > 0 tales que para cualesquiera x, y ∈ B se cumpla que si |x− y| < δ,
entonces

|f (x)− f (y)| ≤ L |x− y|
Sea x0 ∈ B, como para toda x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩B, se cumple que

|f (x)− f (x0)| ≤ L |x− x0|
entonces para toda x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩B, con x 6= x0, se tiene que¯̄̄̄

f (x)− f (x0)
x− x0

¯̄̄̄
≤ L

de donde

lim
x→x0

¯̄̄̄
f (x)− f (x0)

x− x0

¯̄̄̄
≤ L
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es decir, |f 0 (x0)| ≤ L. Por lo tanto f 0 está acotada en B por el valor positivo L

Con la proposición anterior, la tarea de encontrar una función dervible pero para la cual
no se cumpla la condición de uniformidad de Lipschitz, se vuelve un poco más sencilla. Sólo
debemos encontrar un ejemplo de una función derivable pero cuya derivada no sea acotada.

Ejemplo 4.2 Sea f : R→ R definida como

f (x) =

⎧⎨⎩ x
p|x|sen ¡ 1

x

¢
si x 6= 0

0 si x = 0

f es claramente derivable para toda x 6= 0 por involucrar a un producto de funciones
derivables; mientras que para x = 0 la derivabilidad la obtenemos por definición, es decir,

f 0 (0) =lim
x→0

f (x)− f (0)
x− 0 =lim

x→0

p
|x|sen

µ
1

x

¶
= 0

Por lo tanto f es derivable en todo R. Ahora ubiquémonos en el intervalo [0, 1], en este
intervalo tenemos que

f 0 (x) =

⎧⎨⎩
√
xsen

¡
1
x

¢− 1√
x
cos
¡
1
x

¢
si x 6= 0

0 si x = 0

Para cada n ∈ N, tomemos a xn = 1
(2n+1)π

∈ [0, 1], y notemos que

f 0 (xn) =
√
xnsen ((2n+ 1)π)− 1√

xn
cos ((2n+ 1)π) =

p
(2n+ 1)π

de manera que el conjunto de valores
n
f́ 0 (xn) | n ∈ N

o
no es un conjunto acotado. De modo

que f 0 no es acotada en el intervalo [0, 1]. De acuerdo con la proposición anterior, concluimos
que f no satisface la condición de uniformidad de Lipschitz en el conjunto compacto [0, 1].
Con este ejemplo, se puede ver con más fuerza la importancia de trabajar con una función

de clase C1.
Regresemos al problema que nos interesa. Como ya se había discutido; para que la

imagen de un conjunto Jordan medible siga siendo Jordan medible, nos es suficiente que
la función satisfaga la condición de uniformidad de Lipschitz junto con el hecho de que
Fr (g (D)) ⊂ g (Fr (D)), el lema 4.7 nos resuelve el primer punto, quedando entonces el
detalle de poder asegurar que Fr (g (D)) ⊂ g (Fr (D)). Afortunadamente el teorema de la
función inversa nos dará solución a este problema.

Lema 4.8 Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto, sea D ⊂ Rn un conjunto acotado tal que
D ∪ Fr (D) ⊂ Ω. Si g : Ω → Rn es de clase C1 en Ω y Jg(x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ int (D)
entonces Fr (g (D)) ⊂ g (Fr (D)).
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Dem. Dado que g (D) ⊂ g (D ∪ Fr (D)) y g (D ∪ Fr (D)) es compacto por la continuidad
de g, tenemos que Fr (g (D)) ⊂ g (D ∪ Fr (D)). Sea ξ̂ ∈ Fr (g (D)), entonces existe x̂0 ∈ D∪
Fr (D) tal que g(x̂0) = ξ̂, comoD∪Fr (D) = int (D)∪Fr (D) entonces x̂0 ∈ int (D)∪Fr (D);
supongamos que x̂0 ∈ int (D), por hipótesis g ∈ C1 (Ω) y Jg(x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ int (D),
entonces por el Teorema de la función inversa existe N ⊂ D abierto tal que x̂0 ∈ N y g(N)
es abierto, pero ξ̂ = g(x̂0) ∈ g(N) ⊂ g(D), es decir, ξ̂ es un punto interior de g (D) lo que
contradice nuestra elección de ξ̂.
Por lo tanto x̂0 ∈ Fr (D) y por lo tanto ξ̂ ∈ g (Fr (D)), lo que prueba que Fr (g (D)) ⊂

g (Fr (D)).

Teorema 4.3 Sea Ω ⊂ Rn abierto, sea D ⊂ Rn un conjunto Jordan medible tal que D ∪
Fr (D) ⊂ Ω. Si g : Ω→ Rn es de clase C1 en Ω y Jg(x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ int (D) entonces
g (D) es Jordan medible.

Dem. Primero veamos que J (g (Fr (D))) = 0. Como D es Jordan medible entonces
J (Fr (D)) = 0, pero Fr (D) ⊂ Ω es compacto, así que por el lema 4.7 g satisface la
condición de uniformidad de Lipschitz en Fr (D) y por el Teorema 4.2 J (g (Fr (D))) = 0.
Ahora, D ∪ Fr (D) es compacto y por tanto g (D ∪ Fr (D)) también lo es, de manera

que g (D) resulta ser acotado ya que g (D) ⊂ g (D ∪ Fr (D)), por lo que resulta válido
preguntarnos si g (D) es Jordan medible.
Sabemos que todo subconjunto de un conjunto de medida de Jordan cero tiene medida

Jordan cero, y como por el lema anterior sabemos que Fr (g (D)) ⊂ g (Fr (D)) entonces
J (Fr (g (D))) = 0 y por lo tanto g (D) es Jordan medible.

4.4 El caso lineal

Lo siguiente en nuestro camino es poder demostrar que el teorema de cambio de variable
es válido para transformaciones lineales, en el siguiente sentido: si D ⊂ Rn es un conjunto
Jordan medible y T : Rn → Rn es una transformación lineal, entonces T (D) es Jordan
medible y

J (T (D)) = |detL| J (D)
donde L es la representación matricial de T respecto a la base canónica. La fórmula an-
terior es válida sin importar la transformación lineal; recordemos que una transformación
lineal de Rn en Rn puede ser singular o no singular, lo que en términos de su representación
matricial, significa que el determinante de la misma es cero o diferente de cero respectiva-
mente. La base para probar el resultado para una transformación lineal no singular está en
el hecho de que este tipo de transformaciones puede descomponerse en una cantidad finita
de transformaciones elementales (ver [2]), por lo que demostrando el resultado para trans-
formaciones elementales la prueba para una transformación no singular arbitraria es casi
inmediata. Sabemos que hay dos tipos de transformaciones elementales:
1) La multiplicación por escalares en una coordenada E1 : Rn → Rn

E1 (x1, . . . , xn) = (x1, . . . ,λxk, . . . , xn)
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para alguna λ ∈ R \ {0}.
2) Suma de un múltiplo de una coordenada a otra E2 : Rn → Rn

E2 (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xk + λxj, . . . , xn)

para alguna λ ∈ R \ {0}.
Por comodidad, de aquí en adelante cuando hablemos de la representación matricial de

una transformación lineal, consideraremos que ésta estará dada respecto a la base canónica;
por lo que simplemente la llamaremos la representación matricial de la transformación.

Lema 4.9 Si R ⊂ Rn es un rectángulo, con R = [a1, b1] × . . . × [an, bn], y T : Rn → Rn es
una transformación lineal elemental, entonces T (R) es Jordan medible y

J (T (R)) = |detL|V (R)
donde L es la representación matricial de T .

Dem. Primero supongamos que T es una transformación elemental del tipo uno, es decir,
T (x1, . . . , xn) = (x1, . . . ,λxk, . . . , xn) para alguna λ ∈ R. Entonces

L =
¡
ê1 · · · êk−1 λêk êk+1 · · · ên

¢
donde êj es el j-ésimo vector canónico (visto como columna), de donde detL = λ. Por otro
lado, si λ > 0 entonces

T (R) = [a1, b1]× . . .× [λak,λbk]× . . .× [an, bn]
mientras que si λ < 0 entonces

T (R) = [a1, b1]× . . .× [λbk,λak]× . . .× [an, bn]
en ambos casos T (R) es nuevamente un rectángulo y por lo tanto es Jordan medible y

J (T (R)) = V (T (R)) =

⎧⎨⎩ λV (R) λ > 0

−λV (R) λ < 0

es decir, J (T (R)) = |λ|V (R).
Supongamos ahora que T es una transformación elemental del tipo dos, es decir,

T (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xk + λxj, . . . , xn)

si x̂ = (x1, . . . , xn) entonces otra manera de ver a T es

T (x̂) = x̂+ λxj êk

de modo que su representación matricial es

L =
¡
ê1 · · · êj−1 êj + λêk êj+1 · · · ên

¢
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donde nuevamente los vectores están vistos como columnas. Entonces L es una matriz
triangular superior si j > k y una matriz triangular inferior si j < k; en ambos casos se
tiene que detL = 1. A diferencia de una transformación elemental tipo uno, la imagen de un
rectángulo bajo una transformación lineal tipo dos ya no es un rectángulo (en R3 se puede
ver geométricamente que, esta imagen es un paralelepípedo); la imagen la podemos describir
de la siguiente manera, si α, β : [aj, bj]→ R están dadas por α (t) = ak+λt y β (t) = bk+λt
entonces

T (R) =
©
(x1, . . . , xn) ∈ Rn | ai ≤ xi ≤ bi ∀i 6= k, α (xj) ≤ xk ≤ β (xj)

ª
Entonces por el teorema de Fubini, la función constante 1 es integrable sobre T (R) (es decir,
T (R) es Jordan medible) y

J (T (R)) =

Z
T (R)

1 =

ÃZ bj

aj

ÃZ β(xj)

α(xj)

1dxk

!
dxj

! Y
i 6=k,j

(bi − ai)

=

ÃZ bj

aj

(bk − ak) dxj
! Y
i6=k,j

(bi − ai)

=
nY
i=1

(bi − ai) = V (R)

Nuestro objetivo es poder demostrar que J (T (D)) = |detL| J (D) para un conjunto
Jordan medible D arbitrario y una transformación elemental T , para después poder ge-
neralizarlo a una transformación no singular cualquiera, partiendo del hecho de que una
transformación no singular T es la composición de transformaciones elementales, es decir,
T = T1 ◦ T2 ◦ · · · ◦ Tk. En el lema anterior pudimos describir sin mayor problema como era
la imagen de un rectángulo bajo una transformación elemental y auxiliarnos de ello para
concluir el resultado, sin embargo para un conjunto Jordan medible arbitrario no es tan
sencillo ver qué efecto tiene una de estas transformaciones (su imagen puede ser difícil de
describir) así que no podremos actuar de la misma manera, razón por la que tendremos que
darle la vuelta a este incoveniente.

Lema 4.10 Si D ⊂ Rn es un conjunto Jordan medible, y T : Rn → Rn es una transforma-
ción lineal elemental, entonces T (D) es Jordan medible y

J (T (D)) = |detL| J (D)
donde L es la representación matricial de T .

Dem. Sabemos que una transformación lineal es de clase C1, y al ser elemental tenemos
que detL 6= 0, entonces por el teorema 4.3 ya se tiene que T (D) es un conjunto Jordan
medible. Tomemos R ⊂ Rn rectángulo tal que D ⊂ R. A fin de demostrar la igualdad,
demostraremos que para toda ε > 0

|J (T (D))− |detL| J (D)| < ε
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Sea ε > 0; como D es Jordan medible, existe P ∈ PR tal que

S̄ (XR, P )− J (D) < ε

|detL|
y

J (D)− S
−
(XR, P ) < ε

|detL|
Como dijimos, al tratarse de una transformación elemental tenemos que detL 6= 0, por lo
que es válido dividir entre él.
SeanQ1, . . . , Qk los subrectángulos generados por P , y seanA1 = {j ∈ {1, . . . , k} | Qj ⊂ D}

y A2 = {j ∈ {1, . . . , k} | Qj ∩D 6= ∅}, llamemos

G =
[
j∈A1

Qj

y
B =

[
j∈A2

Qj

Como T es elemental, es inyectiva y entonces los conjuntos T (Q1) , . . . , T (Qk) forman una
subdivisión de T (R) en conjuntos Jordan medibles, es decir, T (R) =

Sk
j=1 T (Qj) y que

además satisfacen que
int (T (Qj)) ∩ int (T (Qi)) = ∅

para i 6= j, de manera que por el corolario 3.1 T (G) y T (B) son conjuntos Jordan medibles
y

J (T (G)) =
X
j∈A1

J (T (Qj))

y
J (T (B)) =

X
j∈A2

J (T (Qj))

pero por el lema 4.9 para cada Qj se cumple que

J (T (Qj)) = |detL| J (Qj)
de modo que

J (T (G)) =
X
j∈A1

J (T (Qj)) =
X
j∈A1

|detL|J (Qj) = |detL|
X
j∈A1

J (Qj)

= |detL| S
−
(XR, P ) > |detL|

µ
J (D)− ε

|detL|
¶

es decir, J (T (G)) > |detL|J (D)− ε, así mismo

J (T (B)) =
X
j∈A2

J (T (Qj)) = |detL|
X
j∈A2

J (Qj)

= |detL| S̄ (XR, P ) < |detL|
µ
J (D) +

ε

|detL|
¶
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es decir, J (T (B)) < |detL| J (D) + ε.
Por construcción se cumple que G ⊂ D ⊂ B y por lo tanto T (G) ⊂ T (D) ⊂ T (B), y

como cada conjunto es Jordan medible, entonces

J (T (G)) ≤ J (T (D)) ≤ J (T (B))

de donde
|detL|J (D)− ε < J (T (D)) < |detL|J (D) + ε

es decir, |J (T (D))− |detL|J (D)| < ε

Teorema 4.4 Si D ⊂ Rn es un conjunto Jordan medible, y T : Rn → Rn es una transfor-
mación lineal no singular, entonces T (D) es Jordan medible y

J (T (D)) = |detL| J (D)

donde L es la representación matricial de T .

Dem. Por el teorema 4.3 ya sabemos que T (D) es Jordan medible. Como T es no
singular existen T1, . . . , Tk : Rn → Rn transformaciones elementales tales que T = Tk ◦
Tk−1 ◦ · · · ◦ T1 entonces T (R) = Tk (Tk−1 (· · · (T1 (D)) · · ·)) donde cada Tj (· · · (T1 (D)) · · ·)
es Jordan medible; sean L1, . . . , Lk las representaciones matriciales de cada Tj, por el lema
4.10 tenemos que para cada j ∈ {1, . . . , k}

J (Tj (· · · (T1 (D)) · · ·)) = |detLj| J (Tj−1 (· · · (T1 (D)) · · ·))

de donde J (T (D)) = |detLk| · · · |detL1|J (D), pero |detL| = |detLk| · · · |detL1|, por lo
tanto J (T (D)) = |detL| J (D)

Previo al lema 4.9 mencionamos que la fórmula J (T (D)) = |detL| J (D) es válida para
cualquier transformación lineal, lo que incluye a las transformaciones singulares, y aunque
en la práctica (de la integración) uno difícilmente se cruza con este tipo de transformaciones
lineales, vale la pena argumentar por qué la fórmula propuesta sigue siendo válida. Con este
fin probaremos primero el siguiente resultado.

Proposición 4.8 Si para cualquier m < n definimos el conjunto

Pm =
©
(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xi = 0 ∀i ∈ {m+ 1, . . . , n}

ª
entonces Pm tiene medida de Lebesgue cero.

Dem. Cabe notar que Pm no es otra cosa más que un subespacio vectorial de Rn isomorfo a
Rm, en otras palabras lo que esta proposición afirma es que Rm visto como subespacio de Rn
tiene medida de Lebesgue cero en Rn. La prueba es en realidad muy sencilla, consideremos
al conjunto Pm ∩ Zn, es decir, el conjunto de puntos de Pm con coordenadas enteras, este
conjunto es numerable, es decir, Pm ∩ Zn =

©
ŷ(i) | i ∈ Nª.
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Dado ε > 0, para cada ŷ(i) ∈ Pm ∩ Zn con ŷ(i) =
³
y
(i)
1 , . . . , y

(i)
m , 0, . . . , 0

´
, definimos el

rectángulo

Ri =
h
y
(i)
1 , y

(i)
1 + 1

i
× · · · × £y(i)m , y(i)m + 1

¤× [0, δi]× · · ·
n−m

× [0, δi]

en donde

δi =
³ ε

2i+1

´ 1
n−m

Esta colección de rectangulos Ri es numerable, porque el conjunto Pm ∩ Zn lo es, además

V (Ri) = (δi)
n−m =

ε

2i+1

y por tanto
P∞

i=1 V (Ri) =
ε
2
< ε, de manera que si

Pm ⊂
∞[
i=1

Ri

entonces habremos probado que Pm tiene medida de Lebesgue cero.
Dado x̂ = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) ∈ Pm, existen n1, . . . , nm ∈ Z tales que nj ≤ xj ≤ nj + 1

para toda j ∈ {1, . . . ,m}. Sea i ∈ N tal que ŷ(i) = (n1, . . . , nm, 0, . . . , 0) ∈ Pm ∩ Zn y Ri el
rectángulo correspondiente a este punto. Como nj ≤ xj ≤ nj + 1 para toda j ∈ {1, . . . ,m},
es claro que x̂ ∈ Ri y por tanto que

Pm ⊂
∞[
i=1

Ri

de donde concluimos que λ (Pm) = 0

Lo hecho en esta proposición, es la clave para demostar que la identidad J (T (D)) =
|detL| J (D) es válida aún cuando T es singular. En este caso, al ser T singular, se tiene
que detL = 0, de forma que lo que se tratará de demostrar es que si T es singular entonces
J (T (D)) = 0; es aquí donde entra la proposición anterior, porque T (Rn) es un subespacio
de Rn de dimensión m < n, y por lo tanto T (Rn) será isomorfo al conjunto Pm; como este
conjunto tiene medida de Lebesgue cero, entonces de acuerdo con la proposición 3.2, todo
subconjunto compacto tendrá medida de Jordan cero. Hagamos esto con un poco más de
cuidado.

Lema 4.11 Si T : Rn → Rn es una transformación lineal singular tal que T (Rn) es un
subespacio de Rn de dimensión m < n, entonces existe un isomorfismo ϕ : Rn → Rn tal que

ϕ (T (Rn)) = Pm

Dem. Si {v̂1, . . . , v̂m} es una base para T (Rn), entonces podemos extenderla a una base
para Rn, {v̂1, . . . , v̂m, v̂m+1, . . . , v̂n}; como toda transformación lineal queda determinada a
partir de la base, definamos ϕ : Rn → Rn como

ϕ (v̂j) = êj
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donde êj, como siempre, representa al j-ésimo vector canónico. Entonces ϕ definida de esta
manera es un isomorfismo de Rn en sí mismo, y dado que {ê1, . . . , êm} es una base para Pm,
se concluye que ϕ (T (Rn)) = Pm.

Proposición 4.9 Si D ⊂ Rn es un conjunto Jordan medible y T : Rn → Rn es una trans-
formación lineal singular, entonces T (D) es Jordan medible y

J (T (D)) = 0

Dem. Al ser T singular, como se dijo, significa que detL = 0. De manera que T (Rn) es un
subespacio de Rn de dimensión m < n y por tanto existe un isomorfismo ϕ : Rn → Rn tal
que

ϕ (T (Rn)) = Pm
Como D es Jordan medible entonces el compacto D∪Fr (D) también es Jordan medible.

Ahora bien, ϕ (T (D ∪ Fr (D))) es un subconjunto compacto de Pm y como éste tiene medida
de Lebesgue cero, se tiene por la proposición 3.2 que ϕ (T (D ∪ Fr (D))) es Jordan medible
en Rn y además

J (ϕ (T (D ∪ Fr (D)))) = 0
Por otra parte, como ϕ es un isomorfismo de Rn, eso significa que es una transformación

lineal no singular, lo que implica que ϕ−1 : Rn → Rn también es una transformación lineal
no singular y por lo tanto ϕ−1 (ϕ (T (D ∪ Fr (D)))) es un conjunto Jordan medible, es decir,
T (D ∪ Fr (D)) es Jordan medible; pero ϕ (T (D ∪ Fr (D))) es un conjunto compacto de
medida de Jordan cero, entonces por el teorema 4.2 concluímos que

J
¡
ϕ−1 (ϕ (T (D ∪ Fr (D))))¢ = 0

es decir, J (T (D ∪ Fr (D))) = 0 y por lo tanto J (T (D)) = 0

Con esto damos por terminada la segunda parte de este largo camino para demostrar el
teorema de cambio de variable, y abriremos paso ahora sí, a este importante teorema.

4.5 El caso general

El teorema de cambio de variable, como ya todos sabemos, nos da una poderosa herramienta
para calcular integrales en varias variables, cuando éstas están definidas sobre conjuntos
no tan simples como los rectángulos. Si nuestra región de integración puede verse como la
imagen de un conjunto Jordan medible bajo una función inyectiva y de clase C1 en este
conjunto, entonces podemos cambiar nuestra región de integración a este conjunto Jordan
medible, que en principio, debería resultar más accesible para trabajar. Como mencionamos
al principio de este capítulo, bajo estas condiciones el teorema afirma queZ

g(D)

f =

Z
D

(f ◦ g) |Jg|
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donde D es el conjunto Jordan medible, g es la función inyectiva y de clase C1 en D, y
f : g (D)→ R es una función continua y acotada en g (D).
Al igual que lo sucedido cuando tratamos de deducir la fórmula para transformaciones

lineales en donde nos fue útil comenzar con rectángulos, aquí también tendremos que trabajar
con rectángulos, es decir, como todo conjunto Jordan medible puede aproximarse mediante
particiones de rectángulos, analizaremos la medida de Jordan de g (R), con R rectángulo
suficientemente pequeño, a partir de la medida de Jordan de Dg (x̂) (R) para alguna x̂ ∈ R.
La idea central de este razonamiento es que, entre más pequeño sea el rectángulo R, si x̂ ∈ R
entonces Dg (x̂) se “parece” mucho a la función g en R, de tal forma que la medida de Jordan
del conjunto Dg (x̂) (R) se “parece” mucho a la medida de Jordan del conjunto g (R). Para
lograr este objetivo, primero lo haremos para una clase especial de rectángulos, los cubos;
por su sencillez y fácil caracterización, nos resultará muy conveniente iniciar con ellos.

Lema 4.12 Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y K ⊂ Ω compacto. Si g : Ω→ Rn es de clase
C1 en Ω, Jg (x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ K y además g es inyectiva en int (K) entonces para toda
ε ∈ (0, 2) existe δ > 0 tal que para cualquier C ⊂ int (K) cubo de dimensión s < δ y centro
en â se tiene que³

1− ε

2

´
|Jg (â)|V (C) ≤ J (g (C)) ≤

³
1 +

ε

2

´
|Jg (â)|V (C)

Dem. Antes de comenzar la prueba vale la pena detenernos un poco a analizar la desigualdad
propuesta en este lema. Primero nótese que la desigualdad puede ser escrita como¯̄̄̄

J (g (C))

|Jg (â)|V (C) − 1
¯̄̄̄
<

ε

2

Esto nos dice que, para cubos suficientemente pequeños, las cantidades J (g (C)) y |Jg (â)|V (C)
se parecen mucho en proporción; lo que nos da un poco de luz en cuanto a la fórmula de
cambio de variable si consideramos que,Z

g(D)

f ≈
X
i

(f ◦ g) (x̂i)J (g (Ri))

y Z
D

(f ◦ g) |Jg| ≈
X
i

(f ◦ g) (x̂i) |Jg (x̂i)|V (Ri)

en donde los rectángulos Ri forman una partición de algún rectángulo que contenga a D.
Ahora bien, de acuerdo con el teorema 4.4

|Jg (â)|V (C) = J (Dg (â) (C))

de manera que la desigualdad también la podemos ver como¯̄̄̄
J (g (C))

J (Dg (â) (C))
− 1
¯̄̄̄
<

ε

2
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Desigualdad que, como dijimos previo al lema, muestra que para cubos suficientemente
pequeños centrados en â, la medida de Jordan de Dg (â) (C) se “parece” mucho a la medida
de Jordan del conjunto g (C). Una manera equivalente de exhibir esta idea es considerar que,
al tratarse de un cubo pequeño centrado en â y el hecho de que la función Dg (â) se parece
mucho a la función g en puntos póximos a â, parece natural que la función [Dg (â)]

−1 ◦ g
no altere mucho a la medida de Jordan de C. En otras palabras, apoyados del teorema 4.4
obtenemos que

J
¡
[Dg (â)]

−1 ◦ g (C)¢ = 1

|Jg (â)|J (g (C))

de manera que la desigualdad ¯̄̄̄
J (g (C))

J (Dg (â) (C))
− 1
¯̄̄̄
<

ε

2

también puede ser vista como¯̄̄̄
¯J
¡
[Dg (â)]

−1 ◦ g (C)¢
V (C)

− 1
¯̄̄̄
¯ < ε

2

Planteamos esta nueva expresión para propósitos de la prueba, ya que nos resultará un poco
sencillo deducir esta última desigualdad y a partir de ésta concluir lo que queremos.
Ahora sí iniciemos la prueba. Comencemos notando que por el teorema 4.3, tiene sentido

hablar de J (g (C)).
Como Jg (x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ K entonces por el lema 4.3 existe µ > 0 tal que para

toda x̂ ∈ K y para toda û ∈ Rn

µ kûk ≤ kDg (x̂) (û)k
Dado x̂ ∈ K y v̂ ∈ Rn arbitrario, podemos hacer û = [Dg (x̂)]−1 (v̂) (la inversa existe porque
Jg (x̂) 6= 0); entonces

µ
°°[Dg (x̂)]−1 (v̂)°° ≤ kv̂k

De manera que si hacemos M = 1
µ
, se tiene que para toda x̂ ∈ K y para toda v̂ ∈ Rn°°[Dg (x̂)]−1 (v̂)°° ≤M kv̂k (4.1)

Sea ε ∈ (0, 2) y consideremos

0 < ε1 <
1

M
√
n
min

½
1−

³
1− ε

2

´ 1
n

,
³
1 +

ε

2

´ 1
n − 1

¾
en particular ε1 < 1

M
√
n
.

De nuestra elección de ε1 también se tiene que¡
1−Mε1

√
n
¢n
> 1− ε

2
(4.2)

y ¡
1 +Mε1

√
n
¢n
< 1 +

ε

2
(4.3)
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Por el lema 4.2 existe δ1 > 0 tal que para toda â ∈ K

kg (x̂)− g (â)−Dg (â) (x̂− â)k ≤ ε1 kx̂− âk (4.4)

siempre que x̂ ∈ Bδ1 (â) ∩K. Definamos δ > 0 como

δ =
2δ1√
n

y tomemos s < δ; sea C ⊂ int (K) un cubo con centro en â y dimensión s, tenemos que para
toda x̂ ∈ C

kx̂− âk ≤ s
2

√
n < δ1

y por lo tanto para toda x̂ ∈ C

kg (x̂)− g (â)−Dg (â) (x̂− â)k ≤ ε1 kx̂− âk

Sea h : Ω → Rn definida por h (x) = [Dg (â)]
−1 (g (x̂)); nótese que h es inyectiva en

int (K) por la inyectividad de g ahí; además, como g es de clase C1 en Ω entonces h también
lo es y finalmente como Jg (x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ K tenemos que Jh (x̂) 6= 0 para toda
x̂ ∈ K. La idea ahora es conseguir dos cubos γ y Γ tales que γ ⊂ h (C) ⊂ Γ y cuyos
volúmenes puedan ser calculados en términos del volumen de C.
Por definición de h y la ecuación (4.1)

kh (x̂)− h (â)− (x̂− â)k =
°°[Dg (â)]−1 (g (x̂)− g (â)−Dg (â) (x̂− â))°°

≤ M kg (x̂)− g (â)−Dg (â) (x̂− â)k

cabe destacar que para que esta última desigualdad sea cierta, es importante el hecho de que°°[Dg (x̂)]−1 (v̂)°° ≤M kv̂k es válida para toda x̂ ∈ K.
Supongamos que h tiene funciones coordenadas h1, . . . , hn : Ω→ R y el centro de C tiene

coordenadas a1, . . . , an ∈ R, es decir, â = (a1, . . . , an). Dado x̂ = (x1, . . . , xn) ∈ C, por (4.4)
tenemos que para cada j ∈ {1, . . . , n}

|hj (x̂)− hj (â)− (xj − aj)| ≤ kh (x̂)− h (â)− (x̂− â)k
≤ M kg (x̂)− g (â)−Dg (â) (x̂− â)k
≤ Mε1 kx̂− âk

Aquí también vale la pena recalcar la importancia de conseguir un δ1 > 0 tal que la expresión
(4.4) es válida para cualquier â ∈ K; entonces de la última desigualdad se concluye que

|hj (x̂)− hj (â)| ≤ |xj − aj|+Mε1 kx̂− âk

De la observación 4.1, hecha casi al principio de este capítulo, tenemos que |xj − aj| ≤ s
2
y

kx̂− âk ≤ s
2

√
n, por lo tanto

|hj (x̂)− hj (â)| ≤ s
2

¡
1 +Mε1

√
n
¢
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y esto ocurre para toda j ∈ {1, . . . , n}, de modo que, nuevamente por la observación 4.1,
h (x̂) pertenece a un cubo Γ con centro h (â) y dimensión s (1 +Mε1

√
n).Esto significa que

h (C) ⊂ Γ pues la x̂ ∈ C que tomamos fue arbitraria.
Por otro lado, dado que h es de clase C1 en Ω, Jh (x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ K y hemos

tomado a C contenido en el interior de K, entonces por el lema 4.8 podemos concluir que
Fr (h (C)) ⊂ h (Fr (C)); más aún, gracias a la inyectividad de h en int (K), podremos
demostrar la contención contraria.
Sea x̂ ∈ h (Fr (C)), es decir, x̂ = h (ŷ) para algún ŷ ∈ Fr (C), y supongamos que

x̂ /∈ Fr (h (C)); como C es cerrado entonces Fr (C) ⊂ C y por tanto x̂ ∈ h (Fr (C)) ⊂ h (C),
de modo que existe r > 0 tal que Br (x̂) ⊂ h (C). Como h es continua en ŷ, existe r0 > 0
tal que Br0 (ŷ) ⊂ int (K) y tal que si ẑ ∈ Br0 (ŷ),entonces kh (ẑ)− h (ŷ)k < r. Ahora, como
ŷ ∈ Fr (C), entonces existe ẑ ∈ Br0 (ŷ) tal que ẑ /∈ C, pero entonces

kh (ẑ)− x̂k = kh (ẑ)− h (ŷ)k < r
por lo tanto h (ẑ) ∈ h (C), lo que por la inyectividad de h implica que ẑ ∈ C, contradiciendo
nuestra elección de ẑ. Por lo tanto x̂ ∈ Fr (h (C)) y por lo tanto

Fr (h (C)) = h (Fr (C))

Retomando la desigualdad

|hj (x̂)− hj (â)− (xj − aj)| ≤Mε1 kx̂− âk
concluimos que

|hj (x̂)− hj (a)| ≥ |xj − aj|−Mε1 kx̂− ak
Una vez más, de la observación 4.1, sabemos que si x̂ ∈ Fr (C) entonces |xj − aj| = s

2
para

alguna j ∈ {1, . . . , n}, de manera que

|hj (x̂)− hj (â)| ≥ s
2
−Mε1 kx̂− âk ≥ s

2

¡
1−Mε1

√
n
¢

Esto quiere decir que los puntos de h (Fr (C)), o lo que es lo mismo como ya lo demostramos,
los puntos de Fr (h (C)), viven afuera o en la frontera del cubo γ con centro en h (â) y
dimensión s (1−Mε1

√
n), la cual es una cantidad positiva porque ε1 < 1

M
√
n
.

Nos interesa mostrar que γ ⊂ h (C), y de la compacidad de h (C) y el hecho de que γ es
un cubo, es suficiente mostrar que int (γ) ⊂ h (C). Sabemos que

Rn = int (h (C)) ∪ ext (h (C)) ∪ Fr (h (C))
y como

Fr (h (C)) ⊂ γc ∪ Fr (γ)
entonces int (γ) ∩ Fr (h (C)) = ∅, de donde

int (γ) = (int (h (C)) ∩ int (γ)) ∪ (ext (h (C)) ∩ int (γ))
y estos dos conjuntos son ajenos, de manera que si ambos fueran diferentes del vacío se
tendría una disconexión de int (γ), lo que es absurdo, por lo tanto uno de éstos es vacío. Sin
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embargo como h es de clase C1 enΩ y Jh (â) 6= 0, por el teorema de la función inversa tenemos
que h (â) ∈ int (h (C)), y este punto es el centro de γ por lo que int (h (C)) ∩ int (γ) 6= ∅ y
entonces ext (h (C))∩ int (γ) = ∅, es decir, int (γ) ⊂ int (h (C)) y por tanto γ ⊂ h (C) como
queríamos.
Resumiendo un poco lo que se ha logrado hasta este momento, hemos encontrado un

cubo γ con centro en h (â) y dimensión s (1−Mε1
√
n), así como un cubo Γ con centro en

h (â) y dimensión s (1 +Mε1
√
n), tales que γ ⊂ h (C) ⊂ Γ.

Por el teorema 4.3 h (C) es Jordan medible, y por lo tanto

V (γ) ≤ J (h (C)) ≤ V (Γ)

en donde
V (γ) = sn

¡
1−Mε1

√
n
¢n

y
V (Γ) = sn

¡
1 +Mε1

√
n
¢n

De las ecuaciones (4.2) y (4.3) y como V (C) = sn se tiene que³
1− ε

2

´
V (C) ≤ V (γ) ≤ J (h (C)) ≤ V (Γ) ≤

³
1 +

ε

2

´
V (C)

Por otra parte, [Dg (â)]
−1 es una transformación lineal no singular, con matriz asociada

[g0 (â)]−1 y

det
³
[g0 (â)]−1

´
=

1

det g0 (â)
=

1

Jg (â)

Como h (C) =
¡
[Dg (â)]

−1 ◦ g¢ (C) entonces por el teorema 4.4
J (h (C)) = J

¡
[Dg (â)]

−1 ◦ g (C)¢ = 1

|Jg (â)|J (g (C))

concluyendo finalmente que³
1− ε

2

´
V (C) |Jg (â)| ≤ J (g (C)) ≤

³
1 +

ε

2

´
V (C) |Jg (â)|

Lo siguiente que haremos será, generalizar el lema 4.12 para rectángulos, haciendo uso
de la observación 3.2 y aplicando el lema anterior.

Lema 4.13 Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y K ⊂ Ω compacto. Si g : Ω→ Rn es de clase
C1 en Ω, Jg (x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ K y además g es inyectiva en int (K) entonces para toda
ε ∈ (0, 1) existe δ > 0 tal que para cualquier R ⊂ int (K) rectángulo de dimensiones menores
que δ y para toda x̂ ⊂ R

(1− ε) |Jg (x̂)|V (R) ≤ J (g (R)) ≤ (1 + ε) |Jg (x̂)|V (R)
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Dem. Este lema nos dice algo similar que el lema previo, es decir, que para rectángu-
los suficientemente pequeños las cantidades |Jg (x̂)|V (R) y J (g (R)) son muy parecidos en
proporción, con la diferencia sutil de que en el lema 4.12 el Jacobiano de g está evaluado
en el centro del cubo, mientras que aquí la desigualdad es válida sin importar el punto del
rectángulo que se considere para el Jacobiano de g.
La clave para este prueba, es encontrar la manera de aplicar el lema 4.12; para esto,

encerraremos a R entre dos rectángulos R1, R2 ⊂ Rn de dimensiones racionales tales que
R1 ⊂ R ⊂ R2 y cuyo volumen difiera del de R por una cantidad tan pequeña como sea
necesario, para después, de acuerdo con el lema 4.1, poder hacer una partición de estos
nuevos rectángulos en cubos y poder aplicar el lema 4.12.
Comencemos notando que, al ser g de clase C1 en Ω, se satisfacen dos cosas:
1) Jg es una función continua en Ω, pues es producto y suma de funciones continuas.
2) g satisface la condición de uniformidad de Lipschitz en K.
Del primer hecho y dado que Jg (x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ K, existe µ > 0 tal que |Jg (x̂)| ≥ µ

para toda x̂ ∈ K, y además Jg es uniformemente continua en K.
Sea ε ∈ (0, 1) y tomemos un ε1 > 0 tal que

ε1 < µ
ε

2 + ε

por lo que también se cumple que
ε1 < µ

ε

2− ε

Como
ε

2 + ε
=
2 (1 + ε)

2 + ε
− 1 = 1 + ε

1 + ε
2

− 1
y

ε

2− ε
= 1− 2 (1− ε)

2− ε
= 1− 1− ε

1− ε
2

entonces las condiciones que cumple ε1 implican que³
1 +

ε

2

´µ
1 +

ε1
µ

¶
< 1 + ε (4.5)

y

1− ε <
³
1− ε

2

´µ
1− ε1

µ

¶
(4.6)

De la continuidad uniforme de Jg en K, sabemos que existe δ1 > 0 tal que |Jg (x̂)− Jg (ŷ)| <
ε1 para cualesquiera x̂, ŷ ∈ K tales que kx̂− ŷk < δ1, de donde

|Jg (x̂)| < ε1 + |Jg (ŷ)|
y

|Jg (x̂)|− ε1 < |Jg (ŷ)|
De la primera desigualdad y en vista de que |Jg (x̂)| ≥ µ para toda x̂ ∈ K, se tiene

|Jg (x̂)|
|Jg (ŷ)| <

ε1
|Jg (ŷ)| + 1 ≤

ε1
µ
+ 1
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o de manera equivalente

|Jg (x̂)| <
µ
ε1
µ
+ 1

¶
|Jg (ŷ)| (4.7)

así mismo, de la segunda desigualdad se desprende que

|Jg (ŷ)|
|Jg (x̂)| > 1−

ε1
|Jg (x̂)| ≥ 1−

ε1
µ

es decir,

|Jg (ŷ)| >
µ
1− ε1

µ

¶
|Jg (x̂)| (4.8)

Sea δ ∈
³
0, δ1√

n

´
lo suficientemente pequeña para que el lema 4.12 aplique en el compacto K

y para la ε con la que partimos; pidámosle además que esta δ sea útil para la condición de
uniformidad de Lipschitz de g en K, es decir, que para alguna L > 0 si kx̂− ŷk < δ entonces

kg (x̂)− g (ŷ)k ≤ L kx̂− ŷk
con x̂, ŷ ∈ K.
Sea R ⊂ int (K) rectángulo de dimensiones menores que δ; pedimos que δ < δ1√

n
, porque

de esta forma dados x̂, ŷ ∈ R, con x̂ = (x1, . . . , xn) y ŷ = (y1, . . . , yn), obtenemos que

kx̂− ŷk =
Ã

nX
j=1

(xj − yj)2
! 1

2

≤
Ã

nX
j=1

δ2

! 1
2

= δ
√
n < δ1

y entonces las desigualdades (4.7) y (4.8)son válidas para x̂ y ŷ.
Sea ε2 > 0, demostraremos que para toda x̂ ∈ R

(1− ε) |Jg (x̂)|V (R)− ε2 ≤ J (g (R)) ≤ (1 + ε) |Jg (x̂)|V (R) + ε2

Por el lema 2.1, la observación 2.2 y la proposición 4.4 sabemos que existen rectángulos
R1, R2 ⊂ Rn con dimensiones racionales y menores a δ tales que R1 ⊂ R ⊂ R2 ⊂ int (K) y

V (R)− V (R1) < ε2
4 (2L

√
n)
n

y
V (R2)− V (R) < ε2

4 (2L
√
n)
n

donde la L > 0, como ya se dijo, es la constante de Lipschitz. Es muy importante poder
asegurar que R2 ⊂ int (K) porque necesitaremos que g sea inyectiva en este rectángulo.
Al ser R1 un rectángulo, se tiene que V (R1) = V (int (R1)), por lo que

J (R \ int (R1)) = V (R)− V (int (R1)) = V (R)− V (R1) < ε2
4 (2L

√
n)
n

en donde la primera igualdad es válida ya que R1 ⊂ R. Entonces R \ int (R1) es un conjunto
compacto tal que

J (R \ int (R1)) < ε2
4 (2L

√
n)
n
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aplicando el lema 4.6 se concluye que J (g (R \ int (R1))) < ε2.
De la inyectividad de g en int (K) se sigue la inyectividad de g enR, de donde g (R \ int (R1)) =

g (R) \ g (int (R1)) y obtenemos entonces
J (g (R \ int (R1))) = J (g (R))− J (g (int (R1)))

y por tanto
J (g (R)) < ε2 + J (g (int (R1)))

De manera análoga se tiene que

J (g (R2)) < ε2 + J (g (int (R)))

vale destacar que es aquí donde usamos que R2 ⊂ int (K) pues como ya se dijo, asegura-
mos la inyectividad de g en R2.
Ahora bien, como g (int (R1)) ⊂ g (R) y g (int (R)) ⊂ g (R) y todos son Jordan medibles,

se tiene que
J (g (int (R1))) ≤ J (g (R1))

y
J (g (int (R))) ≤ J (g (R))

de modo que
J (g (R)) < ε2 + J (g (R1)) (4.9)

y
J (g (R2))− ε2 < J (g (R)) (4.10)

Tomemos una partición de R1 en k cubos C1, . . . , Ck ⊂ Rn y una partición de R2 en l cubos
C 01, . . . , C

0
l ⊂ Rn, esto es posible por el lema 4.1; sean â1, . . . , âk los centros de cada Cj y

b̂1, . . . , b̂l los centros de cada C 0j. Nuevamente de la inyectividad de g tanto en R1 como en
R2, se sigue que g (C1) , . . . , g (Ck) es una subdivisión del conjunto g (R1), es decir,

g (R1) ⊂
k[
j=1

g (Cj)

y además int (Cj)∩int (Ci) = ∅ para i 6= j; similarmente g (C 01) , . . . , g (C 0l) es una subdivisión
de g (R2), de modo que por el corolario 3.1

J (g (R1)) =
kX
j=1

J (g (Cj))

y

J (g (R2)) =
lX
j=1

J
¡
g
¡
C 0j
¢¢

Como las dimensiones de cada Cj y cada C 0j son menores que δ, por estar contenidos en R1
y R2 respectivamente, podemos aplicar el lema 4.12 a cada uno de estos cubos y entonces
usaremos el hecho de que para Cj se cumple que

J (g (Cj)) ≤
³
1 +

ε

2

´
|Jg (âj)|V (Cj) (4.11)
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y para C 0j se cumple que ³
1− ε

2

´ ¯̄̄
Jg
³
b̂j
´¯̄̄
V
¡
C 0j
¢ ≤ J ¡g ¡C 0j¢¢ (4.12)

Como R1 ⊂ R ⊂ R2 y R2 tiene dimensiones menores a δ, entonces para toda x̂ ∈ R,
kx̂− âjk < δ1 para toda j ∈ {1, . . . , k} y

°°°x̂− b̂j°°° < δ1 para toda j ∈ {1, . . . , l}, de modo
que por las ecuaciones (4.7) y (4.8)

|Jg (âj)| <
µ
1 +

ε1
µ

¶
|Jg (x̂)|

y µ
1− ε1

µ

¶
|Jg (x̂)| <

¯̄̄
Jg
³
b̂j
´¯̄̄

utilizando estas dos desigualdades en las ecuaciones (4.11) y (4.12) respectivamente, se tiene
que

J (g (Cj)) <
³
1 +

ε

2

´µ
1 +

ε1
µ

¶
|Jg (x̂)|V (Cj)

y ³
1− ε

2

´µ
1− ε1

µ

¶
|Jg (x̂)|V

¡
C 0j
¢
< J

¡
g
¡
C 0j
¢¢

y por (4.5) y (4.6) conluimos que

J (g (Cj)) < (1 + ε) |Jg (x̂)|V (Cj) (4.13)

y
(1− ε) |Jg (x̂)|V

¡
C 0j
¢
< J

¡
g
¡
C 0j
¢¢

(4.14)

Finalmente con las ecuaciones (4.10) y (4.14) obtenemos

(1− ε) |Jg (x̂)|V (R)− ε2 < (1− ε) |Jg (x̂)|V (R2)− ε2

= (1− ε) |Jg (x̂)|
lX

j=1

V
¡
C 0j
¢− ε2

<
lX

j=1

J
¡
g
¡
C 0j
¢¢− ε2

= J (g (R2))− ε2 < J (g (R))

y del mismo modo con las ecuaciones (4.9) y (4.13)

J (g (R)) < J (g (R1)) + ε2 =
kX
j=1

J (g (Cj)) + ε2

< ε2 + (1 + ε) |Jg (x̂)|
kX
j=1

V (Cj)

= ε2 + (1 + ε) |Jg (x̂)|V (R1)
< ε2 + (1 + ε) |Jg (x̂)|V (R)
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es decir
(1− ε) |Jg (x̂)|V (R)− ε2 < J (g (R)) < ε2 + (1 + ε) |Jg (x̂)|V (R)

y como esto ocurre para toda ε2 > 0, se tiene que

(1− ε) |Jg (x̂)|V (R) ≤ J (g (R)) ≤ (1 + ε) |Jg (x̂)|V (R)

Con este último lema por fin tenemos todas las herramientas necesarias para demostrar
el teorema de cambio de variable.

Teorema 4.5 (Cambio de variable) Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y D ⊂ Rn Jordan
medible tal que D ∪ Fr (D) ⊂ Ω. Sea g : Ω → Rn de clase C1 en Ω, inyectiva en int (D) y
tal que Jg (x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ int (D). Si f : g (D)→ R es acotada y continua entoncesZ

g(D)

f =

Z
D

(f ◦ g) |Jg|

Dem. Primero nótese que g (D) es Jordan medible por el teorema 4.3 y entonces
R
g(D)

f

existe, y por la continuidad de (f ◦ g) |Jg| se tiene que
R
D
(f ◦ g) |Jg| existe.

Supongamos primero que f (ŷ) ≥ 0 para toda ŷ ∈ g (D) y probemos el resultado en este
caso; más adelante nos ocuparemos del caso general.
Sean M > 0 y S > 0 tales que para toda ŷ ∈ g (D)

f (ŷ) ≤M (4.15)

y para toda x̂ ∈ D
|Jg (x̂)| ≤ S (4.16)

M existe por hipótesis y S existe porque |Jg| es continua en el compacto D ∪ Fr (D) y por
tanto acotada ahí.
Como Ω es abierto, para cada â ∈ D ∪ Fr (D) existe râ > 0 tal que

Brâ (â) ⊂ Ω

y como D ∪ Fr (D) es compacto, existen â1, . . . , âl ∈ D ∪ Fr (D) tales que

D ∪ Fr (D) ⊂
l[

j=1

Brâj (âj)

Llamemos

A =
l[
j=1

Brâj (âj)

A es un conjunto abierto cuya cerradura es compacta, pues

l[
j=1

Brâj (âj) ⊂
l[

j=1

Brâj (âj)
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y este segundo es un conjunto compacto y como además el conjunto está contenido en Ω, se
tiene entonces que A ⊂ Ω.
Tomemos ε > 0; demostraremos que¯̄̄̄Z

D

(f ◦ g) |Jg|−
Z
g(D)

f

¯̄̄̄
< ε

con lo que concluiremos la igualdad deseada.
Al ser g de clase C1 en Ω y A compacto, tenemos que g satisface la condición de unifor-

midad de Lipschitz en A, así que tomemos L > 0 la constante de Lipschitz de g en A. Como
D es Jordan medible entonces J (Fr (D)) = 0 y por el lema 3.1 existen J1, . . . , Jk ⊂ Rn
rectángulos tales que Fr (D) ⊂ Sk

i=1 Ji y

kX
j=1

V (Ji) < δ1

en donde

δ1 =
1

2
min

½
ε

5MS
,

ε

60M (2L
√
n)
n

¾
(4.17)

Recordando el “truco” de “inflar” rectángulos como lo hicimos en el lema 3.1, “inflaremos”
los réctangulos Ji de manera que cada punto de la frontera de D pertenezca al interior
de algún rectángulo inflado; por el lema 2.1 y la observación 2.2 sabemos que para cada
i ∈ {1, . . . , k} existe J 0i ⊂ Rn rectángulo tal que Ji ⊂ int (J 0i) y

V (J 0i)− V (Ji) <
δ1
k

entonces para toda x̂ ∈ Fr (D) existe i ∈ {1, . . . , k} tal que x̂ ∈ int (J 0i) y
kX
j=1

V (J 0i) =
kX
j=1

(V (J 0i)− V (Ji)) +
kX
j=1

V (Ji) < 2δ1

Parte de la idea para realizar esta prueba es la aplicación del lema 4.13, pero para eso
necesitamos un compacto K ⊂ Ω tal que para toda x̂ ∈ K Jg (x̂) 6= 0 y además g deberá ser
inyectiva en el interior de este compacto.
ComoD es Jordan medible, por la observación 3.3 existeK ⊂ int (D) compacto y Jordan

medible tal que
J (D)− J (K) < δ2 (4.18)

en donde

δ2 = min

½
ε

10MS
,

ε

60M (2L
√
n)
n

¾
(4.19)

de esta manera para toda x̂ ∈ K Jg (x̂) 6= 0 y g resulta inyectiva en K, por lo que estaremos
en la libertad de usar el lema 4.13 sobre K.
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De manera análoga a lo hecho con Fr (D), podemos decir que existen I1, . . . , Ik0 ⊂ Rn
rectángulos tales que Fr (K) ⊂ Sk0

j=1 int (Ij) y

k0X
j=1

V (Ii) < δ2

Sea R ⊂ Rn rectángulo, suficientemente grande, de manera que

A,
k0[
j=1

Ij,
k[
i=1

J 0i ⊂ R

Estamos en busca de una partición de R lo bastante buena para que nos permita estimar el
valor de ¯̄̄̄Z

D

(f ◦ g) |Jg|−
Z
g(D)

f

¯̄̄̄
Vale la pena recalcar la importancia de que los puntos tanto de Fr (D) como de Fr (K)
sean puntos interiores de algún rectángulo; construiremos una partición de R a partir de los
vértices de los J 0i y los Ij y queremos tener control del volumen de los rectángulos generados
por la partición que intersectan a Fr (D) o a Fr (K), en otras palabras, si tenemos una
partición de R que tenga a todos los vértices de cada J 0i y Q es un subrectángulo generado
por esta partición tal que Q ∩ Fr (D) 6= ∅ entonces por la discusión hecha tras la definición
2.7 y por el hecho de que cada punto de Fr (D) vive en el interior de algún J 0i, se tiene que
Q ⊂ J 0i de modo que X

Q∩Fr(D)6=∅
V (Q) ≤

kX
j=1

V (J 0i) < 2δ1

Sea P0 ∈ PR tal que contiene a todos los vértices de cada J 0i y cada Ij, por lo ya
argumentado sabemos que si Q1, . . . , Qr son los subrectángulos generados por P0 entoncesX

Qi∩Fr(D)6=∅
V (Qi) < 2δ1

y X
Qi∩Fr(K)6=∅

V (Qi) < δ2

de hecho, esta propiedad se preserva bajo cualquier refinamiento de P0, una vez más, por la
discusión tras la definición2.7, dado cualquier refinamiento de P0 que genere subrectángulos
R1, . . . , Rm, se tiene que para cada i ∈ {1, . . . ,m} existe j ∈ {1, . . . , r} tal que Ri ⊂ Qj, de
donde X

Ri∩Fr(D)6=∅
V (Ri) ≤

X
Qi∩Fr(D)6=∅

V (Qi) < 2δ1

y X
Ri∩Fr(K)6=∅

V (Ri) ≤
X

Qi∩Fr(K)6=∅
V (Qi) < δ2
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Por otro lado, usando la proposición 4.3 tenemos que d
¡
Ac,D

¢
> 0, ya que A es abierto

y D ⊂ A es compacto. Así mismo d ((int (D))c , K) > 0 pues (int (D))c es cerrado y
K ⊂ int (D) es compacto.
Ahora bien, si tomamos un rectángulo R0 cuya longitud de la diagonal, d (R0), sea menor

que d
¡
Ac, D

¢
y tal que R0∩ (D ∪ Fr (D)) 6= ∅ entonces R0 ⊂ Ω. Esto es sencillo de ver, pues

dado x̂ ∈ R0, si ŷ ∈ R0 ∩ (D ∪ Fr (D)) entonces
kx̂− ŷk ≤ d (R0) < d ¡Ac, D¢

y por lo tanto x̂ /∈ Ac, es decir, x̂ ∈ A ⊂ Ω. Algo similar sucede si tomamos un rectángulo R0

tal que d (R0) < d ((int (D))c , K) y R0∩K 6= ∅ en este caso lo que sucede es que R0 ⊂ int (D).
Finalmente, antes de construir la partición deseada, tomemos δ > 0 con

δ < min
©
d
¡
Ac,D

¢
, d ((int (D))c ,K)

ª
para la cual el lema 4.13 sea válido en el compacto K y para el valor positivo

ε

5T

donde
T = V (R)MS (4.20)

Sea P ∈ PR un refinamiento de P0, con subrectángulos generados R1, . . . , Rm, tal que

i) S̄ ((f ◦ g) |Jg| XD, P )− S− ((f ◦ g) |Jg| XD, P ) <
ε
5

ii) para toda j ∈ {1, . . . ,m} , d (Rj) < δ

La primera condición la podemos conseguir porque (f ◦ g) |Jg| es integrable sobre D, y la
segunda se puede pedir porque cualquier refinamiento de una partición que satisfaga i) no
altera la validez del mismo.
Sean

β = {j ∈ {1, . . . ,m} | Rj ∩ Fr (D) 6= ∅} ,
γ1 = {j ∈ {1, . . . ,m} | Rj ⊂ int (K)} ,
γ2 = {j ∈ {1, . . . ,m} | Rj ∩ Fr (K) 6= ∅} ,
γ3 = {j ∈ {1, . . . ,m} | Rj ⊂ int (D) \K} ,
γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 = {j ∈ {1, . . . ,m} | Rj ⊂ int (D)}

y sean también,

B1 =
[
j∈β
Rj

B2 =
[
j∈γ2

Rj

B3 =
[
j∈γ3

Rj

G =
[
j∈γ
Rj
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Por todas las condiciones pedidas anteriormente, se tiene que
1) G ∪B1 ⊂ Ω
2) Los conjuntos B1 y B2 son jordan medibles con

J (B1) =
X
j∈β
V (Rj) < 2δ1 (4.21)

y
J (B2) =

X
j∈γ2

V (Rj) < δ2 (4.22)

3) Para toda j ∈ γ1, Rj ⊂ int (K) y d (Rj) < δ, de modo que aplicando el lema 4.13, se
tiene que para toda x̂ ∈ Rj³

1− ε

5T

´
|Jg (x̂)|V (Rj) ≤ J (g (Rj)) ≤

³
1 +

ε

5T

´
|Jg (x̂)|V (Rj)

como f ≥ 0 entonces ∀x̂ ∈ Rj³
1− ε

5T

´
(f ◦ g) (x̂) |Jg (x̂)|V (Rj) ≤ (f ◦ g) (x̂)J (g (Rj)) (4.23)

y
(f ◦ g) (x̂) J (g (Rj)) ≤

³
1 +

ε

5T

´
(f ◦ g) (x̂) |Jg (x̂)|V (Rj) (4.24)

Si para cada j ∈ {1, . . . ,m} tomamos x̂j ∈ Rj arbitrario (por el momento) entonces
podemos estimar

¯̄̄R
D
(f ◦ g) |Jg|−

R
g(D)

f
¯̄̄
de la siguiente manera

¯̄̄̄Z
D

(f ◦ g) |Jg|−
Z
g(D)

f

¯̄̄̄
(4.25)

≤
¯̄̄̄
¯
Z
D

(f ◦ g) |Jg|−
mX
j=1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)| XD (x̂j)V (Rj)
¯̄̄̄
¯

+

¯̄̄̄
¯
mX
j=1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)| XD (x̂j)V (Rj)−
X
j∈γ
(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)

¯̄̄̄
¯

+

¯̄̄̄
¯̄X
j∈γ
(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)−

X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)
¯̄̄̄
¯̄

+

¯̄̄̄
¯̄X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)−
X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j) J (g (Rj))
¯̄̄̄
¯̄

+

¯̄̄̄
¯̄X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j) J (g (Rj))−
Z
g(D)

f

¯̄̄̄
¯̄
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La idea desde luego, es conseguir que cada sumando sea menor que ε
5
, siendo el primero el

más claro pues
R
D
(f ◦ g) |Jg| y

mX
j=1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (xj)| XD (x̂j)V (Rj)

son dos valores entre S̄ ((f ◦ g) |Jg| XD, P ) y S− ((f ◦ g) |Jg| XD, P ), así que por la condición
i) ¯̄̄̄

¯
Z
D

(f ◦ g) |Jg|−
mX
j=1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)| XD (x̂j)V (Rj)
¯̄̄̄
¯ < ε

5

Cabe destacar que para j /∈ β ∪ γ, x̂j /∈ D, de modo que XD (x̂j) = 0, entonces
mX
j=1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)| XD (x̂j)V (Rj) =
X
j∈β∪γ

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)| XD (x̂j)V (Rj)

De hecho, es posible que para alguna j ∈ β, x̂j /∈ D, anulándose también ese sumando y
permitiéndonos concluir junto con las ecuaciones (4.15), (4.16), (4.21) y (4.17) queX
j∈β
(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)| XD (x̂j)V (Rj) ≤MS

X
j∈β
V (Rj) < MS (2δ1) ≤MS

³ ε

5MS

´
=

ε

5

de donde ¯̄̄̄
¯ X
j∈β∪γ

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)| XD (x̂j)V (Rj)−
X
j∈γ
(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)

¯̄̄̄
¯

=
X
j∈β
(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)| XD (x̂j)V (Rj) < ε

5

Para el tercer sumando usando nuevamente (4.15) y (4.16) así como (4.22) y (4.19) se
tiene que ¯̄̄̄

¯̄X
j∈γ
(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)−

X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)
¯̄̄̄
¯̄

=
X
j∈γ2

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj) +
X
j∈γ3

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)

≤ MS
X
j∈γ2

V (Rj) +MS
X
j∈γ3

V (Rj) < MS
³ ε

10MS

´
+MS

X
j∈γ3

V (Rj)

Pero
S
j∈γ3 Rj ⊂ int (D) \K, y como por (4.18) y (4.19) tenemos que

J (int (D) \K) = J (int (D))− J (K) < δ2 ≤ ε

10MS
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entonces X
j∈γ3

V (Rj) <
ε

10MS

y por tanto¯̄̄̄
¯̄X
j∈γ
(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)−

X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)
¯̄̄̄
¯̄ < ε

5

El cuarto sumando es problamente el más importante, porque es de alguna manera, el
sumando que nos dice que las integrales

R
D
(f ◦ g) |Jg| y

R
g(D)

f se parecen (como lo habíamos
mencionado en el lema 4.12). Es aquí donde hechamos mano del lema 4.13.
Sabemos por (4.15), (4.16) y (4.20) que para toda x̂ ∈ D

(f ◦ g) (x̂) |Jg (x̂)| ≤MS = T

V (R)

de manera que

(f ◦ g) (x̂) |Jg (x̂)|V (Rj) ε
5
≤ T

V (R)
V (Rj)

ε

5

dividiendo ambos lados de la desigualdad entre T y sumando a cada lado el término

(f ◦ g) (x̂) |Jg (x̂)|V (Rj)

obtenemos

(f ◦ g) (x̂) |Jg (x̂)|V (Rj)
³
1 +

ε

5T

´
≤ (f ◦ g) (x̂) |Jg (x̂)|V (Rj) + ε

5V (R)
V (Rj) (4.26)

equivalentemente

(f ◦ g) (x̂) |Jg (x̂)|V (Rj)− ε

5V (R)
V (Rj) ≤

³
1− ε

5T

´
(f ◦ g) (x̂) |Jg (x̂)|V (Rj) (4.27)

Ahora bien, como por (4.23) y (4.24) para j ∈ γ1 se cumple que³
1− ε

5T

´
(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj) ≤ (f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj))

y
(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj)) ≤

³
1 +

ε

5T

´
(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)

entonces aplicando las desigualdades (4.26) y (4.27) obtenemos que

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)− ε

5V (R)
V (Rj) ≤ (f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj))

y
(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj)) ≤ (f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj) + ε

5V (R)
V (Rj)
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sumando respecto a los j ∈ γ1 en estas últimas dos desigualdades, y usando que

ε

5V (R)

X
j∈γ1

V (Rj) <
ε

5V (R)

mX
j=1

V (Rj) =
ε

5V (R)
V (R) =

ε

5

se tiene que X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)− ε

5
<
X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj))

<
X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj) + ε

5

y por lo tanto¯̄̄̄
¯̄X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j) |Jg (x̂j)|V (Rj)−
X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj))
¯̄̄̄
¯̄ < ε

5

Es importante observar que ninguna de las desigualdades demostradas depende de nuestra
elección de x̂j ∈ Rj; esto resulta bastante conveniente porque para probar que el último
sumando de (4.25) también es menor que ε

5
sí tendremos que usar a unos x̂j ∈ Rj específicos

y esto no alterará lo ya logrado con los sumandos previos.
Como G ⊂ int (D) es Jordan medible entonces por las hipótesis iniciales y el teorema 4.3,

g (G) también es Jordan medible y por lo tanto g (D) \ g (G) es Jordan medible y entonces
por el corolario 3.5 Z

g(D)\g(G)
f =

Z
g(D)

f −
Z
g(G)

f

Pero D ⊂ B1 ∪G, entonces g (D) ⊂ g (B1) ∪ g (G), de modo que g (D) \ g (G) ⊂ g (B1), de
donde Z

g(D)\g(G)
f ≤MJ (g (D) \ g (G)) =MJ̄ (g (D) \ g (G)) ≤MJ̄ (g (B1))

Nótese que no podemos asegurar que g (B1) sea un conjunto Jordan medible pues no
sabemos nada de Jg (x̂) para x̂ ∈ B1; afortunadamente no es algo que necesitemos saber.
Por el lema 4.6 y dado que

J (B1) <
ε

60M (2L
√
n)
n

se tiene que
J̄ (g (B1)) <

ε

15M

(aquí estamos usando fuertemente queB1 ⊂ Ω así como la compacidad del mismo) y entoncesZ
g(D)

f −
Z
g(G)

f =

Z
g(D)\g(G)

f ≤ ε

15
(4.28)

Por otro lado; sabemos que para toda j ∈ γ, Rj ⊂ int (D) y g es inyectiva ahí, de
manera que {g (Rj) | j ∈ γ} forma una subdivisión para el conjunto g (G), del mismo modo
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{g (Rj) | j ∈ γ2} y {g (Rj) | j ∈ γ3} forman una subdivisión de los conjuntos g (B2) y g (B3)
respectivamente.
El hecho de que para j 6= i, con i, j ∈ γ, se tenga que int (g (Ri)) ∩ int (g (Rj)) = ∅,

implica que J (g (Ri) ∩ g (Rj)) = 0, entonces por el teorema 3.9Z
g(G)

f =
X
j∈γ

"Z
g(Rj)

f

#
Por el teorema del valor intermedio para integralesZ

g(Rj)

f = f (ŷj)J (g (Rj))

para alguna ŷj ∈ g (Rj) y j ∈ γ (nótese que el teorema del valor intermedio para integrales
es válido porque el conjunto g (Rj) es conexo). De la inyectividad de g se sigue que existe
un único x̂j ∈ Rj tal que ŷj = g (x̂j), así queZ

g(Rj)

f = (f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj))

de donde Z
g(G)

f =
X
j∈γ
(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj))

Entonces para estas x̂j ∈ Rj específicas, auxiliándonos de (4.28), el último sumando que
nos falta analizar lo podemos aproximar como¯̄̄̄

¯̄Z
g(D)

f −
X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj))
¯̄̄̄
¯̄

=

¯̄̄̄
¯̄Z
g(D)

f −
X
j∈γ
(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj)) +

X
j∈γ2∪γ3

(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj))
¯̄̄̄
¯̄

=

¯̄̄̄
¯̄µZ

g(D)

f −
Z
g(G)

f

¶
+

X
j∈γ2∪γ3

(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj))
¯̄̄̄
¯̄

<
ε

15
+

X
j∈γ2∪γ3

(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj)) ≤ ε

15
+M

X
j∈γ2∪γ3

J (g (Rj))

y como ya se dijo que {g (Rj) | j ∈ γ2} y {g (Rj) | j ∈ γ3} forman una subdivisión de los
conjuntos g (B2) y g (B3) respectivamente, entonces por el corolario 3.1

J (g (B2)) =
X
j∈γ2

J (g (Rj))

y
J (g (B3)) =

X
j∈γ3

J (g (Rj))
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Ahora, por (4.22) y (4.19) B2 es un compacto tal que

J (B2) <
ε

60M (2L
√
n)
n

así que por el lema 4.6
J (g (B2)) <

ε

15M

Si logramos que J (g (B3)) también sea menor que ε
15M

, prácticamente habremos terminado.
Recordemos que K es un compacto que tomamos de manera que

J (D)− J (K) < ε

60M (2L
√
n)
n

esto junto con la proposición 3.3 implican que el compacto D\int (K) es un conjunto Jordan
medible tal que J

¡
D \ int (K)¢ = J (D)− J (K), es decir,

J
¡
D \ int (K)¢ < ε

60M (2L
√
n)
n

entonces por el lema 4.6
J̄
¡
g
¡
D \ int (K)¢¢ < ε

15M

y como por definición, para j ∈ γ3 se cumple que Rj ⊂ int (D) \K ⊂ D \ int (K) entonces
g (B3) ⊂ g

¡
D \ int (K)¢ y por lo tanto

J (g (B3)) ≤ J̄
¡
g
¡
D \ int (K)¢¢ < ε

15M

logrando así que¯̄̄̄
¯̄Z
g(D)

f −
X
j∈γ1

(f ◦ g) (x̂j)J (g (Rj))
¯̄̄̄
¯̄ < ε

15
+M

³ ε

15M
+

ε

15M

´
=

ε

5

como queríamos. Con esto hemos mostrado que cada sumando de la expresión (4.25) es
menor que ε

5
y por lo tanto ¯̄̄̄Z

D

(f ◦ g) |Jg|−
Z
g(D)

f

¯̄̄̄
< ε

es decir, Z
g(D)

f =

Z
D

(f ◦ g) |Jg|

Algo que no se dijo, pero que fue muy importante para esta prueba, fue el poder meter
al compacto A en Ω y tomar la constante de Lipschitz de g en A, misma que se convirtió en
constante de Lipschitz para los compactos B1, B2 y D \ int (K), permitiéndonos para estos
compactos, aplicar el lema 4.6.
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Nos resta ver el caso en que f tome valores negativos sobre g (D). En este caso definimos
f1, f2 : g (D)→ R por

f1 (ŷ) =
1

2
(|f (ŷ)|+ f (ŷ))

y

f2 (ŷ) =
1

2
(|f (ŷ)|− f (ŷ))

entonces f1 (ŷ) , f2 (ŷ) ≥ 0 para toda ŷ ∈ g (D), f1 y f2 son funciones continuas y acotadas
en g (D) y además f = f1 − f2; por lo que ya demostramos tenemos queZ

g(D)

f =

Z
g(D)

f1 −
Z
g(D)

f2 =

Z
D

(f1 ◦ g) |Jg|−
Z
D

(f2 ◦ g) |Jg|

=

Z
D

(f1 ◦ g − f2 ◦ g) |Jg| =
Z
D

(f ◦ g) |Jg|

Para finalizar este capítulo (y este trabajo), demostraremos una pequeña extensión del
teorema del cambio de variable para el caso en el que Jg (x̂) = 0 en un subconjunto del
dominio de g con medida de Jordan cero. Vale la pena que el lector recuerde la importancia
que tuvo el hecho de que Jg (x̂) 6= 0 en el teorema 4.3 así como en los lemas 4.12 y 4.13,
resultados esenciales para la prueba del teorema del cambio de variable.

Teorema 4.6 Sea Ω ⊂ Rn abierto y D ⊂ Rn Jordan medible tal que D ∪ Fr (D) ⊂ Ω.
Sea g : Ω → Rn de clase C1 en Ω, inyectiva en int (D) y tal que Jg (x̂) 6= 0 para toda
x̂ ∈ int (D) \A donde J (A) = 0. Si f : g (D)→ R es acotada y continua entoncesZ

g(D)

f =

Z
D

(f ◦ g) |Jg|

Dem. Lo primero que hay que demostrar, es que bajo estas condiciones el conjunto g (D)
continúa siendo Jordan medible, para que de este modo tenga sentido hablar de

R
g(D)

f ;
para esto, demostraremos que los conjuntos g (A) y g (D \A) son Jordan medibles.
Como J (A) = 0 entonces J

¡
Ā
¢
= 0, pero Ā es un compacto tal que Ā ⊂ D̄ ⊂ Ω y

g ∈ C1 (Ω), entonces J ¡g ¡Ā¢¢ = 0 y por tanto g (A) es Jordan medible y J (g (A)) = 0.
Como g ∈ C1 (Ω) y D \ A es Jordan medible; de acuerdo con el teorema 4.3, para ver que
g (D \A) es Jordan medible nos faltaría demostrar que Jg (x̂) 6= 0 para toda x̂ ∈ int (D \A),
pero esto es inmediato pues int (D \A) ⊂ int (D) \ A y por hipótesis Jg (x̂) 6= 0 para toda
x̂ ∈ int (D) \A, por lo tanto g (D \A) es Jordan medible, y como g (D) = g (D \A)∪ g (A)
entonces g (D) también es Jordan medible. Además como J (A) = 0 y J (g (A)) = 0 entonces
por el teorema 3.9Z
D

(f ◦ g) |Jg| =
Z
(D\A)∪A

(f ◦ g) |Jg| =
Z
D\A

(f ◦ g) |Jg|+
Z
A

(f ◦ g) |Jg| =
Z
D\A

(f ◦ g) |Jg|

y Z
g(D)

f =

Z
g(D\A)∪g(A)

f =

Z
g(D\A)

f +

Z
g(A)

f =

Z
g(D\A)

f
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Como las hipótesis del teorema de cambio de variable se cumplen para el conjunto D \ A,
tenemos que

R
g(D\A) f =

R
D\A (f ◦ g) |Jg| de dondeZ

g(D)

f =

Z
D

(f ◦ g) |Jg|
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