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ABSTRACT 
 
 
A boundary method for the tridimensional problem of deep foundation’s impedance functions is 
presented. 
 
The method rigorously considers the depth foundation and the site stratigraphy. The head of the pile 
is considered like a rigid plate on surface, with axial symmetry, rough and massless. The modes of 
vibration adopted are torsion, vertical translation and horizontal translation. The deep foundation is 
embedded in a soil stratum with rigid base and horizontally layered. 
 
The study domain is divided in the interior region and the exterior region. The first one, located 
under the pile head, represents the foundation body. To this region the pile properties are assigned. 
Under the tip of the friction piles, the interior region corresponds to the deep layered media. Its 
boundary conditions are rigid surface and rigid base. The exterior region is located out of the 
foundation and its boundary conditions are free surface and rigid base. 
 
For each vibration mode, the impedance functions are computed by the integration of stresses acting 
on the deep foundation. The total force is obtained from the nodal consistent forces between the 
interior and the exterior regions. This interface corresponds to the shaft of the pile. The total force is 
evaluated from the particular and homogenous solutions obtained under the foundation head. 
 
With the proposed method, static stiffness values and stiffness and damping coefficients are 
computed for some specific problems. The agreements showed between the results of the proposed 
method and those obtained by other authors are good. 
 
The whole impedance function for the foundation system is obtained by considering the group 
effect, using interaction factors. 
 
The proposed method is applied to analyze an hypothetic structure resting in a group of  piles with 
their heads connected by a rigid cap foundation. The changes in the structural dynamic response are 
evaluated. 
 
The proposed method represents a rigorously and efficient mathematical tool to compute impedance 
functions for deep foundations. 
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RESUMEN 
 
 
Se presenta un método de frontera tridimensional para la determinación de rigideces dinámicas de 
elementos de cimentación profundos en medios estratificados.  
 
El método propuesto considera explícitamente los efectos de la profundidad de desplante del 
cimiento profundo y la estratigrafía del sitio. En el modelo la cabeza del pilote se asume como una 
placa rígida en superficie, rugosa y carente de masa, sujeta a vibraciones torsionales, verticales y 
horizontales. El medio en que se encuentra el pilote corresponde a un depósito de suelo estratificado 
horizontalmente, apoyado sobre una base fija. El dominio de análisis se divide en una región interior 
y otra exterior. La primera, bajo la cabeza del pilote, representa el cuerpo del cimiento mediante la 
asignación de propiedades congruentes con los materiales que lo constituyen; en el caso de pilotes 
de fricción, bajo su punta se considera la columna de suelo de soporte. Las condiciones de frontera 
en esta región son superficie y base fijas. La segunda región corresponde a la zona que envuelve al 
cimiento, con condiciones de frontera libre en la superficie y fija en la base. 
 
Al integrar los campos de esfuerzos generados en el cimiento se construyen las funciones de 
impedancia para cada modo de vibración. La fuerza total en la pared resulta de las fuerzas nodales 
consistentes en la frontera entre la región interior y la región exterior, coincidente con el fuste del 
cimiento hasta la profundidad de desplante. La fuerza total es el resultado conjunto de las soluciones 
particular y homogénea a nivel de la cabeza del cimiento. 
 
Aplicando el método propuesto se calculan rigideces estáticas y coeficientes de rigidez y 
amortiguamiento para problemas previamente estudiados por otros autores, encontrando una buena 
aproximación.  
 
La rigidez dinámica de todo el sistema de cimentación se establece al incorporar el efecto de grupo 
en los pilotes, mediante el uso de factores de interacción.   
 
El método propuesto se aplica al caso de una estructura hipotética apoyada en una cimentación 
compuesta por un cajón y pilotes, determinando los cambios generados en la respuesta dinámica 
estructural.  
 
El método representa una alternativa rigurosa y eficiente para el cálculo de rigideces dinámicas en 
cimentaciones profundas. 
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CAPITULO I 

 

ANTECEDENTES 
 
 
Es sabido que el fenómeno de la interacción dinámica suelo-estructura es particularmente importante 
en la respuesta sísmica de construcciones ubicadas en depósitos de suelo blando. Esta condición 
produce un incremento en la flexibilidad del sistema, induciendo cambios en las propiedades 
dinámicas de la estructura y en su respuesta.  
 
La respuesta dinámica de un sistema suelo-cimentación-estructura depende fuertemente de las 
propiedades geométricas y materiales de la cimentación, definidas por su tipo. Las características del 
sistema de cimentación y su interacción con el suelo de apoyo inducen movimientos que afectan 
directamente a las propiedades dinámicas estructurales. 
 
Particularmente se ha puesto especial interés en el estudio de la interacción dinámica en 
cimentaciones de tipo superficial. El estudio del comportamiento de un elemento enterrado 
someramente en un depósito se ha hecho extensivo al análisis del comportamiento dinámico de 
estructuras apoyadas en zapatas, losas o cajones de cimentación. Sin embargo, un número 
considerable de estructuras localizadas en sitios de terreno blando que transmiten grandes descargas 
al suelo, se encuentran apoyadas en cimentaciones que incluyen elementos de tipo profundo, 
constituidos principalmente por cajones de cimentación, o losas, ligados a pilotes o pilas. 
 
Se tienen experiencias de daños y colapsos de estructuras apoyadas en cimentaciones profundas 
durante la ocurrencia de temblores. Ejemplo de ello son los casos acontecidos durante el terremoto 
de septiembre de 1985 en la ciudad de México, donde algunas cimentaciones compuestas por 
cajones y losas de cimentación apoyadas en pilotes de fricción presentaron hundimientos 
diferenciales permanentes y, en algunos casos, fallaron. Este escenario obliga a estudiar el 
comportamiento dinámico de este tipo cimentaciones y su efecto en la respuesta sísmica estructural. 
De igual forma, aún existen incertidumbres sobre el comportamiento dinámico de cimentaciones 
compuestas por pilotes de punta o pilas.  
 
En esta investigación se estudia y analiza el efecto que tienen los pilotes de cimentación en la 
respuesta dinámica de estructuras. Para ello se determinan los parámetros geométricos y materiales 
que gobiernan el comportamiento de este tipo de cimentaciones. El sistema suelo-cimentación se 
analiza con un modelo representativo caracterizado por resortes lineales y amortiguadores viscosos, 
con propiedades dependientes de la frecuencia de excitación, llamadas rigideces dinámicas o 
funciones de impedancia. En la determinación de las funciones de impedancia en cimentaciones 
profundas, se incorpora el efecto que causa el grupo de elementos en la rigidez dinámica del 
conjunto. 
 
Se presenta la formulación de un método de frontera riguroso para el cálculo de rigideces dinámicas 
de cimentaciones profundas. Los resultados obtenidos con este método para el caso de vibraciones 
verticales, horizontales y torsionales muestran una buena aproximación al compararlos con 
soluciones obtenidas por otros autores. Se introduce el efecto de grupo de los elementos de 
cimentación y, para un caso de aplicación práctica, se determina el efecto que genera la interacción 
dinámica suelo-cimentación profunda en la respuesta estructural. 
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CAPITULO II 

 

INTRODUCCIÓN 
 
 
El estudio de la respuesta dinámica de cimentaciones surge por la necesidad de diseñar apoyos 
apropiados para maquinaria, producto del avance tecnológico de la industria en la primera mitad del 
siglo pasado. Las investigaciones sobre cimentaciones de maquinaria se extendieron al estudio de 
cimentaciones sujetas a solicitaciones sísmicas, cuya importancia se debe a las experiencias 
devastadoras de sismos severos en las grandes ciudades. 
 
Parte fundamental del desarrollo de los métodos para conocer la respuesta de sistemas suelo-
cimentación ha sido la teoría de propagación de ondas en semiespacios elásticos o viscoelásticos. 
Las primeras aplicaciones de este tipo se pueden atribuir a Lamb (Gazetas, 1983), quien en 1904 
estudió la vibración de un medio elástico semi-infinito por la aplicación de una carga dinámica 
concentrada. Posteriormente, Reissner (1936) da inicio a la dinámica de suelos moderna mediante el 
estudio idealizado de la respuesta de un disco cilíndrico verticalmente cargado sobre un 
semiespacio. La mayor contribución de Reissner se atribuye a la introducción del concepto de 
amortiguamiento por radiación, a través de su teoría. 
 
Considerando distribuciones de esfuerzos uniformes y desplazamientos lineales en el contacto suelo-
cimentación, Sung (1953) y Quinlan (1953) presentaron soluciones aproximadas para cimentaciones 
circulares y rectangulares oscilando verticalmente. De igual forma Arnold et al (1955) y Bycroft 
(1956) obtuvieron soluciones aproximadas para cimentaciones circulares bajo carga horizontal y 
momentos de volteo. 
 
Las primeras soluciones rigurosas aparecieron en los años sesenta al estudiar la vibración de 
sistemas suelo-cimentación con métodos de frontera y estableciendo patrones de desplazamiento 
bajo cimentaciones rígidas. Awojobi y Grootenhuis (1965) estudiaron todos los posibles modos de 
oscilación para cimentaciones rígidas continuas y circulares sobre un semiespacio, empleando 
técnicas de transformación. Por otra parte, Lysmer (1965) obtuvo una solución para vibraciones 
verticales axisimétricas mediante la discretización de la superficie de contacto en anillos 
concéntricos. Una aproximación conceptualmente similar a la de Lysmer fue obtenida por Elourdy 
et al (1967) para cimentaciones rectangulares verticalmente cargadas. 
 
Una de las mayores contribuciones desarrollada durante los años sesenta fue la propuesta de Hsieh 
(1962) y Lysmer (1965). Consistió en  representar el comportamiento dinámico de una cimentación 
masiva, verticalmente cargada, mediante un oscilador de un grado de libertad con coeficientes de 
rigidez y amortiguamiento dependientes de la frecuencia de excitación. El éxito en la reproducción 
aproximada de la respuesta de sistemas con el uso de la analogía de Lysmer, tuvo un efecto 
determinante en las investigaciones subsecuentes. Richart y Whitman (1967) hicieron extensiva la 
aproximación de Lysmer a todos los modos de vibración.  
 
Luco y Westmann  (1968) y Karasudhi et al (1968), aplicaron técnicas matemáticas para resolver 
problemas elastodinámicos de frontera, con objeto de obtener soluciones numéricas exactas para 
todos los modos de vibración en cimentaciones continuas sobre un semiespacio. Igualmente, Luco y 
Westmann (1971), Veletsos y Wei (1971), y Veletsos y Verbic (1973) aplicaron estos métodos 
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numéricos para extender las soluciones disponibles a cimentaciones circulares con excitaciones en 
alta frecuencia, así como en materiales viscoelásticos con amortiguamiento histerético. 
 
El desarrollo de formulaciones dinámicas aplicando elementos finitos con fronteras laterales 
absorbentes, impulsó el estudio de la respuesta de cimentaciones superficiales y enterradas en un 
depósito estratificado (Kuhlemeyer, 1969 y Lysmer et al, 1974). 
 
Por otra parte, Luco (1974) y Gazetas (1975) desarrollaron soluciones analíticas para cimentaciones 
continuas, rectangulares y circulares en la superficie de un semiespacio, o en un depósito 
estratificado, sobre una base rígida. Empleando estas formulaciones, Hadjian y Luco (1977) y 
Gazetas y Roesset (1979) ampliaron la gama de cimentaciones estudiadas.  
 
En 1973, Novak obtuvo soluciones analíticas aproximadas para cimentaciones circulares enterradas 
en un semiespacio y determinó los coeficientes de rigidez y de amortiguamiento para la interacción 
de las paredes de la cimentación con el suelo. Más tarde este método fue aplicado por Novak (1974) 
y Novak y Aboul-Ella (1978) para estudiar la respuesta dinámica de pilotes. 
 
Wong y Luco (1976), Awojobi y Tabiowo (1976), Savidis (1977), Kitamura y Sakurai (1979) y 
Dominguez y Roesset (1978) desarrollaron investigaciones dirigidas al estudio de soluciones para 
cimentaciones rígidas de forma arbitraria, así como cimentaciones de rigidez finita (Lin, 1978; 
Whitakker y Christiano, 1982 e Iguchi y Luco, 1981). 
 
Las investigaciones de Awojobi (1972) y Gazetas (1980, 1981a, 1981b) se han destacado por el 
estudio de cimentaciones en medios no homogéneos y en suelos anisotrópicos. También existen 
trabajos de Jakub y Roesset (1977) dirigidos al estudio de la respuesta de cimentaciones en suelos 
con comportamiento no lineal. 
 
En las últimas décadas, el estudio de la interacción dinámica se ha dirigido a la evaluación del 
comportamiento de pilotes embebidos en depósitos homogéneos, no homogéneos o estratificados. 
Particularmente, se estudian soluciones para sistemas con grupos de pilotes dinámicamente 
cargados. Entre estas investigaciones se tienen las de Novak (1977), Dobry et al (1982), Kagawa y 
Kraft (1980), Kaynia y Kausel (1982), Roesset (1984), Dobry y Gazetas (1988). 
 
Con el avance tecnológico actual sobre dispositivos para el monitoreo del comportamiento de 
sistemas de cimentación, Nikolaou et al (2001) presentan la comparación de los resultados 
obtenidos del comportamiento de una pila, idealizada con un modelo aproximado de viga sobre una 
cimentación elástica de Winkler, con las mediciones tomadas durante un sismo de un elemento de 
cimentación instrumentado, obteniendo una razonable aproximación. 
 
Bajo el escenario expuesto y buscando contribuir al conocimiento que sobre las cimentaciones 
profundas se tiene, la investigación que aquí se presenta se dirige al estudio del comportamiento 
dinámico de pilotes. Para ello el trabajo se ha centrado en el desarrollo de los siguientes puntos 
principales: 
 

- Estudio del fenómeno de interacción dinámica. 
- Estudio de las rigideces dinámicas existentes para cimentaciones profundas. 
- Estudio de los parámetros geométricos y materiales que controlan la respuesta dinámica de 

sistemas suelo-elemento de cimentación profundo. 
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- Formulación de un método de frontera para el problema tridimensional de rigideces 
dinámicas para cimentaciones profundas de cualquier tipo, embebidas en un depósito 
estratificado.  

- Estudio del efecto de grupo en elementos de cimentación profundos. 
- Desarrollo de un método generalizado para considerar el efecto de grupo en cimentaciones 

profundas. 
- Determinación del efecto de la interacción dinámica suelo-grupo de elementos de 

cimentación profundos en la respuesta estructural. 
- Aplicación. 

 
La principal contribución de este trabajo se centra en el desarrollo de un método tridimensional para 
la determinación de rigideces dinámicas de elementos de cimentación profundos en medios 
estratificados.  
 
El método propuesto considera explícitamente los efectos de la profundidad de desplante y la 
estratigrafía del sitio. En el modelo se supone una placa rígida en superficie, rugosa y carente de 
masa, sujeta a vibraciones torsionales, verticales y horizontales. Este elemento representa la cabeza 
del pilote. El medio corresponde a un depósito de suelo estratificado horizontalmente, apoyado 
sobre una base fija. El dominio de análisis se divide en una región interior y otra exterior. La 
primera, bajo la cabeza del pilote, representa el cuerpo del cimiento mediante la asignación de 
propiedades congruentes con los materiales que lo constituyen; en el caso de pilotes de fricción, bajo 
su punta se considera la columna de suelo de soporte. La segunda región corresponde a la zona que 
envuelve al cimiento, con condiciones de frontera libre en la superficie y fija en la base. 
 
Las funciones de impedancia para cada modo de vibración se construyen al integrar los campos de 
esfuerzos generados en el cimiento. La fuerza total en la pared resulta de las fuerzas nodales 
consistentes en la frontera entre la región interior y la región exterior, coincidente con el fuste del 
cimiento hasta la profundidad de desplante. La fuerza total es el resultado conjunto de las soluciones 
particular y homogénea a nivel de la cabeza del cimiento. 
 
Con el método descrito se han calculado rigideces estáticas y coeficientes de rigidez y 
amortiguamiento para problemas previamente estudiados por otros autores, encontrando una muy 
buena aproximación.  
 
Para la determinación de la rigidez de todo el sistema, se incorpora el efecto de grupo en los 
elementos de cimentación profundos.   
 
Se aplica el método propuesto a una estructura hipotética apoyada en una cimentación con pilotes y 
se determinan los cambios generados en la respuesta dinámica estructural.  
 
El método representa una alternativa rigurosa y eficiente para el cálculo de rigideces dinámicas en 
cimentaciones profundas. 
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CAPITULO III 

 

RIGIDECES DINÁMICAS 
 
 
III.1 INTERACCIÓN DINÁMICA 
 
Para el estudio de la respuesta dinámica de estructuras desplantadas en depósitos de suelo blando es 
fundamental considerar los efectos de sitio y la interacción suelo-estructura. Los primeros se refieren 
al efecto de difracción múltiple que producen las ondas sísmicas al encontrarse con las fronteras 
entre capas de suelo blando, generando interferencias destructivas y constructivas que se traducen en 
atenuaciones y amplificaciones, respectivamente. La interacción dinámica suelo-estructura se define 
como el conjunto de efectos inerciales y cinemáticos producidos en la estructura y el suelo por la 
flexibilidad de este.  
 
Al tomar en cuenta la interacción suelo-estructura se busca una aproximación al comportamiento 
real de estructuras cuando las condiciones del depósito de suelo blando donde se apoyan influyen en 
su respuesta dinámica. 
 
El problema de la interacción dinámica suelo-estructura se puede descomponer en la parte de 
interacción inercial y la de interacción cinemática. Los efectos inerciales afectan directamente al 
comportamiento de la estructura; aumentan el periodo fundamental de vibración, modifican el 
amortiguamiento y, hasta donde se tiene conocimiento, reducen la ductilidad en función del tipo de 
estructura. Estos fenómenos ocurren por el aumento de flexibilidad que sufre la estructura al 
encontrarse sin empotramiento fijo en su base. 
 
En términos generales se observa una reducción en el amortiguamiento estructural; sin embargo, por 
efecto de los amortiguamientos material y geométrico del suelo, el amortiguamiento global puede 
aumentar. Por otra parte, la reducción de la ductilidad es función decreciente del alargamiento del 
periodo por interacción (Rosenblueth y Reséndiz, 1988), al menos para el modo fundamental; sin 
embargo, aún son desconocidos otros posibles efectos en la respuesta estructural. 
 
La interacción cinemática se refiere a los efectos que la geometría y la rigidez de la cimentación 
tienen al filtrar las altas frecuencias de la excitación. Esta interacción reduce los movimientos de 
torsión y cabeceo de la cimentación. La interacción cinemática es la diferencia que existe entre la 
respuesta estructural determinada para el movimiento efectivo de la cimentación y la propia 
respuesta bajo el movimiento de campo libre. Se ha observado que la intensidad de este efecto es 
mayor en cimentaciones muy amplias o alargadas.  
 
Generalmente se acostumbra considerar los efectos de interacción inercial y despreciar aquellos 
debidos a la interacción cinemática. Esto resulta conservador siempre que los efectos de 
amplificación de sitio sean tomados en cuenta en el movimiento sísmico en la superficie del terreno, 
al definir la excitación de diseño en la vecindad de la cimentación. 
 
Para considerar los efectos de la interacción suelo-estructura es necesario utilizar modelos que 
representen adecuadamente las condiciones del sistema. El modelo usualmente propuesto para este 
tipo de análisis se compone por un oscilador de un grado de libertad amortiguado, para el que se 
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obtienen periodos y amortiguamientos, en la condición de interacción. El oscilador idealiza la 
estructura en estudio en su modo fundamental. La cimentación se representa por resortes y 
amortiguadores, obtenidos a partir de funciones de impedancia que reflejan la rigidez dinámica del 
conjunto suelo-cimentación.  
 
 
III.2 RIGIDECES DINÁMICAS 
 
En la analogía de Lysmer (1965) se establece que el comportamiento dinámico de una cimentación 
cargada verticalmente sobre un semiespacio, se puede determinar empleando un oscilador de un 
grado de libertad con coeficientes de rigidez y de amortiguamiento dependientes de la frecuencia de 
excitación. Estos coeficientes representan la rigidez dinámica que controla el comportamiento de la 
cimentación. El éxito de la analogía se debe a la coincidencia de los resultados con estudios 
experimentales; por ello, se ha considerado válido emplear este enfoque en el estudio de la respuesta 
dinámica de sistemas suelo-cimentación. Con este antecedente, se establece que el comportamiento 
de una cimentación en el problema de interacción suelo-estructura está controlado por las rigideces 
dinámicas.  
 
Conceptualmente las rigideces dinámicas o funciones de impedancia del conjunto suelo-cimentación 
se definen como la relación en estado estacionario entre la fuerza (momento) excitadora y el 
desplazamiento (rotación) resultante en la misma dirección, suponiendo que la cimentación es 
rígida, carente de masa y está excitada armónicamente. 
 
La representación matemática de la rigidez dinámica es una función compleja dependiente de la 
frecuencia de excitación. La parte real representa la rigidez e inercia del suelo. La parte imaginaria 
se refiere al amortiguamiento material por comportamiento histerético, y al geométrico, por 
radiación de ondas. 
 
Los significados matemático y físico de las rigideces dinámicas se pueden ilustrar empleando una 
analogía con un oscilador elemental, cuya ecuación de movimiento es 
 

)()()()( tptKxtxCtxM =++ &&&         (III.1) 
 
donde M , C  y K  son respectivamente la masa, el amortiguamiento y la rigidez del oscilador, )(tp  

es la fuerza excitadora y )(tx  el desplazamiento. Para una excitación armónica tiePtp ω=)(  se 

obtiene en el estado estacionario una respuesta también armónica tieXtx ω=)( . En estas 
condiciones, la ecuación anterior se reduce a 
 

( ) PXMCiK =−+ 2ωω            (III.2) 
 
Por definición, la rigidez dinámica del oscilador queda representada por, 
 

( ) CiMK
X

P
K ωωω +−== 2)(
~

     (III.3) 

 
La parte real de la expresión compleja expresa la rigidez e inercia del sistema y la parte imaginaria 
la energía disipada a través de su amortiguamiento. 
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La función de impedancia del oscilador se acostumbra presentar en términos de la rigidez estática y 
los coeficientes de impedancia dependientes de la frecuencia, de la forma 
 

( )cikKK ωω +=)(
~

            (III.4) 
 
donde  

221 ok ωω−=  

 

ooc ωζ2=  

 
siendo oω  la frecuencia natural y oζ  el amortiguamiento del oscilador; este último representa el 

porcentaje de amortiguamiento con respecto al crítico. Los parámetros k  y c  se conocen como 
coeficientes de rigidez y amortiguamiento, respectivamente. Para el oscilador, k  decrece con la 
frecuencia y se hace nula para la frecuencia natural, en tanto que c  permanece constante. Bajo este 

esquema, la rigidez dinámica )(
~ ωK  se puede expresar como el producto de la rigidez estática K  por 

un factor dinámico complejo ( )cik ω+  que considera las características de inercia y 
amortiguamiento del sistema. Para la frecuencia cero el factor dinámico se reduce a la unidad real y 
por tanto la rigidez dinámica coincide con la estática. 
 
Con base en la analogía con el oscilador elemental, la rigidez dinámica del conjunto suelo-
cimentación para el modo de vibración xrrzxm ,,,=  se acostumbra expresar mediante una función 
compleja dependiente de la frecuencia de excitación, de la forma (Gazetas, 1983) 
 

( ) )21()()()(
~

ζηηηη icikKK mmmmm

o

mmm ++=            (III.5) 

 
donde ζ  es el amortiguamiento efectivo del sitio (amortiguamiento material representativo de la 
formación de suelo); o

mK  es la rigidez estática mientras que mk  y mc  son respectivamente los 

coeficientes de rigidez y amortiguamiento (amortiguamiento geométrico de la formación de suelo) 
dependientes de la frecuencia normalizada mη . 

 
Si mK  representa el resorte y mC  el amortiguador equivalentes del suelo (figura III.1), la función de 

impedancia del conjunto suelo-cimentación se define alternativamente mediante la expresión 
compleja 
 

)()()(
~

ωωωω mmm CiKK +=                    (III.6) 

 
Por tanto, el resorte y amortiguador se relacionan con la rigidez estática y los coeficientes de 
impedancia por medio de las siguientes expresiones: 
 

( )mmm

o

mm ckKK ζη2−=               (III.7) 

 
         ( )mmm

o

mm kcKC ζηω 2+=                (III.8) 
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Figura III.1.  Resortes y amortiguadores equivalentes del suelo 

 
El resorte mK  expresa tanto la rigidez como la inercia del suelo; la dependencia de la frecuencia se 

debe solamente a la influencia que ésta tiene en la inercia, ya que la rigidez del suelo es 
esencialmente independiente de la frecuencia. En tanto que el amortiguador mC  expresa los 

amortiguamientos material y geométrico del suelo; el primero es prácticamente independiente de la 
frecuencia y se debe a comportamiento histerético, mientras que el segundo es dependiente de la 
frecuencia y se debe a comportamiento viscoso producto de la radiación de ondas. 
 
Se destaca que las fuerzas laterales en la base de la cimentación producen tanto desplazamientos 
como rotaciones, lo que da origen a impedancias acopladas que son debidas fundamentalmente al 
enterramiento de la cimentación. Este acoplamiento entre la traslación y rotación es generalmente 
despreciable, principalmente en aquellas cimentaciones someramente enterradas. 

 
Las soluciones existentes para funciones de impedancia están restringidas a modelos viscoelásticos 
lineales. El comportamiento no lineal del suelo se introduce modificando sus propiedades en función 
de la magnitud de las deformaciones esperadas en el sitio de interés.  
 
Actualmente, se cuenta con diversos procedimientos para el cálculo de rigideces dinámicas en 
función de los tipos de cimentación y del modelo geotécnico. En términos generales, los sistemas 
suelo-cimentación se pueden clasificar de acuerdo con los aspectos siguientes (Gazetas, 1991): 
 

1. La forma de la cimentación (circular, alargada, rectangular, arbitraria). 
 
2. Tipo de perfil de suelo (depósitos uniformes, depósitos estratificados, depósito uniforme 

sobre base rígida, depósito estratificado sobre base rígida). 
 
3. Profundidad de desplante (cimentaciones superficiales, cimentaciones enterradas, 

cimentaciones piloteadas). 
 

Por otra parte, los métodos de análisis pueden agruparse de la siguiente forma: 
 

1. Métodos analíticos y semianalíticos, aplicados a depósitos estratificados y cimentaciones 
superficiales rectangulares (Luco, 1976; Gazetas y Roesset, 1976, 1979). 

 
2. Métodos dinámicos de elemento finito para cimentaciones superficiales, enterradas y 

cimentaciones con pilotes en suelos estratificados. La mayoría de estos métodos se limitan a 
casos axisimétricos y de deformación plana. Generalmente requieren de una base rígida bajo 
el depósito (Waas, 1972; Kausel, 1974; Lysmer et al, 1975). 
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3. Métodos híbridos: analíticos y numéricos, como los de hiperelementos finitos (Kausel, 1981; 
Lysmer et al, 1981, Tassoulas, 1981). 

 
4. Técnicas aproximadas que simplifican la física del problema y proporcionan soluciones 

alternativas a situaciones complejas, como la separación entre las paredes de la cimentación 
y el suelo circundante (Berdugo y Novak, 1972; Meek y Veletsos, 1973; Novak, et al, 1978; 
Nogami, 1979; Gazetas y Dobry, 1984; Wolf, 1985, 1988; Gazetas y Tassoulas, 1987). 

 
La aplicación de métodos rigurosos en la determinación de funciones de impedancia requiere de 
programas especializados de cómputo, generalmente no disponibles para la mayoría de los 
ingenieros de la práctica. Por ello, en la primer parte de la investigación desarrollada se ha buscado 
proponer expresiones y curvas adimensionales de aplicación práctica, apoyadas en resultados 
rigurosos y formulaciones aproximadas. En este sentido, Dobry y Gazetas (1985), Gazetas et al 
(1985), Gazetas y Tassoulas (1987) y Fotopoulou (1989) tienen trabajos relacionados con 
cimentaciones rígidas, de cualquier geometría, en la superficie de un semiespacio homogéneo, así 
como cimentaciones con enterramiento parcial o total.  Kausel (1974), Johnson et al (1975), Gazetas 
y Roesset (1976, 1979), Elsabee y Morray (1977), Jakub y Roesset (1977), Kausel y Ushijima 
(1979) y Chow (1987), para cimentaciones circulares o continuas sobre la superficie de un depósito 
homogéneo que descansa en una base rígida, así como para las parcial o totalmente enterradas. 
Hadjan y Luco (1977), Gazetas (1983), Booker et al (1985), Wong y Luco (1985), Werkle y Waas 
(1986) y Novak (1987), para cimentaciones cuadradas, o continuas, sobre un depósito no 
homogéneo que incrementa su módulo de rigidez gradualmente con la profundidad. Roesset (1980a, 
b), Sánchez Salinero (1982), Velez et al (1983) y Gazetas (1984), para pilotes flotantes embebidos 
en uno o dos estratos homogéneos, o en un semiespacio; los factores de interacción para considerar 
el efecto de grupo de pilotes se han estudiado por Dobry y Gazetas (1988) y Gazetas y Makris 
(1990), a partir del procedimiento de superposición propuesto por Poulous (1968,1971).  
 
 
III.3 RIGIDECES DINÁMICAS PARA PILOTES AISLADOS 
 
En general, la respuesta dinámica de pilotes ante fuerzas laterales, verticales y momentos 
flexionantes actuando en sus cabezas, es independiente de la longitud de estos elementos. Esto es 
debido a que sólo a lo largo de una porción superior del pilote, conocida como longitud activa, las 
cargas impuestas son trasmitidas al suelo circundante. La longitud activa del pilote es función de su 
diámetro y de la rigidez relativa entre el suelo y el pilote. 
 
Las rigideces dinámicas que aquí se presentan sólo son aplicables a pilotes flexibles, los cuales 
deben cumplir con la condición siguiente, 
 

cp LL 〉              (III.9) 

 

donde Lp  es la longitud total y ( ) 25.02 spc EEdL =  la longitud activa del pilote (Gazetas, 1991). 

Además, d  y pE  son el diámetro y el módulo de elasticidad del pilote, respectivamente, mientras 

que ( ) sss GE ν+= 12  es el módulo de Young del suelo. La gran mayoría de pilotes caen en esta 

categoría, incluso algunos de gran diámetro en suelos muy blandos, como aquellos con sección 
cercana a 1.0 m construidos en sitio. 
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En cimentaciones con pilotes, las funciones de impedancia para un pilote aislado en los distintos 
modos de vibración m h r hr v= , , , , se determinan a partir del resorte y amortiguador en sustitución 
del suelo que toman las siguientes formas: 
 

mmm kKK 0=       (III.10) 

 

ω
mm

m

cK
C

02
=       (III.11) 

 
 

Particularmente, para el caso del amortiguador equivalente en el modo vertical, la expresión anterior 
se sustituye por 
 

vv cC =         (III.12) 

 
Para un pilote de fricción enterrado en un estrato viscoelástico con base rígida, las rigideces estáticas 
y los coeficientes de rigidez y amortiguamiento para los modos de traslación horizontal, traslación 
vertical, cabeceo y acoplamiento, se pueden aproximar mediante las expresiones presentadas por 
Gazetas (1991), las cuales se indican a continuación. 
 
III.3.1 Vibración horizontal 

21.0









=

s

p

s

o

h
E

E
EdK      (III.13) 

 
kh = 1             (III.14) 
 

 

( )



>+

≤
=

  para ,175.08.0

 para ,8.0
17.0

ssp

s

h EE
c

ηηηζ
ηηζ

     (III.15) 

 

 
 

Figura III.2  Pilote aislado en vibración horizontal 
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III.3.2 Vibración vertical 
67.0

0 9.1 









=

d

L
dEK

p

sv     (III.16) 

 
 

k
L d

L dv

p

p

=
<

+ ≥




1 15

1 50

,

,

 para 

 para η
    (III.17) 

 
 

( )( )








>




 −

≤

=
−− −

ps

dLEEp

p

v
pspe

GLc
ηηηη

β

ηη

5.1 para ,1
4

 para ,0                             

2.0
2

2    (III.18) 

 
Para los coeficientes del modo vertical se realiza una interpolación lineal en los intervalos 
15 50≤ <L dp  y pp ηηη 5.1≤< . 

 
Figura III.3  Pilote aislado en vibración vertical 

 
 

III.3.3 Cabeceo 
21.0









=

s

p

s

o

h
E

E
EdK           (III.19) 

 
kr = 1       (III.20) 

  

 

( )



>+

≤
=

  para ,056.025.0

 para ,25.0
2.0

ssp

s

r EE
c

ηηηζ
ηηζ

    (III.21) 
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III.3.4 Acoplado 
21.0









=

s

p

s

o

h
E

E
EdK      (III.22) 

 
 

1=hrk       (III.23) 

  
 

( )



>+

≤
=

  para ,135.05.0

 para ,5.0
18.0

ssp

s

hr EE
c

ηηηζ
ηηζ

    (III.24) 

 
 

En las ecuaciones anteriores, η  representa la frecuencia normalizada definida como 
 

s

d

β
ω

η =      (III.25) 

 
en tanto que sη  y pη  representan las frecuencias fundamentales adimensionales del estrato de suelo 

en vibración transversal y vertical, respectivamente, las cuales se definen como: 
 

s

s
H

d

2

π
η =      (III.26) 

 

s

s

s

p
H

d

β
απ

η
2

=          (III.27) 

 

 
 

Figura III.4  Pilote aislado en cabeceo 
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III.4 PARÁMETROS QUE CONTROLAN EL COMPORTAMIENTO DE LAS 

RIGIDECES DINÁMICAS EN PILOTES 
 
Mediante un análisis de los parámetros materiales y geométricos que controlan tanto a las rigideces 
estáticas, como a los coeficientes de rigidez y de amortiguamiento propuestos por Gazetas (1991), 
en la determinación de las funciones de impedancia, se han construido curvas que permiten 
cuantificar directamente estos parámetros e identificar aquellos de mayor importancia. 
 
En las figuras III.5 a III.8 se muestran curvas de donde es posible determinar las rigideces estáticas 
ante los modos de vibración horizontal, vertical, cabeceo y acoplado.  
 
Como se observa, las rigideces estáticas están gobernadas por los parámetros geométricos: diámetro 
y longitud del pilote y, los parámetros materiales: módulos de elasticidad del suelo y del pilote. En 
especial las rigideces asociadas a los modos en vibración horizontal, cabeceo y acoplado están 
controladas por la relación entre módulos de pilote y suelo, mientras que la rigidez vertical está 
dominada por la relación longitud – diámetro del pilote. 
 
Como se indica en las expresiones antes presentadas, los coeficientes de rigidez se pueden asumir 
unitarios para cualquier frecuencia, salvo el caso de los coeficientes de rigidez en vibración vertical, 
donde son dependientes de la relación de esbeltez del pilote como se observa en la figura III.9. En 
esta figura se presentan curvas para los casos longitud-diámetro del pilote 15/ ≤dLp , 30/ =dLp  y 

50/ ≥dLp . 

 
Los coeficientes de amortiguamiento en los modos horizontal, cabeceo y acoplado, además de estar 
controlados por la frecuencia adimensional ( )η , son función de la relación entre módulos de 
elasticidad del pilote y del suelo, así como del amortiguamiento material. La configuración de los 
coeficientes de amortiguamiento en función de estos parámetros se indica en las figuras III.10, III.11 
y III.12. En ellas se han estudiado las relaciones 2500010000,1000,100,10/ yEE sp = .  

 

 
Figura III.5   Rigideces estáticas para el modo en vibración horizontal en pilotes  
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 Figura III.6   Rigideces estáticas para el modo en vibración vertical en pilotes 

 

 

 

 

 

 
Figura III.7   Rigideces estáticas para el modo de cabeceo en pilotes 
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Figura III.8   Rigideces estáticas para el modo acoplado en pilotes  

 
 
 

 
Figura III.9   Coeficientes rigidez para el modo vertical en pilotes 

 



EFECTO DE GRUPO DE PILOTES EN LA RESPUESTA DE ESTRUCTURAS 
 

18 

 
 

 

 
Figura III.10   Coeficientes de amortiguamiento para el modo horizontal en pilotes 

 

 

 

 
Figura III.11   Coeficientes de amortiguamiento para el modo en cabeceo en pilotes 
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Figura III.12   Coeficientes de amortiguamiento para el modo acoplado en pilotes 

 
Para el caso de los coeficientes de amortiguamiento en el modo vertical, además de la relación entre 
módulos elásticos, intervienen el módulo de Poisson y la relación de esbeltez del pilote. Por tanto, 
los escenarios geométricos y materiales se multiplican. En las figuras III.13, III.14 y III.15 se 
muestra el comportamiento del coeficiente de amortiguamiento vertical para la relación entre 
módulos indicado, considerando a la relación de Poisson como 2/1=ν  y relaciones de esbeltez 

500100,50/ ydLp = . 

 
Figura III.13   Coeficientes de amortiguamiento para el modo vertical en pilotes 

considerando νννν = ½ y Lp/d = 50 
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Figura III.14   Coeficientes de amortiguamiento para el modo vertical en pilotes  
considerando νννν = ½ y Lp/d = 100 

 
 

 
 

Figura III.15   Coeficientes de amortiguamiento para el modo vertical en pilotes  
considerando νννν = ½ y Lp/d = 500 
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Nótese que en las curvas de los coeficientes de amortiguamiento (figuras III.10 a III.15), los valores 
son muy bajos para frecuencias menores a la primer frecuencia resonante del depósito, debido a que 
sólo reflejan la pérdida de energía por amortiguamiento histerético, siendo prácticamente nulo el 
amortiguamiento por radiación. Este efecto se identifica claramente en las curvas de las figuras 
III.13, III.14 y III.15. 

 
 

III.5 RIGIDECES DINÁMICAS PARA PILOTES EN EL VALLE DE MÉXICO 

 
En función de las expresiones arriba estudiadas y considerando las propiedades que caracterizan al 
subsuelo del valle de México, así como las condiciones geométricas y materiales que típicamente 
presentan las cimentaciones con pilotes que en esta región se construyen, se han elaborado curvas 
que permiten determinar los parámetros necesarios para construir las rigideces dinámicas de 
sistemas suelo-pilote en el valle de México. 
 
En primer lugar se considera que los módulos de elasticidad del suelo en el valle de México acusan 
un intervalo de variación amplio. Por ello, y con objeto de cubrir todo la gama posible de suelos, se 
han considerado módulos elásticos ubicados entre 10 y 10,000 kg/cm2. Adicionalmente, se ha 
asumido como representativo aplicar módulos de Poisson de ½ y amortiguamiento material del 5%, 
ya que los suelos saturados del valle se aproximan a estos valores.  
 
Por su parte, las cimentaciones con pilotes que típicamente se construyen en el valle de México 
incluyen pilotes con diámetros ubicados entre 20 y 50 cm. La longitud de estos elementos, en 
algunos casos, puede ser de hasta 70.0 m. En cuanto a su fabricación, los pilotes se construyen para 
la mayoría de los casos de concreto armado, con una resistencia del concreto a la compresión 
ubicada entre 250 y 300 kg/cm2, lo que se asocia con un módulo elástico medio de 
aproximadamente 230,000 kg/cm2. 
 
Bajo el escenario expuesto, en las figuras III.16 a III.19 se presentan las curvas con que es posible 
calcular las rigideces estáticas, aplicables para el valle de México, para los modos en vibración 
horizontal, vertical, cabeceo y acoplado. En ellas se han considerado los siguientes parámetros: 
 

2/1000010 cmkgEs ≤≤  

 
cmyd 5040,30,20=  

 
500250,100,50/ ydLp =  

 
Los coeficientes de rigidez para los modos en vibración horizontal, cabeceo y acoplado son 
unitarios, mientras que el coeficiente de rigidez en el modo vertical presenta la configuración ya 
indicada en la figura III.9.  
 
En las figuras III.20, III.21 y III.22 se muestran los coeficientes de amortiguamiento para los modos 
horizontal, cabeceo y acoplado, respectivamente. Estas curvas son función de la frecuencia 
normalizada y del módulo de elasticidad del suelo con valores 2/100001000,100,10 cmkgyEs = .  
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Figura III.16 Rigideces estáticas para el modo en vibración horizontal  

aplicable a pilotes de fricción en el valle de México 
 
 

 

 
Figura III.17 Rigideces estáticas para el modo en vibración vertical 

aplicable a pilotes fricción en el valle de México 
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Figura III.18   Rigideces estáticas para el modo en cabeceo 

aplicable a pilotes de fricción en el valle de México 
 
 
 

 
Figura III.19   Rigideces estáticas para el modo acoplado 
aplicable a pilotes de fricción en el valle de México 
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Figura III.20 Coeficientes de amortiguamiento para el modo horizontal 

aplicables a pilotes de fricción en el valle de México 
 
 
 

 
Figura III.21 Coeficientes de amortiguamiento para el modo en cabeceo 

aplicable a pilotes de fricción en el valle de México 
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Figura III.22 Coeficientes de amortiguamiento para el modo acoplado 

aplicable a pilotes de fricción en el valle de México 
 
 

La configuración de los coeficientes de amortiguamiento en el modo vertical se presentan en las 
figuras III.23, III.24 y III.25 para una relación de Poisson 2/1=ν , relación de esbeltez del pilote 

50010050 y,d/Lp =  y módulos elásticos del suelo 2/100001000,100,10 cmkgyEs = . 

 
 

 
 Figura III.23 Coeficientes de amortiguamiento para el modo en vibración vertical 

aplicables a pilotes de fricción en el valle de México para νννν=1/2 y Lp/d=50 
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Figura III.24 Coeficientes de amortiguamiento para el modo en vibración vertical 

aplicable a pilotes de fricción en el valle de México para νννν=1/2 y Lp/d=100 
 

 

 
Figura III.25 Coeficientes de amortiguamiento para el modo en vibración vertical 

aplicable a pilotes de fricción en el valle de México para νννν=1/2 y Lp/d=500 
 
 
El empleo de las curvas de las figuras III.9 y III.16 a III.25 son una alternativa para la determinación 
práctica de las rigideces estáticas y coeficientes de rigidez y de amortiguamiento los sistemas suelo-
cimentación profunda típicos que se construyen en el valle de México.  
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CAPITULO IV 

 

MODELO PARA EL CÁLCULO DE 
 RIGIDECES DINÁMICAS 

 
 
Se presenta un método de frontera para el problema tridimensional del cálculo de funciones de 
impedancia en  cimentaciones profundas. Este método ha sido aplicado al análisis de cimentaciones 
superficiales rugosas tipo cajón, carentes de masa y con simetría axial, enterradas en un depósito de 
suelo estratificado horizontalmente que se apoya sobre una base fija (Lysmer, 1970; Lysmer y 
Drake, 1971; Lysmer y Waas, 1972; Waas, 1972; Kausel, 1974; Kausel, Roesset y Waas, 1975, 
Kausel y Roësset, 1977; Tassoulas y Kausel, 1983 y Aguilar, 1998). La aplicación de este método se 
hace extensiva a cimentaciones profundas compuestas por pilotes o pilas. 
 
El método consiste en determinar los modos de propagación del suelo y números de onda asociados, 
mediante el análisis del problema discreto de valores y vectores característicos para las ondas 
generalizados de Love (caso antiplano) y Rayleigh (caso plano). El problema tridimensional para el 
análisis del movimiento de ondas armónicas en regiones axisimétricas se construye a partir del 
problema algebraico de valores y vectores característicos derivado de los casos antiplano y plano.  
 
El dominio de análisis se divide en una región interior y otra exterior. La primera está formada por 
el pilote y el suelo de soporte; se encuentra limitada por su cabeza plana en superficie y la base fija 
del depósito de suelo, presentando condiciones de frontera fija tanto en la superficie como en el 
basamento. La región exterior, corresponde al depósito de suelo que envuelve al pilote, con 
condiciones de frontera libre en la superficie y fija en el basamento. A partir de los modos de 
propagación y números de onda para el caso axisimétrico, se construyen vectores de desplazamiento 
y fuerzas modales en la frontera entre las regiones interior y exterior, los que se combinan con 
coeficientes de participación con el propósito de obtener los desplazamientos y fuerzas consistentes 
en los nodos comunes entre ambas regiones. 
 
Para las vibraciones a que está sujeto el pilote, es necesario evaluar la solución particular en la 
región interior que cumpla con la condición de frontera inhomogénea en el contacto cabeza plana-
cuerpo del pilote (movimiento unitario impuesto) para estimar los coeficientes de participación 
modal que permitan definir los campos de desplazamientos y fuerzas en todo el dominio de análisis. 
 
Por otra parte, se obtiene la solución homogénea en la región interior para cada modo de vibración, 
con lo que se tiene completo el problema. 

 
Las funciones de impedancia para cada modo de vibración se construyen al integrar los campos de 
esfuerzos generados en la cabeza del pilote.  
 
 
IV.1 VIBRACIONES EN EL PROBLEMA AXISIMÉTRICO 
 
Para estudiar las vibraciones de tipo armónico en un depósito estratificado en tres dimensiones, se 
considera una región axisimétrica a partir de un sistema de coordenadas cilíndricas zr ,,θ , donde las 
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amplitudes de los desplazamientos wvu ,,  ocurren en las direcciones radial, tangencial y axial, 
respectivamente (figura IV.1). 
 
Las ecuaciones diferenciales de equilibrio que involucran el movimiento para el estrato j  del 
depósito son las siguientes (Achenbach, 1976) 
 

       0
21

12
2

2

22

2 =+
−

+−−∇ u
r

v

rr

u
u

jj β
ω

∂
ε∂

µθ∂
∂

 

 

0
1

21

12
2

2

22

2 =+
−

++−∇ v
rr

u

rr

v
v

jj β
ω

∂
ε∂

µθ∂
∂

          (IV.1) 

 

     0
21

1
2

2
2 =+

−
+∇ w

z
w

jj β
ω

∂
ε∂

µ
 

 
donde jβ  representa la velocidad de propagación de ondas transversales o de corte para el estrato j , 

que se relaciona con la rigidez jG  y la densidad de masa ρ j  mediante 
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Adicionalmente, las amplitudes de los esfuerzos (figura IV.2) se evalúan con (Achenbach, 1976), 
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En las expresiones IV.1 y IV.3, 2∇  y ε  son el Laplaciano y la dilatación, respectivamente, 
definidos como 
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Figura IV.1 Región axisimétrica de un depósito estratificado en coordenadas cilíndricas 
 
 

 
Figura IV.2  Esfuerzos actuantes en un elemento diferencial en coordenadas cilíndricas 

 
Al igual que en los problemas independientes de ondas generalizadas de Love y Rayleigh, el campo 
de desplazamientos para una región axisimétrica estratificada horizontalmente puede evaluarse por 
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la combinación lineal de modos naturales de propagación, que se obtienen a partir de la separación 
de variables. 
 
Por tanto, la variación de las formas modales para el caso antiplano, o de ondas de Love, se 
determina a partir de las siguientes relaciones (Kausel, 1974): 
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Por otra parte, las ecuaciones que incluyen la variación de las formas modales para el caso Plano o 
de ondas de Rayleigh son las siguientes (Kausel, 1974): 
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En ambos casos, n  se asocia con el número de Fourier y ( )γnC  es cualquier solución de la ecuación 
de Bessel de orden n  
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donde nC ′  indica derivada con respecto al argumento γ . 
 
En las ecs. IV.6 y IV.7, se aplica el ( )θncos  para wu,  y el ( )θnsen−  para v  siempre que el modo 

sea simétrico. En caso contrario, modo antisimétrico, se utiliza el ( )θnsen  para wu,  y el ( )θncos  
para v . 
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Al sustituir las expresiones IV.6 en las ecuaciones diferenciales que controlan el movimiento (ecs. 
IV.1), se observa que para el estrato j , V debe satisfacer la expresión 
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Para este caso, los esfuerzos asociados se definen como: 
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De igual forma, al sustituir las ecuaciones IV.7 en IV.1, WU ,  deben satisfacer las expresiones para 
los modos de vibración obtenidas del problema plano, 
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siendo los esfuerzos correspondientes, 
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Manteniendo las condiciones de continuidad de desplazamientos y esfuerzos en las interfaces entre 
estratos, y de acuerdo con las condiciones de frontera correspondientes, puede observarse que V es 
una eigenfunción con eigenvalor k  de un problema algebraico de eigenvalores idéntico al del 
problema antiplano: 
 

[ ] 0
~~~~~ 22 =∆−+ MGAk ω                                             (IV.13) 
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Por otra parte, WU ,  son eigenfunciones con eigenvalor k  del problema algebraico de eigenvalores 
idéntico al del problema plano: 
 

[ ] 0
~~~~~~ 22 =∆−++ MGBikAk ω                                            (IV.14) 

 
Por lo tanto, el problema algebraico de eigenvalores derivado de los problemas plano y antiplano, 
puede aplicarse directamente al análisis del movimiento de ondas armónicas en regiones 
axisimétricas. En otras palabras, el problema axisimétrico se forma a partir de los problemas 
antiplano y plano. 
 
Con base en lo establecido, al considerar que el depósito de suelo tridimensional está dividido en N  
subestratos y que las condiciones de frontera son para una superficie libre y base fija, la matriz de 

formas modales X
~
 de ( )NN 33 ×  se compone por las formas modales o eigenvectores del problema 

plano y los eigenvectores del problema antiplano, ocupando las primeras N2  columnas de la matriz 
los primeros, y las últimas N  los segundos: 
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donde los índices jp  y ja  corresponden a los casos plano y antiplano, respectivamente. 
 

Los renglones de la matriz X
~
 se asocian consecutivamente con las direcciones vwu ,, , por lo que 

en las primeras N2  columnas que la componen (modos del problema plano), los elementos 
correspondientes a los renglones k3  son nulos; de igual forma son nulos los elementos de los 
renglones 23 −k  y 13 −k  de las últimas N  columnas (modos del problema antiplano) para 

Nk ≤≤1 . 
 

Mediante un procedimiento similar, se construye la matriz K
~
 de ( )NN 33 × , colocando en la 

diagonal principal los números de onda o eigenvalores de cada caso: 
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Si la condición de frontera en superficie es fija, la matriz X
~
 será de ( ) ( )DfNDfN 3333 −×− , 

constituida por las formas modales del problema plano ocupando las DfN 22 −  primeras columnas, 
y por las formas modales del problema antiplano posicionándose en las últimas DfN −  columnas: 
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De la misma forma, en la matriz X
~
 los renglones corresponden a las direcciones vwu ,,  para cada 

subestrato. La matriz diagonal K
~
 de números de onda asociados, se construye de acuerdo con lo 

siguiente: 
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Se destaca que, para el modelo investigado, el parámetro Df  corresponde a la profundidad donde se 
localiza la cabeza del pilote o pila; para los casos aquí analizados se considera en la superficie del 
depósito, es decir Df =0. 
 
Para un depósito estratificado horizontalmente, se sabe que la frontera inferior queda establecida por 
la base fija donde descansa. Si en este escenario se incluye una cimentación de geometría cilíndrica 
se tienen las condiciones de superficie libre y superficie fija, correspondiendo la primera fuera de la 
zona donde se ubica la cimentación y la segunda bajo ella. Con ello y de acuerdo con el método 
propuesto, se ha dividido el problema axisimétrico en una región exterior para el primer caso y una 
región interior para el segundo. La frontera entre estas regiones está limitada por el radio r0  del 
pilote o pila (figura IV.3). 
 
 
IV.2 DESPLAZAMIENTOS Y FUERZAS NODALES CONSISTENTES 
 
A partir de las formas modales establecidas en el problema axisimétrico, y de acuerdo con el modelo 
dividido en las regiones interior y exterior, el interés ahora es evaluar las fuerzas y desplazamientos 
consistentes en la interfase de ambas regiones. 
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Los desplazamientos y fuerzas, producto de las ondas elásticas que se propagan en un depósito 
estratificado, se estudian en la unión de los segmentos de línea en que se han discretizado los 
estratos, es decir, en los nodos. A estas cantidades se les conoce como desplazamientos y fuerzas 
nodales. 
 

 
 

Figura IV.3  Dominio de análisis 
 
Los desplazamientos nodales consistentes entre ambas regiones del problema axisimétrico se pueden 
calcular como una combinación lineal de modos de vibración. Por otra parte, las fuerzas nodales 
asociadas se determinan integrando los esfuerzos que actúan sobre las superficies cilíndricas con 
normal 0rr = , limitadas por las profundidades jz  y 1+jz  para todos los subestratos j  involucrados 

en el problema.  
 
Se debe considerar que sobre la superficie cilíndrica donde actúan los esfuerzos, las ondas viajan 
hacia ella cuando se trata de la superficie interior, mientras que para la superficie exterior las ondas 
se alejan. Por ello, para evaluar los desplazamientos y las fuerzas nodales consistentes, se considera 

rr ≤0  y 00 rr ≤≤  para las regiones exterior (figuras IV.4) e interior (figura IV.5), respectivamente. 

 
 
IV.2.1 Desplazamientos nodales consistentes 
 

Para un número de Fourier n , el vector de desplazamientos nodales U
~
 se puede determinar a partir 

de la matriz de amplitudes de desplazamiento modal W
~
 y el vector de factores de participación 

modal Γ
~
, mediante 

 

Γ
~~~

W=U       (IV.19) 
 

Para la condición de superficie libre, U
~
 es un vector de N3  elementos que contiene a los 

desplazamientos producidos en las direcciones radial, vertical y tangencial para los N  subestratos. 
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En el contacto entre ambas regiones 0rr = , las primeras N2  columnas de la  matriz de amplitudes 

de desplazamiento modal se definen como 
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donde Nl 21 ≤≤  y Nj ≤≤1 , siendo l  el modo particular del problema algebraico de eigenvalores. 
Las últimas N  columnas de la matriz de amplitudes modales donde NlN 312 ≤≤+  y  Nj ≤≤1 , 
se definen como 
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En estas expresiones se observa que las primeras N2  columnas corresponden al problema plano y 
las últimas N  al problema antiplano, por ello lk  se asocia con los números de onda de Rayleigh y 

Love cuando Nl 21 ≤≤  y NlN 312 ≤≤+ , respectivamente.  
 

Si la condición de frontera en la superficie de la región es rígida por la presencia de la cabeza plana  

inmóvil del pilote, el vector de desplazamientos nodales U
~
 se compone por DfN 33 −  elementos, 

evaluado a partir de la matriz de formas modales W
~
 en 0rr = , constituida por las DfN 22 −  

columnas de amplitudes de desplazamiento modal definidas en las ecs. IV.20a y las DfN −  
columnas de amplitudes de desplazamiento modal dadas por las ecs. IV.20b. 
 
Para la región exterior ( )0rr > , en la solución de la ecuación de Bessel que participa en las 

relaciones IV.20a y IV.20b, se aplica la función de Hankel ( )2
nH  de segunda especie y orden n , por 

presentar un comportamiento asintótico cuando ∞→r  de la forma 
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Cuando se trata de la región interior ( )0rr < , se utiliza la función de Bessel nJ  de primera especie y 

orden n  como solución a la ecuación de Bessel, porque no es singular (está acotada) cuando 0→r ,  
 



EFECTO DE GRUPO DE PILOTES EN LA RESPUESTA DE ESTRUCTURAS 
 

36 

( ) ( ) ( )
!2 n

kr
krJkrC

n

n

nn ≈=       (IV.22) 

 
Bajo este escenario, es posible construir la matriz de amplitudes de desplazamiento modal que 
incluye a las regiones exterior e interior; sin embargo, para evaluar los desplazamientos nodales 

consistentes entre ambas regiones se debe definir el vector de factores de participación Γ
~
 al formar 

y resolver el sistema completo como se indica en el Apéndice A, donde además se incluyen las 
fuerzas modales asociadas. 
 

 
IV.4 Región exterior, rr ≤< 00  

 
 

 
 

IV.5 Región interior, 00 rr ≤≤  

 
 
IV.2.2 Fuerzas nodales consistentes 
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Para determinar las fuerzas nodales consistentes del subestrato j  en la región exterior rr ≤< 00 , 

considerando un modo definido por el eigenvector ∆
~
 y número de onda k , es necesario integrar los 

esfuerzos en la superficie cilíndrica para 0rr =  multiplicados por las funciones de forma a lo largo 

de 1+≤≤ jj zzz . Para los nodos j  y 1+j  que limitan al subestrato j  se tiene que 
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donde j

jN  y j

jN 1+  son las funciones de forma que corresponden a los nodos j  y 1+j , 

respectivamente. Estas tienen una variación lineal dentro del subestrato j  y se definen como 
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Por su parte, zrzrzr τττσσσ θθθ ,,,,,  definen las amplitudes de los esfuerzos zrzrzr τττσσσ θθθ ,,,,,  

para los modos de Love o Rayleigh mediante las siguientes relaciones 
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evaluados θττσ rzrr ,,  a partir de las expresiones IV.10 o IV.12, según sea el caso. 

 
Considerando que WVU ,,  varían linealmente en el subestrato j , y sustituyendo los valores 

correspondientes de θττσ rzrr ,,  en IV.1 para integrar y ensamblar en la región hz ≤≤0 , se 

encuentra que el vector de fuerzas P
~
 para el modo Nll 31, ≤≤  (Tassoulas, 1981), se define por 
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donde ll ΦΨ
~
,

~
 son las columnas de las matrices ΦΨ

~
,
~

 asociadas con las amplitudes de 

desplazamiento para el modo l . Para la condición de superficie libre el vector P
~
 está compuesto por 

N3  elementos con las fuerzas l

j

l

j

l

j PPP 31323 ,, −−  correspondientes a las fuerzas radial, vertical y 

tangencial del nodo j , respectivamente.  
 

QLNEDA
~
,
~
,
~
,
~
,
~
,
~

 son matrices de NN 33 ×  elementos que caracterizan al depósito en función de las 

propiedades de cada subestrato, y resultan de ensamblar las submatrices Jjjjjj QLNEDA ,,,,, . La 

composición de estas matrices, junto con las ΦΨ ~,~ , se definen posteriormente. 
 
Bajo la condición de frontera fija en la superficie de la región por la presencia del cimiento, el vector 

P
~
 contiene DfN 33 −  elementos.  

 

Las matrices QLNEDA
~
,
~
,
~
,
~
,
~
,
~

 son de dimensión ( ) ( )DfNDfN 3333 −×− , pues están ensambladas 

sólo con las matrices jjjjjj QLNEDA ,,,,,  que se encuentran bajo la cimentación. De igual forma 

se modifican las matrices ΦΨ
~
,
~

. 
 

A partir de los vectores P
~
 para cada modo l  se construye una matriz de amplitudes de fuerza 

modal, análoga a la matriz de amplitudes de desplazamiento modal W
~
, que al multiplicarse por el 

vector común de factores de participación Γ
~
 se determina el vector de fuerzas nodales consistentes 

F
~
 (Tassoulas, 1981):  
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Por otra parte, al considerar el lado opuesto de la superficie cilíndrica que corresponde a la región 
interior donde 00 rr ≤≤ , se obtiene la matriz de fuerzas nodales consistentes definida por 
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1~~~~~~~~~~
0 QnL

nn
KNnEDKKArF          (IV.28) 

 
cuya única diferencia con respecto al vector de fuerzas nodales de la región exterior es el signo 
negativo que presenta el segundo miembro de la ec.IV.28, debido a que la orientación de la 
superficie cilíndrica de este elemento es opuesta a la región rr ≤< 00 . 

 
Al igual que la matriz de amplitudes de desplazamiento modal, la matriz de amplitudes de fuerza 
modal se incluye en el sistema matricial global del Apéndice A. 
 

Las matrices jjjjjj QLNEDA ,,,,,  junto con los arreglos ΦΨ
~
,
~

, se definen de la siguiente forma 
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Nótese que de los elementos que constituyen a ΦΨ
~
,
~

 se distinguen los correspondientes al caso 
plano y antiplano, ocupando las N2  primeras columnas los primeros y las últimas N  los segundos, 
siempre que se trate de la región exterior. Para la región interior, los casos plano y antiplano se 
asocian con las DfN 22 −  primeras columnas y DfN −  últimas columnas, respectivamente. 
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CAPITULO V 

 

MÉTODO DE ANÁLISIS PARA  
EL CÁLCULO DE RIGIDECES DINÁMICAS 

 
 
La propuesta principal de este trabajo de investigación se centra en un método de análisis alternativo 
para el cálculo riguroso de rigideces dinámicas para pilotes. Para determinar las fuerzas con que se 
calculan las funciones de impedancia se considera al pilote como una cimentación cilíndrica 
alargada, con radio r0 , simulando a su cabeza como una placa carente de masa, rígida y rugosa, en 
un depósito estratificado donde se garantiza la unión de este medio con el cuerpo del cimiento. 
 
Las fuerzas asociadas a las funciones de impedancia, que actúan sobre la cimentación cilíndrica 
sujeta a una excitación obedecen a tres efectos. Los primeros dos actúan en la base de la cabeza del 
pilote: uno por las acciones debidas a la respuesta de la cimentación ocasionadas por un movimiento 
impuesto, y el otro por las acciones debidas a la respuesta del elemento bajo condiciones de frontera 
fija en el fondo y en la superficie. El efecto restante ocurre sobre la pared perimetral del cimiento 
originado por las fuerzas nodales en el contacto suelo-cimentación. 
 
Las fuerzas en la base se obtendrán a partir de la determinación de las que ocurren en la placa rígida 
superficial que representa la cabeza del cimiento, evaluadas por soluciones particulares y la 
superposición de las formas modales del depósito. Por otra parte, las fuerzas sobre las paredes del 
cimiento se obtienen integrando las fuerzas nodales consistentes sobre la superficie cilíndrica en que 
actúan. 
 
 
V.1 VIBRACIONES VERTICALES 
 
Las condiciones para estudiar el efecto de las vibraciones verticales en una cimentación enterrada en 
un depósito estratificado (figura V.1), son las siguientes: 
 
• Las vibraciones armónicas son simétricas con respecto a un plano vertical 
• El número de Fourier asociado a este tipo de vibraciones es n = 0 
• El movimiento de la partícula ocurre sobre los planos verticales 
• Sólo existen las amplitud de desplazamiento wu,  en función de zr, , respectivamente 
 
Para el subestrato j  ( )Nj ≤≤1 , las ecuaciones diferenciales que controlan las amplitudes de 
desplazamiento wu, , a partir de las expresiones IV.1, son: 
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y los esfuerzos, a partir de IV.3, se definen como 
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Figura V.1 Cimentación axisimétrica sometida a vibraciones verticales  

 
 
Las amplitudes de los desplazamientos wu,  deben ser continuos en las interfaces de los estratos en 

jzz = , para Nj ≤≤2 , así como las amplitudes de los esfuerzos zrzz ττσ θ ,,  que actúan en la 

dirección vertical,  por ello 



EFECTO DE GRUPO DE PILOTES EN LA RESPUESTA DE ESTRUCTURAS 
 

43 

 

+− ==

− 







+=








+

jj zz

j

zz

j
r

w

z

u
G

r

w

z

u
G

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

1     (V.3) 

  
Las condiciones de frontera que se tienen para el modo de traslación vertical en la región interior, 
limitada por 00 rr ≤≤  y hzzDf ≤≤  son: 

 
( ) 0, =Dfzru  

00 rr ≤≤      (V.4) 

( ) zzrw Df ∆=,   

 
donde z∆  es la amplitud del la traslación vertical del cimiento. La base del depósito se considera 
fija y queda definida por 
 

( ) 0, =hru  

  00 rr ≤≤      (V.5) 

( ) 0, =hrw  
 
Los grados de libertad para este sistema son el desplazamiento vertical z∆  asociado a la 
cimentación y los desplazamientos nodales jj wu ,  que ocurren en ( jzr ,0 ) para NjDf ≤≤+1 , y 

que, particularmente son funciones lineales de z  en cada subestrato.  
 
De acuerdo con las condiciones de frontera establecidas, se tiene que 

 
0=Dfu   zwDf ∆=  

                 (V.6) 
01 =+Nu   01 =+Nw  

 
Las cargas que corresponden a los grados de libertad son la fuerza zF  en la cimentación y las 

fuerzas radiales jrP ,  y verticales jzP ,  en ( jzr ,0 ) para NjDf ≤≤+1 .  

 
La fuerza de interés en esta sección corresponde a la que actúa en la cabeza del cimiento por efecto 
de desplazamiento en dirección del eje z , determinada a través de la siguiente relación: 
 

∫ =
−=

0

0
0

2
r

zzz rdrF σπ                  (V.7) 

 
•••• Solución Particular 
 
Para estimar la fuerza en la región interior a partir de un desplazamiento vertical unitario 1=∆z  de 
la placa que representa la cabeza de la cimentación bajo las condiciones de frontera inhomogéneas 
del sistema, las relaciones 
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( ) 0, =zru  
     (V.8) 

( ) ( )zWzrw =,  
 
se sustituyen en las ecuaciones diferenciales IV.1. Para el estrato j , W  debe satisfacer la ecuación 
diferencial 

( ) 02 2

2

2

=++ W
dz

Wd
G jjj ρωλ     (V.9) 

 
imponiendo las condiciones de continuidad en las interfaces jzz =  para Nj ≤≤2 , 
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 y las condiciones de frontera en la base de la cabeza del cimiento 
 

( ) 1=DfzW  

              (V.11) 
( ) 0=hW  
 

Para encontrar la solución discreta se debe resolver el sistema 
 

[ ] FMG
~~~~ 2 =∆− ω                (V.12) 

con  
1=∆Df  

 
( )

jj zW=∆ , NjDf ≤≤+1  
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 0=jF ,      NjDf ≤≤+1  

 

donde MG
~
,
~

 son matrices tridiagonales simétricas, ensambladas a partir de las submatrices jj MG
~
,

~
, 

que se definen como 
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Para este tipo de vibraciones los vectores F
~
,
~
∆  se integran al sistema global del Apéndice A. 

 
Al resolver el sistema V.12 y aplicar la expresión V.7, se tienen los elementos necesarios para 
determinar la fuerza vertical que actúa en la cabeza del cimiento, mediante la relación 
 

2
01 rFFF Df

Df

zCABEZA π==−               (V.15) 

 
En el Apéndice B se muestran mayores detalles sobre la obtención de la fuerza vertical de la 
ec.V.15. 
 
•••• Solución Homogénea 
 
Con objeto de estudiar la solución en la cimentación debida a los modos de vibración con base y 
superficie rígida, es necesario imponer la nulidad del desplazamiento vertical, por lo que ∆z = 0. 
Bajo este escenario, la condición de frontera en la parte superior de la región interior queda 
establecida como 
 

( ) 0, =Dfzrw   00 rr ≤≤                 (V.16) 

 
Cualquier amplitud de desplazamiento wu,  que satisface la ecuación diferencial V.1, las 
condiciones de continuidad V.3 y las condiciones de frontera V.5 y V.16, se pueden escribir como 
una superposición de modos. De acuerdo con IV.7 se definen como 
 

( ) ( ) ( )krJzkUzru 0, ′=  

                 (V.17) 
( ) ( ) ( )krJzikWzrw 0, −=  

 
En estas expresiones se introduce la función de Bessel 0J , ya que se trata de la región interior 

comprendida por 00 rr ≤≤ . 

 
Al sustituir las ecuaciones V.17 en las ecuaciones V.2, se tiene que el único esfuerzo distinto de cero 
corresponde a zσ : 
 

( ) ( ) ( ) 




 ++−= jjjz zkUG
dz

dW
ikrkJ λλσ 20         (V.18) 

 
Ante las condiciones establecidas, la fuerza zF  en dirección del eje z , se obtiene al sustituir la 
ecuación V.18 en la V.7, resultando que 
 

( ) ( ) ( )
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donde 1J  es la función de Bessel de primer orden (Abramowitz y Stegun, 1970). Los detalles de este 
desarrollo se presentan en el Apéndice B. 
 
 
V.2 VIBRACIONES HORIZONTALES 
 
Para estudiar el efecto de las vibraciones por traslación horizontal en una cimentación axisimétrica 
enterrada en un depósito estratificado (figura V.2), se deben tomar en cuenta las siguientes 
consideraciones: 
 
• Las vibraciones son de tipo armónico y simétricas con respecto a planos verticales 
• El número de Fourier asociado a este tipo de vibraciones es 1=n  
• El movimiento de la partícula produce desplazamientos en todas direcciones 
• Participan los modos generalizados de Love y Rayleigh 
 

ro

x

z

h

1

2

N

j

j + 1

h      G   p

h      G   p

h      G   p

z

M

F

 
Figura V.2 Cimentación axisimétrica sometida a vibraciones horizontales  

 
 
Las amplitudes de los desplazamientos vwu ,,  que ocurren en las direcciones radial, axial y 
tangencial, respectivamente, pueden generalizarse a partir de los casos plano y antiplano mediante 
las relaciones siguientes: 

 
( ) θθ cos),(,, zruzru =  

 
( ) θθ cos),(,, zrwzrw =             (V.20) 

 
( ) θθ senzrvzrv ),(,, −=  

 
donde vwu ,,  son las amplitudes de los desplazamientos para los casos de Rayleigh o Love. 
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Las ecuaciones diferenciales que gobiernan las amplitudes de los desplazamientos vwu ,,  en el 
subestrato j , para Nj ≤≤1 , se obtienen al sustituir estos valores en las ecuaciones IV.1, que de 
acuerdo con las consideraciones antes expuestas resultan ser 
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donde ε  es la dilatación dada por 
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Las amplitudes de los esfuerzos correspondientes se definen con base en las ecuaciones IV.3 por 
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Se debe mantener la continuidad de las amplitudes de desplazamiento vwu ,,  y los esfuerzos 

zrzz ττσ θ ,,  en el contacto entre subestratos, es decir en jzz = , para Nj ≤≤2 , 
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La región axisimétrica de estudio se limita por 00 rr ≤≤  y hzzDf ≤≤ . Ante este escenario, las 

condiciones de frontera prescritas en la superficie de la región interior, es decir, en la cabeza del 
cimiento, quedan establecidas por las relaciones siguientes 
 

( )
xDfzru ∆=,   

 
( ) φrzrw Df −=,       00 rr ≤≤       (V.25) 

 
( ) xDfzrv ∆=,   

 
siendo x∆  y φ  las amplitudes del la traslación horizontal en la dirección del eje x  y la rotación 
alrededor del eje y , respectivamente, para el sistema de coordenadas zyx ,, .  
 
La base del depósito se considera rígida, por ello, las condiciones de frontera se definen como 
 

( ) 0, =hru  
  
( ) 0, =hrw   00 rr ≤≤           (V.26) 

 
( ) 0, =hrv  

 
Los grados de libertad para este sistema son, por una parte, el desplazamiento horizontal x∆  y el 

giro por rotación φ  asociados a la cimentación, y por otra, los desplazamientos nodales jjj vwu ,,  

que ocurren en ( jzr ,0 ) para NjDf ≤≤+1 , los cuales son funciones lineales de z  en cada 

subestrato. 
 
Por las condiciones de frontera establecidas en la parte superior e inferior de la región, se tiene que 

 

xDfDf vu ∆==   φ0rwDf −=  

           (V.27) 
0111 === +++ NNN vwu  
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Las acciones que corresponden a los grados de libertad son, para la cimentación, la fuerza horizontal 

xF  y el momento por cabeceo M  actuando en la cabeza del elemento, mientras que para los nodos 

son las fuerzas radiales jrP ,  y verticales jzP ,  en ( jzr ,0 ) siendo NjDf ≤≤+1 . Las fuerzas 

consistentes en la cabeza del cimiento, se definen a través de las siguientes relaciones 
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•••• Solución Particular 

 
La solución particular que satisface las condiciones de frontera inhomogéneas del sistema, dadas por 
un desplazamiento horizontal unitario 1=∆ x  y giro nulo 0=φ ,  se pueden encontrar al sustituir  

 
( ) ( )zUzru =,  

 
     ( ) 0, =zrw               (V.29) 

 
( ) ( )zUzrv =,  

 
en las ecuaciones diferenciales V.21. Para el subestrato j , U  debe satisfacer la expresión 
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manteniendo las condiciones de continuidad para desplazamientos y esfuerzos a través del contacto 
entre subestratos, es decir en las interfaces jzz =  para Nj ≤≤2 , 
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 y las condiciones de frontera  
 

( ) 1=DfzU  

    (V.32) 
( ) 0=hU  
 

Para obtener la solución discreta de la ec.V.30, se debe encontrar la solución al sistema 
 

[ ] FMG
~~~~ 2 =∆− ω                 (V.33) 

donde 
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1=∆Df  
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donde MG
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 son matrices tridiagonales simétricas ensambladas a partir de las submatrices jj MG
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que se definen como 
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Los vectores F
~
,
~
∆  se incluyen en el sistema matricial global del Apéndice A para este tipo de 

vibraciones. 
 
Al utilizar las ecuaciones V.28 y resolver el sistema V.33 se pueden determinar la acciones (fuerza y 
momento) por traslación horizontal y cabeceo acoplado en la cabeza del cimiento, resultando que  
 

Df

Df

xCABEZA FrFF 2
01 π==−                     (V.36) 

 

( )12
01 1

2 +− ∆−== DfDfDfCABEZA GrMM
π

      (V.37) 

 
•••• Solución Homogénea 
 
Para evaluar las acciones en la cabeza de la cimentación debidas a los modos de vibración con base 
y superficie rígidas, es necesario imponer la nulidad de las amplitudes de la traslación horizontal y el 
giro por cabeceo, mediante 0=∆ x  y 0=φ , respectivamente. Bajo este escenario, las condiciones 

de frontera en la parte superior de la región interior son 
 

( ) 0, =Dfzru
v

 

 
( ) 0, =Dfzrw   00 rr ≤≤              (V.38) 

 
( ) 0, =Dfzrv  
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Cualquier amplitud de desplazamiento vwu ,,  que satisface las ecuaciones diferenciales V.21, las 
condiciones de continuidad V.24 y las condiciones de frontera V.26 y V.38, pueden escribirse como 
una superposición de modos, que de acuerdo con IV.6 y IV.7 se expresan como 
 

( ) ( ) ( )krJzkUzru 1, ′=  
 

( ) ( ) ( )krJzikWzrw 1, −=          (V.39a) 
 

( ) ( ) ( )krJzU
r

zrv 1

1
, =  

y  
 

( ) ( ) ( )krJzV
r

zru 1

1
, =  

 
( ) 0, =zrw            (V.39b) 
 

( ) ( ) ( )krJzkVzrv 1, ′=  
 

correspondiendo las ecuaciones V.39a al caso plano, o de Rayleigh, y las V.39b al antiplano, o de 
Love. En ambas condiciones, para la región interior, comprendida por 00 rr ≤≤ , se introduce la 

función de Bessel de primer orden 1J . 
  
Para calcular las acciones que actúan en la cabeza del cimiento, es necesario estudiar de forma 
independiente los casos plano y antiplano. 
 
 
Problema plano 

 
Al sustituir las ecuaciones V.39a, que corresponden al caso plano o de Rayleigh, en las ecuaciones 
de esfuerzos V.23, se tiene que 

0=rσ  
 
0=θσ  

 

( ) ( ) ( )




 ++−= jjjz G
dz

dW
izkUkrkJ 21 λλσ  

          (V.40) 
0=θτ r  

 

( ) ( )






 −= zikW
dz

dU
GkrJ

r
jz 1

1
θτ  
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( ) ( )






 −′= zikW
dz

dU
GkrJk jzr 1τ  

 
Con las condiciones de frontera y continuidad en interfaces, la fuerza y el momento 
correspondientes a la traslación horizontal ( xPF ) en dirección del eje x , y el giro por cabeceo 

acoplado ( PM ) alrededor del eje y , respectivamente, se obtienen al sustituir los valores de 
esfuerzos determinados por V.40 en las ecuaciones V.28, resultando que  
 

( ) ( )






 −−==− zikW
dz

dU
GkrJrFF jxPPCABEZA 0102 π  

  (V.41) 

( ) ( ) ( )




 ++−==− jjjPPCABEZA G
dz

dW
izkUkrJrMM 202

2
02 λλπ  

 
donde 21 , JJ , representan la función de Bessel de primer y segundo orden (Abramowitz y Stegun, 
1970), respectivamente. Los detalles de estos desarrollos se presentan en el Apéndice B. 
 
 
Problema antiplano 

 
Sustituyendo ahora las ecuaciones V.39b, del caso antiplano o de Love, en las ecuaciones de 
esfuerzos V.23, se tiene que 
 

0=rσ  
 
0=θσ  

 
0=zσ  
           (V.42) 
0=θτ r  

 

( ) jz G
dz

dV
krJk 1′=θτ  

 

( ) jzr G
dz

dV
krJ

r
1

1
=τ  

 
De igual forma, manteniendo las condiciones de frontera y continuidad, las acciones 
correspondientes a la traslación horizontal ( xAF ) en dirección del eje x  y el giro por cabeceo 

acoplado ( AM ) alrededor del eje y , se determinan aplicando las ecuaciones V.28 con los esfuerzos 
evaluados en V.42, de donde se obtienen los siguientes resultados 

 

( ) jxAACABEZA G
dz

dV
krJrFF 0102 π−==−  
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    (V.43) 
02 ==− AACABEZA MM  

 
El detalle de estos desarrollos se presenta en el Apéndice B. 
 
 
V.3 VIBRACIONES TORSIONALES 
 
El estudio de las vibraciones torsionales inducidas en una cimentación axisimétrica enterrada en un 
depósito estratificado (figura V.3), se debe desarrollar bajo el siguiente marco condicional: 
 
• Las vibraciones armónicas son antisimétricas con respecto a un plano vertical. 
• El número de Fourier asociado a este tipo de vibraciones es 0=n  
• El movimiento de la partícula es perpendicular a los planos verticales 
• Sólo existe la amplitud v  en función de zr,  
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Figura V.3 Cimentación axisimétrica sometida a vibraciones torisonales  
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La ecuación diferencial que controla la amplitud v  en el subestrato j  para Nj ≤≤1  se determina a 
partir de las ecuaciones IV.1 y las condiciones anteriores, resultando que 
 

 0
1

2

2

22

2

2

2

=+−++ v
r

v

z

v

r

v

rr

v

jβ
ω

∂
∂

∂
∂

∂
∂

                 (V.44) 

 
Las amplitudes de esfuerzos correspondientes se definen partir de las ecs. IV.3, resultando que  
 

0=rσ  
 
0=θσ  

 
0=zσ  

            (V.45) 









−=
r

v

r

v
G jr ∂

∂
τ θ  

 

z

v
G jz ∂

∂
τ θ =  

 
0=zrτ  

 
De acuerdo con las condiciones con que fue concebido el modelo del depósito, se debe mantener la 
continuidad del desplazamiento v  en las interfaces de los subestratos, así como los esfuerzos  en la 
dirección vertical zrzz ττσ θ ,, . Por ello, para jzz = , con Nj ≤≤2  se tiene que 

 

+− ==

− =
jj zz

j

zz

j
z

v
G

z

v
G

∂
∂

∂
∂

1          (V.46) 

 
Dado que la geometría de la cimentación es axisimétrica con radio 0r , la región interior, bajo la 

cabeza del cimentación se limita en el plano horizontal por 00 rr ≤≤  y en la dirección vertical por 

hzzDf ≤≤ , considerando a Df  como el índice que corresponde al subestrato donde descansa la 

cabeza del pilote y que h  es la coordenada de la base del depósito. Los grados de libertad 
involucrados en el sistema son el giro φ  de la cimentación y los desplazamientos nodales jv  que 

ocurren en ( jzr ,0 ) para NjDf ≤≤+1 , siendo N  el número de subestratos.  

 
Para el modo en torsión, el movimiento inducido por la cimentación en la región interior, está 
definido por la expresión 
 

( ) φrzrv Df =, ,  00 rr ≤≤          (V.47) 
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siendo φ  la amplitud de la rotación del cimiento, que se considera positiva en sentido antihorario. 
 
La condición de frontera rígida en la base del depósito queda establecida mediante 
 

( ) 0, =hrv ,  00 rr ≤≤          (V.48) 

 
Con estas condiciones de frontera, los desplazamientos nodales en la cabeza de la cimentación y en 
la base del depósito están definidos por ( ) φ00 , rzrvv DfDf ==   y  01 =+Nv , respectivamente. 

 
La fuerza asociada con el giro de la cimentación es el momento generado por el efecto de torsión, 
determinado a través de la relación 
 

rdrM

r

zz∫ =
−=

0

0

2

0
2 θτπ     (V.49) 

 
•••• Solución Particular 
 
Con el propósito de determinar la fuerza que se genera por un giro unitario, se resuelve la solución 
particular que satisfaga las condiciones de frontera inhomogéneas del sistema estableciendo que 

1=φ . Esta solución se puede encontrar al sustituir la relación 
 

( ) ( )zrVzrv =,      (V.50) 
 
Aplicando la ecuación diferencial V.44, el desplazamiento V  debe satisfacer la expresión siguiente 
para el subestrato j  

02

2

2

=+ V
dz

Vd
G jj ρω           (V.51) 

 
Con las condiciones de continuidad en las interfaces de los subestratos, en que jzz =  para 

Nj ≤≤2 , se tiene  
 

+− ==
− =

jj zz

j

zz

j
dz

dv
G

dz

dv
G 1                   (V.52) 

 
Además se tienen las condiciones de frontera  
 

( ) 1=DfzV  

               (V.53) 
( ) 0=hV  

 
Para encontrar la solución discreta correspondiente, se resuelve el sistema 
 

[ ] FMG
~~~~ 2 =∆− ω          (V.54) 
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con  
 
1=∆Df  

 
( )

jj zV=∆ , NjDf ≤≤+1  

 

Dfz

DfDfDf
dz

dV
GF

=

−=−= τ  

  
0=jF , NjDf ≤≤+1  

 

donde MG
~
,
~

 son las mismas matrices tridiagonales simétricas definidas para el problema antiplano. 

Adicionalmente los vectores F
~
,
~
∆  se incluyen dentro del vector independiente del sistema matricial 

integral. 
 
Al resolver el sistema de la ecuación V.54, el momento que ocurre en la cabeza de la cimentación se 
puede determinar a partir de la expresión V.49, mediante,  
 

4
01 2
rFMM DfDfCABEZA

π
==−               (V.55) 

 
Mayores detalles sobre la obtención de la ec.V.55 se presentan en el Apéndice B. 
 
•••• Solución Homogénea 
 
Para la solución en la cabeza de la cimentación debida a los modos de vibración con base y 
superficie rígidas, es necesario imponer la nulidad de los desplazamientos por torsión. Para ello se 
hace 0=φ . Así la condición en la frontera superior de la región interior queda establecida como 
 

( ) 0, =Dfzrv   00 rr ≤≤                 (V.56) 

 
Cualquier amplitud de desplazamiento v  que satisface la ecuación diferencial V.44, las condiciones 
de continuidad V.46 y las condiciones de frontera V.48 y V.56, puede escribirse como una 
superposición de modos. De acuerdo con IV.6 esto se expresa como 
 

( ) ( ) ( )krJzkVzrv 0, ′=                    (V.57) 

 
donde se introduce el número de onda k  y la función de Bessel 0J , ya que se trata de la región 

interior comprendida en 00 rr ≤≤ . 

  
Al sustituir la ecuación V.57 en las expresiones V.45 de esfuerzos, se tiene que el único valor 
diferente de cero es 
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( ) jz G
dz

dV
krJk 0′=θτ                   (V.58) 

 
Bajo estas condiciones, el momento por torsión M  alrededor del eje z  se obtiene al sustituir la 
ecuación V.58 en V.49, resultando que 
 

( ) jCABEZA G
dz

dV
krJrMM 02

2
02 2π==−        (V.59) 

 
donde 2J  es la función de Bessel de segundo orden (Abramowitz y Stegun, 1970). El detalle del 
desarrollo para obtener la ec.V.59 se muestra en el Apéndice B. 
 
 
V.4 ACCIONES EN LA PARED DEL CIMIENTO 
 
La fuerza total generada en la frontera vertical suelo-pared del cimiento se estima a partir de las 
fuerzas nodales consistentes determinadas en la región interior con las expresiones indicadas en la 
Sección IV.2, previa solución del sistema global del Apéndice A. 
 
Con base en el vector de fuerzas nodales (ec. IV.27), se suman las acciones de los nodos incluidos 
hasta la profundidad de desplante y se integran en la superficie cilíndrica de la cimentación; sin 
embargo, las fuerzas son función de las vibraciones impuestas: torsionales, verticales y horizontales. 
 
Para las vibraciones verticales, la expresión que representa a la fuerza integrada en la superficie 
perimetral del cimiento es la siguiente 
 

( )wF
Df

j

jPARED ∑
=

−=
1

F2π           (V.60) 

 
Las acciones en la pared de la cimentación para vibraciones horizontales son la fuerza: 
 

( ) ( )







+−= ∑∑

==

vuF
Df

j

j

Df

j

jPARED

11

FFπ                            (V.61a) 

 
y el momento acoplado por cabeceo, 
 

( ) ( ) ( ) ( )











+








+−−= ∑∑∑

===

Df

j

j

Df

j

j

Df

j

jjDfPARED wRvuzzM
111

FFFπ         (V.61b) 

 
En las ecuaciones anteriores ( ) ( ) ( )wvu jjj F,F,F  representan las fuerzas que corresponden al nodo j  

en las direcciones radial, tangencial y vertical, respectivamente (figura V.4).  
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Figura V.4 Acciones en la pared del pilote o pila 

 
Mayores detalles sobre los desarrollos de las expresiones V.59, V.60 y V.61 se indican al final de 
cada sección del Apéndice B. 
 
Se destaca que, para el caso de estudio se analizan las acciones actuando en la cabeza del pilote o 
pila, considerada como una placa rígida con profundidad de desplante nula. Con este modelo las 
paredes del cimiento se asumen despreciables por corresponder con el espesor de la placa. 
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CAPITULO VI 

 

VALIDACIÓN DEL MÉTODO 
 
 
VI.1  EFECTIVIDAD DEL MÉTODO 

 
Con el fin de evaluar los resultados obtenidos con el método propuesto, se han calculado los 
coeficientes de rigidez y de amortiguamiento, dependientes de la frecuencia, para un depósito 
estratificado con una cimentación enterrada bajo dos escenarios estudiados por otros autores. Se 
destaca que estos casos corresponden a cimentaciones cilíndricas superficiales; sin embargo, se han 
hecho las consideraciones necesarias para que los pilotes analizados sean coincidentes con esta 
geometría. 
 
Los depósitos de suelo estudiados se dividieron en estratos con propiedades y características 
geométricas iguales, representando así a los depósitos homogéneos e isótropos analizados por otros 
autores. En los modelos analizados se considera una cimentación cilíndrica, rígida y rugosa, en 
perfecto contacto con el suelo. 
 
Las variables geométricas que controlan el sistema son: la profundidad del depósito H , la 
profundidad de enterramiento D  y el radio de la cimentación R . Estos parámetros se aplican a la 
normalización de las dimensiones del sistema. Como se indicó, para el caso de cimentaciones 
profundas, únicamente se considera como elemento completamente rígido a su cabeza, siendo la 
profundidad de desplante de esta placa siempre nula. Por otra parte, las variables materiales que 
participan son la relación de Poisson µ  y la fracción de amortiguamiento crítico del suelo ζ . 
 
La función de impedancia para los diferentes modos de vibración se normalizó atendiendo a lo 
siguiente: 
 

• Vibraciones Verticales  
( ) ( ) ( )( )ξηηη
η

cik
GR

K

GR

K zzzz +=
0

         (VI.1) 

 

• Vibraciones Horizontales  
( ) ( ) ( )( )ξηηη
η

cik
GR

K

GR

K xxxx +=
0

           (VI.2) 

 

• Vibraciones Torsionales  
( ) ( ) ( )( )ξηηη
η

cik
GR

K

GR

K tttt +=
3

0

3
         (VI.3) 

 
Para los casos estudiados, se ha empleado el amortiguamiento con comportamiento histerético, por 
lo que en las expresiones anteriores 

 
( )ζξ 21 i+=               (VI.4) 

 
Bajo las consideraciones expuestas, el caso A de estudio se compone por un depósito formado por 
doce estratos sobre el que yace la cimentación. Para este modelo, las relaciones adimensionales entre 
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las variables geométricas corresponden a 2=RH  y 0=RD , mientras que las propiedades 

materiales se consideraron como 31=µ  y %5=ζ  (figura VI.1). La rigidez estática y la 
configuración de los coeficientes de rigidez y amortiguamiento para este caso, fueron determinadas 
por Luco y Westmann (1971) y posteriormente por Tassoulas y Kausel (1983).  
 
Las rigideces estáticas para el escenario expuesto se determinaron utilizando el método propuesto y 
se compararon con las obtenidas por los otros autores. Los resultados se muestran en la tabla VI.1 
 

 
Figura VI.1 Configuración geométrica y material  

del problema estudiado por Luco y Westmann (1971) y Tassoulas y Kausel (1983) 
 
 

 

Tabla VI.1 Rigideces Estáticas para 2=RH , 0=RD  y 31=µ  
 

Rigidez estática 

normalizada 

Luco y Westmann, 

Kausel y Tassoulas 

Método  

Propuesto 

GR
K zz

0

 10.37 10.93 

GR
K xx

0

 6.36 6.47 

3

0

GR

K tt  5.79 5.79 

 
 
La variación de los coeficientes de rigidez k  y amortiguamiento c  con la frecuencia normalizada 

πη 2   para los modos en vibración vertical, horizontal y torsional, se muestra en las figuras VI.2, 
VI.3 y VI.4, respectivamente. En ellas, las curvas con línea continua corresponden a las evaluadas 
con el método propuesto y las discontinuas coinciden con las obtenidas por Luco y Westmann 
(1971) y Tassoulas y Kausel (1983). 
 
Como se puede observar, los coeficientes de rigidez y amortiguamiento evaluados con el método 
propuesto reproducen razonablemente los resultados obtenidos por Luco y Westmann, y Tassoulas y 
Kausel.  
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Figura VI.2  Coeficientes de rigidez y amortiguamiento para sistemas suelo-cimentación  
ante vibraciones verticales para 2=RH , 0=RD  y 31=µ ; método propuesto ( )  

y Luco y Westmann (1971) y Tassoulas y Kausel (1983) ( ) 
 
 

 
 

Figura VI.3  Coeficientes de rigidez y amortiguamiento para sistemas suelo-cimentación  
ante vibraciones horizontales para 2=RH , 0=RD  y 31=µ ; método propuesto ( ) 

y Luco y Westmann (1971) y Tassoulas y Kausel (1983) ( ) 
 

 

 
 

Figura VI.4  Coeficientes de rigidez y amortiguamiento para sistemas suelo-cimentación ante 
vibraciones torsionales para 2=RH , 0=RD  y 31=µ ; método propuesto ( )  

 y Luco y Westmann (1971) y Tassoulas y Kausel (1983) ( ) 



EFECTO DE GRUPO DE PILOTES EN LA RESPUESTA DE ESTRUCTURAS 
 

62 

 
 
Para el caso B de estudio se introdujo el efecto de enterramiento de la cimentación en el depósito 
estratificado. Para esta condición, las variables materiales se mantienen: 31=µ  y %5=ζ  y, las 

relaciones adimensionales entre las variables geométricas corresponden a 3=RH  y 1=RD  
(figura VI.5). Las funciones de impedancia para este escenario fueron evaluadas por Kausel y 
Ushijima en 1979. 
 
La configuración de las curvas que describe la variación de los coeficientes de rigidez y 
amortiguamiento obtenidos con el método propuesto, se compara con la determinada por Kausel y 
Ushijima (1979). Estos resultados se muestran en las figuras VI.6, VI.7 y VI.8 para los modos 
vertical, horizontal y torsional, respectivamente. En ellas la línea continua corresponde al método 
presentado en este trabajo y la línea discontinua a lo obtenido por Kausel y Ushijima.  
 
Se observa que las diferencias entre las curvas de los coeficientes dinámicos mostradas en las 
figuras VI.6, VI.7 y VI.8 son mínimas, salvo para la zona de alta frecuencia correspondiente a los 
valores de los coeficientes de rigidez en vibración horizontal. Esta diferencia se atribuye a la 
variación entre el número de estratos considerados en el método propuesto y el desconocido que 
utilizaron los autores de referencia. 

 

 
Figura VI.5 Configuración geométrica y material  

del problema estudiado por Kausel y Ushijima (1979) 
 

 
 
VI.2  CIMENTACIONES PROFUNDAS 
 

Para el caso B analizado (figura VI.5) se introdujo el efecto del enterramiento de la cimentación en 
el depósito estratificado y su esbeltez. Las variables materiales se mantienen: 31=µ  y %5=ζ . 
Las relaciones adimensionales entre las variables geométricas se indican en la figura VI.9 y Tabla 
VI.2, en función de la geometría inicialmente planteada en la figura VI.5, tomando como parámetro 
normalizador el radio R. 
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Figura VI.6  Coeficientes de rigidez y amortiguamiento para sistemas suelo-cimentación  

ante vibraciones verticales para 3=RH , 1=RD  y 31=µ ;  
método propuesto ( ) y Kausel y Ushijima (1979) ( ) 

 
 

 
 

Figura VI.7  Coeficientes de rigidez y amortiguamiento para sistemas suelo-cimentación  
ante vibraciones horizontales para 3=RH , 1=RD  y 31=µ ;  
método propuesto ( ) y Kausel y Ushijima (1979) ( ) 

 
 

 
 

Figura VI.8  Coeficientes de rigidez y amortiguamiento para sistemas suelo-cimentación  
ante vibraciones torsionales para 3=RH , 1=RD  y 31=µ ;  
método propuesto ( ) y Kausel y Ushijima (1979) ( ) 
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Figura VI.9  Configuración geométrica y material de los casos de estudio 
 

 
 

Tabla VI.2  Relaciones geométricas en los casos de estudio 
 

Caso Radio Empotramiento 

D 

Espesor 

H 

Esbeltez 

 

1* R R 3R 0.5 

2 R/2 2R 3R 2 

3 R/10 2R 3R 10 

4 R/10 3R 3R 15 

 
*  Nota:  Caso 1=Caso A estudiado por Kausel y Ushijima (1979) 

 
 
Para el caso 1, igual al caso A, la configuración de los coeficientes de rigidez y amortiguamiento 
obtenida con el método propuesto se compara nuevamente con las determinadas por Kausel y 
Ushijima (1979). Estos resultados se muestran en las figuras VI.10 y VI.11 para los modos 
horizontal y vertical, respectivamente. En ellas la línea continua corresponde al método presentado 
en este trabajo y la línea discontinua a lo obtenido por Kausel y Ushijima.  
 
Los casos 2, 3 y 4 de la figura VI.9 representan configuraciones geométricas asociadas a 
cimentaciones de tipo profundo. Los resultados del método propuesto aplicado a estos casos se 
muestran en las mismas figuras VI.10 y VI.11, donde se presenta el cambio en la configuración de 
los coeficientes de rigidez y amortiguamiento para cimentaciones con profundidad de desplante 
mayor y cada vez más esbeltos (casos 2, 3 y 4 de la figura VI.9 y Tabla VI.2)).  
 
Los elementos de cimentación correspondientes a los casos 3 y 4 se asocian con un pilote de fricción 
y con un pilote de punta, respectivamente. 
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Figura VI.10  Coeficientes de rigidez y amortiguamiento para sistemas suelo-cimentación  
ante vibraciones horizontales; método propuesto ( ) y otros autores ( , caso 1). 

 
 

 
Figura VI.11  Coeficientes de rigidez y amortiguamiento para sistemas suelo-cimentación  
ante vibraciones verticales; método propuesto ( ) y otros autores ( , caso 1). 
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CAPITULO VII 
 

EFECTO DE GRUPO 
 
 
Para el estudio de la respuesta dinámica de un grupo de pilotes es válido aplicar el procedimiento de 
superposición propuesto por Poulos (1968, 1971), donde se considera el efecto que produce un 
pilote sobre otro. Roeesset (1984) y otros, han demostrado que los resultados obtenidos al aplicar la 
superposición de Poulos a problemas dinámicos son una buena aproximación de las soluciones 
rigurosas. Por lo tanto, la respuesta de un grupo de pilotes se puede determinar con buena 
aproximación al emplear "factores de interacción" obtenidos a partir del efecto producido entre dos 
pilotes. 
 
Para calcular la influencia que produce un pilote p (activo) en un pilote q  (pasivo), es válido 
remplazar al pilote q  por su eje, despreciando sus dimensiones (Sánchez-Salinero, 1983; Roesset 
1984). En esta consideración se toma en cuenta que las deformaciones en el contorno del pilote q , 
provocadas por las ondas generadas del pilote p, se encuentran prácticamente en fase.  
 
Con el fin de aplicar los factores de interacción a un grupo de pilotes, Dobry y Gazetas (1988) 
proponen un método simple para el cálculo de rigideces y amortiguamientos dinámicos para pilotes 
flotantes. Los resultados de este método práctico se aplican para los diferentes modos de vibración 
del sistema. 
 
 
VII.1 VIBRACIÓN VERTICAL 
 
El efecto que produce la vibración vertical de un pilote p en la respuesta de un pilote q , se puede 
evaluar mediante el factor de interacción dinámica αv , dependiente de la frecuencia y definido como 
 

( )
qq

qp

v
w

w
w =α       (VII.1) 

 
donde qpw  es el desplazamiento adicional del pilote q  causado por el pilote p  en vibración y qqw  

es el desplazamiento del pilote originado por su propia carga dinámica (figura VII.1). 
 
El campo de desplazamiento dinámico en el entorno de un pilote p en vibración se define por la 
expresión, 

( ) )/(/1 βωβζω rtir ee
r

Arw −−≈           (VII.2) 

 
donde ( )zAA =  es una amplitud constante y r  es la distancia horizontal entre el eje del pilote p y 
el punto de interés.  
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Para una distancia Sr = , coincidente con el eje del pilote pasivo q , se determina el desplazamiento 

qpw , el que resulta prácticamente igual al del perímetro del mismo pilote. Por otra parte, al 

considerar que 20 drr == , se obtiene el desplazamiento qqw  en el perímetro del pilote q  bajo su 

propia carga dinámica, donde se desprecia el retraso de la vibración entre el centro y la periferia del 
elemento.  
 

 
Figura VII.1  Distribución de amplitudes de desplazamiento a lo largo del fuste 

de un pilote (activo) oscilando y de un pilote vecino (pasivo) 
 
Por definición, la expresión aproximada propuesta por Dobry y Gazetas (1988) para la función de 
interacción ante vibraciones verticales se representa por, 
 

βωβζωα SiS

v ee
r
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≈
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        (VII.3) 

 
A partir de esta ecuación y en función de la impedancia para un pilote individual, se  calcula la 
respuesta de un grupo de pilotes. Por ejemplo, para una excitación vertical tiPe ω  aplicada a un pilote 
de un grupo de 22 x , el desplazamiento tieX ω

1  para el pilote 1 incluyendo la acción del resto de los 
pilotes se calcula como 
 

1412111 2 XXXX ++=  
 

( )1412111 21 αα ++= XX            (VII.4) 
 

( ) ( )[ ]221~1 SS
K

P
X vv

v

αα ++=  
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con ello la impedancia total del grupo de cuatro pilotes G

vK
~
, a partir de la impedancia de cada pilote 

vK
~
, se determina por  

 

( ) ( )221

~
44~

1 SS

K

X

P
K

vv

vG

v
αα ++

==       (VII.5) 

 
en estas ecuaciones ( )Svα  es el factor de interacción para los pilotes separados entre sí una distancia 

S  y ( )2Svα  es el factor correspondiente a los pilotes en diagonal separados 2S .  

 
Se destaca que cuando el número de pilotes estudiados es pequeño la solución de la rigidez dinámica 
es directa, sin embargo, cuando se tiene una arreglo con n  número de pilotes es necesario construir 
un sistema matricial. Para ello se considera que el desplazamiento tieX ω

1  para un pilote i , 
incluyendo la acción del resto de los pilotes, se determina mediante 
 

( )
ijiii XX αΣ+= 1   para  nj ,1=    (VII.6) 

o bien, 

( )
ij

v

i
i

K

P
X αΣ+= 1~   para  nj ,1=    (VII.7) 

 

de donde se deriva el siguiente sistema matricial que involucra a todos los pilotes del arreglo: 
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   (VII.8) 

 

Al resolver el sistema propuesto, la rigidez dinámica para el grupo de pilotes G

vK
~
, será igual a la 

relación que existe entre la sumatoria de fuerzas verticales actuando sobre cada pilote y el 
desplazamiento unitario generado en ellos: 

 

G

iG

v
X

P
K

Σ
=

~
              (VII.9) 

donde 
 

1...321 ===== nG XXXXX  

 
 
VII.1 VIBRACIÓN HORIZONTAL 
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Para pilotes oscilando lateralmente el factor de interacción hα  depende, además de la frecuencia y 

de la distancia S , del ángulo θ  que forma la línea virtual que los separa y la dirección de la fuerza 
horizontal aplicada. Sin embargo, es suficiente con evaluar el coeficiente de interacción horizontal 
para los ángulos 0=θ  y °= 90θ  (figura VII.2) y utilizar la ecuación, 
 

( ) ( ) ( ) θαθαθα 22 90cos0 senhhh °+°≈°        (VII.10) 

 
aplicable para cualquier ángulo θ  con buena aproximación. Los factores de interacción para 0=θ  y 

°= 90θ  se determina con las siguientes expresiones, 
 

( ) vh αα ≈°90                  (VII.11) 
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donde Lβ  es la velocidad análoga de Lysmer definida como: 
 

( )νπββ −= 14.3L      (VII.13) 
 
 

 
 

Figura VII.2  Velocidades de onda aparentes producidas por un pilote oscilando lateralmente 
 
 
VII.3 CABECEO 
 
Se considera que no existe interacción debido a la deformación por rotación en cada pilote. Tal 
deformación tiene efecto a pocos diámetros por debajo de la cabeza del pilote y produce una 
disminución del campo de esfuerzo alrededor del pilote (figura VII.3). Por ello, aún para la 
separación mínima, los pilotes vecinos se localizan fuera de la zona de influencia de este efecto. 
Bajo estas condiciones, las deformaciones axiales y rotacionales del pilote q  se deben sólo a los 
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generados por su propia carga dinámica, y se adicionan las deformaciones axiales generadas por el 
pilote p . 

 
Figura VII.3  Deformaciones en pilotes producidas por cabeceo 

 
 
VII.4 PARÁMETROS QUE CONTROLAN EL EFECTO DE GRUPO 
 
Como se ha observado, de acuerdo con los factores de interacción propuestos por Dobry y Gazetas, 
el efecto de grupo se centra en la relación entre los campos de desplazamientos que generan dos 
pilotes próximos al estar sujetos a vibraciones verticales. Con este análisis se definen directamente 
los factores de interacción para el modo en vibración vertical. 
 
Para el caso de vibraciones horizontales, se extiende a esta forma de vibrar el campo de aplicación 
definido para vibraciones verticales, incluyendo ahora la velocidad análoga de Lysmer y el ángulo 
de incidencia en que se propagan las ondas entre el pilote activo y el pasivo. 
 
En el modo por cabeceo ya se ha dicho que no existe interacción alguna entre los pilotes; sin 
embargo, se deben considerar los desplazamientos verticales de cada pilote en función de su 
distancia al eje centroidal del arreglo de pilotes. 
 
Por tanto, los factores de interacción que permiten considerar el efecto de grupo en pilotes flotantes 
se reducen a las expresiones que involucran a las vibraciones verticales y horizontales. 
 
 
VII.4.1  Vibraciones verticales 
 
La expresión del factor de interacción ante vibraciones verticales es función de los siguientes 
parámetros geométricos y materiales: 
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- diámetro del pilote 
- distancia entre el pilote activo y el pasivo 
- amortiguamiento material 
- velocidad de propagación de ondas de corte 
- y, naturalmente, la frecuencia de excitación.  
 

De estos parámetros se ha observado que aquellos que mayormente influyen en el efecto de grupo 
son la distancia entre pilotes, el amortiguamiento y la frecuencia de excitación. 
 
La frecuencia de excitación, la velocidad de propagación de ondas de corte y el diámetro del pilote 
se pueden incluir en un solo parámetro: la frecuencia normalizada η  (ver ec. III.25). 
 
Por tanto, el factor de interacción queda sólo en función del amortiguamiento y de la separación de 
los pilotes para diferentes valores de la frecuencia normalizada. Para observar el efecto que tienen 
estos dos parámetros se ha estudiado un par de pilotes vibrando verticalmente y calculado el módulo 
del factor de interacción correspondiente, es decir, 
 

βωβζωα SiS

v ee
d

S −−
−








≈
5.0

12

2
    (VII.14) 

 
El módulo del factor de interacción proporciona una medida del incremento de desplazamiento que 
produce un pilote sobre otro. 
 
En la figura VII.4 se muestra el efecto que tiene el amortiguamiento en el factor de interacción para 
una configuración suelo-pilotes dada y donde la distancia normalizada con respecto al diámetro es  

5.12=dS . Observe que para frecuencias bajas el efecto que ejerce un pilote sobre otro es mayor. 
Esto indica que el incremento de desplazamiento que produce un pilote sobre otro puede ser de hasta 
un 20%, ya que obedece a la siguiente expresión: 
 

( )12111 1 α+= XX         (VII.15) 
 
Como se esperaba, en la misma figura VII.4 se observa que la influencia de un pilote sobre otro 
disminuye conforme se incrementa el amortiguamiento material del suelo. 
 
Ahora en las figuras VII.5, VII.6 y VII.7 se presentan factores de interacción para 2, 5 y 10% de 
amortiguamiento material, respectivamente. En ellas se muestran curvas con diferentes distancias 
entre pilotes definidas a partir de las relaciones =dS 3, 5, 10, 20, 50 y el caso extremo de 200. 
Como se observa en estas figuras el efecto que tiene un pilote sobre otro se atenúa conforme se 
incrementa la separación entre ellos. Además, con respecto a la frecuencia, la atenuación es más 
rápida para los amortiguamientos mayores.  
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Figura VII.4  Efecto del amortiguamiento en el factor de interacción para el modo vertical 

 
 

          _____________________________________ 

 
Figura VII.5  Efecto de la separación entre pilotes  

en el factor de interacción para el modo vertical con %2=ζ  
 

 

 

 

 

 

 



EFECTO DE GRUPO DE PILOTES EN LA RESPUESTA DE ESTRUCTURAS 
 

73 

          ____________________________________ 

 
Figura VII.6  Efecto de la separación entre pilotes  

en el factor de interacción para el modo vertical con %5=ζ  
 

 

         ___________________________________ 

 
Figura VII.7  Efecto de la separación entre pilotes  

en el factor de interacción para el modo vertical con %10=ζ  
 

 

VII.4.2  Vibraciones horizontales 
 
Las expresiones que definen el factor de interacción ante vibraciones horizontales dependen, además 
de los parámetros arriba expuestos, de la relación de Poisson y del ángulo entre la dirección de la 
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propagación de ondas y la línea imaginaria que une, en planta, a los pilotes en estudio. Se destaca 
que un pilote ubicado en ángulo de °= 90θ  con respecto a la dirección en que se propagan las 
ondas adquiere un factor de interacción horizontal con magnitud semejante a la del factor en 
vibración vertical. 
 
Además de la posición entre pilotes, el factor de interacción en vibración horizontal depende de la 
relación de Poisson, necesaria para el cálculo de la velocidad análoga de Lysmer. Por tanto, los 
parámetros materiales y geométricos que intervienen en el efecto de grupo causado por pilotes 
vibrando horizontalmente son los siguientes: 
 

- diámetro del pilote 
- distancia entre el pilote activo y el pasivo 
- amortiguamiento material 
- velocidad de propagación de ondas de corte 
- ángulo con respecto a la incidencia de las ondas 
- relación de Poisson 
- frecuencia de excitación 

  

Al igual que para el caso de vibraciones verticales, el diámetro del pilote, la velocidad de 
propagación y la frecuencia quedan representados por la frecuencia normalizada.  
 
La variación del amortiguamiento en la frecuencia presenta tendencias similares a las arriba 
observadas, como lo ilustra la figura VII.8, calculada para una relación 5=dS , 45.0=µ  y °= 0θ , 
donde, al aumentar el valor del amortiguamiento material del suelo, los valores del factor de 
interacción horizontal son menores. 
 

 
Figura VII.8  Efecto del amortiguamiento en el factor de interacción 

para el modo horizontal con 5=dS , 45.0=µ  y °= 0θ  
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En la figura VII.9 se presenta el efecto que tiene la variación de la relación de Poisson en el factor 
de interacción horizontal. Como se observa, su efecto no es importante aún para relaciones de 
Poisson asociadas a tipos de suelos distintos. 
 
 

 
Figura VII.9  Efecto de la relación de Poisson en el factor de interacción 

para el modo horizontal con 5=dS , %5=ζ  y °= 0θ  
 
En la figura VII.10 se muestran las tendencias que presenta el factor de interacción horizontal, en 
función de la frecuencia normalizada, para ángulos °= 0θ  y °= 90θ  con respecto a la incidencia de 
las ondas. En esta figura se observa el menor efecto que se tiene en los valores de los factores de 
interacción para el pilote localizado a 90° con respecto a la dirección de incidencia. 
 

 
Figura VII.10  Efecto del ángulo θ     en el factor de interacción 
para el modo horizontal con 5=dS , 45.0=µ  y %5=ζ  
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Finalmente, en las figuras VII.11, VII.12 y VII.13, se presentan los efectos combinados de los 
parámetros más relevantes, correspondientes al 2, 5 y 10% de amortiguamiento material, 
respectivamente. En ellas se destaca, principalmente, la influencia que genera la distancia existente 
entre los pilotes en estudio, seguida del ángulo con respecto a la incidencia. Estas curvas se 
construyeron considerando que 45.0=µ . 
 

 
Figura VII.11  Efecto de la relación S/d y del ángulo θ     en el factor de interacción 

para el modo horizontal con %2=ζ  y 45.0=µ  
 

 
Figura VII.12  Efecto de la relación S/d y del ángulo θ     en el factor de interacción 

para el modo horizontal con %5=ζ  y 45.0=µ  
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Figura VII.13  Efecto de la relación S/d y del ángulo θ     en el factor de interacción 

para el modo horizontal con %10=ζ  y 45.0=µ  
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CAPITULO VIII 

 

RESPUESTA ESTRUCTURAL 
 
 
VIII.1 RESPUESTA DINÁMICA ESTRUCTURAL 
 
Al incluir la flexibilidad del suelo en la respuesta de una estructura, su periodo fundamental de 
vibración, su amortiguamiento y su ductilidad se modifican. De los efectos producidos por la 
interacción inercial, sólo se han estudiado con detalle los asociados a los cambios en el periodo y al 
amortiguamiento estructural.  
 
Para evaluar la respuesta dinámica de una estructura apoyada sobre una base flexible, se recurre a la 
ecuación matricial de equilibrio dinámico para un oscilador de un grado de libertad amortiguado y 
con interacción, expresada como 
 

00MxKxCxM xssssss
&&&&& −=++        (VIII.1) 

 

donde sx  es un vector de coordenadas compuesto por { }Tcce xx φ,,  donde ex  es el desplazamiento de 

la estructura con respecto a la base, cx  el desplazamiento de la base de la cimentación relativo al 

movimiento horizontal de campo libre 0x  y cφ  la rotación de la cimentación. Por otra parte, sM  

representa la matriz de masa, sC  la matriz de amortiguamiento, sK  la matriz de rigidez y 0M  es un 

vector de carga. Estas componentes se definen como: 
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donde eM , eH , eC  y eK  son la masa, altura, amortiguamiento y rigidez del oscilador sin 

interacción, respectivamente. Estos índices representan los parámetros equivalentes de la estructura 
en su condición de base rígida. D  es la profundidad de desplante y cJ  el momento de inercia de la 

masa cM  de la cimentación. iC  y iK  para hrrhi ,,= , representan el amortiguamiento y la rigidez 
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del sistema suelo-cimentación, respectivamente, definidos a partir de las funciones de impedancia 
para los modos en vibración horizontal, cabeceo y acoplado. 
 
Bajo una excitación armónica, con dependencia del tiempo dada por el factor tie ω , la ecuación de 
equilibrio dinámico se puede expresar como 
 

[ ] 00s
2

ss MMCK XXi s
&&−=−+ ωω        (VIII.5) 

 
Rigurosamente es necesario resolver el sistema matricial en el dominio de la frecuencia con objeto 
de obtener valores de la función de transferencia para cada periodo del oscilador. Para la solución 
del sistema se pueden aplicar procedimientos estándar de eliminación gaussiana (Crandall, 1956). La 
solución proporciona los espectros de amplitudes del desplazamiento relativo de la estructura eX , 

del desplazamiento relativo a la cimentación cX  y de su rotación cΦ .  

 
Al afectar el valor complejo eX  por el cuadrado de la frecuencia de excitación, se obtiene la 

seudoaceleración requerida para construir la función de transferencia de un oscilador con interacción 
suelo-estructura. A partir de la frecuencia y amplitud en resonancia de la función de transferencia, se 
define el corrimiento del periodo estructural y la modificación del amortiguamiento del oscilador. 
 
Alternativamente, es posible determinar el periodo y amortiguamiento modificados por interacción  
igualando la parte real e imaginaria de la seudoaceleración en resonancia del sistema real con las 
partes correspondientes de un sistema de remplazo, cuyo periodo y amortiguamiento sean los 
efectivos de la estructura con base flexible. En el sistema matricial de equilibrio se desprecian la 
masa de la cimentación y su momento de inercia, así como el modo acoplado en el cálculo de las 
funciones de impedancia, que se ha visto no influyen fuertemente en la respuesta estructural 
(Aguilar, 1992). 
 
Al igualar las partes reales de los sistemas involucrados, se obtiene que el periodo efectivo %Te , 
considerando la interacción suelo-estructura, queda definido por: 
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donde eT  es el periodo fundamental estructural en la condición de base rígida y, 
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son periodos naturales de vibración en traslación horizontal y rotación de la base. 
 
La forma de obtener el periodo efectivo es iterativa, empleando para la primera aproximación, las 
rigideces estáticas, con lo que se obtiene un primer periodo efectivo. Este parámetro se utilizará para 
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evaluar las rigideces dinámicas y obtener un nuevo periodo efectivo. Este proceso continúa hasta 
que el periodo converge a un valor. 
 

Conocido el periodo efectivo, el amortiguamiento efectivo asociado eξ
~
 se obtiene de igualar las 

partes imaginarias de los sistemas mencionados. Sin embargo, para fines de diseño se puede adoptar 
la ecuación ajustada siguiente (Avilés et al, 1992): 
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Esta expresión cubre la mayoría de los casos de interés práctico. En ella, los amortiguamientos 

rh ζζ ,  correspondientes a la traslación y rotación de la base de la estructura, respectivamente, y se 

obtienen mediante 
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siendo iCω  con rhi ,= , la parte imaginaria de las rigideces dinámicas del modelo suelo-

cimentación.  
 
La figura VIII.1 ilustra al oscilador de reemplazo con base empotrada caracterizado con su periodo y 
amortiguamiento efectivos. 
 
A partir de la determinación de las funciones de impedancia y con esta solución alternativa, se han 
cuantificado periodos y amortiguamientos efectivos en función de los periodos y amortiguamientos 
para base rígida de la estructura en estudio.  

 

 
 

Figura VIII.1  Oscilador efectivo con base rígida 
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VIII.2 CASO DE APLICACIÓN 
 
Con base en las características de un sistema estructura-cimentación propuesto, las propiedades y 
parámetros dinámicos asociados a un depósito de suelo de la zona de lago del valle de México, se 
presentan los resultados del análisis de interacción dinámica suelo-cimentación-estructura, aplicando 
los desarrollos realizados en esta investigación. 
 
Se presenta también el efecto que tiene la modificación de los parámetros dinámicos estructurales en 
la aceleración espectral. 
 
La determinación de los periodos y amortiguamientos efectivos del sistema se obtuvieron a partir de 
un proceso iterativo, iniciando con la frecuencia correspondiente al periodo de la estructura con base 
rígida hasta lograr la convergencia del método y encontrar la frecuencia característica del sistema. 
 
Los análisis se realizaron a partir de las propiedades de la estructura, cimentación y depósito de 
suelo siguientes: 
 
• Estructura 

- Peso efectivo       11,250.0 t 
- Periodo dominante de vibración   1.5 s 
- Amortiguamiento estructural    5.0 % 
- Altura efectiva de la estructura    31.5 m 

 
• Cajón de cimentación 

- Largo       25.0 m 
- Ancho       25.0 m 
- Profundidad de enterramiento    3.0 m 
 

• Pilotes 
- Lado de la sección transversal cuadrada  0.50 m 
- Longitud efectiva     27.0 m 
- Profundidad de desplante    30.0 m 
- Número de elementos     49   (7 x 7)  
- Resistencia a la compresión del concreto, f’c  300.0 kg/cm2 

- Módulo de elasticidad     14,000(f’c)0.5 

 
• Subsuelo 

- Espesor compresible     40.0 m 
- Peso volumétrico medio    1.3 t/m3 
- Relación de Poisson     0.49 
- Periodo dominante de vibración   2.0 s 
- Velocidad media de propagación de ondas S  80.0 m/s 
- Amortiguamiento material medio   6.0 % 

 
La configuración geométrica del sistema suelo-cimentación-estructura se presenta gráficamente en 
la figura VIII.2. 
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Figura VIII.2  Sistema suelo-cimentación-estructura estudiado 

 
 

Los resultados del análisis correspondiente al sistema suelo-grupo de pilotes-cajón de cimentación-
estructura fueron los siguientes,  

 
• Periodo del sistema suelo-cimentación-estructura:   1.93 s 

 
• Amortiguamiento del sistema suelo-cimentación-estructura:  9.26% 

 
• Rigideces dinámicas para el cajón de cimentación: 

 
     Vibración vertical  (   160,306.7,        19,236.8i) t/m 
     Vibración horizontal  (      89,412.8,       41,918.2i) t/m 
     Cabeceo   (18,043,884.8, 2,218,485.1i) t-m 
 

• Rigideces dinámicas para un pilote  
 
     Vibración vertical  (     9,475.7,               1.8i) t/m 
     Vibración horizontal  (     7,921.5,      15,514.2i) t/m 
     Cabeceo   (   17,133.0,         711.1i) t-m 
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• Factores de interacción para el grupo de pilotes 
 
     Vibración vertical  (          5.5,               3.1i) 
     Vibración horizontal  (          5.7,               2.2i) 
     Cabeceo   (      840.8,       200.8i) 

 
• Rigideces dinámicas del sistema suelo-pilotes-cajón de cimentación 

 
     Vibración vertical  (    377,939.8,         139,716.0i) t/m 
     Vibración horizontal  (    100,370.2,         148,304.8i) t/m 
     Cabeceo   (52,073,923.0,   10,181,924.4i) t-m 

 
Se destaca que en este análisis el efecto del cajón de cimentación se determinó aplicando las 
expresiones para el cálculo de las rigideces dinámicas propuestas por (Kausel, et al, 1978). 
 
Con base en el espectro de diseño establecido para el sitio de estudio, es posible modificar su forma 
a partir del cambio en el amortiguamiento del sistema por efecto de la interacción suelo-estructura. 
Con el espectro sísmico modificado y el alargamiento del periodo estructural, se establece el valor 
de aceleración espectral a que estará sujeta la estructura. 
 
Bajo este escenario las aceleraciones espectrales con y sin interacción se indican en la tabla VIII.1 y 
gráficamente en los espectros de diseño de la figura VIII.3. 
 

 
Figura VIII.3 Espectros de diseño con valores de aceleración espectral (*) 
 asociados a los periodos estructurales con y sin interacción suelo-estructura 
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Tabla VIII.1  Cambios en la respuesta estructural 
 

Condición Periodo 
Estructural 

Amortiguamiento 
estructural 

Aceleración 
espectral 

Cortante 
basal 

Sin interacción 1.50 s 5.0 % 0.45 g 5,062.5 t 

Con interacción 1.93 s 9.3 % 0.31 g 3,487.5 t 

 
 

En la misma Tabla VIII.1 se indica también el cambio en el cortante basal por efecto de la 
interacción suelo-estructura, donde se observa una reducción del 31% para este caso. 
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CAPITULO IX 

 

CONCLUSIONES 
 
 
El objetivo principal de esta investigación fue estudiar y analizar el efecto que tiene un grupo de 
elementos de cimentación profundos en la respuesta dinámica de estructuras. 
 
El modelo conceptual de estudio parte del propuesto por Lysmer en 1965, donde se hace uso de un 
oscilador de un grado de libertad con coeficientes de rigidez y de amortiguamiento dependientes de 
la frecuencia de excitación. Estos coeficientes representan la rigidez dinámica que controla el 
comportamiento de la cimentación. De esta forma, el problema de interacción suelo-estructura queda 
controlado por las funciones de impedancia o rigideces dinámicas.  
 
De la literatura técnica se recopilaron y estudiaron las expresiones disponibles para determinar la 
rigidez dinámica de sistemas suelo-pilote bajo diferentes formas de vibración. Con ellas se realizó 
un análisis paramétrico que permitió identificar las principales propiedades materiales y geométricas 
que controlan la respuesta dinámica del sistema.  
 
Se observó que las rigideces estáticas asociadas a los modos en vibración horizontal, cabeceo y 
acoplado están controladas por el contraste entre los módulos de elasticidad entre el pilote y el suelo, 
mientras que la rigidez estática vertical está dominada por la relación longitud-diámetro del pilote. 
Los coeficientes de rigidez son también dependientes de la relación de esbeltez del pilote. Los 
coeficientes de amortiguamiento en los modos horizontal, cabeceo y acoplado, además de la 
frecuencia de excitación, son función del amortiguamiento material y de la relación entre módulos 
de elasticidad del pilote y del suelo. Para los coeficientes de amortiguamiento en el modo vertical 
interviene además el módulo de Poisson. 
 
Los resultados del análisis paramétrico se emplearon para la construcción de curvas, de aplicación 
práctica, que permiten determinar las rigideces estáticas y los coeficientes de rigidez y de 
amortiguamiento con que se construyen las rigideces dinámicas para sistemas suelo-pilote. 
 
La principal contribución de esta investigación se centra en el desarrollo de un método de frontera 
riguroso para el problema tridimensional de funciones de impedancia aplicable a cimentaciones 
profundas. En el modelo se consideró que la cabeza del elemento de cimentación es una placa rígida. 
El cuerpo del cimiento, con rigidez establecida, se encuentra embebido en un depósito estratificado 
horizontalmente que descansa sobre una base fija, por tanto, el método considera explícitamente la 
estratigrafía del medio y los efectos del desplante del cimiento. 
 
El método consiste en determinar los modos de propagación del suelo y números de onda asociados, 
mediante el análisis del problema discreto de valores y vectores característicos para las ondas 
generalizadas de Love (caso antiplano) y Rayleigh (caso plano). El dominio de análisis se divide en 
una región interior y otra exterior. La primera está formada por el pilote o pila y el suelo de soporte, 
mientras que la segunda se constituye por el depósito de suelo que envuelve al cimiento. A partir de 
los modos de propagación y números de onda para el caso axisimétrico, se construyen vectores de 
desplazamiento y fuerzas modales en la frontera entre las regiones interior y exterior, los que se 
combinan con coeficientes de participación con el propósito de obtener los desplazamientos y 
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fuerzas consistentes en los nodos comunes entre ambas regiones. Las funciones de impedancia para 
cada modo de vibración se construyen al integrar los campos de esfuerzos generados en la base de la 
cabeza del pilote. Los principales modos de vibración estudiados corresponden a los de traslación 
vertical, traslación horizontal y torsión. 
 
Se realizaron pruebas de transparencia para corroborar la efectividad del método, encontrando que 
los resultados son siempre consistentes y congruentes con lo esperado. 
 
Se calcularon rigideces estáticas y coeficientes de rigidez y amortiguamiento para problemas 
estudiados por otros autores, encontrando diferencias mínimas. Para esta comparación la geometría 
de la cimentación profunda se simuló como una de tipo superficial. 
 
La flexibilidad del método propuesto permite obtener las rigideces dinámicas para cimentaciones 
profundas de cualquier tipo. Si la punta de la cimentación se ubica en una capa competente, se 
obtendrán las funciones de impedancia para pilotes de punta o pilas. Si la capa competente se 
localiza a mayor profundidad que la punta del cimiento, se determinarán las funciones de 
impedancia para pilotes de fricción.  
 
En esta investigación se incluyó también la aplicación de factores de interacción para considerar el 
efecto de grupo en las cimentaciones con pilotes o pilas. El efecto de grupo se centra en la relación 
entre los campos de desplazamientos que generan dos elementos de cimentación al estar sujetos a 
vibraciones. Bajo este principio se propone un procedimiento que permite determinar la rigidez 
dinámica de un grupo de elementos de cimentación de cualquier número. Se logra a partir de la 
solución de un sistema matricial complejo donde se incluyen los factores de interacción, la rigidez 
dinámica de un solo elemento y el desplazamiento unitario impuesto del conjunto. Este 
procedimiento resulta eficiente y de aplicación práctica para determinar la respuesta global dinámica 
de sistemas suelo-elementos de cimentación.  
 
Del análisis de los factores de interacción que controlan el efecto de grupo de elementos de 
cimentación, se observó que son particularmente dependientes de la distancia entre pilotes, el 
amortiguamiento material y la frecuencia de excitación. 
 
Controlada la respuesta del sistema suelo-cimentación a través de las funciones de impedancia y los 
factores de interacción, se determinó el efecto que causa en la respuesta estructural, particularmente 
en el alargamiento del periodo y la modificación del amortiguamiento. Para ello, se aplicó un 
método que parte de la solución rigurosa al sistema matricial de la ecuación de equilibrio dinámico 
del sistema integral. 
 
Los desarrollos aquí expuestos se aplicaron al estudio de una estructura hipotética ubicada en la 
zona de lago del valle de México. En este análisis se determinaron las rigideces dinámicas para un 
pilote, los factores de interacción del grupo de elementos, la modificación de los parámetros 
dinámicos estructurales y los cambios que inducen en la aceleración espectral. Esto permite calcular 
finalmente el efecto de la interacción suelo-estructura en el cortante basal de diseño.  
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APÉNDICE A 

 

SISTEMA MATRICIAL INTEGRAL 
 
 
Las etapas en que se compone el método de análisis propuesto, se muestran en el siguiente 
diagrama: 
 
 

 
 
El sistema matricial integral que asocia los desplazamientos y fuerzas nodales consistentes entre las 
regiones [ ]A , con las amplitudes modales de desplazamientos y fuerzas { }B  a través de los factores 

de participación { }Γ  se representa como, 
 

[ ]{ } { }BA =Γ  
 
La matriz global [ ]A  se constituye por cinco matrices identificadas como: 
 
1. Matriz de desplazamientos modales en la región exterior [ ]WE ,  

2. Matriz de ceros asociada con la profundidad de enterramiento de la cimentación [ ]0 ,   
3. Matriz de desplazamientos modales en la región interior [ ]WI ,  
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4. Matriz de fuerzas modales en la región exterior [ ]PE  y 

5. Matriz de fuerzas modales en la región interior [ ]PI . 
 
Los elementos que constituyen a estas matrices se determinan a partir de las expresiones indicadas 
en el Capítulo IV. Por otra parte, los elementos del vector global { }B  se obtienen de la solución 
particular para el modo de vibración estudiado en el Capítulo V (verticales, horizontales o 
torsionales), dividiéndose en tres vectores definidos como, 
 
1. Vector de desplazamientos impuesto { }1 , 
2. Vector de desplazamientos nodales a partir del movimiento impuesto { }∆  y 

3. Vector de fuerzas nodales a partir del movimiento impuesto { }F . 
 
Al resolver el sistema se obtiene el vector de factores de participación { }Γ . 
 
La posición de estos arreglos en el sistema integral se muestra en la figura A.1, y sus dimensiones 
para cada tipo de vibración en la tabla A.1. Nóte que para las vibraciones verticales y torsionales el 
tamaño de las matrices y vectores se ha reducido, ya que sólo participan los casos plano y antiplano, 
respectivamente. 
 
Se debe considerar que en el sistema matricial los renglones se asocian consecutivamente con las 
componentes vwu ,,  correspondientes a las direcciones radial, vertical y tangencial, 
respectivamente, relacionando cada paquete de tres renglones con cada nodo, definidos por los 
subestratos que forman al depósito. Adicionalmente, las columnas del sistema coinciden con los 
modos de vibración para las regiones exterior e interior, donde implícitamente participan los modos 
del problema plano y antiplano. 
 
Se señala que al incluir las matrices de fuerzas modales [ ]PE  y [ ]PI  en el sistema integral, los 
elementos involucrados corresponden a los que se localizan por debajo del nivel de enterramiento de 
la cimentación. 
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Figura A.1 Composición del sistema matricial integral 
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Tabla A.1 Dimensiones de matrices y vectores 

 

Arreglo Vibraciones  

Verticales 

Vibraciones 

Horizontales 

Vibraciones  

Torsionales 

[ ]WE  NN 22 ×  NN 33 ×  NN×  

[ ]WI  ( ) ( )DfNDfN 2222 −×−  ( ) ( )DfNDfN 3333 −×−  ( ) ( )DfNDfN −×−  

[ ]0  ( )DfNDf 222 −×  ( )DfNDf 333 −×  ( )DfNDf −×  

[ ]PE  ( ) ( )DfNDfN 2222 −×−  ( ) ( )DfNDfN 3333 −×−  ( ) ( )DfNDfN −×−  

[ ]PI  ( ) ( )DfNDfN 2222 −×−  ( ) ( )DfNDfN 3333 −×−  ( ) ( )DfNDfN −×−  

{ }1  12 ×Df  3 1Df ×  Df × 1 

{ }∆  ( ) 122 ×− DfN  ( ) 133 ×− DfN  ( ) 1×− DfN  

{ }F  ( ) 122 ×− DfN  ( ) 133 ×− DfN  ( ) 1×− DfN  

[ ]A  ( ) ( )DfNDfN 2424 −×−  ( ) ( )DfNDfN 3636 −×−  ( ) ( )DfNDfN −×− 22  

{ }B  ( ) 124 ×− DfN  ( ) 136 ×− DfN  ( ) 12 ×− DfN  

{ }Γ  ( ) 124 ×− DfN  ( ) ( )DfNxDfN 3333 −−  ( ) 12 ×− DfN  
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APÉNDICE B 

 

DESARROLLOS MATEMÁTICOS DEL MÉTODO 
 
 
B.1 VIBRACIONES VERTICALES 
 
Las acciones originadas por las vibraciones verticales en la placa rígida que constituye la cabeza del 
elemento de cimentación se relacionan con la fuerza vertical, representada por la ecuación: 
 

∫ =
−=

0

0
0

2
r

zzz rdrF σπ               (B.1.1) 

  
siendo zσ  la amplitud del esfuerzo vertical, definido como 
 

( ) 







+++=

r

u

r

u

z

w
G jjjz ∂

∂
λ

∂
∂

λσ 2            (B.1.2) 

 
A partir de estas expresiones y para las condiciones de frontera establecidas se determinan las 
soluciones particular y homogénea para obtener la solución general. En ellas se deben mantener las 
condiciones de continuidad y frontera como se indica en el Capítulo V. 
 

•••• Solución particular 

 
La solución que satisface las condiciones de frontera inhomogéneas del sistema, donde se 
induce un desplazamiento vertical 1=∆z , se puede encontrar al utilizar en la ec.B.1.2 las 
relaciones siguientes: 

 
( ) 0, =zru  

             (B.1.3) 
( ) ( )zWzrw =,  

 
resultando que el esfuerzo vertical zσ , se define como, 
 

( )jjz G
dz

dW
2+= λσ        (B.1.4) 

 
que al sustituir en la ec.B.1.1, la expresión para determinar la fuerza vertical del subestrato j  
se define como , 
 

( )∫ +−=
0

0

22
r

jjz rdrG
dz

dW
F λπ              (B.1.5) 
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obteniendo que la fuerza vertical total para esta solución, en la cabeza de la cimentación se 
determina por 
 

( ) 22 rG
dz

dW
F jj +−= λπ          (B.1.6) 

 
correspondiendo el subestrato j  con el nivel de desplante Df . 
 
 
•••• Solución homogénea 

 
La solución homogénea, donde se establece que 0=∆z , se puede determinar al sustituir en la 
ec.B.1.2 las siguientes relaciones: 
 

( ) ( ) ( )krJzkUzru 0, ′=  

         (B.1.7) 
( ) ( ) ( )krJzikWzrw 0, −=  

 
obteniendo que la ecuación de esfuerzo zσ  queda representada por   
 

( ) ( ) ( ) 




 ++−= jjjz zkUG
dz

dW
ikrkJ λλσ 20     (B.1.8) 

 
a partir de las relaciones  

( ) ( ) ( )krJ
kr

krJkrJ 010

0
+−=′              (B.1.9) 

 

( ) ( ) ( )krJ
kr

krJkrJ 101

1
−=′          (B.1.10) 

 
Al sustituir la ec.B.1.8 en la ec.B.1.1 se tiene que la expresión de fuerza asociada al 
desplazamiento vertical, queda definida por, 
 

( ) ( ) ( ) rrdzkUG
dz

dW
ikrkJFz

r

jjj∫ 












 ++−=
0

0

0 22 λλπ          (B.1.11) 

 
donde al considerar que 

( ) ( ) ( )01

0

0

0

00

0 01
krJ

k

r
rdrkrJ

k
rdrrJ

r r

∫ ∫ ==       (B.1.12) 

 
la fuerza vertical para el estrato j  coincidente con la posición de la cabeza de la cimentación 
resulta ser, 
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( ) ( ) ( )




 ++= jjjz G
dz

dW
izkUkrJrF 22 010 λλπ            (B.1.13) 

 
Además de las acciones en la cabeza de la cimentación, se tienen las acciones generadas en el 
contacto pared del cimiento-suelo. La fuerza asociada al desplazamiento vertical para este tipo de 
movimiento, se establece considerando que se trata de vibraciones simétricas con número de Fourier 

0=n , obteniendo que la componente en esta dirección esta representada por: 
 

( ) ( ) ( )wnw jjz FcosFF == θ              (B.1.14) 

 
con ello, la integración de las fuerzas verticales ( )wjF  asociadas al desplazamiento en el nodo j , se 

obtiene a partir de, 
 

( )∫−=
π

θ
2

0

F dwF j

j

z           (B.1.15) 

 
resultando que la fuerza vertical para el subestrato j  en todo el perímetro de la cimentación es 
 

( )wF j

j

z F2π−=         (B.1.16) 

 
y la fuerza total para todos los subestratos involucrados desde la superficie y hasta la profundidad de 
enterramiento se expresa como 
 

( )wF
Df

j

jz ∑
=

−=
1

F2π           (B.1.17) 

 
 
 
B.2 VIBRACIONES HORIZONTALES 
 
Las acciones en la cabeza de la cimentación debidas a vibraciones de tipo horizontal corresponden a 
la fuerza horizontal xF  y al momento acoplado por cabeceo M , las que se definen a través de las 

siguientes relaciones: 
 

∫∫ ==
−−=

00

0
0

0
0

r

zz

r

zzrx rdrrdrF θτπτπ          (B.2.1) 

 

∫ =
=

0

0

2

0

r

zz drrM σπ           (B.2.2) 

 
donde las amplitudes de los esfuerzos involucrados se expresan como, 
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con  
 

z

w

r

v

r

u

r

u

∂
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∂
∂

ε +−+=      (B.2.4) 

 
La solución general del sistema se construye con las soluciones particular y homogénea, cuyo 
desarrollo se muestra en los siguientes párrafos, donde se deben mantener las condiciones de 
continuidad y frontera como se indica en el Capítulo IV. 
 
 

•••• Solución particular 

 

La solución que satisface las condiciones de frontera inhomogéneas del sistema donde 1=∆ x  

y 0=φ , se puede encontrar al sustituir vwu ,,  de las ecuaciones B.2.3 y B.2.4 por 
 

( ) ( )zUzru =,  
 

     ( ) 0, =zrw                (B.2.5) 
 

( ) ( )zUzrv =,  
 
resultando que para los esfuerzos involucrados en la fuerza horizontal,  
 

 
dz

dU
G jzzr == θττ         (B.2.6) 

 
Al sustituir B.2.6 en B.2.1, se obtiene la fuerza xF   mediante la ecuación: 

 

∫∫ −−=
00

00

r

j

r

jx rdr
dz

dU
Grdr

dz

dU
GF ππ         (B.2.7) 

 
resultando que, 
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dz

dU
GrF jx

2
0π−=     (B.2.8) 

 
donde al considerar la profundidad de desplante de la cimentación coincidente con el 
subestrato de apoyo de la cabeza del elemento, se tiene que Dfj =  
 
  
•••• Solución homogénea 

 

La solución para el caso donde 0=∆ x  y 0=φ , se puede determinar al sustituir en las 

ecs.B.2.3 y B.2.4 las variables vwu ,,  por las expresiones que corresponden a los problemas 
plano y antiplano. 
 
Para el problema plano se debe utilizar: 
 

( ) ( ) ( )krJzkUzru 1, ′=  
 

( ) ( ) ( )krJzikWzrw 1, −=          (B.2.9) 
 

( ) ( ) ( )krJzU
r

zrv 1

1
, =  

 
de donde las ecuaciones de esfuerzo resultantes se definen como, 
 

( ) ( )






 −= zikW
dz

dU
GkrJ

r
jz 1

1
θτ  

 

( ) ( )






 −′= zikW
dz

dU
GkrJk jzr 1τ             (B.2.10) 

 

( ) ( ) ( )




 ++−= jjjz G
dz

dW
izkUkrkJ 21 λλσ  

 
en ellas se consideró que  

 

( ) ( ) 




 +−=
dz

dW
izkUkrkJ1ε            (B.2.11) 

 
Al aplicar las expresiones que definen a los esfuerzos zθτ  y zrτ , se tiene que la fuerza 

horizontal ante este tipo de vibraciones queda establecida por la ecuación: 
 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ 






 −−






 ′−′−=
00

0

11

0

1
2

1

1
r

jj

r

jjx rdrkrkWJG
r

i

dz

dU
krJG

r
rdrkrWJkiG

dz

dU
krkJGF ππ    

(B.2.12) 
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donde al considerar que 
 

( ) ( ) ( )krJ
kr

krJkrJ 101

1
−=′            (B.2.13) 

 

( ) ( ) ( )01
0

0

0

0

0

00 1
krJ

k

r
drkrrJ

k
drrJ

rr

== ∫∫         (B.2.14) 

 
se obtiene que  

 

( ) ( )






 −−= zikW
dz

dU
GkrJrF jx 010π     (B.2.15) 

 
donde j  se asocia con el subestrato donde se ubica la cabeza de la cimentación. 
 
Por otra parte, al sustituir el esfuerzo zσ  en la ecuación B.2.2, se tiene que el momento por 
cabeceo asociado se calcula al resolver 
 

( ) ( ) ( )∫ 












 ++−=
0

0

2
1 2

r

jjj drrG
dz

dW
izkUkrkJM λλπ       (B.2.16) 

 
donde al considerar que, 
 

( ) ( ) ( )02

2
0

0

1
2

0

1
2

00 1
krJ

k

r
drkrJr

k
drrJr

rr

== ∫∫         (B.2.17) 

 
se obtiene que 
 

( ) ( ) ( )




 ++−= jjj G
dz

dW
izkUkrJrM 202

2
0 λλπ   (B.2.18) 

 
Para el problema antiplano vwu ,,  se definen como 
 

( ) ( ) ( )krJzV
r

zru 1

1
, =  

 
( ) 0, =zrw           (B.2.19) 
 

( ) ( ) ( )krJzkVzrv 1, ′=  
 
resultando que 0=ε  y por tanto, 
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( ) jzr G
dz

dV
krJ

r
1

1
=τ  

 

( ) jz G
dz

dV
krJk 1′=θτ                 (B.2.20) 

 
0=zσ  

  
Sustituyendo  zθτ  y zrτ  en la ec.B.2.1, la fuerza horizontal se define como 

 

( ) ( )∫∫ ′−−=
00

0

1

0

1

r

j

r

jx rdrG
dz

dV
krJkdrG

dz

dV
krJF ππ      (B.2.21) 

 
de donde al utilizar nuevamente las ecs. B.2.13 y B.2.14, se obtiene que 
 

( ) jG
dz

dV
krJrF 010π−=          (B.2.22) 

   
Adicionalmente, al sustituir zσ  en la ec.B.2.2, se tiene que 
 

0=M           (B.2.23) 
  
 
Por otra parte, al considerar las vibraciones simétricas para el número de Fourier 1=n , las fuerzas 
asociadas a las direcciones zr ,,θ  en el contacto pared de cimentación-suelo se representan como, 
 

( ) θcosFF ujr =  

 
( ) θθ senvjr FF =           (B.2.24) 

 
( ) θcosFF wjz =  

 
donde ( ) ( ) ( )wvu jjj F,F,F  indican las fuerzas que corresponden al nodo j  en las direcciones radial, 

tangencial y vertical, respectivamente. 
 
Bajo estas condiciones y tomando en cuenta la proyección de las fuerzas θrr F,F  en la dirección x , la 

fuerza horizontal en la pared de la cimentación para el subestrato j  resulta de la siguiente 
integración 
 

( ) ( ) θθθθ
ππ

dsenvduF jj

j

x

2
2

0

2
2

0

FcosF ∫∫ +=    (B.2.25) 

 
que al resolverla se tiene que,  
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( ) ( )( )vuF jj

j

x FF +−= π         (B.2.26) 

 
Al involucrar todos los nodos hasta la profundidad de desplante, la fuerza horizontal total en el 
contacto pared de la cimentación-suelo, se expresa como 
 

( ) ( )







+−= ∑∑

==

vuF
Df

j

j

Df

j

jx

11

FFπ    (B.2.27) 

 
Adicionalmente, el momento por cabeceo generado por las fuerzas en la pared de la cimentación se 
obtiene a partir de la ecuación siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )








+








+−= ∫∫∫ θθθθθθθ
πππ

dwRdsenvduzzM jjjjDf

j cosFcosFcosF
2

0

2
2

0

2
2

0

   (B.2.28) 

 
siendo que para el subestrato j , tal momento se representa por 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }wRvuzzM jjjjDf

j FFF ++−−= π    (B.2.29) 

 
Incluyendo todos los subestratos hasta la profundidad donde se ubica el desplante de la cabeza de la 
cimentación Dfz , el momento total se evalúa por la siguiente expresión 

 

( ) ( ) ( ) ( )











+








+−−= ∑∑∑

===

Df

j

j

Df

j

j

Df

j

jjDf wRvuzzM
111

FFFπ           (B.2.30) 

 
 
 

B.3 VIBRACIONES TORSIONALES 
 
Las vibraciones torsionales se relacionan con el momento ocasionado por el giro de la cabeza de la 
cimentación alrededor del eje vertical, representado por la siguiente ecuación: 

 

rdrM

r

zz∫ =
−=

0

0

2

0
2 θτπ     (B.3.1) 

  
donde la amplitud del esfuerzo zθτ  se define como 

 

z

v
G jz ∂

∂
τ θ =          (B.3.2) 

 
Con base en estas expresiones y para las diferentes condiciones de frontera se determinan las 
soluciones particular y homogénea con el fin de obtener la solución general. En ellas se deben 
mantener las condiciones de frontera y continuidad, como se indica en el Capítulo V. 
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•••• Solución particular 

 
La solución que satisface las condiciones de frontera inhomogéneas del sistema, donde se 
establece que 1=φ , se encuentra al aplicar la relación 

 
( ) ( )zrVzrv =,                (B.3.3) 
 

en la ecuación de esfuerzo zθτ  (ec.B.3.2), obteniendo que, 

 

dz

dV
rG jz =θτ                (B.3.4) 

 
Al introducir esta relación en la ec.B.3.1, se tiene que la expresión para evaluar el momento en 
el subestrato j  queda establecida como, 
 

rdr
dz

dV
GM

r

j∫−=
0

0

32π          (B.3.5) 

 
obteniendo que el momento en la cabeza de la cimentación se cuantifica mediante 
 

4

2
r

dz

dV
GM j

π
−=        (B.3.6) 

 
donde el subestrato j  corresponde con el nivel de desplante de la cabeza del elemento Df . 
 
 
•••• Solución homogénea 

 
Para esta solución, donde 0=φ , se recurre a la superposición de modos, sustituyendo en la 
ec.B.3.2 la relación siguiente: 
 

( ) ( ) ( )krJzkVzrv 0, ′=      (B.3.7) 

 
obteniendo que al remplazarla en la ecuación de esfuerzo, zθτ  queda definido como  

 

( ) jz G
dz

dV
krJk 0′=θτ      (B.3.8) 

 
Incluyendo esta expresión en la ec.B.3.1 se tiene que la expresión de fuerza asociada al giro, se 
define por, 
 

( ) rdr
dz

dV
krJkGM

r

j∫ ′−=
0

0

2
02π            (B.3.9) 
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donde al considerar que 
 

( ) ( ) ( )krJ
kr

krJkrJ 010

0
+−=′          (B.3.10) 

 

( ) ( ) ( )02

2
02

1

0

2
1

0 1
krJ

k

r
drrkrJ

k
drrkrJ

r

== ∫∫       (B.3.11) 

 
el momento resultante para el estrato j  coincidente con el desplante de la cimentación se 
representa por, 
 

( ) jG
dz

dV
krJrM 02

2
02π=    (B.3.12) 

 
 

Además de las acciones en la cabeza de la cimentación, se tienen las acciones generadas en el 
contacto pared del cimiento-suelo. La fuerza asociada al giro por torsión para este tipo de 
movimiento, se establece considerando que se trata de vibraciones antisimétricas y con número de 
Fourier 0=n , obteniendo que la componente única distinta de cero en la dirección de interés esta 
representada por: 
 

( ) ( ) ( )vnv jjr FcosFF == θθ            (B.3.13) 

 
con ello, la integración de las fuerzas tangenciales ( )vjF  asociadas a la torsión en el nodo j , se 

obtiene a partir de, 
 

( )∫−=
π

θ θ
2

0

F dvF j

j

r        (B.3.14) 

 
resultando que la fuerza tangencial para el subestrato j  en todo el perímetro de la cimentación es, 
 

( )vF j

j

r F2πθ −=     (B.3.15) 

 
y la fuerza total para todos los subestratos involucrados desde la superficie y hasta la profundidad 
donde se ubica la cabeza de la cimentación se expresa como 
 

( )vF
Df

j

jr ∑
=

−=
1

F2πθ       (B.3.16) 
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APÉNDICE C 

 

NOTACIÓN 
 
 
La notación empleada para este proyecto de investigación es la siguiente: 
 
 j  = índice correspondiente al número de estrato 

 l  = índice correspondiente al modo 
 N  = número de subestratos del depósito 
 M  = número de estratos del depósito 
 
 ρ  = densidad de masa 

 µ  = relación de Poisson 

 β  = velocidad de propagación de ondas de corte 

            λ,G  = módulos de Lamé para un sólido con comportamiento viscoelástico 

           λ ′′,G  = módulos de Lamé para un sólido con comportamiento elástico 

 ζ  = amortiguamiento material del suelo, en fracción del crítico 

       jh  = espesor del subestrato j  

          Hh,  = espesor del depósito 

          Rr ,0  = radio de la cimentación 

             d  = diámetro de la cimentación 

          DzDf ,  = profundidad de desplante del cimiento 

jjjj MGBA
~
,

~
,

~
,

~
= matrices para el estrato j  en función de su geometría y propiedades 

      MGA
~
,
~
,
~

 = matrices ensambladas del sistema 

 
 ω   = frecuencia de excitación 
 η  = dω /β  frecuencia adimensional 

 t  = tiempo 
 k  = número de onda 
 n  = número de Fourier, orden de una ecuación 
 
        zyx ,,  = coordenadas del sistema cartesiano 

        zr ,,θ  = coordenadas del sistema cilíndrico 

 
 v  = componente de desplazamiento en dirección y  
 u  = componente de desplazamiento en dirección x  
 w  = componente de desplazamiento en dirección z  
 τ  = amplitud de esfuerzo cortante 
 σ  = amplitud de esfuerzo normal 
 V  = amplitud modal del desplazamiento en dirección y  

 U  = amplitud modal del desplazamiento en dirección x  
 W  = amplitud modal del desplazamiento en dirección z  

 ∆
~
 = vector de amplitudes de desplazamiento 
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 F
~
 = vector de amplitudes de esfuerzo 

 
 

 U
~
 = vector de desplazamientos nodales 

 W
~
 = matriz de amplitudes modales 

 Γ
~
 = vector de factores de participación modal 

 jP  =  fuerza nodal 

 jN  = función de forma para el nodo j  

 P
~
 = vector de fuerzas modales 

         ΦΨ,  = matrices relacionadas con las amplitudes modales 

 F
~
 = fuerzas nodales consistentes 

 
 nC  = solución a la ecuación de Bessel de orden n  

 γ  = argumento en la solución a la ecuación de Bessel 

           nJ  = función de Bessel de orden n  

          2
nH  = función de Hankel de segunda especie y orden n  

 
 φ  = amplitud de la rotación del cimiento  

 M  = momento en cimentación por rotación 
 z∆  = amplitud de la traslación vertical del cimiento 

 x∆  = amplitud de la traslación horizontal del cimiento en la dirección x  

 xF  = fuerza horizontal del cimiento en la dirección x  

 zF  = fuerza vertical en la cimentación 

        vwu ,,  = amplitudes de desplazamiento en las direcciones radial, axial y tangencial  

para los casos plano y antiplano 
          DfF  = esfuerzo generado en la base del cimiento 

         DfM  = momento generado en la base del cimiento 

        CABEZAF  = fuerza total en la cabeza del cimiento 

       PAREDF  = fuerza total actuando en la pared de la cimentación 

      PAREDM  = momento total generado por las fuerzas en la pared de la cimentación 

      1−CABEZAM  = momento en la cabeza del cimiento evaluado por solución particular 

      2−CABEZAM  = momento en la cabeza del cimiento evaluado por superposición modal 

       1−CABEZAF  = fuerza en la cabeza del cimiento evaluado por solución particular 

       2−CABEZAF  = fuerza en la cabeza del cimiento evaluado por superposición modal 

      PCABEZAF 2−  = fuerza total en la cabeza del cimiento para el problema plano 

     PCABEZAM 2−  = momento total en la cabeza del cimiento para el problema plano 

      ACABEZAF 2−  = fuerza total en la cabeza del cimiento para el problema antiplano 

     ACABEZAM 2−  = momento total en la cabeza del cimiento para el problema antiplano 

 

            ( )tp  = tiPe ω  excitación armónica  

            ( )tx  = tiXe ω  respuesta en estado estacionario  
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          MC,K,  = rigidez, amortiguamiento y masa de un sistema de un grado de libertad 
            ck ,  = coeficientes dinámicos de rigidez y amortiguamiento 

            0ω  = frecuencia natural del sistema de un grado de libertad 

 ξ  = amortiguamiento del sistema de un grado de libertad 

         KK ,
~

 = rigidez dinámica o función de impedancia 

 0K  = rigidez estática 
 
 e  = ....7182.2  base del logaritmo natural 

 i  = 1−  unidad imaginaria  

 2∇  = operador Laplaciano 
 ε  = amplitud de la dilatación 
 ∞  = valor numérico infinito 
 π  = relación genérica entre la circunferencia y diámetro de un círculo 

        [ ]•Re  = parte real 

        [ ]•Im  = parte imaginaria 
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