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Introduccion

El objetivo del presente trabajo es extender la transformacion de in-
version respecto al circulo en el plano euclidiano, a conjuntos en espacios

producto interno mas generales.

El problema de inversion respecto al circulo surge del problema de
Apolonio, a partir de ahi se comienza a hacer un estudio de las propiedades
que se cumplen al aplicar este concepto desde una perspectiva geométrica,

como se verd en el tercer capitulo del presente trabajo.

El significado intuitivo de la transformacion de inversiéon respecto al
circulo es el de disponer de un espejo circular, y considerar la reflexion de
los puntos o cunjuntos de puntos en el plano, asignando a cada punto P un

punto P’, llamado imagen de P bajo la transformacion.

La inversion respecto a un conjunto en un espacio producto interno,
re-presenta la generalizacion de la inversion respecto al circulo, siendo enton-

ces esta tltima un caso particular de la transformacion que se propone.

En el primer capitulo se definiran los productos internos y se daran
ejem-plos de estos. De igual forma se definird el concepto de forma bilineal
simétrica para usar sus propiedades en relacion con los productos internos en
espacios reales (un producto interno en un espacio vectorial real es una forma
bili-neal simétrica). A partir de ello determinar con facilidad la naturaleza
de la grafica que representa, siendo este el conjunto respecto al cual se aplica

la transformacion de inversion.
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En el segundo capitulo utilizamos la relacion biunivoca que existe
entre el plano y el campo de los complejos para ver la transformacion de
inversion respecto al circulo en el plano complejo, tomando en cuenta las
propiedades de los ntimeros complejos pero principalmente la existencia del
inverso multiplicativo de un nimero complejo distinto de cero. La transfor-
macion de inversion es un caso particular de transformacion de Maobius (o
transformacion conforme). Este tipo de transformaciones tienen la propiedad

de mandar rectas en rectas y circunferencias en circunferencias.

Por ultimo, se propone una generalizacion de la transformaciéon de
inversion respecto a conjuntos, en espacios normados. Un ejemplo de norma
es la euclidiana; mediante la cual se define la inversion respecto al circulo;
clasica y con la que estamos mas familiarizados. Lo que se hace en el presente
trabajo es proponer otras normas y aplicar dicha transformacion respecto a

conjuntos.



Capitulo 1

Espacios Producto Interno

1.1  Vectores y valores propios

Esta primera seccion la iniciaremos mencionando algunos conceptos
tales como espacio vectorial, base de un espacio vectorial, transformacion
lineal y operador lineal ya que para la teoria que vamos a desarrollar acerca

de valores y vectores propios dichas definiciones seran fundamentales.

Definiciéon 1. La estructura de espacio vectorial consiste de un campo F,
cuyos elementos se llaman escalares (pueden ser nimeros reales R, complejos
C, racionales Q, etc.), un conjunto V' de elementos llamados vectores y dos
operaciones, de las cuales una es adicion o suma que asocia a cada par de
vectores o, B de V un vector a + B de V' y otra multiplicacion escalar, que
asocia a cada vector a de' V' y a cada escalar ¢ de F' a un vector ca de 'V, de

tal modo que se cumple lo siguiente:

Para todos los vectores a, B, v vectores de V' y todos los escalares c,

c1, Co escalares de I,
1. a + 08 =0 + «a,

2. a+ (B +7)=(a+ )+,

3. Eziste un elemento 0 de V', 1nico, al cual se le llama vector nulo (o

vector cero) tal que o + 0 = a,
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4. Para cada o de V' existe un —a, unico, en V, tal que o +(—a ) = 0,
5. 1 a = «,

6. (crco)a = c1(caar),

7. cla + B) =cf + ca,

8. (c1+ ) = cra+ cpan.

El siguiente concepto nos permite escribir un vector en funciéon de

otros vectores en el mismo espacio vectorial.

Definicion 2. Un vector o de V' se llama combinacion lineal de los vec-

tores aq, ...a, de V', si existen escalares cq, ...,c, de I tales que
n
a=car+ ..+ =)0 Goy.

Cuando se trabaja con un subconjunto de V, nos interesa saber si
tienen la misma estructura del espacio V. La siguiente definicion nos dice en

que casos se preserva la estructura de espacio vectorial.

Definicion 3. El subespacio W de V' generado por un subconjunto no vacio
S de 'V es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores de S.
Asi, si.S es un subconjunto no vacio de' V y si v y [ pertenecen al subespacio
W generado por S, entonces, existen vectores oy, ...,y y By, ..., B de S tales

que

a=r101+ ... + Ty, Y B=y101+ ... + Ynbn,

para algunos escalares x; y y; de F.

Y, por tanto, si ¢ es un escalar, se tiene

ca+ = Z(czxz)(az) + Z Yii,
i—1 i—1
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de donde, el vector ca + [ pertenece a Wy, por tanto, W es un

subespacio de V.

Los subespacios se pueden unir para generar la siguiente definicion.

Definiciéon 4. Si Wi, Ws, ..., W) son subespacios de V', se define la suma de
estos como el subespacio de V' generado por la union de los W;. Euvidente-

mente, W contiene a cada uno de estos subespacios.

W =W, +Wy+ ..+ W

Si un vector es una combinacién lineal de otros vectores, entonces

clasificamos la combinacién por medio de sus escalares.

Definiciéon 5. Sea S un subconjunto de V, de vectores. Sean aq, ..., o, vec-

tores distintos de S y considérese la combinacion lineal

croq + e + ...+ cpay, = 0. (1)

Se dice que el conjunto S es linealmente dependiente si no todo
escalar ¢; es nulo. El subconjunto S se dird linealmente independiente si
resulta que (1) implica que todos los ¢; son nulos. Si el conjunto S es finito;
digamos S = {aq, ..., }, en ocasiones se dice que los vectores ay, ..., Gy SON

linealmente dependientes o linealmente independientes.

Definiciéon 6. Sea V' un espacio vectorial. Una base de V' es un subconjunto

linealmente independiente de V' que genera el espacio V.

Por ejemplo, sea ' un campo, y en F" sea S el subconjunto que

consta de los vectores eq, eo, ..., e, definidos por

€1 = (1,0,0, ,O)
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e, = (0,0,0,...,1).

Sean x1, 2, ..., T, escalares de F', y hagase a = x1e1+x2e9+...+x,6,.
Entonces

a = (x1,Z9, ..., Tp).

Lo anterior muestra que los vectores e; generan . Como a = 0 si, y s6lo
si, 11 = x9 = ... = x,, = 0, los vectores eq, €, ..., €, son linealmente indepen-
dientes. El conjunto S = {ey, s, ..., €, } es, por tanto, una base de ' la cual

es llamada base candnica de F™.

Dado que las bases fueron definidas como subconjuntos de vectores,
obviamente éstas no estan ordenadas; esto es, dada una base de un espacio
vectorial no existe una manera natural de colocar los vectores que la com-
ponen (salvo posiblemente en el caso de la base canénica de F™). En lo que
sigue, serd de importancia para nosotros el orden en que se presentan los

elementos de una base.

Definicién 7. Una base ordenada de un espacio vectorial V' es una suce-

s10n Qq, ia... de vectores linealmente independientes de V' que generan V.

Incurriendo un poco en abuso de notacion, escribiremos por ejemplo

B = {a, a9, ..}, para indicar la sucesion aq, g, ...

Definiciéon 8. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo campo
F. Una transformacion lineal de V en W es una funcion T de V en W
tal que

T(ca+ ) = cT'(a) + T(B),
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para todos los vectores a y B de V' y todo escalar ¢ de F'.

Un resultado importantante es el siguiente: si V' y W son ambos
espacios vectoriales sobre el campo F'y si 8 = {ay,...,,} es una base
ordenada de V' y (1, ..., 5, son vectores cualesquiera de W, entonces existe

una tdnica transformacion lineal 7" de V en W, tal que

T(ay) = By, j=1,.,n.

Lo anterior se obtiene asi: dado un « de V, existe una tnica n-ada
(1, ...,x,) tal que

=210 + ... +Tp,.
Aplico la transformacion lineal T’
T(a) =T(ri00+...Fxp0y,) = T(xv100)+.. .+ T (xph0n) = 21T () +... 42, T (o),

de donde
T(a) =x101 + ... + 2p00.

T es una correspondencia bien definida que asocia con cada « de
V un vector T(«) de W, pues cada base ordenada de V' determina una

correspondencia biunivoca
a — (T, T2, .y Tp),

entre todos los vectores de V' y el conjunto de todas las n-adas de F™. Se

define la matriz de las coordenadas de o respecto a la base ordenada B

[a]as:X:[ : ]7

Tn

como

El simbolo [a]g pretende indicar la dependencia de esta matriz respecto de

la base.
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Definicion 9. Si V es un espacio vectorial sobre el campo F', un operador

lineal sobre V' es una transformacion lineal de V en V.

Definimos ahora los conceptos de valor propio y vector propio de un

operador.

Definicién 10. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo F y sea T un
operador sobre V. Se dice que un escalar ¢ es un valor propio de T si
existe un vector no nulo a de V' tal que T(a) = ca; se dice que a es un

vector propio de T' asociado con el valor propio c.

Los elementos ¢ y « de la definicion también son llamados eigenvalor

y etgenvector del operador T' respectivamente.

Toda matriz A € M,,»,(R) con elementos en el campo F es un ope-
rador sobre el espacio vectorial F™. Por definicion, un eigenvalor de A es un
elemento ¢ de F' tal que existe un vector no nulo X de F™ que satisface la
igualdad AX = X, es decir cX — AX = 0 y usando la linealidad de los ope-
radores se tiene (¢ — A)X = 0, de aqui que la matriz ¢/ — A es no inversible
pues X # 0. Para calcular los eigenvalores de A, usaremos el hecho de que
cl — A es no inversible. Definimos el polinomio caracteristico P4 de la matriz

A mediante

Pa(t) = det(t] — A).

De aqui, los eigenvalores de A corresponden a las raices del polinomio P, ya
que det(t] — A) = 0 si t es una de tales raices, es decir ¢ = ¢. De hecho se
puede probar que un escalar ¢ es un eigenvalor de A si y s6lo si es una raiz

de su polinomio caracteristico.
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Ejemplo 1. Calcularemos los eigenvalores de la matriz
0 -2 =2
A= -2 3 -1
-2 -1 3

El polinomio caracteristico de A es, por definicion

t 2 2
Pat)=|2 t—3 1 |=@+2)(t—4)=0,
2 1 t-3
de donde se concluye que los valores de t para los cuales Ps(t) = 0 son

t =4,-2; esto es 4 y —2 son los eigenvalores de A, ya que son las raices
de su polinomio caracteristico. Procedemos ahora a calcular los eigenvectores
correspondientes a dichos eigenvalores proponiendo una terna no nula X' =

(21,22, 23) y sustituyendo los valores de t = ¢; en la igualdad

t 2 2 s} 0
2 t—3 1 xo | =1 O
2 1 t—3 XT3 0

Resolviendo esta igualdad con t = ¢y = 4, resulta 2z, + x9 + x3 = 0, lo que
podemos escribir en la forma x3 = —2x1 — xo. Eligiendo primero x1 = 1 y

ro = 0, tomando después x1 =0 y xo = 1, se obtienen los eigenvectores

1 0
X, = 0 , Xy = 1
—2 —1
De manera semejante, con t = co = —2 resulta el par de igualdades

r1 = 2x3; To = x3. St hacemos r3 = 1, se obtiene
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que es un eigenvector de A con eigenvalor igual a —2. Por lo tanto

X1, Xo y X3 son vectores propios de A. Mds ain si formamos la matriz

1 0 2
Q= 0 1 1
-2 -1 1

O
R

|

|
W=

SN[

Asi Q7*AQ = D, donde D es la matriz diagonal formada por los valores

propios de A, es decir

4 0 0
D=1]104 0
0 0 =2



1.2  Productos internos y espacios con producto
interno

Es importante mencionar que los conceptos de producto interno,
norma de un vector y ortogonalidad de vectores representan la generalizacion
de los conceptos de producto escalar o producto punto en R? o R3. Comen-

zemos con una definicién esencial; se trata de lo que es un producto interno.

Definiciéon 11. Sea F el campo de los nimeros reales o el de los nimeros
complejos y sea V' un espacio vectorial sobre F'. Un producto interno sobre
V' es una funcion que asigna a cada par ordenado de vectores a y  de V un
escalar (o, B) de F, de tal forma que para cualesquiera vectores o, 5 y vy de

V' y para todo escalar ¢ de F,

a) (ca+ B,v) = c{a,7) + (8,7),

b) (B, a) = (a, B), ({a, B) es el complejo conjugado de (v, B)

¢) Es definido positivo si a # 0, entonces (o, ) > 0.

Aunque hay una infinidad de formas de definir un producto interno
en un espacio vectorial dado, el que nosotros vamos a usar en esta parte
es el llamado producto interno canonico en F™. Este se define como sigue:
dados un campo (R o C) y dos vectores cualesquiera o = (1, ...,x,) y 8 =

(Y1, -, Yn) de F™, se propone
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<a7 B> = Z xjyj'
j=1

Si F'es el campo de los niimeros reales, al producto asi definido se le denomina

también producto escalar o producto punto de ay By se le denota por a- 5.

Definicién 12. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo F y sea (, ) un
producto interno sobre V. Si o € V ,entonces la norma de «, se define como

el nimero real no negativo \/{a, ) , esto es

o] = V{a, @),

y la funcion f:V — F definida por f(a) = ||a||* se le denomina forma

cuadratica determinada por el producto interno ( , ).

A la norma del vector « se le denotara por ||a|].

Para el caso de los espacios vectoriales R® y C! y el producto interno
canonico sobre éstos, la norma de un vector a coincide con su magnitud.

El siguiente lema, junto con su prueba serd fundamental para el ob-
jetivo de este trabajo; es importante mencionar que todo producto interno
sobre un espacio de dimension finita n sobre el campo F' tiene asociada una

matriz de n X n con elementos en F', es decir:
(o, B) = Y*AX,
de donde X = [a]g, Y = [A]s-

Definicién 13. Sea A € M,,,.,(F), entonces At = A*,

Lema 1. Sean V un espacio vectorial de dimension n, ( , ) un producto
interno y F' un campo (R 0 C). A = (a;;) es la matriz de { , ) con respecto

a alguna base ordenada B de 'V siy sdlo si A* = A, aj; es un real positivo y

det(A) > 0.
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Prueba. Sabemos que (3, a) = («, 8), por la definicién de producto
interno y que {(«, 8) = Y*AX por definicion. Ahora bien, (5, a) = X*AY =
(Y*A*X)* lo que es igual a (, B) si y solo si A* = A. Para demostrar que aj;
es un real positivo, tomemos a = 8y E; = [, donde (E;); = 0;; y o # 0.
El producto interno (o, a) = EYAE; = aj; es un real positivo, por el inciso
¢) de definicion 6.

Por tltimo, para demostrar que det(A) > 0, usaremos el hecho de que toda
matriz simétrica es diagonalizable, es decir, la matriz A es equivalente a una

matriz D; esto es

C1 0 0
0
D = ,
0
0O ... 0 ¢,

por lo tanto det(A) = det(D) con ¢; € R. Ahora, sea o # 0 tal que X = [o]s4,
donde X es un vector propio de A con valor propio ¢;, (j = 1,2,...,n). Al rea-
lizar el producto interno de « con « se tiene (o, ) = X*AX = X*(AX) =
X*(e; X)) =¢; X*X =¢; Y0, |z > 0. O

Para comprender el concepto anterior, lo aplicaremos en las matrices
A € Myys(R).
Ejemplo 2. Sean (a;;) = A € Myya(R) y una funcion f: R¥! x R#*! —» R
la funcion definida por
f(X,Y)=Y"'AX.
Tenemos que f es un producto interno sobre R*1 si, y sélo si, A = At

aj; > 0, age > 0 y det(A) > 0.

En efecto, del inciso b) de la definicion 5 se tiene que A = A*. Como

ai; Qa2
A= ,
aiz2 A2
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para verificar que aj; > 0 proponemos el vector X' = [a]z = (1,0) y usando

el inciso ¢) de la definicion 5, sustituimos en la funcion

15 x) = (1 o)(Z” Z”)(é)>0,

de donde a;; > 0. Analogamente probaremos que ass > 0, proponiendo el

vector Yt = [B]3 = (0,1) y sustituimos en la funcidn

vy = (o 1)(3“ ><2>>0

por lo tanto asy > 0.

Probemos que det(A) > 0 de la forma que sigue, sea

air  a12 T
f(XaX>:($1 ZL"Q)( )( );
G2 G22 T2
desarrollando el producto de matrices resulta
f(X, X) = (@112} + a122122 + a122172 + anl3).

St proponemos

2 2
(1111’1 + A192X1To = d@tA = a11a922 — CL12

2
127122 + a1y = 0,

a12
Vg,

entonces &1 = \/Qyy (POT S€T Q29 > 0) y Ty =

—Q12

Asz’f(X,X):det(A)>OyX:\/%22( 22 )%(O)
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Otro concepto que serd necesario para desarrollos posteriores, es el
de forma bilineal. De hecho, veremos que todo producto interno sobre un

espacio vectorial real, corresponde a una forma bilineal.

Definicién 14. Se define una forma bilineal sobre V' como una funcion

g:VxV — F tal que

1.
g(car + az, B) = cg(an, B) + g(as, B), Yo, as, B € V,c € F.
2.
gla, cfy + f2) =2g(a, Br) + g(o, fa), Vo, 1, B2 € V,c € F.
Una forma bilineal g es simetrica si
3.

9(e, B) = g(B,a), Vo, B € V.

De lo anterior podemos decir que la funcién f de lema 1 es una forma

bilineal simétrica (todo producto interno real es una forma bilineal simétrica).

Para nuestros propoésitos, la siguiente definicién es importante.

Definiciéon 15. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo F. Con cada
forma bilineal simétrica g sobre V' se asocia una funcion f: V — F, llamada

forma cuadratica determinada por g y definida por
fla) =g(a,a) = X'CX = Z Z Cijy, TiZy,
i=1 j=1

donde C' = (c;;) es la matriz (simétrica) de g relativa a alguna base ordenada
B de R" y X = [as.
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Con esto, toda forma bilineal g sobre un espacio de dimension finita
V' tiene asociada una matriz con respecto a alguna base ordenada B, y si g

cumple con ser simétrica, la matriz es simétrica.

Ahora, sabiendo esto, consideremos los dos siguientes teoremas (la
demostraciones de estos teoremas no se haran, pero se pueden consultar en
el libro de Algebra Lineal [10]):

Teorema 1. Sea V' un espacio producto interno complejo (real) de dimension
finita, con dimV > 1. Si T es un operador autoadjunto (simétrico) sobre V,

entonces, existe una base ortogonal de V' constituida por vectores propios de

T.

Teorema 2. Sean V' un espacio vectorial de dimension finita sobre el campo
F y T un operador sobre V. Supongase que existe una base B de V' que consta

de vectores propios de T'. Entonces, T es diagonalizable.

Es decir, lo que nos aseguran los dos teoremas anteriores es que si
la matriz C' (o el operador T') es simétrica entonces existe una base de V/
constituida por vectores propios de la matriz y asi, la mariz C' es una matriz
diagonalizable. Este resultado nos es de gran importancia en el lema 1 visto

en esta seccion.



1.3  Espacio vectorial R? con el producto cané-
nico

La funcién cuadréatica mas general en las variables x vy y esta repre-

sentada por la igualdad

Az® 4+ 2By + Cy* + 2Dx + 2By + F = 0, (2)

donde convenimos que los coeficientes A, B,...,F’ son nimeros reales. Para
soluciones reales (z,y) de dicha ecuacion se obtiene, en general, la represen-
tacion grafica de una conica en el plano zy; es decir, graficamente la ecuacion
(2) nos describe una circunferencia, una elipse, una parabola o una hipérbola,
o algin caso degenerado de éstas como son un punto, una recta o un par de

rectas. El conjunto de soluciones (z,y) también puede ser el conjunto vacio.

Tomando en cuenta que toda forma cuadratica proviene de una forma bi-
lineal simétrica y que toda forma simétrica es diagonalizable, podemos llevar
la forma cuadratica

Ax? + 2Bxy + Cy?,

a la expresion mas simple

A/x/Q + C/ 12
bajo una transformacion lineal S tal que S(2’,y') = (x,y) definida por:
S, y) = 2'u+y'ut = (z,y), (3)

donde u = (u1, uy) es un vector unitario y u = (—uy,u;). Nuestro objetivo

es entonces resolver la ecuacion
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Ar? +2Bry+Cy* +2Dx+2Ey+F = A's?+2B' 2"y +C'y*+2D's’ + 2"y + F',

(4)

para los coeficientes A’,B’,...,F”’, de tal forma que B’ se anule.

Sustituyendo en el miembro de la izquierda de (4) los valores de = y y dados

por (z,y) = S(2',y') se llega a que
A" =u?A + 2uyuy B + usC,
B' = u}B + ujuy(C — A) — uB,
C" = ulC — 2uyus B + uA,
D' =u D+ uyE,
E' =wFE — uyD,
F'=F,

o bien, definiendo los vectores oy = (A, B), fo = (B,C)y v = (D, E)

y sustituyendo el producto interno
A =u(u-ag,u- Py,
B' =ut-(u-ag,u- b)),
C'=ut - (ut - ag,ut - B,
D' =u -,
E' = ut -,

F'=F.
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Ahora, si para todo a = (z,y) de R? definimos la transformacion

lineal L: R? — R? como
L(a) = (ap -, By - @), (5)

las expresiones para A’, B’ v C' se pueden escribir en la forma
b

A'=wu- L(u),
B' = ut - L(u),
C"=ut - L(ut)

La iguadad (2) se puede escribir como
(L(a) + 27) -+ F = 0.

Recordando nuestro objetivo de resolver (4) de tal forma que B’ sea
nulo, retomamos la igualdad obtenida para B’ = u* - L(u). Aqui B = 0 en
el inico caso de ser L(u) paralelo a u. De aqui se sigue que L(u) = A\u para
algin A en R. Como L(u) = (o - u, By - u), entonces (o - u, By - u) — Au = 0.

De esta ultima ecuacion nos resultan las siguientes igualdades
u-(A—=\B) =0, (6)

w- (B,C —\) = 0. (7)

Lo que quiere decir que u es ortogonal tanto a (A — X, B) como a (B,C — \).
Nuestro interés es ahora encontrar el valor de A, lo cual haremos utilizando

el resultado anterior en la forma
(A=) B)*-(B,C—)\)=0.
Realizando operaciones propias del producto interno llegamos a que

M — (A+O)\ - (B*— AC) =0. (8)
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Es decir, hemos obtenido una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones

son

(A+C)—(A-C)2+4B2

)\1: 92 )

\ (A+C)+ /(A —-C)? +4B2

2 = .
2

Lo que hicimos fue que de la ecuacion (8) encontramos dos valores

para A tales que cumplieran con
N (A+CO)\ = (B> = AC) = (A= X)X = \o).
Desarrollando el mienbro derecho de esta igualdad, nos queda
M — (A+ O\ — (B> = AC) = X% — (AL + ) A + Ao (9)

Ahora, tomemos A\ = Aq, entonces L(u) = Aju. Sustituyendo en la igualdad
que hemos obtenido para A" = u - L(u) resulta A’ = u - \ju; es decir A" = Ay,

con B’ =0 como lo hemos convenido.

Falta encontrar un valor para C’ y todo parece indicar que llegaremos
a que C" = \y. Para comprobar que asi ocurre usaremos la igualdad (9), de
donde A+C = A\ + Xy y M)Ay = —(B? — AC) . Reacomodando los terminos
llegamos a la siguiente expresion C' — \; = Ay — A, que utilizaremos en el

desarrollo de la ecuacion (7); es decir
u-(B,C—X\)=u-(B,dg—A)=—u-(A— Xy, B =ut-(A— Xy, B) =0.

Esto implica que si u es solucion de las ecuaciones (6) y (7) con A = Ay, en-

L es solucion de las mismas ecuaciones con A = Xy v L(ut) = Aous.

tonces u
Sustituyendo en la igualdad obtenida para C’ tenemos ' = u* - L(ut) =

ut - Agut = Xg. Con esto queda demostrado que A’ = Ay, B' =0y C' = \,,
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donde \; y Ay son raices de la ecuacion (8), donde (8) es la llamada ecuacion

caracteristica.

Como se mencion6 al principio de este capitulo: de que toda forma
cuadratica proviene de una forma bilineal simétrica, se tiene que, en el caso

de R?,

A B Ty
o 2t _
-t cixon- () (4 2) ()

Y la ecuacion caracteristica (8) sale a partir de la matriz D, donde
(A+ C) es la traza de la matriz y —(B? — AC) es el determinante, entonces
la ecuacién caracteristica la podemos escribir como \?> — trD + detD = 0.
Los valores de A que son soluciones de esta ecuacion, son los eigenvalores de

la matriz D.

Reescribiendo el miembro derecho de la ecuacion (4) en términos de

los eigenvalores A\; y Ay tenemos
)\11'/2 + )\2y/2 + 2D/$/ + 2 /y/ + F/ — 0’
y completando los cuadrados, la expresion anterior queda como

D/ E/ D/2 El2
M (2 + )\—)2 + Xa(y' + )\—)2 =—+—-F (10)
1 2

La forma de la conica va a depender directamente de los valores que

se obtengan para A, Ay, D'y E’, ya que F' = F’, segun sea el caso.

A continuacién veremos algunos ejemplos donde determinaremos la

na-turaleza de la grafica para cada ecuacién usando la teoria desarrollada.
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Figura 1: Hipérbola

Sea 372 —10zy +3y? — 32 = 0, la forma cuadratica es 322 — 10zy + 3y>
y tiene como coeficientes A = 3, B = =5 y C' = 3. Sustituyendo en la
ecuacion caracteristica A — (A + C)\ — (B? — AC), dicha ecuacion queda
como A\? — 6) — 16 = 0, donde los eigenvalores son \; = -2y Ay = 8, y
si sustituimos estos valores en la ecuacion (10), vemos que se trata de una
hipérbola por ser opuestos los signos de A\; y \g; graficando la nueva ecuaciéon
—22" + 8y = 32 confirmamos que efectivamente se trata de una hipérbola
(Ver Figura 1).

La ecuacion 322 — 10zy + 3y* — 32 = 0 describe exactamente la
misma figura que —2z'? + 8y? = 32 pero rotada (Ver Figura 2), lo que
nos muestra que la transformacion S(z',y') = (z,y) = z'u + y'ut al ser
aplicada a una funcién que proviene de una forma bilineal simétrica, realiza
la rotaciéon a la conica . Y como la trasformacion de rotacion es rigida, es
decir, prevalece la forma del espacio geométrico, en este caso el vector u con
su respectivo vector ortogonal, serdn quienes realicen dicho movimiento. Para
este ejercicio encontraremos el vector u considerando el vector (A — A\j, B)
de la ecuacion (6) y sustituyendo los coeficientes correspondientes se llega a
(A—)\;, B) = 5(1,—1). Un vector unitario ortogonal a (1, —1) es u = ==(1, 1),

V2
por lo tanto, la rotacion de coordenadas (z,y) = S(2/,y') para esta ecuacion
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Figura 2: Hipérbola

queda como
S / N 1 11 / 1 11 _ ]‘ / / / /
(xvy)—x(ﬁ< ) ))er(ﬁ(_ ) ))—E(Q; -y, 2 +y).

Otro ejemplo es el de la ecuacion 22+ 2zy+1y? —2v/224+6v2y—6 = 0
que tiene como lugar geométrico una parabola (Ver Figura 3), donde la forma
cuadratica es 22 + 2zxy +y? con A=1, B =1y C = 1, entonces la ecuacion
caracteristica queda como A\?> — 2\ = 0. Los eigenvalores en este caso son
A1 =0y A2 = 2, quedando la ecuaciéon en su forma diagonal como

E' E”

2 /__2:_2D// __F/.
v =) 2+ =

Y calculando u de forma similar que el ejemplo anterior tenemos
que (A — A, B) = (1,1), quedando v = —5(-1,1) y ut = —5(~1-,1).
Sustituyendo estos vectores en la transformacion S(z’,y’) nos resulta

S o) = 2/ (= (~1, 1)) + o/ (= (=1, ~1)) = (& + s~ +4/).

V2 V2 V2

Procedemos ahora a calcular los valores para D' y E’' mediante las
igualdades obtenidas en términos del producto interno, que son D' = u -7y y

E' = ut -~y con vy = (D, E). Sustituyendo los valores correspondientes nos
queda D' = —2(=1,1) - (—Vv2,3v2) =4y E' = Z(-1,-1) - (-v2,3V2) =
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Figura 3: Parabola

Figura 4: Parabola

—2. Finalmente sustituyendo estos elementos en la ecuacién que resultd de

aplicar la transformacion de rotacion, queda
2(y —1)* = —82' + 5.

Dividiendo ambos miembros de la igualdad por dos se obtiene
(v~ 1) = 4 — ),

que corresponde a la cuacion de una parabola (Ver Figura 4).



Capitulo 2

Transformacion de Regiones con Fun-
ciones Complejas

2.1  Grupos, isometrias y el Disco de Poincaré.

En esta subseccion trataremos algunos conceptos que nos seran de

vital importancia en le desarrollo del presente trabajo.

Definicion 16. Un grupo es un conjunto G # () con una operacién binaria
GxG—G
(9, h) = gh,
que satisface las siguientes propiedades
a. cerradura, gh € G,Vg,h € G.
b. asociatividad,(gh)k = g(hk),¥g,h, k € G.

c. existencia del elemento neutro e € G tal que para cada g € G,eg =
ge=g.

d. emistencia de una inverso g € G,Vg € G, tal que g = e = g71g.

Damos a continuaciéon un par de ejemplos para comprender la defi-

nicién anterior.
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Ejemplo 3. Sea X un conjunto arbitrario, entonces el conjunto
S(X)={¢: X = X|¢p es invertible},

es un grupo frente a la composicidn de funciones. A S(X) se le llama el grupo

de permutaciones del conjunto X o grupo de simetria del conjunto X.

Ejemplo 4. Las transformaciones rigidas en R?. Sea A € Myyo(R) y p € R?

entonces la transformacion A es una

» ) cosf@ —sinf
= rotacion, si A = )

—sinf cosf

1 0

0 1 ) , la reflexion es con respecto al eje x.

s replerion, si A = <

» {raslacion, si A(x,y) = (x +a,y+b),a,b € R.

Las tres transformaciones anteriores representan las tranformaciones rigidas.
Al conjunto de todas las tranformaciones rigidas en el plano es un grupo bajo

la composicion de las transformaciones.

Cuando nos referimos a grupo generado, debe entenderse como el
conjunto de todas las composiciones posibles entre las transformaciones que
se definan y sus respectivos inversos, y que a su vez, sean cada una de estas
un grupo. Ahora bien, cuando una transformacion preserva la distancia entre

cualesquiera dos puntos se le llama isometria; es decir

d(p, q) = d(A(p), A(q)).

Por ejemplo, la composicion de reflexiones, traslaciones y rotaciones. Al igual
veremos, que las transformaciones de Mobius en particular, también son

isometrias y se definen como sigue:
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Definicién 17. La Transformacién de Mobius es una transformacion en
C dada por:

az+b
1) = cz+d’

donde z es un numero complejo de la forma x+iy, y a, b, ¢, d son nimeros

reales tales que ad — cb # 0.

Por ltimo, definamos el disco de Poincaré, pero no sin antes refe-

rirnos a la geometria hiperbdlica.

La geometria hiperbdlica es aquella que cumple con los primeros

cuatro postulados propuestos por Euclides:

1. Desde cualquier punto a cualquier otro punto se puede trazar un seg-

mento.
2. Cualquier segmento se puede prolongar por derecho.
3. Con cada centro y cualquier distancia se puede trazar un circulo.
4. Los angulos rectos son iguales.

5. Por un punto exterior a una recta se puede trazar una y sbélo una

paralela a dicha recta.

Pero el quinto postulado, es el que diferencia la geometria euclideana

de la geometria hiperboélica, quedando como:

5. Por un punto exterior a una recta pasan dos paralelas que separan las

infinitas rectas no secantes (paralelas) de las infinitas secantes.

Entonces, asi como el plano euclideo se representa con los puntos y

rectas usuales en R?, para representar el plano hiperbolico existen diferentes
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Figura 5: Disco de Poincaré

modelos, entre ellos esta el disco de Poincaré, el cual representa al plano
como el interior de un circulo, pero las rectas estan representadas por arcos

de circunferencia ortogonales a la circunferencia borde (Ver Figura 5).



2.3 Transformacion de regiones

Se tiene el siguiente problema. Determinar la region R’ del plano uw

(plano complejo) en la que se transforma la region R del plano zy dada por

R = {(z,y) * + (y +1)* <1}, (11)
bajo la funcién .
i—z
fe) = . (12)

Para resolver este problema, se multiplica y divide la igualdad (12) por el

conjugado del namero 7 + 2, lo que resulta

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

de donde
1 — a2 —q? 2z
u(x,y) = ——, v(z,y) = : 13
(:9) 2+ (y+1)° (.9) 22+ (y + 1) (13)
Si h es cualquier niimero positivo y se propone
22+ (y+1)* = 2, (14)
las igualdades (13) quedan como
1 2z
U(ZE,y) - ﬁ(l_xz_y2)7 U(ZE,y) - ﬁ (15)

Ahora, de (14) despejamos a y, se tiene y = —1 + v/h? — 22, que elevado al
cuadrado nos queda y? = 1 + h? — 22 & 2v/a? — 22, de aqui

1 —a2? —y* = —h*+2Vh2 — 22
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Al combinar este resultado con las igualdades (15), se llega a que

(u+1)*+0* = <%>2 (16)

Si hacemos h = 1 en (14) vemos que la frontera de la region R se
transforma en la circunferencia (u + 1)? + v? = 4, del plano uv; asf mismo
si h > 1 vemos que el radio de la circunferencia en el plano uv se hace
més pequeno v si A < 1 el radio se hace méas grande. Es decir, si h < 1 la
circunferencia 2% + (y + 1)* = h que esta dentro de la region R, se transforma
en una circunferencia de radio mayor a 2 en el plano wv segin la igualdad
(16). Con esto, se puede concluir que la imagen de la region R dada en (11)
es el conjunto

R = {(u,v)| (u+1)* +0v* > 4}.

Consideremos ahora, en el mismo espacio de los complejos, una cir-
cunferencia C' con centro en p y radio r, la transformacion de inversion de un
nimero complejo 2z respecto a la circunferencia C' seguida de una reflexion
en el eje real, esta dada por la funcion

2

Ic(Z) = Z—p + p. (17)

Esta transformaciéon es otro caso particular de Transformacion de
Mo — bius.

Aqui es importante ver porqué es necesaria la reflexion en el eje real
ya una vez aplicada la transformacion de inversion, por ejemplo, de (17) si
p=0+0¢yr=1, entonces

1 z z

le(z) = ——=—; R

Es decir, lo que hace esta transformacion es mandar el niimero com-

plejo z en otro niimero complejo # que esta sobre la misma direccion (Ver
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Figura 6: Transformacién de un nimero complejo z bajo I.

Figura 6); cumpliendo asi con lo que se definird para la transformacion de

inversion en el Capitulo 3.

Una de las propiedades més importantes de esta transformacion es

la siguiente:

= Las rectas se transforman en rectas y las circunferencias en circunfe-

rencias.

La cual es facil de verificar si consideramos que la ecuacion de una

recta o de una circunferencia puede escribirse de la forma

A(P* +y*) +ax + by +C =0,

con A, ay b eR, C e C. Siescribimos z = x + iy, esta ecuacién se

transforma en:

AzZ+ B2+ pz+C =0,
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__(a b
con AcR, 3= (5—1i3),CcC.
Ahora supongamos que el radio de la circunferencia respecto a la cual se
invierte es igual a uno y su centro lo tiene en el origen, entonces para cualquier
nimero complejo z # 0, le correspondera como inverso el niimero
T — 1y T .Y
32 2.2 Tl a3
T4 +y T4 +y ety

Ic(z) = Io(x +iy) = ={+in=w.

Tomando en cuenta que —&y = nx, se tiene
I
52 + 772 ! €2 + 772
Ahora aplicando la transformacion de inversion definida en (17) a la

ecuacion que representa a una circunferencia o una recta se obtiene

A+ Bw + B + Cuww = 0.

La que represeneta a una circunferencia o recta.

Esta transformacion de inversion tiene una gran aplicacion en la teo-
ria del potencial; como transformacion geométrica se atribuye su descubri-
miento a Steiner en 1824, pero lord Kelvin, llegd6 independientemente a la
inversion en 1845, y él asi como otros més la aplicaron con mucha eficacia en

Electrostatica y en Hidrodinamica.

Lo importante aqui es que dicha transformacion es conforme, es de-
cir, preserva angulos, por eso es que lleva circunferencias y rectas del plano
euclidiano en circunferencias y rectas.

Tenemos aqui dos propiedades de la tranformacion de inversion res-

pecto al circulo que son:

1. Si la circunferencia C' es ortogonal a la frontera del Disco de Poincaré,

entonces la transformacion es una isometria del Disco.
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2. Toda isometria del Disco de Poincaré es composicion de estas trans-

formaciones con C' ortogonal al disco.

Verificaremos la propiedad 1 en la forma que sigue; denotemos por
A el Disco de Poincaré y la frontera de A por 0/, entonces C' toca a A
en los puntos p; y ps. Por lo tanto, divide a A\ en dos arcos que denota-
mos por 7 interior a C, y 7, exterior de C'. La reflexiéon en C' manda la
circunferencia 9/ en alguna circunferencia, y como la reflexiéon preserva an-
gulos, dicha circunferencia debe ser ortogonal a C'. Como los puntos p; y po
son puntos fijos de la reflexion, entonces la imagen de 0A coincide con si
misma. Entonces el arco v; se transforma en el arco v y la parte de A que

estd en el interior de C' la manda a la parte que esté en el exterior y viceversa.

Para la segunda propiedad usaremos como ejemplo tres circunferen-
cias ajenas C, Cy y (3, ortogonales a la frontera del Disco de Poincaré y sus

centros colocados en un tridngulo equilatero.

Sea F' el grupo generado por las inversiones I, I¢,, Icy, con cual-
quier composicion de estas funciones y sus inversos, por ejemplo T} = I¢,0l¢,,
T, = I¢, o I, vamos obteniendo un conjunto de circunferencias mas peque-
nas que por pares, aparecen dentro de cada una de las circunferencias an-
teriores (Ver Figura 7). Las nuevas circunferencias son ortogonales al Disco
de Poincaré (que en la figura se representa con lineas punteadas) pues esta

transformacion preserva angulos.

En el limite de ésta construccion, las circunferencias tienden a cir-
cunferencias de radio cero, es decir son puntos y todos estan colocados a lo

largo de la frontera de del Disco de Poincaré.
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Figura 7: Inversiones del grupo F y su Conjunto Limite



Capitulo 3
Inversion respecto a conjuntos

3.1  Definicién y ejemplos

Definiciéon 18. Se dice que un espacio vectorial real o complejo, junto con

un producto interno definido sobre él, es un espacio producto interno.

Un espacio producto interno real de dimension finita se conoce tam-

bién como espacio euclideo o euclidiano.

Definiciéon 19. Sean V es un espacio producto interno real, a > 0 un ele-
mento de R y C' el conjunto dado por C ={y eV /|7 =a}. Sia, B son
elementos de V con o # 0, se dice que § es la inversién de o respecto a C

st cumple

a2

= Q.
]2

p (18)

De aqui se deduce que si 3 es la inversion de a respecto a C', entonces

leellll 8] = a?.

La inversion de un vector respecto a C' es tnica, pues si definimos la

transformacion inversion de la siguiente manera

a2

fla) = W@,
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y suponemos que se cumple f(a) = f(/3), entonces ﬁa = ﬁﬂ, es decir
18]I = ||||?B, que en términos de producto interno, esta expresiéon nos que-
da como (B, Yo = (o, ) 8. Al multiplicar ambos lados de esta ecuacién por
el vector (3, nos resulta (3, B)(«a, B) = (o, @){(B, B), de donde («, B) = {(a, ),
por propiedades de producto interno, esto es lo mismo que (o, — «) = 0.
De aqui es inmediato que § — « = 0 o bien § = «. Por lo desarrollado an-
teriormente, tenemos que la funcion f es inyectiva o, también se dice que la

funciéon f es uno a uno.

Ahora, sea R = {a € V / |la]| < a}. Diremos que este conjunto
es una region de V y que C' es la frontera de R. Claramente, la inversion
respecto a C' de cualquier elemento de R pertenece a V' — R y viceversa. La

inversion respecto a C' de cualquier elemento a de C' es el mismo «.

En R? con el producto interno canénico y a = 1 se tiene

1
R s(2,y),

pues en este caso, el conjunto C' consta de los elementos que cumplen

/Bi

|7]|? = 22 + y? = 1, y respecto a este conjunto, que es una circunferencia, se

estd invirtiendo. Sea § = (§,n), entonces se tiene

donde
§=— = 7
_$2+y27 n_x2+y2‘

Tomando en cuenta que &y = na, la funcién inversa f~! queda como

fHEn) = 5—=&n). (20)

£2+2
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Si f71(&,m) = (x,y), entonces

S
£2+n2’ 52_|_/'72'

De esta forma, si lo que queremos invertir es una recta que tiene por

ecuacion y = mx + b con b # 0, la funcién inversa estd dada por

n mé

= + b,
52 + 772 52 + 772
igualdad que se puede escribir en la forma
1
e+ le——p=o. (21)
b b
Completando los cuadrados, resulta
m. o 1, 1+4+m?
- -2 = 22
€+ 2P+ - o) = 22)

Asi, bajo la funcién f, la recta y = max + b se transforma en la
circunferencia obtenida en (22).
Si b =0, la recta y = mx se transforma en la misma recta. Si m = 0,

la recta y = b se transforma en la circunferencia

1 1
2 __2:_
E+-g)" = 5

Ahora, si al espacio producto interno R? le cambiamos el producto

interno canoénico por otro producto interno, se tiene lo siguiente:

Tomemos el producto interno ((x1,x2), (y1,¥y2)) = dr1ys — 222y1 —

—2
cumple con ser a3 > 0, ase > 0, A = Ay detA = 6 > 0. Este producto

5 =2
2x1Ys + 2x2y> = 1 que tiene asociada la matriz A = ( ) ) el cual

interno des-cribe una cénica, como se vio en el primer capitulo, y la matriz A

puede ser diagonalizada ya que es simétrica. El polinomio caracteristico de A
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es \2—7\+6 = 0, y tiene como eigenvalores ¢; = 6 y ¢, = 1. Dos eigenvecto-
res correspondientes a estos eigenvalores son (2, —1) y (1,2) respecivamente.

Con esto, la forma cuadrética queda como 622 +y? = 1, y describe una elipse.

El invertir un punto « respecto al conjunto ||y|| = 1 con |a|]* =
622 + y? se tiene
1
= ———(z,y).
b=cm +y2( ,Y)

A continuacion procedemos a analizar algunos casos en los que lo que
se invierte es alguna funcion respecto a esta norma, como lo son una recta,
una circunferencia, una elipse, etc.

Es facil ver que si lo que se invierte es la funciéon y = max, con x # 0,
pues resulta ser la misma funcién, pero si se invierte la funcion y = mx + b,
con b # 0, respecto a la elipse, se tiene como funcién inversa

E+35)° , n—5)

6+m?2 6+m?2
144b2 24b?2

= 1. (23)

La ecuacion anterior describe una elipse. Si m = 0, se tiene la funcion

y =b, con b # 0, a la que le corresponde como funcién inversa la siguiente

ecuaciéon .
2 s
f + (77 - Qb) -1
6 6 =5
14452 242

esto, respecto a la elipse.

En la figura 8 se muestra la inversion de la ecuacion y = = — 1,5

respecto a la elipse 622 +y? = 1.
Tenemos en inversidon respecto a una elipse, que si lo que se invierte

es otra elipse, supongamos que tiene por ecuacion

6(x —h)*+ (y—k)>=p con h,k,p# 0 en R,
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T T
-1 1

Figura 8: Inversion de una recta y = max + b respecto a una elipse

respecto a la elipse 622 + y? = 1, la funcién inversa correspondiente es

h k ?
B2 k2 _ 2 h2 + k2 — - -
66"+ k" —PE g —,) TR - ga e,
b
= - 24
6h2 + k2 —p (24)

La ecuaciéon anterior corresponde a una elipse también. Entonces, la trans-

formaciéon de inversion respecto a una elipse, manda elipses en elipses.

Cuando una elipse pasa por el origen, su funcién inversa es una recta.
Para ver esto tomemos la ecuacion de la elipse descrita por ecuacion (23),
que como vimos, dicha elipse pasa por el origen. Si invertimos (23) respecto

a la elipse 622 + y? = 1, nos resulta como funcién inversa lo siguiente

£ m \2 n 12
(6§2+772 + 12b> (6§2+n2 Qb)
6+m?2 6+m?2
14452 24b2
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Haciendo operaciones se llega a que la ecuaciéon anterior es lo mismo
que n = mé& + b, siendo esta la ecuacion de la recta que en un principio ha-

biamos invertido.

El siguiente paso consistird en ver que es lo que pasa cuando se in-
vierte una elipse respecto a otra elipse con mismo centro, o dicho de otra
forma, cuando h, k = 0 de ecuacion (24). Sustituyendo estos valores en (24)
se llega a que la funcién inversa de 622 + y? = p, con p # 0, respecto a la

elipse 622 + y* = 1 es

6pe” +pi* = 1.

Por ejemplo, tomemos a la elipse 622 + y? = 2, si la invertimos res-
pecto a la elipse 622 + y? = 1, la funcién inversa nos resulta ser la funcion

1222 4 2y* = 1 (Ver Figura 9), la cual describe una elipse.

Para los casos en que h = 1, k = 2 y p = 4, se obtiene por ecuaciéon

inversa de

6(z—1)°+ (y—2)* =4,

la ecuacion

1, 1, 2
36(x 6)+6(y 3)—3.

La expresion anterior corresponde a una elipse con centro (l l) (Ver Figura
673
10).
En general, cualquier elipse que tenga su centro en el origen, tiene
por ecuacion ax? + by? = 1. Al invertir una elipse que cumpla con lo anterior

respecto a la elipse 622 + y? = 1, va a tener por funcion inversa lo siguiente

x )
6x2+y2)2+b( ) =1

622 4 y?

af
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Figura 9: La inversion de la elipse ¢y respecto a otra elipse con mismo centro,

queda la elipse c¢;.

Para el caso de a = 8 y b = 12, no nos resulta una elipse, como se puede ver
en Figura 11.
Podemos invertir también una circunferencia respecto a la elipse, o

cualquier funcion continua.

Veamos el caso en el que la circunferencia que se invierte tiene como centro
el origen, ya dependiendo de donde se encuentre la circunferencia (interior o
exterior a la elipse de inversion) se obtiene la funcién inversa (Ver Figura 12

y Figura 13). En general, la funciéon inversa que corresponde es

£ 2 n 2 2
+ =
(6§2+772) (652_'_772)
que depende del radio de la circunferencia que se quiera invertir.

Y
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Figura 10: La inversion de la elipse ¢y respecto a otra elipse con diferente

centro, queda la elipse ¢;.

Figura 11: La inversion de la elipse ¢; respecto a otra elipse, queda la figura

Co.
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Figura 12: La inversion de la circunferencia c¢; que esta fuera de la elipse de

inversion, queda la figura cs.

Figura 13: La inversion de la circunferencia c; que esté dentro de la elipse de

inversion, queda la figura c,.






Figura 14: Mediatriz

3.2 Resena historica (El Problema de Apolonio)

El problema de Apolonio de Perga (de 260 a 190 antes de J.C.) se
resume en lo siguiente:

Problema. Encontrar el lugar geométrico de un punto P tal que sus
distancias a dos puntos fijos A y B tienen una razén constante %, de manera
que

|AP| = m|BP]. (25)

Vemos que si m = 1, el lugar geométrico de P consistird en la mediatriz de
AB (Ver Figura 14).

Supongamos que m # 1 y sea P un punto cualquiera que cumple
la ecuacion (25) y sean C'y C” los puntos de interseccion de las bisectrices
interna y externa del angulo ZAPB con la recta AB. Sobre la recta AP
sean E'y F'los puntos de interseccion tales que cumplen con ser BE paralela
a CP y BF paralela a C'P (Ver Figura 15). El tridngulo C'PC" es recto
pues 2a + 28 = 180° por ser angulos suplementarios, y por consiguiente
a + [/ = 90°, siendo entonces la recta BF perpendicular a la recta CP, al
igual que la recta BE es perpendicular a la recta PC’. Como FP=BP=PFE

y por el Teorema de Thales tenemos que

AC AP AP
CB PE BP’

(26)
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Figura 15: Circulo de Apolonio

AC" AP AP
C'B FP BP’
Lo que quiere decir que C'y C” dividen a la recta AB en la razén

(27)

% para cualquier punto P en el plano, entonces, como el angulo ZCPC" es
recto, el lugar geométrico descrito por P serd una circunferencia de didmetro
cc'.

A este resultado se le conoce como el El circulo de Apolonio, el cual
tiene la propiedad de invertir A en B y viceversa (Ver seccion 3.4 Inversion
respecto al circulo). Lo cual probaremos de una forma muy sencilla, tomando
el punto O como el centro de la circunferencia y r como el radio. Por (26) y

(27), las distancias a = AO y b = BO cumplen las igualdades
a—r AC AC" a+r

r—b CB C'B b+r’

de donde resulta
(a—7r)b+71r)=(a+7)(r—0).

Es decir ab = 12, lo cual prueba que el punto a invierte en el punto b y b

invierte en a.



Figura 16: Construcciéon al problema de Apolonio

3.2.1  Aplicaciones del problema de Apolonio

Un problema que se puede resolver usando los resultados del proble-
ma de Apolonio, consiste en que dadas tres circunferencias arbitrarias en el
plano, con la condicién de que sus centros no son colineales, se debe hallar
una cuarta circunferencia tangente a éstas. También se puede encontrar la so-
lucion usando un poco de algebra. Primero veremos como se resuelve usando
inversion.

La construccion para el primer caso es muy sencilla tomando en cuen-
ta algunas cuestiones como el que tres circunferencias no tengan el mismo
radio, ya que en caso de ser asi, el circulo de Apolonio serd una circunferen-
cia de radio infinito, o dicho de otra forma, una recta. Para el caso en el que
las tres circunferencias sean concéntricas, no existira soluciéon geométrica del

problema.

Dicho esto, propongamos las circunferencias de centros a,b y ¢ (Ver Fi-
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gura 16). Como podemos ver, ninguna de las tres circunferencias es tangente
a otra, lo cual, para el desarrollo que vamos a dar, resulta no favorable. Ha-
gamos entonces que, a lo més, dos de ellas sean tangentes y llamemos k al
punto de interseccion. Para que ésto suceda debemos incrementar una dis-
tancia d el radio de las tres circunferencias, ya que la circunferencia que sea
tangente a las tres circunferencias dadas, tendra el mismo centro que la que
serd tangente a estas tres nuevas circunferencias con radio incrementado. Si
p es el radio de la circunferencia tangente a las otras tres, el radio para esta

nueva circunferencia serd p — d (Ver Figura 14).

Tomemos k como el centro de la circunferencia respecto a la cual vamos
a invertir estas cuatro circunferencias. Sabemos que, una circunferencia que
pasa por el centro de inversidon se invierte en una recta que no pasa por k,
siendo esta recta, perpendicular a la cuerda diametral de dicha circunferencia
que pasa por k, y una circunferencia que no pasa por k se invierte en una
circunferencia que no pasa por k (Ver Figura 17). Entonces tanto la circunfe-
rencia de centro a como la circunferencia tangente a las tres circunferencias
obtenidas después de incrementar sus radios (denotamos su centro por o) se

invertirdn en otras dos circunferencias.

Teniendo ya construido ésto, nuestro problema se reduce a encontrar
el centro de la circunferencia inversa a la circunferencia de centro o, ya que
por colinealidad, el punto o estara soble la linea ko, siendo o’ el centro de la

circunferencia inversa a la de centro o.

Por ser la circunferencia de centro o tangente a las circunferencias de
centros a, by ¢, la circunferencia de centro o’ también lo seré a sus respectivos
inversos, entonces la circunferencia de centro o’ tiene como radio r la mitad
de la distancia entre las rectas b’ y ¢, es decir, el punto o’ estara sobre la recta
paralela media a las rectas b’ y ¢, para ser asi, la circunferencia de centro o

tangente a b’ y ¢ ara ser, a su véz, también tangente a la circunferencia
? ? ?
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Figura 17: Segmentos inversos

de centro a’. Tracemos una recta que pase por @’ y que intersecte a la paralela
media en el punto o'. Pero el segmento a’o’ debe medir r + s, obteniendo asi
la circunferencia inversa a la circunferencia de centro o, ya que encontramos
el punto o, del cual o sera su inverso.

Otra manera de resolver este problema es desde el punto vista al-
gebraico. Suponemos que los centros de las circunferencias son los puntos
(x1,y1), (x2,92) v (z3,y3) v tienen radios ry, ro y 73, respectivamente. De-
signamos el centro y el radio de la circunferencia pedida por (z,y) y r. La
condicion para que la circunferencia sea tangente a los tres circunferencias
dadas es que las distancias entre el centro de la circunferencia pedida y los
centros de las tres circunferencias dadas sea igual a la suma o diferencia de los
respectivos radios, seglin sean tangentes exterior o interiormente (Ver Figura

18). Tenemos entonces las siguientes ecuaciones

(x—21)*+ (y—w)’— (r&m)* =0, (28)

(x—22)* + (y —y)” — (r£r)* =0, (29)
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Figura 18: Circulos de Apolonio

(x—z3)° + (y —y3)* — (r£713)° =0. (30)

Desarrollando estas ecuaciones tenemos

2+ y? —r? = 2mwy — 2yy1 £ 2rm + 2] +yf — 1) =0, (31)
w? oyt —r? = 2wwg — 2yyp £ 2rro + a5 +ys — 15 =0, (32)
2+ y* —r? — 2ww3 — 2yys £ 2rrs + a5 +y2 — 13 = 0. (33)

Restando (32) de (31), obtenemos una ecuacion lineal
ar + by +cr =d, (34)

donde @ = 2(x2 — 1), b=2(y2 —4n), c = £2(ry — 1) y d = a2+ yi —r{ —
r3 —y2+7r2. Del mismo modo, restamos (33) de (32) y obtenemos la ecuacion
lineal

dr+by+dr=4d, (35)

con @ =2(x3 —x3), b =2(yzs —y2), ¢ = £2(r3 — o) y d = 23 +y3 — 13 —

x3 — y2 + r2. Resolvemos (34) y (35) respecto a x y y en términos de r, se

llega a que
b'd —bd — (b'c — bd)r
e Va— b ’ (36)
ad—ad — (d'c—ad)r
B a'b— al/ (37)

Sustituyendo (36) y (37) en ecuacion (28) resulta la siguiente ecuacion de

segundo grado
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b'd —bd — (b'c — bd)r ad—ad — (d'c—ad)r

2 2 2 _
( Va — ba' )"+ a'b — ab/ y) = (rn)”=0.
(38)

_ bd—dv 1 ble=bd _ add—ad 1 _ adc—ac 9
Sean m = FE=55 — a1, m' = 55, n = =00 —y y 0/ = =25 la ecuacion

(38) nos queda como sigue

(m—mr) +(n—nr?—(r£r)2=0 (39)

(m? +n? —1)r? = 2(mm’ +nn’ £r)r+m? +n* —r2=0.  (40)

Sean 0 = m™? +n? — 1, p = mm’ + nn’ — ri(tangente interiormente), p’ =
mm’ + nn’ 4+ r{(tangente exteriormente) y ¢ = m?* + n* — r?. Entonces la

ecuacion (40) queda como
or? —2pr 4+ q =0, (41)

que tiene como soluciones para r una positiva y otra negativa. La que a

nosotros nos va a interesar es la positiva; esto es

. PP —og
o

Ya obtenido el valor de r, se sustituira éste en las ecuaciones (36) y (37) para
obtener asi el centro (z,y) de la circunferencia que seré tangente a las tres
circunferencias dadas.

Se tendréan en general ocho soluciones de este problema correspon-
dientes a las posibles combinaciones de los signos mas y menos en las ecua-
ciones (28), (29) y (30), esto es 2-2-2 = 8. Lo cual podemos inferir si nos

fijamos en la figura 16.

En el transcurso del proceso algebraico para obtener los valores de z,

y y r puede que no obtengamos valores reales, lo cual sucedera en los casos
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que se mencionaron al principio de esta seccion, es decir, que los centros de las
tres circunderencias dadas sean concéntricos, lo cual es muy fécil de verificar
dadas las ecuaciones, o que los centros sean colineales y las circunferencias

del mismo radio; aqui la solucién sera una recta.



3.3 El problema de inversiéon en general

La idea de invertir respecto a un conjunto puede ser atin mas general

si lo extendemos a espacios normados. Esto se define como:

Definicidon 20. Sean V' un espacio vectorial y F un campo (R o C). Una
norma ||-|| en V' es una funcion que asigna a cada elemento de V un nimero
real no negtivo, esto es

I-1:V = RTu{o},

de tal forma que si a y [ son elementos de V' y A es un escalar,

entonces
L el =0,
2. |af| =0siysblosia=0,
3. [|Aall = [Allled,
4 e+ 8] < [l + 118]l-
Al espacio V' junto con la funcion || - || se le llama espacio lineal normado y

se le denota por (V|| - ]).

Para obtener el inverso de un vector, por ejemplo, respecto a la norma

usual en R? que se define como sigue

Gz, )l = |2 + [yl (42)

el vector a = (z,y) tendra como inverso el siguiente vector

1

b= Qe Tl

(2, ),
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|2 [+ y =1

x4 yi=1

lx+y¢- x2-y?=0

Figura 19: Inversion de la circunferencia 22 + y? = 1 respecto a la norma

|z + [yl = 1.

siendo asi 3, la inversion respecto al conjunto C' = {y € R?| ||v]| = 1} del

vector .

Por ejemplo, si queremos invertir la circunferencia 2% + y? = 1 res-

pecto a esta norma, se tiene por funcién inversa

§
(1€l + [nl)

que es lo mismo que poner

P4 ()P = 1,

( GELD

(1€l + [n)* = & —n* = 0.

(Ver Figura 19).
Otro ejemplo de norma es la llamada norma suprema, que en R? se

define como
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(0-1)

Figura 20: Norma suprema

[|(z, 9)I| = maz{|z], ly[}- (43)

La grafica para este conjuno, definido como C' = {y € R?| ||v]| = 1} se

muestra en figura 20.

Si invertimos la circunferencia x? + y* = 1 respecto a éste conjunto,

se obtiene la funcion

ot —2? -y =0, en el caso de ser |z| el mdximo

yt =2t —y? =0, en el caso de ser |y| el mazimo.

(Ver Figura 21).

En general estas normas son aplicadas a espacios de orden superior,

esto es, en R” las normas dadas en ecuacién (42) y (43) se definen como

lz|| = |z1| + |22] + ... + |Tal, conz € R”
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o

<
/

Figura 21: Inversion de la circunferencia 22 + y? = 1 respecto a la norma

maz{|z], [y|} = 1.

lell = max{ja © i € {1,...n}},

respectivamente.

Con esto el problema de inversion se extiende a espacios mas genera-
les, es decir, nosotros podemos aplicar la transformacién de inversiéon respecto
a conjuntos de espacios lineales normados, e incluso, podemos invertir cual-

quier funsion que se encuentre en el subespacio del espacio vectorial.

Por ejemplo, si invertimos respecto a la norma euclidiana en el es-

pacio R? la elipse 622 + 22 = 1, con y = 0, tendra por funsién inversa

54_652_'_n4+<=4_C2+2€2n2+2§2c2+2,’72<«2:O



Figura 22: Inversiéon de un punto P

3.4 Inversion respecto al circulo

Como vimos al principio de este tercer capitulo, en el caso especifico
del espacio vectorial R? con el producto interno canonico, la transformacion
de inversion es la inversion respecto al circulo. En esta seccién veremos las

propiedades que tiene pero en un sentido mas geométrico.

Definiciéon 21. Dada una circunferencia de centro O y radio r, se dice que
un punto P’ es el inverso de un punto P, si y sdlo si P'O x PO = r? (ver
Figura 22).

Al punto O se le llama centro de inversion, a r se le conoce como
radio de inversion y al punto P’ se le llama antecedente de P. Un ejemplo
similar al de la transformacion de inversion respecto al circulo es la simetria
del plano respecto a una recta L, como un espejo, que tiene como imagen de
un punto P, situado de un lado del plano, a el punto P’ situado del otro lado
de L, siendo entonces L la mediatriz del segmento PP’ esta transformacion
es tambien conocida como reflexién. Y para el caso de inversién respecto el
circulo, es como si se tuviera un espejo circular.

De dicha transformacion se pueden enlistar las siguientes propieda-

des, ademas de las ya dadas en transformacion de regiones (seccion 2.2):
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3. Elinverso de un punto interior al circulo es siempre un punto exterior

a él.
4. El inverso de un punto en la circunferencia es el propio punto.

5. Todo punto del plano, excepto el centro de inversién tiene un inverso

unico.
6. Una recta que pasa por O se trasforma en una recta que pasa por O.

7. Una recta que no pasa por O se trasforma en una circunferencia que

pasa por O.

8. Una circunferencia que pasa por O se transforma en una recta que no

pasa por O.

9. Una circunferencia que no pasa por O se transforma en una circunfe-

rencia que no pasa por O.

De lo anterior, procedamos ahora a verificar cada una de las propie-
dades que se mencionaron. Las propiedades 1, 2 y 3 salen de inmediato de
la definicion y la cuarta, es evidente al igual que las tres anteriores, ya que
por definicién todo punto en la recta tiene su inverso sobre la misma recta,

siempre y cuando esta pase por el centro de inversion.

Para ver que se cumple la quinta propiedad (Ver Figura 23) tomemos a @) co-
mo un punto en la circunferencia que se va a invertir diametralmente opuesto
a O; el centro de inversion. Sea P un punto cualquiera en la circunferencia
que se va a invertir distinto de O y de Q. Sea Q' el inverso de () y sea P’ el in-
verso de P. Como el tridngulo OPQ es rectanguloy OP x OP' = OQ x O,
entonces el tridngulo OQ'P’ es también rectangulo, por semejanza, y por lo

tanto P’ describe una recta perpendicular a OQ’. Es decir, el inverso de una
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Figura 23: Inversién de una recta

circunferencia que contiene al centro de inversion es una recta perpendicular
a la secante que contiene al didmetro OQ) y que pasa por el inverso de @), o
sea (0. Y de esta forma queda demostrado a su vez la sexta propiedad por
el hecho de que si la circunferencia que pasa por O tiene como inversa una
recta que no pasa por O, entonces la inversa de una recta que no pasa por O

serd una circunferencia que pase por O.

Y por ultimo, para verificar la sexta propiedad, veremos dos casos.
Uno, el cual resulta evidente, que es cuando la circunferencia es concéntrica,
es decir, tiene su centro en O y esta contenida dentro de la circunferencia de
inversion, donde la circunferencia inversa a ésta, estara fuera de la de inver-
sion, pero igual tendra su centro en O. El otro caso es cuando se tiene una

circunferencia que no es concéntrica con la de inversion (Ver Figura 24).

Pero antes de proseguir con la verificacion de esta dltima propiedad, es ne-
cesario ver algo relacionado con potencia de un punto ya que dicho concepto

lo utilizaremos en lo que respecta a la verificacion.
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Figura 24: Inversion de una circunferencia

Q
F

Figura 25: Potencia de un punto

Definicion 22. El producto de los segmentos determinados por una secante
a un circulo trazada desde un punto en el plano es constante. Dicha constante
se llama potencia del punto con respecto al circulo (Ver Figura 25), esto es
PA X PB es constante para cualquier secante al circulo que se trace desde el

punto P. A dicha constante la denominaremos w.

Esta definicion es facil de visualizar, si sélo trazamos otra secante a
la circunferencia que parta del punto P y llamemos C'y D a los puntos de

interseccion con el circulo (Ver figura 26). De donde se tiene que el tridngulo
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Figura 26: Potencia de un punto

PC B semejante al tridngulo PAD, pues el angulo ZPDA es igual al dngulo
ZPBC por abrir el mismo arco, al igual que los dngulos /BAD y ZDCB, y
por ser angulos complementarios de estos dos tltimos los angulos ZPAD y
/PC B, consecuentemente también son iguales. Por el Teorema de Semejansa

se tiene
PA PD AD
PC PB CB’
y entonces PA x PB = PC x PD =w.

Ahora si, retomando nuestro objetivo de verificar la propiedad 7,

supon-gamos que queremos invertir la circunferencia de centro A con respec-
to a la circunferencia de centro O (Ver Figura 22); sea OP una secante a la
circunferencia de centro A, sea P un punto de interseccion entre la circunfe-
rencia de centro A y la secante, sea () el otro punto de interseccion y sea P’
el inverso de P. Tracemos el radio QA y tracemos P’'B paralela a QA. Como

OP x OP' = r? y OQ x OP = w vy, por otra parte, Oo—g =SB = %7 pues
los triangulos OBP’' y OAQ son semejantes, entonces OB = 7’2%; es decir,

OB es constante, luego P’ describe una circunferencia.

Por ultimo, consideremos dos curvas que se intersequen en un punto

P, una de las cuales contiene un punto A y la otra un punto B. Las inversas
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Figura 27: Inversién de un angulo entre dos rectas

de dichas curvas tendran que intersecarse en P’, el inverso de P y contendran
a A’, el inverso de Ay a B, el inverso de B, respectivamente. Como se cumple
que OP x OP' = OA x OA’ = OB x OB’, entonces los tridngulos OPA y
OA' P’ son semejantes, al igual que los triangulos OPB 'y OB'P’, por lo tanto,
si trazamos secantes a las curvas que contengan Py P’y que pasen por A, B,
A"y B’ (Ver Figura 27), se tendra que Z/OPA = /P'A'O, /OPB = /P'B'O
y, por lo tanto, /APB = /OPB—/0OPA=/P'BO-/P'AO=/P'AO+
/B'P'A— /P'AO = /B'P'A’. Ahora, si tomamos el limite cuando A y B
tienden a P,y por lo tanto A’ y B’ tienden a P’, entonces las secantes tienden
a las tangentes y los angulos tienden a los dngulos entre las curvas. Por lo
tanto, hemos demostrado que los &ngulos se preservan bajo la inversion, por

ello se dice que la inversiéon es una transformacion conforme.



Conclusiones

Observamos que la geometria euclidiana no es la inica geometria po-
sible, hay otras clases que son igualmente logicas y casi tan utiles como ella,

y en algunos aspectos, més sencillas.

Hemos visto que la inversion es una transformacion de todo el espacio
inversivo en si mismo, ya que dependiendo del conjunto respecto al cual se
esté invirtiendo, se mandan rectas que pasan por el centro de inversion en
rectas, circulos en circulos, rectas en circulos (para el caso en que el conjunto
es un circulo), elipses en elipses, rectas en elipses (en el caso en que el con-

junto una es elipse), etc.

Se trato dicha transformacion empleando el campo de los complejos
y el de los reales en en plano, pero en si, se puede trabajar en espacios con
dimension mayor. Y el conjunto o funciéon que se invierte puede ser un subes-
pacio del espacio respecto al cual se invierte, pues habria puntos a los que no

se les podria definir un punto inverso.
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