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Resumen

En este trabajo se propone un modelo de nucleacién en presencia de flujos
en términos de la termodinamica para sistemas abiertos, en particular, para
un volumen de control. Este modelo esta dividido en dos contribuciones. La
primera contribucién viene de la energia cinética de las particulas en solucon
y la segunda toma en cuenta la deformacién del nicleo debido a la presencia
del flujo.

En el primer caso se observa que la supersaturacion del sistema aumenta
en un término proporcional a la energia cinética del flujo. Este resultado
confirma parcialmente las observaciones de A. Penkova et al. [1] y muestra
que un modelo anterior, propuesto por R. Blaak et al [15], es consistente con
este resultado encontrado a partir de la primera ley de la termodinamica.
En el segundo caso tomando en cuenta que el flujo impone esfuerzos en la
superficie del ntcleo, que resulta en su deformacién, introducimos un nue-
vo término en la energfa libre de Gibbs que es proporcional al volumen del
agregado y toma en cuenta la energia guardada debido a la deformacion,
es decir, debido a su naturaleza eldstica [3]. Este término reduce el efecto
del flujo en la supersaturacién originando la aparicién de dos velocidades
para el flujo. Una velocidad éptima c,p; y una velocidad critica c.. El valor
de la velocidad critica determina dos regimenes. Para velocidades ¢ < ¢, la
nucleacién es favorecida, mientras que para ¢ > c. es inhibida y eventual-
mente suprimida. Este comportamiento es consistente a lo observado en el
crecimiento de proteinas como lisosimas, ferritina y apoferritina [1].
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Capitulo 1

Introduccion.

“Lo esencial no es la apertura, sino toda la compleja y original situacion en
la que el jugador no puede valerse de la ayuda ajena y debe tomar una
determinacion acertada.”

Mikhail Botvinnik

La formacién de nuevas fases a partir de soluciones, liquidos o vapor es
un problema que ha sido estudiado intensamente por fisicos y quimicos desde
la primera mitad del siglo pasado. En el marco de la termodindmica, J. W.
Gibbs estudié este problema en su libro On the equilibrium of heterogeneous
substances. Ese es el objeto de estudio de este trabajo, donde se analiza
desde la forma de equilibrio de las estructuras cristalinas hasta la formacién
de nucleos o agregados de materia debido a la presencia de flujos.

En este trabajo, inicialmente, se estudia la forma de equilibrio de las
estructuras cristalinas y se utiliza el concepto de supersaturacion, que es la
diferencia de los potenciales quimicos entre las distintas fases del sistema.
Ademi4s se observa que cuando un cristal alcanza su forma de equilibrio se
garantiza que se ha realizado el minimo trabajo en su formacién.

Cuando las soluciones son llevadas a un estado de alta supersaturacion,
las transiciones de fase se llevan a cabo a través del estado mas estable que
usualmente es reconocido como el estado de equilibrio entre el cristal y la
solucién. Sin embargo, cuando las soluciones estan en estados metaestables,
no es posible realizar el cambio de fase de manera espontanea

Es comuin encontrar que en soluciones de proteinas en condiciones fi-
sioldgicas, como las lisosimas, no se pueda escapar de este estado metaestable
y por lo tanto la cristalizacién nunca ocurra [17]. Por lo tanto, es importante
conocer y estudiar las etapas tempranas de la cristalizacién. Esto origina la
pregunta natural: jqué proceso ocurre antes de la formacién de un cristal?
Este proceso es llamado nucleacién y la supersaturacién asociada al sistema
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2 Capitulo 1. Introduccién.

juega un papel muy importante en este proceso. Segiin este esquema general,
el proceso de cristalizacién ocurre en dos etapas, una temprana en la que se
forma un pequeno nicleo o semilla que dara lugar al cristal (la nucleacién),
y otra tardia que controla propiamente el crecimiento del cristal a partir del
ntcleo.

En 1935, R. Becker y W. Déring, inician el estudio moderno del proceso
de nucleacién publicando el primer trabajo sobre nucleacion a partir de la
condensacion de una gota de liquido, siendo la fase madre el vapor. En él, se
da a conocer un esquema de reacciones uno a uno que origina la formacién
del niicleo. Este esquema de reacciones, llamadas reacciones bimoleculares®,
origina el proceso de nucleacién homogénea donde la energia libre de Gibbs es
el potencial termodindmico que contiene con toda la informacién del proceso
y del ritmo de reaccién (nucleacién) en el estado estacionario. El ritmo de
nucleacién es la cantidad que da cuenta de la rapidez con la que ocurre
la nucleacién, y es por tanto una medida de la eficacia del proceso. Cabe
mencionar que en este texto se utiliza la palabra ritmo para referirse a la
tasa de variacién de lo que se esté hablando.

En la formacion de nicleos se presenta una marcada competencia entre
las fuerzas que actiian sobre el nicleo, una fuerza superficial, que tiene que
ver con la tension superficial del agregado, y una fuerza volumétrica, que
tiene que ver con la supersaturacién del mismo.

Originalmente, Becker y Doring estudiaron el proceso de nucleacién a
partir de soluciones o sustancias en fase fluida como un proceso que ocurre
fuera del equilibrio termodindmico e hicieron la suposicién adicional de que
no habia un flujo de materia a través del sistema. Sin embargo, en la practica
es frecuente encontrar que los reactores quimicos operan bajo la presencia
de flujos. En anos recientes se han hecho experimentos donde se estudia
cdémo se ve afectada la nucleacién en presencia de flujos. Para ello se utilizan
flujos laminares tipo Couette o inclusive diferencias de potencial eléctrico
que modifican la movilidad de particulas en solucién, como en el trabajo de
A. Penkova [1].

En 2004 R. Blaak propuso un modelo matematico y computacional que
pretende explicar las repercusiones del flujo sobre el proceso de nucleacién.
En él supone que la tensién superficial y la supersaturacion pueden escribirse
como una serie de potencias de la velocidad de flujo. Sin embargo, este
modelo origina una discusién sobre la magnitud de los parametros utilizados,
yva que predice la inhibiciéon de la nucleaciéon para cualquier velocidad de
flujo, lo que parece contradecir las observaciones experimentales.

!Este esquema seré estudiado con detalle en el capitulo 2



Las observaciones experimentales de Penkova, que aparentemente fueron
hechas para verificar las predicciones del modelo de Blaak, muestran que
debe haber un cambio en los pardmetros fisicos del sistema debido a la
presencia de flujos, asi como también debe existir una velocidad para la
cual la nucleacién es 6ptima. Esta velocidad éptima asegura, a su vez, el
maximo ritmo de nucleacién. Estos experimentos fueron realizados aplicando
un campo eléctrico, que es el causante de un flujo de iones que, a su vez,
fomenta la nucleacién.

En la figura (1.1) y en la tabla (1.2) se muestran algunos de los resultados
obtenidos por Penkova donde se observa que al imponer un flujo de materia
puede mejorarse la nucleacién de proteinas, como la ferritina, antiferritina
y lisosimas.

Figura 1.1: Ilustracién de los efectos del campo eléctrico en el nimero de
cristales de ferritina. (A) No hay campo (B) Campo de 50 kV/em. Las flechas
negras apuntan a precipitados amorfos y las blancas apuntan a cristales fuera
del plano focal de la imagen. Imagen original del articulo.

En particular, el trabajo de Penkova muestra que la presencia de un flujo
de materia da lugar a dos regimenes para la nucleacién. A velocidades bajas
se incrementa la nucleacion hasta alcanzar la velocidad de flujo éptima a
partir de la cual la nucleacién empieza a ser inhibida hasta que se anula.
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Tabla 1.2: Efecto del campo eléctrico en la nucleacién de ferritina, antiferri-

tina y lisosima. Tabla original del articulo de Penkova et al [1].



En su articulo, Penkova afirma que tanto el modelo como las simula-
ciones realizadas por Blaak no muestran condiciones donde la nucleacion
se vea beneficiada por el flujo, y, por lo tanto, se encuentran en abierta
contradiccién con los experimentos.

El objetivo de esta tesis es modelar analiticamente el problema de nu-
cleacion en presencia de flujos en términos de la termodindamica de procesos
irreversibles y en términos de la termodindmica para voliimenes de control.
Como se vera en el desarrollo de la tesis, se hard un mayor énfasis en la
segunda aproximacion ya que permite calcular algunas cantidades de interés
practico de manera mas sencilla. Para ello serd necesario partir de la defini-
cién de la primera ley de la termodinamica para sistemas abiertos, pues la
dindmica de nucleacién cambia, lo que implica una redefinicién de la energia
libre de Gibbs para la nucleacién en sistemas cerrados.

En el primer capitulo se hard una revisién de los conceptos necesarios
para describir la formacién de nuevas fases a partir de una fase madre, asf co-
mo los efectos que sobre este proceso tienen las superficies de los objetos,
en particular cuando estas superficies no son planas. También se revisaran
algunas caracteristicas de los cristales como su forma y la parametrizacion
de su superficie.

En el segundo capitulo se revisan los fundamentos de la teoria de nu-
cleacion homogénea y se discute el modelo de Becker y Doéring, finalizando
con una discusién reciente sobre su acuerdo con la segunda ley de la termo-
dindmica y la teoria de procesos irreversibles (TPI). Esta tltima teoria se
revisa brevemente en el tercer capitulo, haciendo énfasis en su aplicacién a
los procesos de reaccién difusién, de los cuales la cristalizacién es un caso
particular.

En el cuarto capitulo se hace uso de la TPI aplicdndola al esquema de
Becker y Doring para la nucleaciéon homogénea y se discuten una serie de re-
sultados interesantes. En particular, se muestra que en determinadas condi-
ciones, dicho esquema lleva a una ecuacién tipo Fisher para la concentracion
del nicleo que en principio predice y describe la formacién y crecimiento del
mismo.

En quinto capitulo se dedica al estudio de la nucleacién en presencia de
flujo usando la termodindmica de voiimenes de control y un esquema fuera de
equilibrio tipo Onsager que no contempla las fluctuaciones de las variables
termodindmicas. Se construye un modelo que contempla distintos efectos
del flujo sobre el nicleo en formacién y predice, de manera cualitativa, los
comportamientos observados por Penkova. Finalmente, en el sexto capitulo
se presentan las conclusiones de esta tesis.
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La principal aportacién de la tesis es que da un fundamento tedrico a
las observaciones experimentales hechas por el grupo de A. Penkova. En
particular, se encuentra que si se toma en cuenta la energia guardada por el
ntcleo debido a la deformacion, se agrega un término a la supersaturacion,
que reduce el efecto del flujo en el proceso, originando la aparicién de dos
velocidades. Una velocidad 6ptima c,p; y una critica c.. El valor de la velo-
cidad critica determina dos regimenes. Para velocidades ¢ < ¢, la nucleacion
es favorecida, mientras que para ¢ > c. es inhibida y eventualmente supri-
mida. Este comportamiento es consistente a lo observado en el crecimiento
de proteinas como lisosimas, ferritina y apoferritina [1].



Capitulo 2

Conceptos basicos.

En este capitulo estudiaremos los conceptos béasicos relacionados con el
estudio del equilibrio de sistemas heterogéneos. Para ello se discutiran algu-
nos aspectos de las transiciones de fase en sistemas infinitos y su generaliza-
cion a los sistemas finitos, donde los efectos de superficie son importantes.

Para comenzar, imaginemos un sistema que consta de dos fases, a y
B, que se encuentra en condiciones de presion y temperatura constantes,
P,=P3=PyT,="1Tg="T.El equilibrio entre ellas se alcanza cuando los
potenciales quimicos de ambas es el mismo

ta(P,T) = ps(P,T). (2.1)

La condicién (2.1) implica que las fases son infinitamente grandes.
De la relacién (2.1) se sigue que, djo = dug, es decir

Otta Opta _ (% Ops
<8P>po+<6T)PdT_<8P TdP+ 5T PdT. (2.2)

Dadas las definiciones de entropia molar s = 9S/ON y del volumen molar

v=0V/ON,
Olie
ap = Va 2
(5%), 2
Opta
—— = 24
(%) === 2.4
se reescribe (2.2) como
VodP — sqdT = vgdP — sgdT . (2.5)

7



8 Capitulo 2. Conceptos basicos.

De la relacién (2.5) se obtiene la ecuacién de Clapeyron dada por

dP  As

dIT Av’
donde se define Av = v, —vg y As = s, — sg. La relacién (2.6) es una
consecuencia directa de (2.1) y marca la relacién que existe entre Py T en
equilibrio cuando hay coexistencia de fases.

Las condiciones de presion como funcién de la temperatura o del volumen
de ambas fases son tutiles para describir al sistema mediante un diagrama de
fase. La grafica de la funcién P = P(T), obtenida a partir de la ecuacién de
Clapeyron es llamada la curva de coexistencia.

La temperatura en las curvas de coexistencia corresponde a la tempera-
tura de transicién fase. La ecuacién de Clapeyron, (2.6), permite describir
cémo ocurre una transicién de fase en equilibrio. Por ejemplo, para una tran-
sicion de liquido a gas a temperatura constante se requiere que la presion
disminuya. Mientras que para hacer la misma transicion a presién constante
es necesario que la temperatura aumente, como se esquematiza en la figura

(2.1).

(2.6)

Liquido
Sélido

—

Aumenta la Temperatura

<0

Gas

Se reduce la Presion

Te T

Figura 2.1: En este diagrama de fases se muestra a la presién como funcién
de la temperatura y se suponen tres fases, solido, liquido y gas. Ademas se
marca con C' el punto critico de la curva de coexistencia liquido vapor, asi co-
mo el punto triple con P;. Las flechas denotan una transicion de liquido a gas
por dos mecanismos diferentes, aumentando la temperatura o disminuyendo
la presion.

Al utilizar la definicién de la entalpia molar, h = u + Pv, donde u es la
energfa interna molar y puesto que h = h(s, P), y la transicién ocurre a P



y T constantes, se reescribe la ecuacién (2.6) como

dP  Ah
dT ~ TAv’
En el caso de la transicién liquido-gas, la entalpia de vaporizacion Ah =
hg — hy es siempre positiva, Ah > 0.
Como el volumen molar del vapor es mucho mayor que el del liquido,
entonces Av = v, —v; > 0y por lo tanto se sigue que

dP
o7
es decir, la pendiente de la curva de coexistencia liquido-vapor es positiva.

En el caso de la fusién de un cristal se tiene que Ah = h; — h. > 0. La
temperatura a la cual ocurre esta transicién es llamada la temperatura de
fusién, Ty. En la mayoria de las sustancias Av = v; — v, > 0 y la curva de
coexistencia liquido-solido es positiva. En el caso especial del agua Av =
v; — v, < 0 lo que da lugar a una pendiente negativa para la curva de
coexistencia liquido-sélido.

En el estudio de la cristalizaciéon para fases infinitamente grandes suele
introducirse el concepto de supersaturacion, que se define como la diferen-
cia de los potenciales quimicos entre la fase madre a y la nueva fase 5 a
temperatura 7'y presion P dadas [13]. Esto es,

(2.7)

>0, (2.8)

A= i — s (2.9)

Si consideramos al sistema de dos fases compuesto por un gas y su solido
(cristal) a temperatura constante 7', la supersaturacion esta dada por

Apt = 1g(P) — pe(P). (2.10)

Notemos que el concepto de supersaturacién en el proceso de formacion
de cristales juega un papel similar al de la afinidad A en una reaccién quimica
[14]. Por ejemplo, supongamos que tenemos la siguiente reaccién

Ny = Ng. (2.11)
Se define la afinidad A de la reaccién como [14]
A=pn, — iing - (2.12)

Por otro lado, si suponemos la formacién de un cristal a partir de dos
fases diferentes N4 y Np, escribimos la supersaturacion como

Ap = pin, — [INg - (2.13)
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Ambas cantidades denotan la diferencia que hay entre los potenciales
quimicos. El signo de Ap y A indica la direccién de formacién o de reaccién.
Es decir, cuando Ay > 0 (A > 0) en la ecuacién (2.13) denotamos que se
esta formando la especie Np a partir de la Ny.

Si la presién Py a la que ocurre la transicién de fase es constante, es
decir, la presién donde p.(Py) = pg(Fo), decimos que Py es la presién de
equilibrio de la fase cristalina infinitamente grande.

Usando la ecuacion (2.1) se puede reescribir (2.10) en la forma

Apt = [1g(P) = pg(Po)] = [e(P) — pe( Py)] (2.14)

Para pequenas fluctuaciones respecto al estado de equilibrio se reescribe ésta
como sigue

P aﬂ P 8M
A g/ dPg—/ d = 2.15
= e o P (2.15)

Si utilizamos la relacién (2.3) obtenemos

P P
Ap = / dP (vg —ve) = / dP vy. (2.16)
Py Po

Si suponemos que el gas es ideal, vy = KT/ P donde k es la constante de
Boltzmann, se tiene

P
Ap=kTIn—. (2.17)
Py

Puesto que el cristal estd inmerso en una solucién ideal, la expresién para
la supersaturacién en funcién de las concentraciones estd dada por

Ap = kT In ¢

— 2.1
& (218)

donde C'y Cy son las concentraciones real y de equilibrio del soluto, respec-
tivamente.

2.1. Efectos de superficie en la formacién de nue-
vas fases.
En los sistemas reales las fases son finitas y las fronteras no son per-

fectamente planas. Las correcciones que este hecho introduce en el anélisis
anterior seran estudiadas en esta seccién.



2.1. Efectos de superficie en la formaciéon de nuevas fases. 11

Consideremos un recipiente de volumen V a temperatura constante 7T,
que contiene gas a presién P, y volumen Vj, en equilibrio con una gota
de radio r a una presién P, y volumen V. El sistema esta constituido por
dos fases de una misma sustancia, de tal forma que py = pyy = p, y estén
separadas por una superficie! de drea A caracterizada por una tensién su-
perficial 0. Para estudiar las condiciones de equilibrio de este sistema se
hard uso de la energia libre de Helmholtz, F' = F(V,T), también definida
como F' = U — TS. Diferenciando la relacién anterior se obtiene,

dF = dU — TdS — SdT . (2.19)

Utilizando la primera ley de la termodindmica, cuando la temperatura es
constante y el potencial quimico de ambas fases es el mismo, se obtiene

dU = TdS — PV, — PV, — cdA. (2.20)
Sumando (2.19) y (2.20) en el caso isotérmico se llega a la ecuacién
dF = —P,dV, — PdV; + 0dA. (2.21)

Dado que el volumen total V' = V4V, es constante entonces dV; = —dV;.
Ademids, sabemos que la energia libre de Helmholtz es minima en equilibrio,
dF = 0. Por lo tanto, la ecuacién (2.21) se reescribe como

dA
P—P,=0—. 2.22
l g Ud‘/l ( )

Si consideramos en primera aproximacion que la gota es esférica, su volumen
esta dado por # y su area por 4772, de tal forma que dS = 8mwrdr y
dV = 4nr?dr. Por lo tanto, la ecuacién (2.22) se reduce a

P—P,— 27“ (2.23)
que es la ecuacién de Laplace [13].

El problema de formacién de una gota es muy interesante debido a la
competencia que existe entre las fuerzas involucradas. Por un lado una fuerza
de superficie y por otro lado una fuerza volumétrica.

Una relacién similar a la relacién (2.23) se puede obtener para este caso
si consideramos el mismo sistema del ejemplo anterior pero ahora las con-
diciones de presién P y temperatura 71" son constantes. En este caso, una

!Se entiende por superficie una capa delgada de particulas con energia de ligadura
distinta a la energia de ligadura de las particulas en el bulto.
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condicién adicional es que la suma del nimero de moles de gas y de liquido
es constante N = ny+ny, por lo que dny = —dn;. En este ejemplo la energia
libre de Gibbs, G = G(ng,n;, P,T), definida como G = U + PV — TS, es el
potencial termodidmico adecuado para estudiar al sistema.

Al usar la energia libre de Gibbs, la relacién (2.23), que muestra una
diferencia de presiones, se manifestard como una diferencia de potenciales
quimicos.

Minimizando la energia libre de Gibbs con n; = 47r3/3v; encontramos
la ecuacion de Gibbs-Thomson dada por

20’1)[
wy — = —— (2.24)

r
donde v; es el volumen molar de la especie liquido.

A partir de las ecuaciones (2.23) y (2.24) es posible deducir que el trabajo
que se hace para formar una gota en una fase inestable de vapor es

(P[ - Pv)v = nlA,u. (2.25)

Esta relacién se puede deducir a partir de la ecuaciéon de Gibbs-Duhem,
Ndy = —SdT+VdP+ Ado, considerando a la temperatura Ty a la tension
superficial o constantes e integrando la ecuacién desde un punto arbitrario
en el bulto de la gota hasta la superficie, y suponiendo que en ella la presién
y el potencial quimico estdn dados por los valores externos. Aqui V' 'y N son
el volumen molar y el ntimero de moles del liquido.

De esta manera los conceptos de diferencia de presiéon y de potencial
quimico manifiestan su importancia en el proceso de cristalizacién.

2.2. Cristales.

Usando las ecuaciones de Laplace y de Gibbs-Thomson se puede describir
cualquier tipo de superficie de un cristal, si se conoce o se calcula de alguna
forma el radio de curvatura de la misma. De hecho, se puede conocer la
forma final del cristal, cuando se calcula la energia superficial minima. Para
poder determinarla debemos considerar sitios de equilibrio local.

Cuando se estudia la formacién de cristales se trata de encontrar la forma
que es termodindmicamente favorable en las condiciones fisicas dadas. Esto
es, cuando el trabajo de formacién del cristal es el minimo posible para un
volumen dado del cristal.

El trabajo de formacion tiene una contribucion volumétrica, que es debi-
da al intercambio de particulas entre la fases y una parte superficial, que es
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la que se gasta en la formacion de las fronteras del cristal. Pero el problema
no es tan facil como el de la formacién de una gota de liquido en un vapor,
porque en la formacién de cristales hay que tomar en cuenta que los crista-
les estan confinados a fronteras con diferentes orientaciones cristalograficas
e incluso con energia superficial diferente. Esto quiere decir que el medio es,
en general, anisotrépico.

El trabajo necesario para crear superficies nuevas se llama energia libre
especifica superficial y no importa la forma en la que se esté formando es-
ta nueva superficie, porque el trabajo especifico es el mismo. Al formarse
estas nuevas superficies agregando materia a una fase o juntando dos super-
fices antes formadas, se rompen o crean nuevos enlaces quimicos. Entonces,
mientras mas suave sea la cara de un cristal, mas pequena es la energia libre
especifica superficial.

Para determinar la forma del cristal puede usarse el teorema de Gibbs-
Curie-Wulff [13], que establece que si tenemos un cristal y marcamos dentro
de él un punto, llamado el punto de Wulff, la distancia entre cualquiera de
las caras del cristal a él son proporcionales a la energia especifica superficial
de cada cara.

Si seguimos dicho teorema, podemos construir la forma de equilibrio del
cristal siguiendo los siguientes pasos

» Dibujamos vectores normales a todas las caras del cristal desde un
punto arbitrario.

= Después, las distancias proporcionales a los valores correspondientes
de energia especifica superficial, o,, se marcan en los vectores y cons-
truimos planos, normales a los vectores, que pasen por esas marcas.

= Kl poliedro cerrado resultante es la forma de equilibrio.

Para determinar el valor de la energia especifica superficial, se deben tomar
en cuenta las variables termodindamicas del sistema como las presiones que
ejercen el vapor y el cristal.

De hecho, Markov [13] nos dice que podemos dividir al cristal en un
conjunto de pirdmides con un vértice en comun, el punto de Wulff. Si le
asignamos una altura h; a cada una de estas pirdmides, ver (2.2), encon-
tramos que la razén entre la energia especifica superficial y la altura de la
pirdmide es constante

Z—z = const . (2.26)

La relacién (2.26) expresa el teorema de disposicién de equilibrio de las caras
de un cristal de Wulff y es conocida como la relacién Wulff-Kaischew.
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Punto de
Wulff

Figura 2.2: En la figura se muestra la forma en la que el volumen del cristal
es fraccionado por medio de pirdmides construidas en las caras A; y cuyos
apices convergen en el punto de Wulff, h; representa la altura de la i-ésima
pirdmide.

La constante de proporcionalidad se determina por la diferencia de pre-
sién entre ambas fases. El papel importante de la supersaturacién en este
problema es que determina la escala o el tamafio del cristal, y es muy pare-
cido a la ecuacién de Gibbs-Thomson, (2.24), o de Laplace (2.23).

Si hacemos ciertas consideraciones sobre la forma de equilibrio, pero
ahora con dos especies distintas, o més bien con la presencia de un sustrato,
también es posible determinar la relacion Wulff-Kaischew, (2.26).

2.3. Anisotropia.

Analicemos la forma de equilibrio del cristal debido a la anisotropia del
medio. Para hacerlo se recurre a la fomula de Herring. Recordemos que en
el caso anterior la energia libre de Helmholtz, F', se minimiza, mientras que
el volumen, V', se mantiene constante.

Considerando el caso bidimensional? se cambia la energfa especifica su-
perficial, o(#), por una energia por unidad de longitud de contorno, x. Esto
quiere decir que estamos cambiando el problema de tres dimensiones a dos
dimensiones, le restamos un grado de libertad al crecimiento del cristal. En
este caso es importante senalar que el area es constante y la energia de
contorno del cristal bidimensional, ®, se minimizara.

2En la siguiente seccién se analiza méas de cerca el problema para la supersaturacién
de un cristal en tres dimensiones.
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La energia especifica total de contorno se define como

o = /L K(0)dl , (2.27)

donde 6 es la variable que utilizaremos como parmametro para hacer la
integracién a través de todo el contorno del cristal bidimensional. El angulo
f da una medida de la curvatura del contorno. Es importante senalar que
el tipo de curvas que se pueden parametrizar utilizando el dngulo tienen
que ser suaves y sencillas, estamos pensando en elipsoides, ya que es posible
determinar, para un mismo angulo, diferentes puntos en el cristal, si tiene
una forma complicada. Se debe tomar en cuenta que el area superficial se
mantenga constante y la energia de contorno se minimice.

Como @ esta definida por una integral que en realidad es una funcional,
se debe cumplir que

b
F= / F(z,y,y,y")dx = min. (2.28)

La razén para que exista 3’ es que estamos pensando en el radio de curvatu-
ra. Ahora bien, la ecuacién de Euler Lagrange correspondiente al funcional

(2.28) es
OF 0 (OF o0* [ OF
ay‘ax<ay)+axz<ay> =0. (2.29)

Entonces la forma de equilibrio de un cristal estd dada por una ecuacién de
segundo orden, que en general puede ser no lineal dependiendo de la funcio-
nal, y su solucién nos da una regla para construir esta forma de equilibrio.

De manera similar a la ecuacion (2.24), la supersaturacién se asocia con
la energfa especifica de contorno como [13]

Gc d?x
ap= (xw) ; d9> , (2.30)

donde a, es el drea de cada particula, R es el radio de curvatura del cristal
y X(0) es la energia especifica de contorno.
En el caso de un cristal tridimensional, la supersaturacion tiene la forma

v d*c v d’o
Ap=—"0)+ -5 ) +-(0(0)+— |, 2.31

a R1<(1) a2 ) " 70T g (2:31)
donde R; y Ry son los respectivos radios de curvatura para los parametros
01 y 62, mientras que o es la energia especifica superficial. La ecuacién (2.31)
es la llamada férmula de Herring y en la siguiente seccién la obtendremos
paso a paso.
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2.4. Parametrizacion.

En esta seccion se analiza la formula de Herring para la supersaturaciéon
en un cristal de tres dimensiones. La idea general es reducir el problema
de tres dimensiones a dos problemas de dos dimensiones acoplados. Esta
reduccién se realiza de la manera siguiente.

En la figura (2.3a) se toma un punto de referencia O dentro del cristal
que serd el origen de nuestro sistema de coordenadas cartesiano. Escogemos
un punto M en la superficie S del cristal y tomamos la distancia OM a la
que llamaremos r. Por M se hace pasar un plano tangente 7'.

N9

A\

(%]

(a) (b)

Figura 2.3: (a) En esta figura se muestra el origen del sistema de coordenadas
O y el punto M por el que pasa el plano T tangente a la superficie S. La
distancia entre los puntos O y M se llama r. (b) P; y P, son dos planos
ortogonales que contienen dos direcciones caracteristicas del cristal [ y lo.

Una vez definida la figura (2.3a) tomamos dos planos ortogonales P; y
P, entre si y a su vez ortogonales a T' como se observa en la figura (2.3b).
Estos planos contienen dos direcciones caracteristicas del cristal 1 y l2 a pa-
rametrizar. De una manera mas simple imaginemos que el cristal es como un
balén de futbol americano, si cortamos el balén con dos planos ortogonales
se tiene por un lado una elipse (2.4a) y por otro lado un circulo. Centremos
nuestra atencién en la elipse, es decir, la figura (2.4). Tomemos un punto
N en el plano T y tracemos una linea que va desde O a N que llamaremos
n, como se muestra en la figura (2.4a) y es un poco més claro en la figura
(2.4b).
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(a) Corte longitudinal del cristal, obtenemos
una elipse.

X

(b) Plano donde identificamos los puntos den-
tro y fuera del cristal, N y M. [; es la super-
ficie del cristal

Figura 2.4: En esta figura se encuentran los puntos N y M que serviran para
determinar el angulo 6.

Desde el punto de vista termodinamico, lo que nos importa conocer de
la superficie es la energia libre ® necesaria para formar el cristal. Como se
menciono en la seccién anterior, la energia libre de Helmholtz, en este caso
se define como

donde k = k(0) es la energia por unidad de longitud de contorno. Mientras
que la superficie asociada a este contorno se define como

S; = / ds (2.33)
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La idea ahora es parametrizar el contorno y asi expresar S; y [; en térmi-
nos de un sélo pardmetro. En este caso el pardmetro natural para hacerlo es
el angulo 6. Para esto definimos dos funciones que dependen de 6, x = ()
y z = z(0), que son puntos que no estan en el cristal sino que se encuentran
en la interseccién del plano tangente y la normal. Por definiciéon podemos
parametrizar I y S7 como sigue [4]

dly = (2 + 2240, (2.34)
1
ds; = 5(3}2' — z2)do, (2.35)

donde 2’ = %2 v 2/ = %% con 0 en el intervalo [0, 2r].

z
Usando (2.34) y (2.35) tenemos que (2.32) y (2.33) las podemos escribir
como

2w
®; = / do k(0) (2 + 212, (2.36)
0
2m 1
Si = /0 do 5(3:2/ —z27). (2.37)

De la figura (2.2) sabemos que,

x =ncos(f), (2.38)
z = nsen(0), (2.39)
entonces
x* = zncos(f), (2.40)
2% = znsen(f). (2.41)

Ademds, si usamos el teorema de Pitdgoras,
2% + 22 = zncos(h) + znsen(f) = n?. (2.42)
Por lo tanto, encontramos que la magnitud de la normal n estd dada por,
n = xcos(f) + zsen(f). (2.43)

Ahora veamos cémo es la primera derivada de la normal respecto al
parametro 6,

dn  dxcos(0) N dzsen(0)

o~ db do (2.44)
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Si consideramos que el cambio que tienen la direccién x y 2z con respecto del
angulo es muy pequeno, es decir, que ' = 2z’ = 0, entonces

dn . v sen(0) — = cos(0). (2.45)
do

O bien,
n' ~ xsen(f) — zcos() . (2.46)

Si tomamos las ecuaciones (2.43) y (2.46) y las invertimos de tal forma
que x v z estén en términos de n y n’ tenemos?,

x =ncos() — n'sen(h), (2.47)
z = nsen(f) + n' cos(h). (2.48)

La derivada de x y z con respecto de 6 es,

2 = —sen(@)(n+n"), (2.49)
2" = cos(f)(n+n"). (2.50)

Ahora, si usamos las ecuaciones (2.49) y (2.50) en (2.36) y (2.37), se
tiene que

27
o, = / df k() (n+n"), (2.51)
0
1 2
S; = 2/ df n(n+n"). (2.52)
0

En equilibrio la energfa libre ® debe ser minima manteniendo la superficie
S constante. De este modo sabemos que,

2
B, — / 40 k(0) (n + n") = min, (2.53)
0
1 2m
S; = 2/ df n(n+n") = const. (2.54)
0

Puesto que ®; es un funcional, para minimizarla podemos usar el método
de los multiplicadores de Lagrange.

3Recordemos que n’ = ‘;—g y por tanto n” = <3
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Ya que ambas integrales estdn en el mismo dominio tomando la ecua-
cién (2.54) y multiplicandola por un escalar arbitrario A, se puede sumar el
resultado a la ecuacion (2.53), de tal manera que

2m 1
/ df k(0) (n+n") — 5)\”(” +n") = min. (2.55)
0

Llamemos §(0,n,n/,n") al integrando de (2.55). Claramente, en el domi-
nio [0, 27], F(6,n,n’,n") es continua, asi como lo son también sus derivadas,
de tal manera que cumplen con el teorema de célculo variacional de Euler,
por lo que se puede usar la ecuacién de Euler [9].

La ecuacién de Euler para §(6,n,n’,n”) queda finalmente,

d*k(6)
do?

Sea £ = £(#) una funcién tal que £ = k(0) — An. Entonces se tiene que,
£(0) satisface la ecuacién del oscilador arménico lineal

d*¢(0)
d6?

La ecuacién (2.57) es una ecuacién diferencial lineal, ordinaria, de se-
gundo orden con una exponencial imaginaria como solucién. Entonces

k(0) —AXn+n")=0. (2.56)

+£(0)=0. (2.57)

£(0) = Aexp(if) = k(0) — An. (2.58)
Por lo tanto, si se despeja n de la ecuacion (2.58) se tiene,

k(0) — Aexp(if
n = 50) p(if) (2.59)
A
El término exponencial podemos reescribirlo para que sea una funcion se-
noidal que depende del pardmetro 8 més una fase ¢, por tanto la ecuacién

(2.59) se reescribe como

k(0) — Asen(f —
n= (9) 6-¢) . (2.60)
A
El término senoidal es una funcién periédica de periodo 27. Sin embargo,
para cada cristal hay una simetria especifica y por lo tanto, un periodo
diferente. Para eliminar tal restriccién, se toma la aproximacién A = 0 [13],

de tal manera que,

n=>2 (2.61)
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En (2.61), n es adimensional. Como k() es una energia por unidad de
longitud y mol entonces A representa una energia caracteristica por unidad
de longitud y mol. Para los cristales dicha energia estd asociada con la
supersaturacion Ay y el drea de cada cada particula. Esto implica que

Ap

~ 2.62
A 2 (262)
por lo tanto
k(6)ac
= 2.
n(0) (2.63)

La anterior ecuacion (2.63), es el teorema de Gibbs-Curie-Wulff para cristales
de dos dimensiones.
A partir de la ecuacién (2.56) se tiene que,

K + fi”
A
Por otro lado, teniendo en cuenta la definicién del radio de curvatura [11]

y (z/Q + 2/2)3/2

2l o — !

n
n+n =

(2.64)

n+n =R, (2.65)

y usando (2.63), (2.64) y (2.65), se tiene finalmente que,
a
Ap; = ﬁf [ki(6;) + K7 (65)] - (2.66)
(2
El subindice ¢ = 1,2 denota el plano P; en el que estamos trabajando.

Si bien hasta ahora se ha considerado que la energfa especifica k; es sélo
de contorno, en el caso de tres dimensiones se piensa en sumar dos energias
libres @1 y ®5 una en cada direccién, formando asi una energia libre para
todo el cristal F' = &1 4+ ®5, pero que ahora depende de la energia especifica
de superficie 0;(6;). Esto también requiere de un cambio en el multiplicador
de Lagrange ), ya que ahora las dimensiones son de volumen.

El hacer F' = &, + ®, quiere decir que la supersaturacion total del cristal
depende de la suma de la supersaturaciéon en ambas direcciones, es decir,

Ap = Apg + Apg . (2.67)

Esto significa que se cuentan los dtomos del cristal en ambas direcciones.

Usando (2.66) en (2.67), se tiene finalmente que,
Ve Ve
Ap = R, [01(601) + o (61)] + Ry [02(62) + 05 (62)] (2.68)

la cual es conocida como la férmula de Herring [13].






Capitulo 3

Nucleacion

3.1. Fundamentos de Nucleacion.

En el capitulo anterior estudiamos la forma de equilibrio de las estruc-
turas cristalinas mediante la férmula de supersaturaciéon de Herring y vimos
que cuando un cristal alcanza su forma de equilibrio se garantiza que se ha
realizado el minimo trabajo en su formacién.

En esta seccién vamos a examinar la formacién de nuevas fases a partir
de fases mds grandes y voluminosas.

La gestacion de nuevas fases requiere de la aparicién de cumulos de
particulas (agregados) con caracteristicas de presién o de potencial quimico
similares entre ellos. En los sistemas compuestos por mas de dos fases la
densidad p juega un papel muy importante ya que nos da una medida de la
distribucién de una especie o fase determinada en el volumen de particulas.
El sistema puede estar compuesto por muchas sustancias y muchas fases en
las que las fluctuaciones de la densidad son importantes, como por ejemplo
la atmosfera terrestre o el interior de una célula. Aun si consideramos un
sistema molecular homogéneo, éste siempre va a estar sujeto a pequenas
fluctuaciones de la densidad. Son estas fluctuaciones las que originan la
formacion de agregados de sustancia en las nuevas fases.

El equilibrio entre fases se alcanza una vez que Ap = o — pg = 0.
En otras palabras, si tenemos una fase inicial a y una fase final 8, p, =
pp. Cuando o es estable la supersaturacion es negativa, es decir, p, <
pg y las fluctuaciones de la densidad son muy pequenas y por tanto poco
apreciables. Sin embargo, en el momento en que la supersaturacion aumenta
hasta hacerse positiva, o > pg, la tendencia de las fluctuaciones en la
densidad es crecer hasta que se alcance un valor critico en la supersaturacion.

23
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Una vez alcanzado dicho valor critico es cuando tiene lugar la formacién del
ntcleo de la fase nueva.

3.1.1. Ritmo de nucleacién.

Imaginemos un recipiente cerrado lleno de vapor en el que vamos a es-
tudiar el ritmo de formacién de nticleos de liquido (gotas) en un intervalo
de tiempo dado. Es importante mencionar que a lo largo del texto usaremos
ritmo para referirnos a la tasa de cambio o la tasa de formacién de ntcleos.
Ahora bien, el recipiente tiene un volumen V' y el vapor supersaturado una
presién P y una temperatura 7. El ntimero total de dtomos en el sistema
los denotaremos por N. El ntimero de nicleos que se forman dentro de la
caja es una cantidad aleatoria, por lo que si repetimos el mismo experimento
muchas veces no siempre observaremos la misma cantidad de nicleos. Por
ello el nimero de nicleos es una cantidad aleatoria. Sin embargo, los valo-
res promedio pueden ser calculados y estan sujetos a la teoria cinética de
nucleacién [13]. El ritmo de nucleacién es el nimero promedio de ntcleos
formados por unidad de tiempo y volumen.

Para el calculo del ritmo de nucleacién, de acuerdo con la teoria clasica
de Becker y Doring [13], es necesario hacer las siguientes suposiciones:

1. Al momento de pegado, los agregados onservan una forma geométrica
constante y estable que coincide con la forma de equilibrio, asegurando
que se gaste la minima energia en el proceso.

2. En el sistema la supersaturacién Apu es constante. Para asegurar este
punto debemos considerar que los agregados que contengan N atomos
no existen en el sistema y en su lugar son reemplazados por un nimero
equivalente de atomos aislados.

3. La nucleacién consiste en una serie de reacciones bimoleculares del
tipo
wg
Ao +A1 & Agqr, (3.1)
UJE
a+1
donde wS y wZ, | son los ritmos a los que ocurre la reaccién a-ésima
en ambas direcciones. La C indica condensacién y la E evaporacién.

A los agregados de « 4tomos que se encuentran en el sistema los llamaremos
agregados de clase a. Segun el esquema de reacciones bimoleculares no se
pegan agregados de clases distintas, es decir, uno de clase k y uno de clase



3.1. Fundamentos de Nucleacion. 25

[, sino que el crecimiento de los agregados se hace particula por particula.
Este hecho indica que los agregados de clase a provienen del decaimiento de
agregados de clase o+ 1 o del crecimiento de agregados de clase aw — 1. Por
lo que es necesario el conocimiento de la concentracién Z, = Z,(t) de los
agregados de clase a en un intervalo de tiempo.

En el siguiente apartado, deduciremos las ecuaciones del sistema Bec-
ker/Déring a partir del esquema de reacciones bimoleculares utilizando la
cinética quimica.

3.1.2. Deduccién termoquimica de las ecuaciones del sistema
Becker /Déring.

El esquema de reacciones bimoleculares propuesto por Becker y Doring
para el agregado de « particulas estd dado por (3.1)

wC
“o
Ay +41 = Aa+1 .
wE
a+1
Analicemos la forma en la que un agregado de clase « crece a uno de
clase a + 1 o decae a uno de clase o — 1. Las reacciones bimoleculares que
modelan este proceso estan dadas por

wC w¢
Y a—1
Aa + Al = Aole Yy Aafl + Al = Aa .
wE wE
a+1 @

La cinética de las reacciones quimicas se obtiene a partir de la regla
general para reacciones quimicas dada por [16]

dz k T T ,
Voo Voo
dTa = (Vho = Vpa) |wy [[ 2" —w_ ] Za™| (3.2)
p=1 a=1 a=1
donde p = 1,--- Kk es el nimero de reacciones quimicas, o = 1,---,r

es el nimero de reactivos (especies) disponibles, v, es el coeficiente es-
tequiométrico de los reactivos de la especie « en la reaccién p, u;a es el
coeficiente estequiométrico de los productos de la especie « en la reaccién
p, y K4, K_ son los ritmos de reaccion. Escribimos la evolucion temporal

de la concentracién de A, como

d[Ad]
dt

= wys1[Aar] — wS [Aal[A1] — Wi [Aa] + wili[Aa][Ad],  (3.3)
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donde definimos los ritmos de formaciéon de agregados de clase a y a — 1
como

wh =wlAy], (3.4)

y

wlh | = wl [A1]. (3.5)
Las ecuaciones (3.4) y (3.5) muestran la relacién que hay entre los ritmos
de reaccion y los de formacion de agregados. Esto indica que en el sistema
se estd llevando a cabo el proceso de formacion de niicleos mediante una
reaccion quimica. Los ritmos de formacion para el decaimiento de agregados
de orden superior w, y w, | son iguales a los ritmos de evaporacion, esto
es

_ E
=wy, ,

— _ F
Woi1 = Wagl -

We

En funcién de los ritmos de formacién reescribimos (3.3) como

d[ﬁa] = Was1[Aat1] —wo[Aa] —wiAa] +woi[Aar]. (36)

En la siguiente seccion se reformula y discute a detalle la relacién dada por
(3.6) .

En el esquema Becker/Doring se supone que los ritmos de formacién de
agregados [6] estdn dados por

B [A1](t) | kT
wh = 4mr? V;(t) s (3.7)

donde 7, es el radio del agregado de tamano ay Vi (t) es el volumen de la fase
gaseosa que dependende del tiempo en un proceso no estacionario a presién
P y temperatura T constantes. Este resultado se encuentra utilizando la
teoria cinética de gases y muestra el niimero de particulas en estado gaseoso
a temperatura T que se agregan por segundo en una superficie de drea 4772
y de masa m.

Aunque Z = Z;(t) = [A1](t) y Vv = Vi/(t) son funciones del tiempo,
la razén entre ellos, Zi(t)/Vy(t), es independiente del tiempo ya que la
ecuacién de estado para un gas ideal puede escribirse como [6]

_ 4
Vi (t)
Concluimos que w} depende de una densidad volumétrica que involucra a

Z1(t) esté relacionada al volumen del gas y no al volumen total del recipiente
que lo contiene.

P

kT . (3.8)
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3.1.3. Nucleacion.

Imaginemos que se tiene un agregado de clase a. En la figura (3.1) se
tiene un esquema de cudles son los ritmos de formacién w que intervienen
en el cambio de la concentracién Z,, entre los puntos (a) y (b).

(a) (b)

Zn-1 Ly Zn+1

anl : \Wh

S
=

Wr_1 : : Wn;-l

Figura 3.1: Esquema de los ritmos wg ydb=n—1nn+1yj=+4,— que

intervienen en el cambio de Z,, entre los puntos (a) y (b).

En el punto (a) de la figura (3.1) se observa que el flujo neto de agregados
de clase «, J,, estd dado por

Jo(t) =wl [ Za—1 —wy Zs . (3.9)
Mientras que el flujo neto de agregados en (b) estd dado por
Ja1(t) = wl Zo — w1 Zag - (3.10)

Las relaciones (3.9) y (3.10) no son mas que las velocidades de reaccién que
aparecen en la relacién (3.6), por lo tanto, se escribe el cambio total de Z,
por unidad de tiempo como la diferencia del flujo entrante y el flujo saliente,
es decir

dZa(t)
= Ju(t) — Jas1(t). (3.11)
dt
'Notemos que w = wf es el ritmo en el que ocurre la i-ésima reaccién, en la figura
i =n-—1,nn+1y j = +,—. En la imagen utilizamos n para denotar el tipo del

agregado, en el resto del texto utilizaremos el subindice .
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En el estado estacionario dZC;;(t) = 0, lo cual implica que

Jo = Ja(t) = Jag1 (1), (3.12)

donde Jy denota la formacién de agregados de cualquier clase en el estado
estacionario. Entonces se tienen N — 1 ecuaciones para Jy, que son

JO = wal — w2_Z2 y (313)

J() = w;ZQ — wg_Zg y (3.14)

J() = w;_Z3 — w4_Z4 N (3.15)
Jo=wlZo —wy 1 Zas1 (3.16)
Jo=wl_1Zn-1—wyZN. (3.17)

Debido a que hemos supuesto que la supersaturaciéon es constante y no
se permite que existan agregados que contengan el niimero total de dtomos,
se tiene que Zn = 0 [13]. Reescribimos entonces la ecuacién (3.17) como

— .t
J[) == wN_IZN,1 .

Trabajemos ahora con los flujos estacionarios para agregados de clase a.
Multiplicando (3.13) por 1/w; se tiene

1 Weo
—Jo="21— ?ZQ.

w; w

Si multiplicamos (3.14) por wy /w; w; obtenemos

Si hacemos lo propio para todas las demas N — 1 ecuaciones, de tal forma
que multipliquemos la n-ésima ecuacién por

w2 cee

obtendremos asi

Wa * W Wa * W
2 a 2 a+1
Lo —

.. w
Jo = Z
+ T + + T + +, ¥ +  “otl:
Wy Wy +r Wa Wy Wy * Wa 1 Wy Wy +rWat
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Si sumamos las N — 1 ecuaciones y reagrupamos los términos que contienen
a Joy, teniendo en cuenta que Zn = 0, se tiene

1 Wo Wh * W Wo * o Wnr
42 L *2 e 0, T2 TN—L |
JO w++w+w++ +w+w+~--w++ +w+w+--~w+ _ZI.

1 12 12 (¢4 12 N—-1

Notemos que podemos reescribir los términos entre paréntesis condensando
la notacion con ayuda de los operadores de suma y multiplicacion como sigue

1wy Wy W Wy " W Hk 2‘%
o wpuy “'*mm...m*”'*m—** |
1 1 %2 1 %2 a 1 %2 N-1 n=2 k 1w

De tal forma que el flujo estacionario Jy como funcién de los ritmos w, y
w7l se reescribe como

Jo =21
=1%

N W -1
+ )y =ik ’i] . (3.18)
n=2 k

La ecuacién (3.18) es la expresién general del ritmo de nucleacion del estado
estacionario.

Ahora analicemos el caso en el que J, = 0. Este es el caso del estado de
equilibrio. Usando ésta condicién sobre la ecuacién (3.9) se sigue que

wh 74 =w,Z (3.19)

a“a )

donde Zg! denota la concentracién de equilibrio de los agregados de clase o
en la ausencia de flujo [13]. Reescribiendo la ecuacién (3.19) se tiene

+ eq

Wy_1 Za

Zaml , 3.20
Wor Ze ( )

relacién que es conocida como la ecuacién de balance detallado [5].
Si multiplicamos todas las razones entre los ritmos de reaccién y por lo
tanto las concentraciones de equilibrio desde que k = 2 hasta a tenemos

e e e e n +
Ze8 7z oz 7 e

= B -1 (3.21)
Z0 27z Z L
que a su vez se puede reescribir como
A nowt
o _ limiwn (3.22)

eq n —
Z [Tk Wy,
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Sustituyendo esta tltima relacion en la ecuacién para el ritmo de nucleacién
del estado estacionario (3.18) obtenemos finalmente

1 Wz
Jo=2, | —+ 1 3.23
0 1 wfr nz::z qu ( )

La expresion (3.23) es muy interesante ya que nos dice que podemos en-
contrar el flujo de formacién de agregados en el estado estacionario a partir
de la concentracion inicial de las moléculas de vapor dado el ritmo de la
primera reaccién bimolecular.

Los ritmos de las reacciones bimoleculares w,, indican cémo se estd for-
mando el agregado de clase a. Lo que fisicamente se tiene son particulas
adhiriéndose una a una al agregado. Si analizamos el problema desde el
punto de vista de la fisica clédsica, lo que ocurren son colisiones entre los
agregados y las particulas que los rodean.

Los ritmos de formacion de agregados de clase « a partir de agregados de
clase a—1 son proporcionales al niimero de colisiones N, entre los agregados
y las particulas a su alrededor. Es decir, para el caso de crecimiento del
agregado

wl o< N,. (3.24)

Para el decaimiento de agregados tambien se cumple una relacién similar
dada por
w, X Ng, (3.25)

donde denotamos por Ny al niimero de colisiones que originan el decaimiento.
Un resultado importante de la fisica estadistica es el conteo del nimero

total de colisiones N. que ocurren por unidad de area y a una presion P

entre particulas de masa m y el agregado. Este nimero estd dado por [12]

k-
(2rmkT)1/2”’

c =

donde T es la temperatura del sistema y k es la constante de Boltzmann.
Para el decaimiento de agregados se tiene que

P, _
(2rmkT)1/2’

P, es el equivalente de la presién interna de una gota.

La constante de proporcionalidad para las relaciones (3.24) y (3.25) es
el area donde ocurren las colisiones. En el caso del crecimiento de agregados
se denota por S,_1 al drea de colisién.
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Intuitivamente uno pensaria que los ritmos de formacién de agregados de
clase @ — 1 a partir de agregados de clase a deberian tomar como constante
de proporcionalidad a la superfice S, pero el hecho es que mientras que el
agregado de clase a pierde una particula su superficie se encoge, por lo que
se considera a S,_1 como la constante de proporcionalidad adecuada para
este proceso.

Sustituyendo las relaciones anteriores para N. y Ny en las ecuaciones
(3.24) y (3.25) y tomando en cuentas el factor de proporcionalidad S,_1,
obtenemos

P
+
_ Py
wa = Wsafl . (327)
Notemos que la razén entre los ritmos w, y wof_l esta dada por
Wy P,
=—. 3.28
W1 P ( )

En la secciéon anterior se encontrd la relacién para la supersaturacion de
Thomson-Gibbs que lleva a una relacién para las presiones del agregado P,
y el medio P,. Suponiendo que el medio es infinitamente grande, tenemos
entonces que

20,
P. =Py , 2
exp < T > (3.29)

donde r es el radio del agregado. A T' = 20v,/kT se le llama constante de
Thomson-Gibbs, donde v, es el volumen molar del agregado.

Por lo tanto reescribimos la relacién (3.28) tomando 7, como el radio
del agregado de clase a y r* el radio del agregado critico a — 1,

wy 200, (1 1 )]
=ex — - — . 3.30
wh g P [ kT (ra r* (3.30)

Reemplazando los radios 7, y 7* por el niimero de d&tomos n = 4mr3/3v,, del
agregado de clase o y n* el niimero critico de 4tomos? se tiene finalmente

20 [ 4mv? V3 1 331
i\ s ) \wrE s )| (331

2Nos referimos al ndmero suficiente de 4tomos para formar completamente un nicleo.
En realidad el agregado puede tener mas dtomos pero n* es el nimero minimo necesario
para que sea estable.

w
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Utilizando esta relacion en la ecuacién (3.21) se obtiene

- _ 1/3 n
Wy - _ 20 4o} 1
wi w0 PN T < 3 ) nZ::l <n/1/3 nx1/3 )| (3.32)

Si aproximamos la suma Y ., _; por la integral tenemos

2 4 2\ 1/3 2/3
Do U Ma _ exp |2 ( m’a) ) (3.33)
wy o wl g kT 3 2 n*1/3

Simplificando la relaciéon anterior se tiene finalmente que

Wy Wy . o (4mv? 1/3 <3n2/3 5 > (3.34)
=exp |— - : -
Wi Wy oz 3 i/

3.1.4. Nucleacién homogénea.

Analicemos la termodinamica del problema. El recipiente mencionado en
la seccién anterior se encuentra a P y T' constantes por lo que analizaremos
su energia libre de Gibbs G. La energia libre de Gibbs del vapor G, esta dada
por

Gy = Nylly (3.35)

donde n, es el nimero de particulas en estado vapor y u, su potencial
quimico. Por otro lado la energia libre de Gibbs del complejo agregado-vapor
G, se escribe

Ga = (Ny — Na) iy + Nt + 4mwor? . (3.36)

Si tomamos la diferencia de las energias libres AG = G, — G, se tiene
AG = —ngAp + 4mor? (3.37)

donde Ap = pq— 1y €8 la supersaturaciéon del sistema. El nimero de particu-
las en el agregado n, se puede escribir en términos del volumen molecular
del mismo como n, = 47r3/3v,, por lo que la ecuacién (3.37) se reescribe

como
473

3,
La relacién (3.38) tiene una fuerte dependencia con el radio r, el primer

término de la relaciéon anterior va como el volumen y el segundo término
como la superficie del agregado.

AG = — Ap+4nor?. (3.38)
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La grafica de la energia libre como funcién del radio se puede observar
en la figura (3.2).

Diferencia de energia liore AG(r)

.
Radio (r)

Figura 3.2: Dependencia de la diferencia de la energia libre del agregado con
el radio. En la gréfica se marca el radio maximo r* que la funcién alcanza. Si
el radio del agregado r es menor que r* la tendencia es a colapsar, mientras
que si r > r* la tendencia es de crecimiento.

Si calculamos las primeras dos derivadas de AG(r) para buscar los puntos
criticos se tiene

dA 4
dAGE) _ AT\ o | oy, (3.39)
dr Vg
d*AG(r) 8m

Ahora de la ecuacién (3.39) se tiene que el punto critico estd en

20,
= 3.41
=T (3.41)

y es una cantidad positiva ya que para que el agregado sea estable se necesita
que Ap > 0. Ademas es el médximo de la funcidon pues para que la segunda
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derivada, ecuacién (3.40), sea menor que 0 se necesita que

A
—'ur*—a>0.

Va

La importancia de haber encontrado el radio maximo r* radica en que
ahora sabemos como es la tendencia de crecimiento del agregado. Esto es, si
el radio de un agregado r es menor que el radio critico r* entonces la tenden-
cia del agregado es a colapsar ya que la energia libre AG debe minimizarse.
Sin embargo, cuando r > r* la tendencia del agregado es de crecimiento, ase-
gurando la minimizacién de AG. Si sustituimos (3.41) en (3.38) se obtiene
que el valor maximo de la energia libre de Gibbs es

167 v2o3
AGF = — 2.
3 Ap?

(3.42)

El valor de AG* es la magnitud de la barrera de potencial que se debe
sobrepasar para que ocurra la formacion del agregado.

Para reescribir la relacién (3.38) en términos de AG* y r*, sigamos el
siguiente procedimiento. Primero reescribamos la supersaturacién de (3.41)

en términos de 7" que es
200,

Ap =

,r*
Sustituyendo la expresién anterior en (3.38) se obtiene

3
AG:47TO'<T2—QT ),

3r*

multiplicando por 3r*2/3r*2 se sigue que

r*2 3 5 213
AG_47ra[ . } [T*Q] <7’ - 3r*> |
Reescribiendo 7*2/3 a partir de la definicién (3.41) resulta que
4o%v? 3 5 273
AG = 4ro {BAM} L*Q] <7« - W) |

Simplificando y utilizando (3.42) se obtiene finalmente que

AG(r) = AG* [3 (i>2 — 9 (T)S] . (3.43)

r r*
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Recordemos que el ntimero de atomos « lo podemos escribir en términos del
radio como n = 4713 /3v, por lo que la relacién anterior la podemos escribir

AG(n) = AG" [3 (%)2/3 i (”)] . (3.44)

n n*

El reescribir la energia libre en términos del niimero de particulas a es muy
util ya que es muy natural usar G = G(n) debido a las condiciones del
problema.

3.1.5. Nucleacién homogénea y ritmo de reaccion.

En esta subseccién mostraremos la relacién existente entre los andlisis
realizados en las dos subsecciones anteriores, en particular, encontraremos la
expresion del ritmo de nucleacién en términos de la energia de Gibbs critica.
Para lograr este objetivo revisemos la ecuacién (3.34) dada por

Wy W o [ 4mv? 1/3 n
2 _ a 2/3
= 3 -2 ) .
wi - wl P ( 3 ) ( " n*1/3 ]

Veamos el argumento A’ = A/kT de la exponencial sin tomar en cuenta kT,
es decir fijémonos en A.
Multipliquemos A por n*?/3 /n*2/3,

w23 Am2\ P 9 n
= — a /3 —
A n*2/30 ( 3 ) (3n 2 ) .

*2/3

Como n* = 47r*3 /3v, y a partir de la relacién (3.41) se escribe n**/3 como

/3 _ <327T1)2>2/3 o?
T3

Ap?’

Por lo que podemos reescribir A como

2/3 1/3
e o? (32mv? / 4rv? A [3712/3 o " } '
AMQ 3 3 n*2/3 n*1/3

Simplificando se tiene que

(b )
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Si comparamos el anterior resultado con la ecuacién (3.44) y se reescribe la
ecuacién (3.34) se tiene finalmente que

Tt —exp{kT] . (3.45)

El resultado anterior es muy interesante ya que nos dice que la distribu-
cién de los ritmos de reaccién en la nucleacién tiene dependencia exponencial
y que esta relacionada al cambio en la energia libre de Gibbs. La relacién
(3.45) en cinética quimica es llamada la exponencial de Arrhenius e indi-
ca la dependencia del ritmo de la reaccién quimica con la temperatura 7.
Nosotros llamaremos a este resultado el ritmo de nucleacién normalizado.

Normalmente se escribe el ritmo de nucleacién, J, de tal forma que
AG} . (3.46)

J = €exXp |:kj—'

El ritmo de nucleacién normalizado en el estado estacionario, para la ecua-
ci6én (3.45), depende tnicamente de la energfa libre de Gibbs critica como

AG*

Jo = exp [—kT] . (3.47)

Esta ultima relacién es muy importante y la usaremos en el capitulo 4.

3.2. Sobre la teoria de Becker y Doring.

En 1935 Becker y Doring calcularon el ritmo de nucleacién de gotas de
liquido en vapor para un proceso estacionario. Estableciendo asi el proceso
Becker/Déring, donde las gotas de liquido crecen o se colapsan exclusiva-
mente por evaporizacién y condensacién de a&tomos individuales o moléculas.
En la seccién anterior, estudiamos el proceso Becker/Déring, y llegamos a
la relacion de Arrhenius para el ritmo de las reacciones bimoleculares que se
llevan a cabo en la nucleacién. En esta seccion estudiaremos con detalle la
teorfa de nucleacién Becker/Doring, haciendo incapié en las razones fisicas
que dictan el proceso de nucleacién.

Recordemos que en el sistema propuesto N es el nimero total de atomos.
Presentamos anteriormente que una suposicion fuerte es la no existencia de
agregados con N atomos. Segin el articulo de Dreyer y Duderstadt [6],
esta suposicién es un tanto artificial pero medular para resolver problemas
de convergencia de sumas infinitas y asi facilitar la solucién numérica del
problema.
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De esta suposicion se obtienen dos relaciones importantes
wi =0y Z(t,N)=0, (3.48)

donde wy; es el ritmo de condensacién del agregado con N dtomos y Z(t, N)
nos dice cual es el niimero de precipitados con N adtomos a cualquier tiempo.
Denotamos por wj(, el proceso de condensaciéon y wy el de evaporizacién. Es-
cribimos Z(t, ) para denotar explicitamente la concentracién del agregado
que contiene « particulas. En esta nueva notacion el sistema Becker/Doring
se escribe como sigue

dz(t
((ﬁ’a) =wl [ Zt,a—1)—w, Z(t,a)
—wiZ(t,a) +wy  Z(ta+1), (3.49)

paraa=2,---,N.

La formulacién de relaciones constitutivas que sean acordes a la segunda
ley de la termodindmica es un problema sutil. El no hacer este tratamiento
correctamente lleva a una violacién de la misma [6]. Becker y Doring rea-
lizaron el analisis de la nucleaciéon en 1935, mucho antes de que S. R. de
Groot et al. [5] desarrollaran, utlizando las ideas de Onsager en los afios 30
y de Prigogine en los 40, un estudio formal de la teoria de Termodinamica
Irreversible Lineal (TIL), que ocurrié alrededor de los anos 50. Sin embargo,
el trabajo realizado por Becker y Doring es consistente con la TIL. Trabajos
posteriores realizados por J. M. Ball, J. Carr y O. Penrose retoman el traba-
jo de Becker y Déring, desarrollando herramientas mateméaticas muy fuertes
como la funcién de Lyapunov, pero que no son completamente consistentes
con la TIL [6].

De acuerdo al trabajo hecho por Dreyer y Duderstadt [6], para hacer
un analisis termodindmicamente correcto es necesario definir una energia
libre A llamada disponibilidad (availability). La definicién de A estd dada
en términos de la energia interna F, la presién externa pg y la temperatura
del sistema Ty como

A=E—TyS + poV . (3.50)

Esta nueva funcién termodinamica es muy parecida a la energia libre de
Gibbs. Ademds A = A(t), por lo que tiene sentido escribir la derivada de A
respecto de t, que por segunda ley de la termodinamica debe ser

dA<

— <0. 3.51
dt — ( )
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La relacion anterior (3.51) es consistente con la idea central de la TIL que
es que la produccion de entropié sea siempre positiva

c>0. (3.52)

En el siguiente capitulo indagaremos en el significado de la expresion dada
por (3.52) y estudiaremos los conceptos bésicos de la TIL.

3.2.1. Disponibilidad en un sistema de muchos agregados.

Sea A, la energia libre disponible de un sistema que contiene un sélo
agregado con « moléculas y fijemos la disponibilidad para un sistema de una
sola gota con una sola molécula A; = 0. Se escribe la energia libre disponible
de un sistema de muchos agregados como

& N Z(t, @)
A= ; Z(t,0)Aa + kT; Z(t,a)In < N0 ) , (3.53)
donde
N
Np(t) =) Z(t,a). (3.54)
a=1

La funcién Np(t) da el nimero total de agregados en el sistema a cualquier
tiempo ¢, es decir, la concentracion de agregados [6]. La primera contribucién
es debida a la suma de las energias libres disponibles de sistemas de un solo
agregado, y el segundo término indica la entropia de mezclado de un sistema
que consiste en IN especies quimicas diferentes.

La forma final de A, estda dada por el sistema que estemos analizando.
Por ejemplo, en el sistema de formacién de solidos en liquidos en el que hay
una interface, A, estd dada por

Aa = No(m3gs —migs) +almggy —mags) +wp (3.55)

[’

donde m? es la masa atémica media de los subsistemas en estddo sélido, mg

es la masa atémica media de los substistemas puramente sélidos y g%, gg
denotan las energias libres de Gibbs especificas; S denota sélido, L liquido
e I la interface. La funcién w! se refiere a los esfuerzos de los que es objeto
la interface y esta dada por

(3.56)
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que es valido para toda a > 2. Aqui o es la tensién superficial y a7<42r>
parte sin traza del tensor de esfuerzos en r = r,.

Los procesos termodinamicos aqui presentados son debidos a 4 procesos
fundamentales. Se deben a reacciones quimicas que determinan la transfor-
macién de la materia en el sistema y ademads estan involucrados procesos
de difusién, procesos que determinan el movimiento de las interfaces y final-
mente procesos mecanicos, que determinan las componentes del tensor de
esfuerzos, la presién del liquido y las densidades molares de las sustancias
involucradas [6]. En procesos a altas temperaturas es razonable asumir que
se establece en el sistema, equilibrio entre los procesos de reaccién y difusion,
por lo que la dindmica del sistema involucra exclusivamente al movimiento
de la interfase. Si quisieramos considerar un sistema a bajas temperaturas,
de tal forma que no exista un equilibrio de reaccién difusién, es necesario
agregar a la expresién (3.55) los términos adecuados.

es la






Capitulo 4

Termodinamica Irreversible
Lineal.

Hemos mencionado antes la importancia que tiene en nuestro analisis el
estudio de la Termodindmica Irreversible Lineal (TIL), por lo que en esta
seccion presentaremos los conceptos bésicos de la TIL y dirigiremos nuestro
estudio a encontrar las ecuaciones de reaccién difusion. Para esto debemos
empezar por definir qué es un proceso irreversible.

Cuando un sistema macroscopico es llevado fuera de equilibrio termo-
dindmico debido a una perturbacién externa o a una fluctuacién interna,
aparecen en él mecanismos que tienden a llevarlo de regreso al equilibrio.
Para que el equilibrio se alcance es necesario esperar a que pase cierto tiempo
de relajacién 7, que depende de la naturaleza del sistema y del tipo de per-
turbacion del que fue objeto. Si esperamos un tiempo suficientemente largo,
t >> 7, el sistema llega a un estado en el que las variables macroscépicas que
lo caracterizan no dependen del tiempo. En el estudio de la termodinamica
de equilibrio, el estado de los sistemas se caracteriza por un ntimero pe-
queno de variables, llamadas variables de estado. Las variables de estado
son atributos medibles macroscépicos [16].

A diferencia de la termodinamica de equilibrio, en la termodinamica de
no equilibrio las variables de estado son campos. Lo que esto quiere decir, es
que todas las variables de estado presentan una dependencia con la posicion
7y el tiempo t, asi, decimos que la temperatura es un campo si 7' = T'(7, t).
En este contexto, los potenciales termodindmicos como la energia interna U
o la energia libre de Helmholtz F', que tienen dependencia con el volumen V/,
la temperatura 7', el nimero de particulas N y la entropia .5, tienen ademas
dependencia espacial y temporal.

41
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La TIL, al igual que la termodindmica de equilibrio estd basada en la
ley de conservacion de energia y la segunda ley de la termodindamica. Es la
teoria que da sustento a la descripciéon de procesos de transporte y da un
fundamento tedrico a leyes empiricas como la ley de Fourier, la ley de Ohm
y la ley de Fick, entre otras.

Recordemos que la termodinamica estudia el cambio de la entropia de los
sistemas. Fn general el cambio de entropia puede ser debido al intercambio
de energia, en forma de trabajo o calor, con los alrededores o debido a
procesos internos. El cambio total de entropia esta dado por

dS =d,S + d;S (4.1)

donde d.S representa el intercambio de energia, trabajo y materia con los
alrededores y d;S es el cambio de entropia debido a procesos irreversibles
[14]. La segunda ley de la termodindmica establece que d;S debe ser siempre
creciente, d;S > 0. Mientras que d.S puede ser una cantidad positiva o
negativa, dependiendo de las interacciones del sistema con los alrededores.

Se define el ritmo de produccién de entropia de un sistema G como el
cambio de d;S respecto el tiempo, es decir,

o=

d;S
7 >0. (4.2)
Por tanto, la produccién de entropia de un sistema es siempre no negativa.
La produccién de entropia juega un papel medular en el estudio de la TIL.
La TIL tiene como fundamento la hipdtesis de equilibrio local, que di-
ce que la evolucién del sistema puede ser estudiada si todas las relaciones
termodinamicas, que sirven para describir sistemas en equilibrio, pueden
ser aplicadas para las variables termodindmicas asignadas a un elemento de
volumen [14].

4.1. Leyes de conservacion.

Es importante notar que la primera ley de la termodinamica da pie a
leyes de conservacién. En el contexto de la TIL las cantidades fisicas, como
la masa, el momento, la energia y la entropia, son estudiadas mediante sus
ecuaciones de balance. A continuacién presentaremos un resumen de estas
cuatro leyes. Un analisis detallado del procedimiento matematico necesario
para obtenerlas las podemos encontrar en las referencias [5] y [16].
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4.1.1. Conservacion de la masa.

En un sistema con n componentes el ritmo de cambio de masa del k-ésimo

componente en un volumen V es

d Opy

— dV = | —dV, 4.3

i ), P* L ot (4.3)
donde p; es la densidad de masa por unidad de volumen de la k-ésima
componente, pr es una funcién de la posicion y del tiempo, es decir, pp =
pr(7,t). Ademads py, satisface la relacién

N
pP=>> Pk (4.4)
k=1

En un sistema en el que no ocurren reacciones quimicas, la relacién (4.3)
es igual al flujo de materia del componente k en el volumen V a través de
una superficie S, esto es,

%WV:—/%@w@, (4.5)
v ot s
donde v, = Uk (7, t) es la velocidad de la componente k-ésima en el espacio
al tiempo t, —dS es la diferencial de superficie y esta definida por —ndS
y el signo menos es debido a la forma en que tomamos la normal n a la
superficie.
Usando el teorema de Gauss en (4.5) obtenemos,

Ipr
ot

que es valida para cualquier volumen arbitrario V.
Cuando en el sistema hay reacciones quimicas tenemos que agregar un

término asociado a la produccién de masa de la componente k-ésima en el
volumen V. Esto es

==V (prlr), (4.6)

9k

R
5 = V" (ontie) + > vkiwi (4.7)

i=1

donde R es el nimero de reacciones quimicas, el término ) vg;w; es la pro-
duccién de k en la i-ésima reaccidén, vy; es el coeficiente estequiométrico
respectivo y w; es la velocidad (ritmo) de la reaccién quimica. La relacién
(4.7) es conocida como la ecuacién de continuidad e indica el balance de
masa en un sistema en el que ocurren reacciones quimicas.
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4.1.2. Conservacion de momento.

En el sistema de n componentes necesitamos saber cémo es la relaciéon
entre la aceleracién de los componentes y las fuerzas que actian sobre ellos.
Para ello es necesario hacer un balance de momento. Las fuerzas que actian
sobre los componentes del sistema son escencialmente dos, las fuerzas de
superficie, como los esfuerzos viscosos y las fuerzas de cuerpo, como la gra-
vedad. Un balance de momento tiene el siguiente esquema

Aceleracion = Fuerza de super ficie + Fuerzas de cuerpo . (4.8)
El balance de momento esta dado por

dv

- _V.P F 4.9

k=1

p

donde del lado derecho de la igualdad tenemos la componente de la acele-
racion baricéntrica del sistema y del lado izquierdo P representa las compo-
nentes cartesianas del tensor de presiones, que corresponden a las fuerzas de
superficie, F i es la fuerza por unidad de masa ejercida por un campo externo
sobre la componente k-ésima [16]. En general, P es un tensor con simetria no
definida. Esto depende de la forma de las particulas que constituyen el me-
dio. En la aproximacién de particulas esféricas se puede considerar simétrico

[5].

Balance de energia cinética y potencial.

Dos ecuaciones de balance de energia surgen naturalmente al explorar un
poco més la ecuacién de balance de momento (4.9), la ecuacién de balance
de energia cinética y potencial.

Obtener la ecuacién de balance de energia cinética no es muy dificil. Es
necesario partir de la ecuacién (4.9) y multiplicarla por la velocidad de las
particulas v,. En notacién de indices se escribe

pvaddita = —va(;zﬁPga + prVaFia, (4.10)
donde conviene notar que indices repetidos implican suma y que el término
para las fuerzas va sumado desde que k = 1 hasta n. Posteriormente, después
de realizar el algebra adecuada, expresamos el balance de energia cinética
como

o (1 , 1, | L~ A
~Z |z - _Vv.|Z P. P: Fy-v. 4.11
5 <2,ov> \Y [2pvv+ U:|-|- Vv~|—kg_l,0k k- U (4.11)
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Para deducir la ecuacion de balance de energia potencial es necesario
tomar en cuenta la ecuacién de balance de momento y la conservacion de la
energia potencial en una reaccién quimica

R
Z g =0, (4.12)
k=1

donde ¥, es la energia potencial que siente cada particula dentro del sistema.
Combinando estas dos relaciones se obtiene la ecuacién de balance de energia
potencial

(‘3p\11 ~ n . n L no_
WZ—V- <p\If’U+Z\Ikak> —Zkak-'U—ZJk-Fk. (4.13)
k=1 k=1 k=1
donde ¥ es la energia potencial total, j,; = pr(Tx — 7), con ¥ la velocidad
del centro de masa.
Como corolario de (4.11) y (4.13), si las sumamos obtenemos la ecuacién

de evolucion de la energia mecanica dada por

o (1 1 N

k=1

n
2 vi- S R,
k=1

donde la energia mecanica del sistema e, esta definida como
1
€mee = 57]2 + U, (4.15)

La relacién (4.14) expresa que la suma de la energia cinética y la potencial no
se conserva, pues hay dos términos fuente en el lado derecho de la ecuacion
(4.14).

4.1.3. Balance de energia.

La energia total de un sistema E debe considerar a la energia interna y
se puede escribir como

1
E:§v2+\II+U. (4.16)

Desde el punto de vista macroscépico se considera que la relaciéon anterior
es la definicién de la energia interna especifica, U. Microscépicamente, U
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contiene las contribuciones de la agitacién térmica y las interacciones de
corto alcance entre las partes que componen al sistema [16].
Definimos el flujo de energia Jr como

jE:P-T)‘—i—Z\I’k:ﬁg—i—j&, (4.17)
k=1

donde J—; es el flujo de calor en el sistema. El flujo total de energia JE
incluye un término convectivo PP - ¥ debido al trabajo mecdnico ejercido
sobre el sistema por las fuerzas de superficie, un flujo de energia potencial
> Wi Ji debido a la difusién de las k componentes en un campo de fuerzas
y finalmente un flujo de calor J,. Dada la definicién de Jg se encuentra que
la ecuacién de balance de energia interna en el sistema es

8 n

mﬂj:—v-pUU+LJ—P:vU+Z;@-ﬂ, (4.18)

Normalmente se reescribe la ecuacion utilizando la definicién del tensor de
esfuerzos que es
P=pl+1I, (4.19)

donde T es el tensor identidad. Finalmente a la ecuacién de balance de energia
interna

dU  dq dv I
- s P N Y 2 4.2
Pae =Pat —at " v+yk:1‘]’“ ko (4.20)

donde v = p~! es el volumen especifico y satisface que

dv
— =V 9. 4.21
py =V (4.21)

Noétese que % es la derivada material que se define por

d o
ﬁ—a—i-vv

Balance de entropia.

Para encontrar la ecuacién de balance de entropia debemos partir del
cambio temporal en el cambio total de entropia, esto es

dS _ deS | diS
dt — dt dt -

(4.22)
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En un volumen arbitrario V' la entropia contenida es
S = / pSdV . (4.23)
1%

El intercambio de entropia con los exteriores se da a través de un flujo Jg
que cruza la superficie S que encierra el volumen V. De tal forma que

deS -
= —/ Js - ndS , (4.24)
dt g
donde ndS es el vector normal a la superficie.

Ademas sabemos que el ritmo de produccién de entropia en términos de
su densidad o esta dada por!

d;S
= / odV . (4.25)
dt v

Si sustituimos las ecuaciones (4.23), (4.24) y (4.25) en (4.22) y utilizamos
la ley de Gauss obtenemos finalmente la ecuacion de balance de entropia que
es

0 -
aps%—V-Js—U:O. (4.26)
En términos de la derivada material reescribimos la ecuacién (4.26) como
as -
Py = -V-Js+o. (4.27)

La ecuacién de balance de entropia (4.27), junto con las ecuaciones de ba-
lance de masa, energia y momento, constituyen la base de la termodinamica
irreversible lineal.

Para encontrar la forma explicita del flujo de entropia Jg y la densidad
de produccion de entropia o se parte de la primera ley de la termodinamica,
Tds = du — Y, urdnyg, que para sistemas fuera de equilibrio estd dada por

ds  10u e Ong

ot T ot p T ot (4.28)

Utilizando la ecuacién de continuidad (4.7) y la ecuacién de balance de
energfa interna (4.18), se reescribe la ecuacién (4.28) como

0s j; "~
aﬁV'(T‘;

'La relacién que hay entre o y & se da mediante la relacién & = fv odV .

n R
7 1 ) Aiv;
)-Ju vT—kEij vEE LIS (429)

=1 i=1

i,
T
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donde A; es la afinidad de la reaccién quimica y se define como
n
A=) ik - (4.30)
k=1
Comparando la relacién (4.28) con la relacién (4.29) podemos identificar

Ccomo . .
> Ju = ek
A e , 431
= (7% (43

al flujo de entropia y como

B

c=J,-V

n
7 2 Ay
_ . VEE E > 4.32
kile VT+i:1 T >0, (4.32)

Nl =

a la densidad de produccién de entropia.

Esto permite clasificar los flujos y fuerzas termodindmicas que actian
sobre el sistema. Para las reacciones quimicas, por ejemplo, el flujo termo-
dindmico es la velocidad de reaccién v;, mientras que la fuerza termodinami-
ca estd dada por el cociente de la afinidad y la temperatura A;/T. El flujo
de difusién J; tiene como fuerza termodindmica al gradiente del potencial
quimico entre la temperatura —Vyu/T. Todo flujo termodindmico J,, tiene
asociada una fuerza termodinamica ﬁa. Lo cual permite escribir la densidad
de produccion de entropia como la suma de las fuerzas por los flujos, esto es

o= Fu-Jo. (4.33)

4.2. Leyes fenomenologicas lineales.

Cuando un sistema estd cerca del equilibrio, se puede generar una teoria
general basada en las relaciones lineales entre las fuerzas termodindmicas y
los flujos termodindmicos [14].

Las fuerzas termodindmicas producen los flujos. En equilibrio, todas las
fuerzas y los flujos desaparecen, por lo que podemos decir que los flujos J_;€
son funciones de las fuerzas ﬁk Esto significa que para regimenes cercanos
a cero, los flujos, de ahora en adelante, se suponen como funciones lineales
de las fuerzas. De tal forma que

Jr=—> LysFs, (4.34)
E
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donde Ljg son constantes llamadas coeficientes fenomenolégicos o coeficien-
tes de Onsager.

La ecuacion (4.34) implica que en el sistema puede haber una gran can-
tidad de fuerzas que originen un solo flujo, a este fenémeno se le llama de
efectos cruzado. Un ejemplo comun de los efectos cruzados es la termodifu-
sion, donde las fuerzas involucradas son el gradiente de temperaturas V1 y
el gradiente de concentraciones Vny.

También es posible que sélo exista un tipo de flujo en el sistema. Si es
generado por el gradiente de temperaturas, es decir

Jy = —kVT,

tenemos la ecuacién de conduccién de calor de Fourier, donde s es el coefi-
ciente de conductividad. Mientras que si el gradiente de concentracion genera
el flujo,

Jp = —DVny,

obtenemos la ecuacién de difusién de Fick, donde D, es el coeficiente de
difusiéon. En la siguiente seccién se hard un ejemplo detallado del uso de
las leyes fenomenoldgicas lineales, en particular para el proceso de reaccion
difusién.

4.3. Procesos de reaccion difusion.

Lo que vamos a hacer ahora es utilizar los conceptos basicos de la Ter-
modinamica Irreversible Lineal para estudiar un sistema en el que hay dos
flujos termodinamicos. Uno es debido a la difusién de sustancias en el medio
y otro a las reacciones quimicas o de formacién que se llevan a cabo en el
sistema.

La difusién es un proceso asociado al transporte de masa que tiende a
compensar la diferencia de concentracién en una solucién o suspensién de
particulas. El flujo de difusién estd dado por la primera ley de Fick que
establece que el flujo de materia va de regiones de alta concentracién a
regiones de baja concentracién, es decir, va como el gradiente de [¢;] que es
la concentracion de especie i-ésima,

jD = —D;V]ei], (4.35)

donde D; es el coeficiente de difusién de la especie i-ésima.
Por otro lado, las reacciones quimicas o de formacién son las que nos
indican cémo ocurre la transformacién de la materia. En general, en un
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sistema pueden haber n particulas y hasta R reacciones quimicas, por lo
que estudiar este tipo de sistemas es complicado. En la TIL, se escribe la
velocidad de la reaccién j-ésima w; como

wj = —K;A;, (4.36)

donde K es el ritmo de la reaccion j-ésima y A; la afinidad correspondiente.

La afinidad de una reaccién es la fuerza que origina las reacciones quimi-
cas. Una afinidad distinta de cero implica que el sistema no esta en equilibrio
termodinamico y que las reacciones quimicas seguirdn ocurriendo hasta lle-
var al sistema al equilibrio [14].

En general si estudiamos un sistema a temperatura 7' constante en el
que ocurren r reacciones quimicas y esta compuesto por N particulas, la
producciéon de entropia esta dada por

1 |~ - Vg d
0= DR T +) Ajws| (4.37)
i=1 j=1
donde ¢ = 1,2,--- ,n es el nimero de especies en la mezcla, j = 1,2,--- ,r

es el nimero de reacciones quimicas que ocurren, 1" es la temperatura del
sistema, J; es el flujo de difusiéon y u; el potencial quimico de la i-ésima
especie, A; es la afinidad y w; la velocidad de la j-ésima reaccién.

A partir de (4.37) escribimos las relaciones lineales entre los flujos por
especie y por reaccion quimica como sigue

- 1
J; = _T [L“'V,LL@' + L.Aj] s (4.38)
1
wj = = L Vi + LjjAjl (4.39)

donde j; representa el flujo de masa por especie, w; el flujo por reaccién y
L, Li; y Lj; son los denominados coeficientes de Onsager [5].

4.3.1. Principio de Curie-Prigogine.

Si analizamos cuidadosamente las ecuaciones (4.38) y (4.39) notamos
que IL es un vector y L;;, L;; son cantidades escalares. Esto implica que las
cantidades que tenemos que encontrar tienen un caracter tensorial diferente,
lo que complica mas nuestro analisis.

La pregunta inmediata es si puede haber acoplamiento entre flujos con
caracter tensorial diferente. La respuesta es que si es posible hacerlo pero en
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medios donde no exista simetria espacial, es decir, medios anisotrépicos. Sin
embargo, en sistemas isotrépicos, donde las propiedades de equilibrio son
las mismas en todas direcciones, no todos los modos de acomplamiento son
admisibles [10].

En un medio isétropo las ecuaciones (4.38) y (4.39) se escriben en la
forma simplificada

. 1
i = — =Ly iy 4.4
J, TLkV,u (4.40)

donde los coeficientes L;; y L;; son cantidades escalares. La razén de este
comportamiento es que en un sistema isotropico un cambio de signo debe
mantener todos los coeficientes fenomenoldgicos invariantes. La condicion de
no acoplamiento entre cantidades escalares y vectoriales se conoce como el
principio de Curie-Prigogine ya que esta basado en el trabajo de Curie que
indica las relaciones de causa efecto en sistemas de diferente simetria y fue
extendido por Prigogine a sistemas irreversibles [10].

Ejemplo de procesos de reacciéon difusion en medios isotrépicos.

El problema que vamos a analizar en seguida le llamamos el problema de
la Caja Negra y consiste en un reactor quimico a temperatura 71" constante
que convierte elementos A en B a un ritmo K. Esto es

La razon por la que le llamamos asi es porque en realidad no es relevante
en el andlisis lo que ocurra adentro de la caja, lo que si es importante es
reconocer que tenemos dos flujos de materia Ja y JB y un flujo de reacciéon
quimica w. En la figura (4.1) se esquematiza lo que ocurre en el sistema.
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Figura 4.1: Reactor quimico que convierte elementos A en B a un ritmo K.
Por el lado izquierdo hay un influjo de particulas A y por el lado derecho
hay un eflujo de particulas B.

Supongamos que el medio donde ocurre es isotrépico, por lo que escribi-
mos las relaciones lineales para los flujos como sigue

- 1

Ja = 7 [Lllv,uA + Lmqu] , (4.42)

- 1

Jp = —T [(Lo1Vpa + LaoVipg] (4.43)
W= KA. (4.44)

Lo que queremos encontrar es la forma que tienen los potenciales quimi-
cos en funcién de la afinidad en el estado estacionario, que se alcanza cuando
hacemos el flujo neto de particulas a través del reactor cero, es decir,

d[Ai]
=0 4.45
=} (1.45)
donde denotamos por A; a la concentracién de la sustancia i-ésima. El sis-

tema estd confinado en un volumen V' con édrea de permeacién efectiva S,
por lo que usando la ecuacién de continuidad se tiene

d[Ai] _ _/ J: - hdS —|—/ viwdV =0, (4.46)
dt S 1%

donde v; es el coeficiente estequiométrico de la sustancia i-ésima en la reac-
cién, en este caso i = A, B. Por lo tanto podemos escribir la norma del
vector J; como funcién de la velocidad de reacciéon w como sigue

Ji = ZlVWw. (4.47)
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Usando el resultado de la ecuacién (4.47) y el hecho que en la reaccién

quimica que estamos tratando v4 = —vg = —1, se sigue que
|4
Ja = —gw, (4.48)
%
Jp = gw. (4.49)

Las ecuaciones (4.42) y (4.43) se pueden invertir de tal forma que se
tengan los gradientes de potenciales quimicos como funcién de los flujos, es
decir,

Loy - Ly -
=T ———] —J 4.50
Via { det(L) A+det(]L) 3}7 ( )
Loy > L1 >
=T — J 4.51
Vs {det(]L) A7 det(L) B}’ (451)

donde det(L) es el determinante de la matriz de coeficientes de Onsager L

definida por
L1y Lo )
L =
(L21 Lao

Si usamos la ecuacién (4.44) en las relaciones (4.48) y (4.49) y sustituimos
en las ecuaciones (4.50) y (4.51) se tiene finalmente que la norma de los
potenciales quimicos esta dada por

A, (4.52)

Log + Lo | KVT
Viual = { }

det(L) S

s A (153

Vsl == { det) | S

Llegamos al resultado esperado, en el estado estacionario los potenciales
quimicos de cada lado de la caja estdan determinados directamente por el
ritmo de la reaccién quimica K.

4.4. FEcuacidon de reaccion difusion.

A continuacién vamos a deducir la ecuacién de reaccién difusién para
un sistema compuesto de N particulas de s especies distintas y en el que
ocurren r reacciones quimicas.
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Definimos la concentracién de particulas de la especie k-ésima, [cx], como
la razén entre el niimero de particulas de tal especie entre el volumen que

las contiene, es decir
Nk

v
El ntimero total de particulas N esta dado por la suma de todas las particulas
de cualquier especie esto es,

k] =

N=ni+no+---+np+--+ns.

La ecuacién de continuidad (4.7) indica la conservacién de masa en un sis-
tema. Si escribimos la ecuacién de continuidad para la concentracién de la
especie k-ésima se tiene

Olck]
ot

=_V-J,+ Z ViiWi (4.54)
i=1

donde J; es el flujo de difusiéon asociado a la concentracién de la especie
k-ésima.

Si recordamos que la primera ley de Fick (4.35), relaciona el flujo difusivo
de la especie k-ésima con el gradiente de la concentracion,

JD = —DkV[Ck] y
y lo sustituimos para la especie k-ésima en (4.54) tenemos

[kl

5 — =V - (=DyVcx]) + Z VkiWi - (4.55)

i=1

Dado que en primera aproximacion los coeficientes Dy son constantes en-
tonces Dy, sale de la derivada y se tiene

Olcy]
ot

= DypV?[ci] + Z VRiWi - (4.56)
=1

La ecuacién (4.56) es conocida como la ecuacién de reaccién difusion de
la especie k-ésima y es utilizada para estudiar distintos tipos de sitemas
fisicos, sistemas biolégicos e inclusive algunos sistemas geolégicos. Es una
ecuacién parabdlica no lineal en [cx] y por su complejidad sus soluciones
analiticas se desconocen, por lo que generalmente se resuelven mediante
métodos computacionales. La no linealidad en ésta ecuacién en particular,
depende de la complejidad de la reaccién quimica.
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Algunas aproximaciones a las ecuaciones de reaccién difusién dan origen
a los llamados patrones de Turing de gran interés tedrico y experimental
pues representan sistemas quimicos lejos del equilibrio. También son llama-
dos estructuras espaciales estacionarias [14]. Hay algunas soluciones exactas
de las ecuaciones de reaccion difusiéon como por ejemplo la bien conocida
ecuacién de onda de Fisher [2]

O _ Dy + u(l —u), (4.57)
ot

donde u generalmente representa la concentracion o la poblacién local que
caracteriza el estado del sistema. Fisher la obtuvo cuando estudiaba la
dindmica de la invasién de una poblacién estable en una inestable [2]. La
solucién general de (4.57) esta dada por

u(z,t) = %erfc (;\;4%) , (4.58)

donde v es la velocidad de reaccién. Esta solucién implica que existe un
frente de concentracién o poblacién u que se mueve con velocidad v/2 [2].






Capitulo 5

Reaccion difusion en el
esquema Becker/Doring.

En éste capitulo se aplicara la teoria de reaccién difusién, estudiada en el
capitulo anterior, para el esquema de nucleacién clasico de Becker y Doring.

Imaginemos un sistema compuesto por un niimero total N de particulas
de una misma especie el cual, al evolucionar, permite que en él ocurran
cambios de densidad tales que propicien la fomacién de niicleos de particulas.
Estos nucleos se forman bajo el esquema de reacciones bimoleculares dado
por

C

Ag+ A1 2 Aaiq . (5.1)

wf

La reaccién (5.1) representa la formacién de un agregado de clase a.

En este esquema, la supersaturacion Ay es constante por lo que no exis-
ten agregados de IV dtomos en el sistema. Trabajar con este esquema implica
la suposicién de que estamos formando ntcleos cada vez mas grandes pero
s6lo se esta pegando una particula a la vez a un ritmo w<. Asf como se pega,
ésta u otras particulas, se pueden separar del agregado a un ritmo wf .

Las ecuaciones de reaccion difusién asociadas a este esquema son

a[gia] = Da, V?[As] — WS [Ad)[A1] + WE[Aasi], (5.2)
agil] = DA, V2[A1] — WS [AL)[AL] + wZ[Aaid], (5.3)
8[‘2‘?'1] = DAj+1V2[Aa+1] —wPAn1] + wg[AaHAl] ’ (5.4)

o7
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donde Dg4,, Da, y D A4, Son los coeficientes de difusién de cada especie
y los estamos considerando constantes, lo cual implica que el medio que
estamos estudiando es isétropo.

Decimos que el niicleo esta plenamente formado cuando tiene n* particu-
las que es el nimero critico de particulas. Por lo tanto, ae {1,--- ,n*}. Esto
significa que por cada « existen tres ecuaciones de reaccién difusion asocia-
das. Las ecuaciones son recursivas y dependen del producto de la reaccion
anterior. Una vez que se ha alcanzado el niimero critico de particulas co-
mienza una etapa de crecimiento que no tiene marcha atras, en la figura
(5.1) se esquematiza este fenémeno.

AG(n)

Nucleacion Crecimiento

I
I
I
I
I
I
|
I
I
n*

Figura 5.1: En esta figura se muestra la energia libre de Gibbs como fun-
cién del numero de particulas en el agregado. Antes del nimero critico de
particulas n* el proceso que ocurre es de nucleacién y después de ese punto
el ocurre el crecimiento del cristal.

5.1. Nucleacién en el estado tardio.
Ahora centremos nuestra atencion en una vecindad alrededor del ntime-

ro critico de particulas n*; esto es, fijfémonos en la reacciéon que origina el
agregado de clase n*, dada por

wC,
A1+ A1 D A, (55)
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Notemos que en esta reaccién ya no aparece wf* 41y esto es debido a que
una vez que se ha alcanzado el numero critico de particulas ocurre sélo
crecimiento. Matematicamente lo que estamos suponiendo es que wf* 1 <K
wC.. Las ecuaciones de reaccién difusién asociadas a esta tltima reaccién
estdn dadas por

I[A4]

o = DIV - A ] [AY (5.6)
W = D1 V[ Ans 1] — i [Ane 1] [Ad], (5.7)
8[25 b D] o A (A (5.8)

Las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) representan el esquema general de reac-
cién difusién en el estado tardio. A continuacion analizaremos algunos casos
especiales de este esquema.

5.1.1. Difusion de particulas pequenas.

Supongamos que D, = D,+_1 = 0, esto es, que unicamente se difunden
las particulas pequenas. Bajo esta suposicion el esquema general mostrado
en las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) se ve modificado de tal forma que

O[Ai]

ot = D1V2[A1] — wg* [An*—l][Al] ’ (5'9)
‘9[145;—1] = wC A 1][Ad], (5.10)
W] ol ). (5.11)

Si sumamos las ecuaciones (5.10) y (5.11) se tiene

O([An+] + [An=—1])

=0. 12
T 0 (5.12)

Esto quiere decir que
[An*—l] = [Amaw] - [An*] ) (513)

donde [A;,qz] €s una constante con unidades de concentracién y determina
la concentracién méaxima que se puede alcanzar en el agregado de clase n*.
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Si utilizamos el resultado de (5.13) en las ecuaciones (5.9) y (5.11) tene-
mos

a[giﬂ = D1V?[A1] — S [A1)([Amaz) — [An<]) s (5.14)
d[g:*] = W [A1)([Amaz] — [An<]) - (5.15)

Las ecuaciones (5.14) y (5.15) determinan el esquema general de nucleacién
en estado tardio cuando los agregados de clase n* — 1 y n* no se difunden.

Sistema a presion constante.

En el capitulo 2 definimos el ritmo de formacién de agregados de clase
« a presion constante como

wh =wlA1]. (5.16)

Los ritmos de formacién en el esquema Becker/Déring son constantes con
respecto al tiempo debido a la razén entre la concentracién [A;](t) y el
volumen en fase gaseosa Vi (t). Sustituyendo los ritmos de reaccién por los
ritmos de formacién dados por (5.16) en las ecuaciones (5.14) y (5.15) se
tiene

aﬁﬂ = D1V2A)] — wh ([Ama) — [An<]) (5.17)
d[ill;*] = _w:*([Ama:c] - [An*]) : (518)

Por lo tanto, tenemos dos ecuaciones acopladas para [A;] y [A,«]. Para
resolver (5.17) y (5.18), es indispensable definir las condiciones iniciales y
de frontera a las que esta sujeto el sistema.

Resolviendo la ecuacién (5.18), cuando en t = 0 [A,+] = 0, tenemos

[AZ)(1) = [Amaz](1 — e ™%ty . (5.19)

La figura (5.2) muestra a [A,+] como funcién de t. Se observa que la concen-
tracién [A,+] es una funcién creciente que tiende a [A;;q,] cuando t — oo,
que es lo que se espera; fisicamente los nicleos se saturan de particulas y
empieza la etapa de crecimiento, también llamada cristalizacién.



5.1. Nucleacion en el estado tardio. 61

[Ama

[Al®)

t

Figura 5.2: Grafica de la concentracién del agregado de clase n*, [A,+]| como
funcién del tiempo. Cuando ¢ tiende a infinito la concentracién [A,«] tiende

a [Amaz]-

Sustituyendo el resultado (5.19) en (5.17) tenemos finalmente

I[Ad]
ot

ot

= D1 V?[Ay] — wh [Apmaz]e et (5.20)

Esta ecuacién de evolucién para las particulas en solucién, [A;], da la in-
formacién necesaria para conocer el ritmo en el que se pierden, bajo este
esquema, particulas en soluciéon y se forman ntucleos de materia. Sin em-
bargo, para resolver (5.20) analiticamente o numéricamente, es necesario
determinar las condiciones de frontera de nuestro sistema.

En primera aproximacion se piensa en condiciones de frontera donde
la funcién [A;] o su derivada se anulen o sean constantes, pero esto no es
del todo aplicable a nuestro sistema. De hecho, el gran problema con la
implementacién de las ecuaciones de reaccién difusién en sistemas donde
ocurre nucleacién se encuentra en determinar las condiciones de frontera
apropiadas.

Este trabajo no se va a centrar en la determinacién de las condiciones de
frontera necesarias para resolver completamente la ecuacién (5.20), sin em-
bargo, este rapido analisis de la nucleacion utilizando ecuaciones de reaccion
difusién es para mostrar que es un problema abierto y muy interesante.

Se han hecho algunas aproximaciones a esquemas de reaccion difusion
similares como el estudio de caminatas aleatorias para ondas de Fisher he-
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cho por Werner Horsthemke [7] donde se muestra la existencia de ondas
viajeras en este sistema. Podemos pensar al esquema de nucleacién de Bec-
ker/Déring como un esquema tipo caminata aleatoria de las particulas en
solucién regidas por una probabilidad dada de agregacidn.

5.1.2. Reaccién difusion y ecuacién de Fisher.

Supongamos que las particulas en solucién y los agregados se difunden
de igual manera, esto es, D = Dy = D,,_1 = D,+. Por lo tanto las ecuaciones
(5.6), (5.7) y (5.8) se ven modificadas como

I[Ad]

ot DV?[A1] = wyt[Ans 1] [Al], (5.21)

M = DVZ[An*_l] — wg* [Ap_1][A1], (5.22)
ot

6[21:*] = DV2[Ap+] + wip: [Ape ] [A1]. (5.23)

Utilizando la definicién del grado de avance de reaccién, &, [14] para la
reacciéon quimica (5.5) tenemos

d§ = —d[A1] = —d[An_1] = d[Ap-]. (5.24)
De tal forma que
[A1] = ap - &, (5.25)
[Anfl] = al] — g, (526)
[Aps] = a2 + &, (5.27)

donde ag, a1 y ae son constantes que denotan concentraciones iniciales. Si
hacemos la suposicién inicial de que a; = a2 = 0 entonces

[Ai] =a0— &, [Ana] =€, [Ap]=¢. (5.28)

Utilizando al grado de avance de reaccién se reescriben las ecuaciones
(5.21), (5.22) y (5.23) como

gf = DV2¢ + WS (ag — €)E. (5.29)
Notemos que se han reducido el niimero de ecuaciones, de ser tres ecuaciones
no lineales para las concentraciones [A1], [A,—1] v [An+] & s6lo una ecuacién
no lineal para £. La ecuacién (5.29) es una ecuacién tipo onda de Fisher,
como la ecuacién (4.57) mencionada en el capitulo anterior.

En un futuro, se planea abordar el problema de reaccién difusién en
el esquema Becker/Déring utilizando caminatas aleatorias y la ecuacién de

onda de Fisher.



Capitulo 6

Crecimiento del agregado
durante la nucleacion.

En este capitulo estudiaremos el problema del crecimiento del radio de
un agregado como funcién del tiempo en la etapa de nucleaciéon. En parti-
cular, se analizaran los problemas de la formacién del niicleo en el esquema,
Becker/Déring en equilibrio y en presencia de un flujo de materia.

Como se menciond en la introduccion, se han realizado varios experimen-
tos en los cuales se ha visto que si existe un flujo de materia, la nucleacién
se ve beneficiada. Un ejemplo es el trabajo realizado por A. Penkova et al
en 2006 [1] donde se afirma que dependiendo de la velocidad del flujo, se
promueve o suprime la nucleaciéon. Més atn, este hecho asegura un maximo
ritmo de nucleacién y por tanto un radio critico 6ptimo. Experimentalmente
el flujo de materia puede ser originado de muchas formas ya sea mediante
una celda de Couette, o bien, sometiendo al sistema a una diferencia de
potencial eléctrico o a una diferencia de presiones, por ejemplo.

En el capitulo 3 se mostré que la TIL lleva a ecuaciones complicadas,
sobre todo en la definicién de las condiciones de frontera. En este capitulo
se propone una forma alternativa a la TIL para abordar el problema de
nucleacién. Esta forma de proceder es adoptando un esquema tipo Onsager
[14] que més adelante se estudiard con detenimiento.

6.1. Crecimiento de radio en el esquema propuesto
por Becker y Doring.

Hasta ahora hemos estudiado el proceso de nucleacién en el esquema
Becker/Déring, que corresponde al caso en equilibrio, y encontramos una

63
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expresion para el cambio de energia libre de Gibbs como funcion del radio

R\? R\*
AGR)=AG" |3 = | —2|—= 6.1
() () ~2(5) | (6.)
donde AG* es la altura de la barrera de nucleacién dada por
167 v2o3
AGH = —-2—. 2
G WNE (6.2)

Las constantes o, v, v Au se refieren a la tensién superficial, el volumen
molecular del agregado y la supersaturacién del sistema, respectivamente.
R* es el radio critico de formacién del nicleo. La grafica de la ecuacién (6.1)
para distintos valores de la supersaturacién Au la podemos observar en la
figura (6.1).

50

A G(R)

L VLT

RRR R R

Figura 6.1: Gréfica de la funcién AG(R) dada en la ecuacién (6.1). La figura
representa los diferentes valores de la barrera de energia libre de Gibbs para
diferentes valores de la supersaturacion.

Una forma sencilla y potente de describir el crecimiento de radio del
agregado como funcién del tiempo, R = R(t), es adoptar un esquema tipo
Onsager [14], [16] en el que se consideran sélo los valores globales de las
funciones de estado como funcién del tiempo en procesos fuera de equilibrio.

Para formular este modelo dinamico para la nucleacién partimos de la
segunda ley de la termodinamica, que establece que el cambio temporal en
la produccién de entropia es siempre mayor que cero, es decir,

d;S

0. 6.3
Tl (6.3)
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Como la energia libre de Gibbs, a presién P y temperatura 1" constante, es
([14], [16])
dG = -Td;S <0,
por lo tanto,
dG
dt

Si derivamos (6.1) con respecto del tiempo, es decir,

<0. (6.4)

dAG(R®)  « wd [, (RO\? . (R®)\®
7 = AG o 3 T 2 T , (6.5)
obtenemos la ecuacién de evolucién
d R(t) R(t)?] dR(t)
—A = 6AG* — . )
o G(R(t)) = 6AG [ T R 7 (6.6)

De la expresién dada por (6.6) notamos que la fuerza termodindmica Xp
que origina el no equilibrio esta dada por

X osc [ RO

R R*
mientras que el flujo que esta fuerza propicia es

_dR()
Jr = Frt

Si utilizamos las relaciones lineales de Onsager [5] podemos escribir la
siguiente relacion para el flujo termodindamico

dR - R R(t)?
W) —pae A RO (6.7

con L = 6L llamado el coeficiente de Onsager. El signo garantiza que se
cumpla la segunda ley de la termodinamica.

La ecuacién (6.7) es interesante pues da una relacién diferencial que
permite encontrar cémo depende el radio del niicleo como funcién del tiempo,
es decir, describe la dinamica de la nucleacion.

Resolviendo la ecuacién (6.7) para R(t) tenemos

R* 687TaLt+R* C

R(t) = eSTroLt—i—R*C -1’ (68)
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donde C es una constante a determinar y hemos usado la relacion (6.2) y el
hecho que R* = 20v,/Ap.

Para encontrar el valor de la constante C' debemos suponer adicional-
mente que las particulas que se estan agregando tienen una forma aproxi-
madamente esférica y de radio r,, como se muestra en la figura (6.2). Si las
particulas tienen esta forma aseguramos que en el tiempo ¢ = 0 el radio del
agregado, R(t = 0), es igual a 2r,.

Figura 6.2: Esquema en el que se muestra el radio del agregado que se forma
cuando ocurre la primera reaccion bimolecular. El radio del primer paso en
la agregacion es de dos veces el radio de la particula, r,.

Si hacemos ¢ = 0 en la ecuacién (6.8) se sigue que

SR _ 2rq '
2r, — R*

Si sustituimos la relacién anterior en la ecuacién (6.8) y reordenamos los
términos tenemos finalmente que

QTaR* eSﬂaLt
R(t) = 6.9
( ) 27aa(€87raLt _ 1) + R* ’ ( )

y si hacemos un anélisis dimensional podemos conocer qué magnitud fisica
representa el coeficiente de Onsager. Las dimensiones de [L] son 1/[cT] es
decir [T'/M], que son unidades de movilidad o de ritmo de reaccién por
unidad de masa.

En la figura (6.3) se grafica la funcién R(t). Observamos que la funcién es
creciente hasta que es alcanzado el radio critico R*, que es el radio maximo
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que puede tener el nucleo, lo cual implica estd completamente formado,
antes de iniciar la etapa de crecimiento, que se describe por otro tipo de
mecanismos que no estudiaremos aqui.

4R

3R

R(®)

2R

R

2r 4

T 0

Figura 6.3: Grafica de la funcién R(¢) dada en la ecuacién (6.9). Se muestra
una funcién creciente hasta que se alcanza el radio critico, R*. En esta grafica
fijamos el radio critico, R*, para que fuera 10 veces mayor que el radio de
cada particula, r,. Como se observa en la figura, al incrementar el valor de
la supersaturacién, Au, se disminuye el tamano del radio critico.

Ahora veamos como se comporta la energia libre de Gibbs como funcién
del tiempo. Si sustituimos (6.9) en (6.1) tenemos

5 2Ta e87‘(’0’Lt 2 .y 27"(1 eSﬂ'G’Lt 3
2rq(e8™0Lt — 1) + R* 2rq(e8moLt — 1) + R*
(6.10)

Si tomamos el limite cuando ¢t — 0, de (6.10) tenemos que el valor inicial
de la energia libre de Gibbs, en el proceso de formacién del ntcleo es

AG(t) = AG*

Ar2AG*

AGy =~

(BR* —4ry).

Por otro lado cuando ¢ — oo el cambio en la energia libre de Gibbs tiende a
AG*, como es de esperarse.
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6.2. Crecimiento de radio en presencia de un flujo
de las particulas en solucion.

Supongamos un sistema abierto que tiene una entrada y una salida de
materia. Se puede pensar a este sistema como un volumen de control V.
La materia que entra al sistema son particulas en solucién que tienen una
masa m y se mueven en promedio a una velocidad c. El sistema se encuentra
a una temperatura 71" constante.

Para sistemas abiertos, la primera ley de la termodindmica se escribe
como

AE=Q+ W,

donde F es la energia total del sistema, @ el calor intercambiado entre los
exteriores y el sistema y W es el trabajo realizado por el sistema. Debemos
aclarar que, la energia total FE contabiliza la contribucién de la energia in-
terna, U, y todo tipo de trabajo externo, ya sea eléctrico o bien debido a la
energia cinética o potencial de las particulas en solucion. Este hecho permite
escribir la energia total del volumen de control como

1
Eye=Uyc+ 57”71]\[62 , (6.11)

donde N es el ntimero de particulas de la especie en solucién, de tal forma
que la masa total es m = mN.
En equilibrio la energia libre de Gibbs, asociada al volumen de control,
Gyc, es
Gyve =Uyc —TSyc + PV.

Sin embargo, en presencia de un flujo de materia la energia libre de Gibbs
para el volumen de control toma la forma [8]

G = Eyc —TSyc + PV . (6.12)

Utilizando la ecuacién termodindmica de Euler, podemos escribir a la energia
libre de Gibbs como G = uN donde u es el potencial quimico en equilibrio
de cada especie.

Por lo tanto reescribimos (6.12) como

~ 1
G = uN + imNCQ , (6.13)

de donde se sigue que
1
ﬂ=u+?m? (6.14)
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Esta expansién para el potencial quimico fuera de equilibrio i nos dice que
el flujo de particulas através del volumen de control incrementa el potencial
quimico con un término proporcional a la energia cinética de las particulas.

El sistema que vamos a analizar estd compuesto por particulas de dos
tipos, particulas en solucién y particulas en el agregado. Las particulas en
solucién, afectadas por el flujo, tienen una energfa libre de Gibbs, G, dada
por

Gy = [LsMs = Mg + %ﬁmsc2. (6.15)
La expresién (6.15) implica que las particulas en solucién se mueven con una
velocidad promedio c.

Por otro lado, dentro del volumen de control se estd formando un com-
plejo agregado-solucion. Si suponemos que el agregado no se mueve, lo que
implica que i, = g, escribimos la energia libre de Gibbs del complejo
agregado-solucién, G,, como

Go = (ns — ng)fls + faNg + 0 A = ngfis — ngAfi + c A, (6.16)

donde o es la tensién superficial del agregado y A es el area del mismo.
Si tomamos la diferencia de energia libre de Gibbs entre ambas expre-
siones, (6.15) y (6.16), tenemos

AG = —n,Afi+0A, (6.17)
donde )
A= iy — pig = Ap + 577102. (6.18)

Notemos que la ecuacién (6.18) es una modificacién de la supersaturacién
en equilibrio Ay por el factor proporcional a c?.

Si escribimos n, en términos del volumen molecular como n, = 47 R3 /3vq
y suponemos que en primera aproximacion la superficie del agregado es de
la forma 47 R?, reescribimos la ecuacién (6.17) como

.4
AG = —3iR3Aﬂ +4noR?. (6.19)

Vg

En términos de la supersaturacion en equilibrio Ay tenemos finalmente que
A AN 2
AG =— | Apu+ -mc 3—R +4noR” . (6.20)
Vq

La ecuacién (6.19) es idéntica a la expresién (2.39) encontrada en el
capitulo 2 salvo que en este sistema se ve modificada por la velocidad de
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las particulas que formaran al agregado. Siguiendo un anélisis andlogo al
realizado en el capitulo 2, encontramos que el radio critico R* estd dado por

~ 200, 200,

R* = = . 6.21
Af (Ap+ %mCQ) (6:21)

Ademss sabemos que el valor méximo de la energia libre de Gibbs AG*
esta dada por

16w v2o® 167 v2o3

AGF=—Hr =" — 6.22
3 A,u2 3 (AM+%m02)2 ( )

Debemos notar que si la velocidad promedio del flujo ¢ aumenta, entonces,
la altura maxima de la energfa libre de Gibbs AG™, asi como el radio critico
R*, disminuye como se muestra en la figura (6.4).

_ Incremento
Equilibrio dela

c - ™. velocidad
2 )

- 3¢ ~,
P
- 5¢

A G(R)

s

\

Figura 6.4: Gréfica de la funcién AG(R) para diferentes velocidades de flujo.
En la figura hemos fijado las velocidades de tal forma que R} > Rj > R} >
R} > R:.

RR R R R R

Simplificando la ecuacién (6.20) y poniéndola en términos de R* y AG*
tenemos
P 2 P 3
AGR)=AG" 3| = | —-2| = ) (6.23)
R* R*

La ecuacién (6.23) es esencialmente la misma ecuacién que la ecuacién (6.1),
salvo que en este caso la energia libre de Gibbs AG(R) depende del parame-
tro ¢ que es la velocidad de las particulas.
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Andlogamente al andlisis fuera de equilibrio realizado en la seccién an-
terior, para la ecuacién (6.1), supondremos que R = R(t). De manera tal

que si se utilizan las relaciones lineales de Onsager escribimos el flujo d{jt(t)
como
dR(t) - . |R(t) R(t)?
= L6AG" | =+ — — .24
dt 6AG R*2 R |’ (6.24)

donde L al igual que en la seccién anterior tiene dimensiones de movilidad.
En este caso, al igual que en el de la seccién anterior encontraremos la
solucién de (6.24) utilizando las condiciones iniciales donde el radio inicial
es dos veces el radio de la particula. Haciendo esto tenemos

5 o, R* e3rolt

R(t) = . .
QT.a(eSﬂ'ULt _ 1) + R*

(6.25)

Ahora bien, si escribimos R* en términos de la velocidad media del flujo
obtenemos finalmente la relacién que buscamos,

~ 8rors eSmolt
R(t) = TPrTe— 5 (6.26)
3(Ap+ yme?) (ebmolt — 1) + dmwor2

donde hemos usado la relacién (6.21) y hemos escrito el volumen molecular
en términos del radio como v, = 4773 /3.

En la figura (6.5) se muestra el radio de crecimiento del nicleo como
funcién del tiempo para distintas velocidades. Al aumentar la velocidad el
radio critico B* decrece debido a la dependencia que tiene con la velocidad,
(6.21). Esto implica que al aumentar la velocidad de flujo la nucleacién
ocurre con mayor facilidad.
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Equilibrio S ——— *
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Figura 6.5: En esta figura se presenta el radio de crecimiento de un ntcleo en
presencia de un flujo dado en la ecuacién (6.26). Al aumentar la velocidad
de flujo ¢ el valor del radio critico decrece. El valor de la supersaturacion
Ay es igual en todos los casos.

Para escribir la energia libre de Gibbs como funcién del tiempo es nece-
sario sustituir (6.26) en (6.19) y escribir el volumen molecular en términos
del radio de cada particula. La expresion resultante esta dada por

~ 256730370 el6moLt (Aﬁ(eg’wit —-3)+ 47r07“2>
AG(t) =

: . (6.27)
<3A/:L(€87”7Lt 1)+ 4mrg)

6.2.1. El problema de la tension superficial.

Cuando existe un flujo en el volumen de control se ha mostrado hasta
ahora que el potencial quimico cambia debido a la energia cinética de las
particulas en solucién. En el trabajo realizado en 2004 por R. Blaak et al.
[15], se estudia la nucleacién homogénea en presencia de flujos y se hace la
suposicién de que para flujos pequenos, tanto el potencial quimico como la
tension superficial pueden expandirse en una serie de potencias que involucra
la magnitud del flujo c. Esto es,

Ap = AplD (1 + apc® + O(cY)) (6.28)
o= D(1+byc? + O(cY)), (6.29)

nde a on constantes que tienen dimension inver e energi
donde ag y by son constantes que tienen dimensiones de inverso de energia
por unidad de masa. Esta suposicion les permite definir los valores que las
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constantes pueden tomar. Cabe senalar que en el trabajo de R. Blaak et
al no se indica qué signo debe tener la constante by. Es mas, se considera
siempre positiva. Es importante enfatizar que si supusiéramos b < 0, esto
implicaria una reduccién de la tensiéon superficial conforme la velocidad del
flujo aumenta. Esto, sin embargo, carece de sentido fisico ya que los esfuerzos
de fase fluida sobre la superficie del nicleo tienden a incrementar la tension
superficial, no a disminuirla. La pregunta ahora es qué efecto tiene este nuevo
término para la tensién superficial.

Notemos que la expresién (6.28) propuesta por R. Blaak es consisten-
te con la expresién (6.14), que es exacta, es decir, se ha obtenido de los
principios generales de la termodinamica en el volumen de control.

Las ecuaciones (6.26) y (6.27) muestran el efecto que tiene el flujo de
particulas en el crecimiento del nicleo, tanto para R = R(t) Ccomo para
AG = AG (t) bajo la suposicién de que sélo afecta a la supersaturacién. En
particular, éstas ecuaciones nos dicen como cambia el potencial quimico con
la accién del flujo. Sin embargo, no contabilizan el efecto del flujo sobre la
tension superficial.

Utilizando la propuesta dada por (6.29) para la tensién superficial y
despreciando érdenes superiores, la ecuacién (6.19) es ahora

.4
AG = fﬁR?’Aﬂ + 4n(o + be?)R2. (6.30)

Mientras que la ecuacién (6.26) es

. 87‘&'(0 + ch)rg 687r(0+bc2)l~,t
R(t) = L= 2) (o8 be2) L 2)p2 (6.31)
3 (Ap + gme?) (ebm(o+be) Lt — 1) + 4 (o + be?)r2

donde hemos escrito b = byo.
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Figura 6.6: En (6.6a) y (6.6b) se grafica la energia libre de Gibbs como
funcién del radio para el esquema propuesto por R. Blaak et al, (6.30). Se
observa cémo al aumentar la velocidad del flujo la barrera de energia libre
de Gibbs aumenta en todos los casos. Ademads, en (6.6a) notamos que todas
las curvas pasan por el punto (AG*, R*). En las figuras (6.6¢) y (6.6d) se
grafica la ecuacion (6.31) tomando dos valores diferentes para el parametro
b.

En la figura (6.6) se ha graficado AG = AG(R) dada por la ecuacién
(6.30). Podemos observar que al aumentar la velocidad del flujo la barrera
de energfa libre de Gibbs aumenta y el radio el valor del radio critico R*
disminuye. Ademas, en la figura (6.6a) todas las curvas pasan por el punto
(AG*, R*) lo que muestra que existe un punto de convergencia para todas
ellas.

Por otro lado, en las figuras (6.6¢) y (6.6d) se grafica R = R(t) dada por
la ecuacién (6.31) para distintos valores del parametro b. Notemos como para
b pequeno la aproximacion de R. Blaak es muy buena, pues para distintas
velocidades se reduce la magnitud del radio critico. Mientras que el modelo
de R. Blaak predice que al aumentar la magnitud del pardmetro b aumenta
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el tamano del radio critico. Esto se opone a las observaciones experimentales
de A. Penkova [1] para la formacién de proteinas como lisosimas y ferritina.

Esto ultimo da lugar a la pregunta de qué es lo que estd pasando fisi-
camente en el sistema. Se sabe que en el proceso de nucleacion existe una
competencia entre la supersaturacion y la tension superficial, este o no el
sistema en presencia de un flujo. La suposicién de R. Blaak implica que en
presencia de flujo el nucleo se deforma, entonces ;qué fuerzas mantienen
unido al nticleo?

6.2.2. Deformacion del niicleo debido al flujo.

En la subseccién anterior mencionamos que la tensiéon superficial del
nicleo puede cambiar y expandirse en una serie de potencias de c. Es im-
portante mencionar que fisicamente lo que ocurre es que el flujo deforma al
ntcleo, esto es, que pierde su forma esférica idealizada. Al deformarse apare-
ce en ¢l una fuerza de restitucion que hace que tienda a recobrar una forma
aproximadamente esférica. Esta fuerza restitutiva esta asociada a la traza
del tensor de esfuerzos elasticos P¥ del fluido compuesto por las particu-
las en solucién y, en un caso mas general, los agregados. En la figura (6.7)
esquematizamos esta idea.

Figura 6.7: En presencia del flujo el ntcleo se deforma y el papel de la
fuerza restitutiva es mantener una forma aproximadamente esférica para
bajas velocidades.

En el trabajo de 2006 de C. Malaga et al. [3] se encontré que la contribu-
cién eldstica al tensor de presiones PP de una solucién polimérica estd aso-
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ciada a un tensor de deformacion A del mismo como
PE = —&FpA, (6.32)

donde & es el coeficiente de restitucién por unidad de masa de la molécula
y Fp es una funcién adimensional de la traza de A, que aqui consideraremos
aproximadamente constante. A es el promedio de las direccién caracteristica
de la deformacion del nicleo.

Se encontré que el tensor de deformacién A tiene una ecuacién de evo-
lucién dada por
dA

E —Q[A'Vﬁo]s =2 {LRR . [

kT

bt 5
m

S
<ﬁé>]} +2 [Lg, - (Vi - Vg ) - A]”,
donde j es la velocidad del flujo impuesto y m la masa del polimero, F
y R son la fuerza restitutiva y el vector de deformaciéon de la molécula,
y finalmente Lp, y Lggr son constantes de Onsager! que caracterizan la
movilidad y el acoplamiento entre la deformacién de la molécula y las fuerzas
de arrastre, respectivamente.
Tomando el caso estacionario donde

dA
— —2[A- V)P =0
dt [ UO] )
se deduce que la traza del tensor de deformacién es de la forma
kT F()LRR
A=Tr(A)=—|(2 .
r&) Fo < * FoLgrr — LRTC2> ’ (6.33)

donde c es la velocidad del flujo.
A partir de las ecuaciones (6.32) y (6.33) escribimos la traza del tensor
de presién eldstica como

FoLrg — Lp,c?

FoLRrr
FoLrr — Lpyc?)

FL
PP = Tr(PP) = —&okT (2 + i >

~ —&okT ( (6.34)

Para facilitar la notacién renombraremos las constantes por ¢ = FyLrr y
a = Lg, de tal forma que la presién eldstica es aproximadamente

PE ~ —gokT< g ) . (6.35)

g — ac?

'En el trabajo original de C. Mélaga las constantes de Onsager son cantidades tenso-
riales, aqui, por simplicidad son consideradas escalares.
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Mientras que la energia libre de Gibbs de las particulas en solucion dada
por (6.15) no se ve afectada, este efecto si modifica la energfa libre de Gibbs
del agregado dada por la ecuacién (6.16) mediante la suma de la presién
elastica por el volumen del agregado V,. Hasta ahora hemos mostrado que
PF esta relacionado con los esfuerzos eldsticos que siente el agregado, ele-
mento antes mencionado en el capitulo 2 en las ecuaciones (3.55) y (3.56)
donde Dreyer [6] asocia al elemento o) con los esfuerzos de los que es
objeto la interface.

Escribimos la energia libre de Gibbs del agregado, con esta nueva correc-
cién, como

Go = Go + PPV, = nyfin — neAfi + 0 A + PEV,. (6.36)

Por lo tanto escribimos la nueva diferencia de la energia libre de Gibbs entre
las particulas en solucién y el agregado como

AG = —naAfi+ 0A + PPV, (6.37)
donde )
Afl = iy — g = Ap + 577102. (6.38)

Andlogamente a como se obtuvo la expresién (6.19) escribimos el volumen
del agregado como V, = 47R3/3 y sustituyendo (6.35) en (6.37) tenemos

A 4 4
AG = — " R3Afi+ dnoR? — kT (—L ) 2T RS, (6.39)
3v, g—ac%) 3

Agrupando y escribiendo Aji en términos de la supersaturacion en equilibrio
obtenemos finalmente

A 1 4
AG = — | Ap + =mc? — v.&okT J " R3 + 470 R2. (6.40)
2 g—ac? )| 3v,

En forma condensada reescribimos (6.40) como

A 4
AG = —3—”R3Aﬂ + 470 R, (6.41)
Vq

donde

1
Aji = Ap+ =ine® — vabokT < 9 2) . (6.42)
2 g —ac
Es importante notar que la ecuacién (6.42) muestra explicitamente cémo es
el potencial quimico como funcién de la velocidad de flujo y de la tempera-
tura del sistema. En la figura (6.8a) hemos graficado el potencial quimico
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como funcién de la velocidad del flujo. Se observa que existe un valor de la
velocidad ¢, para el cual la nucleacién es 6ptima y un valor critico ¢+ para
el cual la nucleacién se anula. El valor critico ocurre cuando la supersatura-
cién se anula. Cabe mencionar que es particularmente complicado encontrar
el valor de co,¢ analiticamente, sin embargo es posible hallarla utilizando
métodos numéricos.
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Supersaturacion vs velocidad de flujo
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(b) Comparativo entre Aji, ALy Apu.

Figura 6.8: (a) Grafica de los potenciales quimicos como funcién de la velo-
cidad de flujo. Notemos como al aumentar la temperatura la velocidad de
flujo 6ptima para la nucleacion crece. (b) Gréfica de la supersaturacion Aj
dada por la ecuacién (6.36) como funcién de la velocidad de flujo. La super-
saturacién que contiene la contribucion de la energia cinética y de la fuerza
restitutiva va por en medio del valor de la supersaturacion en equilibrio y
en presencia de flujo.
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En la figura (6.8b) se hace un comparativo de la supersaturacién de
equilibrio, en presencia de flujo y en presencia de flujo con fuerza restitutiva,
Aup, ALy Afl respectivamente, como funcion de la velocidad. Notemos como
la supersaturacion que contiene la contribucién de la energia cinética y de
la fuerza restitutiva estd entre el valor de la supersaturacion en equilibrio y
la supersaturacion en presencia de flujo.

De nuevo hemos encontrado una relacién similar a (6.19) y (2.39) de tal
forma que el radio critico y la energia libre de Gibbs critica toman la forma

B = 2%% 20V , (6.43)
A (A,u + 3mc? — v &okT <—g_%62>)
y
Av 16T vio3 _ 16w v2o3 6.44
S AT 3 (a1 7 (64
(A,u + 5mc? — v &okT (gf;(ﬂ))

La energia libre de Gibbs como funcién del radio, dada por la ecuacion
(6.41), es una funcién tal que si se aumenta la velocidad de flujo disminuye
el valor de la barrera de energia libre, como se muestra en la figura (6.9)

Incremento
Equilibrio dela
c )

2 %, velocidad

- 3 ‘
4c
- 5¢

A GR)

Figura 6.9: Energfa libre de Gibbs como funcién del radio de crecimiento.
Al aumentar la velocidad del flujo se reduce considerablemente la barrera
de energia libre.

* *

RR R R R R

donde se toman valores para la velocidad ¢ no mayores que al valor de la
velocidad 6ptima mostrada en la figura (6.8b). Sin embargo es importante
ver el comportamiento de la energia libre de Gibbs para velocidades cercanas
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a la velocidad éptima, inclusive para velocidades superiores. En la figura
(6.10) se muestra lo que ocurre a la energfa libre de Gibbs para diferentes
valores, ligeramente menores y mayores a la velocidad del flujo éptima cop;.
Una vez que se ha cruzado la velocidad critica, la energia libre deja de
presentar un maximo local en R* y por lo tanto manifestando que el tnico
estado estable es el de la solucion.

Equilibio | Equilibrio
- c=05 - c=0.9 o
=075 =102
=09 11
= =~
o x
= = .
O O %
< < /
(a) ¢ < copt.- (b) ¢ & copt.
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- c=121
c=122
coptima
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E ,n-:\ - c=122
= e c=1223
O © c=1.224
4 < c=1.2245
/
\ ﬁ

(¢) ¢ =~ copt- (d) ¢ > copt-

Figura 6.10: En esta figura se presenta la dependencia de la energia libre de
Gibbs como funcién del radio dada por la ecuacién (6.41). Se ha graficado
para distintos valores de ¢ cercanos a la velocidad ¢, para esquematizar el
cambio que existe en la barrera de energia libre cuando se acerca a cop y

cuando se rebasa.

Ahora es necesario encontrar la forma del radio como funcién del tiempo,
para ello usaremos los resultados obtenidos en secciones anteriores. A partir
de la ecuacién (6.26) y utilizando la supersaturacién dada por (6.42) tenemos
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que
3 8molt
Rit) = 8mor; e A . (6.45)
3(An+ Sme? — Erd6ohT (245 (e7bt — 1) + dror?

donde L es el coeficiente de Onsager asociado. En la figura (6.11) se ha gra-
ficado la ecuacion (6.45) para velocidades menores que la velocidad 6ptima.
Recordemos que para velocidades ligeramente mayores a la velocidad 6ptima
o incluso mucho mayores resulta en valores del radio critico menores que el
valor inicial, lo que carece de sentido fisico.

Equilibrio [TU—————_— RO
2 Ry

R(t)

2r

0

t

Figura 6.11: Grafica de la radio como funcion del tiempo dado por la ecuacion
(6.45). Esta grafica es para velocidades menores que la velocidad cop.

Si utilizamos el resultado de la ecuacién (6.27) encontramos la energia
libre de Gibbs asociada a este efecto como funcién del tiempo, AG, dada
por

. 256730378 el6molt (Aﬂ(e&“’zt —-3)+ 47707’2)
AG(t) =

: - (6.46)
(BA/}(eSWLt 1)+ 4mrg>

En la figura (6.11) observamos que al aumentar la velocidad en este
nuevo esquema se nota una tendencia a disminuir el radio critico. Si aumen-
tamos la velocidad del flujo por encima de la critica, entonces ya no hay
nucleacién para esta aproximacion. Esto quiere decir que debe existir una
velocidad optima del flujo para la cual la nucleacién es maxima, como ya
hemos sefialado antes. Esto coincide con las observaciones realizadas por A.
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Penkova en su trabajo de 2006 [1] donde encuentra que dependiendo de la
velocidad del flujo, se promueve o se suprime la nucleacién. Mas aun, Pen-
kova afirma que este hecho asegura un méaximo ritmo de nucleacién y por
tanto un radio critico 6ptimo.

La deformacion del nicleo se ha estudiado en detalle en el caso donde
cambia solamente en la supersaturacién del sistema; sin embargo, ademas
de la revisién del andlisis de R. Blaak, en este nuevo esquema no hemos
contabilizado el cambio en la tensién superficial. La pregunta natural es
qué pasa si hacemos esto. La respuesta es que no se mejora nuestro modelo.
Esto se debe a que, como ya hemos mencionado anteriormente, los mejores
valores que puede tomar el pardmetro b son del orden de 10~! y atin asi no
se logra reducir la barrera de energia libre de Gibbs méas de lo que se logra
si utilizamos el valor de la velocidad 6ptima.

6.3. Ritmo de nucleacion.

Hasta ahora hemos explorado el problema de un flujo de materia a través
del volumen de control y hemos visto las repercusiones que esto tiene, prin-
cipalmente modificando la supersaturacién en equilibrio. Esta redefinicion
de la supersaturacién también permite redefinir la energia libre de Gibbs.
Utilizando las expresiones para la energia libre de Gibbs encontradas a lo
largo de este capitulo, (6.1), (6.23) y (6.41), y las nuevas definiciones de
la energia libre de Gibbs critica, veremos qué tanto disminuye la barrera
de energia libre debido a la presencia de un flujo de materia y la deforma-
ci6én del nicleo. En la figura (6.12) comparamos los comportamientos de las
diferentes energias libres de Gibbs. En ella podemos notar que mientras au-
mentamos los efectos a la supersaturacién y, por lo tanto a la energia libre
de Gibbs, la barrera de energia libre disminuye.
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Figura 6.12: Energia libre de Gibbs como funcién del radio dadas por las
ecuaciones (6.1), (6.23) y (6.41). Al aumentar los efectos a la supersaturacion
y por lo tanto a la energia libre de Gibbs se observa una disminucién de la
barrera de energia libre.

La gréfica anterior ilustra muy bien la reduccion de la barrera de energia
libre, sin embargo, también es util ver como se ve afectado el ritmo de
nucleacién al considerar estos efectos en la supersaturacién. Como vimos en
el capitulo 2, el ritmo de nucleacién esta dado por

AG*
Jo=exp |——] . 6.47
o= e |- 50 | (6.47)
Si utilizamos las definiciones de AG* dadas por (6.2), (6.22) y (6.44), tene-
mos en 3 diferentes ritmos de nucleacién, el ritmo en equilibrio Jy, el ritmo

debido al flujo Jg y el ritmo debido al flujo y a las fuerzas elasticas Jg E,
que estan dados por

167 v2o3
J() = exp I:_M AH2:| s (648)
167 vio3
JI =exp |- a , (6.49)
’ ST (A + ;m@)?]
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fE 167 vio
3kT _ 2
(Au + $me? — ve&okT (g—gac2))

Se puede observar que todos los ritmos de nucleacién son dependientes de
la supersaturacion, de hecho, es el punto clave para diferenciar entre uno
u otro. En la figura (6.13) hemos graficado los ritmos de nucleacién (6.48),
(6.49) y (6.50) como funcién de la velocidad.
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Figura 6.13: Ritmo de nucleaciéon como funcién de la velocidad. Se aprecia
como el ritmo de nucleaciéon que considera los efectos de flujo y elastico va
entre el ritmo de equilibrio y el ritmo debido al flujo. A partir de cierto valor
de la velocidad media del flujo dicho ritmo se anula, lo que implica que la
nucleacién cesa.

Al igual que cuando representamos la supersaturacién en funcién de
la velocidad se observa que el ritmo de nucleacion debido al flujo y a los
efectos eldsticos va entre el ritmo de equilibrio y el ritmo debido al flujo. Sin
embargo, nuestro modelo también indica que a partir de cierto valor de la
velocidad el ritmo de nucleacién se anula, lo que implica que la nucleacién
se anula por completo para este caso.

Al ver las figuras (6.12) y (6.13) podemos concluir que el modelo ex-
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puesto en este capitulo es enteramente consistente con las observaciones
experimentales de A. Penkova.



Capitulo 7

Conclusiones.

Partiendo de una detallada introduccién al proceso de nucleaciéon en
equilibrio y preguntandonos cémo se modificaria en presencia de flujos, fue
posible formular un modelo que describe correctamente, al menos desde el
punto de vista cualitativo, las observaciones experimentales. Ademads, utili-
zando las relaciones lineales en un esquema de termodindmica de no equili-
brio tipo Onsager, se encontré una ecuacién dindmica para el crecimiento del
radio como funcién del tiempo, encontrando una expresion analitica exacta.

Inicialmente se introdujo al proceso de nucleacién destacando la com-
petencia que hay entre las fuerzas volumétricas y superficiales. Asimismo,
sobresale que la energia libre de Gibbs es el potencial termodinamico adecua-
do para describir este proceso puesto que el sistema se encuentra a presion
y temperatura constante.

Para describir el proceso de nucleacién fuera de equilibrio se partié de la
definicién de la energia libre de Gibbs como funcién del radio, considerando
adicionalmente que el radio es una funcién del tiempo. Esto, aunado a las
relaciones lineales de Onsager, permitié derivar una ecuaciéon dindmica para
el radio como funcién del tiempo que fue resuelta explicitamente al consi-
derar la condicién de que el radio inicial del ntucleo es el didmetro de una
particula en soluciéon y que a partir de ese momento el radio del agregado
crece hasta alcanzar un valor méximo. Este valor maximo coincide con el
valor del radio critico, que a su vez es el punto cuya funcién es la altura
méxima de la energia libre de Gibbs.

Ahora bien, para formular el modelo de nucleacién en presencia de flujos
se hizo una primera aproximacién, en la que se considera solamente el efecto
de la energia cinética de las particulas en solucién. Este hecho modifica a
la supersaturacién en equilibrio, aumentandola por un término de orden
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cuadratico para la velocidad de flujo. Esta primera aproximacién muestra
que la nucleacion se ve favorecida en presencia de un flujo de materia; sin
embargo, esta aproximacién no es completa pues no contiene informacién
sobre la accién del flujo sobre el nicleo.

Por otro lado, se estudio6 el trabajo de Ronald Blaak en el que se consi-
dera que la tensién superficial y la supersaturacién pueden escribirse como
una serie de potencias de la velocidad del flujo hasta segundo orden. Es-
ta suposicion es consistente a la primera aproximacién propuesta en esta
tesis, resultado que, por otro lado, es exacto y representa un acuerdo par-
cial con las observaciones experimentales de Anita Penkova. No obstante,
al considerar a la tensién superficial como una serie de potencias se dejan
abiertas muchas preguntas sobre los valores permitidos para las constantes
de proporcionalidad y sobretodo, el significado fisico que tienen.

Para formular el modelo final fue necesario considerar que el flujo defor-
ma al nicleo y que por esa razén aparece una fuerza de caracter restitutivo
que lo mantiene unido y con una forma cercana a la esférica. De hecho, la
fuerza restitutiva juega un papel fundamental en la competencia entre las
fuerzas superficiales y volumétricas.

Este dltimo modelo permite redefinir de nueva cuenta a la supersatura-
cién, y esta nueva definicién contiene el efecto de la deformacién del nicleo
ocasionado por el flujo. Para encontrar este modelo final se utilizé el trabajo
reportado en la referencia [3]|, donde se estudian los esfuerzos de cardcter
elastico que sienten polimeros en solucién en presencia de flujos.

La redefinicién de la supersaturacion es el resultado mas relevante de
esta tesis, ya que permite modificar a la energfa libre de Gibbs y por tanto,
el valor de la barrera de energia libre de Gibbs critica como funcién de la
velocidad media del flujo.

Este ultimo modelo presenta un acuerdo todavia mayor con las observa-
ciones experimentales pues predice la existencia de una velocidad 6ptima de
nucleacién.

También se mencioné a lo largo del trabajo la importancia del ritmo
de nucleacién en el estado estacionario como la funcién termodindmica que
da cuenta de la eficacia del proceso de nucleacién. Utilizando el resultado
de esta tesis se encuentra que éste modelo si determina un méaximo ritmo
de nucleacién, méas aun, este ritmo de nucleacién maximo coincide con la
velocidad éptima de nucleacién.

Queda aun abierto el analisis de la nucleacién utilizando las ecuaciones
de reaccién difusién, problema que seguramente serd abordado en un futuro.
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