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3.1.2. Deducción termoqúımica de las ecuaciones del sistema
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Resumen

En este trabajo se propone un modelo de nucleación en presencia de flujos
en términos de la termodinámica para sistemas abiertos, en particular, para
un volumen de control. Este modelo esta dividido en dos contribuciones. La
primera contribución viene de la enerǵıa cinética de las part́ıculas en solucón
y la segunda toma en cuenta la deformación del núcleo debido a la presencia
del flujo.
En el primer caso se observa que la supersaturación del sistema aumenta
en un término proporcional a la enerǵıa cinética del flujo. Este resultado
confirma parcialmente las observaciones de A. Penkova et al. [1] y muestra
que un modelo anterior, propuesto por R. Blaak et al [15], es consistente con
este resultado encontrado a partir de la primera ley de la termodinámica.
En el segundo caso tomando en cuenta que el flujo impone esfuerzos en la
superficie del núcleo, que resulta en su deformación, introducimos un nue-
vo término en la enerǵıa libre de Gibbs que es proporcional al volumen del
agregado y toma en cuenta la enerǵıa guardada debido a la deformación,
es decir, debido a su naturaleza elástica [3]. Este término reduce el efecto
del flujo en la supersaturación originando la aparición de dos velocidades
para el flujo. Una velocidad óptima copt y una velocidad cŕıtica cc. El valor
de la velocidad cŕıtica determina dos reǵımenes. Para velocidades c < cc la
nucleación es favorecida, mientras que para c > cc es inhibida y eventual-
mente suprimida. Este comportamiento es consistente a lo observado en el
crecimiento de protéınas como lisosimas, ferritina y apoferritina [1].
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Caṕıtulo 1

Introducción.

“Lo esencial no es la apertura, sino toda la compleja y original situación en
la que el jugador no puede valerse de la ayuda ajena y debe tomar una

determinación acertada.”
Mikhail Botvinnik

La formación de nuevas fases a partir de soluciones, ĺıquidos o vapor es
un problema que ha sido estudiado intensamente por f́ısicos y qúımicos desde
la primera mitad del siglo pasado. En el marco de la termodinámica, J. W.
Gibbs estudió este problema en su libro On the equilibrium of heterogeneous
substances. Ése es el objeto de estudio de este trabajo, donde se analiza
desde la forma de equilibrio de las estructuras cristalinas hasta la formación
de núcleos o agregados de materia debido a la presencia de flujos.

En este trabajo, inicialmente, se estudia la forma de equilibrio de las
estructuras cristalinas y se utiliza el concepto de supersaturación, que es la
diferencia de los potenciales qúımicos entre las distintas fases del sistema.
Además se observa que cuando un cristal alcanza su forma de equilibrio se
garantiza que se ha realizado el mı́nimo trabajo en su formación.

Cuando las soluciones son llevadas a un estado de alta supersaturación,
las transiciones de fase se llevan a cabo a través del estado más estable que
usualmente es reconocido como el estado de equilibrio entre el cristal y la
solución. Sin embargo, cuando las soluciones están en estados metaestables,
no es posible realizar el cambio de fase de manera espontánea

Es común encontrar que en soluciones de protéınas en condiciones fi-
siológicas, como las lisosimas, no se pueda escapar de este estado metaestable
y por lo tanto la cristalización nunca ocurra [17]. Por lo tanto, es importante
conocer y estudiar las etapas tempranas de la cristalización. Esto origina la
pregunta natural: ¿qué proceso ocurre antes de la formación de un cristal?
Este proceso es llamado nucleación y la supersaturación asociada al sistema

1
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2 Caṕıtulo 1. Introducción.

juega un papel muy importante en este proceso. Según este esquema general,
el proceso de cristalización ocurre en dos etapas, una temprana en la que se
forma un pequeño núcleo o semilla que dará lugar al cristal (la nucleación),
y otra tard́ıa que controla propiamente el crecimiento del cristal a partir del
núcleo.

En 1935, R. Becker y W. Döring, inician el estudio moderno del proceso
de nucleación publicando el primer trabajo sobre nucleación a partir de la
condensación de una gota de ĺıquido, siendo la fase madre el vapor. En él, se
da a conocer un esquema de reacciones uno a uno que origina la formación
del núcleo. Este esquema de reacciones, llamadas reacciones bimoleculares1,
origina el proceso de nucleación homogénea donde la enerǵıa libre de Gibbs es
el potencial termodinámico que contiene con toda la información del proceso
y del ritmo de reacción (nucleación) en el estado estacionario. El ritmo de
nucleación es la cantidad que da cuenta de la rapidez con la que ocurre
la nucleación, y es por tanto una medida de la eficacia del proceso. Cabe
mencionar que en este texto se utiliza la palabra ritmo para referirse a la
tasa de variación de lo que se esté hablando.

En la formación de núcleos se presenta una marcada competencia entre
las fuerzas que actúan sobre el núcleo, una fuerza superficial, que tiene que
ver con la tensión superficial del agregado, y una fuerza volumétrica, que
tiene que ver con la supersaturación del mismo.

Originalmente, Becker y Döring estudiaron el proceso de nucleación a
partir de soluciones o sustancias en fase fluida como un proceso que ocurre
fuera del equilibrio termodinámico e hicieron la suposición adicional de que
no hab́ıa un flujo de materia a través del sistema. Sin embargo, en la práctica
es frecuente encontrar que los reactores qúımicos operan bajo la presencia
de flujos. En años recientes se han hecho experimentos donde se estudia
cómo se ve afectada la nucleación en presencia de flujos. Para ello se utilizan
flujos laminares tipo Couette o inclusive diferencias de potencial eléctrico
que modifican la movilidad de part́ıculas en solución, como en el trabajo de
A. Penkova [1].

En 2004 R. Blaak propuso un modelo matemático y computacional que
pretende explicar las repercusiones del flujo sobre el proceso de nucleación.
En él supone que la tensión superficial y la supersaturación pueden escribirse
como una serie de potencias de la velocidad de flujo. Sin embargo, este
modelo origina una discusión sobre la magnitud de los parámetros utilizados,
ya que predice la inhibición de la nucleación para cualquier velocidad de
flujo, lo que parece contradecir las observaciones experimentales.

1Este esquema será estudiado con detalle en el caṕıtulo 2
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Las observaciones experimentales de Penkova, que aparentemente fueron
hechas para verificar las predicciones del modelo de Blaak, muestran que
debe haber un cambio en los parámetros f́ısicos del sistema debido a la
presencia de flujos, aśı como también debe existir una velocidad para la
cual la nucleación es óptima. Esta velocidad óptima asegura, a su vez, el
máximo ritmo de nucleación. Estos experimentos fueron realizados aplicando
un campo eléctrico, que es el causante de un flujo de iones que, a su vez,
fomenta la nucleación.

En la figura (1.1) y en la tabla (1.2) se muestran algunos de los resultados
obtenidos por Penkova donde se observa que al imponer un flujo de materia
puede mejorarse la nucleación de protéınas, como la ferritina, antiferritina
y lisosimas.

Figura 1.1: Ilustración de los efectos del campo eléctrico en el número de
cristales de ferritina. (A) No hay campo (B) Campo de 50 kV/cm. Las flechas
negras apuntan a precipitados amorfos y las blancas apuntan a cristales fuera
del plano focal de la imagen. Imagen original del art́ıculo.

En particular, el trabajo de Penkova muestra que la presencia de un flujo
de materia da lugar a dos reǵımenes para la nucleación. A velocidades bajas
se incrementa la nucleación hasta alcanzar la velocidad de flujo óptima a
partir de la cual la nucleación empieza a ser inhibida hasta que se anula.
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Tabla 1.2: Efecto del campo eléctrico en la nucleación de ferritina, antiferri-
tina y lisosima. Tabla original del art́ıculo de Penkova et al [1].
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En su art́ıculo, Penkova afirma que tanto el modelo como las simula-
ciones realizadas por Blaak no muestran condiciones donde la nucleación
se vea beneficiada por el flujo, y, por lo tanto, se encuentran en abierta
contradicción con los experimentos.

El objetivo de esta tesis es modelar anaĺıticamente el problema de nu-
cleación en presencia de flujos en términos de la termodinámica de procesos
irreversibles y en términos de la termodinámica para volúmenes de control.
Como se verá en el desarrollo de la tesis, se hará un mayor énfasis en la
segunda aproximación ya que permite calcular algunas cantidades de interés
práctico de manera más sencilla. Para ello será necesario partir de la defini-
ción de la primera ley de la termodinámica para sistemas abiertos, pues la
dinámica de nucleación cambia, lo que implica una redefinición de la enerǵıa
libre de Gibbs para la nucleación en sistemas cerrados.

En el primer caṕıtulo se hará una revisión de los conceptos necesarios
para describir la formación de nuevas fases a partir de una fase madre, aśı co-
mo los efectos que sobre este proceso tienen las superficies de los objetos,
en particular cuando estas superficies no son planas. También se revisarán
algunas caracteŕısticas de los cristales como su forma y la parametrización
de su superficie.

En el segundo caṕıtulo se revisan los fundamentos de la teoŕıa de nu-
cleación homogénea y se discute el modelo de Becker y Döring, finalizando
con una discusión reciente sobre su acuerdo con la segunda ley de la termo-
dinámica y la teoŕıa de procesos irreversibles (TPI). Esta última teoŕıa se
revisa brevemente en el tercer caṕıtulo, haciendo énfasis en su aplicación a
los procesos de reacción difusión, de los cuales la cristalización es un caso
particular.

En el cuarto caṕıtulo se hace uso de la TPI aplicándola al esquema de
Becker y Döring para la nucleación homogénea y se discuten una serie de re-
sultados interesantes. En particular, se muestra que en determinadas condi-
ciones, dicho esquema lleva a una ecuación tipo Fisher para la concentración
del núcleo que en principio predice y describe la formación y crecimiento del
mismo.

En quinto caṕıtulo se dedica al estudio de la nucleación en presencia de
flujo usando la termodinámica de voúmenes de control y un esquema fuera de
equilibrio tipo Onsager que no contempla las fluctuaciones de las variables
termodinámicas. Se construye un modelo que contempla distintos efectos
del flujo sobre el núcleo en formación y predice, de manera cualitativa, los
comportamientos observados por Penkova. Finalmente, en el sexto caṕıtulo
se presentan las conclusiones de esta tesis.
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La principal aportación de la tesis es que da un fundamento teórico a
las observaciones experimentales hechas por el grupo de A. Penkova. En
particular, se encuentra que si se toma en cuenta la enerǵıa guardada por el
núcleo debido a la deformación, se agrega un término a la supersaturación,
que reduce el efecto del flujo en el proceso, originando la aparición de dos
velocidades. Una velocidad óptima copt y una cŕıtica cc. El valor de la velo-
cidad cŕıtica determina dos reǵımenes. Para velocidades c < cc la nucleación
es favorecida, mientras que para c > cc es inhibida y eventualmente supri-
mida. Este comportamiento es consistente a lo observado en el crecimiento
de protéınas como lisosimas, ferritina y apoferritina [1].



Caṕıtulo 2

Conceptos básicos.

En este caṕıtulo estudiaremos los conceptos básicos relacionados con el
estudio del equilibrio de sistemas heterogéneos. Para ello se discutirán algu-
nos aspectos de las transiciones de fase en sistemas infinitos y su generaliza-
ción a los sistemas finitos, donde los efectos de superficie son importantes.

Para comenzar, imaginemos un sistema que consta de dos fases, α y
β, que se encuentra en condiciones de preśıon y temperatura constantes,
Pα = Pβ = P y Tα = Tβ = T . El equilibrio entre ellas se alcanza cuando los
potenciales qúımicos de ambas es el mismo

µα(P, T ) = µβ(P, T ) . (2.1)

La condición (2.1) implica que las fases son infinitamente grandes.
De la relación (2.1) se sigue que, dµα = dµβ, es decir(

∂µα
∂P

)
T

dP +

(
∂µα
∂T

)
P

dT =

(
∂µβ
∂P

)
T

dP +

(
∂µβ
∂T

)
P

dT . (2.2)

Dadas las definiciones de entroṕıa molar s = ∂S/∂N y del volumen molar
v = ∂V/∂N , (

∂µα
∂P

)
T

= vα , (2.3)(
∂µα
∂T

)
P

= −sα , (2.4)

se reescribe (2.2) como

vαdP − sαdT = vβdP − sβdT . (2.5)

7



8 Caṕıtulo 2. Conceptos básicos.

De la relación (2.5) se obtiene la ecuación de Clapeyron dada por

dP

dT
=

∆s

∆v
, (2.6)

donde se define ∆v = vα − vβ y ∆s = sα − sβ. La relación (2.6) es una
consecuencia directa de (2.1) y marca la relación que existe entre P y T en
equilibrio cuando hay coexistencia de fases.

Las condiciones de presión como función de la temperatura o del volumen
de ambas fases son útiles para describir al sistema mediante un diagrama de
fase. La gráfica de la función P = P (T ), obtenida a partir de la ecuación de
Clapeyron es llamada la curva de coexistencia.

La temperatura en las curvas de coexistencia corresponde a la tempera-
tura de transición fase. La ecuación de Clapeyron, (2.6), permite describir
cómo ocurre una transición de fase en equilibrio. Por ejemplo, para una tran-
sición de ĺıquido a gas a temperatura constante se requiere que la presión
disminuya. Mientras que para hacer la misma transición a presión constante
es necesario que la temperatura aumente, como se esquematiza en la figura
(2.1).

P

T

Sólido

Líquido

Sólido

Gas

Tc

C

Pt

Figura 2.1: En este diagrama de fases se muestra a la presión como función
de la temperatura y se suponen tres fases, sólido, ĺıquido y gas. Además se
marca con C el punto cŕıtico de la curva de coexistencia ĺıquido vapor, aśı co-
mo el punto triple con Pt. Las flechas denotan una transición de ĺıquido a gas
por dos mecanismos diferentes, aumentando la temperatura o disminuyendo
la presión.

Al utilizar la definición de la entalṕıa molar, h = u+ Pv, donde u es la
enerǵıa interna molar y puesto que h = h(s, P ), y la transición ocurre a P



9

y T constantes, se reescribe la ecuación (2.6) como

dP

dT
=

∆h

T∆v
. (2.7)

En el caso de la transición ĺıquido-gas, la entalṕıa de vaporización ∆h =
hg − hl es siempre positiva, ∆h > 0.

Como el volumen molar del vapor es mucho mayor que el del ĺıquido,
entonces ∆v = vg − vl > 0 y por lo tanto se sigue que

dP

dT
> 0 , (2.8)

es decir, la pendiente de la curva de coexistencia ĺıquido-vapor es positiva.
En el caso de la fusión de un cristal se tiene que ∆h = hl − hc > 0. La

temperatura a la cual ocurre esta transición es llamada la temperatura de
fusión, Tf . En la mayoŕıa de las sustancias ∆v = vl − vc > 0 y la curva de
coexistencia ĺıquido-sólido es positiva. En el caso especial del agua ∆v =
vl − vc < 0 lo que da lugar a una pendiente negativa para la curva de
coexistencia ĺıquido-sólido.

En el estudio de la cristalización para fases infinitamente grandes suele
introducirse el concepto de supersaturación, que se define como la diferen-
cia de los potenciales qúımicos entre la fase madre α y la nueva fase β a
temperatura T y presión P dadas [13]. Esto es,

∆µ ≡ µα − µβ . (2.9)

Si consideramos al sistema de dos fases compuesto por un gas y su sólido
(cristal) a temperatura constante T , la supersaturación esta dada por

∆µ = µg(P )− µc(P ) . (2.10)

Notemos que el concepto de supersaturación en el proceso de formación
de cristales juega un papel similar al de la afinidadA en una reacción qúımica
[14]. Por ejemplo, supongamos que tenemos la siguiente reacción

NA � NB . (2.11)

Se define la afinidad A de la reacción como [14]

A = µNA − µNB . (2.12)

Por otro lado, si suponemos la formación de un cristal a partir de dos
fases diferentes NA y NB, escribimos la supersaturación como

∆µ = µNA − µNB . (2.13)
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Ambas cantidades denotan la diferencia que hay entre los potenciales
qúımicos. El signo de ∆µ y A indica la dirección de formación o de reacción.
Es decir, cuando ∆µ > 0 (A > 0) en la ecuación (2.13) denotamos que se
está formando la especie NB a partir de la NA.

Si la presión P0 a la que ocurre la transición de fase es constante, es
decir, la presión donde µc(P0) = µg(P0), decimos que P0 es la presión de
equilibrio de la fase cristalina infinitamente grande.

Usando la ecuación (2.1) se puede reescribir (2.10) en la forma

∆µ = [µg(P )− µg(P0)]− [µc(P )− µc(P0)] . (2.14)

Para pequeñas fluctuaciones respecto al estado de equilibrio se reescribe ésta
como sigue

∆µ ∼=
∫ P

P0

dP
∂µg
∂P
−
∫ P

P0

dP
∂µc
∂P

. (2.15)

Si utilizamos la relación (2.3) obtenemos

∆µ =

∫ P

P0

dP (vg − vc) ∼=
∫ P

P0

dP vg . (2.16)

Si suponemos que el gas es ideal, vg = kT/P donde k es la constante de
Boltzmann, se tiene

∆µ = kT ln
P

P0
. (2.17)

Puesto que el cristal está inmerso en una solución ideal, la expresión para
la supersaturación en función de las concentraciones está dada por

∆µ = kT ln
C

C0
, (2.18)

donde C y C0 son las concentraciones real y de equilibrio del soluto, respec-
tivamente.

2.1. Efectos de superficie en la formación de nue-
vas fases.

En los sistemas reales las fases son finitas y las fronteras no son per-
fectamente planas. Las correcciones que este hecho introduce en el análisis
anterior serán estudiadas en esta sección.
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Consideremos un recipiente de volumen V a temperatura constante T ,
que contiene gas a presión Pg y volumen Vg, en equilibrio con una gota
de radio r a una presión Pl y volumen Vl. El sistema está constituido por
dos fases de una misma sustancia, de tal forma que µg = µl = µ, y están
separadas por una superficie1 de área A caracterizada por una tensión su-
perficial σ. Para estudiar las condiciones de equilibrio de este sistema se
hará uso de la enerǵıa libre de Helmholtz, F = F (V, T ), también definida
como F = U − TS. Diferenciando la relación anterior se obtiene,

dF = dU − TdS − SdT . (2.19)

Utilizando la primera ley de la termodinámica, cuando la temperatura es
constante y el potencial qúımico de ambas fases es el mismo, se obtiene

dU = TdS − PldVl − PgdVg − σdA . (2.20)

Sumando (2.19) y (2.20) en el caso isotérmico se llega a la ecuación

dF = −PgdVg − PldVl + σdA . (2.21)

Dado que el volumen total V = Vg+Vl es constante entonces dVg = −dVl.
Además, sabemos que la enerǵıa libre de Helmholtz es mı́nima en equilibrio,
dF = 0. Por lo tanto, la ecuación (2.21) se reescribe como

Pl − Pg = σ
dA

dVl
. (2.22)

Si consideramos en primera aproximación que la gota es esférica, su volumen
esta dado por 4πr3

3 y su área por 4πr2, de tal forma que dS = 8πrdr y
dV = 4πr2dr. Por lo tanto, la ecuación (2.22) se reduce a

Pl − Pg =
2σ

r
. (2.23)

que es la ecuación de Laplace [13].
El problema de formación de una gota es muy interesante debido a la

competencia que existe entre las fuerzas involucradas. Por un lado una fuerza
de superficie y por otro lado una fuerza volumétrica.

Una relación similar a la relación (2.23) se puede obtener para este caso
si consideramos el mismo sistema del ejemplo anterior pero ahora las con-
diciones de presión P y temperatura T son constantes. En este caso, una

1Se entiende por superficie una capa delgada de part́ıculas con enerǵıa de ligadura
distinta a la enerǵıa de ligadura de las part́ıculas en el bulto.
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condición adicional es que la suma del número de moles de gas y de ĺıquido
es constante N = ng+nl, por lo que dng = −dnl. En este ejemplo la enerǵıa
libre de Gibbs, G = G(ng, nl, P, T ), definida como G = U + PV − TS, es el
potencial termodiámico adecuado para estudiar al sistema.

Al usar la enerǵıa libre de Gibbs, la relación (2.23), que muestra una
diferencia de presiones, se manifestará como una diferencia de potenciales
qúımicos.

Minimizando la enerǵıa libre de Gibbs con nl = 4πr3/3vl encontramos
la ecuación de Gibbs-Thomson dada por

µV − µl =
2σvl
r

, (2.24)

donde vl es el volumen molar de la especie ĺıquido.
A partir de las ecuaciones (2.23) y (2.24) es posible deducir que el trabajo

que se hace para formar una gota en una fase inestable de vapor es

(Pl − PV )V = nl∆µ . (2.25)

Ésta relación se puede deducir a partir de la ecuación de Gibbs-Duhem,
Ndµ = −SdT +V dP +Adσ, considerando a la temperatura T y a la tensión
superficial σ constantes e integrando la ecuación desde un punto arbitrario
en el bulto de la gota hasta la superficie, y suponiendo que en ella la presión
y el potencial qúımico están dados por los valores externos. Aqúı V y N son
el volumen molar y el número de moles del ĺıquido.

De esta manera los conceptos de diferencia de presión y de potencial
qúımico manifiestan su importancia en el proceso de cristalización.

2.2. Cristales.

Usando las ecuaciones de Laplace y de Gibbs-Thomson se puede describir
cualquier tipo de superficie de un cristal, si se conoce o se calcula de alguna
forma el radio de curvatura de la misma. De hecho, se puede conocer la
forma final del cristal, cuando se calcula la enerǵıa superficial mı́nima. Para
poder determinarla debemos considerar sitios de equilibrio local.

Cuando se estudia la formación de cristales se trata de encontrar la forma
que es termodinámicamente favorable en las condiciones f́ısicas dadas. Esto
es, cuando el trabajo de formación del cristal es el mı́nimo posible para un
volumen dado del cristal.

El trabajo de formación tiene una contribución volumétrica, que es debi-
da al intercambio de part́ıculas entre la fases y una parte superficial, que es
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la que se gasta en la formación de las fronteras del cristal. Pero el problema
no es tan fácil como el de la formación de una gota de ĺıquido en un vapor,
porque en la formación de cristales hay que tomar en cuenta que los crista-
les están confinados a fronteras con diferentes orientaciones cristalográficas
e incluso con enerǵıa superficial diferente. Esto quiere decir que el medio es,
en general, anisotrópico.

El trabajo necesario para crear superficies nuevas se llama enerǵıa libre
espećıfica superficial y no importa la forma en la que se esté formando es-
ta nueva superficie, porque el trabajo espećıfico es el mismo. Al formarse
estas nuevas superficies agregando materia a una fase o juntando dos super-
fices antes formadas, se rompen o crean nuevos enlaces qúımicos. Entonces,
mientras más suave sea la cara de un cristal, más pequeña es la enerǵıa libre
espećıfica superficial.

Para determinar la forma del cristal puede usarse el teorema de Gibbs-
Curie-Wulff [13], que establece que si tenemos un cristal y marcamos dentro
de él un punto, llamado el punto de Wulff, la distancia entre cualquiera de
las caras del cristal a él son proporcionales a la enerǵıa espećıfica superficial
de cada cara.

Si seguimos dicho teorema, podemos construir la forma de equilibrio del
cristal siguiendo los siguientes pasos

Dibujamos vectores normales a todas las caras del cristal desde un
punto arbitrario.

Después, las distancias proporcionales a los valores correspondientes
de enerǵıa espećıfica superficial, σn, se marcan en los vectores y cons-
truimos planos, normales a los vectores, que pasen por esas marcas.

El poliedro cerrado resultante es la forma de equilibrio.

Para determinar el valor de la enerǵıa espećıfica superficial, se deben tomar
en cuenta las variables termodinámicas del sistema como las presiones que
ejercen el vapor y el cristal.

De hecho, Markov [13] nos dice que podemos dividir al cristal en un
conjunto de pirámides con un vértice en común, el punto de Wulff. Si le
asignamos una altura hi a cada una de estas pirámides, ver (2.2), encon-
tramos que la razón entre la enerǵıa espećıfica superficial y la altura de la
pirámide es constante

σi
hi

= const . (2.26)

La relación (2.26) expresa el teorema de disposición de equilibrio de las caras
de un cristal de Wulff y es conocida como la relación Wulff-Kaischew.
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Punto de
Wulff

ih

A i

Figura 2.2: En la figura se muestra la forma en la que el volumen del cristal
es fraccionado por medio de pirámides construidas en las caras Ai y cuyos
ápices convergen en el punto de Wulff, hi representa la altura de la i-ésima
pirámide.

La constante de proporcionalidad se determina por la diferencia de pre-
sión entre ambas fases. El papel importante de la supersaturación en este
problema es que determina la escala o el tamaño del cristal, y es muy pare-
cido a la ecuación de Gibbs-Thomson, (2.24), o de Laplace (2.23).

Si hacemos ciertas consideraciones sobre la forma de equilibrio, pero
ahora con dos especies distintas, o más bien con la presencia de un sustrato,
también es posible determinar la relación Wulff-Kaischew, (2.26).

2.3. Anisotroṕıa.

Analicemos la forma de equilibrio del cristal debido a la anisotroṕıa del
medio. Para hacerlo se recurre a la fomula de Herring. Recordemos que en
el caso anterior la enerǵıa libre de Helmholtz, F , se minimiza, mientras que
el volumen, V , se mantiene constante.

Considerando el caso bidimensional2 se cambia la enerǵıa espećıfica su-
perficial, σ(θ), por una enerǵıa por unidad de longitud de contorno, κ. Esto
quiere decir que estamos cambiando el problema de tres dimensiones a dos
dimensiones, le restamos un grado de libertad al crecimiento del cristal. En
este caso es importante señalar que el área es constante y la enerǵıa de
contorno del cristal bidimensional, Φ, se minimizará.

2En la siguiente sección se analiza más de cerca el problema para la supersaturación
de un cristal en tres dimensiones.
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La enerǵıa espećıfica total de contorno se define como

Φ =

∫
L
κ(θ)dl , (2.27)

donde θ es la variable que utilizaremos como parmámetro para hacer la
integración a través de todo el contorno del cristal bidimensional. El ángulo
θ da una medida de la curvatura del contorno. Es importante señalar que
el tipo de curvas que se pueden parametrizar utilizando el ángulo tienen
que ser suaves y sencillas, estamos pensando en elipsoides, ya que es posible
determinar, para un mismo ángulo, diferentes puntos en el cristal, si tiene
una forma complicada. Se debe tomar en cuenta que el área superficial se
mantenga constante y la enerǵıa de contorno se minimice.

Como Φ está definida por una integral que en realidad es una funcional,
se debe cumplir que

F =

∫ b

a
F (x, y, y′, y′′)dx = min . (2.28)

La razón para que exista y′′ es que estamos pensando en el radio de curvatu-
ra. Ahora bien, la ecuación de Euler Lagrange correspondiente al funcional
(2.28) es

∂F

∂y
− ∂

∂x

(
∂F

∂y′

)
+

∂2

∂x2

(
∂F

∂y′′

)
= 0 . (2.29)

Entonces la forma de equilibrio de un cristal está dada por una ecuación de
segundo orden, que en general puede ser no lineal dependiendo de la funcio-
nal, y su solución nos da una regla para construir esta forma de equilibrio.

De manera similar a la ecuación (2.24), la supersaturación se asocia con
la enerǵıa espećıfica de contorno como [13]

∆µ =
ac
R

(
χ(θ) +

d2χ

dθ2

)
, (2.30)

donde ac es el área de cada part́ıcula, R es el radio de curvatura del cristal
y χ(θ) es la enerǵıa espećıfica de contorno.

En el caso de un cristal tridimensional, la supersaturación tiene la forma

∆µ =
vc
R1

(
σ(θ1) +

d2σ

dθ21

)
+
vc
R2

(
σ(θ2) +

d2σ

dθ22

)
, (2.31)

donde R1 y R2 son los respectivos radios de curvatura para los parámetros
θ1 y θ2, mientras que σ es la enerǵıa espećıfica superficial. La ecuación (2.31)
es la llamada fórmula de Herring y en la siguiente sección la obtendremos
paso a paso.
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2.4. Parametrización.

En esta sección se analiza la fórmula de Herring para la supersaturación
en un cristal de tres dimensiones. La idea general es reducir el problema
de tres dimensiones a dos problemas de dos dimensiones acoplados. Esta
reducción se realiza de la manera siguiente.

En la figura (2.3a) se toma un punto de referencia O dentro del cristal
que será el origen de nuestro sistema de coordenadas cartesiano. Escogemos
un punto M en la superficie S del cristal y tomamos la distancia OM a la
que llamaremos r. Por M se hace pasar un plano tangente T .

M

X

Y

Z

o

r

φ
θ

T

S r

(a)

M

P

P
1

2

l1

2l

(b)

Figura 2.3: (a) En esta figura se muestra el origen del sistema de coordenadas
O y el punto M por el que pasa el plano T tangente a la superficie S. La
distancia entre los puntos O y M se llama r. (b) P1 y P2 son dos planos
ortogonales que contienen dos direcciones caracteŕısticas del cristal l1 y l2.

Una vez definida la figura (2.3a) tomamos dos planos ortogonales P1 y
P2 entre śı y a su vez ortogonales a T como se observa en la figura (2.3b).
Estos planos contienen dos direcciones caracteŕısticas del cristal l1 y l2 a pa-
rametrizar. De una manera más simple imaginemos que el cristal es como un
balón de fútbol americano, si cortamos el balón con dos planos ortogonales
se tiene por un lado una elipse (2.4a) y por otro lado un ćırculo. Centremos
nuestra atención en la elipse, es decir, la figura (2.4). Tomemos un punto
N en el plano T y tracemos una ĺınea que va desde O a N que llamaremos
n, como se muestra en la figura (2.4a) y es un poco más claro en la figura
(2.4b).
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T
S

X

Z

N

r

(a) Corte longitudinal del cristal, obtenemos
una elipse.

N
M

Z

X
ϑ

l1

(b) Plano donde identificamos los puntos den-
tro y fuera del cristal, N y M . l1 es la super-
ficie del cristal

Figura 2.4: En esta figura se encuentran los puntos N y M que servirán para
determinar el ángulo θ.

Desde el punto de vista termodinámico, lo que nos importa conocer de
la superficie es la enerǵıa libre Φ necesaria para formar el cristal. Como se
mencionó en la sección anterior, la enerǵıa libre de Helmholtz, en este caso
se define como

Φi =

∫
li

dli κ(θ) . (2.32)

donde κ = κ(θ) es la enerǵıa por unidad de longitud de contorno. Mientras
que la superficie asociada a este contorno se define como

Si =

∫
si

ds (2.33)
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La idea ahora es parametrizar el contorno y aśı expresar Si y li en térmi-
nos de un sólo parámetro. En este caso el parámetro natural para hacerlo es
el ángulo θ. Para esto definimos dos funciones que dependen de θ, x = x(θ)
y z = z(θ), que son puntos que no están en el cristal sino que se encuentran
en la intersección del plano tangente y la normal. Por definición podemos
parametrizar l1 y S1 como sigue [4]

dl1 = (x′2 + z′2)1/2dθ , (2.34)

ds1 =
1

2
(xz′ − zx′)dθ , (2.35)

donde x′ = dx
dθ y z′ = dz

dθ con θ en el intervalo [0, 2π].
Usando (2.34) y (2.35) tenemos que (2.32) y (2.33) las podemos escribir

como

Φi =

∫ 2π

0
dθ κ(θ) (x′2 + z′2)1/2 , (2.36)

Si =

∫ 2π

0
dθ

1

2
(xz′ − zx′) . (2.37)

De la figura (2.2) sabemos que,

x = n cos(θ) , (2.38)

z = n sen(θ) , (2.39)

entonces

x2 = xn cos(θ) , (2.40)

z2 = zn sen(θ) . (2.41)

Además, si usamos el teorema de Pitágoras,

x2 + z2 = xn cos(θ) + zn sen(θ) = n2 . (2.42)

Por lo tanto, encontramos que la magnitud de la normal n está dada por,

n = x cos(θ) + z sen(θ) . (2.43)

Ahora veamos cómo es la primera derivada de la normal respecto al
parámetro θ,

dn

dθ
=
dx cos(θ)

dθ
+
dz sen(θ)

dθ
. (2.44)
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Si consideramos que el cambio que tienen la dirección x y z con respecto del
ángulo es muy pequeño, es decir, que x′ = z′ = 0, entonces

dn

dθ
≈ x sen(θ)− z cos(θ) . (2.45)

O bien,

n′ ' x sen(θ)− z cos(θ) . (2.46)

Si tomamos las ecuaciones (2.43) y (2.46) y las invertimos de tal forma
que x y z estén en términos de n y n′ tenemos3,

x = n cos(θ)− n′ sen(θ) , (2.47)

z = n sen(θ) + n′ cos(θ) . (2.48)

La derivada de x y z con respecto de θ es,

x′ = − sen(θ)(n+ n′′) , (2.49)

z′ = cos(θ)(n+ n′′) . (2.50)

Ahora, si usamos las ecuaciones (2.49) y (2.50) en (2.36) y (2.37), se
tiene que

Φi =

∫ 2π

0
dθ κ(θ) (n+ n′′) , (2.51)

Si =
1

2

∫ 2π

0
dθ n(n+ n′′) . (2.52)

En equilibrio la enerǵıa libre Φ debe ser mı́nima manteniendo la superficie
S constante. De este modo sabemos que,

Φi =

∫ 2π

0
dθ κ(θ) (n+ n′′) = min , (2.53)

Si =
1

2

∫ 2π

0
dθ n(n+ n′′) = const . (2.54)

Puesto que Φi es un funcional, para minimizarla podemos usar el método
de los multiplicadores de Lagrange.

3Recordemos que n’ = dn
dθ

y por tanto n” = d2n
dθ2

.
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Ya que ambas integrales están en el mismo dominio tomando la ecua-
ción (2.54) y multiplicándola por un escalar arbitrario λ, se puede sumar el
resultado a la ecuación (2.53), de tal manera que∫ 2π

0
dθ κ(θ) (n+ n′′)− 1

2
λn(n+ n′′) = min . (2.55)

Llamemos F(θ, n, n′, n′′) al integrando de (2.55). Claramente, en el domi-
nio [0, 2π], F(θ, n, n′, n′′) es continua, aśı como lo son también sus derivadas,
de tal manera que cumplen con el teorema de cálculo variacional de Euler,
por lo que se puede usar la ecuación de Euler [9].

La ecuación de Euler para F(θ, n, n′, n′′) queda finalmente,

d2κ(θ)

dθ2
+ κ(θ)− λ(n+ n′′) = 0 . (2.56)

Sea ξ = ξ(θ) una función tal que ξ = κ(θ) − λn. Entonces se tiene que,
ξ(θ) satisface la ecuación del oscilador armónico lineal

d2ξ(θ)

dθ2
+ ξ(θ) = 0 . (2.57)

La ecuación (2.57) es una ecuación diferencial lineal, ordinaria, de se-
gundo orden con una exponencial imaginaria como solución. Entonces

ξ(θ) = A exp(iθ) = κ(θ)− λn . (2.58)

Por lo tanto, si se despeja n de la ecuación (2.58) se tiene,

n =
κ(θ)−A exp(iθ)

λ
. (2.59)

El término exponencial podemos reescribirlo para que sea una función se-
noidal que depende del parámetro θ más una fase φ, por tanto la ecuación
(2.59) se reescribe como

n =
κ(θ)−A sen(θ − φ)

λ
. (2.60)

El término senoidal es una función periódica de periodo 2π. Sin embargo,
para cada cristal hay una simetŕıa espećıfica y por lo tanto, un periodo
diferente. Para eliminar tal restricción, se toma la aproximación A = 0 [13],
de tal manera que,

n =
κ(θ)

λ
. (2.61)
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En (2.61), n es adimensional. Como κ(θ) es una enerǵıa por unidad de
longitud y mol entonces λ representa una enerǵıa caracteŕıstica por unidad
de longitud y mol. Para los cristales dicha enerǵıa está asociada con la
supersaturación ∆µ y el área de cada cada part́ıcula. Esto implica que

λ ' ∆µ

ac
, (2.62)

por lo tanto

∆µ =
κ(θ)ac
n(θ)

. (2.63)

La anterior ecuación (2.63), es el teorema de Gibbs-Curie-Wulff para cristales
de dos dimensiones.

A partir de la ecuación (2.56) se tiene que,

n+ n′′ =
κ+ κ′′

λ
. (2.64)

Por otro lado, teniendo en cuenta la definición del radio de curvatura [11]

n+ n′′ =
(x′2 + z′2)3/2

x′z′′ − z′x′′
= Ri , (2.65)

y usando (2.63), (2.64) y (2.65), se tiene finalmente que,

∆µi =
ac
Ri

[
κi(θi) + κ′′i (θi)

]
. (2.66)

El sub́ındice i = 1, 2 denota el plano Pi en el que estamos trabajando.
Si bien hasta ahora se ha considerado que la enerǵıa espećıfica κi es sólo

de contorno, en el caso de tres dimensiones se piensa en sumar dos enerǵıas
libres Φ1 y Φ2 una en cada dirección, formando aśı una enerǵıa libre para
todo el cristal F = Φ1 + Φ2, pero que ahora depende de la enerǵıa espećıfica
de superficie σi(θi). Esto también requiere de un cambio en el multiplicador
de Lagrange λ, ya que ahora las dimensiones son de volumen.

El hacer F = Φ1+Φ2 quiere decir que la supersaturación total del cristal
depende de la suma de la supersaturación en ambas direcciones, es decir,

∆µ = ∆µ1 + ∆µ2 . (2.67)

Esto significa que se cuentan los átomos del cristal en ambas direcciones.
Usando (2.66) en (2.67), se tiene finalmente que,

∆µ =
vc
R1

[
σ1(θ1) + σ′′1(θ1)

]
+
vc
R2

[
σ2(θ2) + σ′′2(θ2)

]
, (2.68)

la cual es conocida como la fórmula de Herring [13].





Caṕıtulo 3

Nucleación

3.1. Fundamentos de Nucleación.

En el caṕıtulo anterior estudiamos la forma de equilibrio de las estruc-
turas cristalinas mediante la fórmula de supersaturación de Herring y vimos
que cuando un cristal alcanza su forma de equilibrio se garantiza que se ha
realizado el mı́nimo trabajo en su formación.

En esta sección vamos a examinar la formación de nuevas fases a partir
de fases más grandes y voluminosas.

La gestación de nuevas fases requiere de la aparición de cúmulos de
part́ıculas (agregados) con caracteŕısticas de presión o de potencial qúımico
similares entre ellos. En los sistemas compuestos por más de dos fases la
densidad ρ juega un papel muy importante ya que nos da una medida de la
distribución de una especie o fase determinada en el volumen de part́ıculas.
El sistema puede estar compuesto por muchas sustancias y muchas fases en
las que las fluctuaciones de la densidad son importantes, como por ejemplo
la atmósfera terrestre o el interior de una célula. Aun si consideramos un
sistema molecular homogéneo, éste siempre va a estar sujeto a pequeñas
fluctuaciones de la densidad. Son estas fluctuaciones las que originan la
formación de agregados de sustancia en las nuevas fases.

El equilibrio entre fases se alcanza una vez que ∆µ = µα − µβ = 0.
En otras palabras, si tenemos una fase inicial α y una fase final β, µα =
µβ. Cuando α es estable la supersaturación es negativa, es decir, µα <
µβ y las fluctuaciones de la densidad son muy pequeñas y por tanto poco
apreciables. Sin embargo, en el momento en que la supersaturación aumenta
hasta hacerse positiva, µα > µβ, la tendencia de las fluctuaciones en la
densidad es crecer hasta que se alcance un valor cŕıtico en la supersaturación.

23
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Una vez alcanzado dicho valor cŕıtico es cuando tiene lugar la formación del
núcleo de la fase nueva.

3.1.1. Ritmo de nucleación.

Imaginemos un recipiente cerrado lleno de vapor en el que vamos a es-
tudiar el ritmo de formación de núcleos de ĺıquido (gotas) en un intervalo
de tiempo dado. Es importante mencionar que a lo largo del texto usaremos
ritmo para referirnos a la tasa de cambio o la tasa de formación de núcleos.
Ahora bien, el recipiente tiene un volumen V y el vapor supersaturado una
presión P y una temperatura T . El número total de átomos en el sistema
los denotaremos por N . El número de núcleos que se forman dentro de la
caja es una cantidad aleatoria, por lo que si repetimos el mismo experimento
muchas veces no siempre observaremos la misma cantidad de núcleos. Por
ello el número de núcleos es una cantidad aleatoria. Sin embargo, los valo-
res promedio pueden ser calculados y están sujetos a la teoŕıa cinética de
nucleación [13]. El ritmo de nucleación es el número promedio de núcleos
formados por unidad de tiempo y volumen.

Para el cálculo del ritmo de nucleación, de acuerdo con la teoŕıa clásica
de Becker y Döring [13], es necesario hacer las siguientes suposiciones:

1. Al momento de pegado, los agregados onservan una forma geométrica
constante y estable que coincide con la forma de equilibrio, asegurando
que se gaste la mı́nima enerǵıa en el proceso.

2. En el sistema la supersaturación ∆µ es constante. Para asegurar este
punto debemos considerar que los agregados que contengan N átomos
no existen en el sistema y en su lugar son reemplazados por un número
equivalente de átomos aislados.

3. La nucleación consiste en una serie de reacciones bimoleculares del
tipo

Aα +A1

ωCα
�
ωEα+1

Aα+1 , (3.1)

donde ωCα y ωEα+1 son los ritmos a los que ocurre la reacción α-ésima
en ambas direcciones. La C indica condensación y la E evaporación.

A los agregados de α átomos que se encuentran en el sistema los llamaremos
agregados de clase α. Según el esquema de reacciones bimoleculares no se
pegan agregados de clases distintas, es decir, uno de clase k y uno de clase
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l, sino que el crecimiento de los agregados se hace part́ıcula por part́ıcula.
Este hecho indica que los agregados de clase α provienen del decaimiento de
agregados de clase α+ 1 o del crecimiento de agregados de clase α− 1. Por
lo que es necesario el conocimiento de la concentración Zα = Zα(t) de los
agregados de clase α en un intervalo de tiempo.

En el siguiente apartado, deduciremos las ecuaciones del sistema Bec-
ker/Döring a partir del esquema de reacciones bimoleculares utilizando la
cinética qúımica.

3.1.2. Deducción termoqúımica de las ecuaciones del sistema
Becker/Döring.

El esquema de reacciones bimoleculares propuesto por Becker y Döring
para el agregado de α part́ıculas está dado por (3.1)

Aα +A1

ωCα
�
ωEα+1

Aα+1 .

Analicemos la forma en la que un agregado de clase α crece a uno de
clase α + 1 o decae a uno de clase α − 1. Las reacciones bimoleculares que
modelan este proceso están dadas por

Aα +A1

ωCα
�
ωEα+1

Aα+1 y Aα−1 +A1

ωCα−1

�
ωEα

Aα .

La cinética de las reacciones qúımicas se obtiene a partir de la regla
general para reacciones qúımicas dada por [16]

dZα
dt

=
k∑
ρ=1

(ν ′ρα − νρα)

[
ω+

r∏
α=1

Z
νρα
α − ω−

r∏
α=1

Z
ν′ρα
α

]
, (3.2)

donde ρ = 1, · · · , k es el número de reacciones qúımicas, α = 1, · · · , r
es el número de reactivos (especies) disponibles, νρα es el coeficiente es-
tequiométrico de los reactivos de la especie α en la reacción ρ, ν ′ρα es el
coeficiente estequiométrico de los productos de la especie α en la reacción
ρ, y K+, K− son los ritmos de reacción. Escribimos la evolución temporal
de la concentración de Aα como

d[Aα]

dt
= ωEα+1[Aα+1]− ωCα [Aα][A1]− ωEα [Aα] + ωCα−1[Aα−1][A1] , (3.3)
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donde definimos los ritmos de formación de agregados de clase α y α − 1
como

ω+
α = ωCα [A1] , (3.4)

y
ω+
α−1 = ωCα−1[A1] . (3.5)

Las ecuaciones (3.4) y (3.5) muestran la relación que hay entre los ritmos
de reacción y los de formación de agregados. Esto indica que en el sistema
se está llevando a cabo el proceso de formación de núcleos mediante una
reacción qúımica. Los ritmos de formación para el decaimiento de agregados
de orden superior ω−α y ω−α+1 son iguales a los ritmos de evaporación, esto
es

ω−α = ωEα ,

ω−α+1 = ωEα+1 .

En función de los ritmos de formación reescribimos (3.3) como

d[Aα]

dt
= ω+

α+1[Aα+1]− ω−α [Aα]− ω+
α [Aα] + ω−α−1[Aα−1] . (3.6)

En la siguiente sección se reformula y discute a detalle la relación dada por
(3.6) .

En el esquema Becker/Döring se supone que los ritmos de formación de
agregados [6] están dados por

ω+
α = 4πr2α

[A1](t)

VV (t)

√
kT

2πm
, (3.7)

donde rα es el radio del agregado de tamaño α y VV (t) es el volumen de la fase
gaseosa que dependende del tiempo en un proceso no estacionario a presión
P y temperatura T constantes. Este resultado se encuentra utilizando la
teoŕıa cinética de gases y muestra el número de part́ıculas en estado gaseoso
a temperatura T que se agregan por segundo en una superficie de área 4πr2α
y de masa m.

Aunque Z = Z1(t) = [A1](t) y VV = VV (t) son funciones del tiempo,
la razón entre ellos, Z1(t)/VV (t), es independiente del tiempo ya que la
ecuación de estado para un gas ideal puede escribirse como [6]

P =
Z1(t)

VV (t)
kT . (3.8)

Concluimos que ω+
α depende de una densidad volumétrica que involucra a

Z1(t) está relacionada al volumen del gas y no al volumen total del recipiente
que lo contiene.
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3.1.3. Nucleación.

Imaginemos que se tiene un agregado de clase α. En la figura (3.1) se
tiene un esquema de cuáles son los ritmos de formación ω que intervienen
en el cambio de la concentración Zα entre los puntos (a) y (b)1.

Zn Zn+1Zn-1

w+

-

nn-1

w

w+

-wn n+1

(a) (b)

Figura 3.1: Esquema de los ritmos ωji , i = n − 1, n, n + 1 y j = +,− que
intervienen en el cambio de Zn entre los puntos (a) y (b).

En el punto (a) de la figura (3.1) se observa que el flujo neto de agregados
de clase α, Jα, está dado por

Jα(t) = ω+
α−1Zα−1 − ω

−
αZα . (3.9)

Mientras que el flujo neto de agregados en (b) está dado por

Jα+1(t) = ω+
αZα − ω−α+1Zα+1 . (3.10)

Las relaciones (3.9) y (3.10) no son más que las velocidades de reacción que
aparecen en la relación (3.6), por lo tanto, se escribe el cambio total de Zα
por unidad de tiempo como la diferencia del flujo entrante y el flujo saliente,
es decir

dZα(t)

dt
= Jα(t)− Jα+1(t) . (3.11)

1Notemos que ω = ωji es el ritmo en el que ocurre la i-ésima reacción, en la figura
i = n − 1, n, n + 1 y j = +,−. En la imagen utilizamos n para denotar el tipo del
agregado, en el resto del texto utilizaremos el sub́ındice α.
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En el estado estacionario dZα(t)
dt = 0, lo cual implica que

J0 = Jα(t) = Jα+1(t) , (3.12)

donde J0 denota la formación de agregados de cualquier clase en el estado
estacionario. Entonces se tienen N − 1 ecuaciones para J0, que son

J0 = ω+
1 Z1 − ω−2 Z2 , (3.13)

J0 = ω+
2 Z2 − ω−3 Z3 , (3.14)

J0 = ω+
3 Z3 − ω−4 Z4 , (3.15)

...

J0 = ω+
αZα − ω−α+1Zα+1 , (3.16)

...

J0 = ω+
N−1ZN−1 − ω

−
NZN . (3.17)

Debido a que hemos supuesto que la supersaturación es constante y no
se permite que existan agregados que contengan el número total de átomos,
se tiene que ZN = 0 [13]. Reescribimos entonces la ecuación (3.17) como

J0 = ω+
N−1ZN−1 .

Trabajemos ahora con los flujos estacionarios para agregados de clase α.
Multiplicando (3.13) por 1/ω+

1 se tiene

1

ω+
1

J0 = Z1 −
ω−2
ω+
1

Z2 .

Si multiplicamos (3.14) por ω−2 /ω
+
1 ω

+
2 obtenemos

ω−2
ω+
1 ω

+
2

J0 =
ω−2
ω+
1

Z2 −
ω−2 ω

−
3

ω+
1 ω

+
2

Z3 .

Si hacemos lo propio para todas las demás N − 1 ecuaciones, de tal forma
que multipliquemos la n-ésima ecuación por

ω−2 · · ·ω−α
ω+
1 ω

+
2 · · ·ω

+
α
,

obtendremos aśı

ω−2 · · ·ω−α
ω+
1 ω

+
2 · · ·ω

+
α
J0 =

ω−2 · · ·ω−α
ω+
1 ω

+
2 · · ·ω

+
α−1

Zα −
ω−2 · · ·ω

−
α+1

ω+
1 ω

+
2 · · ·ω

+
α+1

Zα+1 .
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Si sumamos las N − 1 ecuaciones y reagrupamos los términos que contienen
a J0, teniendo en cuenta que ZN = 0, se tiene

J0

[
1

ω+
1

+
ω−2

ω+
1 ω

+
2

+ · · ·+ ω−2 · · ·ω−α
ω+
1 ω

+
2 · · ·ω

+
α

+ · · ·+
ω−2 · · ·ω

−
N−1

ω+
1 ω

+
2 · · ·ω

+
N−1

]
= Z1 .

Notemos que podemos reescribir los términos entre paréntesis condensando
la notación con ayuda de los operadores de suma y multiplicación como sigue

1

ω+
1

+
ω−2

ω+
1 ω

+
2

+· · ·+ ω−2 · · ·ω−α
ω+
1 ω

+
2 · · ·ω

+
α

+· · ·+
ω−2 · · ·ω

−
N−1

ω+
1 ω

+
2 · · ·ω

+
N−1

=
1

ω+
1

+

N−1∑
n=2

∏n
k=2 ω

−
k∏n

k=1 ω
+
k

.

De tal forma que el flujo estacionario J0 como función de los ritmos ω−α y
ω+
α se reescribe como

J0 = Z1

[
1

ω+
1

+

N−1∑
n=2

∏n
k=2 ω

−
k∏n

k=1 ω
+
k

]−1
. (3.18)

La ecuación (3.18) es la expresión general del ritmo de nucleación del estado
estacionario.

Ahora analicemos el caso en el que Jα = 0. Este es el caso del estado de
equilibrio. Usando ésta condición sobre la ecuación (3.9) se sigue que

ω+
α−1Z

eq
α−1 = ω−αZ

eq
α , (3.19)

donde Zeqα denota la concentración de equilibrio de los agregados de clase α
en la ausencia de flujo [13]. Reescribiendo la ecuación (3.19) se tiene

ω+
α−1
ω−α

=
Zeqα
Zeqα−1

, (3.20)

relación que es conocida como la ecuación de balance detallado [5].
Si multiplicamos todas las razones entre los ritmos de reacción y por lo

tanto las concentraciones de equilibrio desde que k = 2 hasta α tenemos

Zeqα
Zeq1

=
Zeq2
Zeq1

Zeq3
Zeq2
· · · Z

eq
α

Zeqα−1
=

n∏
k=2

ω+
k−1
ω−k

, (3.21)

que a su vez se puede reescribir como

Zeqα
Zeq1

=

∏n
k=1 ω

+
k∏n

k=2 ω
−
k

. (3.22)
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Sustituyendo esta última relación en la ecuación para el ritmo de nucleación
del estado estacionario (3.18) obtenemos finalmente

J0 = Z1

[
1

ω+
1

+
N−1∑
n=2

Zeq1
Zeqα

]−1
. (3.23)

La expresión (3.23) es muy interesante ya que nos dice que podemos en-
contrar el flujo de formación de agregados en el estado estacionario a partir
de la concentración inicial de las moléculas de vapor dado el ritmo de la
primera reacción bimolecular.

Los ritmos de las reacciones bimoleculares ωα indican cómo se está for-
mando el agregado de clase α. Lo que f́ısicamente se tiene son part́ıculas
adhiriéndose una a una al agregado. Si analizamos el problema desde el
punto de vista de la f́ısica clásica, lo que ocurren son colisiones entre los
agregados y las part́ıculas que los rodean.

Los ritmos de formación de agregados de clase α a partir de agregados de
clase α−1 son proporcionales al número de colisiones Nc entre los agregados
y las part́ıculas a su alrededor. Es decir, para el caso de crecimiento del
agregado

ω+
α−1 ∝ Nc . (3.24)

Para el decaimiento de agregados tambien se cumple una relación similar
dada por

ω−α ∝ Nd , (3.25)

donde denotamos porNd al número de colisiones que originan el decaimiento.
Un resultado importante de la f́ısica estad́ıstica es el conteo del número

total de colisiones Nc que ocurren por unidad de área y a una presión P
entre part́ıculas de masa m y el agregado. Este número está dado por [12]

Nc =
P

(2πmkT )1/2
,

donde T es la temperatura del sistema y k es la constante de Boltzmann.
Para el decaimiento de agregados se tiene que

Nd =
Pα

(2πmkT )1/2
;

Pα es el equivalente de la presión interna de una gota.
La constante de proporcionalidad para las relaciones (3.24) y (3.25) es

el área donde ocurren las colisiones. En el caso del crecimiento de agregados
se denota por Sα−1 al área de colisión.
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Intuitivamente uno pensaŕıa que los ritmos de formación de agregados de
clase α− 1 a partir de agregados de clase α debeŕıan tomar como constante
de proporcionalidad a la superfice Sα, pero el hecho es que mientras que el
agregado de clase α pierde una part́ıcula su superficie se encoge, por lo que
se considera a Sα−1 como la constante de proporcionalidad adecuada para
este proceso.

Sustituyendo las relaciones anteriores para Nc y Nd en las ecuaciones
(3.24) y (3.25) y tomando en cuentas el factor de proporcionalidad Sα−1,
obtenemos

ω+
α−1 =

P

(2πmkT )1/2
Sα−1 , (3.26)

ω−α =
Pα

(2πmkT )1/2
Sα−1 . (3.27)

Notemos que la razón entre los ritmos ω−α y ω+
α−1 está dada por

ω−α
ω+
α−1

=
Pα
P
. (3.28)

En la sección anterior se encontró la relación para la supersaturación de
Thomson-Gibbs que lleva a una relación para las presiones del agregado Pr
y el medio P∞. Suponiendo que el medio es infinitamente grande, tenemos
entonces que

Pr = P∞ exp

(
2σva
rkT

)
, (3.29)

donde r es el radio del agregado. A Γ = 2σva/kT se le llama constante de
Thomson-Gibbs, donde va es el volumen molar del agregado.

Por lo tanto reescribimos la relación (3.28) tomando rα como el radio
del agregado de clase α y r∗ el radio del agregado cŕıtico α− 1,

ω−α
ω+
α−1

= exp

[
2σva
kT

(
1

rα
− 1

r∗

)]
. (3.30)

Reemplazando los radios rα y r∗ por el número de átomos n = 4πr3/3va, del
agregado de clase α y n∗ el número cŕıtico de átomos2 se tiene finalmente

ω−α
ω+
α−1

= exp

[
2σ

kT

(
4πv2a

3

)1/3(
1

n1/3
− 1

n∗1/3

)]
. (3.31)

2Nos referimos al número suficiente de átomos para formar completamente un núcleo.
En realidad el agregado puede tener más átomos pero n∗ es el número mı́nimo necesario
para que sea estable.
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Utilizando esta relación en la ecuación (3.21) se obtiene

ω−2 · · ·ω−α
ω+
1 · · ·ω

+
α−1

= exp

[
2σ

kT

(
4πv2a

3

)1/3 n∑
n′=1

(
1

n′1/3
− 1

n′∗1/3

)]
. (3.32)

Si aproximamos la suma
∑n

n′=1 por la integral tenemos

ω−2 · · ·ω−α
ω+
1 · · ·ω

+
α−1

= exp

[
2σ

kT

(
4πv2a

3

)1/3
(

3n2/3

2
− n

n∗1/3

)]
. (3.33)

Simplificando la relación anterior se tiene finalmente que

ω−2 · · ·ω−α
ω+
1 · · ·ω

+
α−1

= exp

[
σ

kT

(
4πv2a

3

)1/3 (
3n2/3 − 2

n

n∗1/3

)]
. (3.34)

3.1.4. Nucleación homogénea.

Analicemos la termodinámica del problema. El recipiente mencionado en
la sección anterior se encuentra a P y T constantes por lo que analizaremos
su enerǵıa libre de Gibbs G. La enerǵıa libre de Gibbs del vapor Gv está dada
por

Gv = nvµv , (3.35)

donde nv es el número de part́ıculas en estado vapor y µv su potencial
qúımico. Por otro lado la enerǵıa libre de Gibbs del complejo agregado-vapor
Ga se escribe

Ga = (nv − na)µv + naµa + 4πσr2 . (3.36)

Si tomamos la diferencia de las enerǵıas libres ∆G = Ga −Gv se tiene

∆G = −na∆µ+ 4πσr2 , (3.37)

donde ∆µ = µa−µv es la supersaturación del sistema. El número de part́ıcu-
las en el agregado na se puede escribir en términos del volumen molecular
del mismo como na = 4πr3/3va, por lo que la ecuación (3.37) se reescribe
como

∆G = −4πr3

3va
∆µ+ 4πσr2 . (3.38)

La relación (3.38) tiene una fuerte dependencia con el radio r, el primer
término de la relación anterior va como el volumen y el segundo término
como la superficie del agregado.



3.1. Fundamentos de Nucleación. 33

La gráfica de la enerǵıa libre como función del radio se puede observar
en la figura (3.2).

r*
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Figura 3.2: Dependencia de la diferencia de la enerǵıa libre del agregado con
el radio. En la gráfica se marca el radio máximo r∗ que la función alcanza. Si
el radio del agregado r es menor que r∗ la tendencia es a colapsar, mientras
que si r > r∗ la tendencia es de crecimiento.

Si calculamos las primeras dos derivadas de ∆G(r) para buscar los puntos
cŕıticos se tiene

d∆G(r)

dr
= −4π

va
∆µr2 + 8πσr , (3.39)

d2∆G(r)

dr2
= −8π

va
∆µr + 8πσ . (3.40)

Ahora de la ecuación (3.39) se tiene que el punto cŕıtico está en

r∗ =
2σva
∆µ

, (3.41)

y es una cantidad positiva ya que para que el agregado sea estable se necesita
que ∆µ > 0. Además es el máximo de la función pues para que la segunda
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derivada, ecuación (3.40), sea menor que 0 se necesita que

∆µ

va
r∗ − σ > 0 .

La importancia de haber encontrado el radio máximo r∗ radica en que
ahora sabemos como es la tendencia de crecimiento del agregado. Esto es, si
el radio de un agregado r es menor que el radio cŕıtico r∗ entonces la tenden-
cia del agregado es a colapsar ya que la enerǵıa libre ∆G debe minimizarse.
Sin embargo, cuando r > r∗ la tendencia del agregado es de crecimiento, ase-
gurando la minimización de ∆G. Si sustituimos (3.41) en (3.38) se obtiene
que el valor máximo de la enerǵıa libre de Gibbs es

∆G∗ =
16π

3

v2aσ
3

∆µ2
. (3.42)

El valor de ∆G∗ es la magnitud de la barrera de potencial que se debe
sobrepasar para que ocurra la formación del agregado.

Para reescribir la relación (3.38) en términos de ∆G∗ y r∗, sigamos el
siguiente procedimiento. Primero reescribamos la supersaturación de (3.41)
en términos de r∗ que es

∆µ =
2σva
r∗

.

Sustituyendo la expresión anterior en (3.38) se obtiene

∆G = 4πσ

(
r2 − 2r3

3r∗

)
,

multiplicando por 3r∗2/3r∗2 se sigue que

∆G = 4πσ

[
r∗2

3

] [
3

r∗2

](
r2 − 2r3

3r∗

)
.

Reescribiendo r∗2/3 a partir de la definición (3.41) resulta que

∆G = 4πσ

[
4σ2v2a
3∆µ2

] [
3

r∗2

](
r2 − 2r3

3r∗

)
.

Simplificando y utilizando (3.42) se obtiene finalmente que

∆G(r) = ∆G∗
[
3
( r
r∗

)2
− 2

( r
r∗

)3]
. (3.43)
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Recordemos que el número de átomos α lo podemos escribir en términos del
radio como n = 4πr3/3va por lo que la relación anterior la podemos escribir
como

∆G(n) = ∆G∗
[
3
( n
n∗

)2/3
− 2

( n
n∗

)]
. (3.44)

El reescribir la enerǵıa libre en términos del número de part́ıculas α es muy
útil ya que es muy natural usar G = G(n) debido a las condiciones del
problema.

3.1.5. Nucleación homogénea y ritmo de reacción.

En esta subsección mostraremos la relación existente entre los análisis
realizados en las dos subsecciones anteriores, en particular, encontraremos la
expresión del ritmo de nucleación en términos de la enerǵıa de Gibbs cŕıtica.
Para lograr este objetivo revisemos la ecuación (3.34) dada por

ω−2 · · ·ω−α
ω+
1 · · ·ω

+
α−1

= exp

[
σ

kT

(
4πv2a

3

)1/3 (
3n2/3 − 2

n

n∗1/3

)]
.

Veamos el argumento A′ = A/kT de la exponencial sin tomar en cuenta kT ,
es decir fijémonos en A.

Multipliquemos A por n∗2/3/n∗2/3,

A =
n∗2/3

n∗2/3
σ

(
4πv2a

3

)1/3 (
3n2/3 − 2

n

n∗1/3

)
.

Como n∗ = 4πr∗3/3va y a partir de la relación (3.41) se escribe n∗2/3 como

n∗2/3 =

(
32πv2a

3

)2/3
σ2

∆µ2
.

Por lo que podemos reescribir A como

A =
σ2

∆µ2

(
32πv2a

3

)2/3(
4πv2a

3

)1/3
σ

n∗2/3

[
3n2/3 − 2

n

n∗1/3

]
.

Simplificando se tiene que

A =

(
16πv2a

3

σ3

∆µ2

)[
3
( n
n∗

)2/3
− 2

( n
n∗

)]
.
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Si comparamos el anterior resultado con la ecuación (3.44) y se reescribe la
ecuación (3.34) se tiene finalmente que

ω−2 · · ·ω−α
ω+
1 · · ·ω

+
α−1

= exp

[
∆G

kT

]
. (3.45)

El resultado anterior es muy interesante ya que nos dice que la distribu-
ción de los ritmos de reacción en la nucleación tiene dependencia exponencial
y que está relacionada al cambio en la enerǵıa libre de Gibbs. La relación
(3.45) en cinética qúımica es llamada la exponencial de Arrhenius e indi-
ca la dependencia del ritmo de la reacción qúımica con la temperatura T .
Nosotros llamaremos a este resultado el ritmo de nucleación normalizado.

Normalmente se escribe el ritmo de nucleación, J , de tal forma que

J = exp

[
∆G

kT

]
. (3.46)

El ritmo de nucleación normalizado en el estado estacionario, para la ecua-
ción (3.45), depende únicamente de la enerǵıa libre de Gibbs cŕıtica como

J0 = exp

[
−∆G∗

kT

]
. (3.47)

Esta última relación es muy importante y la usaremos en el caṕıtulo 4.

3.2. Sobre la teoŕıa de Becker y Döring.

En 1935 Becker y Döring calcularon el ritmo de nucleación de gotas de
ĺıquido en vapor para un proceso estacionario. Estableciendo aśı el proceso
Becker/Döring, donde las gotas de ĺıquido crecen o se colapsan exclusiva-
mente por evaporización y condensación de átomos individuales o moléculas.
En la sección anterior, estudiamos el proceso Becker/Döring, y llegamos a
la relación de Arrhenius para el ritmo de las reacciones bimoleculares que se
llevan a cabo en la nucleación. En esta sección estudiaremos con detalle la
teoŕıa de nucleación Becker/Döring, haciendo incapié en las razones f́ısicas
que dictan el proceso de nucleación.

Recordemos que en el sistema propuesto N es el número total de átomos.
Presentamos anteriormente que una suposición fuerte es la no existencia de
agregados con N átomos. Según el art́ıculo de Dreyer y Duderstadt [6],
esta suposición es un tanto artificial pero medular para resolver problemas
de convergencia de sumas infinitas y aśı facilitar la solución numérica del
problema.
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De esta suposición se obtienen dos relaciones importantes

ω+
N = 0 y Z(t,N) = 0 , (3.48)

donde ω+
N es el ritmo de condensación del agregado con N átomos y Z(t,N)

nos dice cual es el número de precipitados con N átomos a cualquier tiempo.
Denotamos por ω+

N el proceso de condensación y ω−N el de evaporización. Es-
cribimos Z(t, α) para denotar expĺıcitamente la concentración del agregado
que contiene α part́ıculas. En esta nueva notación el sistema Becker/Döring
se escribe como sigue

dZ(t, α)

dt
= ω+

α−1Z(t, α− 1)− ω−αZ(t, α)

−ω+
αZ(t, α) + ω−α+1Z(t, α+ 1) , (3.49)

para α = 2, · · · , N .
La formulación de relaciones constitutivas que sean acordes a la segunda

ley de la termodinámica es un problema sutil. El no hacer este tratamiento
correctamente lleva a una violación de la misma [6]. Becker y Döring rea-
lizaron el análisis de la nucleación en 1935, mucho antes de que S. R. de
Groot et al. [5] desarrollaran, utlizando las ideas de Onsager en los años 30
y de Prigogine en los 40, un estudio formal de la teoŕıa de Termodinámica
Irreversible Lineal (TIL), que ocurrió alrededor de los años 50. Sin embargo,
el trabajo realizado por Becker y Döring es consistente con la TIL. Trabajos
posteriores realizados por J. M. Ball, J. Carr y O. Penrose retoman el traba-
jo de Becker y Döring, desarrollando herramientas matemáticas muy fuertes
como la función de Lyapunov, pero que no son completamente consistentes
con la TIL [6].

De acuerdo al trabajo hecho por Dreyer y Duderstadt [6], para hacer
un análisis termodinámicamente correcto es necesario definir una enerǵıa
libre A llamada disponibilidad (availability). La definición de A está dada
en términos de la enerǵıa interna E, la presión externa p0 y la temperatura
del sistema T0 como

A = E − T0S + p0V . (3.50)

Esta nueva función termodinámica es muy parecida a la enerǵıa libre de
Gibbs. Además A = A(t), por lo que tiene sentido escribir la derivada de A
respecto de t, que por segunda ley de la termodinámica debe ser

dA
dt
≤ 0 . (3.51)
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La relación anterior (3.51) es consistente con la idea central de la TIL que
es que la producción de entropiá sea siempre positiva

σ ≥ 0 . (3.52)

En el siguiente caṕıtulo indagaremos en el significado de la expresión dada
por (3.52) y estudiaremos los conceptos básicos de la TIL.

3.2.1. Disponibilidad en un sistema de muchos agregados.

Sea Aα la enerǵıa libre disponible de un sistema que contiene un sólo
agregado con α moléculas y fijemos la disponibilidad para un sistema de una
sola gota con una sola molécula A1 = 0. Se escribe la enerǵıa libre disponible
de un sistema de muchos agregados como

A =
N∑
α=1

Z(t, α)Aα + kT
N∑
α=1

Z(t, α) ln

(
Z(t, α)

ND(t)

)
, (3.53)

donde

ND(t) =

N∑
α=1

Z(t, α) . (3.54)

La función ND(t) da el número total de agregados en el sistema a cualquier
tiempo t, es decir, la concentración de agregados [6]. La primera contribución
es debida a la suma de las enerǵıas libres disponibles de sistemas de un solo
agregado, y el segundo término indica la entroṕıa de mezclado de un sistema
que consiste en N especies qúımicas diferentes.

La forma final de Aα está dada por el sistema que estemos analizando.
Por ejemplo, en el sistema de formación de sólidos en ĺıquidos en el que hay
una interface, Aα está dada por

Aα = N0(m
S
αg

S
α −mS

0 g
S
0 ) + α(mL

αg
L
α −mS

αg
S
α) + ωIα , (3.55)

donde mS
α es la masa atómica media de los subsistemas en estádo sólido, mS

0

es la masa atómica media de los substistemas puramente sólidos y gLα , gSα
denotan las enerǵıas libres de Gibbs espećıficas; S denota sólido, L ĺıquido
e I la interface. La función ωIα se refiere a los esfuerzos de los que es objeto
la interface y está dada por

ωIα =
4π

3
σr2α + σ〈rr〉rα

4π

3
r3α , (3.56)
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que es válido para toda α ≥ 2. Aqúı σ es la tensión superficial y σ
〈rr〉
rα es la

parte sin traza del tensor de esfuerzos en r = rα.
Los procesos termodinámicos aqúı presentados son debidos a 4 procesos

fundamentales. Se deben a reacciones qúımicas que determinan la transfor-
mación de la materia en el sistema y además están involucrados procesos
de difusión, procesos que determinan el movimiento de las interfaces y final-
mente procesos mecánicos, que determinan las componentes del tensor de
esfuerzos, la presión del ĺıquido y las densidades molares de las sustancias
involucradas [6]. En procesos a altas temperaturas es razonable asumir que
se establece en el sistema, equilibrio entre los procesos de reacción y difusión,
por lo que la dinámica del sistema involucra exclusivamente al movimiento
de la interfase. Si quisieramos considerar un sistema a bajas temperaturas,
de tal forma que no exista un equilibrio de reacción difusión, es necesario
agregar a la expresión (3.55) los términos adecuados.





Caṕıtulo 4

Termodinámica Irreversible
Lineal.

Hemos mencionado antes la importancia que tiene en nuestro análisis el
estudio de la Termodinámica Irreversible Lineal (TIL), por lo que en esta
sección presentaremos los conceptos básicos de la TIL y dirigiremos nuestro
estudio a encontrar las ecuaciones de reacción difusión. Para esto debemos
empezar por definir qué es un proceso irreversible.

Cuando un sistema macroscópico es llevado fuera de equilibrio termo-
dinámico debido a una perturbación externa o a una fluctuación interna,
aparecen en él mecanismos que tienden a llevarlo de regreso al equilibrio.
Para que el equilibrio se alcance es necesario esperar a que pase cierto tiempo
de relajación τ , que depende de la naturaleza del sistema y del tipo de per-
turbación del que fue objeto. Si esperamos un tiempo suficientemente largo,
t >> τ , el sistema llega a un estado en el que las variables macroscópicas que
lo caracterizan no dependen del tiempo. En el estudio de la termodinámica
de equilibrio, el estado de los sistemas se caracteriza por un número pe-
queño de variables, llamadas variables de estado. Las variables de estado
son atributos medibles macroscópicos [16].

A diferencia de la termodinámica de equilibrio, en la termodinámica de
no equilibrio las variables de estado son campos. Lo que esto quiere decir, es
que todas las variables de estado presentan una dependencia con la posición
~r y el tiempo t, aśı, decimos que la temperatura es un campo si T = T (~r, t).
En este contexto, los potenciales termodinámicos como la enerǵıa interna U
o la enerǵıa libre de Helmholtz F , que tienen dependencia con el volumen V ,
la temperatura T , el número de part́ıculas N y la entroṕıa S, tienen además
dependencia espacial y temporal.

41
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La TIL, al igual que la termodinámica de equilibrio está basada en la
ley de conservación de enerǵıa y la segunda ley de la termodinámica. Es la
teoŕıa que da sustento a la descripción de procesos de transporte y da un
fundamento teórico a leyes emṕıricas como la ley de Fourier, la ley de Ohm
y la ley de Fick, entre otras.

Recordemos que la termodinámica estudia el cambio de la entroṕıa de los
sistemas. En general el cambio de entroṕıa puede ser debido al intercambio
de enerǵıa, en forma de trabajo o calor, con los alrededores o debido a
procesos internos. El cambio total de entroṕıa esta dado por

dS = deS + diS , (4.1)

donde deS representa el intercambio de enerǵıa, trabajo y materia con los
alrededores y diS es el cambio de entroṕıa debido a procesos irreversibles
[14]. La segunda ley de la termodinámica establece que diS debe ser siempre
creciente, diS ≥ 0. Mientras que deS puede ser una cantidad positiva o
negativa, dependiendo de las interacciones del sistema con los alrededores.

Se define el ritmo de producción de entroṕıa de un sistema σ̃ como el
cambio de diS respecto el tiempo, es decir,

σ̃ =
diS

dt
≥ 0 . (4.2)

Por tanto, la producción de entroṕıa de un sistema es siempre no negativa.
La producción de entroṕıa juega un papel medular en el estudio de la TIL.

La TIL tiene como fundamento la hipótesis de equilibrio local, que di-
ce que la evolución del sistema puede ser estudiada si todas las relaciones
termodinámicas, que sirven para describir sistemas en equilibrio, pueden
ser aplicadas para las variables termodinámicas asignadas a un elemento de
volumen [14].

4.1. Leyes de conservación.

Es importante notar que la primera ley de la termodinámica da pie a
leyes de conservación. En el contexto de la TIL las cantidades f́ısicas, como
la masa, el momento, la enerǵıa y la entroṕıa, son estudiadas mediante sus
ecuaciones de balance. A continuación presentaremos un resumen de estas
cuatro leyes. Un análisis detallado del procedimiento matemático necesario
para obtenerlas las podemos encontrar en las referencias [5] y [16].
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4.1.1. Conservación de la masa.

En un sistema con n componentes el ritmo de cambio de masa del k-ésimo
componente en un volumen V es

d

dt

∫
V
ρkdV =

∫
V

∂ρk
∂t

dV , (4.3)

donde ρk es la densidad de masa por unidad de volumen de la k-ésima
componente, ρk es una función de la posición y del tiempo, es decir, ρk =
ρk(~r, t). Además ρk satisface la relación

ρ =

N∑
k=1

ρk . (4.4)

En un sistema en el que no ocurren reacciones qúımicas, la relación (4.3)
es igual al flujo de materia del componente k en el volumen V a través de
una superficie S, esto es,∫

V

∂ρk
∂t

dV = −
∫
S
ρk~vk · d~S , (4.5)

donde ~vk = ~vk(~r, t) es la velocidad de la componente k-ésima en el espacio
al tiempo t, −d~S es la diferencial de superficie y esta definida por −n̂dS
y el signo menos es debido a la forma en que tomamos la normal n a la
superficie.

Usando el teorema de Gauss en (4.5) obtenemos,

∂ρk
∂t

= −∇ · (ρk~vk) , (4.6)

que es válida para cualquier volumen arbitrario V .
Cuando en el sistema hay reacciones qúımicas tenemos que agregar un

término asociado a la producción de masa de la componente k-ésima en el
volumen V . Esto es

∂ρk
∂t

= −∇ · (ρk~vk) +
R∑
i=1

νkiωi , (4.7)

donde R es el número de reacciones qúımicas, el término
∑
νkiωi es la pro-

ducción de k en la i-ésima reacción, νki es el coeficiente estequiométrico
respectivo y ωi es la velocidad (ritmo) de la reacción qúımica. La relación
(4.7) es conocida como la ecuación de continuidad e indica el balance de
masa en un sistema en el que ocurren reacciones qúımicas.
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4.1.2. Conservación de momento.

En el sistema de n componentes necesitamos saber cómo es la relación
entre la aceleración de los componentes y las fuerzas que actúan sobre ellos.
Para ello es necesario hacer un balance de momento. Las fuerzas que actúan
sobre los componentes del sistema son escencialmente dos, las fuerzas de
superficie, como los esfuerzos viscosos y las fuerzas de cuerpo, como la gra-
vedad. Un balance de momento tiene el siguiente esquema

Aceleración = Fuerza de superficie+ Fuerzas de cuerpo . (4.8)

El balance de momento está dado por

ρ
d~v

dt
= −∇ · P +

n∑
k=1

ρk ~Fk , (4.9)

donde del lado derecho de la igualdad tenemos la componente de la acele-
ración baricéntrica del sistema y del lado izquierdo P representa las compo-
nentes cartesianas del tensor de presiones, que corresponden a las fuerzas de
superficie, ~Fk es la fuerza por unidad de masa ejercida por un campo externo
sobre la componente k-ésima [16]. En general, P es un tensor con simetŕıa no
definida. Esto depende de la forma de las part́ıculas que constituyen el me-
dio. En la aproximación de part́ıculas esféricas se puede considerar simétrico
[5].

Balance de enerǵıa cinética y potencial.

Dos ecuaciones de balance de enerǵıa surgen naturalmente al explorar un
poco más la ecuación de balance de momento (4.9), la ecuación de balance
de enerǵıa cinética y potencial.

Obtener la ecuación de balance de enerǵıa cinética no es muy dif́ıcil. Es
necesario partir de la ecuación (4.9) y multiplicarla por la velocidad de las
part́ıculas vα. En notación de ı́ndices se escribe

ρvα
dvα
dt

= −vα
∂

∂xβ
Pβα + ρkvαFkα , (4.10)

donde conviene notar que ı́ndices repetidos implican suma y que el término
para las fuerzas va sumado desde que k = 1 hasta n. Posteriormente, después
de realizar el álgebra adecuada, expresamos el balance de enerǵıa cinética
como

∂

∂t

(
1

2
ρv2
)

= −∇ ·
[

1

2
ρv2~v + P · ~v

]
+ P : ∇~v +

n∑
k=1

ρk ~Fk · ~v . (4.11)
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Para deducir la ecuaćıon de balance de enerǵıa potencial es necesario
tomar en cuenta la ecuación de balance de momento y la conservación de la
enerǵıa potencial en una reacción qúımica

R∑
k=1

Ψkνkj = 0 , (4.12)

donde Ψk es la enerǵıa potencial que siente cada part́ıcula dentro del sistema.
Combinando estas dos relaciones se obtiene la ecuación de balance de enerǵıa
potencial

∂ρΨ

∂t
= −∇ ·

(
ρΨ~v +

n∑
k=1

Ψk
~Jk

)
−

n∑
k=1

ρk ~Fk · ~v −
n∑
k=1

~Jk · ~Fk . (4.13)

donde Ψ es la enerǵıa potencial total, ~Jk = ρk(~vk − ~v), con ~v la velocidad
del centro de masa.

Como corolario de (4.11) y (4.13), si las sumamos obtenemos la ecuación
de evolución de la enerǵıa mecánica dada por

∂

∂t
ρ

(
1

2
v2 + Ψ

)
= −∇ ·

[
ρ

(
1

2
v2 + Ψ

)
~v + P · ~v +

n∑
k=1

Ψk
~Jk

]
(4.14)

+P : ∇~v −
n∑
k=1

~Jk · ~Fk ,

donde la enerǵıa mecánica del sistema emec esta definida como

emec =
1

2
v2 + Ψ , (4.15)

La relación (4.14) expresa que la suma de la enerǵıa cinética y la potencial no
se conserva, pues hay dos términos fuente en el lado derecho de la ecuación
(4.14).

4.1.3. Balance de enerǵıa.

La enerǵıa total de un sistema E debe considerar a la enerǵıa interna y
se puede escribir como

E =
1

2
v2 + Ψ + U . (4.16)

Desde el punto de vista macroscópico se considera que la relación anterior
es la definición de la enerǵıa interna espećıfica, U . Microscópicamente, U
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contiene las contribuciones de la agitación térmica y las interacciones de
corto alcance entre las partes que componen al sistema [16].

Definimos el flujo de enerǵıa ~JE como

~JE = P · ~v +
n∑
k=1

Ψk
~Jk + ~Jq , (4.17)

donde ~Jq es el flujo de calor en el sistema. El flujo total de enerǵıa ~JE
incluye un término convectivo P · ~v debido al trabajo mecánico ejercido
sobre el sistema por las fuerzas de superficie, un flujo de enerǵıa potencial∑

Ψk
~Jk debido a la difusión de las k componentes en un campo de fuerzas

y finalmente un flujo de calor ~Jq. Dada la definición de ~JE se encuentra que
la ecuación de balance de enerǵıa interna en el sistema es

∂

∂t
ρU = −∇ ·

[
ρU~v + ~Jq

]
− P : ∇~v +

n∑
k=1

~Jk · ~Fk . (4.18)

Normalmente se reescribe la ecuación utilizando la definición del tensor de
esfuerzos que es

P = pI + Π , (4.19)

donde I es el tensor identidad. Finalmente a la ecuación de balance de enerǵıa
interna

ρ
dU

dt
= ρ

dq

dt
− dν

dt
− νΠ : ~v + ν

n∑
k=1

~Jk · ~Fk , (4.20)

donde ν = ρ−1 es el volumen espećıfico y satisface que

ρ
dν

dt
= ∇ · ~v . (4.21)

Nótese que d
dt es la derivada material que se define por

d

dt
=

∂

∂t
+ ~v · ∇ .

Balance de entroṕıa.

Para encontrar la ecuación de balance de entroṕıa debemos partir del
cambio temporal en el cambio total de entroṕıa, esto es

dS

dt
=
deS

dt
+
diS

dt
. (4.22)
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En un volumen arbitrario V la entroṕıa contenida es

S =

∫
V
ρSdV . (4.23)

El intercambio de entroṕıa con los exteriores se da a través de un flujo ~JS
que cruza la superficie S que encierra el volumen V . De tal forma que

deS

dt
= −

∫
S

~JS · n̂dS , (4.24)

donde n̂dS es el vector normal a la superficie.
Además sabemos que el ritmo de producción de entroṕıa en términos de

su densidad σ esta dada por1

diS

dt
=

∫
V
σdV . (4.25)

Si sustituimos las ecuaciones (4.23), (4.24) y (4.25) en (4.22) y utilizamos
la ley de Gauss obtenemos finalmente la ecuación de balance de entroṕıa que
es

∂

∂t
ρs+∇ · ~JS − σ = 0 . (4.26)

En términos de la derivada material reescribimos la ecuación (4.26) como

ρ
dS

dt
= −∇ · ~JS + σ . (4.27)

La ecuación de balance de entroṕıa (4.27), junto con las ecuaciones de ba-
lance de masa, enerǵıa y momento, constituyen la base de la termodinámica
irreversible lineal.

Para encontrar la forma expĺıcita del flujo de entroṕıa ~JS y la densidad
de producción de entroṕıa σ se parte de la primera ley de la termodinámica,
Tds = du−

∑
µkdnk, que para sistemas fuera de equilibrio está dada por

∂s

∂t
=

1

T

∂u

∂t
−

n∑
k=1

µk
T

∂nk
∂t

. (4.28)

Utilizando la ecuación de continuidad (4.7) y la ecuación de balance de
enerǵıa interna (4.18), se reescribe la ecuación (4.28) como

∂s

∂t
+∇ ·

(
~Ju
T
−

n∑
k=1

µk ~Jk
T

)
= ~Ju · ∇

1

T
−

n∑
k=1

~Jk · ∇
µk
T

+

R∑
i=1

Aiνi
T

, (4.29)

1La relación que hay entre σ y σ̃ se da mediante la relación σ̃ =
∫
V
σdV .
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donde Ai es la afinidad de la reacción qúımica y se define como

Ai =
n∑
k=1

µkνki . (4.30)

Comparando la relación (4.28) con la relación (4.29) podemos identificar
como

~Js =

(
~Ju
T
−

n∑
k=1

µk ~Jk
T

)
, (4.31)

al flujo de entroṕıa y como

σ = ~Ju · ∇
1

T
−

n∑
k=1

~Jk · ∇
µk
T

+
R∑
i=1

Aiνi
T
≥ 0 , (4.32)

a la densidad de producción de entroṕıa.
Esto permite clasificar los flujos y fuerzas termodinámicas que actúan

sobre el sistema. Para las reacciones qúımicas, por ejemplo, el flujo termo-
dinámico es la velocidad de reacción νi, mientras que la fuerza termodinámi-
ca está dada por el cociente de la afinidad y la temperatura Ai/T . El flujo
de difusión ~Jk tiene como fuerza termodinámica al gradiente del potencial
qúımico entre la temperatura −∇µk/T . Todo flujo termodinámico ~Jα tiene
asociada una fuerza termodinámica ~Fα. Lo cual permite escribir la densidad
de producción de entroṕıa como la suma de las fuerzas por los flujos, esto es

σ =
∑
α

~Fα · ~Jα . (4.33)

4.2. Leyes fenomenológicas lineales.

Cuando un sistema está cerca del equilibrio, se puede generar una teoŕıa
general basada en las relaciones lineales entre las fuerzas termodinámicas y
los flujos termodinámicos [14].

Las fuerzas termodinámicas producen los flujos. En equilibrio, todas las
fuerzas y los flujos desaparecen, por lo que podemos decir que los flujos ~Jk
son funciones de las fuerzas ~Fk. Esto significa que para reǵımenes cercanos
a cero, los flujos, de ahora en adelante, se suponen como funciones lineales
de las fuerzas. De tal forma que

~Jk = −
∑
β

Lkβ ~Fβ , (4.34)
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donde Lkβ son constantes llamadas coeficientes fenomenológicos o coeficien-
tes de Onsager.

La ecuación (4.34) implica que en el sistema puede haber una gran can-
tidad de fuerzas que originen un solo flujo, a este fenómeno se le llama de
efectos cruzado. Un ejemplo común de los efectos cruzados es la termodifu-
sión, donde las fuerzas involucradas son el gradiente de temperaturas ∇T y
el gradiente de concentraciones ∇nk.

También es posible que sólo exista un tipo de flujo en el sistema. Si es
generado por el gradiente de temperaturas, es decir

~Jq = −κ∇T ,

tenemos la ecuación de conducción de calor de Fourier, donde κ es el coefi-
ciente de conductividad. Mientras que si el gradiente de concentración genera
el flujo,

~Jk = −Dk∇nk ,

obtenemos la ecuación de difusión de Fick, donde Dk es el coeficiente de
difusión. En la siguiente sección se hará un ejemplo detallado del uso de
las leyes fenomenológicas lineales, en particular para el proceso de reacción
difusión.

4.3. Procesos de reacción difusión.

Lo que vamos a hacer ahora es utilizar los conceptos básicos de la Ter-
modinámica Irreversible Lineal para estudiar un sistema en el que hay dos
flujos termodinámicos. Uno es debido a la difusión de sustancias en el medio
y otro a las reacciones qúımicas o de formación que se llevan a cabo en el
sistema.

La difusión es un proceso asociado al transporte de masa que tiende a
compensar la diferencia de concentración en una solución o suspensión de
part́ıculas. El flujo de difusión está dado por la primera ley de Fick que
establece que el flujo de materia va de regiones de alta concentración a
regiones de baja concentración, es decir, va como el gradiente de [ci] que es
la concentración de especie i-ésima,

~JD = −Di∇[ci] , (4.35)

donde Di es el coeficiente de difusión de la especie i-ésima.
Por otro lado, las reacciones qúımicas o de formación son las que nos

indican cómo ocurre la transformación de la materia. En general, en un
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sistema pueden haber n part́ıculas y hasta R reacciones qúımicas, por lo
que estudiar este tipo de sistemas es complicado. En la TIL, se escribe la
velocidad de la reacción j-ésima ωj como

ωj = −KjAj , (4.36)

donde Kj es el ritmo de la reacción j-ésima y Aj la afinidad correspondiente.
La afinidad de una reacción es la fuerza que origina las reacciones qúımi-

cas. Una afinidad distinta de cero implica que el sistema no esta en equilibrio
termodinámico y que las reacciones qúımicas seguirán ocurriendo hasta lle-
var al sistema al equilibrio [14].

En general si estudiamos un sistema a temperatura T constante en el
que ocurren r reacciones qúımicas y esta compuesto por N part́ıculas, la
producción de entroṕıa esta dada por

σ = − 1

T

 n∑
i=1

~Ji ·
∇µi
T

+

r∑
j=1

Ajωj

 , (4.37)

donde i = 1, 2, · · · , n es el número de especies en la mezcla, j = 1, 2, · · · , r
es el número de reacciones qúımicas que ocurren, T es la temperatura del
sistema, ~Ji es el flujo de difusión y µi el potencial qúımico de la i-ésima
especie, Aj es la afinidad y ωj la velocidad de la j-ésima reacción.

A partir de (4.37) escribimos las relaciones lineales entre los flujos por
especie y por reacción qúımica como sigue

~Ji = − 1

T
[Lii∇µi + LAj ] , (4.38)

ωj = − 1

T
[L · ∇µi + LjjAj ] , (4.39)

donde ~Ji representa el flujo de masa por especie, ωj el flujo por reacción y
L, Lii y Ljj son los denominados coeficientes de Onsager [5].

4.3.1. Principio de Curie-Prigogine.

Si analizamos cuidadosamente las ecuaciones (4.38) y (4.39) notamos
que L es un vector y Lii, Ljj son cantidades escalares. Esto implica que las
cantidades que tenemos que encontrar tienen un caracter tensorial diferente,
lo que complica más nuestro análisis.

La pregunta inmediata es si puede haber acoplamiento entre flujos con
caracter tensorial diferente. La respuesta es que śı es posible hacerlo pero en
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medios donde no exista simetŕıa espacial, es decir, medios anisotrópicos. Sin
embargo, en sistemas isotrópicos, donde las propiedades de equilibrio son
las mismas en todas direcciones, no todos los modos de acomplamiento son
admisibles [10].

En un medio isótropo las ecuaciones (4.38) y (4.39) se escriben en la
forma simplificada

~Ji = − 1

T
Lik∇µi , (4.40)

ωj = −LjjAj , (4.41)

donde los coeficientes Lii y Ljj son cantidades escalares. La razón de este
comportamiento es que en un sistema isotrópico un cambio de signo debe
mantener todos los coeficientes fenomenológicos invariantes. La condición de
no acoplamiento entre cantidades escalares y vectoriales se conoce como el
principio de Curie-Prigogine ya que esta basado en el trabajo de Curie que
indica las relaciones de causa efecto en sistemas de diferente simetŕıa y fue
extendido por Prigogine a sistemas irreversibles [10].

Ejemplo de procesos de reacción difusión en medios isotrópicos.

El problema que vamos a analizar en seguida le llamamos el problema de
la Caja Negra y consiste en un reactor qúımico a temperatura T constante
que convierte elementos A en B a un ritmo K+. Esto es

A
K+−→ B .

La razón por la que le llamamos aśı es porque en realidad no es relevante
en el análisis lo que ocurra adentro de la caja, lo que si es importante es
reconocer que tenemos dos flujos de materia ~JA y ~JB y un flujo de reacción
qúımica ω. En la figura (4.1) se esquematiza lo que ocurre en el sistema.
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Reacción

J JA B

A BK

Figura 4.1: Reactor qúımico que convierte elementos A en B a un ritmo K.
Por el lado izquierdo hay un influjo de part́ıculas A y por el lado derecho
hay un eflujo de part́ıculas B.

Supongamos que el medio donde ocurre es isotrópico, por lo que escribi-
mos las relaciones lineales para los flujos como sigue

~JA = − 1

T
[L11∇µA + L12∇µB] , (4.42)

~JB = − 1

T
[L21∇µA + L22∇µB] , (4.43)

ω = −K+A . (4.44)

Lo que queremos encontrar es la forma que tienen los potenciales qúımi-
cos en función de la afinidad en el estado estacionario, que se alcanza cuando
hacemos el flujo neto de part́ıculas a través del reactor cero, es decir,

d[Ai]

dt
= 0 , (4.45)

donde denotamos por Ai a la concentración de la sustancia i-ésima. El sis-
tema está confinado en un volumen V con área de permeación efectiva S,
por lo que usando la ecuación de continuidad se tiene

d[Ai]

dt
= −

∫
S

~Ji · n̂dS +

∫
V
νiωdV = 0 , (4.46)

donde νi es el coeficiente estequiométrico de la sustancia i-ésima en la reac-
ción, en este caso i = A,B. Por lo tanto podemos escribir la norma del
vector ~Ji como función de la velocidad de reacción ω como sigue

Ji =
V

S
νiω . (4.47)
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Usando el resultado de la ecuación (4.47) y el hecho que en la reacción
qúımica que estamos tratando νA = −νB = −1, se sigue que

JA = −V
S
ω , (4.48)

JB =
V

S
ω . (4.49)

Las ecuaciones (4.42) y (4.43) se pueden invertir de tal forma que se
tengan los gradientes de potenciales qúımicos como función de los flujos, es
decir,

∇µA = T

{
− L22

det(L)
~JA +

L12

det(L)
~JB

}
, (4.50)

∇µB = T

{
L21

det(L)
~JA −

L11

det(L)
~JB

}
, (4.51)

donde det(L) es el determinante de la matriz de coeficientes de Onsager L
definida por

L =

(
L11 L12

L21 L22

)
Si usamos la ecuación (4.44) en las relaciones (4.48) y (4.49) y sustituimos

en las ecuaciones (4.50) y (4.51) se tiene finalmente que la norma de los
potenciales qúımicos está dada por

|∇µA| = −
{
L22 + L12

det(L)

}
KV T

S
A , (4.52)

|∇µB| = −
{
L21 − L11

det(L)

}
KV T

S
A . (4.53)

Llegamos al resultado esperado, en el estado estacionario los potenciales
qúımicos de cada lado de la caja están determinados directamente por el
ritmo de la reacción qúımica K.

4.4. Ecuación de reacción difusión.

A continuación vamos a deducir la ecuación de reacción difusión para
un sistema compuesto de N part́ıculas de s especies distintas y en el que
ocurren r reacciones qúımicas.
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Definimos la concentración de part́ıculas de la especie k-ésima, [ck], como
la razón entre el número de part́ıculas de tal especie entre el volumen que
las contiene, es decir

[ck] =
nk
V
.

El número total de part́ıculasN esta dado por la suma de todas las part́ıculas
de cualquier especie esto es,

N = n1 + n2 + · · ·+ nk + · · ·+ ns .

La ecuación de continuidad (4.7) indica la conservación de masa en un sis-
tema. Si escribimos la ecuación de continuidad para la concentración de la
especie k-ésima se tiene

∂[ck]

∂t
= −∇ · ~Jk +

r∑
i=1

νkiωi , (4.54)

donde ~Jk es el flujo de difusión asociado a la concentración de la especie
k-ésima.

Si recordamos que la primera ley de Fick (4.35), relaciona el flujo difusivo
de la especie k-ésima con el gradiente de la concentración,

~JD = −Dk∇[ck] ,

y lo sustituimos para la especie k-ésima en (4.54) tenemos

∂[ck]

∂t
= −∇ · (−Dk∇[ck]) +

r∑
i=1

νkiωi . (4.55)

Dado que en primera aproximación los coeficientes Dk son constantes en-
tonces Dk sale de la derivada y se tiene

∂[ck]

∂t
= Dk∇2[ck] +

r∑
i=1

νkiωi . (4.56)

La ecuación (4.56) es conocida como la ecuación de reacción difusión de
la especie k-ésima y es utilizada para estudiar distintos tipos de sitemas
f́ısicos, sistemas biológicos e inclusive algunos sistemas geológicos. Es una
ecuación parabólica no lineal en [ck] y por su complejidad sus soluciones
anaĺıticas se desconocen, por lo que generalmente se resuelven mediante
métodos computacionales. La no linealidad en ésta ecuación en particular,
depende de la complejidad de la reacción qúımica.
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Algunas aproximaciones a las ecuaciones de reacción difusión dan origen
a los llamados patrones de Turing de gran interés teórico y experimental
pues representan sistemas qúımicos lejos del equilibrio. También son llama-
dos estructuras espaciales estacionarias [14]. Hay algunas soluciones exactas
de las ecuaciones de reacción difusión como por ejemplo la bien conocida
ecuación de onda de Fisher [2]

∂u

∂t
= D∇2u+ u(1− u) , (4.57)

donde u generalmente representa la concentración o la población local que
caracteriza el estado del sistema. Fisher la obtuvo cuando estudiaba la
dinámica de la invasión de una población estable en una inestable [2]. La
solución general de (4.57) esta dada por

u(x, t) =
v

4D
erfc

(
x− vt
2
√

4Dt

)
, (4.58)

donde v es la velocidad de reacción. Esta solución implica que existe un
frente de concentración o población u que se mueve con velocidad v/2 [2].





Caṕıtulo 5

Reacción difusión en el
esquema Becker/Döring.

En éste caṕıtulo se aplicará la teoŕıa de reacción difusión, estudiada en el
caṕıtulo anterior, para el esquema de nucleación clásico de Becker y Döring.

Imaginemos un sistema compuesto por un número total N de part́ıculas
de una misma especie el cual, al evolucionar, permite que en él ocurran
cambios de densidad tales que propicien la fomación de núcleos de part́ıculas.
Estos núcleos se forman bajo el esquema de reacciones bimoleculares dado
por

Aα +A1

ωCα
�
ωEα

Aα+1 . (5.1)

La reacción (5.1) representa la formación de un agregado de clase α.

En este esquema, la supersaturación ∆µ es constante por lo que no exis-
ten agregados de N átomos en el sistema. Trabajar con este esquema implica
la suposición de que estamos formando núcleos cada vez más grandes pero
sólo se esta pegando una part́ıcula a la vez a un ritmo ωCα . Aśı como se pega,
ésta u otras part́ıculas, se pueden separar del agregado a un ritmo ωEα .

Las ecuaciones de reacción difusión asociadas a este esquema son

∂ [Aα]

∂t
= DAα∇2[Aα]− ωCα [Aα][A1] + ωEα [Aα+1] , (5.2)

∂ [A1]

∂t
= DA1∇2[A1]− ωCα [Aα][A1] + ωEα [Aα+1] , (5.3)

∂ [Aα+1]

∂t
= DAj+1∇2[Aα+1]− ωEα [Aα+1] + ωCα [Aα][A1] , (5.4)

57
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donde DAα , DA1 y DAj+1 son los coeficientes de difusión de cada especie
y los estamos considerando constantes, lo cual implica que el medio que
estamos estudiando es isótropo.

Decimos que el núcleo está plenamente formado cuando tiene n∗ part́ıcu-
las que es el número cŕıtico de part́ıculas. Por lo tanto, α ε {1, · · · , n∗}. Esto
significa que por cada α existen tres ecuaciones de reacción difusión asocia-
das. Las ecuaciones son recursivas y dependen del producto de la reacción
anterior. Una vez que se ha alcanzado el número cŕıtico de part́ıculas co-
mienza una etapa de crecimiento que no tiene marcha atrás, en la figura
(5.1) se esquematiza este fenómeno.

ΔG(n)

n* n

Figura 5.1: En esta figura se muestra la enerǵıa libre de Gibbs como fun-
ción del número de part́ıculas en el agregado. Antes del número cŕıtico de
part́ıculas n∗ el proceso que ocurre es de nucleación y después de ese punto
el ocurre el crecimiento del cristal.

5.1. Nucleación en el estado tard́ıo.

Ahora centremos nuestra atención en una vecindad alrededor del núme-
ro cŕıtico de part́ıculas n∗; esto es, fijémonos en la reacción que origina el
agregado de clase n∗, dada por

An∗−1 +A1

ωC
n∗→ An∗ . (5.5)
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Notemos que en esta reacción ya no aparece ωEn∗+1 y esto es debido a que
una vez que se ha alcanzado el número cŕıtico de part́ıculas ocurre sólo
crecimiento. Matemáticamente lo que estamos suponiendo es que ωEn∗+1 �
ωCn∗ . Las ecuaciones de reacción difusión asociadas a esta última reacción
están dadas por

∂ [A1]

∂t
= D1∇2[A1]− ωCn∗ [An∗−1][A1] , (5.6)

∂ [An∗−1]

∂t
= Dn∗−1∇2[An∗−1]− ωCn∗ [An∗−1][A1] , (5.7)

∂ [An∗ ]

∂t
= Dn∗∇2[An∗ ] + ωCn∗ [An∗−1][A1] . (5.8)

Las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) representan el esquema general de reac-
ción difusión en el estado tard́ıo. A continuación analizaremos algunos casos
especiales de este esquema.

5.1.1. Difusión de part́ıculas pequeñas.

Supongamos que Dn∗ = Dn∗−1 = 0, esto es, que únicamente se difunden
las part́ıculas pequeñas. Bajo esta suposición el esquema general mostrado
en las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) se ve modificado de tal forma que

∂ [A1]

∂t
= D1∇2[A1]− ωCn∗ [An∗−1][A1] , (5.9)

∂ [An∗−1]

∂t
= −ωCn∗ [An∗−1][A1] , (5.10)

∂ [An∗ ]

∂t
= ωCα [An∗−1][A1] . (5.11)

Si sumamos las ecuaciones (5.10) y (5.11) se tiene

∂([An∗ ] + [An∗−1])

∂t
= 0 . (5.12)

Esto quiere decir que

[An∗−1] = [Amax]− [An∗ ] , (5.13)

donde [Amax] es una constante con unidades de concentración y determina
la concentración máxima que se puede alcanzar en el agregado de clase n∗.
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Si utilizamos el resultado de (5.13) en las ecuaciones (5.9) y (5.11) tene-
mos

∂ [A1]

∂t
= D1∇2[A1]− ωCn∗ [A1]([Amax]− [An∗ ]) , (5.14)

d[An∗ ]

dt
= −ωCn∗ [A1]([Amax]− [An∗ ]) . (5.15)

Las ecuaciones (5.14) y (5.15) determinan el esquema general de nucleación
en estado tard́ıo cuando los agregados de clase n∗ − 1 y n∗ no se difunden.

Sistema a presión constante.

En el caṕıtulo 2 definimos el ritmo de formación de agregados de clase
α a presión constante como

ω+
α = ωCα [A1] . (5.16)

Los ritmos de formación en el esquema Becker/Döring son constantes con
respecto al tiempo debido a la razón entre la concentración [A1](t) y el
volumen en fase gaseosa VV (t). Sustituyendo los ritmos de reacción por los
ritmos de formación dados por (5.16) en las ecuaciones (5.14) y (5.15) se
tiene

∂ [A1]

∂t
= D1∇2[A1]− ω+

n∗([Amax]− [An∗ ]) , (5.17)

d[An∗ ]

dt
= −ω+

n∗([Amax]− [An∗ ]) . (5.18)

Por lo tanto, tenemos dos ecuaciones acopladas para [A1] y [An∗ ]. Para
resolver (5.17) y (5.18), es indispensable definir las condiciones iniciales y
de frontera a las que esta sujeto el sistema.

Resolviendo la ecuación (5.18), cuando en t = 0 [An∗ ] = 0, tenemos

[A∗n](t) = [Amax](1− e−w
+
n∗ t) . (5.19)

La figura (5.2) muestra a [An∗ ] como función de t. Se observa que la concen-
tración [An∗ ] es una función creciente que tiende a [Amax] cuando t → ∞,
que es lo que se espera; f́ısicamente los núcleos se saturan de part́ıculas y
empieza la etapa de crecimiento, también llamada cristalización.



5.1. Nucleación en el estado tard́ıo. 61
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Figura 5.2: Gráfica de la concentración del agregado de clase n∗, [An∗ ] como
función del tiempo. Cuando t tiende a infinito la concentración [An∗ ] tiende
a [Amax].

Sustituyendo el resultado (5.19) en (5.17) tenemos finalmente

∂ [A1]

∂t
= D1∇2[A1]− ω+

n∗ [Amax]e−w
+
n∗ t . (5.20)

Esta ecuación de evolución para las part́ıculas en solución, [A1], da la in-
formación necesaria para conocer el ritmo en el que se pierden, bajo este
esquema, part́ıculas en solución y se forman núcleos de materia. Sin em-
bargo, para resolver (5.20) anaĺıticamente o numéricamente, es necesario
determinar las condiciones de frontera de nuestro sistema.

En primera aproximación se piensa en condiciones de frontera donde
la función [A1] o su derivada se anulen o sean constantes, pero esto no es
del todo aplicable a nuestro sistema. De hecho, el gran problema con la
implementación de las ecuaciones de reacción difusión en sistemas donde
ocurre nucleación se encuentra en determinar las condiciones de frontera
apropiadas.

Este trabajo no se va a centrar en la determinación de las condiciones de
frontera necesarias para resolver completamente la ecuación (5.20), sin em-
bargo, este rápido análisis de la nucleación utilizando ecuaciones de reacción
difusión es para mostrar que es un problema abierto y muy interesante.

Se han hecho algunas aproximaciones a esquemas de reacción difusión
similares como el estudio de caminatas aleatorias para ondas de Fisher he-
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cho por Werner Horsthemke [7] donde se muestra la existencia de ondas
viajeras en este sistema. Podemos pensar al esquema de nucleación de Bec-
ker/Döring como un esquema tipo caminata aleatoria de las part́ıculas en
solución regidas por una probabilidad dada de agregación.

5.1.2. Reacción difusión y ecuación de Fisher.

Supongamos que las part́ıculas en solución y los agregados se difunden
de igual manera, esto es, D = D1 = Dn−1 = Dn∗ . Por lo tanto las ecuaciones
(5.6), (5.7) y (5.8) se ven modificadas como

∂ [A1]

∂t
= D∇2[A1]− ωCn∗ [An∗−1][A1] , (5.21)

∂ [An∗−1]

∂t
= D∇2[An∗−1]− ωCn∗ [An∗−1][A1] , (5.22)

∂ [An∗ ]

∂t
= D∇2[An∗ ] + ωCn∗ [An∗−1][A1] . (5.23)

Utilizando la definición del grado de avance de reacción, ξ, [14] para la
reacción qúımica (5.5) tenemos

dξ = −d[A1] = −d[An−1] = d[An∗ ] . (5.24)

De tal forma que

[A1] = a0 − ξ , (5.25)

[An−1] = a1 − ξ , (5.26)

[An∗ ] = a2 + ξ , (5.27)

donde a0, a1 y a2 son constantes que denotan concentraciones iniciales. Si
hacemos la suposición inicial de que a1 = a2 = 0 entonces

[A1] = a0 − ξ , [An−1] = −ξ , [An∗ ] = ξ . (5.28)

Utilizando al grado de avance de reacción se reescriben las ecuaciones
(5.21), (5.22) y (5.23) como

∂ξ

∂t
= D∇2ξ + ωCn∗(a0 − ξ)ξ . (5.29)

Notemos que se han reducido el número de ecuaciones, de ser tres ecuaciones
no lineales para las concentraciones [A1], [An−1] y [An∗ ] a sólo una ecuación
no lineal para ξ. La ecuación (5.29) es una ecuación tipo onda de Fisher,
como la ecuación (4.57) mencionada en el caṕıtulo anterior.

En un futuro, se planea abordar el problema de reacción difusión en
el esquema Becker/Döring utilizando caminatas aleatorias y la ecuación de
onda de Fisher.



Caṕıtulo 6

Crecimiento del agregado
durante la nucleación.

En este caṕıtulo estudiaremos el problema del crecimiento del radio de
un agregado como función del tiempo en la etapa de nucleación. En parti-
cular, se analizarán los problemas de la formación del núcleo en el esquema
Becker/Döring en equilibrio y en presencia de un flujo de materia.

Como se mencionó en la introducción, se han realizado varios experimen-
tos en los cuales se ha visto que si existe un flujo de materia, la nucleación
se ve beneficiada. Un ejemplo es el trabajo realizado por A. Penkova et al
en 2006 [1] donde se afirma que dependiendo de la velocidad del flujo, se
promueve o suprime la nucleación. Más aún, este hecho asegura un máximo
ritmo de nucleación y por tanto un radio cŕıtico óptimo. Experimentalmente
el flujo de materia puede ser originado de muchas formas ya sea mediante
una celda de Couette, o bien, sometiendo al sistema a una diferencia de
potencial eléctrico o a una diferencia de presiones, por ejemplo.

En el caṕıtulo 3 se mostró que la TIL lleva a ecuaciones complicadas,
sobre todo en la definición de las condiciones de frontera. En este caṕıtulo
se propone una forma alternativa a la TIL para abordar el problema de
nucleación. Esta forma de proceder es adoptando un esquema tipo Onsager
[14] que más adelante se estudiará con detenimiento.

6.1. Crecimiento de radio en el esquema propuesto
por Becker y Döring.

Hasta ahora hemos estudiado el proceso de nucleación en el esquema
Becker/Döring, que corresponde al caso en equilibrio, y encontramos una

63
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expresión para el cambio de enerǵıa libre de Gibbs como función del radio

∆G(R) = ∆G∗

[
3

(
R

R∗

)2

− 2

(
R

R∗

)3
]
, (6.1)

donde ∆G∗ es la altura de la barrera de nucleación dada por

∆G∗ =
16π

3

v2aσ
3

∆µ2
. (6.2)

Las constantes σ, va y ∆µ se refieren a la tensión superficial, el volumen
molecular del agregado y la supersaturación del sistema, respectivamente.
R∗ es el radio cŕıtico de formación del núcleo. La gráfica de la ecuación (6.1)
para distintos valores de la supersaturación ∆µ la podemos observar en la
figura (6.1).
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*R3
*R4
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*
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Figura 6.1: Gráfica de la función ∆G(R) dada en la ecuación (6.1). La figura
representa los diferentes valores de la barrera de enerǵıa libre de Gibbs para
diferentes valores de la supersaturación.

Una forma sencilla y potente de describir el crecimiento de radio del
agregado como función del tiempo, R = R(t), es adoptar un esquema tipo
Onsager [14], [16] en el que se consideran sólo los valores globales de las
funciones de estado como función del tiempo en procesos fuera de equilibrio.

Para formular este modelo dinámico para la nucleación partimos de la
segunda ley de la termodinámica, que establece que el cambio temporal en
la producción de entroṕıa es siempre mayor que cero, es decir,

diS

dt
> 0 . (6.3)
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Como la enerǵıa libre de Gibbs, a presión P y temperatura T constante, es
([14], [16])

dG = −TdiS < 0 ,

por lo tanto,
dG

dt
< 0 . (6.4)

Si derivamos (6.1) con respecto del tiempo, es decir,

d∆G(R(t))

dt
= ∆G∗

d

dt

[
3

(
R(t)

R∗

)2

− 2

(
R(t)

R∗

)3
]
, (6.5)

obtenemos la ecuación de evolución

d

dt
∆G(R(t)) = 6∆G∗

[
R(t)

R∗2
− R(t)2

R∗3

]
dR(t)

dt
. (6.6)

De la expresión dada por (6.6) notamos que la fuerza termodinámica XR

que origina el no equilibrio está dada por

XR = 6∆G∗
[
R(t)

R∗2
− R(t)2

R∗3

]
,

mientras que el flujo que esta fuerza propicia es

JR =
dR(t)

dt
.

Si utilizamos las relaciones lineales de Onsager [5] podemos escribir la
siguiente relación para el flujo termodinámico

dR(t)

dt
= −L̈∆G∗

[
R(t)

R∗2
− R(t)2

R∗3

]
, (6.7)

con L̈ = 6L llamado el coeficiente de Onsager. El signo garantiza que se
cumpla la segunda ley de la termodinámica.

La ecuación (6.7) es interesante pues da una relación diferencial que
permite encontrar cómo depende el radio del núcleo como función del tiempo,
es decir, describe la dinámica de la nucleación.

Resolviendo la ecuación (6.7) para R(t) tenemos

R(t) =
R∗e8πσLt+R

∗C

e8πσLt+R∗C − 1
, (6.8)
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donde C es una constante a determinar y hemos usado la relación (6.2) y el
hecho que R∗ = 2σva/∆µ.

Para encontrar el valor de la constante C debemos suponer adicional-
mente que las part́ıculas que se están agregando tienen una forma aproxi-
madamente esférica y de radio ra, como se muestra en la figura (6.2). Si las
part́ıculas tienen esta forma aseguramos que en el tiempo t = 0 el radio del
agregado, R(t = 0), es igual a 2ra.

ra

2ra

Figura 6.2: Esquema en el que se muestra el radio del agregado que se forma
cuando ocurre la primera reacción bimolecular. El radio del primer paso en
la agregación es de dos veces el radio de la part́ıcula, ra.

Si hacemos t = 0 en la ecuación (6.8) se sigue que

eR
∗C =

2ra
2ra −R∗

.

Si sustituimos la relación anterior en la ecuación (6.8) y reordenamos los
términos tenemos finalmente que

R(t) =
2raR

∗ e8πσLt

2ra(e8πσLt − 1) +R∗
, (6.9)

y si hacemos un análisis dimensional podemos conocer qué magnitud f́ısica
representa el coeficiente de Onsager. Las dimensiones de [L] son 1/[σT ] es
decir [T/M ], que son unidades de movilidad o de ritmo de reacción por
unidad de masa.

En la figura (6.3) se grafica la función R(t). Observamos que la función es
creciente hasta que es alcanzado el radio cŕıtico R∗, que es el radio máximo
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que puede tener el núcleo, lo cual implica está completamente formado,
antes de iniciar la etapa de crecimiento, que se describe por otro tipo de
mecanismos que no estudiaremos aqúı.

2ra 0

R*

2R*

3R*

4R*

5R*

t

R
Ht

L

DΜ�5
DΜ�4
DΜ�3
DΜ�2
DΜ

Figura 6.3: Gráfica de la función R(t) dada en la ecuación (6.9). Se muestra
una función creciente hasta que se alcanza el radio cŕıtico, R∗. En esta gráfica
fijamos el radio cŕıtico, R∗, para que fuera 10 veces mayor que el radio de
cada part́ıcula, ra. Como se observa en la figura, al incrementar el valor de
la supersaturación, ∆µ, se disminuye el tamaño del radio cŕıtico.

Ahora veamos como se comporta la enerǵıa libre de Gibbs como función
del tiempo. Si sustituimos (6.9) en (6.1) tenemos

∆G(t) = ∆G∗

[
3

(
2ra e

8πσLt

2ra(e8πσLt − 1) +R∗

)2

− 2

(
2ra e

8πσLt

2ra(e8πσLt − 1) +R∗

)3
]
.

(6.10)

Si tomamos el ĺımite cuando t→ 0, de (6.10) tenemos que el valor inicial
de la enerǵıa libre de Gibbs, en el proceso de formación del núcleo es

∆G0 =
4r2a∆G

∗

R∗3
(3R∗ − 4ra) .

Por otro lado cuando t→∞ el cambio en la enerǵıa libre de Gibbs tiende a
∆G∗, como es de esperarse.
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6.2. Crecimiento de radio en presencia de un flujo
de las part́ıculas en solución.

Supongamos un sistema abierto que tiene una entrada y una salida de
materia. Se puede pensar a este sistema como un volumen de control V C.
La materia que entra al sistema son part́ıculas en solución que tienen una
masa m̄ y se mueven en promedio a una velocidad c. El sistema se encuentra
a una temperatura T constante.

Para sistemas abiertos, la primera ley de la termodinámica se escribe
como

∆E = Q+W ,

donde E es la enerǵıa total del sistema, Q el calor intercambiado entre los
exteriores y el sistema y W es el trabajo realizado por el sistema. Debemos
aclarar que, la enerǵıa total E contabiliza la contribución de la enerǵıa in-
terna, U , y todo tipo de trabajo externo, ya sea eléctrico o bien debido a la
enerǵıa cinética o potencial de las part́ıculas en solución. Este hecho permite
escribir la enerǵıa total del volumen de control como

EV C = UV C +
1

2
m̄Nc2 , (6.11)

donde N es el número de part́ıculas de la especie en solución, de tal forma
que la masa total es m = m̄N .

En equilibrio la enerǵıa libre de Gibbs, asociada al volumen de control,
GV C , es

GV C = UV C − TSV C + PV .

Sin embargo, en presencia de un flujo de materia la enerǵıa libre de Gibbs
para el volumen de control toma la forma [8]

G̃ = EV C − TSV C + PV . (6.12)

Utilizando la ecuación termodinámica de Euler, podemos escribir a la enerǵıa
libre de Gibbs como G = µN donde µ es el potencial qúımico en equilibrio
de cada especie.

Por lo tanto reescribimos (6.12) como

G̃ = µN +
1

2
m̄Nc2 , (6.13)

de donde se sigue que

µ̃ = µ+
1

2
m̄c2 . (6.14)
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Esta expansión para el potencial qúımico fuera de equilibrio µ̃ nos dice que
el flujo de part́ıculas através del volumen de control incrementa el potencial
qúımico con un término proporcional a la enerǵıa cinética de las part́ıculas.

El sistema que vamos a analizar está compuesto por part́ıculas de dos
tipos, part́ıculas en solución y part́ıculas en el agregado. Las part́ıculas en
solución, afectadas por el flujo, tienen una enerǵıa libre de Gibbs, G̃s, dada
por

G̃s = µ̃sns = µsns +
1

2
m̄nsc

2 . (6.15)

La expresión (6.15) implica que las part́ıculas en solución se mueven con una
velocidad promedio c.

Por otro lado, dentro del volumen de control se está formando un com-
plejo agregado-solución. Si suponemos que el agregado no se mueve, lo que
implica que µ̃a = µa, escribimos la enerǵıa libre de Gibbs del complejo
agregado-solución, G̃a, como

G̃a = (ns − na)µ̃s + µana + σA = nsµ̃s − na∆µ̃+ σA , (6.16)

donde σ es la tensión superficial del agregado y A es el área del mismo.
Si tomamos la diferencia de enerǵıa libre de Gibbs entre ambas expre-

siones, (6.15) y (6.16), tenemos

∆G̃ = −na∆µ̃+ σA , (6.17)

donde

∆µ̃ = µ̃v − µa = ∆µ+
1

2
m̄c2 . (6.18)

Notemos que la ecuación (6.18) es una modificación de la supersaturación
en equilibrio ∆µ por el factor proporcional a c2.

Si escribimos na en términos del volumen molecular como na = 4πR3/3va
y suponemos que en primera aproximación la superficie del agregado es de
la forma 4πR2, reescribimos la ecuación (6.17) como

∆G̃ = − 4π

3va
R3∆µ̃+ 4πσR2 . (6.19)

En términos de la supersaturación en equilibrio ∆µ tenemos finalmente que

∆G̃ = −
(

∆µ+
1

2
m̄c2

)
4π

3va
R3 + 4πσR2 . (6.20)

La ecuación (6.19) es idéntica a la expresión (2.39) encontrada en el
caṕıtulo 2 salvo que en este sistema se ve modificada por la velocidad de
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las part́ıculas que formarán al agregado. Siguiendo un análisis análogo al
realizado en el caṕıtulo 2, encontramos que el radio cŕıtico R̃∗ está dado por

R̃∗ =
2σva
∆µ̃

=
2σva(

∆µ+ 1
2m̄c

2
) . (6.21)

Además sabemos que el valor máximo de la enerǵıa libre de Gibbs ∆G̃∗

está dada por

∆G̃∗ =
16π

3

v2aσ
3

∆µ̃2
=

16π

3

v2aσ
3(

∆µ+ 1
2m̄c

2
)2 . (6.22)

Debemos notar que si la velocidad promedio del flujo c aumenta, entonces,
la altura máxima de la enerǵıa libre de Gibbs ∆G̃∗, aśı como el radio cŕıtico
R̃∗, disminuye como se muestra en la figura (6.4).
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Figura 6.4: Gráfica de la función ∆G̃(R) para diferentes velocidades de flujo.
En la figura hemos fijado las velocidades de tal forma que R̃∗1 > R̃∗2 > R̃∗3 >
R̃∗4 > R̃∗5.

Simplificando la ecuación (6.20) y poniéndola en términos de R̃∗ y ∆G̃∗

tenemos

∆G̃(R̃) = ∆G̃∗

3

(
R̃

R̃∗

)2

− 2

(
R̃

R̃∗

)3
 . (6.23)

La ecuación (6.23) es esencialmente la misma ecuación que la ecuación (6.1),
salvo que en este caso la enerǵıa libre de Gibbs ∆G̃(R̃) depende del paráme-
tro c que es la velocidad de las part́ıculas.
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Análogamente al análisis fuera de equilibrio realizado en la sección an-
terior, para la ecuación (6.1), supondremos que R̃ = R̃(t). De manera tal

que si se utilizan las relaciones lineales de Onsager escribimos el flujo dR̃(t)
dt

como

dR̃(t)

dt
= L̃6∆G̃∗

[
R̃(t)

R̃∗2
− R̃(t)2

R̃∗3

]
, (6.24)

donde L̃ al igual que en la sección anterior tiene dimensiones de movilidad.
En este caso, al igual que en el de la sección anterior encontraremos la
solución de (6.24) utilizando las condiciones iniciales donde el radio inicial
es dos veces el radio de la part́ıcula. Haciendo esto tenemos

R̃(t) =
2raR̃

∗ e8πσL̃t

2ra(e8πσL̃t − 1) + R̃∗
. (6.25)

Ahora bien, si escribimos R̃∗ en términos de la velocidad media del flujo
obtenemos finalmente la relación que buscamos,

R̃(t) =
8πσr3a e

8πσL̃t

3
(
∆µ+ 1

2m̄c
2
)

(e8πσL̃t − 1) + 4πσr2a
, (6.26)

donde hemos usado la relación (6.21) y hemos escrito el volumen molecular
en términos del radio como va = 4πr3a/3.

En la figura (6.5) se muestra el radio de crecimiento del núcleo como
función del tiempo para distintas velocidades. Al aumentar la velocidad el
radio cŕıtico R̃∗ decrece debido a la dependencia que tiene con la velocidad,
(6.21). Esto implica que al aumentar la velocidad de flujo la nucleación
ocurre con mayor facilidad.
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Figura 6.5: En esta figura se presenta el radio de crecimiento de un núcleo en
presencia de un flujo dado en la ecuación (6.26). Al aumentar la velocidad
de flujo c el valor del radio cŕıtico decrece. El valor de la supersaturación
∆µ es igual en todos los casos.

Para escribir la enerǵıa libre de Gibbs como función del tiempo es nece-
sario sustituir (6.26) en (6.19) y escribir el volumen molecular en términos
del radio de cada part́ıcula. La expresión resultante esta dada por

∆G̃(t) =
256π3σ3r6a e

16πσL̃t
(

∆µ̃(e8πσL̃t − 3) + 4πσr2a

)
(

3∆µ̃(e8πσL̃t − 1) + 4πσr2a

)3 . (6.27)

6.2.1. El problema de la tensión superficial.

Cuando existe un flujo en el volumen de control se ha mostrado hasta
ahora que el potencial qúımico cambia debido a la enerǵıa cinética de las
part́ıculas en solución. En el trabajo realizado en 2004 por R. Blaak et al.
[15], se estudia la nucleación homogénea en presencia de flujos y se hace la
suposición de que para flujos pequeños, tanto el potencial qúımico como la
tensión superficial pueden expandirse en una serie de potencias que involucra
la magnitud del flujo c. Esto es,

∆µ = ∆µ(eq)(1 + a0c
2 +O(c4)) , (6.28)

σ = σ(eq)(1 + b0c
2 +O(c4)) , (6.29)

donde a0 y b0 son constantes que tienen dimensiones de inverso de enerǵıa
por unidad de masa. Esta suposición les permite definir los valores que las
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constantes pueden tomar. Cabe señalar que en el trabajo de R. Blaak et
al no se indica qué signo debe tener la constante b0. Es más, se considera
siempre positiva. Es importante enfatizar que si supusiéramos b < 0, esto
implicaŕıa una reducción de la tensión superficial conforme la velocidad del
flujo aumenta. Esto, sin embargo, carece de sentido f́ısico ya que los esfuerzos
de fase fluida sobre la superficie del núcleo tienden a incrementar la tensión
superficial, no a disminuirla. La pregunta ahora es qué efecto tiene este nuevo
término para la tensión superficial.

Notemos que la expresión (6.28) propuesta por R. Blaak es consisten-
te con la expresión (6.14), que es exacta, es decir, se ha obtenido de los
principios generales de la termodinámica en el volumen de control.

Las ecuaciones (6.26) y (6.27) muestran el efecto que tiene el flujo de
part́ıculas en el crecimiento del núcleo, tanto para R̃ = R̃(t) como para
∆G̃ = ∆G̃(t) bajo la suposición de que sólo afecta a la supersaturación. En
particular, éstas ecuaciones nos dicen cómo cambia el potencial qúımico con
la acción del flujo. Sin embargo, no contabilizan el efecto del flujo sobre la
tensión superficial.

Utilizando la propuesta dada por (6.29) para la tensión superficial y
despreciando órdenes superiores, la ecuación (6.19) es ahora

∆Ǧ = − 4π

3va
R3∆µ̃+ 4π(σ + bc2)R2 . (6.30)

Mientras que la ecuación (6.26) es

Ř(t) =
8π(σ + bc2)r3a e

8π(σ+bc2)L̃t

3
(
∆µ+ 1

2m̄c
2
)

(e8π(σ+bc2)L̃t − 1) + 4π(σ + bc2)r2a
, (6.31)

donde hemos escrito b = b0σ.
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(a) b ≈ 10−1.
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(b) b ≈ 101.
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(c) b ≈ 10−1.
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(d) b ≈ 101.

Figura 6.6: En (6.6a) y (6.6b) se grafica la enerǵıa libre de Gibbs como
función del radio para el esquema propuesto por R. Blaak et al, (6.30). Se
observa cómo al aumentar la velocidad del flujo la barrera de enerǵıa libre
de Gibbs aumenta en todos los casos. Además, en (6.6a) notamos que todas
las curvas pasan por el punto (∆G∗, R∗). En las figuras (6.6c) y (6.6d) se
grafica la ecuación (6.31) tomando dos valores diferentes para el parámetro
b.

En la figura (6.6) se ha graficado ∆Ǧ = ∆Ǧ(R) dada por la ecuación
(6.30). Podemos observar que al aumentar la velocidad del flujo la barrera
de enerǵıa libre de Gibbs aumenta y el radio el valor del radio cŕıtico Ř∗

disminuye. Además, en la figura (6.6a) todas las curvas pasan por el punto
(∆G∗, R∗) lo que muestra que existe un punto de convergencia para todas
ellas.

Por otro lado, en las figuras (6.6c) y (6.6d) se grafica Ř = Ř(t) dada por
la ecuación (6.31) para distintos valores del parámetro b. Notemos como para
b pequeño la aproximación de R. Blaak es muy buena, pues para distintas
velocidades se reduce la magnitud del radio cŕıtico. Mientras que el modelo
de R. Blaak predice que al aumentar la magnitud del parámetro b aumenta
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el tamaño del radio cŕıtico. Esto se opone a las observaciones experimentales
de A. Penkova [1] para la formación de protéınas como lisosimas y ferritina.

Esto último da lugar a la pregunta de qué es lo que está pasando f́ısi-
camente en el sistema. Se sabe que en el proceso de nucleación existe una
competencia entre la supersaturación y la tensión superficial, este o no el
sistema en presencia de un flujo. La suposición de R. Blaak implica que en
presencia de flujo el núcleo se deforma, entonces ¿qué fuerzas mantienen
unido al núcleo?

6.2.2. Deformación del núcleo debido al flujo.

En la subsección anterior mencionamos que la tensión superficial del
núcleo puede cambiar y expandirse en una serie de potencias de c. Es im-
portante mencionar que f́ısicamente lo que ocurre es que el flujo deforma al
núcleo, esto es, que pierde su forma esférica idealizada. Al deformarse apare-
ce en él una fuerza de restitución que hace que tienda a recobrar una forma
aproximadamente esférica. Esta fuerza restitutiva esta asociada a la traza
del tensor de esfuerzos elásticos PE del fluido compuesto por las part́ıcu-
las en solución y, en un caso más general, los agregados. En la figura (6.7)
esquematizamos esta idea.

Con FlujoSin Flujo

Fuerza
restitutiva

Figura 6.7: En presencia del flujo el núcleo se deforma y el papel de la
fuerza restitutiva es mantener una forma aproximadamente esférica para
bajas velocidades.

En el trabajo de 2006 de C. Málaga et al. [3] se encontró que la contribu-
ción elástica al tensor de presiones PE de una solución polimérica está aso-
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ciada a un tensor de deformación A del mismo como

PE = −ξ0F0A , (6.32)

donde ξ0 es el coeficiente de restitución por unidad de masa de la molécula
y F0 es una función adimensional de la traza de A, que aqúı consideraremos
aproximadamente constante. A es el promedio de las dirección caracteŕıstica
de la deformación del núcleo.

Se encontró que el tensor de deformación A tiene una ecuación de evo-
lución dada por

dA
dt
− 2[A · ∇~v0]s = 2

{
LRR ·

[
kT

m
I− 〈~F ~R〉

]}s
+ 2

[
LRr · (∇~v0 · ∇~vT0 ) · A

]s
,

donde ~v0 es la velocidad del flujo impuesto y m la masa del poĺımero, ~F
y ~R son la fuerza restitutiva y el vector de deformación de la molécula,
y finalmente LRr y LRR son constantes de Onsager1 que caracterizan la
movilidad y el acoplamiento entre la deformación de la molécula y las fuerzas
de arrastre, respectivamente.

Tomando el caso estacionario donde

dA
dt
− 2[A · ∇~v0]s = 0 ,

se deduce que la traza del tensor de deformación es de la forma

A = Tr(A) =
kT

F0

(
2 +

F0LRR
F0LRR − LRrc2

)
, (6.33)

donde c es la velocidad del flujo.
A partir de las ecuaciones (6.32) y (6.33) escribimos la traza del tensor

de presión elástica como

PE = Tr(PE) = −ξ0kT
(

2 +
F0LRR

F0LRR − LRrc2

)
≈ −ξ0kT

(
F0LRR

F0LRR − LRrc2

)
. (6.34)

Para facilitar la notación renombraremos las constantes por g = F0LRR y
a = LRr de tal forma que la presión elástica es aproximadamente

PE ≈ −ξ0kT
(

g

g − ac2

)
. (6.35)

1En el trabajo original de C. Málaga las constantes de Onsager son cantidades tenso-
riales, aqúı, por simplicidad son consideradas escalares.



6.2. Crecimiento de radio: Flujo de Part́ıculas. 77

Mientras que la enerǵıa libre de Gibbs de las part́ıculas en solución dada
por (6.15) no se ve afectada, este efecto śı modifica la enerǵıa libre de Gibbs
del agregado dada por la ecuación (6.16) mediante la suma de la presión
elástica por el volumen del agregado Va. Hasta ahora hemos mostrado que
PE esta relacionado con los esfuerzos elásticos que siente el agregado, ele-
mento antes mencionado en el caṕıtulo 2 en las ecuaciones (3.55) y (3.56)
donde Dreyer [6] asocia al elemento σ〈rr〉 con los esfuerzos de los que es
objeto la interface.

Escribimos la enerǵıa libre de Gibbs del agregado, con esta nueva correc-
ción, como

Ĝa = G̃a + PEVa = nvµ̃v − na∆µ̃+ σA+ PEVa . (6.36)

Por lo tanto escribimos la nueva diferencia de la enerǵıa libre de Gibbs entre
las part́ıculas en solución y el agregado como

∆Ĝ = −na∆µ̃+ σA+ PEVa , (6.37)

donde

∆µ̃ = µ̃v − µa = ∆µ+
1

2
m̄c2 . (6.38)

Análogamente a como se obtuvo la expresión (6.19) escribimos el volumen
del agregado como Va = 4πR3/3 y sustituyendo (6.35) en (6.37) tenemos

∆Ĝ = − 4π

3va
R3∆µ̃+ 4πσR2 − ξ0kT

(
g

g − ac2

)
4π

3
R3 . (6.39)

Agrupando y escribiendo ∆µ̃ en términos de la supersaturación en equilibrio
obtenemos finalmente

∆Ĝ = −
[
∆µ+

1

2
m̄c2 − vaξ0kT

(
g

g − ac2

)]
4π

3va
R3 + 4πσR2 . (6.40)

En forma condensada reescribimos (6.40) como

∆Ĝ = − 4π

3va
R3∆µ̂+ 4πσR2 . (6.41)

donde

∆µ̂ = ∆µ+
1

2
m̄c2 − vaξ0kT

(
g

g − ac2

)
. (6.42)

Es importante notar que la ecuación (6.42) muestra expĺıcitamente cómo es
el potencial qúımico como función de la velocidad de flujo y de la tempera-
tura del sistema. En la figura (6.8a) hemos graficado el potencial qúımico
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como función de la velocidad del flujo. Se observa que existe un valor de la
velocidad copt para el cual la nucleación es óptima y un valor cŕıtico ccrit para
el cual la nucleación se anula. El valor cŕıtico ocurre cuando la supersatura-
ción se anula. Cabe mencionar que es particularmente complicado encontrar
el valor de copt anaĺıticamente, sin embargo es posible hallarla utilizando
métodos numéricos.
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(b) Comparativo entre ∆µ̂ ,∆µ̃ y ∆µ.

Figura 6.8: (a) Gráfica de los potenciales qúımicos como función de la velo-
cidad de flujo. Notemos como al aumentar la temperatura la velocidad de
flujo óptima para la nucleación crece. (b) Gráfica de la supersaturación ∆µ̂
dada por la ecuación (6.36) como función de la velocidad de flujo. La super-
saturación que contiene la contribución de la enerǵıa cinética y de la fuerza
restitutiva va por en medio del valor de la supersaturación en equilibrio y
en presencia de flujo.
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En la figura (6.8b) se hace un comparativo de la supersaturación de
equilibrio, en presencia de flujo y en presencia de flujo con fuerza restitutiva,
∆µ ,∆µ̃ y ∆µ̂ respectivamente, como función de la velocidad. Notemos como
la supersaturación que contiene la contribución de la enerǵıa cinética y de
la fuerza restitutiva está entre el valor de la supersaturación en equilibrio y
la supersaturación en presencia de flujo.

De nuevo hemos encontrado una relación similar a (6.19) y (2.39) de tal
forma que el radio cŕıtico y la enerǵıa libre de Gibbs cŕıtica toman la forma

R̂∗ =
2σva
∆µ̂

=
2σva(

∆µ+ 1
2m̄c

2 − vaξ0kT
(

g
g−ac2

)) , (6.43)

y

∆Ĝ∗ =
16π

3

v2aσ
3

∆µ̂2
=

16π

3

v2aσ
3(

∆µ+ 1
2m̄c

2 − vaξ0kT
(

g
g−ac2

))2 . (6.44)

La enerǵıa libre de Gibbs como función del radio, dada por la ecuación
(6.41), es una función tal que si se aumenta la velocidad de flujo disminuye
el valor de la barrera de enerǵıa libre, como se muestra en la figura (6.9)
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Figura 6.9: Enerǵıa libre de Gibbs como función del radio de crecimiento.
Al aumentar la velocidad del flujo se reduce considerablemente la barrera
de enerǵıa libre.

donde se toman valores para la velocidad c no mayores que al valor de la
velocidad óptima mostrada en la figura (6.8b). Sin embargo es importante
ver el comportamiento de la enerǵıa libre de Gibbs para velocidades cercanas
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a la velocidad óptima, inclusive para velocidades superiores. En la figura
(6.10) se muestra lo que ocurre a la enerǵıa libre de Gibbs para diferentes
valores, ligeramente menores y mayores a la velocidad del flujo óptima copt.
Una vez que se ha cruzado la velocidad cŕıtica, la enerǵıa libre deja de
presentar un máximo local en R∗ y por lo tanto manifestando que el único
estado estable es el de la solución.
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Figura 6.10: En esta figura se presenta la dependencia de la enerǵıa libre de
Gibbs como función del radio dada por la ecuación (6.41). Se ha graficado
para distintos valores de c cercanos a la velocidad copt para esquematizar el
cambio que existe en la barrera de enerǵıa libre cuando se acerca a copt y
cuando se rebasa.

Ahora es necesario encontrar la forma del radio como función del tiempo,
para ello usaremos los resultados obtenidos en secciones anteriores. A partir
de la ecuación (6.26) y utilizando la supersaturación dada por (6.42) tenemos
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que

R̂(t) =
8πσr3a e

8πσL̂t

3
(

∆µ+ 1
2m̄c

2 − 4π
3 r

3
a ξ0kT

(
g

g−ac2

))
(e8πσL̂t − 1) + 4πσr2a

, (6.45)

donde L̂ es el coeficiente de Onsager asociado. En la figura (6.11) se ha gra-
ficado la ecuación (6.45) para velocidades menores que la velocidad óptima.
Recordemos que para velocidades ligeramente mayores a la velocidad óptima
o incluso mucho mayores resulta en valores del radio cŕıtico menores que el
valor inicial, lo que carece de sentido f́ısico.
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Figura 6.11: Gŕafica de la radio como función del tiempo dado por la ecuación
(6.45). Esta gráfica es para velocidades menores que la velocidad copt.

Si utilizamos el resultado de la ecuación (6.27) encontramos la enerǵıa
libre de Gibbs asociada a este efecto como función del tiempo, ∆Ĝ, dada
por

∆Ĝ(t) =
256π3σ3r6a e

16πσL̂t
(

∆µ̂(e8πσL̂t − 3) + 4πσr2a

)
(

3∆µ̂(e8πσL̂t − 1) + 4πσr2a

)3 . (6.46)

En la figura (6.11) observamos que al aumentar la velocidad en este
nuevo esquema se nota una tendencia a disminuir el radio cŕıtico. Si aumen-
tamos la velocidad del flujo por encima de la cŕıtica, entonces ya no hay
nucleación para esta aproximación. Esto quiere decir que debe existir una
velocidad óptima del flujo para la cual la nucleación es máxima, como ya
hemos señalado antes. Esto coincide con las observaciones realizadas por A.
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Penkova en su trabajo de 2006 [1] donde encuentra que dependiendo de la
velocidad del flujo, se promueve o se suprime la nucleación. Más aún, Pen-
kova afirma que este hecho asegura un máximo ritmo de nucleación y por
tanto un radio cŕıtico óptimo.

La deformación del núcleo se ha estudiado en detalle en el caso donde
cambia solamente en la supersaturación del sistema; sin embargo, además
de la revisión del análisis de R. Blaak, en este nuevo esquema no hemos
contabilizado el cambio en la tensión superficial. La pregunta natural es
qué pasa si hacemos esto. La respuesta es que no se mejora nuestro modelo.
Esto se debe a que, como ya hemos mencionado anteriormente, los mejores
valores que puede tomar el parámetro b son del orden de 10−1 y aún aśı no
se logra reducir la barrera de enerǵıa libre de Gibbs más de lo que se logra
si utilizamos el valor de la velocidad óptima.

6.3. Ritmo de nucleación.

Hasta ahora hemos explorado el problema de un flujo de materia a través
del volumen de control y hemos visto las repercusiones que esto tiene, prin-
cipalmente modificando la supersaturación en equilibrio. Esta redefinición
de la supersaturación también permite redefinir la enerǵıa libre de Gibbs.
Utilizando las expresiones para la enerǵıa libre de Gibbs encontradas a lo
largo de este caṕıtulo, (6.1), (6.23) y (6.41), y las nuevas definiciones de
la enerǵıa libre de Gibbs cŕıtica, veremos qué tanto disminuye la barrera
de enerǵıa libre debido a la presencia de un flujo de materia y la deforma-
ción del núcleo. En la figura (6.12) comparamos los comportamientos de las
diferentes enerǵıas libres de Gibbs. En ella podemos notar que mientras au-
mentamos los efectos a la supersaturación y, por lo tanto a la enerǵıa libre
de Gibbs, la barrera de enerǵıa libre disminuye.
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Figura 6.12: Enerǵıa libre de Gibbs como función del radio dadas por las
ecuaciones (6.1), (6.23) y (6.41). Al aumentar los efectos a la supersaturación
y por lo tanto a la enerǵıa libre de Gibbs se observa una disminución de la
barrera de enerǵıa libre.

La gráfica anterior ilustra muy bien la reducción de la barrera de enerǵıa
libre, sin embargo, también es útil ver cómo se ve afectado el ritmo de
nucleación al considerar estos efectos en la supersaturación. Como vimos en
el caṕıtulo 2, el ritmo de nucleación está dado por

J0 = exp

[
−∆G∗

kT

]
. (6.47)

Si utilizamos las definiciones de ∆G∗ dadas por (6.2), (6.22) y (6.44), tene-
mos en 3 diferentes ritmos de nucleación, el ritmo en equilibrio J0, el ritmo
debido al flujo Jf0 y el ritmo debido al flujo y a las fuerzas elásticas JfE0 ,
que están dados por

J0 = exp

[
− 16π

3kT

v2aσ
3

∆µ2

]
, (6.48)

Jf0 = exp

[
− 16π

3kT

v2aσ
3(

∆µ+ 1
2m̄c

2
)2
]
, (6.49)
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JfE0 = exp

− 16π

3kT

v2aσ
3(

∆µ+ 1
2m̄c

2 − vaξ0kT
(

g
g−ac2

))2
 . (6.50)

Se puede observar que todos los ritmos de nucleación son dependientes de
la supersaturación, de hecho, es el punto clave para diferenciar entre uno
u otro. En la figura (6.13) hemos graficado los ritmos de nucleación (6.48),
(6.49) y (6.50) como función de la velocidad.
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Figura 6.13: Ritmo de nucleación como función de la velocidad. Se aprecia
como el ritmo de nucleación que considera los efectos de flujo y elástico va
entre el ritmo de equilibrio y el ritmo debido al flujo. A partir de cierto valor
de la velocidad media del flujo dicho ritmo se anula, lo que implica que la
nucleación cesa.

Al igual que cuando representamos la supersaturación en función de
la velocidad se observa que el ritmo de nucleación debido al flujo y a los
efectos elásticos va entre el ritmo de equilibrio y el ritmo debido al flujo. Sin
embargo, nuestro modelo también indica que a partir de cierto valor de la
velocidad el ritmo de nucleación se anula, lo que implica que la nucleación
se anula por completo para este caso.

Al ver las figuras (6.12) y (6.13) podemos concluir que el modelo ex-
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puesto en este caṕıtulo es enteramente consistente con las observaciones
experimentales de A. Penkova.



Caṕıtulo 7

Conclusiones.

Partiendo de una detallada introducción al proceso de nucleación en
equilibrio y preguntándonos cómo se modificaŕıa en presencia de flujos, fue
posible formular un modelo que describe correctamente, al menos desde el
punto de vista cualitativo, las observaciones experimentales. Además, utili-
zando las relaciones lineales en un esquema de termodinámica de no equili-
brio tipo Onsager, se encontró una ecuación dinámica para el crecimiento del
radio como función del tiempo, encontrando una expresión anaĺıtica exacta.

Inicialmente se introdujo al proceso de nucleación destacando la com-
petencia que hay entre las fuerzas volumétricas y superficiales. Asimismo,
sobresale que la enerǵıa libre de Gibbs es el potencial termodinámico adecua-
do para describir este proceso puesto que el sistema se encuentra a presión
y temperatura constante.

Para describir el proceso de nucleación fuera de equilibrio se partió de la
definición de la enerǵıa libre de Gibbs como función del radio, considerando
adicionalmente que el radio es una función del tiempo. Esto, aunado a las
relaciones lineales de Onsager, permitió derivar una ecuación dinámica para
el radio como función del tiempo que fue resuelta expĺıcitamente al consi-
derar la condición de que el radio inicial del núcleo es el diámetro de una
part́ıcula en solución y que a partir de ese momento el radio del agregado
crece hasta alcanzar un valor máximo. Este valor máximo coincide con el
valor del radio cŕıtico, que a su vez es el punto cuya función es la altura
máxima de la enerǵıa libre de Gibbs.

Ahora bien, para formular el modelo de nucleación en presencia de flujos
se hizo una primera aproximación, en la que se considera solamente el efecto
de la enerǵıa cinética de las part́ıculas en solución. Este hecho modifica a
la supersaturación en equilibrio, aumentándola por un término de orden

87
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cuadrático para la velocidad de flujo. Esta primera aproximación muestra
que la nucleación se ve favorecida en presencia de un flujo de materia; sin
embargo, esta aproximación no es completa pues no contiene información
sobre la acción del flujo sobre el núcleo.

Por otro lado, se estudió el trabajo de Ronald Blaak en el que se consi-
dera que la tensión superficial y la supersaturación pueden escribirse como
una serie de potencias de la velocidad del flujo hasta segundo orden. Es-
ta suposición es consistente a la primera aproximación propuesta en esta
tesis, resultado que, por otro lado, es exacto y representa un acuerdo par-
cial con las observaciones experimentales de Anita Penkova. No obstante,
al considerar a la tensión superficial como una serie de potencias se dejan
abiertas muchas preguntas sobre los valores permitidos para las constantes
de proporcionalidad y sobretodo, el significado f́ısico que tienen.

Para formular el modelo final fue necesario considerar que el flujo defor-
ma al núcleo y que por esa razón aparece una fuerza de carácter restitutivo
que lo mantiene unido y con una forma cercana a la esférica. De hecho, la
fuerza restitutiva juega un papel fundamental en la competencia entre las
fuerzas superficiales y volumétricas.

Este último modelo permite redefinir de nueva cuenta a la supersatura-
ción, y esta nueva definición contiene el efecto de la deformación del núcleo
ocasionado por el flujo. Para encontrar este modelo final se utilizó el trabajo
reportado en la referencia [3], donde se estudian los esfuerzos de carácter
elástico que sienten poĺımeros en solución en presencia de flujos.

La redefinición de la supersaturación es el resultado más relevante de
esta tesis, ya que permite modificar a la enerǵıa libre de Gibbs y por tanto,
el valor de la barrera de enerǵıa libre de Gibbs cŕıtica como función de la
velocidad media del flujo.

Este último modelo presenta un acuerdo todav́ıa mayor con las observa-
ciones experimentales pues predice la existencia de una velocidad óptima de
nucleación.

También se mencionó a lo largo del trabajo la importancia del ritmo
de nucleación en el estado estacionario como la función termodinámica que
da cuenta de la eficacia del proceso de nucleación. Utilizando el resultado
de esta tesis se encuentra que éste modelo si determina un máximo ritmo
de nucleación, más aún, este ritmo de nucleación máximo coincide con la
velocidad óptima de nucleación.

Queda aún abierto el análisis de la nucleación utilizando las ecuaciones
de reacción difusión, problema que seguramente será abordado en un futuro.
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