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En el principio fuiste mineral,

después te voluiste planta;

luego te convertiste en animal:

scomo ibas a ignorarlo?

Después te volviste hombre.

Cuando hayas trascendido la condicion de hombre
te convertirds, sin la menor duda,

en angel.

Supera incluso la condicion angélica:

penetra en el Océano,

para que de gota de agua puedas transmutarte en mar...

Yalal Ud-din Rums



De todos los infortunios que afligen
a la humanidad, el mds amargo es
ese, que hemos de tener conciencia
de mucho y control de nada.

Herodoto

Conviene ahora que sacudas tu
pereza...el que sin gloria consume su
vida deja en pos de si el mismo ves-
tigio que el humo en el aire o la es-
puma en el mar.

Dante Alighieri.
La Divina Comedia, Infierno,

Canto XXIV
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Introduccion

Dentro de la matematica, en particular en algebra, es comtn que para el estudio
de un objeto le asociemos otro y éste nos de informacién acerca del primero, mas aun,
es frecuente la asociacién de cierto nimero que nos mida algo en especifico acerca de
nuestro objeto de estudio.

En la teoria de anillos el estudio de las dimensiones no es tan exacto como en
espacios vectoriales, esto se debe a la gran variedad de tipos de anillos que se tienen.
Varias dimensiones definidas en categorias de moédulos has sido estudiadas, dos de
las més comunes son la dimensién de Krull y la dimensién de Gabriel. Durante este
trabajo nos interersara estudiar acerca de la dimensién de Garbiel.

Con la definicion de la dimension de Gabriel y el estudio de ésta se logra “medir”
en cierta forma lo lejos que se encuentra un modulo de ser artiniano mediante la
asociacion de un ordinal especial.

El presente trabajo se realizdé bajo la supervision del Dr. José Rios Montes y
estd basado en el articulo On the atomic dimension in module categories [5], cuyos
autores son Jaime Castro, Francisco Raggi, José Rios y John Van den Berg; en el cual
se define la dimensién atomica, se estudia, se compara con la dimension de Gabriel
y se da la caracterizacion de ciertos anillos a través de esta dimension.

Empezamos con el estudio de las teorias de torsiéon hereditarias asi como de la
dimensién de Gabriel, posteriormente hacemos el estudio del articulo antes men-

cionado, siendo uno de los objetivos que dicho desarrollo sea lo més claro posible.

A partir del segundo capitulo, se entra en materia de lo necesario para definir y
estudiar la dimensién atomica, dando la herramienta necesaria.

Durante el tercer capitulo veremos que la dimensién atémica resulta ser de gran
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VIII INTRODUCCION

interés pues se relaciona con la dimensién de Gabriel.

Finalmente, se menciona una caracterizacion para anillos definitivos mediante la
dimensién atémica.

Algunos de los teoremas que se demuestran durante el trabajo usan como herra-
mienta resultados de reticulas modulares, al final se anexa un apéndice que servira co-
mo introduccion al estudio de estas estructuras.

El presente trabajo facilita la comprension de otros articulos relacionados con las
dimensiones en categorias de médulos, por ejemplo en [4] y [10], donde se estudian
dimensiones relacionadas directamente con la dimensién atéomica y la dimensién de

Gabriel.



Capitulo 1

Preliminares

Durante este capitulo introduciremos conceptos primordiales para el estudio de la
dimension atéomica y algunos resultados importantes. R — Mod denotara la categoria
de médulos izquierdos sobre un anillo R.

Comenzaremos definiendo el concepto de teoria de torsién y veremos algunas
propiedades. Posteriormente definiremos lo que es una teoria de torsion hereditaria,
este concepto es la base de las definiciones de algunas dimensiones en categorias
de modulos en las que nos enfocaremos. Exploraremos algunas propiedades de la
coleccién de teorias de torsién hereditarias definidas sobre un anillo y la estructura
de la cual esta dotada esta coleccion. Finalmente daremos la definicién de dimension
de Gabriel en un anillo y algunos teoremas importantes que nos seran de utilidad a
través del desarrollo del presente trabajo.

Definicién 1.1. Una teoria de torsion T en R— Mod es una pareja (7, F,) de clases
de R-moédulos tales que:

1. Homg(T,F) =0 para todo T € T,, F € F,.
2. Si Homgr(M, F) = 0 para todo F' € F,, entonces M € T,.
3. Si Homg(T, N) = 0 para todo T € 7., entonces N € F..

A T, le llamaremos la clase de mddulos de T-torsion y a F, le llamaremos la clase
de modulos T-libres de torsion.

Proposicién 1.2. Sea 7 una teoria de torsion, entonces:
1) T; es cerrada bajo cocientes, sumas directas y extensiones.
2) F, es cerrada bajo submddulos, productos directos y extensiones.
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Demostracion. 1) Sea M € T, tal que la sucesion

0—-K—->M-—-M/K-—0

es exacta y sea L € F,, aplicando el funtor Homg(__, L) se tiene

0 — Homp(M/K,L) — Homg(M,L) - Hompg(K, L)

exacta, pero Homg(M, L) = 0 por tanto Homr(M/K,L) =0y asi M/K € T,y
T, es cerrada bajo cocientes.

Para ver que es cerrada bajo sumas directas tomemos una familia de médulos
{Ma} e €Ty L € F;, entonces

Hompg (@ Ma,L> ~ [ Homr(M.,L)

acA acA

pero para toda a € A, Homg(M,, L) =0 , entonces

H Hompg(M,,L) =0

a€cA

y esto implica que @, , Mo € T;.
Ahora tomemos L € F, y K, M/K € T, tales que la sucesién

0—-K—>M-—>M/K—0

es exacta, aplicando el funtor Homg(__, L) tenemos la sucesién exacta

0— Homp(M/K,L) — Homg(M,L) — Hompg(K, L)

Y como

Hompr(M/K,L)=0= Homg(K, L)

entonces Hompg(M, L) = 0 y consecuentemente M € 7.
2) Sea M € F, y K submédulo de M entonces tenemos la sucesién exacta

0K —-M

sea T' € T, y aplicando el funtor Hompg(T,__ ) tenemos



0— Homg(T,K) — Homg(T, M)
exacta; de donde Hompg(T, M) = 0, asi que Homg(T,K) =0y K € F,.

Veamos que es cerrada bajo productos; sean {Na}, .4 € Fr y T € T;, entonces

Hompg(T, H N,) = H Hompg(T, N,)

a€cA acA

y como Hompg(T, N,) = 0 Va € A, entonces

Hompg(T, H Ny)=0

a€cA

Y por tanto [[ ., Na € Fr.

Probemos que F, es cerrada bajo extensiones: sean K, N/K € F, tales que la
sucesion

0—-K—>N-—>N/K—0

es exacta en R — Mod; sea T € T,, aplicando Hompg(T,__ ) se tiene

0— Homg(T,K) — Homg(T,N) — Homg(T,N/K)
de los cuales Homg(T, K) = 0 = Homg(T, N/K), por tanto

Homgr(T,N)=0y N € F,

lo que concluye la prueba.
m

Dada una clase de médulos de torsién T, que es cerrada bajo cocientes, sumas
directas y extensiones; le podemos asociar su respectiva clase de modulos libres de
torsion:

F={Ne€R—-Mod| Homg(M,N)=0,YM € T}

para obtener asi una teoria de torsion.
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Asi mismo, si se tiene una clase de modulos F, que es cerrada bajo submédu-
los, productos directos y extensiones, consideramos su clase de médulos de torsion
asociada:

T.={M € R— Mod | Homr(M,N) =0, VN € F.}

Introducimos ahora una de las definiciones mas importantes del trabajo, la cual
serd nuestra herramienta primordial.

Definicion 1.3. Decimos que una teoria de torsion 7 es hereditaria si la clase de
modulos de 7-torsion es cerrada bajo subméddulos.

Es equivalente para una teoria de torsién 7 que 7, sea cerrada bajo submddulos
y que F, sea cerrada bajo capsulas inyectivas.

Se denotara por R — tors a la clase de todas las teorias de torsién hereditarias
definidas en R — Mod.

SitT € R—torsy M € R— Mod, denotaremos por t.(M) al mayor submédulo
de M que es de T-torsion; es decir,

t,(M)=> {NCM|NeT}
La siguiente Proposicién nos da informacion importante acerca de t,.

Proposicién 1.4. Sea 7 € R — tors, entonces

1)t.: R— Mod — R — Mod es subfuntor de la identidad.
2) t. es exacto izquierdo.

3) St M € R— Mod entonces t.(M/t,(M)) = 0.

Demostracion. 1) Sea f: M — K, veamos que f(t,(M)) C t.(K)

Ft-(M) = f(>_ N)= > f(N) Ct(K)
NER NEY

la dltima contencién se da ya que f(N) es de 7-torsién pues f(N) = N/Nuc(f|n) y
las clases de torsion hereditarias son cerradas bajo cocientes y sumas directas.

2) Para ver que es exacto izquierdo, basta ver que si N C M entonces t,(N) =
NNt (M).



Como t, es subfuntor del funtor identidad entonces t.(N) C N y t.(N) C ¢, (M)
y por tanto t.(N) C N Nt (M).

Luego, como t.(M) N N es un submédulo de ¢, (M) que es de 7-torsién entonces
t,(M)NN Ct,(N).

3) Sea M € R — Mod, se tiene

t(M/t(M)) = > {N/t,(M) € M/t,(M)|N/t-(M) € T}
sea K/t (M) uno de tales sumandos, asi ¢t,(M) C K C M y como
t,(K)=Knt,(M) =K

entonces K € T, con lo cual K =t (M) y t.(M/t.,(M))=0.
[l

A los subfuntores del funtor identidad que satisfacen 2) y 3) se les conoce como
funtores de torsion o bien, radicales exactos izquierdos.

La clase R — tors es cardinable, pues existe una correspondencia biyectiva entre
R — tors y ciertas familias de ideales izquierdos de R, debido a esto podemos tra-
bajar en R — tors como un conjunto sin que nos ocasione problemas. Para dar esta
correspondencia introducimos lo siguiente.

Si 7 estd en R — tors le asignamos el conjunto de ideales izquierdos

G, ={rl CR|R/I €T}

observemos que este conjunto no es vacio pues al menos R € G, .

Proposicién 1.5. 5i 7 esta en R — tors entonces G, satisface las siguientes condi-
clones:

1) SiI € G,,reR entonces (I:r) € G,.

2) SiJ € G, gl estal que (I :j) € G; para todo j € J entonces I € G, .

Demostracion. 1) Sean I € G, y r € R. Definimos el siguiente morfismo:

®:R— R/I
O(a) =ar+1
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observemos que Nuc(®) = (I : r), luego

Im(®) = ®(R) = R/Nuc(®) =R/(I : )
y como ®(R) es submédulo de R/I'y R/I € T,, entonces
OR)=R/(I:1)€eT;
es decir, ({ : r) € G, para todo r € R.

2) Consideremos la siguiente sucesion exacta

0—-{U+J)/I—-R/I—-R/(I+J)—0

como

R+ )= S

entonces R/(I + J) € 7.
Por otro lado, también se tiene que (I +J)/I = J/(INJ); tomemos x € J/(INJ)
entonces © = j + (I N J) con j € J, y notemos que
O:j+UNnJ))=(UnJ):j)=UT:j)€G;

y por lo tanto
(I+0)/I=J/(INJ)eT,

y por ser 77 cerrada bajo extensiones se tiene que R/I € T, y asi I € G,. O

A una familia no vacia de ideales de R que satisface las condiciones 1) y 2) se le
llama filtro idempotente o filtro de Gabriel.

Observaciéon 1.6. Si G es un filtro de Gabriel se cumplen las siguientes condiciones
adicionales:

1) Sil,J €@, entonces (INJ)eg.

2)SiI1eG,ICJ, entonces J € QG.

3) Si1,J € G entonces I.J € G.



Demostracion. 1) Seax € I, (I NJ):x) = (J:x) el cual est en G por el inciso 1)
de la Proposicién 1.5.

2) Basta notar que para toda z € I; (J: z) = R.

3) Sean I,J € G, x € J, entonces I C (IJ : z), y por el inciso 2) de esta
Proposicion y la Proposicion 1.5,2) se tiene I.J € G. O

Ahora bien, demos la correspondencia entre R — tors y filtros de Gabriel en R:

Teorema 1.7. Existe una correspondencia biyectiva entre las siguientes clases de
objetos:
1) Teorias de torsion hereditarias en R — Mod.

2) Filtros de Gabriel en R.
3) Radicales exactos izquierdos.

Demostracion. 1) <» 2) Denotemos por L a la coleccién de filtros de Gabriel en R.
Definimos ahora asignaciones entre £ y R — tors:

d:R—tors— L
O(T)={rK CR|R/KeT}=g(T)

V:L— R—tors
U(G)={MeR—Mod|(0:m)eG,YmeM}=T"

G(T) es un filtro de Gabriel por la Proposicién 1.5, veamos que T* es, en efecto, una
clase de torsién hereditaria.

T* es cerrada bajo:

Submédulos:

Sea M € T*, N C M, n € N, entonces (0:n) € G, por tanto N € T*.
Imagenes homomorfas:

Tomemos f : M — N un epimorfismo y M € T*, como (0,m) C (0 : f(m))
entonces f(M) € T*.
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Sumas directas:

Sea {Mo},cx €Ty (ma) € B, cq Mo, entonces

(0: (ma)) =()(0: (ma)) €G

por ser una interseccién finita, lo cual implica que @, 4, Mo € T™.
Extensiones:

Tomemos una sucesién exacta en R — Mod
0—-N—->M-—M/N—0

con N,M/N € T*.Seam € M, entoncesm+N € M/Ny (N :m)=(0:m+N) €q.

Sir € (N :m) entonces rm € N y asi
(0:m):r)=(0:rm)eg

con esto se tiene ((0 : m) : r) € G para toda r € (N : m); es decir (0 : rm) € G
para toda rm € N, lo que implica (0 : m) € G y por tanto M € T*. Y con esto
concluimos que 7* es una clase de torsién hereditaria.

Ahora veamos que las asignaciones ® y W son inversas una de la otra:
Vod=1g tors
Sea 7 = (T,F) € R — tors, entonces
O(T)={rK |R/KT}=G(T)
componiendo con V¥ se tiene
V(O(T)={M e R—Mod|(0:m)eG(T)Vme M} =T"

Afirmamos que T = T*

C] Sea M € T, m € M entonces R/(0:m) = Rm €T y (0:m) € G(T) por lo
tanto M € T*.



D] Tomemos M’ € T* entonces para todo m’ € M’ se tiene que (0: m') € G(T)
con lo cual Rm’ = R/(0: m') € Ty considerando el epimorfismo &, ,.,, Rm' — M’
se tiene que M’ € T*.

PoW =1,
Sea G € L, entonces
U(G)={M e R—Mod|(0:m)egG, Vme M}

y ®(V(9)) = {rH | R/H € ¥(G)} = &'
Aseveramos que G = G':
C]Sea I € G entonces R/I € T,seax e R/I,x=r+1;(0:2)=0:r+1) =

(I :7), como I € G se tiene que (I : ) € G, por tanto (0 : ) € G para todo z € R/I,
entonces R/I € ¥(G) yasi [ € G'.

O] Sea K € G entonces R/K € ¥(G); esto es, para toda T € R/K se tiene
(0:7) € G, pero
0:7)=0:r+K)=(K:r)eg, reRr

por lo tanto K € G.
1) <+ 3) Denotemos por R — ler a la coleccéin de radicales exactos izquierdos de
R — Mod.

A cada teoria de torsién hereditaria 7 le asignamos el radical exacto izquierdo
t, (ver Proposicién 1.4). Y a cada radical exacto izquierdo ¢ le asignaremos T; =
{M € R— Mod|t(M)= M}. Es decir
p:R—tors - R —ler

v:R—ler - R —tors
v(t) =T,

Primero notemos que 7; es una clase de médulos de torsién hereditaria. Es cer-
rada bajo:
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Submoddulos:

Sea M € 7T;, N submédulo de M, entonces
t(N)=t(M)NN=MNN=N
Cocientes:
Sea M € 7T;, N submédulo de M, entonces
t(M/N)> (t(M)+ N)/N =(M+ N)/N = M/N

y como t es subfuntor del funtor identidad se tiene que ¢(M/N) < M/N. Por tanto
t(M/N)= M/N.

Sumas directas:

Sea { My}, 4 € T¢, entonces

P M) = Pt(M.) = P M,

acA a€cA acA

Extensiones:

Sean 0 - N — M — M/N — 0 una sucesién exacta en R — Mod tal que
N,M/N € T; entonces N = t(N) = N Nt(M), por lo tanto N C t(M).

Como t es radical se tiene t(M/N) = t(M)/N pero t(M/N) = M/N entonces
t(M) = M y por tanto 7; es una clase de médulos de torsion hereditaria.

Veamos que Vo ¢ = 1g_tors Y 909 = 1Rt
Sea 7 € R —tors, 7 = (T,F), entonces
Hp(T)) = d(tr) = Ter

afirmamos que 7 = 7T;.. En efecto, pues si M € T entonces

tr(M)=) N=M
NCM
NeT
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por tanto M € T, ; y si M € T, entonces

tr(M)=M =Y N
NCM
NeT

por tanto M € T y Jop = 15_ors-

Tomemos ahora t € R — ler, asi

p(0(t) = ¢(Ti) = t7,

veamos que t = ty;. Sea M € R — Mod, luego

tr,(M)=>_ N

= Z Ny como t es radical

con esto concluimos ¢ o ¥ = 1x_4e,.

]

Observaciéon 1.8. Para poder estudiar R — tors, debemos tener informacion acerca
de su estructura. Le asignamos el siguiente orden parcial:

Si T, 0 € R—tors entonces diremos que 7 < o si T, CT,.

Proposicion 1.9. Son equivalentes:

1)t <o.

2) Fo C F..

3) Para todo M € R — Mod, t.(M) C t,(M).

Demostracion. 1) < 2) Sean 7 < o, N € F, entonces

Hompg(M,N) = 0 para toda M € T,



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

como T, C 7, entonces Hompr(M, N) = 0 para toda M € 7., por tanto N € F,. El
reciproco se obtiene de manera analoga.

1) & 3) Sea M € R — Mod, por definicién
t:(M)=> {NCM|NeT}

to(M)=) {KCM|KEeT,}

suponiendo que 7 < o entonces T, C 7T, lo que implica que t.(M) C t,(M)
VM € R — Mod.

Inversamente, si VM € R — Mod se tiene t.(M) C t,(M) entonces t, < t, y por
tanto 7 < 0. UJ

En vista de lo anterior podemos ver que R —tors es una reticula completa, donde
el infimo y el supremo de una familia

{Tatoes © R —tors

pueden ser descritos como sigue:

77\a€A’Ta = m 7;11

]:vaem-a = m ‘FTa

acA

El siguiente Teorema nos da aun mas informacién acerca de la estructura reticular
de R — tors.

Teorema 1.10. (R — tors, <, A, V) es un marco.

Demostracion. Sea 7 € R — tors, {Ta},cq © R — tors, demostraremos que V(T A
Ta) = TN (VaTa)-

< To SVaTa Va € A= T AT, <7 A (VaTa), por lo tanto

Vo(TATo) <7 A (VaTa)

>] Para este lado de la desigualdad supondremos que es falso, entonces existe
M € R — Mod tal que
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M € Tonvara) Y M & Too(rara)
sea N = ty, (rar) (M), entonces
M/N € Trn(vara) Y M/N € F (rnr0)
en particular M/N € T,y M/N € Ty, ,.

Asi, existe 75 € {Ta},cq tal que M/N & Fo,.

acA
Sea N'/N = t.,(M/N) entonces N'/N € T;pr,, luego
N'/N € Ty, (rara)
pero N'/N C M/N y por tanto N'/N € F,_(rrr,) lo cual es una contradicciéon. [

Corolario 1.11. (R —tors, <,A,V) es una reticula distributiva.

Si{My},cs © R—Mod, denotaremos por {({M,}) al menor elemento de R—tors
para el cual todos los M, son de torsion; es decir,

§({Ma}) = N {7 € R—tors; {M.} C T}

y le llamaremos la teoria de torsion generada por {M,}.

Denotaremos por x({M,}) al mayor elemento de R — tors para el cual todos los
M, son libres de torsion; es decir,

X({M}) = \/ {7 € R —tors; {Ma} € Fr}

y le llamaremos la teoria de torsion cogenerada por {M,}.

En particular x = x({0}) y £ = £({0}) denotan al elemento mayor y el elemento
menor de R — tors, respectivamente. Como abuso de notacién escribiremos &(M),
X(M) cuando se trate de la teoria de torsién generada o cogenerada por un sélo
modulo.

Ya que R — tors es un marco, entonces todo elemento tiene un tinico pseudocom-
plemento, i.e. para todo 7 € R — tors existe 7+ tal que:

L TATE=¢

2. Sioc € R—torsestal que 7 Ao = € entonces 0 < 7+,
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Denotamos por R — simp a un conjunto fijo de representantes de clases de iso-
morfismo de médulos simples.

Si T € R—tors, decimos que es de tipo simple si 7 = £(C), C € R— simp, C # ().

Ya hemos visto cémo es la estructura de R — tors, cuando tenemos una reticula
nos preguntamos, entre otras cosas, si existen atomos y coatomos; en este caso resulta
que si existen atomos y de hecho estan completamente descritos, como nos muestra
el siguiente Teorema. La existencia de coatomos es una cuestién que se tratard en
capitulos posteriores.

Teorema 1.12. En la reticula (R—tors, <,A\,V, &, x) existen dtomos. Mas ain, todo
datomo en R — tors es de la forma £(S) para algin R-mddulo izquierdo simple.

Demostracion. Sea 7 € R — tors tal que £ < 7 < £(S) con S € R — simp, de-
mostraremos que, en efecto 7 = &(.5).

Sea M € T, M # 0 y un elemento no cero m € M, entonces el ciclico Rm € T
y existe un epimorfismo de Rm a un médulo simple S’ es decir

BRm— S =0

es exacta, como la clase 7T, es cerrada bajo imagenes homomorfas se tiene S’ € T, C
Te(s), entonces existe f € Hompg(S, E(S")) no cero y ademés f(S)NS" # 0 por ser
S’ esencial en su cdpsula, y por ser también S’ simple se tiene

F(S)NS' =8 C F(S)~S

por lo tanto S € T, es decir £(S) < 7, por lo tanto £(S) con S € R — simp es un
atomo en R — tors.

Luego, sea 7 un atomo en R — tors, y M € T, tomemos 0 # m € M, entonces
existe un epimorfismo Rm — S — 0 con S € R — simp, lo que implica S € T;, es
decir £(S) < 7, y como T es un dtomo, se tiene 7 = £(S) con S € R — simp, lo cual
completa la prueba. O

Introducimos ahora algunas definiciones que nos seran de gran utilidad.

Definicién 1.13. Sean M € R — Mod, 7 € R — tors, diremos que M es 7-cocritico
si M € F, y es tal que para todo submédulo no cero N C M, M/N € T,. Diremos
que M es cocritico si es T-cocritico para alguna teoria de torsién 7.
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Definicién 1.14. Sea 7 € R — tors, M € R — Mod, un submoédulo N de M es
T-denso si M/N € T,.

Definicién 1.15. Sean N C M € R— Mod, 7 € R — tors, diremos que N es T-puro
en M si M/N € F,.

Si M es un R-mdédulo izquierdo y N un submédulo de M, podemos considerar

F={KCM|NCK y K es T-puro}

y H={F

diremos que H es la m-purificacion de N en M. Notemos que no es vacio pues al
menos M forma parte de él, ademéas M/H € F, porque tenemos un monomorfismo

M/H < [[ M/K.

KeF

Proposicién 1.16. Sean 7 € R —tors, N C M € R— Mod y N’ la T-purificacion
de N en M. Entonces N'/N =t.(M/N).

Demostracion. Sea N”/N = t,(M/N), asi N”/N es un submédulo 7-puro en M/N
y N” es un submédulo 7-puro de M que contiene a N lo que implica N’ C N”| si se
da la inclusién estricta entonces N” /N’ # 0 y si consideramos la sucesién exacta

0— N'/N— N'/N—= N'/N'" =0

como N”/N € T, entonces N'/N € T,, pero N'/N' C M/N' € F. lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto N/ = N”. O

Sea M un R-modulo, diremos que M es T-inyectivo si para toda sucesién exacta

0=LL X5 NS0

con N € T, y todo morfismo h : L — M, existe un morfismo h : X — M tal que
hf = h.

Si M € R— Mod denotaremos por E(M) a su capsula inyectiva. La 7-purificacién
de M en E(M) es un submdédulo 7-inyectivo de E(M) que contiene a M esencial-
mente, y es el minimo submaédulo con dicha propiedad, llamaremos a la 7-purificacién
de M en E(M) la 1-cdpsula inyectiva de M y la denotaremos por E.(M). Nétese
que por la Proposicién 1.16 se tiene E.(M)/M =t (E(M)/M).
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Definicién 1.17. Sea 7 € R — tors, T es una teoria de torsién prima (Goldman) si
T = x(M) para algin R-mdédulo 7-cocritico. Denotaremos por R — sp al conjunto de
teorias de torsiéon primas en R — tors.

Definicién 1.18. Decimos que una teoria de torsion hereditaria 7 es irreducible si
para 7/, 7" € R — tors se tiene 7/ A 7" = 7 entonces 7' = 7 o 77 = 7. Denotaremos
por R —irr al conjunto de teorias de torsién irreducibles en R — tors.

Proposicién 1.19. Sea 7 € R — tors, son equivalentes:
1) T es una teoria de torsion irreducible.
2) Si T, 7" € R—tors tales que 7' ANT" < 1 entonces ' <1 07" < 7T,

Demostracion. Supongamos que 7 es una teoria de torsion irreducible, y 77,7 €
R —tors tales que ™ AT" < 7.

Sean o/ =7V 7'y o” =7V 1" entonces
T<d ANd"=(TVT)AN(TVT"
y por el Corolario 1.11 se tiene
(rVIYAN(TVT) =17V (AT ) =T

por lo tanto 7 = ¢’ A ¢” luego, como 7 es irreducible se tiene que 7 = o’ o T = o’
esdecirt>7 o1 >71".

La implicacion reciproca se da por la definicion. O

Sea 7 € R — tors, definimos la siguiente cadena transfinita de teorfas de torsién
hereditarias, indicadas en los ordinales:

1. o=

2. Si 7 es un ordinal sucesor, entonces
7, = Tica VE{M|M es 7;,_1-cocritico })

3. Si 7 es un ordinal limite, entonces

n=\/{nli <i}
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Esta cadena es llamada filtracion de Gabriel, de 7.

SiT € R—tors, definimos las generalizaciones de 7, como el intervalo o subreticula
[7, x] ¥ la denotaremos por gen(r).

Definicién 1.20. Sea M € R — Mod, M # 0, decimos que M tiene 7-dimension
de Gabriel 1, con ¢ un ordinal, si M es de 7;-torsiéon pero no es de 7;-torsion para j < 1.

Si M no es de 7;-torsién para ninguna ¢ entonces no esta definida la 7-dimensién
de Gabriel para M.

Denotaremos a la 7-dimensién de Gabriel de M como 7-G dim(M), en particular,
la ¢-dimension de Gabriel de M se llama la dimension de Gabriel de M.

Observemos que R tiene 7-G' dim igual a 7y si y sélo si 7, = x.

Proposicién 1.21. Si R tiene 7-G dim, entonces para cualquier 0,0’ € gen(7), tales
que T < o < o’ < x, existe un mddulo o-cocritico que es de o’ -torsion.

Demostracion. Sea v = 7-G dim(R) y h un ordinal minimo con la propiedad de
7, % 0. Notemos que h no es limite ni cero, si es limite, ya que es minimo con dicha
propiedad se tiene 7, < o Vj < hy asi 7, =V j<n Tj < 0, una contradiccion y no es
cero pues 79 =7 < 0.

Entonces h es sucesor y 7, = 7,1 VE({M | M es 7,_1-cocritico }).

Supongamos que no existe un modulo o-cocritico de o’-torsion.

Afirmamos que para todo ordinal i se tiene 7; A 0’ < 0.

Primero observemos que para todo ordinal j < h se tiene 7; A ¢’ < o, pues para
j<h,17,<0.

Asi pues, sea ¢ un ordinal tal que 7; A ¢’ < ¢ para todo j < ¢, probaremos que
iNo <o.

caso 1. i un ordinal limite, en este caso ; = \/ i<iTi ¥

0'//\Ti:O'//\<\/Tj):\/(O'//\Tj) <o

1<t 1<t



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES
caso 2. i es sucesor, asi 7, = 7,1 VE{M | M es 7;_1-cocritico }).

Supongamos que existe M € R — Mod tal que M es de (1; A o')-torsién y sin
pérdida de generalidad supongamos que M € F,, por hipdtesis de induccion 7;_1 A
o' <o, entonces M € F,,_ r, sea N =t (M) asi

N e 7:'2'_1/\0', g 17:7

por lo tanto N € 7, y como M € F, entonces N = 0 con lo que se tiene que
M € F,,_,, entonces existe un médulo C' 7;,_q-cocriticoy f # 0 f : C — E(M)
monomorfismo, por tanto M contiene un submdédulo 7;_;-cocritico, a saber f(C') N
M = ', luego

C'"CMEeF,

ysi HC C', H # 0, entonces C'/H es de 7;_1-torsién y por ser C'/H un subcociente
de M entonces es de 7;,_; A o’-torsién, asi

C//H € 7;1',1/\0' g 7;’

entonces C’ es un mddulo o-cocritico que es de o’-torsion, lo que contradice nuestra
hipétesis, por lo tanto (7; A 0’) < o para todo ordinal 1.

Como 7-G dim(R) = v, entonces 7, = y y
U/ZX/\U/:T»Y/\JISU

lo que es una contradiccién y esto finaliza la prueba.



Capitulo 2

A-mdbdulos

Este capitulo estd centrado en el estudio de los A-mddulos, éstos seran basicos
para el estudio de la dimensiéon atémica. Veremos la importancia que tienen éstos
modulos y el papel que juegan en la reticula gen(7). Ademas, estudiaremos algunas
condiciones para que en la reticula R — tors existan codtomos y la forma de algunos
de éstos.

También se dara una caracterizacion de los médulos semiartinianos via su reticula
de teorias de torsion hereditarias. Finalmente calcularemos la reticula de teorias de
torsién hereditarias de un peculiar anillo y analizaremos qué informaciéon podemos
obtener a través de ella.

Definicién 2.1. Sea 7 € R —tors, o € gen(7), diremos que o es un 7-dtomo si o es
un atomo en gen(t).

Definicién 2.2. SeaT € R—tors, 7# xy M € R— Mod, M es un 7-A-mddulo si
M e F,ymVEDM) es un T-dtomo.

La siguiente Proposicion nos da algunas propiedades interesantes acerca de los
7-A-médulos.

Proposicién 2.3. Sea 7 € R — tors, T # x, entonces

1) Si M es un T-A-médulo, M) es un 7-A-médulo.

2) Sio € R—tors es un T-dtomo entonces cada M € T,NF,—{0} es un 7-A-mddulo
yo=1VEM).

3) Si M es un T-A-mddulo entonces para cada submédulo N C M, N no nulo, se
tiene que N es un T-A-mddulo y 7V {(M) =7V E(N).

4) Si M es un 7-A-mddulo y N es un submédulo T-puro propio de M entonces M /N
es un T-A-modulo y vV (M) =71V (M/N).

19
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Demostracion. 1) Sea X un conjunto no vacio y M un 7-A-médulo, como M) es
submédulo de M y MX € F., entonces MX) € F,.

Veamos que £(M) = £(M™)). Si M es de o-torsién para alguna teorfa de torsién

o entonces M) es de o-torsién por ser una clase cerrada bajo sumas directas y
ast E(M™) < €(M).

Reciprocamente, si M) es de o-torsién para alguna teorfa de torsién o, se tiene

que M es de o-torsién por ser una clase hereditaria, entonces (M) < £(M ™)) y por
tanto £(M) = £(MX)).

2) Sea M € T, N Fr, M # 0, ¢ un 7-atomo. Como M € 7, entonces {(M) < o;
luego,
T<TVEM)<oVEM)=0

y por ser ¢ un T-atomo entonces 7V (M) = o, por lo tanto M es un 7-A-médulo.

3) Sea M un 7-A-médulo y sea N C M, entonces N € F, y por ser N submédulo
de M, {(N) < {(M), ast
T<TVEN)<TVEM)

y como 7V &(M) es un 7-dtomo se tiene 7V E(N) =7V {(M).

4) Sea M un 7-A-médulo y N C M un submédulo 7-puro, entonces M/N € F,.
Luego, si M es de o-torsion para algin o € R — tors entonces M /N es de o-torsion,
por tanto £(M/N) < &(M) lo que implica

T<TVEM/N) <T1VEM)
y por ser M 7-A-médulo 7V E(M/N) =1V E(M). O
A continuacién daremos una caracterizacion de los 7-A-modulos.

Teorema 2.4. Sea 7 € R —tors y sea M € F,, M # 0. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1) M es un 7-A-mddulo.

2) Para cada par de submédulos N', N de M y para cada inyectivo E € F, tales que
N C NCM yN/N' e F, se tiene

Homgr(N/N',E)=0= Homgr(M,E) =0
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Demostracion. 1) = 2)] Sean N' C N C M tales que N/N' € F,, por la Proposicién
2.3 se tiene
T<TVEN/N)=7VEM)

Sea E inyectivo, E € F; tal que Homp(N/N', E) = 0 entonces E € Fennry,
luego
E € F- 0 Fevnry = Frvennny = Frvea)

por lo tanto Hompg(M, E) = 0.
2) = 1)] Ya se tiene M € F,, veamos que 7V (M) es un 7-atomo.

Sea 0 € R—tors tal que 7 < 0 < 7V (M), como T < o existe un R-médulo no
nulo K € 7, N F;, como K es de o-torsion K ¢ F, y K € F, entonces K ¢ Fer) y
Homg(M,E(K)) # 0.

Asi, existen submoédulos N' € N C M y un monomorfismo N/N' — K, luego,
como K € T, N F, se tiene

TVEN/N') <o <1VEM).

Ahora, sea
H € Frogivnny = Fr O Fevn)
= Homgr(N/N',E(H)) =0y Homg(M,E(H)) =0
De esto, tenemos H € F¢ap) y entonces H € Fryear) por tanto
TVEN/N')=0c=71VEM)
lo que demuestra que M es un 7-A-mdédulo. H

En consecuencia tenemos el siguiente resultado el cual nos provee de varios ejem-
plos de 7-A-mdédulos.

Corolario 2.5. Sea 7 € R — tors. Entonces todo mddulo T-cocritico es un 7-A-
modulo.

Demostracion. Sea M un R-mdédulo 7-cocritico, entonces M € F. y para todo N C
M se tiene M /N € T., entonces M cumple con el inciso 2) del Teorema 2.4, por lo
tanto M es un 7-A-médulo. O
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El siguiente ejemplo nos muestra que el reciproco de este Corolario no es valido.

Ejemplo 2.6. Consideremos 7 = £, entonces los médulos £-cocriticos son los médulos
simples, y los £-.A-mddulos son los médulos M para los cuales £(M) es un dtomo en
R — tors. Consideremos ahora Z — Mod y Z, el anillo de los enteros médulo p, con
p un numero primo, Z, es un {-A-médulo y E(Z,) = Zyo, £(Zy,) = £(Zy), entonces
Zyeo es un 7-A-modulo y Z,, es -cocritico, pero Zy,~ no es &-cocritico.

Corolario 2.7. Sea 7 € R —tors y M € F,, son equivalentes:
1) M es un 7-A-mddulo.
2) Para cada N' C N C M tales que N/N' € F, se tiene

TVEN/N') =71V EM)
3) Para cada N' C N C M tales que N/N' ¢ T, se tiene
PV EN/N') = 7V E(M)
Demostracion. 1) = 2)| El resultado se sigue de la Proposicién 2.3,4).
2) = 1)] Sea E € F; tal que Homp(N/N', E) = 0 entonces £ € Fen/nry ¥
E € Fr 0 Feynn = Frvewnny = Frveon = Fr 0 Fean
por tanto Homg(M,E) =0y M es 7-A-mddulo.
1) = 3)] Se tiene £(N/N') < (M) pues las clases de torsién hereditarias son

cerradas bajo submoddulos y cocientes, entonces 7V E(N/N') < 7V (M) y por ser
M un 7-A-médulo se tiene la igualdad.

3) = 2)] Es claro. O

Dado un 7-A-médulo, nos preguntamos qué comportamiento tiene para las teorias
de torsién que son mayores o menores que 7, la siguiente Proposicién nos da infor-
macién importante acerca de esto.

Proposicién 2.8. Sea 7 € R — tors, M un 7-A-mddulo, entonces:
1) Para cada o > 1 tales que M € F,, se tiene que M es un o-A-mddulo.
2) Sea o € R — tors tal que M € T, entonces M es un (o A 7)-A-mddulo.
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Demostracion. 1) Como R — tors es una reticula distributiva, en particular es mod-
ular, entonces se tiene el siguiente isomorfismo entre intervalos:

[r A E(M), E(M)] = [7,7 V E(M)]
sio > 7y tal que M € F, entonces
0,0 VEM)] = [0 AE(M),E(M)] C [r AE(M),E(M)] = [1,7V E(M)]
y como 7V £(M) es T-4tomo, entonces se tiene que oV (M) es un o-dtomo.

2) Sea 0 € R — tors tal que M € 7, y notemos que o > &(M), ademds tenemos
la siguiente relacion entre intervalos:

[o AT, (0 AT)VEM)] = [(0 AT) NEM), E(M)] = [T ANE(M), §(M)]

y como
[r AE(M), E(M)] = [, 7V (M)
y 7V E&(M) es un T-dtomo, entonces (0 A7)V E(M) es un (o A 7)-dtomo. O

Veamos que la clase de 7-A-médulos es cerrada bajo 7-capsulas inyectivas.

Proposicién 2.9. Sea M € R— Mod, 7 € R — tors. St M es un 7-A-mddulo
entonces E.(M) es un 7-A-mddulo.

Demostracion. Por ser M es un 7-A-médulo tenemos E (M) € F,, como M C
E (M) entonces 7 VE(M) < 7V E(E(M)).

Counsideremos ahora la sucesion exacta
0—-M—E.(M)— E.(M)/M —0
luego,

M € Teomy € Trveny y E-(M)/M € Tr C Trvem)

y como Trve) es cerrada bajo extensiones, entonces E.(M) € Trveu), lo cual
implica {(E,(M)) <7V E(M) y esto nos da la desigualdad opuesta. O
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Proposicién 2.10. Sea 7 € R —tors, M € F; y {Ku.},c4 una familia de submddu-
los de M tal que:

a) para todo o € A, K, es un T7-A-mddulo.
b) para cualesquiera o, B € A, TV E(K,) =7V E(Kp).

Entonces ) . 4 Ko es un 7-A-mddulo.

Demostracion. Como {Ka}, .4 € M entonces > ., Ko, C M€ Fr,y

7‘<T\/§(ZKQ)

acA

<TVEEP KL

acA

=7V (\ &Ko)

a€A

— \/ (FVE(KL))

acA

=7VEK,)

y esto es para toda «, es decir,

TVED K. <7VE(KS), VB E A
por lo tanto ) ., K, es un 7-A-médulo. O

Corolario 2.11. Si 7 € R — tors y M es un 7-A-mddulo entonces E(M) contiene
un unico T-A-mddulo K mdzimo tal que M C K y7VEM) =1V EK).

Definicién 2.12. Sea 7€ R —torsy M € R — Mod, decimos que M es T-decisivo
si M € F, y para cualquier o € gen(t), M € F, o M € T,.

Teorema 2.13. Sea 7 € R — tors y M un 7-A-mddulo, entonces M es T-decisivo.

Demostracion. Sea o € gen(T) y supongamos que t,(M) # 0, por la Proposicién
2.3,3) t,(M) es un 7-A-médulo y

TVEM) =7V E(t,(M))

y como 7V £(t,(M)) < o entonces M € T,. O
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Notemos que no todo médulo 7-decisivo es un 7-A-mdédulo:

Ejemplo 2.14. Considerando 7 = £ y Z el anillo de los enteros, se tiene que Z es
7-decisivo, pero Z no es 7-A-mddulo.

Proposicién 2.15. Sea 7 € R—tors y M, N maodulos T-decisivos, son equivalentes:
1) TVEN) =7 VEM)
2) x(N) = x(M)

Demostracion. 1) = 2)] 7V E(M) =7V E(N) entonces N € Tryery y como N € F;
entonces N & Fery, lo que implica

Homgr(M,E(N)) #0

ast M & Tyny; luego, como 7 < x(N) y M es 7-decisivo entonces M € Fyn) y
X(N) < x(M).

Andlogamente se obtiene x (M) < x(N).

2) = 1)] Como 7 < 7V EN) y M es 7-decisivo, entonces M € Fryen) 0 M €
Trve(w); SUpongamos que

M e fTvg(N) =F.N ./—"5(]\[)

asi Homp(N, E(M)) = 0 lo cual implica que N € Ty (a) = Ty(n), pero esto no puede
pasar, por lo tanto M € Try¢(n), entonces

TVEM) <TVEN).

Y por simetria se obtiene la otra desigualdad.
O

Corolario 2.16. Sea 7 € R —tors y M un 7-A-mddulo, entonces son equivalentes:
1) TVEM) =7 VEN)
2) x(M) = x(N)

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.13 y la Proposicién 2.15. O]

Corolario 2.17. Sea T una teoria de torsion hereditaria y M un 7-A-mddulo,entonces:
1) Para todo submédulo no nulo N C M, x(N) = x(M).

2) Para todo submddulo N C M T1-puro se tiene x(M) = x(M/N).

3) x(M) es un elemento irreducible en R — tors.
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Demostracion. 1) Sea N C M, como M es 7-A-médulo entonces N loesy 7VE(M) =
TV E(N), por lo tanto x(M) = x(N).

2) Sea N C M con N 7-puro, entonces M/N es un 7-A-médulo y 7V (M) =
TV E(M/N) asi pues x(M) = x(M/N).

3) Supongamos que o, 7 son teorfas de torsién hereditarias tales que o £ x(M) y
T £ x(M), demostraremos que o AT £ x(M).

Seam € M, m # 0, por hipétesis x(M) = x(Rm), entonces Rm ¢ F, y Rm ¢ F.
por tanto al considerar la parte de torsion de M respecto a las teorias de torsion o
y 7 se tiene t, (M) C. M y t,(M) C. M, entonces

trre(M) =t,(M)Nt,(M) £ 0= M ¢ F,p,
es decir, T Ao £ x(M) y x(M) es irreducible. O

Diremos que un R-médulo M es un A-mddulo si existe 7 € R — tors tal que
M es un 7-A-médulo. Observemos que todo médulo cocritico es un A-médulo. La
siguiente Proposicién nos da una caracterizacion interesante.

Proposicién 2.18. Sea M € R — Mod, M # 0, son equivalentes:
1) M es un A-mddulo.

2) M es un x(M)-A-mddulo.

3) M € T, para todo T € R — tors tal que x(M) < 7.

4) Para todo N C M, N #0, x(M)VE(N) =x(M)VEDM).

Demostracion. 1) = 2)] Sea 7 € R — tors tal que M es un 7-A-médulo, M € F,,
entonces 7 < x(M) y M € Fyu), por la Proposicién 2.8,1) se tiene que M es un

X(M)-A-médulo.

2) = 3)] Sea 7 tal que x(M) < 7, por ser M un x(M)-A-médulo es x(M)-
decisivo, entonces M € T..

3)=4)]Sean NC M, N#0y7=x(M)VEN), asi x(M) < 7y por hipStesis
M € Tymyve(ny, entonces x(M)VE(M) < 7y por tanto x(M)VE(N) = x(M)VE(M)

4) = 2)] Sea o tal que x(M) < o < x(M) V &(M), entonces t,(M) # 0y
X(M)VE(ty,(M)) <o < x(M)VEM), pero por hipétesis los extremos son iguales,
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asi pues 0 = x(M) VE(M) y M es un x(M)-A-médulo.

2) = 1)] Es evidente. O

Corolario 2.19. Sea M € R — Mod tal que x(M) es un codtomo en R — tors
entonces M es un A-maodulo.

Proposicién 2.20. Sea P un ideal primo de un anillo R, entonces x(R/P) es irre-
ducible.

Demostracion. Sean 7y o teorias de torsiéon tales que
TANo < x(R/P)

sea K la 7-purificacién de P en R y K’ la o-purificacién de P en R; K y K’ son
ideales de R y por la Proposicién 1.16

(KNK')/P € Tipo

entonces (K N K')/P € Tyr/p) pero (KN K')/P C R/P.

Luego (K N K')/P € Fyry/p) con lo cual se tiene K N K’ = P. Por otro lado
también se tiene
KK'CKNnK =P

y por ser P primo K C P o K' C P; es decir, R/P € F, o R/P € F, o bien
T < x(R/P) oo < x(R/P).
Por lo tanto x(R/P) es irreducible. O

Proposicién 2.21. Sea J un ideal de un anillo R, son equivalentes:
1) J es un ideal primo.
2) J contiene a todos los ideales de R que no son x(R/J)-densos en R.

Demostracion. Primero supongamos que se cumple 1), y sea 7 = x(R/J). Notemos
que J no es 7-denso en R. Sea H ideal de R tal que no es 7-denso en R; asi pues,
existe un morfismo no cero

®:R/H — E(R/J)
entonces

Im(®)NR/J#0y HC(0: Im(®)NR/J)
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pues un elemento x € Im(®) N R/J es de la forma r = ®(y) con g € R/J y si

h € H entonces hx = h®(y) = ®(hy) = ®(0) = 0. Luego, por ser J un ideal primo
(0: Im®NR/JT)=(0:R/J)=J.

Inversamente, supongamos que J contiene a todos los ideales de R que no son
X(R/J)-densos y sean H, K C R ideales tales que HK C J y que J no contiene a
ninguno de ellos; observemos que H + J, K + J son x(R/.J)-densos en R y por la
Observacién 1.6,3) (H + J)(K + J) es x(R/J)-denso en R, pero

(H+J)(K+J)CJ

y con esto se tiene que J es x(R/J)-denso en R, lo cual no sucede y por tanto J es
ideal primo. O

Proposicién 2.22. Sea R un anillo y P un ideal primo de R, entonces el R-mddulo
izquierdo R/ P es un A-mddulo.

Demostracion. Demostraremos que R/P es un x(R/P)-A-mddulo.

Por la Proposicién 2.18,4) basta ver que

X(R/P)VE(R/P) = x(R/P)VE(I/P)

donde I es un ideal izquierdo de R tal que P C I.

Sea I/P C R/P, I/P # 0y seaT = x(R/P)V&(I/P). Si demostramos que
R/P € T, tendremos la igualdad

X(R/P)VE(R/P) = x(R/P)VE(I)P)

veamos que, en efecto, esto sucede.

Sea J/P = t.(R/P) y supongamos que J # R, asi
R/ J € Fr = Fyrp) N Fer/p)

entonces J es un ideal bilateral de R que no es y(R/P)-denso, y por la Proposicién
anterior tenemos que J = P, lo cual no puede pasar, por lo tanto R/P € T,. O

Proposicién 2.23. Son equivalentes:
1) R es un A-maodulo.
2) x(R) es un codatomo en R-tors.
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Demostracion. 1) = 2)] Sea T € R—tors tal que x(R) < 7, como R es un .A-mdédulo
por la Proposicién 2.18,3) se tiene R € 7., entonces 7 = x y por tanto x(R) es un
coatomo en R — tors.

2) = 1)] Es evidente por el Corolario 2.19. O
Proposicién 2.24. Sea R un anillo primo, entonces x(R) es un codtomo en R—tors.

Observacion 2.25. En general no se cumple que si x(R) es codtomo en R — tors
entonces es el unico coatomo. Una condicion necesaria y suficiente para que esto
suceda es que R sea decisivo.

Esto es, si x(R) es el dnico codtomo entonces claramente R es decisivo. Si se
tiene R decisivo y T es tal que x(R) < T < x entonces, si R € T, se tiene T = x y
si R € F, se tiene T = x(R) y es el dinico codtomo pues si T # X, entonces R ¢ T,
como R es decisivo R € F, y17 < x(R).

Lema 2.26. Sean 0,7 € R—tors entoncest,(R) = t.(R) siy sélo sio € [(t,(R)), x(R/t;(R))].

Demostracién. Primero supongamos que o, 7 € R—tors son tales que t,(R) = t.(R),
entonces t.(R) € T, con lo cual se tiene que £(t,(R)) < o, ademds

R/t-(R) = R/t;(R) € F,

por lo tanto o < x(R/t,(R)).

Ahora supongamos
o € [§(t-(R)), x(R/t-(R))]
entonces t.(R) C t,(R) y como o < x(R/t;(R)) se tiene R/t.(R) € F,, luego

te(R)/t-(R) € FoNTo =0
y asi t,(R) =t (R). O

Proposicién 2.27. Sea I un elemento mdzimo en el conjunto
C={t-(R) | 7€ R—tors, T # x} entonces x(R/I) es codtomo en R — tors.

Demostracion. Si I es méximo en C = {t,(R) | 7 € R — tors, T # x} entonces existe
T € R —tors tal que t.(R) = I, sea 0 € R — tors tal que x(R/t;(R)) < 0 < x
entonces por el Lema anterior se tiene t,(R) C t,(R) por lo tanto t,(R) = R y con
esto concluimos o = y. O
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Definicién 2.28. Decimos que un anillo R es semiartiniano izquierdo si para todo
R-médulo M, M # 0, se tiene que zoc(M) # 0; es decir, todo R-mdédulo contiene
submodulos simples.

La siguiente Proposicion nos da una caracterizacién de los anillos semiartinianos
via su reticula de teorias de torsién hereditarias.

Proposicién 2.29. Son equivalentes para un anillo R:
1) R es semiartiniano izquierdo.

2) £(R — simp) = x

3) Para toda T € R — tors, 7 # £, T estd generada por una familia de mddulos
simples.

4) La reticula R — tors es de Boole.

Demostracion. 1) = 2)] Tenemos que £(R — simp) < x, supongamos que se da la
desigualdad estricta, entonces existe un R-médulo M no nulo tal que M € Fe(p—simp),
entonces

Hompg(S,E(M)) =0

para todo S € R — simp, lo cual implica que
Hompg(S,M) =0

para todo S € R — simp, entonces M no contiene submoédulos simples, pero esto no
puede suceder pues R es semiartiniano, por lo tanto (R — simp) = x.

2) = 3)] Sean 7 € R—tors,r # €y X = T, N (R — simp). Observemos que X no
es vacio.

Afirmamos que 7 = £(X).

Como X C 7T, entonces &(X) < 7, si se diera la desigualdad estricta entonces
existiria M € R — Mod, M # 0, tal que

M e fg(x) N7

luego, por ser M &(X)-libre de torsién entonces M no contiene submddulos simples
pertenecientes a X

i.e. Hompg(S, E(M)) = 0 para todo S € X
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por hipétesis x = £(R—simp), entonces existe S € R—simp tal que Hompg(S, E(M)) #
0 lo cual nos dice que M contiene un submédulo simple y como M € T, entonces ese
simple pertence a X, lo cual es una contradiccion. Asi, concluimos que &(X) = 7.

3) = 1)] Sea M un R-mddulo izquierdo, M # 0, por hipétesis existe X C
R — simp tal que (M) = £(X); entonces existe S € X tal que Homg(S, E(M)) # 0,
por lo tanto M contiene submodulos simples.

1,2,3) = 4)] Seat € R—tors, £ < T < x, por 3) existe X C R — simp tal que
T =¢(X). Sea 7' = §{(R—simp{X}) entonces V7T = E(R—simp) = xy TAT =¢&.
Por lo tanto R — tors es de Boole.

4) = 2)] Sea 7 = £(R — simp), si T # x entonces existe 0 € R — tors o # £ tal
que o es complemento de 7 y como ¢ no es £ entonces existe S € R — simp tal que

S eT,, asi
{<&(S)<TNno=¢

lo cual no puede suceder. Asi 7 = y.
O

Concluimos el capitulo con un ejemplo que nos muestra que el inverso de las
Proposiciones 2.24 y 2.27 son falsos:

Ejemplo 2.30. Sea
_(Q 0
= < R R

Tenemos los ideales izquierdos de R:
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Ademas notemos que los ideales minimos son Iy, Iy y los comprendidos entre
ellos, los I; los maximos son I1 @ I, e I3. Por lo que la reticula de ideales izquierdos
de R queda:

(%z)
N
(30) (& &)
NN
(8 39—=—(32)
%
(v 0)

Tenemos las siguientes observaciones:

1.

2.

3.

R=1,® I3y R es artiniano izquierdo.

Cada I, es sumando directo de I; & I5 y entonces proyectivo.

Los simples no isomorfos son S} = I y Sy = R/(I1 & ).

I es proyectivo y como [; & Is C. R entonces si z es la parte singular, se tiene

Z(S2) = SQ

Como R es semiartiniano entonces toda 7 € R — tors, T # X, es generada por
una familia de simples, por lo que R — tors = {&, £(51), £(52), x} y ademas
R — tors es una reticula de Boole.

Como x(R) € {&, £(S1), £(52), x} ¥ x(R) # &£(S1), x(R) # x y x(R) # ¢

entonces x(R) = £(S2) v asi x(R) es un codtomo en R — tors. Entonces la
reticula R — tors queda:
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/\
sy €S

\/

7. grR no es decisivo pues para £(51) se tiene 0 # t¢(g,)(R) = I ® I, # R.

8. R no es un anillo primo pues I;/s = 0, con esto se tiene un ejemplo que el
inverso de la Proposicién 2.24 es falso.

9. Ademés como S} es proyectivo simple, S; es un §-A-médulo y T¢(s,) consiste de
modulos no singulares pues son sumas directas de copias de S;. Luego, F(S;)/S;
es un modulo singular que es de £(FE/(Sy))-torsién, entonces £(S1) < £(E(S1))
por tanto E(S;) no es un {-A-médulo, y con esto vemos que la clase de 7-A-
modulos no es cerrada bajo capsulas inyectivas.

El reciproco de la Proposicion 2.27 tampoco es cierto, pues para este anillo se
tiene x(R/{0}) = x(R) es un codtomo pero {0} no es un elemento maximo en
C={t-(R)| 7€ R—tors, T # x}.



Capitulo 3
Dimension Atomica

Introducimos ahora el concepto de lo que es una filtracion atémica y con él lo que
es la dimensiéon atémica de un R-médulo y un anillo. Caracterizaremos la condicion
de la existencia de dimension atémica en un anillo y demostraremos algunos teore-
mas mas, haciendo uso de la rica estructura reticular que tenemos en R — tors.

Sea 7 € R —tors, en [12] Simmons define una filtracién a partir de 7 en R — tors
como sigue:

1. ag =71
2. Si 7 es un ordinal sucesor, entoces

a; =a; 1 VEAM | M es un a;_1-A-médulo})

= \/ {0 € R—tors | o es un dtomo en gen(o;_1)}

3. Si ¢ es un ordinal limite, entonces
i =\/{a; |j <i}
Luego, como R—tors es un conjunto y esta filtracion esta indicada en los ordinales
entonces existe un ordinal minimo k tal que oy = ay., para todo ordinal r.

Definicién 3.1. Sea M un R-médulo no nulo, decimos que M tiene 7-dimension
atomica igual a un ordinal h si M es de ay-torsion pero no es de a;-torsion para toda
1 < h.

35
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Un anillo R tiene 7-dimension atémica izquierda vy si tiene 7-dimensién atémica
como R-moédulo izquierdo.

Denotamos a la 7-dimensién atémica de un R mdédulo izquierdo M (si existe)
como 7-A dim(M).

La &-dimension atémica de un R-mdédulo es llamada simplemente dimension
atomica del modulo.

Observacion 3.2. Notemos que para un anillo R y una teoria de torsion hereditaria
T se tiene T-A dim(R) = vy si y solo si o, = X.

Como consecuencia de la definicion se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.3. Sea 0 - M’ — M — M"” — 0 una sucesion exacta en R — Mod
entonces

7-A dim(M )= sup{T — Adim(M'),7 — A dim(M")}
Si alguno de los lados existe.
Demostracion. Supongamos que 7-A dim(M) = ¢, entonces

MeTyyM¢eT,,

Vi <u

como las clases de torsién son cerradas bajo submaédulos y cocientes se tiene M, M" €
Ta,, entonces M’ M" ya son de torsién para alguna teoria de torsion en la filtracion
atémica, asi, tomando el minimo para el cual son de torsién M’ y M" tienen 7-

dimensién atomica,
sea k= sup{r — A dim(M'),7 — A dim(M")}
asi k <1, luego, como M', M" € T,, y las clases de torsién son cerradas bajo exten-

siones entonces M € 7T,,, lo cual implica que 7 < k y por lo tanto son iguales.

Suponiendo que M’' y M" tienen 7-dimensién atémica y usando un argumento
similar se tiene lo deseado. O

Veamos algunas equivalencias para decir cudndo R tiene dimension atémica.

Teorema 3.4. Sea 7 € R —tors, T # X, son equivalentes:

1) R tiene 7-A dim.

2) Para todo o,0" € gen(T), 0 < o' eziste un o-A-modulo M tal que M € T,
3) Para todo o € gen(T) con o # x
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o= NAN{x(M)| M es c-A-mddulo}
4) Para todo o € gen(T) si o # x existe un o-A-mddulo.

Demostracion. 1) = 2)] Sean 0,0’ € gen(r) tales que 0 < o’ y sea {¢;} la A-
filtracién de 7 en R — tors.

Entonces existe v en los ordinales tal que o, = x y existe ¢ en los ordinales mini-
mo con la propiedad de o' A o; £ 0.

Observemos que ¢ no puede ser un ordinal limite pues si lo fuera dado que «; no
cumple la propiedad o’ A a; £ o Vj < i entonces tampoco \/._; &; = a; lo cumplirfa;
observemos también que ¢’ A g = 7 < ¢ entonces 7 > 1.

J<t

Como R — tors es una reticula modular:

[O'/ A 06171,0'/ N ai] = [042;1,0[@',1 V (Oéi A 0'/)] =

[vi1, 05 A (=1 V o')] C a1, o

Y por la descripciéon de la filtracion atémica sabemos que a; es el supremo de los
atomos en gen(a;_1); luego, en la subreticula [o;_1, ;] todo elemento es supremo de
una coleccién de atomos en gen(a;_1). Entonces todo elemento en [0/ A a;—1,0 A ]
es supremo de una coleccién de dtomos en gen(o A «;), uno de esos dtomos, digamos
o” debe satisfacer que ¢” £ o porque o’ A o; £ 0.

Sea N € Ton — Ty, vy M = N/t,(N), entonces M € F, y como o/ N1 < o
tenemos M € Fyipnqg, ,, as
M € fa’/\ai_l N 7;”

por la Proposicién 2.3,2) M es un (¢’ A a;_1)-A-médulo, y por la Proposicién 2.8,1)
se tiene que M es un o-A-médulo.

2) = 3)] Sean 0 € gen(7), 0 # X ¥
o' ={x(M)| M es un o-A-médulo }

entonces
oc<o <x
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y si o0 < o' existiria M € R — Mod tal que M es o-A-médulo y M € T, lo cual no
puede pasar, entonces o = o’.

3) = 4)] Sea o € gen(T), 0 # X, entonces podemos escribir a ¢ como
o= NA{x(M)| M es o-A-médulo }
por lo tanto existe M € R — Mod tal que M es un o-A-médulo.

4) = 1)] Sea {«;} la filtracion atémica respecto a 7 y sea k un ordinal tal que
Qap = Qg para todo ordinal r.

Si oy < x existiria M un R-moédulo tal que M es ap-A-mddulo y entonces M €

Tasr = Tay, lo cual serfa una contradiccién.
U

A continuacién algunos resultados que son consecuencia de la existencia de di-
mension atémica en un anillo.

Proposicién 3.5. Sea 7 € R — tors y supongamos que R tiene 7-A dim, entonces
se cumple lo siguiente:

1) Para todo R-mddulo no nulo M, si M € F, entonces M contiene un submddulo
que es x(M)-A-mddulo.

2) Para todo o € gen(T).

o=1VE{M| M es un A-mddulo y M € T,})

3) Para todo o € gen(t), o # X, 0 es el infimo de una coleccion de elementos
irreducibles en R — tors.

Demostracion. 1) Sea {«;} la filtracién atémica de 7 en R — tors. Sea M € F,,
M € R — Mod, ahora, consideremos el minimo de los ordinales tales que M no
esta en la clase libre de torsion del elemento de la filtracién atémica indicado en ese
ordinal, es decir

i=min{j€OR| M ¢ F,,}

observemos que ¢ no es limite, i # 0 pues oy = 7y M € F, entonces i > 1.

Sea o un dtomo en gen(a;_1) tal que M ¢ F, el cual existe por la eleccién de «;
luego, t,(M) # 0, por la Proposicién 2.3,2) t,(M) # 0 es un a;_1-A-médulo y como
X(M) > «a;_1 entonces por la Proposicion 2.8,1) t,(M) es un x(M)-A-médulo.

2) Sean o € gen(T) y
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o' =7VE{M| M es un A-méduloy M € 7,})

entonces 7 < ¢’ < g, si se diera la desigualdad estricta ¢’ < o por el Teorema 3.4,2)
existe un o’-A-médulo M # 0 tal que M € T, asi M € F,., pero M € T, y esto no
puede ser, por lo tanto o = o’.

3) Sea o € gen(T) o # X, entonces
o= NA{x(M)| M es o-A-médulo }

y como para cada o-A-médulo M, x(M) es un elemento irreducible en R — tors
entonces o es el infimo de una coleccion de elementos irreducibles.
O

Lema 3.6. Sea 7 € R — tors y supongamos que {x(N;)|i € I} es una familia de
elementos distintos en R —tors, donde cada N; es T-A-modulo, entonces \;.; x(N;)
es A-irredundante.

Demostracion. Supongamos que /\,.; x(/NV;) no es A-irredundante, entonces para al-
guna j € [ se tiene

X(N) =\ x(Ny)
kel—{j}

sea i € [ —{j}, si N; € Trve(n,) entonces
T < TVEWDN;) <71 VEN)
por lo tanto 7V E(N;) = 7V E(N;)
y ast x(V;) = x(N;)
lo cual es una contradiccion pues N; € Trve(w,); Por tanto N; & Trvew,)-
Como N, es 7-decisivo se tiene
Ni € Frvewy) € Fevy)
entonces x(N;) > £(N;)

y por lo tanto x(N;) > /\Z‘GI_{]‘} X(V;) > &(N;)

y esto no puede pasar, asi, concluimos que A;.; x(&V;) es A-irredundante. O
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Proposicién 3.7. Sea 7 € R — tors y supongamos que R tiene 7-A dim. Entonces
para o € gen(T) son equivalentes:

1) o es un elemento irreducible en R — tors.

2) La reticula gen(o) contiene un unico dtomo.

3) o = x(M) para algin A-médulo M € F..

Demostracion. 2) = 1)] Es evidente.

3) = 2)] Sea A € gen(o), como X > o = x(M), se tiene t\(M) # 0 y como
tx\(M) C M con M un 7-A-mdédulo entonces

o VE(M) = o VE(t(M))
asi 7V £(M) es el inico o-atomo.

1) = 3)] Sea
L={x(M)| M es un o-A-médulo }
por el Teorema 3.4,3) 0 = A L.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los elementos de £ son distintos,
en cuyo caso tenemos que A L es A-irredundante.

La irreducibilidad de ¢ con la A-irredundancia de A £ implica que £ es un con-
junto unitario; es decir, £L = x(M) = o. O

Teorema 3.8. Sea 7 € R — tors. Si R tiene T-dimension atomica entonces todo
elemento o € gen(t), 0 # x se descompone en forma tunica como infimo de una
familia N-irredundate de elementos irreducibles en gen(T).

Demostracion. Sea o € gen(T), 0 # x y sea
L={x(M)| M es un o-A-médulo }
por el Lema 3.6 A £ es A-irredundante y por el Teorema 3.4,3) 0 = A L.

Supongamos que J es otra familia de elementos irreducibles en gen(7) cuyo infi-
mo es A-irredundante y tal que o = A J. Veamos que £ = J.

Sea m € J, entonces

AT —{}) >0
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y por el Teorema 3.4,2) existe un o-A-médulo N € Tr(7—{x})-

Ahora, si t;(N) # 0 por la Proposicién 2.3,3) se tendria
oV E(N)) = oV E(N)

entonces 1 > oV >0 VE(t(N)) =0 VEWN)
y asi N € T,
lo cual no puede suceder, por lo tanto N € F y esto implica que y(N) > 7.

Por la Proposicién anterior gen(w) tiene un dnico atomo 7 V £(N), entonces
X(N) =7 ox(N)ZmVEN).

Si sucede que x(N) > 7V &(N) entonces x(N) > &£(IN) pero esto es una con-
tradiccién, asi que x(N) =7 € L; y con esto concluimos que J C L.

La irredundancia de A £ nos da J = L.



Capitulo 4

Dimension Atémica y Dimension

de Gabriel

En este tdltimo capitulo veremos la relacion entre la dimension de Gabriel y la
dimensién atomica, bajo qué condiciones coinciden y algunas consecuencias con los
elementos de R — tors bajo la existencia de estas dimensiones.

Finalmente daremos las definiciones de anillos definitivos y semidefinitivos izquier-
dos y, aunque no profundizaremos en su estudio veremos bajo qué condiciones son
equivalentes.

Proposicién 4.1. Sea 7 € R — tors. Denotemos por {a;} y {vi} a la filtracion
atomica y la filtracion de Gabriel, respectivamente. Entonces para todo ordinal i se
cumple v; < q;.

Demostracion. Por induccion trasfinita sobre los ordinales.

Sea 7 un ordinal.
Si ¢ = 0 entonces g = 7 = qp.

Supongamos que ¢ > 0y v; < a; Vj < i.

Si i es limite, entonces

%Z\/’Yjﬁ\/@jzai

J<i J<i

Si 7 es sucesor, se tiene v;_1 < a;_1. Sea M un mddulo v;_1-cocritico, entonces es

43
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7i—1-decisivo y como y;—; < a;_1 sucede que M € T,, , o M € F,,_,.

Si M € F,, , entonces por la Proposicién 2.8,1) M es un a;_1-A-mdédulo; luego,
de la definicién de o; tenemos M € 7,,. Si M € T,, , entonces M € T, y

1

i = Yie1 VEEM | M es ~y;_1-cocritico})
< i1 VEEM | M es un ;_1-A-médulo})
= q

]

La siguiente Proposicién relaciona la dimensién de Gabriel y la dimension atomi-
ca.

Proposicién 4.2. Sea 7 € R — tors y supongamos que M € R — Mod tiene 7-G
dim. Entonces M tiene 7-A dim y

7-A dim(M) < 7-G dim(M).
Demostracion. Se sigue de la Proposicion 4.1. O

Proposicién 4.3. Sea 7 € R — tors y supongamos que para todo M € F,, M # 0,
M contiene un submdédulo cocritico. Entonces para todo o € gen(r)

oVE{M| M es o-cocritico}) = oV E({M| M es o-A-mddulo})

Demostracion. Si M es o-cocritico entonces es un o-A-modulo, y asi F, C F,.

Por hipétesis M contiene un submodulo cocritico C. Supongamos que C' no es
o-cocritico. Entonces existe un submoédulo 0 # C” C C' tal que C/C" € F,.

Como M es o-A-médulo, C' también lo es. Por el Corolario 2.17,2) se tiene
X(C/C") = x(C) y como C es cocritico, es x(C)-cocritico, entonces

C/C" € Tyey = T

lo cual es una contradiccion.
Por tanto C' es o-cocritico.

Del lado opuesto, si 0 # C C M y M es un o-A-mddulo, entonces o V £(C) =
oV E(M). O
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Lema 4.4. Sea 7 € R — tors y 0 € gen(T), supongamos que R tiene 7-G dim,
entonces todo mddulo M no cero T-libre de torsion contiene un submddulo x(M)-
cocritico.

Demostracion. Suponemos que R tiene 7-G' dim, asi, por la Proposicion 1.21 existe
C' tal que es x(M)-cocritico, entonces existe un morfismo no cero

f:C— E(M)

y como C es x(M)-cocritico, entonces éste es un monomorfismo, luego Im(f)NM C
M es x(M)-cocritico. O

A continuacién damos condiciones para que un anillo con dimensién atémica
tenga dimensién de Gabriel.

Teorema 4.5. Sea 7 € R — tors. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) R tiene 7-G' dim izquierda.

2) R tiene T7-A dim y todo médulo no cero T-libre de torsion contiene un submddulo
cocritico.

3) R tiene T-A dim y para todo o € gen(T), 0 # x existen mddulos cocriticos {Cy}

tales que
0= /\ X(Ca)

ael

ael

4) R tiene 7-A dim izquierda y la filtracion atomica coincide con la filtracion de

Gabriel de T.

Demostracion. 1) = 2) | El resultado se sigue de la Proposicién 4.2 y el Lema ante-
rior.

2) = 3) | Sea o € gen(7), 0 # x; como R tiene 7-A dim entonces

o= /\ {x(M)| es o-A-mébdulo}

por hipétesis todo o-A-médulo M contiene un submdédulo C' cocritico, asi x(M) =

x(C).

3) = 4)] Sea o € gen(r), 0 # x y sea M un o-A-mdbdulo, existe una familia de
médulos cocriticos {C}, o, tales que

X(M) = A x(Co)
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por la Proposicién 3.7 la reticula gen(x(M)) contiene un dnico atomo, entonces
X(M) = x(C,) para alguna « € I.

Como C, es x(C,)-cocritico, entonces existe un submédulo C!, C C, tal que
C! es isomorfo a un submédulo de M, un argumento similar al de la prueba de la
Proposicién 4.3 demuestra que C?, es o-cocritico y, por el Corolario 2.16,1) se tiene

oV E(CL) = oV E(M).
De aqui se sigue que la filtracion atémica y la de Gabriel coinciden.

4) = 1) | Es claro.
O]

Corolario 4.6. Sea M € R— Mod, 7 € R—tors; supongamos que R tiene 7-G dim,
entonces tiene T-A dim y

7-G dim(M) = 7-A dim(M)

Con el siguiente resultado describimos a los elementos irreducibles de gen(7) en
caso que R tenga 7-G dim izquierda.

Denotaremos por R — sp al conjunto de teorias de torsién hereditarias x (M), con
M un modulo cocritico, es decir:

R — sp={x(M)| M es cocritico}
Proposicion 4.7. Sea 7 € R — tors. St R tiene 7-G dim izquierda, entonces
R —irrNgen(t) = R — spNgen(T)

Demostracion. Si R tiene 7-G dim entonces tiene 7-A dim. Sea o € R—irrNgen(7),
por la Proposicién 3.7,3) o = x(M) para algin A-médulo M € F., como R tiene
7-G dim izquierda entonces M contiene un submaodulo cocr itico C', donde

o= x(M)=x(C) € R—spngen(r)
Con esto tenemos una contencion.

Y ya sabemos que R — spNgen(t) C R—irrNgen(r) pues todo mdédulo cocritico
es un A-médulo, todo A-médulo es x(M)-A-médulo y para cada o € gen(r) si M
es un o-A-médulo , x(M) es un elemento irreducible en R — tors. O



47

Teorema 4.8. Sea 7 € R — tors, si R tiene 7-G dim izquierda, entonces todo
o € gen(T), 0 # x se descompone en forma tunica como infimo de una familia
irredundante de elementos primos en gen(T).

Demostracion. Se tiene con el Teorema 3.8 y la Proposicién anterior. m

Definicién 4.9. Sea R un anillo, decimos que

1. R es un anillo definitivo izquierdo si todo R-moddulo izquierdo contiene un
submédulo cocritico.

2. R es un anillo semidefinitivo izquierdo si todo elemento propio 7 € R —tors es
infimo de un conjunto de teorias de torsion primas.

Los anillos semidefinitivos y definitivos son definidos y estudiados por Golan en
[7].

Observacion 4.10. Los anillos con dimension de Gabriel izquierda son anillos
definitivos izquierdos y todo anillo definitivo izquierdo es semidefinitivo izquierdo.

El siguiente resultado nos muestra que, en presencia de la dimensién atémica, los
conceptos de dimensién de Gabriel, anillo definitivo y semidefinitivo, son equivalentes.

Teorema 4.11. Sea R un anillo. Son equivalentes:

1) R tiene dimension de Gabriel izquierda.

2) R tiene dimension atdmica izquierda y R es definitivo izquierdo.

3) R tiene dimension atomica izquierda y R es semidefinitivo izquierdo.

4) R tiene dimension atomica izquierda y la filtracion atdmica y de Gabriel en R —
tors coinciden.

Demostracion. Se sigue del Teorema 4.5, tomando 7 = €. O

Con los siguientes ejemplos veremos anillos con dimensién atémica pero sin di-
mensiéon de Gabriel y que en la reticula R —tors no necesariamente existen coatomos.

Ejemplo 4.12. Sea K un campo y R la K-algebra generada por {z;},;, I = [0, 1],
con el producto en R definido como:

x’“’ﬂ_{ 0  i+j>1

Este anillo es estudiado por Viola-Prioli y Viola-Prioli en [14]. Notemos lo siguiente:
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i) R es un K-espacio vectorial y sus elementos son de la forma:

n
E Oéirl'ir
r=1

OziTEK, 1. € 1.
ZZ) ZE1:0, l’o:l.

i17) R es un anillo conmutativo.

Veamos la descripcién de los ideales de R. Las demostraciones detalladas de las
afirmaciones que haremos pueden consultarse en [3].

Consideremos

M:({xi|i>0}>:Zin

Entonces:
i) M esté contenido propiamente en R pues no contiene unidades.
i1) M es ideal maximo.
i1i) M es idempotente.
iv) M es nilideal.
Luego, para cada i € (0, 1] tenemos los ideales
Ci=Azjulj >i}y Ay ={zulj =i}
De aqui:
i) C;, A; son nilpotentes.
1) S10 <i <4 <1entonces 0 # Cy C Ay C C; C A; # R.
iii) Co = M y Ag = R.

Asi, los ideales de R son {0, R, M,C;, A;} con i > 0. Y tenemos las siguientes
observaciones:

i) 510 < i < 1 entonces A;/C; es simple.
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i1) Si 0 < i < i < 1 entonces Cy/A; y Ay /A; no son simples; mas aun, el soclo de
ambos es cero.

i11) M es el unico ideal maximo de R.

De esto tenemos que los filtros de Gabriel de R son tres: G = {R}, Go = {R, M },
Gs ={R,M,C;, A;,0|i > 0}. Luego, dado que cada filtro de Gabriel tiene asociada
una teoria de torsion, se tiene que R — tors estd formada por &, ((R/M) y x dadas
por Gy, Go y G3 respectivamente. Entonces R tiene dimension atémica.

Afirmacion: £(R/M) no tiene médulos cocriticos.

Demostracién. Supongamos que existe N que es £(R/M)-cocritico, entonces hay un
ciclico Rx que es £(R/M)-cocritico, y Rz = R/(0 : z). Veremos que R/l no es
cocritico para todo ideal gI. Como [ # R entonces:

i) Si I = M se tiene R/I = R/M € Ter/my, por lo tanto R/I no es {(R/M)-

cocritico.

it) Si I = C; entonces R/C; contiene un simple que es A;/C; = R/M de donde
tecryany(R/I) # 0, por tanto R/I no es §(R/M)-cocritico.

ii1) Si I = A; entonces R/A; € Fe¢(r/m), Porque no contiene simples, perosi0 < s < i

entonces (R/A;)/(As/A;) = R/As € Ferymy. Por lo tanto R/I no es §(R/M)-

cocritico.
O]
Entonces R no tiene dimension de Gabriel.

Para un anillo R, B(R) denotara la reticula de idempotentes centrales de R.

Ejemplo 4.13. Sea R = ZgO/ZgNO) y sea () el anillo maximo de cocientes de R.
Entonces:

i) B(Q) es la completacién de Dedekind-MacNeille de B(R). (Consultar secciéon A.2
del apéndice y [2], [13])

i1) B(R) no tiene atomos, entonces B(()) no tiene dtomos.(Ver [6]. seccién 21)
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i1i) Existe el siguiente isomorfismo entre reticulas:

gen(ty(R)) = gen(74(Q)) = B(Q)

donde 7,(R) y 7,(Q) denotan las teorfas de torsion de Goldie de R y ) respec-
tivamente. Para detalles ver Raggi y Rios en [10], [11].

En consecuencia de i) y i7) se tiene que gen(7,(R)) y gen(7,(Q)) no tienen atomos.
Entonces R y () no tienen dimensién atémica, por el Teorema 3.4 como gen(r,(R))
es una reticula de Boole, entonces tampoco tiene coatomos. Por lo tanto R — tors no
es una reticual coatémica.

Ejemplo 4.14. Ya vimos que si R es primo entonces x(R) es un codtomo en R—tors,
asi R es un y(R)-A-médulo. Si R es un dominio que no cumple la condicién de Ore
izquierda entonces no tiene médulos x (R)-cocriticos, y por tanto R no tiene dimen-
sion de Gabriel. Veamos que esto en efecto sucede.

Sea R un dominio que no cumple la condicién de Ore por la izquierda, supong-
amos que existe C' un médulo x(R)-cocritico, y consideremos un morfismo no cero
f € Homg(C,E(R)), entonces f es monomorfismo; luego Im(f) N R # 0 es un
médulo y(R)-cocritico, sea N = Im(f) N Ry x,y € R tales que z # y, entonces
Nz # 0y Ny # 0 por ser R un dominio, luego como N es cocritico entonces es
uniforme, asi Nz N Ny # 0, es decir, existen s,t € N tales que sx = ty # 0 pero esto
no puede suceder porque R no cumple la condicién de Ore por la izquierda, entonces
X(R) no tiene médulos cocriticos. Veamos un ejemplo explicito.

Sea R un anillo con division y p : R — R un endomorfismo no suprayectivo,
consideramos

Ry, p] = {ap +yai1 + ... + y"a, | a; € R}
con las siguientes operaciones:
(ap+yar+...+y"a,)+ (bo+ybi + ... +y"b,) = (ag+bo) +y(ar +b1)+... +y"(a, +by)
Y la multiplicacién de polinomios inducida por la relacion:
ay = yp(a)

ay® = yp*(a)

Lema 4.15. Sea p : R — R un endomorfismo inyectivo sobre un anillo R y sea
S = Rly,p]. Si {t;|i € I} C R es linealmente independiente (izquierdo) sobre p(R)
entonces {yt;} C sS es linealmente independiente sobre S.
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Demostracion. Supongamos que y ., f;(y;t;) = 0 con f; € S, entonces podemos
escribir a los f; como f; = ZTzl 1y a;; con a;; € R, entonces

0 =( Z?Jjaij) ( Z%tz)
= Z Z v p(ay)t;

=1 i=1

de aqui: Y7, p(a;;)t; = 0 entonces p(a;;) = 0, por lo tanto f; = 0 para toda i.
Asi {yt;} es linealmente independiente. O

Si p es un endomorfismo no suprayectivo sobre un anillo con divison R y ¢t €
R — p(R) entonces {1,t} es linealmente independiente (izquierdo) sobre p(R) y por
el Lema anterior {y,yt} es linealmente independiente sobre R[y,p] = S, es decir,
S no cumple la condicién de Ore por la izquierda y por lo tanto no tiene modulos
X (S)-cocriticos.



Apéndice A

A.1. Reticulas Modulares

Sea L un conjunto, < denotard una relacién de orden parcial sobre L. Pondremos
a<b,abeLsia<byasb. Usaremos aV b= sup{a,b} yanb=inf{a,b}. Si
(L, <) es un conjunto parcialmente ordenado y A C L el infimo y el supremo de A

los denotaremos por:
inf(A) = /\ T = /\A

T€A

sup(A4) = \/x:\/A

TEA

Definicién A.1. Sea (L, <) un conjunto parcialmente ordenado, diremos que L es
una reticula si para cualesquiera dos elementos a,b € L, aV by aAbestan en L.
Diremos que L es una reticula completa si para cualquier A C L, se tiene inf(A) € L
y sup(A) € L.

Observemos que para cualquier reticula (L <) se cumple que para cada a,b,c € L
aN(bVe)>(anb)V(aAc)

aV(bAc)<(aVb)A(aVc).

Si se cumplen también las desigualdades inversas, es decir, si
aN(bVe)=(anb)V(aAc)
aV(bAc)=(aVb)A(aVc)

diremos que la reticula es distributiva.

53
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Definicién A.2. Una reticula (L, <) es modular si para cada a,b,c € L tales que
a < bsetiene aV (bAc) =bA (aVc). Notemos que toda reticula distributiva es
modular.

Un subconjunto L' C L es una subreticula de L si para cada a,b € L' se tiene
aNbe L, avbe L.

Si L y M son conjuntos parcialmente ordenados, una funcién f : L — M es
creciente (estrictamente creciente) si para a < b € L se tiene f(a) < f(b) (a < b

implica f(a) < f(b)).

Un morfismo de reticulas ¢ : L — M es una funcién tal que si a,b € L entonces
wlaNb) = p(a) A pb) y wlaVb) = pa) V). Si para ¢ : L — L' un morfismo
de reticulas existe ¢’ : L' — L otro morfismo de reticulas tal que po ¢ = 1,y
¢’ o =1y es llamado isomorfismo de reticulas, en este caso diremos que las reticu-
las L y L' son isomorfas, L = L.

Si (L, <) es una reticula con a,b € L tales que a < b denotaremos por
la,b] ={z € Lla < x <b}

a dicho conjunto que es una subreticula con el orden parcial inducido, le llamaremos
intervalo.

Proposicién A.3. Sea (L, <) una reticula modular. Para cualesquiera a,b € L los
intervalos [a A b,a] y [b,a V b] son isomorfos.

Demostracion. Sean
@ :laNbyal = [baV b

plx)=xVb

v:[b,aVb — [anb,al
Iy) =y Aa.
Ahora, sea x € [a A b, a] entonces
(Vo p)(z) = d(p(x)) =d(xVb) = (zVb)Aa

y como x < a 'y L es modular se tiene (zVb)Aa=zV (bAa)==z.Seay € [b,a Vb,
tenemos

(pod)(y) =w(W(y) =vlyNa)=(yNa) VD
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luego b <y y L es modular, asi (yAa)Vb=yA(aVb)=y.
Veamos que, en efecto ¢ y 9/ son morfismos reticulares:
pleava)y=(xva)Vb=(xVb)V (Vb =p()Vp)

elenz)=(x AN YVO< (VD) A2 Vb) =px)Ap()

y si p(2) < p(x) A p(2') para alguna z, entonces ¢(z) < ¢(z) y ¢(z) < p(2'),
luego

9(p(2)) < Wp(x)) y F(p(2)) < dHp(2))

entonces z < xy z < 2/, es decir z < x A2, por tanto z < p(z A 2'), asi p(x A 2’)
es la mas grande de las cotas inferiores y por lo tanto p(z A 2') = @(x) A p(2').
Asi tenemos que ¢ es morfismo reticular y la prueba para ¢ es analoga.

O

Si (L, <) es un conjunto parcialmente ordenado, diremos que L es un conjunto
dirigido si es tal que para cualquier par de elementos x, 2’ € L existe z € L tal que
r<zyax <z

Un elemento a € L es el elemento mayor de L si para todo x € L se tiene a > x
y un elemento b € L es el elemento menor de L si para todo x € L x > b. A los
elementos mayor y menor de L los denotaremos respectivamente por 1 y 0.

Observemos que toda reticula completa (L, <) tiene elemento mayor y elemento
menor, a saber 1 =\/Ly 0= A L.

Sea (L, <) una reticula con 0y 1. Si a € L, diremos que b € L es un complemento
deaen LsiaVb=1yaAb=0. Diremos que una reticula es complementada si
cada elemento tiene complemento.

Proposicién A.4. Sea L una reticula modular complementada, entonces todo inter-
valo en L es complementado.

Demostracién. Sean a,b € L, con a < by d € [a,b] y supongamos que d tiene un
complemento ¢ € L, entonces por modularidad se tiene a A (¢ V b) = bV (a A ¢),
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afirmamos que éste es complemento para d en [a, b], en efecto, pues

dN(aV(cAb)=aV (dA(cAD))
=aV((dANc)AD)
=aV(0OAD)

dV (bA(aVe)=bA(dV(aVc))
=bA((dVe)Va)
=bA(1Va)

]

La siguiente Proposiciéon nos muestra que la modularidad de L depende de la
propiedad de unicidad de complementos relativos.

Proposiciéon A.5. La reticula L es modular si y solo si en todo intervalo I de L se
cumple la siguiente propiedad.:
Si ¢ € L tiene dos complementos, a,b € I tales que a < b entonces a = b.

Demostracion. Supongamos que L es modular, entonces todo intervalo de L lo es,
asi pues, supongamos sin pérdidad de generalidad que I = L, entonces:

b=bV1i=bA(aVec)=aV (bAc)=aV0=a

Luego, sean a,b,c € L tales que a < b, entonces se cumple la siguiente desigual-
dad:
a;=(cANb)Va<(cVa)Nb=ay

entonces
agNe=((cAb)Va)ANe>(cNa)V(cANb)=cAb

y como a; = (¢ Ab)Va <bse tiene
apNc=cAb
También,

ayNc=((cVa)ANbD)ANc=((cVa)ANc)AN(bAc)=bAc
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Por otro lado
agVe=((cANb)Va)Vec=aVec

aaVe=((cva)Ab)Ve< ((cVa)Ve)AN(bVe)=aVe

y como a < ag = (cVa)Ab se tiene ayVe = aVe; es decir, a; y ag son complementos
de cen [bAc,aV ]y como a; < ay entonces son iguales y por tanto la reticula L es
modular.

[]

Proposicion A.6. Todo elemento en una reticula distributiva tiene a lo mds un
complemento.

Demostracion. Supongamos que L es distributiva con 0 y 1 y para a € L existen dos
complementos b, ¢ € L, entonces:

c=cA(aVvb)=(aNc)V(aNnc)=bAc
asi ¢ < b, luego, por simetria se tiene b < ¢ y por tanto b = c. O

Definicién A.7. Diremos que un elemento a en una reticula (L, <) es A-irreducible
si para cualesquiera x,y € L tales que a = x A y se tiene a = x 0 a = y. Diremos
que es V-irreducible si para cualesquiera x,y € L tales que a = x V y se tiene a = x
oa=1y.

Un elemento A\, a;, con I un conjunto finito es A-irredundante si para cada i € I
se tiene
/\Clz‘ # /\ {ajli # i}
iel jel

Definicién A.8. Una reticula (L, <) es continua superiormente (o verifica la condi-
ciéon AB5) si es completa y para cada subconjunto dirigido A C L y cada a € L se

tiene
a/\(\/ T) = \/(a/\:v)

z€A TEA

Definicién A.9. Un elemento ¢ en una reticula L es compacto si siempre que
¢ < V4epd para un subconjunto dirigido D C L entonces existe dy € D tal que
c < do.

Una reticula L es compacta si 1 es un elemento compacto y es compactamente
generada si todo elemento en L se puede escribir como supremo de una coleccién de
elementos compactos.



58 APENDICE A.

Proposicion A.10. Toda reticula compactamente generada es superiormente con-
tinua.

Demostracion. Supongamos que L es compactamente generada y sea D C L un
conjunto dirigido, para cada a € L se tiene

Vand) <an(\/d)

D

veamos que se cumple la desigualdad opuesta. Basta ver que ¢ < \/,(a A d) para
cada elemento ¢ compacto tal que ¢ < a A (\/,d).

Si ¢ </ d entonces existe dy € D tal que ¢ < dy, lo cual implica que ¢ < a A dj
y asi ¢ <\ plaAd). O

Definicién A.11. Sea L una reticula, un elemento a € L es un dtomo si cada que
b < aimplicab=a o b=0. L es localmente atomica si todo elemento en L se puede
escribir como supremo de una colecciéon de atomos.

Proposiciéon A.12. Si L es localmente atomica, superiormente continua y modular
entonces es complementada.

Demostracion. Sea a € L , con a # 0, a # 1 y consideremos el conjunto

S = {(si)1]s; es un atomo, y a A (\/ s;) =0}
I

Observemos que este conjunto no es vacio. Supongamos que S = (), entonces
para todo dtomo s; se tiene que s; = a A s; # 0, entonces a = \/ S;, pero como L es
localmente atémica entonces a = \/ s; = 1, lo cual es una contradiccién, por lo tanto
S no es vacio. Y si C es una cadena en S entonces como L es superiormente continua
\V/C € S. Asi, por el Lema de Zorn podemos hallar una familia méxima de dtomos
(si)r tales que a A (\/;s;) = 0. Sea ¢ = \/; s;, afirmamos que ¢ es un complemento
para a. Basta demostrar que para todo atomo s € L, s < a V ¢ (pues 1 se escribe
como supremo de una coleccién de dtomos). Supongamos que s € L es un atomo tal
que s % a V¢, entonces s A (a V ¢) = 0, y por modularidad tenemos:

aN(cVs)<(aVe)A(cVs)=((aVec)As)Ve=c

entonces a A (¢ Vs) < aAc=0,lo cual es una contradicciéon pues la familia (s;); es
maxima en S, por tanto se tiene 1 < a V ¢, es decir a V ¢ = 1. O
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Teorema A.13. Las siguientes condiciones son equivalentes para L una reticula
modular:

1) L es compactamente generada y localmente atomica.

2) L es compactamente generada y complementada.

3) L es superiormente continua y localmente atomica.

Demostracion. 1) = 2)] Se sigue de las Proposiciones A.10 y A.12.

2) = 3)] Si L es compactamente generada entonces es superiormente continua
por A.10, como L es complementada basta ver que si ¢ € L es un elemento compacto
entonces existe un dtomo a tal que a € [0, c].

Consideremos el conjunto B = {a € L|a < c}, entonces B # () y si C es una
cadena en B entonces \/ C € B, pues si ¢ < \/C entonces como ¢ es compacto existe
ag € C tal que ¢ < ag pero ag € B lo cual es una contradiccion, por lo tanto toda
cadena tiene cota superior en B. Luego, aplicando el Lema de Zorn, sea a un elemento
maximo en By b un complemento para a en L, entonces ¢ A b es complemento de a
en [0, ¢], en efecto, pues

(cAb)Va=cA(bVa)=cANl=c
(cAb)Na=cA(bNa)=0
y como ¢ A b es complemento de @ un méximo en [0, ¢| entonces ¢ A b es dtomo, lo

cual concluye la prueba.

3) = 1)] Es suficiente demostrar que si una reticula L es superiormente continua,
entonces todo atomo es compacto. Supongamos pues que a € L es un atomo y sea
D C L un conjunto dirigido de tal que a <\/,d. Si a £ d para cada d € D entonces
aNd=0,asia=aA(\Vpd) =\plaAd)=0lo cual no puede suceder. O

A.2. Reticulas de Boole

En esta seccion veremos algunos resultados usados en el ejemplo 4.13.
A una reticula complementada y distributiva (con 0 y 1) le llamaremos reticula
de Boole. Si L es una reticula de Boole, entonces para cada elemento a € L, a*

denotara al tnico complemento de a en L.

La siguiente Proposicién nos da una caracterizacion de estas reticulas.
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Proposiciéon A.14. Sea L una reticula, la siguientes propiedades son equivalentes:
1) L es una reticula de Boole.
2) Cada a € L tiene un inico complemento a*, y a ANb =0 si y sdlo si b < a*.

Demostracion. Supongamos que L es de Boole, entonces todo a € L tiene un inico
complemento a* en L. Luego, si b < a* entonces a Ab<aAa*=0.Ysibe L estal
que a A b = 0 entonces

b=bAl=bA(aVa")=(bAa)V(bAa")=bAa"
entonces b < a*.

Ahora, supongamos que se cumplen las condiciones de 2), primero notemos que
a = a** para toda a € L.

Sean a,b € L entonces un elemento z € L satisface a A x < b si y sélo si
a AN x Ab* = 0. Entonces existe un elemento maximo con la propiedad a Ax < b, a
saber z = (a A b*)* al cual denotamos por b : a.

Luego, sean a,b,c € L arbitrarios y sea d = (a Ac)V (bAc¢), comoaAc<dy
bAc<dentoncesa <d:cyb<d:c locual implica que a Vb < d : c lo cual nos
da que

cA(aVvb)<cA(d:c)<d=(aNc)V(bAc)

y la desigualdad opuesta siempre se da, por lo tanto L es distributiva.

Proposicion A.15. Sea L una reticula de Boole completa, entonces

(\/ai) Ae= \/(ai Ac)

(/\ai)\/c:/\(ai\/c)

para cualquier familia arbitraria {a;}; C L yc € L.

Demostracion. Dado que estamos trabajando en una reticula de Boole, si demostramos
una de las igualdades la otra la tenemos por dualidad, demostraremos pues la primera
igualdad.
La desigualdad
(\/ a;) Ne < \/(ai A c)
I

1
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siempre se cumple, para verificar la opuesta probaremos que (\/;a;) A ¢ < u para
toda u cota superior del conjunto {a; A c};. Sea u tal que a; A ¢ < u, tenemos:

a;=a;N(cVc)=(a; Ne) V(e ANc") <uVc
donde ¢* denota el complemento de c en L; entonces:

(\/ai)/\cﬁ(u\/c*)/\c:u/\cgu
I

que es lo que queriamos demostrar. O

Proposicion A.16. Sea R un anillo, entonces el conjunto de los idempotentes cen-
trales B(R) forman una reticula de Boole.

Demostracion. Definimos el siguiente orden parcial en B(R):
e< fsiysolosief =e

Con las siguientes operaciones le damos estructura de reticula complementada a
B(R):eNf=ef,eVf=e+f—efye=1—c. O

En el caso conmutativo un anillo es de Boole si todo elemento es idempotente. A
todo anillo de Boole R le damos estructura de reticula mediante las operaciones:

aVb=a+b—ab

aANb=ab

este es un caso particular de A.16. De igual forma toda reticula de Boole se puede
ver como un anillo con las operaciones:

a+b=(aNb")V (a"ND)

ab=aANb.

En adelante los anillos considerados seréan anillos de Boole.

Lema A.17. Sean I un ideal de un anillo R y o : I — R un homomorfismo, entonces
a(l)C T ya*=a.

Demostracion. Sea a € I, entonces a(a) = a(a?) = aa(a) € aR C I.

Y, o?(a) = a(a(a)) = alaa(a)) = ala)a(a) = a(a), por tanto o = a. O
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Recordemos la contruccién del anillo maximo de cocientes para cualquier anillo R:

Decimos que un ideal izquierdo I C R es denso si (I : r) no tiene anuladores
derechos distintos de cero para todo r € R. Un ideal bilateral I es denso como ideal
izquierdo si [ tiene anuladores derechos distintos de cero.

Si D es una familia de ideales densos de un anillo R, entonces el anillo maximo
de cocientes de R es

Qmaz = lim Hompg (D, R)
—

con D € D.

Asi, del Lema A.17 y dado que el anillo maximo de cocientes se obtiene del limite
directo homomorfismos de ideales densos al anillo, concluimos que el anillo maximo
de cocientes de un anillo de Boole, también es un anillo de Boole.

Recordemos que un anillo R es autoinyectivo izquierdo si es inyectivo como modu-
lo izquierdo sobre si mismo.

Proposiciéon A.18. Todo anillo de Boole completo es autoinyectivo.

Demostracion. Sea R un anillo de Boole completo y o : I — R un homomorfismo
de un ideal I. Sea

s =sup{a € I |a(a) = a}

Demostraremos que «(a) = as para toda a € I. Del Lema A.17 tenemos que
a(a(a)) = a*(a) = a(a)
para toda a € I, entonces a(a) < sy asi:

a(a) = aa®) = aala) < as.
Para la desigualdad opuesta, si b € I y es tal que «(b) = b, entonces para toda a € I
tenemos ab = aa(b) = a(ab) = ba(a) < afa).

Pero sabemos que B(R) es superiormente continua por el Lema A.15, entonces
as = sup{ab|a(b) = b}, de aqui se sigue que as < «a(a), lo cual completa la prueba.
0
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Para ver el sigiuiente resultado veremos antes qué es la completacion de Dedekind-
MacNeille.

Si L es una reticula, entonces una completacion superior (respectivamente infe-
rior) para L es una reticula completa L que contiene a L como subreticula y es tal
que = = sup(LN [0, z]), (respectivamente = = inf(LN[x,1])) para toda z € L. Si L es
una completacion superior e inferior decimos simplemente que es una completacion
para L.

Sean L y L’ reticulas completas. Una coneccion de Galois entre L y L' es un par
de asignaciones o : L — L' y 7: L' — L que satisfacen:

i) Si x1 < xq entonces o(xq) > o(xy), con x1,x9 € L.
i1) Si y1 < yo entonces 7(y; > 7(y2), con yi,ys € L.
i) x < to(z)yy <or(y),conz € L, yecl.
Luego, si L es una reticula, para cada subconjunto S de L definimos:

Ub(S) = { cotas superiores de S en L}

Lb(S) = { cotas inferiores de S en L}

Ub y Lb definen una coneccién de Galois en el conjunto potencia de L, p(L).
Notemos que Ub(S) es un filtro en L y Lb(S) es un ideal en L. Para cada subconjunto
S de L, escribiremos S = Lb(Ub(S)). Los ideales S que son considerados cerrados en
el sentido de S = S forman una reticula completa L = o(L)°. El supremo y el infimo
de una familia de ideales cerrados {I,} en L estén dados por:

AL=1
ViUt

~ Lareticula L es isomorfa a la subreticula de L de ideales principales. Entonces
L es una completacién para L y observemos que para todo ideal cerrado S se tiene

que:
S=\/[0,2]= () [0,2]

z€S xeUb(S)
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Ademas L — L no es el unico morfismo de reticulas que hay pero éste preserva
todos los supremos e infimos que existen en L.

Si L es una reticula de Boole con completacion *, para cada subconjunto S de L
tenemos:
S*={a € L|aNs=0paratoda s e S}

Entonces S +— S* es una correspondencia de Galois simétrica de p(L) en sf mismo.
Luego, como a A s = 0 es equivalente a a < s* entonces:

S* ={a|a <" para toda b € S*} = Lb{b" |b € 5"}

Pero b € S* es equivalente a b A s = 0 para toda s € S, es decir, s < b* para toda
s € S, entonces S** = Lb(Ub(S)) y de aqui se sigue que los ideales cerrados bajo la
asignacion S — S** son los mismos que en los ideales definidos en la completacion
de Dedekind-MacNeille.

Proposiciéon A.19. La completacion de Dedekind-MacNeille de una reticula de
Boole L es también un reticula de Boole.

Demostracion. Sean I, .J ideales, entonces
(TuJ) ={alanb=0belUuJ}=I"NJ"

Entonces (I U I*)* = (I* N I*™)* = 0 = L, asi I* es el complemento de I en la
refcula L de ideales cerrados. Si J es un ideal tal que I N J = 0, entonces para toda
a€l,be JsetieneaANbe INJ=0,entonces J C I*. Y asi L es un reticula de
Boole por la Proposicién A.14. O

El siguiente resultado es debido a Brainerd y Lambek (Ver [2])

Teorema A.20. Sea ¢ : R — S un monomorfismo entre anillos de Boole. Entonces
B(S) es la completacion de B(R) si y sélo si S es el anillo mdzimo de cocientes de

R.

Demostracion. Supongamos que B(.S) es la completacién de B(R), entonces S es un
anillo autoinyectivo por la Proposicién A.18. Para probar que S = @Qq..(R) basta
ver que S es una extension escencial del R-modulo R. Pero, cada s € S se puede
escribir como:

s =sup{a € R|a < b} =sup{a € R|ab = a}

luego, si b # 0 entonces debe existir a # 0 € R tal que ab = a.
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Reciprocamente, sabemos que cada reticula de Boole R tiene una completacion,
la cual es también una reticula de Boole por la Proposicion A.19. Hemos probado
que esta completacién coincide con Qq.(R) entonces concluimos que Qnq.(R) es
una completaciéon de R.
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