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Introduccion

El presente trabajo da una vision detallada del articulo [11]. Un modulo
cerrado bajo productos M es un moédulo para el cual todas las clases de
pretorsion hereditarias en o[M] son clases cerradas bajo productos. Beachy
y Blair demuestran en [I] (Corolario 3.3) que rR es cerrado bajo productos
si y solo si R es un anillo artiniano izquierdo, se pretende generalizar este
hecho para el caso de moédulos.

Durante el primer capitulo se desarrolla un material basico sobre la reti-
cula de las clases de pretorsion hereditarias, pasando por sus biyecciones con
topologias lineales y prerradicales exactos izquierdos, también considerando
a las clases de pretorsion hereditarias como subcategorias plenas de la cate-
gorfa de R-moédulos izquierdos, mientras se les compara con las categorias
de modulos o[M].

El segundo capitulo comienza dando varias equivalencias a la definicion
de modulo cerrado bajo productos y se continua mostrando propiedades de
éstos relacionandolos con otras propiedades importantes como por ejemplo;
ser localmente artiniano, semilocal, poliforme, proyectivo o semiartiniano.
En particular, un resultado que repercute de manera importante es que todo
modulo localmente artiniano es cerrado bajo productos, lo cual nos acerca
al resultado de Beachy y Blair. En general el reciproco no es necesariamente
cierto, en el capitulo tercero se hace un particular tratado sobre este hecho,
encontrando un modulo cerrado bajo productos M tal que el zoclo de M es
igual a cero, es decir, no es semiartiniano y consecuentemente tampoco es
localmente artiniano.

Y finalmente en el ultimo capitulo se demuestra que si M es un modulo
cerrado bajo productos, finitamente generado, proyectivo en o[M] y toda
clase de pretorsion hereditaria en o[M] es M-dominada entonces M es de
longitud finita. Este Teorema, junto con el hecho de que todo médulo local-
mente artiniano es cerrado bajo productos, generaliza el resultado de Beachy
y Blair.
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Capitulo 1

Preliminares

Durante todo el texto C denota contenciéon propia y C contenido o igual,
R denotara un anillo asociativo con uno y R — Mod la categoria de modulos
izquierdos unitarios sobre el anillo R.

El simbolo de < denotara la relacién de submoédulo en R — Mod, dado
un R-moédulo M denotaremos por subr(M) a la reticula de submodulos del
modulo My escribimos N <% M cuando N € subgr(M) es un sumando
directo de M y N <. M para denotar que N es un submoédulo esencial de
M.

OR seré la clase de todos los ordinales.

1.1. Clases de Pretorsion Hereditarias

Definiciéon 1.1. Sea 7 una subclase de R — Mod, decimos que 7T es una
Clase de Pretorsion Hereditaria si es cerrada bajo: submodulos (<), cocientes
(=), isomorfismos (&) y sumas directas ().

A la coleccién de todas las clases de pretorsion hereditarias en R — Mod
la denotaremos R — torsp.

Definicion 1.2. Diremos que un moédulo N € R— Mod esta subgenerado por
otro médulo M € R—Mod, si N es un submoédulo de un moédulo M-generado.

Definicion 1.3. Sea % una clase no vacia en R — Mod, definimos la clase
o[%] como la coleccion de los modulos subgenerados por % ,i.e.

o[¢] = {M € R—Mod|3I3C; €%, iclaX; icl3V<@c™
el
tales que M —— @(C’i(xi))/V} (1.1)
el



1.1 Clases de Pretorsion Hereditarias

Si € = {M} escribimos o[M] en vez de o[{M}].

Lema 1.4. o[%] es la clase de pretorsion hereditaria mds pequena que con-
tiene a €.

Demostracion. Primero veamos que o[%]| € R — torsp:

S] Sea M € o[%] y sea N < M entonces existe un morfismo

M — @Ecv
el

endonde C; e €y V < @iGI(Ci(Xi)) y como N < M entonces
N — P v
i€l
por tanto N € o[%].

Sea M € o[%] y sea N < M entonces, igual que antes existe un
morfismo N —— M —— @ieI(Ci(X"))/V y asi
NNV
con V<N < @ieI(Ci(Xi)) de modo que
M/N < (P(CF)/V)/N
i€l

(EP(CF) V) /(N'JV)

el

@)/

el

12

1

por tanto M /N € o[%].

Sea { My }aeca una familia de objetos de o[%] entonces para cada o € A

existe un morfismo M, —— @ieI(C(Xm))/Va, asi

e

P M. = PE@CL)Va)

acA a€EN i€l
= DECE)) P (Va)
aEN €] aEA

y se concluye que @ cp Ma € 0]€].
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Ahora veamos que efectivamente o[%] es la méas pequenia, tomemos 7 €
R — torsp tal que € C T.

Sea M € o[%] por definicion M —— @Z-GI(Ci(Xi))/V, pero como ca-
da Cj esta en la clase T entonces ;¢ I(C’Z»(Xi)) /V también lo esta pues T
es cerrada bajo sumas directas y cocientes, pero también es cerrada bajo
submodulos, de modo que M también esta en 7.

Lema 1.5. Todo T € R — torsp es de la forma o[M] para alguna M €
R — Mod.

Demostracion. Sea T € R—torsp, consideremos {X; | ¢ € I} un conjunto
de clases de isomorfismo de ciclicos en T, (es conjunto pues a lo mas hay
tantos como ideales izquierdos de R).

Ahora construimos

M= X,

el
Demostraremos que 7 = o[M], asi que si tomamos T € T entonces
T =3 ,.cr xR, de modo que existe un epimorfismo

M® — S aR
zeT

por tanto 1" es M-generado, y asi T € o[M].
Y si N € o[M] entonces N < H con H un modulo M-generado, y asi
tenemos el siguiente diagrama:

MT) —H

e

N

Es claro que M € T pues M = P, X;con X; € T Vi € I, asi M® eT,
como H es cociente de MT) entonces H € T y como N es submodulo de H
entonces N € T.

De modo que T = o[M].

Proposicion 1.6. R — torsp es una gran reticula completa con la relacion
de inclusion.
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Demostracion. Sea {7, }icr una familia de elementos de R — torsp.

Note que el supremo de la familia queda descrito por el Lema [1.4] es
decir, \;c; Ti es justamente o[U;c; Til-

Ahora veamos que 7' := (\;c; T; se comporta como A,c; 7;, asi que pri-
mero veamos que 7' € R — torsp:

S} Sea M € T'y N < M, entonces M € T;Vi € I, porlocual N € T; Vi €
I,yasi NeT'

+] Sea M € T'y N <M, entonces M € T;Viel, asi M/N € T; Vi € I,
yast M/N € T'.

@} Sea {M;}jcs una familia de modulos en 77, entonces M; € T; Vi €
I,VjeJ, asi @;c; M; €T Viel, por tanto By M; € T

Y cualquier 7 C 7; Vi € I por definicion satisface, que 7 C 7.

1.2. Filtros Topolbgicos

Definicién 1.7. Una topologia lineal izquierda para R (o un filtro topologico
izquierdo de R), F es una familia de ideales izquierdos de R tales que:

(i) Ie FyICJconJ<Rentonces J e F
(ii) 1,J € F entonces INJ € F
(iii) I € F, z € R entonces (I : x) € F

Denotamos por R — fil al conjunto de filtros topologicos izquierdos de
R.

Ahora tenemos definidas dos familias de estructuras relacionadas con
nuestro anillo R, las cuales estan relacionadas de una muy buena manera.

Teorema 1.8. Hay una biyeccion entre R — torsp y R — fil que conser-
va contenciones, asi R — torsp es una clase cardinable pues R — fil es un
conjunto y R — fil hereda una estructura de reticula completa de R — torsp.
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Demostracion. Definiremos dos asignaciones para cada 7 € R —torsp y
F € R— fil asi:

Tr— Fr={I<R|R/I€T} .
Fr—Tr:={MeR—-Mod|Vx e M, (0:z) e F} (1.3)
Veamos que dado T € R — torsp, F estd en R — fil.

(i) Sea I € Fry J 2 I un ideal izquierdo de R, entonces tenemos el epi-
morfismo canénico R/I —s= R/J y como T es cerrada bajo cocientes
R/J € T, por tanto J € Fr.

(ii) Sean I,J € Fr entonces tenemos el siguiente morfismo
R/INJ——R/I®R/J

definido por
c+INJ—— (z+ 1,2+ J)

el cual es inyectivo, pues si (x + I,z +J) =0 entonces z € [ y x € J,
por tanto z + INJ =0y asi como R/I®& R/J €T, R/(INJ)eT
pues T es cerrada bajo submodulos, por lo tanto I N.J € Fr.

(iii) Sean I € Fry x € R entonces R/I € T y como el morfismo
R/(I:z)—=R/I

definido por
r+{:z)—rx+1

es monomorfismo, asf se tiene que R/(I : ) € T pues T es cerrada
bajo submodulos, por tanto (I : x) € Fr.

concluimos asi que Fy € R — fil.
Ahora demostremos que si F € R — fil entonces Tr es una clase de
pretorsion hereditaria.

S] Sea M € Tr y N < M entonces Vz € M el anulador (0,z) € F, en
particular para toda x en N, por tanto N € Tr.

%] Sea M € Try N <M,y tomemos z + N € M/N entonces:
0:z+N)={reR|r(zr+ N)=0}

={reR|rze N}
=(N:x)
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Pero como M € Tr y x € M entonces (0 : z) € F, ahora observe que
(0:z) C (N :z),lo cual implica que (N : ) = (0: z + N) € F para
todos los  + N € M/N.

EB} Sea {M; };er una familia de modulos en la clase Tr, tomemos (z;);er €

D;cr M; entonces

(0: (@i)ier) = {r € R|r(zi)ier = 0}
={reR|rz;=0,Viel}
:ﬂ{TER]Tm:O}

il

= ﬂ (0: z;)
il
pero como (x;)icr € @;c; M; entonces x; = 0 para casi toda i € I, de
modo solo una cantidad finita de ideales (0 : x;) son distintos de R y
asi la interseccion de arriba es finita, ademaés cada intersecando (0 : z;)
estd en F entonces la interseccion (;c;(0 : z;) = (0, (x;)icr) esta en F
para cualquier elemento de la suma directa (x;);cr, concluimos asi que

Asi nuestras asignaciones (1.2]) y (1.3]) estan bien definidas pues a cada
clase de pretorsion hereditaria la mandamos a un filtro topolégico y viceversa.

Demostremos pues, que las asignaciones preservan el orden.

Sean F C F’ dos topologias lineales de R, entonces si tomamos M € Tr
por definicion para toda = € M, (0 : x) € F, pero asi para toda = € M,
(0:2) € F', de modo que M € Tz.

Y si consideramos ahora 7 C 77 clases de pretorsiéon hereditarias de
R, entonces cada I € Fy cumple que R/I € T,y por tanto R/I € T’
concluyendo que I € Fr.

Lo tinico que nos hace falta demostrar es que las asignaciones y
son una inversa de la otra, lo cual haremos observando que 7z, = T y que
F71+ = F como sigue:

Sea T € R—torsp, si M € T entonces para cualquier x € M el morfismo

R/(0:2)——=M

dado por
r4+(0:2)——rx
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es inyectivo (ergo R/(0 : z) = Rz) , de modo que R/(0 : z) € T y asi
(0:x) € Fr para toda € M, por lo tanto M € Tx,.

Ahora sea M € Tr, entonces (0 : x) € Fr para toda x € M, lo cual
implica que R/(0: ) € T, pero R/(0 : ) = Rx por el morfismo de arriba,
y tenemos asi que Rz € T para toda x € M, entonces P, ¢, Rz € T, pero
se tiene el epimorfismo

@ Rr — M
zeEM
por lo tanto M € T. Concluimos que Tz, = T.

Para la otra igualdad, sea F € R — fil, si tomamos I € F entonces para
cada z + I € R/I se tiene que (0,z+ 1) = (I,z) € F, asi R/I € Tx, por lo
tanto I € Fr;.

Sea I € Fr,, entonces R/I € Tr, asi para cada z + I € R/I tenemos
que (0:x+1) € F,en particular (0:14+1)=([:1)=1€ F.

Y asi tenemos ya que F7 = F,y por tanto el resultado que buscabamos.

Note que los infimos en R — fil son las intersecciones, y para una familia
de ideales izquierdos &7 denotamos por n(</) := A{F € R — fil | &/ C F},
y si & = {A} escribimos 1(A) en vez de n({A}).

Observacion 1.9. Sea F un filtro topologico izquierdo en R entonces (| F =
I es un ideal bilateral.

Puesto que si tomamos un elemento r € R y suponemos que Ir ¢ I
entonces existe J € F tal que Ir € J, por lo tanto r ¢ J. Pero (J : 1) € F,
de modo que I C (J : r), por lo que concluimos que Ir C J, lo cual es una
contradiccién, asi necesariamente I es un ideal bilateral.

Proposicion 1.10. Si F el filtro topologico asociado a la clase de pretorsion
hereditaria T entonces son equivalentes:

(1) T es cerrada bajo productos.

(2) F es cerrada bajo intersecciones.

(8) F =n(I) para algin ideal bilateral I de R.
Demostracion.

(1) = (2) Sea {I;}jes una familia de ideales izquierdos de R contenida en F,
entonces para cada j € J tenemos que R/I; € T, asi [[;c; R/I; € T.
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1.3 Prerradicales Exactos Izquierdos

Considere el morfismo R*f> HjeJ R/I; tal que f(x) = (x4 I;)jes

entonces nuc(f) = ;e I; de modo que

R/(NjesI;) = R/nuc(f) — [[ R/

jeJ
por tanto R/(Njesl;) € T, asi e, Ij € F.

Como F es cerrada bajo intersecciones arbitrarias entonces considere
I = (N F el cual por la Observacion es un ideal bilateral en F.
Afirmamos que F = n(I).

Como I € F esto implica que n(I) C F. Si J € F entonces I C J de
modo que J € n(I).

Sea {M,};es una familia de R-mo6dulos en T, entonces si j € J y
xj € Mj elideal (0:z;) € F =n(I),asi I C (0: ;) ya que I es un
ideal bilateral y si tomamos un elemento (z;)jes € [I;c; M; se tiene
que
IS ()(0:25)=(0:(x))jer)
j€J

es decir, (0: (75)jes) € F para todo (z;)jes € [1;c; Mj, por lo tanto
HjEJ Mj eT.

Diremos que un filtro topolégico o una clase de pretorsion hereditaria es
Jansiana si satisface las condiciones equivalentes de la Proposicion

1.3.

Prerradicales Exactos Izquierdos

Ahora vamos a hablar un poco sobre otra estructura que se va a relacionar
con las topologias lineales y con las clases de pretorsiéon hereditarias.

Definicién 1.11. Sea r: R — Mod —— R — Mod un funtor, decimos que
r es un prerradical si es un subfuntor del funtor identidad, es decir;

(i)

Para todo R-médulo M se tiene que r(M) < M
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(ii) Para todo homomorfismo f: M —— N se tiene que el siguiente cua-

drado conmuta:
M—L N

r(M)—=>r(N)

donde 7(f) = flu(u
Denotamos por R — pr a la clase de los prerradicales de R — Mod.

Vamos a darle estructura de orden a R — pr, asi que si tenemos dos
prerradicales r, 7’ decimos que 7 < r’ si 7 es un subfuntor de 7/, es decir,
para todo R-modulo M se tiene que r(M) < r/(M).

Definicién 1.12. Decimos que un prerradical es exacto izquierdo, si como
funtor es exacto izquierdo.

A la clase de los prerradicales exactos izquierdos sobre un anillo R la
denotaremos R — pei.

Lema 1.13. Sea r € R — pr entonces r es exacto izquierdo si y solo si para
todo R-mddulo M y submddulo N de M se tiene que r(N) =r(M)NN.

Demostracion. Considere primero el siguiente diagrama conmutativo:

0 ? > M/N ——0

I, Jm

(V) L r(M/N)

Entonces como 7(7)
inyectiva, nuc(r(n))
que

y 7(n) son las restricciones de i y n tenemos que (i) es
=r(M)NN eim(r(i)) = r(N), y con todo esto es claro

r(N)=r(M)NN
< nuc(r(n)) = im(r(i))

<= 1 es exacto izquierdo.

Note que del diagrama del lema anterior se puede deducir que para todo
prerradical r se tiene la desigualdad:

(r(M) + N)/N = n(r(M)) = r(n)(r(M)) <r(M/N)
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para todo médulo M y submoédulo N. Y también se sigue que si r es exacto
izquierdo entonces r es idempotente, es decir, r(M) = r(r(M)) para todo
R-moédulo M.

Teorema 1.14. La reticula R —torsp y la clase R — pei estan en correspon-
dencia biyectiva, aparte tal correspondencia preserva el orden (en R — torsp
las contenciones y en R — pei los subfuntores)

Demostracion. De modo similar que en el teorema anterior definiremos
dos asignaciones:

T+——r7:R— Mod—— R — Mod (1.4)
rr(M)= Y N
N<M
NeT
r—T,:={M e R—Mod|r(M)=M} (1.5)

En primera es claro que r7 es un prerradical, pues ) y<ar IV es un sub-
NeT

modulo de M, y si damos un morfismo f : M —— M’ entonces

< Z N’ pues T es cerrada bajo imagenes homomorfas.

Asi las restricciones son funciones de r7(M) en r7(M’). Veamos que
el prerradical es exacto izquierdo, sea M € R — Mod y N < M entonces
tenemos que r7(N) C r(M) y r7(N) C N, por tanto tenemos que r7(N) C
r7(M) N N, por otro lado como r(M) € T y T es hereditaria, entonces
rr(M)NN €T yasirr(M)NN < ry(N) pues rr(N) es el submodulo més
grande de N que pertenece a 7.

Ahora veamos que 7, es efectivamente una clase de pretorsion hereditaria:

<| Sea M €T, y N < M entonces r(N) = (M) N = MAN = N.

+] Sea M € T, y N < M entonces M/N > r(M/N) > (r(M)+ N)/N =
(M + N)/N = M/N.
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69] Sea {M;}; € I una familia de moédulos en T entonces r(@;c; M;) =
Dicr r(Mi) = Dicr M.

Falta demostrar que las asignaciones[I.4]y [[.5]son inversas. Sea r € R—pei
entonces

rp(M)=>Y N= > N

N<M N<M
NE€T, N=r(N)

— Z r(N) pues 7 es idempotente.
N<M

pero como para cualquier N < M tenemos que r(N) < r(M), por tanto
Y n<m T(N) <r(M) y para la otra contencion solo hace falta ver que (M)
es un sumando de Y <, 7(V).

Y ahora sea T € R — torsp entonces T, = {M € R — Mod | rr(M) =
M}, asi si tomamos M € T tenemos que:

rr(M)=Y N=> N=M
N<M N<M
NeT

la segunda igualdad es porque T es cerrada bajo submédulos. Y si tomamos

M € 7T, entonces M = r7(M) = Y n<m N entonces la suma directa cubre
NeT
a M, es decir;

PN— > N=M

N<M N<M
NeT NeT
y como la suma directa esta en 7 entonces M esta en T .
Por lo tanto las asignaciones son inversas una de la otra, por ultimo hay
que ver que preservan el orden.
Sean 7,7’ € R—torsp tales que T < T’ y sea M un R-modulo, entonces

rr(M)= 3" N< Y N=rp(M)
N<M N<M
NeT NeT’

y asi ry < ryv.
Asimismo sean r,7’ € R — pei tales que r < r’ y sea M € 7, entonces
M =r(M) <r'(M) <M ergo (M) = M, de modo que M € T,..
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Note que en la definicion de [I.5] puede ser sustituida por:

rr(M) =3 im(f) = Tr(T, M)
TeT
feHom(T,M)

que es justamente la T —traza de M y esto se debe a que T es cerrada bajo
iméagenes homomorfas y bajo sumas directas.

Observacion 1.15. Dado un prerradical r podemos construir el menor
prerradical exacto izquierdo 7 mayor o igual que r, que se calcula como
7(M)=r(E(M))N M, para ver que es exacto izquierdo lo calculamos en un
submodulo N de M, 7(N) =r(E(N)) N N:

Sabemos que como E(N) es el minimo inyectivo tal que N entra mono-
morficamente en él, entonces E(N) —— E(M) , asi por ser E(N) inyectivo
el monomorfismo anterior se escinde, de modo que existe K < E(M) tal que
E(N)® K = E(M).

Aparte como N —— E(N) tenemos que N N K = {0}, lo cual implica
que NNr(K)={0}.

Y asi como r conmuta con sumas directas:

FMYNN =r(E(M))n M AN
= (r(E(N)) @ r(K)) NN

es decir, 7 es exacto izquierdo.

Veamos que es el menor. Supongamos que existe otro prerradical exacto
izquierdo 7’ tal que r < r’ de modo que si M € R — Mod entonces existe un
monomorfismo

M <= E(M)

entonces tenemos que:

= (M) < 7'(M) pues 1’ es exacto izquierdo.
es decir, 7 < 7.

En seguida se puede decir lo siguiente:
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Corolario 1.16. R — pei tiene estructura de reticula completa, y sus opera-
ctones supremo e infimo estdn dadas por;

(A ) 1) = [ ri(M)

iel el

(Vi) (M) = (3 mi) (M)

i€l el
entendemos por el simbolo Y, r; al prerradical que evaluado en un mddulo

M se calcula como Y ;cpri(M).

Demostracion. La estructura de reticula se sigue directamente del teore-
ma anterior. También por el teorema anterior basta notar que:

= /\7;’1 = ﬂ’ﬁ“z
el el
— (M | (M) = M Viel)

= (M | () () = 1)
el

A

ier T

:’Tm

ier

Por tanto tenemos que el infimo es A;c; 7 = ey 7i-

Para el supremo veamos que (Zie I ri) (M) efectivamente es el supremo
en R — pet con la relacién de subfuntor.

Primero es claro que 7; < 37,71 < ;o 75 para cualquier j € I. Sear’ €
R — pei tal que r; < 7’ para toda j € I, entonces para cualquier R-modulo
M, rj(M) <1'(M) para toda j € J implica que }_,c;rj(M) < /(M) y por
la Observacion tenemos que Y, < r’. Por tanto Y_;c; 7 = Ve Ti-

Daremos un ejemplo de que la suma de dos prerradicales exactos izquier-
dos no es un prerradical exacto izquierdo.

Considere el anillo R = Zg X (Za @® Za), la extension trivial de Zy por
Lo & 2.

Podemos describir al anillo como:

R={(2@Y) | aeZy,(z,y) €L ® Ly}
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Y su reticula de ideales esta dada por:

_{( 00)) (0
=) G

I =1(5'%") (5
) (3¢

( 00)

}
}
}
(o) (0 %)

) es el uno de R, ademés cualquier elemento de

")
0)
0)
(01%")

1 (0,0)
0 1

la forma ((1) (xiy)) es su propio inverso multiplicativo, de modo que no puede
haber mas ideales que los nombrados arriba y estos cumplen que Iy, I e I3
son simples isomorfos y J es el tnico ideal maximo de R.

Asi la reticula de ideales de R es finita, por tanto R es artiniano. Como R
solo tiene un ideal maximo entonces R — Simp solo tiene un médulo simple,
digamos S.

Note que el elemento (

Entonces por [4] (Nota 2.7 y Teorema 2.13) existe un anti-isomorfismo
de reticulas entre la reticula de ideales de R y la reticula de submoédulos
totalmente invariantes de E(S).

Llamemos Ni, N2 y N3 a los tres submodulos de E(S) maximos con la
propiedad de ser totalmente invariantes, como S es un submoédulo totalmente
invariante de E(S) entonces la reticula de submodulos totalmente invariantes
se ve de la siguiente manera:

o (5)

Ny Na N3

oS

o'

Considere los prerradicales 71 y 7o que calculados en un moédulo M son:

r(M) =wy (M) =
ra(M) = Wit (M) = () f

en donde ambas intersecciones corren sobre los morfismos f: M —— E(S5) .
Como E(S) es inyectivo los prerradicales 1 y 72 son exactos izquierdos pues
si tomamos R-médulos N < M, E inyectivo y K < FE totalmente invariante
entonces cada ¢g: N ——= FE se puede extender a una f: M —— F y asi
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g YK) = (f|n) ' (K) teniendo asi la siguiente cadena de igualdades:

NNwg(M)=Nn()f 1K)
=(N(fIn) 1K)
=Ny "(K)

= wg(N)

Donde las dos primeras intersecciones corren sobre morfismos f: M —— F |

la dltima interseccién corre sobre morfismos g : N —— E . De hecho se pue-
de demostrar que la reticula de prerradicales exactos izquierdos es isomorfa
a la reticula de submodulos totalmente invariantes de E(S) [4] (Proposicion
2.11).

Ahora observe que:

(r1 +72)(E(S)) = ri(E(S)) + r2(E(S)) = N1 + Na = E(S5)
(r1 +72)(N3) = r1(N3) +r2(N3) =S +5 =15
(’I"l + TQ)(E(S)) N N3 = E(S) N N3 = N3

estos calculos nos llevan a que (r; +r2)(N3) # (r1+72)(E(S)) N N3, es decir,
r1 + 9 no es un prerradical exacto izquierdo.

Ahora vamos a hacer notar dos hechos importantes sobre las tres reticulas
isomorfas que tenemos:

Lema 1.17. Las reticulas isomorfas R — torsp, R — fil y R — pei:
= Son modulares.
= Son superiormente continuas.
Demostracion. Demostraremos estos hechos para la reticula R — pez.

= Sean r,s,t € R — pei tales que r < t entonces, usando la modularidad
en la reticula de submoédulos de E(M) y que t(E(M)) N M = t(M),
es decir, que t es exacto izquierdo, tenemos la siguiente cadena de
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igualdades:

(rvs)At)(M) =

Por tanto la reticula es modular.

= Sean 7; con ¢ € I una familia dirigida de prerradicales exactos izquier-
dos, M un R-moédulo y N < M entonces usando el hecho de que la
reticula de submodulos de M satisface la condicion AB5, tenemos lo
siguiente:

(Z i) (N) =" ri(N)

= (r(M)NN)
icl

= (r(M))(|N

el

= (Xrm)@anN

i€l
De modo que el prerradical ) ,.;r; es exacto izquierdo, pero

Zn < Zn

iel el

de modo que en este caso se da la igualdad, por ser >_,; r; el supremo
de la familia de prerradicales exactos izquierdos {r;}er.

Definiciéon 1.18. Sean r,7" € R — pr definimos el producto de r con r’ que
calculado en un modulo es (r - ') (M) = r(r'(M)) y el coproducto que se



Capitulo 1. Preliminares 19

define en un modulo como (r : 7/)(M) es el tnico submodulo de M que
contiene a (M) y que (r: r")(M)/r(M) = r'(M/r(M)).

Decimos que un prerradical r es idempotente si (r-r) = r y decimos que
es radical (o coidempotente) si (r:r) =r.

Los prerradicales exactos izquierdos se comportan bien con respecto a los
productos y coproductos de prerradicales, es decir;

Proposicion 1.19. R — pei es cerrada bajo productos y coproductos.

Demostracion. Sean r,r’ € R — pei y N un submoédulo de un R-moédulo
M, entonces (r-7')(N) = r(r'(N)) pero como 7’ es exacto izquierdoy N < M
tenemos que r(r'(N)) = r(r'(M)NN) y como r es exacto izquierdo y r'(M)N
N < 7/(M) entonces r(r'(M)NN) =r('(M))NNNOr' (M) =r('(M))NN
por tanto (r - ') es exacto izquierdo.

Para demostrar que el coproducto es exacto izquierdo considere las si-
guiente sucesion:

f

(7" . 'I”/)(M) m N g (T’ZT/)(M) m N+T'(M) 0

0——=r(N) wan - (17500

donde f(z) =z y g(z) = =+ r(M) veamos que la sucesion es exacta.

Es claro que f es inyectiva y que como r(N) C N y r(N) C r(M) C
(r : ") (M) tenemos que im(f) C (r : 7')(M) N N. También es claro que g
es suprayectiva por que si x + (M) € (T;T(l])\%) N Nj(?]"\(jy) entonces x € (r
) (M)NN.

Ahora veamos que im(f) = nuc(g), sea x € r(IN) entonces go f(x) = x +
r(M) =r(M) pues r(N) C r(M), ahora sea x € nuc(g) entonces x € r(M) y
z € (r:r")(M)NN por tanto z € r(M)N(r : ') (M)NN =r(M)NN = r(N)
asi z € im(f).

De éste modo tenemos que como la sucesién es exacta entonces;

(r:r’)(M)ﬂN_(r:r’)(M) N +r(M)
r(N) B T(M) 1 r(M)
( ) N +r(M)
(M) r(M)
_, (N + T(M))
r(M)

r

/ . .
pues 1’ es exacto izquierdo.

||
(;
i
32
> L

Por tanto (r : 7“/)(]\7) (r v
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Definiciéon 1.20. Para cada ordinal no cero o« € OR y cada prerradical
exacto izquierdo r definimos recursivamente las copotencias transfinitas de r
como:

T =T
sia=p+1
ro = (rg:r)
y si a es un ordinal limite
To = \/ T8
B<a

Note que si tenemos o« € OR un ordinal limite entonces la familia {3} s<q
es un conjunto dirigido (esta linealmente ordenado) y por tanto por el Lema

V5<0¢ s = Zﬁ<a rg-

Proposiciéon 1.21. Sea r € R — pei entonces existe un o € OR tal que
Ta = Ta+1-

Demostracion. Esto se debe al hecho de que R — pei es una clase cardina-
ble, y por tanto no puede pasar que 1, < ro+1 para todo ordinal «, por que
asi tendriamos una clase no cardinable de prerradicales exactos izquierdos
totalmente contenida en R — pei, lo cual no es posible.

De este hecho definimos como 7 := r, con « el minimo ordinal que cumple
que ro = rq+1, quien resulta ser el menor radical idempotente que es mayor
o igual que r, y es radical por dos hechos:

= Si r(M) = {0} para alguna M € R — Mod entonces
(r:r)(M)/r(M) = r(M/r(M)) = r(M/{0}) = {0}
y asi por induccién transfinita 7(M) = {0}.
» Sea M € R — Mod entonces
{0} = 7(M)/7(M) = (7 : r)(M)/7(M) = r(M/T(M))

por tanto

{0} = 7(M/r(M))
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1.4. Otras Construcciones

Al ser una clase de pretorsion hereditaria 7 una familia de modulos,
podemos considerarla como una categoria completa, es decir, los objetos son
los médulos de T y las flechas son todas los morfismos que ya existian en
R — Mod.

Asi por ser T cerrada bajo sumas directas, submodulos y cocientes pode-
mos concluir facilmente que los coproductos, subobjetos y objetos cociente
en 7 son los mismos que en R — Mod.

Nos interesa calcular los productos y las capsulas inyectivas. Suponga que
M es el modulo tal que T = o[M]. Los productos los podemos calcular de
la siguiente manera, si {V; };c; es una familia de R-mo6dulos en T entonces:

ﬁNi =rr (T ™)

i€l i€l
junto con los morfismos
-
pj: [[ Ni —=N;
i€l

que son las restricciones de las proyecciones originales en R — Mod. Sea X
un R-moédulo en 7 junto con morfismos ¢; : X ——= N; , entonces por la
propiedad universal del producto en R — Mod existe un tinico morfismo
p: X —— H N;
i€l
Ahora le aplicamos el prerradical al morfismo ¢ y entonces tenemos el mor-
fismo

-
Olrrxy s (X)) — [ Vi
el
pero r7(X) = X por tanto ¢|. (x) = ¢ y im(p) C HZTQ N;. De modo que
tenemos a HZé 1 IN; caracterizado por la propiedad universal del producto, en

la subcategoria T .
Similarmente se demuestra que:

BT (M) = rr(E(M)).

También nos interesa tomar clases de pretorsion hereditarias en nuestra
nueva categoria 7T, es claro que una de éstas es una clase pretorsién heredi-
taria que esta contenida en 7. Si 7 = ¢[M] con M un R-mo6dulo entonces
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denotamos por M — torsp al segmento de reticula [0, 7] de R — torsp, que
justamente son las clases de pretorsion hereditarias en la categoria o[M].
Note que dado un prerradical exacto izquierdo r € R — pei entonces

Tloian) i= 17 2 o[ M] o[M]

es un prerradical exacto izquierdo en o[M] y calculado en un R-médulo N
en la categoria o[M] se ve de la forma:

rTmM(N)=7r(N)=r(N)NN =r(N)Aopu(N)

donde o)y es el prerradical exacto izquierdo asociado a ¢[M], de modo que
rmM=TNop.



Capitulo 2

Moédulos Cerrados Bajo
Productos

En éste capitulo vamos a estudiar mas a fondo algunas propiedades la la
reticula M — torsp y de como éstas propiedades se relacionan con las clases
de pretorsion hereditarias Jansianas, para intentar caracterizarlas.

Definicion 2.1. Sea T € R —torsp y N € R — Mod, diremos que un
submoédulo N’ de N es T -denso si

N/N' eT.

El conjunto de todos los submédulos T-densos de N que lo denotamos
L(N,T), es un filtro (en el sentido de teoria de reticulas) en la reticula de
submoédulos de N, es decir;

(i) si N € L(N,T)y N'" < N” entonces existe el epimorfismo canoénico
N/N'——= N/N" por tanto N/N" € T, asi N” € L(N,T),

(i) si N, N" € L(N,T) entonces tenemos el siguiente monomorfismo
N/(N' A N")— N/N' @ N/N"

que a cada z+ (N'NN") € N/N'NN" le asigna la pareja (z + N', x +
N"),asi N/(N'NN") e T,asi NNN" € L(N, T).

Lema 2.2. Sea T una clase de pretorsion hereditaria, y sea M un R-mddulo
libre de pretorsion, es decir; ro(M) = {0}.
St N < M es un submddulo T -denso entonces N <, M.

23
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Demostracion. Sea K un submoédulo no cero de M tal que NN K = {0},
consideremos el morfismo

M ——> M/N

entonces K>—— M /N pero por un lado r(K) < rr(M) = {0} y por
otro como M/N € T entonces K € T y por tanto rr(K) = K, asi que K no

tiene otra opcion méas que ser el médulo {0}, concluyendo que N es esencial
en M.

Adoptaremos la siguiente notacion; N7 := (£(N, 7). En general N7 no
es un submodulo T-denso de NV, pero lo es justamente cuando 7 es Jansiano
pues en ese caso tenemos el morfismo

¢:N— [[ N/N'
N'eL(N,T)

cuyo nucleo es
nuc(yp) = ﬂ N =NT
N'€L(N,T)

por tanto tenemos el monomorfismo N/N7 = Hyecvy N/N', de
modo que N7 € L(N,T).

Ahora daremos algunas equivalencias, de lo que en adelante llamaremos
un modulo cerrado bajo productos, que justamente serd el cual su clase de
pretorsiéon hereditaria asociada sea cerrada bajo productos.

Teorema 2.3. Para un R-Mddulo izquierdo M, las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(1) Para toda T € M — torsp y cualquier familia {N;}ier C T se tiene
que er[];/[] N, eT.

(2) Para toda T € M — torsp y N € o[M]| el conjunto de submddulos
T -densos de N es cerrado bajo intersecciones arbitrarias, o equivalen-
temente N7 € L(N,T).

(3) Para toda T € M —torsp y N € o[M] finitamente generado el con-
junto de submddulos T — densos de N es cerrado bajo intersecciones
arbitrarias.
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(4) Si F es el filtro topoldgico de R asociado a o[M] entonces VG € R— fil
tal que G C F y cualquier subconjunto G de G se tiene que si (G € F
entonces (1G' € G.

(5) Sirn es el prerradical exacto izquierdo asociado a o[M] entonces para
cualquier r € R — pei tal que v < ras y cualquier familia de mddulos
‘ M M
{N.}ier en o[M] se tiene que er[r ] r(N;) = T(er[r ] N;).
Demostracion.

(1) = (2) Sea T € M —torspy N € o[M], igual que en la observacion anterior
tenemos el monomorfismo

N/NT—— [ N/N'
N'eL(N,T)

ahora como N € ¢[M] entonces N/N7 € o[M] y por tanto

o[M]
N/NT—— Tronn (T N/N') = T] N/N'
N'eL(N,T) N’eL(N,T)

asi nuestra hipétesis (1) implica que N/N T € T, que es lo mismo que
NT € L(N,T).

(2) = (3) (3) es un caso particular de (2).
(3) = (4) Sea F € R — fil el filtro topologico asociado a o[M] y sea G C F otro
filtro topologico y un subconjunto G’ C G tal que NG’ € F.

Sea T la clase de pretorsion hereditaria asociada a G y como G C F
entonces T € M — torsp.

Consideremos el modulo ciclico N = R/ (G’ € o[M], ahora para cada
K € G’ el modulo K/ NG’ es T-denso en N pues

N/(E/(G) = (R/(G)/(K/(G)=R/KeT

asi el modulo

N KNG =NG/NG =0

Keg!

por la hipotesis (3) es T-denso en N, por tanto N/O = N € T, asi
tenemos que G’ € G.
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(4) = (1) Sea F el filtro topologico asociado a o[M], sea T € M —torsp y G su
filtro topologico asociado, y sea {N; };er una familia de modulos en 7.

Consideremos x = (z;)ier € HZUEUI\:[] N; y tomemos G' = {(0 : x;) }ier,
note que si x; € N; € T entonces (0 : z;) € G, asi G C G y note
también que G" = N;er(0 : @) = (0 : z) € F, lo cual nos deja usar

U[M] N:

nuestra hipétesis (4) concluyendo que (0 : ) € Gy como = € [[;cr' N;

fue arbitraria tenemos que ng[jl\ﬂ N, eT.
Finalmente demostraremos (1) < (5). Sean {N; };er y r < rps como en las

hipotesis de (5) entonces podemos formar el siguiente cuadrado conmutativo
al aplicar r a la proyeccién canonica 7;:

o[M] )
H Nz‘ nj Nj
el
o[M] r(n:

7’( H Nz) M>T‘(]\]'])
el

en donde r(n;)(x;)ier = x;, por tanto por la propiedad universal del producto
en o[M] existe un morfismo

o[M] o o[M]
el el

pero como 7(7;) es la proyeccion para toda j entonces ¢ es una inclusion, pero
como cada r(M;) € T, y 7“( erul‘ff] NZ-) es el mayor submodulo de er[zl\:[] N;
que esta en 7, entonces tenemos la igualdad.

Reciprocamente sea T € M — torsp y {N;}icr modulos en T, entonces

calculamos:
o[M] o[M]
TT( II Ni) = II rr(V3)
i€l iel
o[M]
= H N;
el

por tanto H?GU%/[] N; €T.
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Inmediatamente de este teorema podemos deducir lo siguiente.

Corolario 2.4. S5i M € R—Mod es cerrado bajo productos entonces también
todo mddulo N en o[M] lo es.

Demostracion. Si tomamos T € N — torsp C M —torspy H € o[N] C
o[M] entonces por (2) tenemos que H7 € T y asi N es cerrado bajo pro-
ductos.

Una propiedad que nos va a interesar se demuestra en la siguiente pro-
posicién:
Proposicion 2.5. Sea M € R — Mod un mddulo cerrado bajo productos,
entonces todo cogenerador para o[M] es un subgenerador para o[M].

Demostracion. Sea C' un cogenerador en o[M], primero note que como
C € o[M] entonces o[C] C o[M], de modo que para cualquier N € o[M]
existe un conjunto X tal que

o[M]
N>—— H C
X

asi que por el corolario anterior o[C] es cerrada bajo productos y por lo tanto

Hg([M] C € o[C] y asi N € o[C], concluyendo lo que queriamos.
|

2.1. Mobdulos Localmente Artinianos

Ahora vamos a ver como se relacionan los médulos cerrados bajo pro-
ductos con los médulos localmente artinianos, pero antes definiremos quienes
son éstos tltimos y daremos algunas propiedades y ejemplos.

Definicion 2.6. Decimos que un médulo M € R — Mod es localmente arti-
niano (respectivamente localmente neteriano, respectivamente localmente de
longitud finita) si todo submodulo finitamente generado de M es artiniano
(respectivamente neteriano, respectivamente de longitud finita).

Note que si un moédulo es artiniano entonces es localmente artiniano,
pues todos sus submédulos son artinianos y el regreso no necesariamente es
cierto.

Veamos ahora algunas propiedades de cerradura de modulos localmente
artinianos.
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Proposicion 2.7. La clase de mddulos localmente artinianos (resp. local-
mente neterianos, resp. de longitud finita) es cerrada bajo submddulos, co-
ctentes, sumas directas.

Mds atin, si 0 M’ M M 0 es una sucesion exac-
ta en R — Mod tal que M’ es artiniano (resp. neteriano, resp. de longitud
finita) y M" es localmente artiniano (resp. localmente neteriano, resp. lo-
calmente de longitud finita) entonces M es localmente artiniano (resp. local-
mente neteriano, resp. localmente de longitud finita).

Demostracion.

§] Sea M € R — Mod localmente artiniano y N < M y sea N’ < N un

submoédulo finitamente generado de N entonces también lo es de M y
asi N’ es artiniano.

+] Sea M € R — Mod localmente artiniano y N < M y sea H/N <

M /N un submédulo finitamente generado de M /N, digamos H/N =
1 R(xz; + N), note que H=N + > | Rx;.

Entonces la reticula de submodulos de H/N esta en correspondencia
biyectiva con el segmento de reticula de submoédulos de H que contie-
nen a V.

Pero H = N + > | Rx; por tanto tal segmento estd a su vez en
correspondencia biyectiva con la reticula de submoédulos de Y7 | Rx;
la cual es artiniana.

Y por tanto H/N es artiniano.

EB} Sea {M; | i € I} una familia de R-mo6dulos localmente artinianos y

sea N = )| Ry, un submodulo de @;c; M; finitamente generado
por los elementos {x; € @,c; M; | j € {1,...,n}}, ahora considera los
indices J = {i € I | (z); # 0 para algin k € {1,...,n}} en donde
(zx); es la i-ésima coordenada de xp, note que J es finito pues todos
los elementos estan en la suma directa y asi casi todas sus coordenadas
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son cero, consecuentemente;

N =3 R ()
k=1 ieJ

pero cada Y ;_; R(xy); es un submodulo finitamente generado de M;
por tanto es artiniano, y sabemos que la suma directa finita de ar-
tinianos es artiniano, entonces @;c; > ;_; R(xk); es artiniano, pero
también sabemos que los submoédulos de artinianos son artinianos, asi
N es artiniano, que es lo que queriamos.

o] Para ver el ultimo punto de la proposicién considere

f g

0 M’ M M" 0

una sucesion exacta en R — Mod.
Supongamos que M’ es artiniano y M” es localmente artiniano.

Sea H < M un submédulo finitamente generado, entonces f~(H) es
artiniano pues N lo es y g(H) es artiniano pues es finitamente generado,
considere la sucesiéon exacta:

0——f"'(H) —=H—=g(H)—=0

ser artiniano es cerrado bajo extensiones y por tanto H es artiniano.

Y asi M es localmente artiniano.

Y como ser neteriano y de longitud finita también es cerrado bajo submoédu-
los, sumas directas finitas, cocientes y extensiones, entonces el resultado se
sigue de sustituir la palabra artiniano en cada una de los incisos por neteriano
o de longitud finita segun sea el caso.
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Ahora si podemos ver facilmente que si damos A un R-moédulo artiniano,
entonces la suma directa infinita de copias de A no es artiniano, pero si
es localmente artiniano. Otra cosa que es sencilla de ver a partir de ésta
proposicién es que si tenemos un médulo localmente artiniano M entonces su
clase de pretorsion hereditaria o[M] est4 compuesta solamente por médulos
localmente artinianos lo cual nos sera tutil mas adelante.

También los moédulos semisimples son localmente artinianos, pues si to-
mamos un submoédulo finitamente generado de un semisimple, entonces él
mismo es un semisimple con una descomposicién que tiene un ntmero finito
de sumandos y por tanto artiniano.

Si consideramos un grupo abeliano de torsiéon G y un subgrupo finitamente
generado H, entonces por el teorema fundamental de los grupos abelianos H
es suma directa de ciclicos de torsion (que son precisamente Z, con n > 2),
pero esa suma es finita, aparte Z, es artiniano para toda n > 2 y como la
clase de modulos artinianos es cerrada bajo sumas directas finitas entonces
H es artiniano.

De modo que los grupos abelianos de torsién son localmente artinianos

Una pregunta que puede surgir es: {Como se relacionan los médulos local-
mente artinianos con los médulos cerrados bajo productos? Una respuesta
esta en el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Todo R-modulo localmente artiniano es cerrado bajo produc-
tos.

Demostracion. Sean M € R — Mod un moédulo localmente artiniano,
T € R—torspy N € o[M] un modulo finitamente generado. Como M es
localmente artiniano entonces N es localmente artiniano por la observacion
de arriba, por tanto es artiniano ya que es finitamente generado, asi cual-
quier conjunto no vacio de submoédulos de N debe tener elementos minimos,
en particular la familia £(N,T) y entonces se cumple la condicion (3) del
Teorema [2.3] por ser un filtro. Y por tanto M es cerrado bajo productos.

De modo que ya hemos construido una algunas clases de médulos cerrados
bajo productos y entre ellos estan los médulos localmente artinianos, los
modulos semisimples y los grupos abelianos de torsion.
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2.2. Algunas Propiedades del Zoclo

Definicion 2.9. Denotaremos por Zoc a la clase de pretorsion hereditaria
que consiste de todos los médulos semisimples en R — mod.

Note que el prerradical asociado Zoc es justamente el zoclo, el cual se
calcula en un modulo como zoc(M) = >, N, donde la suma recorre todos
los submoédulos simples de M.

Definiciéon 2.10. Dada una clase de pretorsion hereditaria o[M] denotare-
mos por Zocys a la clase de pretorsion hereditaria o[M] A Zoc que consta
de todos los R-mo6dulos semisimples en o[M], a su prerradical asociado lo
denotamos por zocps y los llamaremos M -zoclo haciendo hincapié cuando
nos referimos a la clase o al prerradical.

Observaciéon 2.11. Si N € o[M] entonces N?° = J(N) el radical de
Jacobson de N, pues primeramente; N%°M = {N’' < N | N/N' € Zocy}
y si tomamos N’ < N un submodulo méximo entonces N/N’ es simple y por
tanto esta en Zocyy, asi N2°°M C N{N’ < N | N’ es maximo} = J(N).

Para la otra contencién si tomamos N’ un submédulo de N tal que
N/N' € Zocys entonces N/N' = @, S; con S; modulos simples para toda
1 € I, consideramos el morfismo:

fNNIN S DS
el

sabemos que nuc(f) = (;¢; nuc(f;) donde

fiN—L- @Ps P,
i€l
pero podemos quitar los intersecandos que sean NN es decir, consideramos J
el subconjunto de I tal que j € J si nuc(fj) # N; de modo que para toda
J € J se tiene que N/nuc(f;) = S; de modo que nuc(f;) es un submodulo
maximo de N, asi N’ = nuc(f) = (1;¢,nuc(f;) por lo tanto J(N) C N'y
con lo que concluimos que J(N) = NZoeum

Esto nos da pie a probar la siguiente propiedad.

Proposicion 2.12. Todo mddulo cerrado bajo productos M es semilocal, es
decir, M/ J(M) es semisimple.
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Demostracion. Por el Teorema inciso (2) tenemos que M /M?%°cM ¢
Zocyy, y por la observacion anterior M#°™ = J(M) por tanto M/J(M) es
semisimple.

Definicion 2.13. Un modulo N € o[M] decimos que es M -singular si
N=L/KconLeoMyK<,L

Denotamos a la clase de R-mo6dulos M-singulares como Syy.

Lema 2.14. Sy; € M — torsp.

Demostracion. Sea N € Spyy N' < N, entonces N = L/K con L € o[M]
y K <. L entonces:

§] N 2I'/K con K < L' <Ly como K <, L también K <, L.

%} y N/N' = %/% ~[L/L"y como K <, L entonces L' <, L.

EB} Para las sumas directas sea {N; };c; una familia de R-mo6dulos en Syy,

entonces cada N; & L;/K; con K; esencial en L; y L; € Sy para toda

1 € I asi tenemos que:
DK <. DL

icl il
y
@ N, o ®iel Ki
=
iel ®iel L

concluyendo asi el lema.
[ |

Denotaremos al prerradical exacto izquierdo asociado a la clase de R-
moédulos M-singulares como Zp; : R — Mod —— R — Mod .

Definicién 2.15. Un R-médulo M es poliforme si Zy; (M) = 0, es decir; M
es Sy-libre de pretorsion.
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Observacion 2.16. Sea N € o[M] es claro que la siguiente contencion de
conjuntos se cumple

{N'| N <c N} C{N'| N/N" € Sy} = L(N,Sum)
la cual es traducida en
NoM = (L(N,Su)
C(N'|N' <. N} = zocy N
Lo cual nos ayuda para demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.17. Todo R-mddulo poliforme cerrado bajo productos tiene
zoclo esencial.

Demostracion. Como M es un moédulo Sy;-libre de pretorsiéon entonces
por el Lema todo submoédulo Sy/-denso es esencial en M.

Con lo que completamos la igualdad de la observacién anterior, por tanto
zocp (M) = MSM y como M es cerrado bajo productos MSM es un submo-
dulo Sys-denso de M, y por tanto esencial en M, es decir, zoc(M) <. M.

2.3. Mobdulos Proyectivos e Inyectivos

Definicién 2.18. Un R-moédulo P se dice que es N-proyectivo para algin
modulo N € R — Mod si el siguiente diagrama con renglén exacto

T lf
P
N—sK—->0

pueda ser levantado a un diagrama conmutativo por un morfismo f .
Y decimos que P es proyectivo en o[M] si para todo médulo N € o[M]
se tiene que P es N-proyectivo.

Definicién 2.19. Un R-médulo U se dice que es N-inyectivo para algin
moédulo N € R — Mod si el siguiente diagrama con rengléon exacto

0——K——-N

fi o
s f
U
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pueda ser extendido a un diagrama conmutativo por un morfismo f .
Y decimos que U es inyectivo en o[M] si para todo modulo N € o[M] se
tiene que U es N-inyectivo.

Se puede ver en [12] que un modulo U € o[M] es inyectivo en o[M] si
y solamente si es M-inyectivo. A diferencia de los moédulos M-proyectivos y
proyectivos en o[M], en donde esta equivalencia no necesariamente se cum-
ple.

Daremos un ejemplo de ello: considere al conjunto de los ntimeros racio-
nales Q como Z-modulo.

s Q es Z-proyectivo pues cualquier morfismo de Q en algin cociente de
7. es cero, por tanto levantable a todo Z.

= Pero no es proyectivo en Z — Mod, pues si suponemos que si, es decir,
que Q <® Z(X) entonces podemos encontrar un morfismo no cero
f:Q——=7Z y es tal, que im(f) es un subgrupo divisible no cero de
Z, lo cual no es posible.

Observacion 2.20. Sea M € R — Mod tal que M es proyectivo en o[M] y
considere un morfismo de R-moédulos ¢ : M —— N .

Si U es un submodulo totalmente invariante de M y N € o[M /U], en-
tonces p(U) = {0}

Demostracion. Como N € o[M /U] entonces existe un conjunto A tal que
t: N—— (M/U )(A)/ V . Asi que haremos la demostraciéon por partes;

» Si f:M—— M/U entonces consideramos el siguiente diagrama:

+ Ny
M—"% M/U—>0

Como M es proyectivo en o[M] el morfismo f se puede levantar a un
morfismo f tal que f =1, o f y por tanto f(U) = {0}.

= Si g: M —— (M/U)Y entonces g = 3 w09 y por el inciso anterior
M L= (/)™ o MU

cumple que 7, 0 g(U) = {0} para toda o € A, por tanto g(U) = {0}.



Capitulo 2. Médulos Cerrados Bajo Productos 35

= Por dltimo si tenemos h: M — (M/U)) /V  entonces considera-
mos el diagrama:

M

h
A

(M/U)® 2 (M/U)D) )V ——0

y de igual manera existe h tal que hace conmutar el diagrama, por
tanto por el inciso anterior h(U) = n,, o h(U) = {0}.

De modo que el morfismo 1o ¢ : M ——= N——s (M/U)®/V es tal que
top(U) = {0} pero como ¢ es inyectiva, por lo tanto p(U) = {0}.

Proposicion 2.21. Cualquier R-modulo U € o[M] inyectivo en o[M] estd
M -generado.

Demostracion. Como U € o[M] entonces U ——= MX)/V para algtn

conjunto X y un submodulo V C M(X),
Consideremos la sucesion exacta en o[M]:

0—U—>MX)v

y como U es inyectivo en o[M] la sucesion se escinde, por tanto existe un
epimorfismo de M) /V en U, pero entonces existe el morfismo:

M) — MX) )V —U
testigo de que U es M-generado.

Lema 2.22. Sea M un R-mddulo que es proyectivo en o[M]| y U un submo-
dulo no cero totalmente invariante de M. Entonces:

(1) M/U es proyectivo en o[M/U].

(2) o[M/U] # o[M]
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Demostracion. Para (1) considere una sucesion exacta en o[M /U]

¥

A—C——0

junto con un morfismo f: M/U —— C , entonces cuando componemos con
la proyeccion de M en M /U resulta el siguiente diagrama:

asi como o[M /U] C o[M] todas las flechas estdn en o[M] y por tanto como
M es proyectivo en su categoria asociada f se puede levantar a un morfismo
f tal quez/;of:fonU.

Ahora, como A € o[M/U] y U es totalmente invariante en M entonces
por la Observacion f(U) = {0} y asi podemos factorizar al morfismo
f: M —— A através de M/U, es decir, existe un morfismo f : M/U — A

tal que f = fo 7, , por tanto 1) o f = f que es lo que querfamos.

Para (2) Supongamos que M € o[M /U], entonces por la Proposicion
tenemos que la M /U-capsula inyectiva de M estad M /U-generada, asi
existe un conjunto A y un epimorfismo

£+ (MUY —m BNV 01
Ahora consideremos el diagrama

M

M@ 7? (M/U)M) — ECM/UN (M) ——0
y como M es proyectivo en o[M] entonces el diagrama se puede completar
con el morfismo h que es tal que e = f ongw) o hy por la Observacion [2.20]
tenemos que U = ¢(U) = fo 77[(]/\) oh(U) = f({0}) = {0} lo cual es una
contradiccion pues U # {0}.
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Lema 2.23. Sea M un R-mddulo tal que M es proyectivo en o[M] y sean
U1 y Us submddulos de M totalmente invariantes no cero tales que Uy D Us,
entonces o[ M /U] C o[M/Usy].

Demostracion. Note que Uy /Us es un submodulo totalmente invariante
de M /Us, pues si consideramos un morfismo f : M /Uy —— M /Us tenemos
el siguiente diagrama con renglon exacto en o[ M]:

M

o \LnUQ

fo M/U,

yon

M —2 MUy ——>0

que puede ser completado a un diagrama conmutativo a partir de f , pues M
es proyectivo en o[M], de modo que:

f(U1/Us) = fony,, (Ur)
= 1y, o f(U1)
C ny, (U1) pues U; < M es totalmente invariante.
=U,/Us

Por el Lema [2.22]inciso (2) tenemos que M /U, es proyectivo en o[M/Us],

lo cual implica que por el inciso (1) del mismo lema, pero esta vez aplicado
a Ul/UQ S ]\4/U27

M/U,
Ui /U,

o[M/Uy] = 0[ } C o[M/Us).

2.4. Mobdulos Semiartinianos

Definicion 2.24. Sea M un R-moédulo, decimos que M es semiartiniano
(o también llamado modulo de Loewy) si para algin a € OR se tiene que
zoco (M) = M, equivalentemente si todo cociente no cero de M tiene zoclo
Nno CEro.

Lema 2.25. Son equivalentes para M € R — Mod
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(1) M es semiartiniano.

(2) M/U tiene zoclo no cero para toda U submddulo propio totalmente
invariante de M.

Demostracion.

(1) = (2) Es claro.
(2) = (1) Sea a = min{y € OR | zoc, (M) = zocy+1(M)} que se le llama la

longitud de Loewy del médulo M.

Observe que U = zoc, (M) es un submodulo totalmente invariante de

M, de modo que:

zoc(M/U) = zoc(M/zoco,(M))
= zoco+1(M)/zoco (M) = {0}

entonces M /U = {0} por (2) ergo M = U = zoc,(M), por lo tanto M
es semiartiniano.

Teorema 2.26. Sea M un mddulo cerrado bajo productos. Si M es proyec-
tivo en o[M] entonces M es semiartiniano.

Demostracion. Consideramos el cogenerador para o[M]

C =@ E"™M(s;)
iel
donde {S; | ¢ € T'} es un conjunto completo de representantes de clases de
isomorfismo de moédulos simples en o[M]. Por la Proposicion C es un
subgenerador para o[M].
Como o[M] = o[C] entonces M es un submoédulo de un moédulo C-
subgenerado, y podemos formar el diagrama con renglén exacto:

M

cWY —— W)y ——0

el cual por la proyectividad de M en o[M] se extiende a un diagrama con-
mutativo a través de un monomorfismo pues a quien extendemos es una
inclusion.
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Supongamos ahora M # {0} pues de lo contrario M ya es semiartiniano.
Entonces zoc(M) # {0} porque C™) tiene zoclo esencial ya que C lo tiene.

Consideremos un submoédulo U de M totalmente invariante no cero, por
el Lema M /U es proyectivo en o[M /U] y como también M/U € o[M]
entonces por el Corolario M/U es cerrado bajo productos. Repitiendo
todo el argumento para M /U concluimos que zoc(M/U) # {0}, y asi por el
Lema [2.25] M es semiartiniano.
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Capitulo 3

Un Contraejemplo

3.1. El reciproco del Teorema no es cierto

En esta seccion daremos un ejemplo de un médulo M cerrado bajo pro-
ductos tal que zoc(M) = {0}, es decir, un modulo cerrado bajo productos
que no es semiartiniano, lo cual nos da un contraejemplo del reciproco del

Teorema 2.8 ya que:

Lema 3.1. Todo mddulo localmente artiniano M es semiartiniano.

Demostracion. Es claro que zoc(M) # {0}, pues si tomamos un sub-
modulo finitamente generado, entonces por ser artiniano tiene submoédulos
simples.

Sea « la longitud de Loewy de M, supongamos que zoc,(M) # M,
entonces consideramos el submoédulo ciclico de M generado por x ¢ zoc, (M)
y asi tenemos que

Rx + zoc, (M) Rz

07 zoce (M) " Rzn zoco, (M)

pero como Rz es un moédulo artiniano (por ser finitamente generado) y
Rz /(Rx N zoce(M)) es un cociente de Rz entonces también es artiniano,
por tanto existen submoédulos simples del cociente

Rz + zoco (M) < M
zoco (M) 7 zoce (M)

de modo que
M

zoca(M)) 7 {0}

ZOC(

41
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y asi zoco (M) C zocat1(M) lo cual es una contradiccion a que « sea la
longitud de Loewy de M.
Por tanto zoc, (M) = M, es decir M es semiartiniano.

Comenzaremos definiendo cierto tipo de anillos.

Definicion 3.2. Decimos que un anillo R es un anillo en cadena izquierdo,
si la reticula de ideales izquierdos esta linealmente ordenada por la inclusion.

Lema 3.3. Sea R un anillo en cadena izquierdo, entonces todo F € R — fil
es de la forma:
nl) ={K <R|K 21}

(1) == n(l) ~ {1}

para algin ideal bilateral I de R.
Y ast la reticula R — fil es linealmente ordenada.

Demostracion. Sea F un filtro topologico de R e I = [ F, por la Obser-
vacion [L9 I es un ideal bilateral de R.

Si I € F entonces F = n(I). Ahora, si I ¢ F considere J € 7([), por
definiciéon I C J por tanto existe K € F tal que J ¢ K pero R es un anillo
en cadena ergo K C J, de modo que J € F. Se sigue que 77(I) C F y la otra
contencion es sencilla, por tanto F = 7(I).

Para la segunda afirmacion del lema considere dos filtros en R — fil,
JF1, Fo entonces existen ideales bilaterales I y J de R, tales que:

F1 esigual a n(I) o n(I)

Fo es igual a 7j(J) o n(J)

sin pérdida de generalidad podemos suponer I C J, por ser R anillo en
cadena y por que el caso I = J es inmediato de la primera parte.
Y entonces es facil ver que:

n(J) € n(J) € aI) € n(I)

de modo que la reticula R — fil resulta linealmente ordenada.
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Ahora recordamos que un ideal bilateral I de un anillo R se dice comple-
tamente primo si cada vez que ab € I para dos elementos a,b € R entonces
aclobel.

Observacion 3.4. Un ideal bilateral I de un anillo de cadena izquierdo R
es completamente primo si y solo si para todo a € R tal que a® € I entonces
acl.

Demostracion. La primera implicacién es un caso particular de la defi-
nicion, para hacer la implicacién reciproca consideremos a,b € R tales que
ab € I y entonces Rab C I, ahora comparamos los ideales izquierdos Ra y
Rb. Como R es un anillo de cadena izquierdo entonces tenemos dos casos:

= Rb C Ra lo cual implica que Rb?> C Rab C I, asi b*> € I y por tanto
bel.

» Ra C Rb entonces Ra®? C Rba, pero note que (ba)? = b(ab)a € I pues
I es bilateral, por tanto ba € I de modo que Rba C I y asia®> € I y
concluimos que a € 1.

Lema 3.5. Todo ideal bilateral idempotente no cero de un anillo en cadena
es completamente primo.

Demostracion. Sea I un ideal bilateral no cero tal que I? = I, supongamos
que existe un elemento a en el anillo tal que a® € I y a ¢ I, entonces como
R es anillo de cadena tenemos que Ra®? C I e I C Ra. Asi tenemos que:

I=1*CI(Ra)=1IaC Ra*>C 1
por tanto Ra? = I, entonces
I =1* = I(Rd®) = Ia?

de modo que existe un elemento y € I tal que a® = ya?, por tanto (1—y)a® =
0. Pero ahora note que (1 —y) ¢ I, como R es anillo en cadena entonces
I C R(1—y),asiy € R(1—y) lo cual implica que R(1—y) = R, de modo que
existe z € R tal que z(1—y) = 1. Concluimos que a® = z(1—y)a? = x(0) = 0,
y por tanto 0 = Ia? = I lo cual es una contradiccion.
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Como el objetivo de este trabajo se centra en las clases de pretorsion
hereditarias y para los siguientes resultados necesitamos ciertas nociones
de clases de torsion hereditarias, referiremos al lector a [5] y [7], en donde
se demuestra que hay una correspondencia biyectiva entre clases de torsiéon
hereditariasﬂ topologias de gabriel izquierda&ﬂy radicales exactos izquierdos.

Ahora si podemos enunciar el lema siguiente:

Lema 3.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para un ideal bilateral
propio I de un anillo en cadena izquierdo R.

(1) I es completamente primo.
(2) (1) € R— gab
Demostracion.

(1) = (2) Sean J, K ideales izquierdos de R, tales que K € #(I) y (J : k) €
N(I) V k € K, para demostrar que J € 7(I) tenemos dos casos, K C .J
y por tanto tenemos el resultado por ser 7)(I) filtro. Y el otro caso es
J C K, asi que supongamos J ¢ 7(I) entonces J C [. Como I C K
entonces tomamos un elemento a € K ~ [ y como (J : a) € 7(I)
entonces podemos tomar x € (J : a) \ I de modo que za € J C I lo
cual es una contradiccion pues ni  ni a estan en I. Por tanto J € 7(I).

(2) = (1) Supongamos que existe un elemento a € R tal que a®> € I y a ¢ I
entonces como R es anillo en cadena tenemos que Ra?> C I C Ra,
consideramos la sucesion exacta:

0 Ra/I R/I R/Ra—>0

Note que R/Ra, R/(I : a) € Ty y no es dificil ver que la funcion

¢:R/(I:a)— Ra/I que se calcula como p(z+ (I :a)) =xa+ I
es un isomorfismo, por tanto como T () es una clase de torsion here-
ditaria, R/I € Ty(1), lo cual es una contradiccion pues I ¢ 7j(1).

LA las clases de modulos que son cerradas bajo submédulos, cocientes, sumas directas y
extensiones se les llama clases de torsion hereditarias. A la coleccion de éstas se le denota
por R — tors.

2Una topologia de Gabriel izquierda F para R (también llamados filtros topolégicos
idempotentes izquierdos), es una topologia lineal izquierda para R que ademds cumple:

(iv) Si I es un ideal izquierdo y existe J € F tal que para todo = € J, el ideal (I : z) € F
entonces I € F.
Y la coleccién de los filtros de gabriel izquierdos se denota por R — gab.
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Proposicion 3.7. Supongamos que R es un anillo en cadena izquierdo y
todo I ideal bilateral de R es idempotente.

Entonces toda topologia lineal izquierda F es una topologia de gabriel
izquierda (o equivalentemente toda clase de pretorsion hereditaria es una
clase de torsion hereditaria).

Demostracion. Sea F € R — fil entonces por el Lema tenemos dos
casos:

» F =5(). Y por los Lemas y F es una topologia de gabriel

izquierda.

» F =n(I). En este caso, como R es un anillo en cadena, basta demostrar
que si J es un ideal izquierdo tal que para todo x € I, (J : z) € n(I)
entonces J € n(I). Pero si (J : z) € n(I) para algin z € I entonces
I C (J:x), por tanto Ix C J y como x fue arbitrario tenemos que
I=1>CJ.

Ahora considere R un anillo en cadena izquierdo con J(R) el tnico ideal
bilateral no trivial y tal que J(R)? = J(R).

Note que de este modo tenemos que J(R) es un ideal izquierdo méximo
entonces {R} = 7(J(R)), por tanto tenemos los siguientes elementos no
triviales en R — fil (que por la Proposicion es R — gab).

Fr=n(J(R)) ={R,J(R)}

Fa =1({0})

de modo que R — fil resulta ordenada del siguiente modo:
{R} C F1 C F, C subr(R)

Sean 71 y T2 las clases de torsion hereditarias asociadas a F1 y Fa res-
pectivamente.

Observe que si M € 7T; entonces para cualquier x € M se tiene que
(0 : x) € Fi lo cual implica que J(R) < (0 : x), es decir, (0: z) es R o es
J(R), de modo que:

M=> Rz=> R/0:x)

zeM xeM
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es un moédulo semisimple. Y reciprocamente, si M € R — Mod es semisimple
entonces M = (R/J(R))X) para algtin conjunto X y por tanto M € T;. Es
decir, 71 = Zoc.

Si M € 7Ty entonces se satisface la condicion (4) del Teorema pues
en los casos en que F,[py) es {R} o es Fi se cumple trivialmente, y en el
caso en el que F,p) = F2 entonces si tomamos G' un subconjunto de {R}
de nuevo el resultado es trivial y si G’ C F; entonces (|G’ es un elemento
de Fi, pues G’ no tiene mas opcion que ser {R}, {J(R)} o {R,J(R)}. Asi
todos los elementos de T3 son cerrados bajo productos.

Asi pues, sea N € Ta N~ Ti, y M = N/rr;(N) = N/zoc(N) # {0}.
Entonces como r7; es un radical exacto izquierdo (pues R — fil = R — gab),
zoc(M) = zoc(N/zoc(N)) = {0}.

De modo que construimos M un R-modulo que no es semiartiniano y
por el Lema tampoco es localmente artiniano, por tanto el reciproco del
Teorema no es cierto en general, asi que en el siguiente capitulo nos
centraremos en dar ciertas condiciones para que si lo sea.

3.2. Un dominio en cadena con sé6lo un ideal no
trivial idempotente

Ahora lo tnico que falta es encontrar un anillo en cadena izquierdo que
solo tenga un ideal bilateral no trivial, idempotente.

Haremos la construccion segun el articulo [9]. Sea (F, <) la cadena donde
E ={o0,1} y 0 < 1. Lareticula de ideales de orden de F es [d(F) = {{o}, E'}
que es justo como queremos que se vea la reticula de ideales propios de
nuestro anillo a construir.

Sean © =Z, D = {1} y (C, <) la cadena donde C = @& x Dy <J es el
orden lexicogréfico.

Consideramos el grupo abeliano ordenado libre generado por C, es decir,
(Z(©),C) ordenado antilexicograficamente. Tomamos su cono positivo (el
cual es un monoide abeliano ordenado) y lo llamamos

H={fez© o< f}
={fo U{f € Z9 |0 < f(c) si c=maz{c | f(c) #0}}

en donde fy es la funcion cero.

Lema 3.8. H es un monoide en cadena, es decir, la reticula de ideales-
monoide A (H) estd linealmente ordenada.
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Demostracion. Sean f,g € H basta demostrar que f+ H C g+ H
og+ H C f+ H. Sin pérdida de generalidad supongamos que f C g,
sean {ci,...,c,} C C tales que f(¢;) # 0 o g(¢;) # 0 entonces existe un
namero m € {1,...,n} tal que f(cm) < glem) v f(c) = g(ct) para toda
te{m+1,...,n} considera h € Z(©) dada por h(c;) = g(¢;) — f(c;) note
que h(cy) >0y h(c;) =0 para todat € {m+1,...,n}, por tanto h € H'y
f+h=g,esdecir,g+ HC f+H.

Definicion 3.9. Definimos una accién de @ en H, dada por

(m - f)(¢) = f(me)

conmée Oy feH.

Llamamos a un ideal-monoide I O-invariante si para todo m € @ se
tiene que mI C I.

Llamamos a un ideal-monoide I absolutamente ©-invariante si para todo
m € 6, f € H se tiene que si m - f € I entonces f € I.

Sea K un campo cualquiera, construimos el anillo de series formales en
H con coeficientes en K:

A=KJ[H|] = {Z xsf | xy € K y la suma tiene soporte bien ordenado}
feHd

en donde la suma est4 dada coordenada a coordenada y la multiplicaciéon por

la regla (X rep 27 f) (X jem ©99) = Xnen (X s4—n Tn)h y esta bien definida
por el hecho de que las sumas tienen soporte bien ordenado, Proposicion
1.2.22 [6].

Lema 3.10. A es un dominio conmutativo.

Demostracion. Corolario 1.2.23 [6].

Proposicion 3.11. A es un anillo en cadena.

Demostracion. Se concluye de que hay un isomorfismo de reticulas entre
la reticula de ideales-monoide aumentada con el vacio como elemento menor,
A (H)g y la reticula de ideales de A, .#(A), Proposicion 1 [9]. Y de que H
es un monoide en cadena (Lema [3.8)).
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Asi A tiene un tnico ideal maximo, el cual llamaremos B y est4 formado
por todos los elementos en A que no son unidades, los cuales son precisamente
los que tiene coeficiente en fy € H distinto del cero en K, Proposicion 1.2.24

[6].

Definicion 3.12. @ actiia naturalmente en A del siguiente modo;

m- (Y xpf) =Y xp(m-[)

feH feH

tomandom € O y Y ey xsf € A
De manera similar se puede hablar de ideales @-invariantes y completa-
mente O-invariantes.

Lema 3.13. B es un ideal © invariante de A.

Demostracion. Seam € @ y b=} ¢cygxsf € B, entonces x s, # 0 pero
como mfy = fo para toda m entonces xy, también es el coeficiente de fy en
mb.

Construiremos ahora el anillo de monoide torcido izquierdo (Left Skew
Group Ring).

R=A[0] =1 Z amm | am, € Ay la suma tiene soporte finito}
meo

donde la suma estéd dada coordenada a coordenada y la multiplicaciéon esta
dada distributivamente por la regla ma = (m-a)m cona € Ay m € 6.

Proposicién 3.14. Considere el ideal P = B[O] = {>_x¢f € R | xy € B}
de R. El conjunto S = R~ P es un sistema de Ore izquierdo para R.

Demostracion. El Lemal|3.13|nos asegura que podemos usar la Proposicién
12 [10].

[ |
Por ultimo consideramos al anillo T = S~'R
Proposicion 3.15. T es un anillo en cadena derecho.

Demostracion. La reticula de ideales derechos de T es isomorfa a la reti-
cula de ideales de A, Proposicion 3 [9].
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Proposicién 3.16. Los ideales de T' son idempotentes.

Demostracion. Se sigue que todos los ideales-monoide de H son idempo-
tentes de la altima parte del Lema 6 [9] y por el Corolario 4 [9] los ideales
de T lo son.

|
Proposicion 3.17. T tiene solamente tres ideales.

Demostracion. La reticula # (1) de ideales de T' es isomorfa a la reticula
de ideales ©-invariantes de A .#g(A), Proposicion 3 [9)].

La reticula de ideales @-invariantes de A .#g(A) es isomorfa a la reticula
de ideales-monoide O-invariantes de H aumentada por & como elemento
menor .#o(H)g, Proposicion 1 [9].

La reticula de ideales-monoide propios @-invariantes de H .#o(H)~{H}
es isomorfa a la reticula de filtros de orden de D, Fil(D), Corolario 7 [9].

Y solo basta decir que Fil(D) consta de un solo elemento.

Se puede describir de una mejor manera al tinico ideal no trivial de 7', la
Proposicion 13 [I0] nos dice que éste es S~LP.

Finalmente consideramos el anillo opuesto de T, TP el cual resulta ser
el anillo en cadena izquierdo con un solo ideal bilateral no trivial.



50 3.2 Un dominio en cadena con sélo un ideal no trivial idempotente




Capitulo 4

Resultados Finales

4.1. M-Dominancia y Compacidad

Definicién 4.1. Sea M un R-moédulo, llamaremos a una clase 7 € M —torsp
M-dominada si T tiene un subgenerador M-generado.

Observacion 4.2. La coleccion de clases 7; € M — torsp tales que son
M-dominadas es cerrada bajo supremos arbitrarios, pues si IN; es el subge-
nerador M-generado de cada clase 7; entonces:

\/ Ti =\ o[Ni] = oD Nil
ieA ieA icA

y como cada N; es un moédulo M-generado entonces P, IV; también lo es.

Note que si sucede que M € o[M] es un generador para o[M] entonces
toda clase de pretorsion hereditaria es M-dominada.

Proposicion 4.3. Sea M un R-mddulo, si T es una clase de pretorsion
hereditaria M -dominada entonces T estd subgenerada por la clase de todos
los cocientes de M de T -pretorsion.

Demostracion. Sea N un subgenerador M-generado de T, entonces existe
un epimorfismo:

f:MX) s N

Sean 7 : MX) — = M y k;: M —— M) la proyeccion y la inclusion
en la i-ésima coordenada, para cada ¢ € X.

51
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Considere el diagrama conmutativo:

. M

s M hi M

MX)

M) gi

N

En donde 7} es la proyecciéon canoénica en la i-ésima coordenada, h; y g
son la epimonofactorizacion de f o x; para cada i € X, de modo que h; es
epimorfismo y g; es monomorfismo, como N esta en 7 entonces M /nuc(fok;)
también.

Tenemos que:

f=3 foriom

i€x

= Zgiohiom
i€X

= Z(giowgoeahi)
i€X i€ex

= (giom)o P h
i€X ieX

Ahora como:

M N MX) N MX) N
g?( (nuc(f o /iz)) - @Dicxnuc(for;) nuc(f) N
Asi concluimos que
o[V] = o[ (mc(]]‘fm)] — o[{M/K | K € L(M, T)}]
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Observaciéon 4.4. Podemos decir ahora que si tenemos un médulo M €
R — Mod y una clase de pretorsion hereditaria 7 siempre se cumple que:

o[M/MT] D o[{M/K | K € L(M,T)}|

y la proposicion anterior nos dice que la igualdad se da cuando T esta M-
dominada.

Corolario 4.5. Sea M un R-mddulo cerrado bajo productos, si T es una
clase de pretorsion hereditaria M-dominada entonces T = o[M/MT].

Demostracion. Se sigue directamente de la Observacion y de que si
M es cerrada bajo productos entonces T D o[M/M7].

|
Para lo siguiente necesitaremos algunas nociones puramente reticulares.

Definicién 4.6. Una reticula (L, <,V, A) completa es superiormente conti-

nua si
a \/ Tr = \/ al\zx
rzeX reX

para todo elemento a € L y todo subconjunto dirigido X C L.

Definicién 4.7. Sea (L, <, V, A) una reticula superiormente continua.
Decimos que un elemento ¢ € L es compacto si cada vez que ¢ XV cx
entonces ¢ = ver ydonde Y C X C LyY esfinito.

Lema 4.8. En la reticula R—torsp los elementos compactos son exactamente
las clases de pretorsion hereditarias que tienen un subgenerador finitamente
generado.

Demostracion. Sea o[M] con M = Z?Zl Rm; finitamente generado y tal

que
o[M] € \/ o[Ni] = o[(D Ni]
i€l iel
entonces
M (&) Ny v
el

para algtn conjunto X.

Tomamos j € {1,...,k} y entonces p(m;) = ((niz)icr)zex + V, pero
entonces existen I; C I y X; C X finitos tales que

p(m;) = ((niz)ier; Joex; +V
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por lo que

im( | ) c (@z’elj Ni)(Xj) +V _ (@z’elj Ni)(X‘j)
@lrm;) © 1% (Bier, N)EI NV

De modo que Rm; € o[@;c I N;] v como j fue arbitrariamente escogida
entonces eso se cumple para todos los ciclicos que generan a M, al ser una
cantidad finita entonces tenemos que K = Ule I es un subconjunto finito
de I y también:

k
D R, € o|@ N
7j=1 1eK
lo cual implica que:
M € o[P Ni
11<3:¢
de modo que o[M] es un elemento compacto de R — torsp.
Suponga ahora que o[M] es un elemento compacto de R — torsp y note
que
o[M] = \/ o[Rz]
zeM
consecuentemente por la compacidad existen {x1,...,zx} elementos de M
tales que

-

o[M] =\ o|Rx;]

=1

pero no es dificil ver que

k

k
\/ o[Rx;| = O'[Z in}
i=1

i=1
con lo cual o[M] tiene un subgenerador finitamente generado.

Proposicion 4.9. Sea M € R — Mod un mdédulo cerrado bajo productos, si
M es finitamente generado entonces todas las clases de pretorsion heredita-
rias M -dominadas en o[M] son compactas.

Demostracion. Sea T € M —tosrp M-dominada, entonces por el Corolario
E tenemos que T = o[M/MT].

Y como M es finitamente generado entonces M /M7 es finitamente ge-
nerado, por tanto 7 es compacto.
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Observacion 4.10. Note que dado M un R-moédulo y una coleccion {7; }ier
de clases de pretorsion hereditarias M-dominadas en o[M], para cada i € I
existen R-mo6dulos M-generados N;, tales que 7; = o[N;], entonces la clase

icl icl icl
es una clase en o[M] M-dominada, pues @,c; N; es M-generado.

Corolario 4.11. Si M € R — Mod es un mddulo cerrado bajo productos y
finitamente generado entonces no existen cadenas estrictamente ascendentes
de clases de pretorsion hereditarias M -dominadas en o[M].

Demostracion. Considere la siguiente cadena ascendente de clases de pre-
torsion hereditarias M-dominadas en o[M]:

TiCT2C...CT, C...

entonces por la Observacion m T = V,en Tn es una clase M-dominada
y por tanto compacta (Proposicion , de modo que T = szl Tn,; asi
T = Tr+j para todo nimero natural j.

Proposicion 4.12. Sea M un R-modulo cerrado bajo productos, finitamente
generado, que cumple que M es proyectivo en o[M]. Entonces M satisface
la condicion descendente de cadena en submddulos totalmente invariantes.

Demostracion. Considere una cadena estrictamente descendente de sub-
modulos totalmente invariantes de M:

UyDU;D>...0oU; D...

entonces por el Lema tenemos una cadena estrictamente ascendente de
clases de pretorsién hereditarias:

oM/U) Co[M/Us) C...C oMU C...

observe que cada o[M/U;] es M-dominada, pero M es finitamente generado
y por el Corolario no hay cadenas estrictamente ascendentes de clases
de pretorsion hereditarias M-dominadas, lo cual es una contradiccion.
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Teorema 4.13. Sea M un R-mddulo finitamente generado, cerrado bajo
productos, que cumple que M es proyectivo en o[M] y toda clase de pretorsion
hereditaria en o[M] es M-dominada. Entonces M es de longitud finita.

Demostracion. Sea Ly la clase de moédulos que son localmente de lon-
gitud finita en o[M], que por es una clase de pretorsion hereditaria en
o[M].

Por el Teorema M es semiartiniano y entonces M*M < M también
es semiartiniano.

Por otro lado M —torsp es una reticula neteriana, pues M cumple las hi-
potesis del Corolario [.11]y ademés toda clase en M —torsp es M-dominada,
por tanto para todo 7 € M — torsp tenemos que 71 = (r7), para algiun
o € OR finito. Asf en particular para el M-zoclo: M“M = (zocpy)n(M*M) =
z0c, (M* M) donde n > 0, es finito y es la longitud de Loewy de M*M.

Supongamos que M*M = () entonces como la longitud de Loewy de MM
es finita, podemos formar la siguiente sucesion:

MFEM e MFM /206, ((MPM) — § ——0

en donde S es un submodulo simple de M*M /zoc,,_1(M*M), por tanto exis-
te un submodulo maximo L < M*M. Consideremos la siguiente sucesion
exacta:

0— MM /[, ——> M/L —— M/M*M ——(

y como M*M /L es simple entonces es un modulo de longitud finita en o[M]
y como M es cerrado bajo productos entonces M/M*M € L;, de modo
que por la tltima parte de la Proposicion se concluye que M/L € Ly y
por tanto M* M < [ lo cual es una contradiccion pues L era un submodulo
propio de M*“Mm

De modo que necesariamente M*“M = 0, es decir, M = M/M*M € Ly,
y como M es finitamente generado entonces M es de longitud finita.

Este teorema generaliza un resultado de Beachy y Blair [I] que en vez de
pedir las hipotesis para un moédulo M las pide para el anillo R.

Corolario 4.14. Son equivalentes para un anillo R:
(i) rR es cerrado bajo productos.

(ii) rR es artiniano.
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Demostracion.

(i) = (i) rR es finitamente generado, proyectivo y generador de R — Mod, es
decir, es un progenerador de R — Mod y entonces cumple las hipotesis
del Teorema y entonces rR tiene longitud finita y por tanto pR
es artiniano.

(79) = (i) Es una consecuencia inmediata del <teorema [2.8]
[ |

Teorema 4.15. Sea R un anillo conmutativo, entonces para un R-mddulo
M son equivalentes:

(i) M es cerrado bajo productos.
(11) M es localmente artiniano.
Demostracion.

(i) = (éi) Sea N < M un submodulo ciclico, entonces N =g (R/I) para algtn
ideal bilateral I de R. Note que o[N]| = o[r(R/I)], es decir, hay una
correspondencia entre o[N] y R/I — Mod, por tanto N es un progene-
rador de o[N], y por tanto satisface las condiciones del Teorema
asi N es de longitud finita y por tanto artiniano.

Asi todo submodulo finitamente generado K de M es suma finita de
ciclicos artinianos y por tanto K es artiniano.

(79) = (i) Es una consecuencia inmediata del Teorema
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