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iv ÍNDICE GENERAL



Introducción

El presente trabajo da una visión detallada del artículo [11]. Un módulo
cerrado bajo productos M es un módulo para el cual todas las clases de
pretorsión hereditarias en σ[M ] son clases cerradas bajo productos. Beachy
y Blair demuestran en [1] (Corolario 3.3) que RR es cerrado bajo productos
si y solo si R es un anillo artiniano izquierdo, se pretende generalizar este
hecho para el caso de módulos.

Durante el primer capítulo se desarrolla un material básico sobre la retí-
cula de las clases de pretorsión hereditarias, pasando por sus biyecciones con
topologías lineales y prerradicales exactos izquierdos, también considerando
a las clases de pretorsión hereditarias como subcategorías plenas de la cate-
goría de R-módulos izquierdos, mientras se les compara con las categorías
de módulos σ[M ].

El segundo capítulo comienza dando varias equivalencias a la definición
de módulo cerrado bajo productos y se continua mostrando propiedades de
éstos relacionandolos con otras propiedades importantes como por ejemplo;
ser localmente artiniano, semilocal, poliforme, proyectivo o semiartiniano.
En particular, un resultado que repercute de manera importante es que todo
módulo localmente artiniano es cerrado bajo productos, lo cual nos acerca
al resultado de Beachy y Blair. En general el recíproco no es necesariamente
cierto, en el capítulo tercero se hace un particular tratado sobre este hecho,
encontrando un módulo cerrado bajo productos M tal que el zoclo de M es
igual a cero, es decir, no es semiartiniano y consecuentemente tampoco es
localmente artiniano.

Y finalmente en el último capítulo se demuestra que si M es un módulo
cerrado bajo productos, finitamente generado, proyectivo en σ[M ] y toda
clase de pretorsión hereditaria en σ[M ] es M -dominada entonces M es de
longitud finita. Este Teorema, junto con el hecho de que todo módulo local-
mente artiniano es cerrado bajo productos, generaliza el resultado de Beachy
y Blair.

1
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Capítulo 1

Preliminares

Durante todo el texto ⊂ denota contención propia y ⊆ contenido o igual,
R denotará un anillo asociativo con uno y R−Mod la categoría de módulos
izquierdos unitarios sobre el anillo R.

El símbolo de ≤ denotará la relación de submódulo en R −Mod, dado
un R-módulo M denotaremos por subR(M) a la retícula de submódulos del
módulo M y escribimos N ≤⊕ M cuando N ∈ subR(M) es un sumando
directo de M y N ≤e M para denotar que N es un submódulo esencial de
M .

OR será la clase de todos los ordinales.

1.1. Clases de Pretorsión Hereditarias

Definición 1.1. Sea T una subclase de R −Mod, decimos que T es una
Clase de Pretorsión Hereditaria si es cerrada bajo: submódulos (≤), cocientes
(÷), isomorfismos (∼=) y sumas directas (⊕).

A la colección de todas las clases de pretorsión hereditarias en R−Mod
la denotaremos R− torsp.
Definición 1.2. Diremos que un módulo N ∈ R−Mod está subgenerado por
otro móduloM ∈ R−Mod, si N es un submódulo de un móduloM -generado.

Definición 1.3. Sea C una clase no vacía en R −Mod, definimos la clase
σ[C ] como la colección de los módulos subgenerados por C ,i.e.

σ[C ] = {M ∈ R−Mod | ∃I ∃Ci ∈ C , i ∈ I ∃Xi, i ∈ I ∃V ≤
M
i∈I

C
(Xi)
i

tales que M � � //
M
i∈I

(C
(Xi)
i )/V } (1.1)

3



4 1.1 Clases de Pretorsión Hereditarias

Si C = {M} escribimos σ[M ] en vez de σ[{M}].

Lema 1.4. σ[C ] es la clase de pretorsión hereditaria más pequeña que con-
tiene a C .

Demostración. Primero veamos que σ[C ] ∈ R− torsp:

≤
i
Sea M ∈ σ[C ] y sea N ≤M entonces existe un morfismo

M � � //
M
i∈I

(C
(Xi)
i )/V

en donde Ci ∈ C y V ≤
L

i∈I(C
(Xi)
i ) y como N ↪→M entonces

N �
� //

M
i∈I

(C
(Xi)
i )/V

por tanto N ∈ σ[C ].

÷
i
Sea M ∈ σ[C ] y sea N ≤ M entonces, igual que antes existe un

morfismo N �
� //M � � // L

i∈I(C
(Xi)
i )/V y así

N ∼= N ′/V

con V ≤ N ′ ≤
L

i∈I(C
(Xi)
i ) de modo que

M/N ↪→ (
M
i∈I

(C
(Xi)
i )/V )/N

∼= (
M
i∈I

(C
(Xi)
i )/V )/(N ′/V )

∼= (
M
i∈I

(C
(Xi)
i )/N ′)

por tanto M/N ∈ σ[C ].

⊕
i
Sea {Mα}α∈Λ una familia de objetos de σ[C ] entonces para cada α ∈ Λ

existe un morfismo Mα
� � // L

i∈I(C
(Xiα)
iα )/Vα, así

M
α∈Λ

Mα ↪→
M
α∈Λ

(
M
i∈I

(C
(Xiα)
iα )/Vα)

∼=
M
α∈Λ

(
M
i∈I

(C
(Xiα)
iα ))/

M
α∈Λ

(Vα)

y se concluye que
L
α∈ΛMα ∈ σ[C ].
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Ahora veamos que efectivamente σ[C ] es la más pequeña, tomemos T ∈
R− torsp tal que C ⊆ T .

Sea M ∈ σ[C ] por definición M � � // L
i∈I(C

(Xi)
i )/V , pero como ca-

da Ci esta en la clase T entonces
L

i∈I(C
(Xi)
i )/V también lo está pues T

es cerrada bajo sumas directas y cocientes, pero también es cerrada bajo
submódulos, de modo que M también está en T .

�

Lema 1.5. Todo T ∈ R − torsp es de la forma σ[M ] para alguna M ∈
R−Mod.

Demostración. Sea T ∈ R−torsp, consideremos {Xi | i ∈ I} un conjunto
de clases de isomorfismo de cíclicos en T , (es conjunto pues a lo más hay
tantos como ideales izquierdos de R).

Ahora construimos
M =
M
i∈I

Xi

Demostraremos que T = σ[M ], así que si tomamos T ∈ T entonces
T =
P
x∈T xR, de modo que existe un epimorfismo

M (T ) // //
X
x∈T

xR

por tanto T es M -generado, y así T ∈ σ[M ].
Y si N ∈ σ[M ] entonces N ≤ H con H un módulo M-generado, y así

tenemos el siguiente diagrama:

M (T ) // // H

N
- 

<<

Es claro queM ∈ T puesM =
L

i∈I Xi conXi ∈ T ∀i ∈ I, asíM (T ) ∈ T ,
como H es cociente de M (T ) entonces H ∈ T y como N es submódulo de H
entonces N ∈ T .

De modo que T = σ[M ].

�

Proposición 1.6. R − torsp es una gran retícula completa con la relación
de inclusión.
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Demostración. Sea {Ti}i∈I una familia de elementos de R− torsp.
Note que el supremo de la familia queda descrito por el Lema 1.4, es

decir,
W
i∈I Ti es justamente σ[

S
i∈I Ti].

Ahora veamos que T ′ :=
T
i∈I Ti se comporta como

V
i∈I Ti, así que pri-

mero veamos que T ′ ∈ R− torsp:

≤
i
SeaM ∈ T ′ y N ≤M , entoncesM ∈ Ti∀i ∈ I, por lo cual N ∈ Ti ∀i ∈
I, y así N ∈ T ′.

÷
i
Sea M ∈ T ′ y N ≤M , entonces M ∈ Ti ∀i ∈ I, así M/N ∈ Ti ∀i ∈ I,
y así M/N ∈ T ′.

⊕
i
Sea {Mj}j∈J una familia de módulos en T ′, entonces Mj ∈ Ti ∀i ∈
I, ∀j ∈ J , así

L
j∈JMj ∈ Ti ∀i ∈ I, por tanto

L
j∈JMj ∈ T ′.

Y cualquier T ⊆ Ti ∀i ∈ I por definición satisface, que T ⊆ T ′.

�

1.2. Filtros Topológicos

Definición 1.7. Una topología lineal izquierda para R (o un filtro topológico
izquierdo de R), F es una familia de ideales izquierdos de R tales que:

(i) I ∈ F y I ⊆ J con J ≤ R entonces J ∈ F

(ii) I, J ∈ F entonces I ∩ J ∈ F

(iii) I ∈ F , x ∈ R entonces (I : x) ∈ F

Denotamos por R − fil al conjunto de filtros topológicos izquierdos de
R.

Ahora tenemos definidas dos familias de estructuras relacionadas con
nuestro anillo R, las cuales están relacionadas de una muy buena manera.

Teorema 1.8. Hay una biyección entre R − torsp y R − fil que conser-
va contenciones, así R − torsp es una clase cardinable pues R − fil es un
conjunto y R− fil hereda una estructura de retícula completa de R− torsp.



Capítulo 1. Preliminares 7

Demostración. Definiremos dos asignaciones para cada T ∈ R − torsp y
F ∈ R− fil así:

T 7−→ FT := {I ≤ R | R/I ∈ T } (1.2)
F 7−→ TF := {M ∈ R−Mod | ∀x ∈M, (0 : x) ∈ F} (1.3)

Veamos que dado T ∈ R− torsp, FT está en R− fil.

(i) Sea I ∈ FT y J ⊇ I un ideal izquierdo de R, entonces tenemos el epi-
morfismo canónico R/I // // R/J y como T es cerrada bajo cocientes
R/J ∈ T , por tanto J ∈ FT .

(ii) Sean I, J ∈ FT entonces tenemos el siguiente morfismo

R/I ∩ J // R/I ⊕R/J

definido por
x+ I ∩ J � // (x+ I, x+ J)

el cual es inyectivo, pues si (x+ I, x+ J) = 0 entonces x ∈ I y x ∈ J ,
por tanto x + I ∩ J = 0 y así como R/I ⊕ R/J ∈ T , R/(I ∩ J) ∈ T
pues T es cerrada bajo submódulos, por lo tanto I ∩ J ∈ FT .

(iii) Sean I ∈ FT y x ∈ R entonces R/I ∈ T y como el morfismo

R/(I : x) // R/I

definido por
r + (I : x) � // rx+ I

es monomorfismo, así se tiene que R/(I : x) ∈ T pues T es cerrada
bajo submódulos, por tanto (I : x) ∈ FT .

concluimos así que FT ∈ R− fil.
Ahora demostremos que si F ∈ R − fil entonces TF es una clase de

pretorsión hereditaria.

≤
i
Sea M ∈ TF y N ≤ M entonces ∀x ∈ M el anulador (0, x) ∈ F , en
particular para toda x en N , por tanto N ∈ TF .

÷
i
Sea M ∈ TF y N ≤M , y tomemos x+N ∈M/N entonces:

(0 : x+N) = {r ∈ R | r(x+N) = 0}
= {r ∈ R | rx ∈ N}
= (N : x)
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Pero como M ∈ TF y x ∈ M entonces (0 : x) ∈ F , ahora observe que
(0 : x) ⊆ (N : x), lo cual implica que (N : x) = (0 : x + N) ∈ F para
todos los x+N ∈M/N .

⊕
i
Sea {Mi}i∈I una familia de módulos en la clase TF , tomemos (xi)i∈I ∈L
i∈IMi entonces

(0 : (xi)i∈I) = {r ∈ R | r(xi)i∈I = 0}
= {r ∈ R | rxi = 0,∀i ∈ I}

=
\
i∈I
{r ∈ R | rxi = 0}

=
\
i∈I

(0 : xi)

pero como (xi)i∈I ∈
L

i∈IMi entonces xi = 0 para casi toda i ∈ I, de
modo solo una cantidad finita de ideales (0 : xi) son distintos de R y
así la intersección de arriba es finita, además cada intersecando (0 : xi)
está en F entonces la intersección

T
i∈I(0 : xi) = (0, (xi)i∈I) está en F

para cualquier elemento de la suma directa (xi)i∈I , concluimos así queL
i∈IMi ∈ TF .

Así nuestras asignaciones (1.2) y (1.3) están bien definidas pues a cada
clase de pretorsión hereditaria la mandamos a un filtro topológico y viceversa.

Demostremos pues, que las asignaciones preservan el orden.
Sean F ⊆ F ′ dos topologías lineales de R, entonces si tomamos M ∈ TF

por definición para toda x ∈ M , (0 : x) ∈ F , pero así para toda x ∈ M ,
(0 : x) ∈ F ′, de modo que M ∈ TF ′ .

Y si consideramos ahora T ⊆ T ′ clases de pretorsión hereditarias de
R, entonces cada I ∈ FT cumple que R/I ∈ T , y por tanto R/I ∈ T ′
concluyendo que I ∈ FT ′ .

Lo único que nos hace falta demostrar es que las asignaciones (1.2) y (1.3)
son una inversa de la otra, lo cual haremos observando que TFT = T y que
FTF = F como sigue:

Sea T ∈ R− torsp, siM ∈ T entonces para cualquier x ∈M el morfismo

R/(0 : x) //M

dado por
r + (0 : x) � // rx
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es inyectivo (ergo R/(0 : x) ∼= Rx) , de modo que R/(0 : x) ∈ T y así
(0 : x) ∈ FT para toda x ∈M , por lo tanto M ∈ TFT .

Ahora sea M ∈ TFT entonces (0 : x) ∈ FT para toda x ∈ M , lo cual
implica que R/(0 : x) ∈ T , pero R/(0 : x) ∼= Rx por el morfismo de arriba,
y tenemos así que Rx ∈ T para toda x ∈ M , entonces

L
x∈M Rx ∈ T , pero

se tiene el epimorfismo M
x∈M

Rx // //M

por lo tanto M ∈ T . Concluimos que TFT = T .
Para la otra igualdad, sea F ∈ R− fil, si tomamos I ∈ F entonces para

cada x+ I ∈ R/I se tiene que (0, x+ I) = (I, x) ∈ F , así R/I ∈ TF , por lo
tanto I ∈ FTF .

Sea I ∈ FTF , entonces R/I ∈ TF , así para cada x + I ∈ R/I tenemos
que (0 : x+ I) ∈ F , en particular (0 : 1 + I) = (I : 1) = I ∈ F .

Y así tenemos ya que FTF = F , y por tanto el resultado que buscábamos.

�

Note que los ínfimos en R− fil son las intersecciones, y para una familia
de ideales izquierdos A denotamos por η(A ) :=

V
{F ∈ R − fil | A ⊂ F},

y si A = {A} escribimos η(A) en vez de η({A}).

Observación 1.9. Sea F un filtro topológico izquierdo en R entonces
T
F =

I es un ideal bilateral.
Puesto que si tomamos un elemento r ∈ R y suponemos que Ir * I

entonces existe J ∈ F tal que Ir * J , por lo tanto r /∈ J . Pero (J : r) ∈ F ,
de modo que I ⊆ (J : r), por lo que concluimos que Ir ⊆ J , lo cual es una
contradicción, así necesariamente I es un ideal bilateral.

Proposición 1.10. Si F el filtro topológico asociado a la clase de pretorsión
hereditaria T entonces son equivalentes:

(1) T es cerrada bajo productos.

(2) F es cerrada bajo intersecciones.

(3) F = η(I) para algún ideal bilateral I de R.

Demostración.

(1)⇒ (2) Sea {Ij}j∈J una familia de ideales izquierdos de R contenida en F ,
entonces para cada j ∈ J tenemos que R/Ij ∈ T , así

Q
j∈J R/Ij ∈ T .
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Considere el morfismo R
f // Q

j∈J R/Ij tal que f(x) = (x+ Ij)j∈J

entonces nuc(f) =
T
j∈J Ij de modo que

R/(∩j∈JIj) = R/nuc(f) ↪→
Y
j∈J

R/Ij

por tanto R/(∩j∈JIj) ∈ T , así
T
j∈J Ij ∈ F .

(2)⇒ (3) Como F es cerrada bajo intersecciones arbitrarias entonces considere
I =
T
F el cual por la Observación 1.9 es un ideal bilateral en F .

Afirmamos que F = η(I).

Como I ∈ F esto implica que η(I) ⊆ F . Si J ∈ F entonces I ⊆ J de
modo que J ∈ η(I).

(3)⇒ (1) Sea {Mj}j∈J una familia de R-módulos en T , entonces si j ∈ J y
xj ∈ Mj el ideal (0 : xj) ∈ F = η(I), así I ⊆ (0 : xj) ya que I es un
ideal bilateral y si tomamos un elemento (xj)j∈J ∈

Q
j∈JMj se tiene

que
I ⊆
\
j∈J

(0 : xj) = (0 : (xj)j∈J)

es decir, (0 : (xj)j∈J) ∈ F para todo (xj)j∈J ∈
Q
j∈JMj , por lo tantoQ

j∈JMj ∈ T .

�

Diremos que un filtro topológico o una clase de pretorsión hereditaria es
Jansiana si satisface las condiciones equivalentes de la Proposición 1.10.

1.3. Prerradicales Exactos Izquierdos

Ahora vamos a hablar un poco sobre otra estructura que se va a relacionar
con las topologías lineales y con las clases de pretorsión hereditarias.

Definición 1.11. Sea r : R−Mod // R−Mod un funtor, decimos que
r es un prerradical si es un subfuntor del funtor identidad, es decir;

(i) Para todo R-módulo M se tiene que r(M) ≤M
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(ii) Para todo homomorfismo f : M // N se tiene que el siguiente cua-
drado conmuta:

M
f // N

r(M)
r(f) //

?�

OO

r(N)
?�

OO

donde r(f) = f |r(M).

Denotamos por R− pr a la clase de los prerradicales de R−Mod.

Vamos a darle estructura de orden a R − pr, así que si tenemos dos
prerradicales r, r′ decimos que r ≤ r′ si r es un subfuntor de r′, es decir,
para todo R-módulo M se tiene que r(M) ≤ r′(M).

Definición 1.12. Decimos que un prerradical es exacto izquierdo, si como
funtor es exacto izquierdo.

A la clase de los prerradicales exactos izquierdos sobre un anillo R la
denotaremos R− pei.

Lema 1.13. Sea r ∈ R− pr entonces r es exacto izquierdo si y solo si para
todo R-módulo M y submódulo N de M se tiene que r(N) = r(M) ∩N .

Demostración. Considere primero el siguiente diagrama conmutativo:

0 // N
i //M

η //M/N // 0

r(N)
r(i) //

?�

OO

r(M)
r(η) //

?�

OO

r(M/N)
?�

OO

Entonces como r(i) y r(η) son las restricciones de i y η tenemos que r(i) es
inyectiva, nuc(r(η)) = r(M)∩N e im(r(i)) = r(N), y con todo esto es claro
que

r(N) = r(M) ∩N
⇐⇒ nuc(r(η)) = im(r(i))

⇐⇒ r es exacto izquierdo.

�

Note que del diagrama del lema anterior se puede deducir que para todo
prerradical r se tiene la desigualdad:

(r(M) +N)/N = η(r(M)) = r(η)(r(M)) ≤ r(M/N)
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para todo módulo M y submódulo N . Y también se sigue que si r es exacto
izquierdo entonces r es idempotente, es decir, r(M) = r(r(M)) para todo
R-módulo M .

Teorema 1.14. La retícula R− torsp y la clase R−pei están en correspon-
dencia biyectiva, aparte tal correspondencia preserva el orden (en R− torsp
las contenciones y en R− pei los subfuntores)

Demostración. De modo similar que en el teorema anterior definiremos
dos asignaciones:

T 7−→ rT : R−Mod // R−Mod (1.4)

rT (M) =
X
N≤M
N∈T

N

r 7−→ Tr := {M ∈ R−Mod | r(M) = M} (1.5)

En primera es claro que rT es un prerradical, pues
P
N≤M
N∈T

N es un sub-

módulo de M , y si damos un morfismo f : M //M ′ entonces

f(rT (M)) = f(
X
N≤M
N∈T

N)

=
X
N≤M
N∈T

f(N)

≤
X

N ′≤M ′

N ′∈T

N ′ pues T es cerrada bajo imágenes homomorfas.

= rT (M ′)

Así las restricciones son funciones de rT (M) en rT (M ′). Veamos que
el prerradical es exacto izquierdo, sea M ∈ R −Mod y N ≤ M entonces
tenemos que rT (N) ⊆ rT (M) y rT (N) ⊆ N , por tanto tenemos que rT (N) ⊆
rT (M) ∩ N , por otro lado como rT (M) ∈ T y T es hereditaria, entonces
rT (M)∩N ∈ T y así rT (M)∩N ≤ rT (N) pues rT (N) es el submódulo más
grande de N que pertenece a T .

Ahora veamos que Tr es efectivamente una clase de pretorsión hereditaria:

≤
i
Sea M ∈ Tr y N ≤M entonces r(N) = r(M) ∩N = M ∩N = N .

÷
i
Sea M ∈ Tr y N ≤M entonces M/N ≥ r(M/N) ≥ (r(M) +N)/N =

(M +N)/N = M/N .
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⊕
i
Sea {Mi}i ∈ I una familia de módulos en T entonces r(

L
i∈IMi) =L

i∈I r(Mi) =
L
i∈IMi.

Falta demostrar que las asignaciones 1.4 y 1.5 son inversas. Sea r ∈ R−pei
entonces

rTr(M) =
X
N≤M
N∈Tr

N =
X
N≤M
N=r(N)

N

=
X
N≤M

r(N) pues r es idempotente.

pero como para cualquier N ≤ M tenemos que r(N) ≤ r(M), por tantoP
N≤M r(N) ≤ r(M) y para la otra contención solo hace falta ver que r(M)

es un sumando de
P
N≤M r(N).

Y ahora sea T ∈ R − torsp entonces TrT = {M ∈ R −Mod | rT (M) =
M}, así si tomamos M ∈ T tenemos que:

rT (M) =
X
N≤M
N∈T

N =
X
N≤M

N = M

la segunda igualdad es porque T es cerrada bajo submódulos. Y si tomamos
M ∈ TrT entonces M = rT (M) =

P
N≤M
N∈T

N entonces la suma directa cubre

a M , es decir; M
N≤M
N∈T

N // //
X
N≤M
N∈T

N = M

y como la suma directa está en T entonces M está en T .
Por lo tanto las asignaciones son inversas una de la otra, por último hay

que ver que preservan el orden.
Sean T , T ′ ∈ R−torsp tales que T ≤ T ′ y seaM un R-módulo, entonces

rT (M) =
X
N≤M
N∈T

N ≤
X
N≤M
N∈T ′

N = rT ′(M)

y así rT ≤ rT ′ .
Asimismo sean r, r′ ∈ R − pei tales que r ≤ r′ y sea M ∈ Tr entonces

M = r(M) ≤ r′(M) ≤M ergo r′(M) = M , de modo que M ∈ Tr′ .

�
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Note que en la definición de 1.5 puede ser sustituida por:

rT (M) =
X
T∈T

f∈Hom(T,M)

im(f) = Tr(T ,M)

que es justamente la T − traza de M y esto se debe a que T es cerrada bajo
imágenes homomorfas y bajo sumas directas.

Observación 1.15. Dado un prerradical r podemos construir el menor
prerradical exacto izquierdo r̃ mayor o igual que r, que se calcula como
r̃(M) = r(E(M))∩M , para ver que es exacto izquierdo lo calculamos en un
submódulo N de M , r̃(N) = r(E(N)) ∩N :

Sabemos que como E(N) es el mínimo inyectivo tal que N entra mono-
mórficamente en él, entonces E(N) �

� // E(M) , así por ser E(N) inyectivo
el monomorfismo anterior se escinde, de modo que existe K ≤ E(M) tal que
E(N)

L
K ∼= E(M).

Aparte como N �
� // E(N) tenemos que N ∩K = {0}, lo cual implica

que N ∩ r(K) = {0}.
Y así como r conmuta con sumas directas:

r̃(M) ∩N = r(E(M)) ∩M ∩N
= (r(E(N))⊕ r(K)) ∩N
= r(E(N)) ∩N
= r̃(N)

es decir, r̃ es exacto izquierdo.
Veamos que es el menor. Supongamos que existe otro prerradical exacto

izquierdo r′ tal que r ≤ r′ de modo que si M ∈ R−Mod entonces existe un
monomorfismo

M � � // E(M)

entonces tenemos que:

r(E(M)) ≤ r′(E(M))

⇒ r(E(M)) ∩M ≤ r′(E(M)) ∩M
⇒ r̃(M) ≤ r′(M) pues r′ es exacto izquierdo.

es decir, r̃ ≤ r′.

En seguida se puede decir lo siguiente:
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Corolario 1.16. R− pei tiene estructura de retícula completa, y sus opera-
ciones supremo e ínfimo están dadas por;

� ^
i∈I

ri
�
(M) =

\
i∈I

ri(M)

y � _
i∈I

ri
�
(M) =

â�X
i∈I

ri
�
(M)

entendemos por el símbolo
P
i∈I ri al prerradical que evaluado en un módulo

M se calcula como
P
i∈I ri(M).

Demostración. La estructura de retícula se sigue directamente del teore-
ma anterior. También por el teorema anterior basta notar que:

TV
i∈I ri

=
^
i∈I
Tri =

\
i∈I
Tri

= {M | ri(M) = M ∀i ∈ I}

= {M |
\
i∈I

ri(M) = M}

= TT
i∈I ri

Por tanto tenemos que el ínfimo es
V
i∈I ri =

T
i∈I ri.

Para el supremo veamos que ä�Pi∈I ri
�
(M) efectivamente es el supremo

en R− pei con la relación de subfuntor.
Primero es claro que rj ≤

P
i∈I ri ≤áPi∈I ri para cualquier j ∈ I. Sea r′ ∈

R − pei tal que rj ≤ r′ para toda j ∈ I, entonces para cualquier R-módulo
M , rj(M) ≤ r′(M) para toda j ∈ J implica que

P
i∈I rj(M) ≤ r′(M) y por

la Observación 1.15 tenemos que áPi∈I ri ≤ r′. Por tanto áPi∈I ri =
W
i∈I ri.

�

Daremos un ejemplo de que la suma de dos prerradicales exactos izquier-
dos no es un prerradical exacto izquierdo.

Considere el anillo R = Z2 o (Z2 ⊕ Z2), la extensión trivial de Z2 por
Z2 ⊕ Z2.

Podemos describir al anillo como:

R = {
�
a (x,y)
0 a

�
| a ∈ Z2, (x, y) ∈ Z2 ⊕ Z2}
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Y su retícula de ideales está dada por:

I1 = {
�

0 (0,0)
0 0

�
,
�

0 (1,0)
0 0

�
}

I2 = {
�

0 (0,0)
0 0

�
,
�

0 (0,1)
0 0

�
}

I3 = {
�

0 (0,0)
0 0

�
,
�

0 (1,1)
0 0

�
}

J = {
�

0 (0,0)
0 0

�
,
�

0 (1,0)
0 0

�
,
�

0 (0,1)
0 0

�
,
�

0 (1,1)
0 0

�
}

Note que el elemento
�

1 (0,0)
0 1

�
es el uno de R, además cualquier elemento de

la forma
�

1 (x,y)
0 1

�
es su propio inverso multiplicativo, de modo que no puede

haber más ideales que los nombrados arriba y estos cumplen que I1, I2 e I3

son simples isomorfos y J es el único ideal máximo de R.
Así la retícula de ideales de R es finita, por tanto R es artiniano. Como R

solo tiene un ideal máximo entonces R−Simp solo tiene un módulo simple,
digamos S.

Entonces por [4] (Nota 2.7 y Teorema 2.13) existe un anti-isomorfismo
de retículas entre la retícula de ideales de R y la retícula de submódulos
totalmente invariantes de E(S).

Llamemos N1, N2 y N3 a los tres submódulos de E(S) máximos con la
propiedad de ser totalmente invariantes, como S es un submódulo totalmente
invariante de E(S) entonces la retícula de submódulos totalmente invariantes
se ve de la siguiente manera:

•E(S)

•N1 •N2 •N3

•S

•0

Considere los prerradicales r1 y r2 que calculados en un módulo M son:

r1(M) = ω
E(S)
N1

(M) =
\
f−1(N1)

r2(M) = ω
E(S)
N2

(M) =
\
f−1(N2)

en donde ambas intersecciones corren sobre los morfismos f : M // E(S) .
Como E(S) es inyectivo los prerradicales r1 y r2 son exactos izquierdos pues
si tomamos R-módulos N ≤M , E inyectivo y K ≤ E totalmente invariante
entonces cada g : N // E se puede extender a una f : M // E y así
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g−1(K) = (f |N )−1(K) teniendo así la siguiente cadena de igualdades:

N ∩ ωEK(M) = N ∩
\
f−1(K)

=
\

(f |N )−1(K)

=
\
g−1(K)

= ωEK(N)

Donde las dos primeras intersecciones corren sobre morfismos f : M // E ,
la última intersección corre sobre morfismos g : N // E . De hecho se pue-
de demostrar que la retícula de prerradicales exactos izquierdos es isomorfa
a la retícula de submódulos totalmente invariantes de E(S) [4] (Proposición
2.11).

Ahora observe que:

(r1 + r2)(E(S)) = r1(E(S)) + r2(E(S)) = N1 +N2 = E(S)

(r1 + r2)(N3) = r1(N3) + r2(N3) = S + S = S

(r1 + r2)(E(S)) ∩N3 = E(S) ∩N3 = N3

estos cálculos nos llevan a que (r1 +r2)(N3) 6= (r1 +r2)(E(S))∩N3, es decir,
r1 + r2 no es un prerradical exacto izquierdo.

Ahora vamos a hacer notar dos hechos importantes sobre las tres retículas
isomorfas que tenemos:

Lema 1.17. Las retículas isomorfas R− torsp, R− fil y R− pei:

Son modulares.

Son superiormente continuas.

Demostración. Demostraremos estos hechos para la retícula R− pei.

Sean r, s, t ∈ R− pei tales que r ≤ t entonces, usando la modularidad
en la retícula de submódulos de E(M) y que t(E(M)) ∩M = t(M),
es decir, que t es exacto izquierdo, tenemos la siguiente cadena de
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igualdades:

((r ∨ s) ∧ t)(M) = (ßr + s(M)) ∩ t(M)

= (r + s)(E(M)) ∩M ∩ t(M)

= [r(E(M)) + s(E(M))] ∩M ∩ t(M)

= [r(E(M)) + s(E(M))] ∩ t(E(M)) ∩M
= [r(E(M)) + [s(E(M)) ∩ t(E(M))]] ∩M
= [r(E(M)) + (s ∧ t)(E(M))] ∩M
= (r + (s ∧ t)(E(M)) ∩M

= å(r + (s ∧ t)(M)

= (r ∨ (s ∧ t))(M)

Por tanto la retícula es modular.

Sean ri con i ∈ I una familia dirigida de prerradicales exactos izquier-
dos, M un R-módulo y N ≤ M entonces usando el hecho de que la
retícula de submódulos de M satisface la condición AB5, tenemos lo
siguiente:

�X
i∈I

ri
�
(N) =

X
i∈I

ri(N)

=
X
i∈I

(ri(M) ∩N)

=
X
i∈I

(ri(M))
\
N

=
�X
i∈I

ri
�
(M)
\
N

De modo que el prerradical
P
i∈I ri es exacto izquierdo, pero

X
i∈I

ri ≤
ßX
i∈I

ri

de modo que en este caso se da la igualdad, por ser áPi∈I ri el supremo
de la familia de prerradicales exactos izquierdos {ri}i∈I .

�

Definición 1.18. Sean r, r′ ∈ R − pr definimos el producto de r con r′ que
calculado en un módulo es (r · r′)(M) = r(r′(M)) y el coproducto que se
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define en un módulo como (r : r′)(M) es el único submódulo de M que
contiene a r(M) y que (r : r′)(M)/r(M) = r′(M/r(M)).

Decimos que un prerradical r es idempotente si (r · r) = r y decimos que
es radical (o coidempotente) si (r : r) = r.

Los prerradicales exactos izquierdos se comportan bien con respecto a los
productos y coproductos de prerradicales, es decir;

Proposición 1.19. R− pei es cerrada bajo productos y coproductos.

Demostración. Sean r, r′ ∈ R − pei y N un submódulo de un R-módulo
M , entonces (r·r′)(N) = r(r′(N)) pero como r′ es exacto izquierdo y N ≤M
tenemos que r(r′(N)) = r(r′(M)∩N) y como r es exacto izquierdo y r′(M)∩
N ≤ r′(M) entonces r(r′(M)∩N) = r(r′(M))∩N ∩ r′(M) = r(r′(M))∩N
por tanto (r · r′) es exacto izquierdo.

Para demostrar que el coproducto es exacto izquierdo considere las si-
guiente sucesión:

0 // r(N)
f // (r : r′)(M) ∩N g // (r:r′)(M)

r(M)

T N+r(M)
r(M)

// 0

donde f(x) = x y g(x) = x+ r(M) veamos que la sucesión es exacta.
Es claro que f es inyectiva y que como r(N) ⊆ N y r(N) ⊆ r(M) ⊆

(r : r′)(M) tenemos que im(f) ⊆ (r : r′)(M) ∩ N . También es claro que g
es suprayectiva por que si x + r(M) ∈ (r:r′)(M)

r(M)

T N+r(M)
r(M) entonces x ∈ (r :

r′)(M) ∩N .
Ahora veamos que im(f) = nuc(g), sea x ∈ r(N) entonces g ◦f(x) = x+

r(M) = r(M) pues r(N) ⊆ r(M), ahora sea x ∈ nuc(g) entonces x ∈ r(M) y
x ∈ (r : r′)(M)∩N por tanto x ∈ r(M)∩(r : r′)(M)∩N = r(M)∩N = r(N)
así x ∈ im(f).

De éste modo tenemos que como la sucesión es exacta entonces;

(r : r′)(M) ∩N
r(N)

=
(r : r′)(M)

r(M)

\ N + r(M)

r(M)

= r′
� M

r(M)

�\ N + r(M)

r(M)

= r′
�N + r(M)

r(M)

�
pues r′ es exacto izquierdo.

= r′
� N

r(M) ∩N

�

= (r : r′)(N)/r(N)

Por tanto (r : r′)(N) = (r : r′)(M) ∩N .
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�

Definición 1.20. Para cada ordinal no cero α ∈ OR y cada prerradical
exacto izquierdo r definimos recursivamente las copotencias transfinitas de r
como:

r1 = r

si α = β + 1

rα = (rβ : r)

y si α es un ordinal límite
rα =

_
β<α

rβ

Note que si tenemos α ∈ OR un ordinal límite entonces la familia {rβ}β≤α
es un conjunto dirigido (está linealmente ordenado) y por tanto por el Lema
1.17
W
β<α rβ =

P
β<α rβ .

Proposición 1.21. Sea r ∈ R − pei entonces existe un α ∈ OR tal que
rα = rα+1.

Demostración. Ésto se debe al hecho de que R−pei es una clase cardina-
ble, y por tanto no puede pasar que rα < rα+1 para todo ordinal α, por que
así tendríamos una clase no cardinable de prerradicales exactos izquierdos
totalmente contenida en R− pei, lo cual no es posible.

�

De este hecho definimos como r̄ := rα con α el mínimo ordinal que cumple
que rα = rα+1, quien resulta ser el menor radical idempotente que es mayor
o igual que r, y es radical por dos hechos:

Si r(M) = {0} para alguna M ∈ R−Mod entonces

(r : r)(M)/r(M) = r(M/r(M)) = r(M/{0}) = {0}

y así por inducción transfinita r̄(M) = {0}.

Sea M ∈ R−Mod entonces

{0} = r̄(M)/r̄(M) = (r̄ : r)(M)/r̄(M) = r(M/r̄(M))

por tanto
{0} = r̄(M/r̄(M))
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1.4. Otras Construcciones

Al ser una clase de pretorsión hereditaria T una familia de módulos,
podemos considerarla como una categoría completa, es decir, los objetos son
los módulos de T y las flechas son todas los morfismos que ya existían en
R−Mod.

Así por ser T cerrada bajo sumas directas, submódulos y cocientes pode-
mos concluir fácilmente que los coproductos, subobjetos y objetos cociente
en T son los mismos que en R−Mod.

Nos interesa calcular los productos y las cápsulas inyectivas. Suponga que
M es el módulo tal que T = σ[M ]. Los productos los podemos calcular de
la siguiente manera, si {Ni}i∈I es una familia de R-módulos en T entonces:

TY
i∈I

Ni = rT
�Y
i∈I

Ni

�

junto con los morfismos

pj :
TY
i∈I

Ni
// Nj

que son las restricciones de las proyecciones originales en R −Mod. Sea X
un R-módulo en T junto con morfismos qj : X // Nj , entonces por la
propiedad universal del producto en R−Mod existe un único morfismo

ϕ : X //
Y
i∈I

Ni

Ahora le aplicamos el prerradical al morfismo ϕ y entonces tenemos el mor-
fismo

ϕ|rT (X) : rT (X) //
TY
i∈I

Ni

pero rT (X) = X por tanto ϕ|rT (X) = ϕ y im(ϕ) ⊆
QT
i∈I Ni. De modo que

tenemos a
QT
i∈I Ni caracterizado por la propiedad universal del producto, en

la subcategoría T .
Similarmente se demuestra que:

ET (M) = rT (E(M)).

También nos interesa tomar clases de pretorsión hereditarias en nuestra
nueva categoría T , es claro que una de éstas es una clase pretorsión heredi-
taria que está contenida en T . Si T = σ[M ] con M un R-módulo entonces
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denotamos por M − torsp al segmento de retícula [0, T ] de R − torsp, que
justamente son las clases de pretorsión hereditarias en la categoría σ[M ].

Note que dado un prerradical exacto izquierdo r ∈ R− pei entonces

r|σ[M ] := rM : σ[M ] // σ[M ]

es un prerradical exacto izquierdo en σ[M ] y calculado en un R-módulo N
en la categoría σ[M ] se ve de la forma:

rM (N) = r(N) = r(N) ∩N = r(N) ∧ σM (N)

donde σM es el prerradical exacto izquierdo asociado a σ[M ], de modo que
rM = r ∧ σM .



Capítulo 2

Módulos Cerrados Bajo
Productos

En éste capítulo vamos a estudiar más a fondo algunas propiedades la la
retícula M − torsp y de como éstas propiedades se relacionan con las clases
de pretorsión hereditarias Jansianas, para intentar caracterizarlas.

Definición 2.1. Sea T ∈ R − torsp y N ∈ R − Mod, diremos que un
submódulo N ′ de N es T -denso si

N/N ′ ∈ T .

El conjunto de todos los submódulos T -densos de N que lo denotamos
L(N, T ), es un filtro (en el sentido de teoría de retículas) en la retícula de
submódulos de N , es decir;

(i) si N ′ ∈ L(N, T ) y N ′ ≤ N ′′ entonces existe el epimorfismo canónico
N/N ′ // // N/N ′′ por tanto N/N ′′ ∈ T , así N ′′ ∈ L(N, T ),

(ii) si N ′, N ′′ ∈ L(N, T ) entonces tenemos el siguiente monomorfismo

N/(N ′ ∩N ′′) // // N/N ′
L
N/N ′′

que a cada x+ (N ′∩N ′′) ∈ N/N ′∩N ′′ le asigna la pareja (x+N ′, x+
N ′′), así N/(N ′ ∩N ′′) ∈ T , así N ∩N ′′ ∈ L(N, T ).

Lema 2.2. Sea T una clase de pretorsión hereditaria, y sea M un R-módulo
libre de pretorsión, es decir; rT (M) = {0}.

Si N ≤M es un submódulo T -denso entonces N ≤e M .

23
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Demostración. Sea K un submódulo no cero de M tal que N ∩K = {0},
consideremos el morfismo

M //M/N

entonces K // //M/N pero por un lado rT (K) ≤ rT (M) = {0} y por
otro como M/N ∈ T entonces K ∈ T y por tanto rT (K) = K, así que K no
tiene otra opción más que ser el módulo {0}, concluyendo que N es esencial
en M .

�

Adoptaremos la siguiente notación; NT :=
T
L(N, T ). En general NT no

es un submódulo T -denso de N , pero lo es justamente cuando T es Jansiano
pues en ese caso tenemos el morfismo

ϕ : N //
Y

N ′∈L(N,T )

N/N ′

cuyo núcleo es
nuc(ϕ) =

\
N ′∈L(N,T )

N ′ = NT

por tanto tenemos el monomorfismo N/NT // // Q
N ′∈L(N,T )N/N

′, de
modo que NT ∈ L(N, T ).

Ahora daremos algunas equivalencias, de lo que en adelante llamaremos
un módulo cerrado bajo productos, que justamente será el cual su clase de
pretorsión hereditaria asociada sea cerrada bajo productos.

Teorema 2.3. Para un R-Módulo izquierdo M , las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(1) Para toda T ∈ M − torsp y cualquier familia {Ni}i∈Γ ⊆ T se tiene
que
Qσ[M ]
i∈Γ Ni ∈ T .

(2) Para toda T ∈ M − torsp y N ∈ σ[M ] el conjunto de submódulos
T -densos de N es cerrado bajo intersecciones arbitrarias, o equivalen-
temente NT ∈ L(N, T ).

(3) Para toda T ∈ M − torsp y N ∈ σ[M ] finitamente generado el con-
junto de submódulos T − densos de N es cerrado bajo intersecciones
arbitrarias.
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(4) Si F es el filtro topológico de R asociado a σ[M ] entonces ∀G ∈ R−fil
tal que G ⊆ F y cualquier subconjunto G′ de G se tiene que si

T
G′ ∈ F

entonces
T
G′ ∈ G.

(5) Si rM es el prerradical exacto izquierdo asociado a σ[M ] entonces para
cualquier r ∈ R − pei tal que r ≤ rM y cualquier familia de módulos
{Ni}i∈Γ en σ[M ] se tiene que

Qσ[M ]
i∈Γ r(Ni) = r(

Qσ[M ]
i∈Γ Ni).

Demostración.

(1)⇒ (2) Sea T ∈ M − torsp y N ∈ σ[M ], igual que en la observación anterior
tenemos el monomorfismo

N/NT // //
Y

N ′∈L(N,T )

N/N ′

ahora como N ∈ σ[M ] entonces N/NT ∈ σ[M ] y por tanto

N/NT // // Trσ[M ]

� Y
N ′∈L(N,T )

N/N ′
�

=

σ[M ]Y
N ′∈L(N,T )

N/N ′

así nuestra hipótesis (1) implica que N/NT ∈ T , que es lo mismo que
NT ∈ L(N, T ).

(2)⇒ (3) (3) es un caso particular de (2).

(3)⇒ (4) Sea F ∈ R− fil el filtro topológico asociado a σ[M ] y sea G ⊆ F otro
filtro topológico y un subconjunto G′ ⊆ G tal que

T
G′ ∈ F .

Sea T la clase de pretorsión hereditaria asociada a G y como G ⊆ F
entonces T ∈M − torsp.

Consideremos el módulo cíclico N = R/
T
G′ ∈ σ[M ], ahora para cada

K ∈ G′ el módulo K/
T
G′ es T -denso en N pues

N/(K/
\
G′) = (R/

\
G′)/(K/

\
G′) ∼= R/K ∈ T

así el módulo \
K∈G′

K/
\
G′ ∼=
\
G′/
\
G′ = 0

por la hipótesis (3) es T -denso en N , por tanto N/0 = N ∈ T , así
tenemos que

T
G′ ∈ G.
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(4)⇒ (1) Sea F el filtro topológico asociado a σ[M ], sea T ∈M − torsp y G su
filtro topológico asociado, y sea {Ni}i∈Γ una familia de módulos en T .

Consideremos x = (xi)i∈Γ ∈
Qσ[M ]
i∈Γ Ni y tomemos G′ = {(0 : xi)}i∈Γ,

note que si xi ∈ Ni ∈ T entonces (0 : xi) ∈ G, así G′ ⊆ G y note
también que

T
G′ =
T
i∈Γ(0 : xi) = (0 : x) ∈ F , lo cual nos deja usar

nuestra hipótesis (4) concluyendo que (0 : x) ∈ G y como x ∈
Qσ[M ]
i∈Γ Ni

fue arbitraria tenemos que
Qσ[M ]
i∈Γ Ni ∈ T .

Finalmente demostraremos (1)⇔ (5). Sean {Ni}i∈Γ y r ≤ rM como en las
hipótesis de (5) entonces podemos formar el siguiente cuadrado conmutativo
al aplicar r a la proyección canónica ηj :

σ[M ]Q
i∈Γ

Ni
ηj // Nj

r
�σ[M ]Q
i∈Γ

Ni

� r(ηj) //

?�

OO

r(Nj)
?�

OO

en donde r(ηj)(xi)i∈Γ = xj , por tanto por la propiedad universal del producto
en σ[M ] existe un morfismo

r
� σ[M ]Y
i∈Γ

Ni

�
ϕ //

σ[M ]Y
i∈Γ

r(Ni)

pero como r(ηj) es la proyección para toda j entonces ϕ es una inclusión, pero
como cada r(Mi) ∈ Tr y r

�Qσ[M ]
i∈Γ Ni

�
es el mayor submódulo de

Qσ[M ]
i∈Γ Ni

que está en Tr entonces tenemos la igualdad.
Recíprocamente sea T ∈ M − torsp y {Ni}i∈Γ módulos en T , entonces

calculamos:

rT
� σ[M ]Y
i∈Γ

Ni

�
=

σ[M ]Y
i∈Γ

rT (Ni)

=

σ[M ]Y
i∈Γ

Ni

por tanto
Qσ[M ]
i∈Γ Ni ∈ T .

�
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Inmediatamente de este teorema podemos deducir lo siguiente.

Corolario 2.4. SiM ∈ R−Mod es cerrado bajo productos entonces también
todo módulo N en σ[M ] lo es.

Demostración. Si tomamos T ∈ N − torsp ⊆ M − torsp y H ∈ σ[N ] ⊆
σ[M ] entonces por (2) tenemos que HT ∈ T y así N es cerrado bajo pro-
ductos.

�

Una propiedad que nos va a interesar se demuestra en la siguiente pro-
posición:

Proposición 2.5. Sea M ∈ R −Mod un módulo cerrado bajo productos,
entonces todo cogenerador para σ[M ] es un subgenerador para σ[M ].

Demostración. Sea C un cogenerador en σ[M ], primero note que como
C ∈ σ[M ] entonces σ[C] ⊆ σ[M ], de modo que para cualquier N ∈ σ[M ]
existe un conjunto X tal que

N // //
σ[M ]Y
X

C

así que por el corolario anterior σ[C] es cerrada bajo productos y por lo tantoQσ[M ]
X C ∈ σ[C] y así N ∈ σ[C], concluyendo lo que queríamos.

�

2.1. Módulos Localmente Artinianos

Ahora vamos a ver como se relacionan los módulos cerrados bajo pro-
ductos con los módulos localmente artinianos, pero antes definiremos quienes
son éstos últimos y daremos algunas propiedades y ejemplos.

Definición 2.6. Decimos que un módulo M ∈ R−Mod es localmente arti-
niano (respectivamente localmente neteriano, respectivamente localmente de
longitud finita) si todo submódulo finitamente generado de M es artiniano
(respectivamente neteriano, respectivamente de longitud finita).

Note que si un módulo es artiniano entonces es localmente artiniano,
pues todos sus submódulos son artinianos y el regreso no necesariamente es
cierto.

Veamos ahora algunas propiedades de cerradura de módulos localmente
artinianos.
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Proposición 2.7. La clase de módulos localmente artinianos (resp. local-
mente neterianos, resp. de longitud finita) es cerrada bajo submódulos, co-
cientes, sumas directas.

Más aún, si 0 //M ′ //M //M ′′ // 0 es una sucesión exac-
ta en R −Mod tal que M ′ es artiniano (resp. neteriano, resp. de longitud
finita) y M ′′ es localmente artiniano (resp. localmente neteriano, resp. lo-
calmente de longitud finita) entonces M es localmente artiniano (resp. local-
mente neteriano, resp. localmente de longitud finita).

Demostración.

≤
i
Sea M ∈ R −Mod localmente artiniano y N ≤ M y sea N ′ ≤ N un
submódulo finitamente generado de N entonces también lo es de M y
así N ′ es artiniano.

÷
i
Sea M ∈ R − Mod localmente artiniano y N ≤ M y sea H/N ≤
M/N un submódulo finitamente generado de M/N , digamos H/N =Pn
i=1R(xi +N), note que H = N +

Pn
i=1Rxi.

Entonces la retícula de submódulos de H/N está en correspondencia
biyectiva con el segmento de retícula de submódulos de H que contie-
nen a N .

Pero H = N +
Pn
i=1Rxi por tanto tal segmento está a su vez en

correspondencia biyectiva con la retícula de submódulos de
Pn
i=1Rxi

la cual es artiniana.

Y por tanto H/N es artiniano.

⊕
i
Sea {Mi | i ∈ I} una familia de R-módulos localmente artinianos y
sea N =

Pn
k=1Rxk un submódulo de

L
i∈IMi finitamente generado

por los elementos {xj ∈
L
i∈IMi | j ∈ {1, ..., n}}, ahora considera los

índices J = {i ∈ I | (xk)i 6= 0 para algún k ∈ {1, ..., n}} en donde
(xk)i es la i-ésima coordenada de xk, note que J es finito pues todos
los elementos están en la suma directa y así casi todas sus coordenadas
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son cero, consecuentemente;

N =
nX
k=1

R(
X
i∈J

(xk)i)

≤
nX
k=1

X
i∈J

R(xk)i

∼=
M
i∈J

nX
k=1

R(xk)i

pero cada
Pn
k=1R(xk)i es un submódulo finitamente generado de Mi

por tanto es artiniano, y sabemos que la suma directa finita de ar-
tinianos es artiniano, entonces

L
i∈J
Pn
k=1R(xk)i es artiniano, pero

también sabemos que los submódulos de artinianos son artinianos, así
N es artiniano, que es lo que queríamos.

•
i
Para ver el último punto de la proposición considere

0 //M ′
f //M

g //M ′′ // 0

una sucesión exacta en R−Mod.

Supongamos que M ′ es artiniano y M ′′ es localmente artiniano.

Sea H ≤ M un submódulo finitamente generado, entonces f−1(H) es
artiniano puesN lo es y g(H) es artiniano pues es finitamente generado,
considere la sucesión exacta:

0 // f−1(H) // H // g(H) // 0

ser artiniano es cerrado bajo extensiones y por tanto H es artiniano.

Y así M es localmente artiniano.

Y como ser neteriano y de longitud finita también es cerrado bajo submódu-
los, sumas directas finitas, cocientes y extensiones, entonces el resultado se
sigue de sustituir la palabra artiniano en cada una de los incisos por neteriano
o de longitud finita según sea el caso.

�
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Ahora sí podemos ver fácilmente que si damos A un R-módulo artiniano,
entonces la suma directa infinita de copias de A no es artiniano, pero sí
es localmente artiniano. Otra cosa que es sencilla de ver a partir de ésta
proposición es que si tenemos un módulo localmente artinianoM entonces su
clase de pretorsión hereditaria σ[M ] está compuesta solamente por módulos
localmente artinianos lo cual nos será útil más adelante.

También los módulos semisimples son localmente artinianos, pues si to-
mamos un submódulo finitamente generado de un semisimple, entonces él
mismo es un semisimple con una descomposición que tiene un número finito
de sumandos y por tanto artiniano.

Si consideramos un grupo abeliano de torsión G y un subgrupo finitamente
generado H, entonces por el teorema fundamental de los grupos abelianos H
es suma directa de cíclicos de torsión (que son precisamente Zn con n ≥ 2),
pero esa suma es finita, aparte Zn es artiniano para toda n ≥ 2 y como la
clase de módulos artinianos es cerrada bajo sumas directas finitas entonces
H es artiniano.

De modo que los grupos abelianos de torsión son localmente artinianos

Una pregunta que puede surgir es: ¿Cómo se relacionan los módulos local-
mente artinianos con los módulos cerrados bajo productos? Una respuesta
está en el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Todo R-módulo localmente artiniano es cerrado bajo produc-
tos.

Demostración. Sean M ∈ R − Mod un módulo localmente artiniano,
T ∈ R − torsp y N ∈ σ[M ] un módulo finitamente generado. Como M es
localmente artiniano entonces N es localmente artiniano por la observación
de arriba, por tanto es artiniano ya que es finitamente generado, así cual-
quier conjunto no vacío de submódulos de N debe tener elementos mínimos,
en particular la familia L(N, T ) y entonces se cumple la condición (3) del
Teorema 2.3 por ser un filtro. Y por tanto M es cerrado bajo productos.

�

De modo que ya hemos construido una algunas clases de módulos cerrados
bajo productos y entre ellos están los módulos localmente artinianos, los
módulos semisimples y los grupos abelianos de torsión.
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2.2. Algunas Propiedades del Zoclo

Definición 2.9. Denotaremos por Zoc a la clase de pretorsión hereditaria
que consiste de todos los módulos semisimples en R−mod.

Note que el prerradical asociado Zoc es justamente el zoclo, el cual se
calcula en un módulo como zoc(M) =

P
αNα donde la suma recorre todos

los submódulos simples de M .

Definición 2.10. Dada una clase de pretorsión hereditaria σ[M ] denotare-
mos por ZocM a la clase de pretorsión hereditaria σ[M ] ∧ Zoc que consta
de todos los R-módulos semisimples en σ[M ], a su prerradical asociado lo
denotamos por zocM y los llamaremos M -zoclo haciendo hincapié cuando
nos referimos a la clase o al prerradical.

Observación 2.11. Si N ∈ σ[M ] entonces NZocM = J(N) el radical de
Jacobson de N , pues primeramente; NZocM =

T
{N ′ ≤ N | N/N ′ ∈ ZocM}

y si tomamos N ′ ≤ N un submódulo máximo entonces N/N ′ es simple y por
tanto está en ZocM , así NZocM ⊆

T
{N ′ ≤ N | N ′ es máximo} = J(N).

Para la otra contención si tomamos N ′ un submódulo de N tal que
N/N ′ ∈ ZocM entonces N/N ′ ∼=

L
i∈I Si con Si módulos simples para toda

i ∈ I, consideramos el morfismo:

f : N
ηN′ // N/N ′

∼= //
M
i∈I

Si

sabemos que nuc(f) =
T
j∈I nuc(fj) donde

fj : N
f //
M
i∈I

Si
pj // Sj

pero podemos quitar los intersecandos que sean N es decir, consideramos J
el subconjunto de I tal que j ∈ J si nuc(fj) 6= N ; de modo que para toda
j ∈ J se tiene que N/nuc(fj) ∼= Sj de modo que nuc(fj) es un submódulo
máximo de N , así N ′ = nuc(f) =

T
j∈J nuc(fj) por lo tanto J(N) ⊆ N ′ y

con lo que concluimos que J(N) = NZocM .

Esto nos da pie a probar la siguiente propiedad.

Proposición 2.12. Todo módulo cerrado bajo productos M es semilocal, es
decir, M/J(M) es semisimple.
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Demostración. Por el Teorema 2.3 inciso (2) tenemos que M/MZocM ∈
ZocM , y por la observación anterior MZocM = J(M) por tanto M/J(M) es
semisimple.

�

Definición 2.13. Un módulo N ∈ σ[M ] decimos que es M -singular si

N ∼= L/K con L ∈ σ[M ] y K ≤e L

Denotamos a la clase de R-módulos M -singulares como SM .

Lema 2.14. SM ∈M − torsp.

Demostración. Sea N ∈ SM y N ′ ≤ N , entonces N ∼= L/K con L ∈ σ[M ]
y K ≤e L entonces:

≤
i
N ′ ∼= L′/K con K ≤ L′ ≤ L y como K ≤e L también K ≤e L′.

÷
i
y N/N ′ ∼= L

K /
L′

K
∼= L/L′ y como K ≤e L entonces L′ ≤e L.

⊕
i
Para las sumas directas sea {Ni}i∈I una familia de R-módulos en SM ,
entonces cada Ni

∼= Li/Ki con Ki esencial en Li y Li ∈ SM para toda
i ∈ I así tenemos que: M

i∈I
Ki ≤e

M
i∈I

Li

y M
i∈I

Ni
∼=
L

i∈I KiL
i∈I Li

concluyendo así el lema.

�

Denotaremos al prerradical exacto izquierdo asociado a la clase de R-
módulos M -singulares como ZM : R−Mod // R−Mod .

Definición 2.15. Un R-módulo M es poliforme si ZM (M) = 0, es decir; M
es SM -libre de pretorsión.
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Observación 2.16. Sea N ∈ σ[M ] es claro que la siguiente contención de
conjuntos se cumple

{N ′ | N ′ ≤e N} ⊆ {N ′ | N/N ′ ∈ SM} = L(N,SM )

la cual es traducida en

NSM =
\
L(N,SM )

⊆
\
{N ′ | N ′ ≤e N} = zocMN

Lo cual nos ayuda para demostrar la siguiente proposición.

Proposición 2.17. Todo R-módulo poliforme cerrado bajo productos tiene
zoclo esencial.

Demostración. Como M es un módulo SM -libre de pretorsión entonces
por el Lema 2.2 todo submódulo SM -denso es esencial en M .

Con lo que completamos la igualdad de la observación anterior, por tanto
zocM (M) = MSM y como M es cerrado bajo productos MSM es un submó-
dulo SM -denso de M , y por tanto esencial en M , es decir, zoc(M) ≤e M .

�

2.3. Módulos Proyectivos e Inyectivos

Definición 2.18. Un R-módulo P se dice que es N -proyectivo para algún
módulo N ∈ R−Mod si el siguiente diagrama con renglón exacto

P

f
��

f̂

~~
N // K // 0

pueda ser levantado a un diagrama conmutativo por un morfismo f̂ .
Y decimos que P es proyectivo en σ[M ] si para todo módulo N ∈ σ[M ]

se tiene que P es N -proyectivo.

Definición 2.19. Un R-módulo U se dice que es N -inyectivo para algún
módulo N ∈ R−Mod si el siguiente diagrama con renglón exacto

0 // K //

f
��

N

f̂~~
U
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pueda ser extendido a un diagrama conmutativo por un morfismo f̂ .
Y decimos que U es inyectivo en σ[M ] si para todo módulo N ∈ σ[M ] se

tiene que U es N -inyectivo.

Se puede ver en [12] que un módulo U ∈ σ[M ] es inyectivo en σ[M ] si
y solamente si es M -inyectivo. A diferencia de los módulos M -proyectivos y
proyectivos en σ[M ], en donde esta equivalencia no necesariamente se cum-
ple.

Daremos un ejemplo de ello: considere al conjunto de los números racio-
nales Q como Z-módulo.

Q es Z-proyectivo pues cualquier morfismo de Q en algún cociente de
Z es cero, por tanto levantable a todo Z.

Pero no es proyectivo en Z−Mod, pues si suponemos que si, es decir,
que Q ≤⊕ Z(X), entonces podemos encontrar un morfismo no cero
f : Q // Z y es tal, que im(f) es un subgrupo divisible no cero de
Z, lo cual no es posible.

Observación 2.20. Sea M ∈ R−Mod tal que M es proyectivo en σ[M ] y
considere un morfismo de R-módulos ϕ : M // N .

Si U es un submódulo totalmente invariante de M y N ∈ σ[M/U ], en-
tonces ϕ(U) = {0}

Demostración. Como N ∈ σ[M/U ] entonces existe un conjunto Λ tal que
ι : N �

� // (M/U)(Λ)/V . Así que haremos la demostración por partes;

Si f : M //M/U entonces consideramos el siguiente diagrama:

M

f
��

f̂

||
M

η
U //M/U // 0

Como M es proyectivo en σ[M ] el morfismo f se puede levantar a un
morfismo f̂ tal que f = ηU ◦ f̂ y por tanto f(U) = {0}.

Si g : M // (M/U)(Λ) entonces g =
P
πα◦g y por el inciso anterior

M
g // (M/U)(Λ) πα //M/U

cumple que πα ◦ g(U) = {0} para toda α ∈ Λ, por tanto g(U) = {0}.
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Por último si tenemos h : M // (M/U)(Λ)/V entonces considera-
mos el diagrama:

M

h
��

ĥ

ww
(M/U)(Λ)

η
V // (M/U)(Λ)/V // 0

y de igual manera existe ĥ tal que hace conmutar el diagrama, por
tanto por el inciso anterior h(U) = ηV ◦ ĥ(U) = {0}.

De modo que el morfismo ι ◦ ϕ : M // N �
� // (M/U)(Λ)/V es tal que

ι ◦ ϕ(U) = {0} pero como ι es inyectiva, por lo tanto ϕ(U) = {0}.

�

Proposición 2.21. Cualquier R-módulo U ∈ σ[M ] inyectivo en σ[M ] está
M -generado.

Demostración. Como U ∈ σ[M ] entonces U �
� //M (X)/V para algún

conjunto X y un submódulo V ⊆M (X).
Consideremos la sucesión exacta en σ[M ]:

0 // U //M (X)/V

y como U es inyectivo en σ[M ] la sucesión se escinde, por tanto existe un
epimorfismo de M (X)/V en U , pero entonces existe el morfismo:

M (X) // //M (X)/V // // U

testigo de que U es M -generado.

�

Lema 2.22. Sea M un R-módulo que es proyectivo en σ[M ] y U un submó-
dulo no cero totalmente invariante de M . Entonces:

(1) M/U es proyectivo en σ[M/U ].

(2) σ[M/U ] 6= σ[M ]
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Demostración. Para (1) considere una sucesión exacta en σ[M/U ]

A
ψ // C // 0

junto con un morfismo f : M/U // C , entonces cuando componemos con
la proyección de M en M/U resulta el siguiente diagrama:

M

η
U

��
f̄

��

M/U

f
��

A
ψ // C // 0

así como σ[M/U ] ⊆ σ[M ] todas las flechas están en σ[M ] y por tanto como
M es proyectivo en su categoría asociada f se puede levantar a un morfismo
f̄ tal que ψ ◦ f̄ = f ◦ ηU .

Ahora, como A ∈ σ[M/U ] y U es totalmente invariante en M entonces
por la Observación 2.20 f̄(U) = {0} y así podemos factorizar al morfismo
f̄ : M // A a través deM/U , es decir, existe un morfismo f̂ : M/U // A

tal que f̄ = f̂ ◦ ηU , por tanto ψ ◦ f̂ = f que es lo que queríamos.
Para (2) Supongamos que M ∈ σ[M/U ], entonces por la Proposición

2.21 tenemos que la M/U -cápsula inyectiva de M está M/U -generada, así
existe un conjunto Λ y un epimorfismo

f : (M/U)(Λ) // // Eσ[M/U ](M)

Ahora consideremos el diagrama

M

h

ss

e
��

M (Λ)

η
(Λ)
U

// // (M/U)(Λ)
f
// // Eσ[M/U ](M) // 0

y como M es proyectivo en σ[M ] entonces el diagrama se puede completar
con el morfismo h que es tal que e = f ◦ ηU(Λ) ◦ h y por la Observación 2.20
tenemos que U ∼= e(U) = f ◦ η(Λ)

U
◦ h(U) = f({0}) = {0} lo cual es una

contradicción pues U 6= {0}.

�
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Lema 2.23. Sea M un R-módulo tal que M es proyectivo en σ[M ] y sean
U1 y U2 submódulos de M totalmente invariantes no cero tales que U1 ⊃ U2,
entonces σ[M/U1] ⊂ σ[M/U2].

Demostración. Note que U1/U2 es un submódulo totalmente invariante
deM/U2, pues si consideramos un morfismo f : M/U2

//M/U2 tenemos
el siguiente diagrama con renglón exacto en σ[M ]:

M

η
U2
��

f̃

��

M/U2

f

��
M

η
U2 //M/U2

// 0

que puede ser completado a un diagrama conmutativo a partir de f̃ , pues M
es proyectivo en σ[M ], de modo que:

f(U1/U2) = f ◦ ηU2
(U1)

= ηU2
◦ f̃(U1)

⊆ ηU2
(U1) pues U1 ≤M es totalmente invariante.

= U1/U2

Por el Lema 2.22 inciso (2) tenemos queM/U2 es proyectivo en σ[M/U2],
lo cual implica que por el inciso (1) del mismo lema, pero esta vez aplicado
a U1/U2 ≤M/U2,

σ[M/U1] = σ
hM/U2

U1/U2

i
⊂ σ[M/U2].

�

2.4. Módulos Semiartinianos

Definición 2.24. Sea M un R-módulo, decimos que M es semiartiniano
(o también llamado módulo de Loewy) si para algún α ∈ OR se tiene que
zocα(M) = M , equivalentemente si todo cociente no cero de M tiene zoclo
no cero.

Lema 2.25. Son equivalentes para M ∈ R−Mod
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(1) M es semiartiniano.

(2) M/U tiene zoclo no cero para toda U submódulo propio totalmente
invariante de M .

Demostración.

(1)⇒ (2) Es claro.

(2)⇒ (1) Sea α = mín{γ ∈ OR | zocγ(M) = zocγ+1(M)} que se le llama la
longitud de Loewy del módulo M .

Observe que U = zocα(M) es un submódulo totalmente invariante de
M , de modo que:

zoc(M/U) = zoc(M/zocα(M))

= zocα+1(M)/zocα(M) = {0}

entonces M/U = {0} por (2) ergo M = U = zocα(M), por lo tanto M
es semiartiniano.

�

Teorema 2.26. Sea M un módulo cerrado bajo productos. Si M es proyec-
tivo en σ[M ] entonces M es semiartiniano.

Demostración. Consideramos el cogenerador para σ[M ]

C =
M
i∈Γ

Eσ[M ](Si)

donde {Si | i ∈ Γ} es un conjunto completo de representantes de clases de
isomorfismo de módulos simples en σ[M ]. Por la Proposición 2.5 C es un
subgenerador para σ[M ].

Como σ[M ] = σ[C] entonces M es un submódulo de un módulo C-
subgenerado, y podemos formar el diagrama con renglón exacto:

M

zz

� _

��
C(Λ) // C(Λ)/V // 0

el cual por la proyectividad de M en σ[M ] se extiende a un diagrama con-
mutativo a través de un monomorfismo pues a quien extendemos es una
inclusión.
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Supongamos ahora M 6= {0} pues de lo contrario M ya es semiartiniano.
Entonces zoc(M) 6= {0} porque C(Λ) tiene zoclo esencial ya que C lo tiene.

Consideremos un submódulo U de M totalmente invariante no cero, por
el Lema 2.22 M/U es proyectivo en σ[M/U ] y como también M/U ∈ σ[M ]
entonces por el Corolario 2.4 M/U es cerrado bajo productos. Repitiendo
todo el argumento para M/U concluimos que zoc(M/U) 6= {0}, y así por el
Lema 2.25 M es semiartiniano.

�
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Capítulo 3

Un Contraejemplo

3.1. El recíproco del Teorema 2.8 no es cierto

En esta sección daremos un ejemplo de un módulo M cerrado bajo pro-
ductos tal que zoc(M) = {0}, es decir, un módulo cerrado bajo productos
que no es semiartiniano, lo cual nos da un contraejemplo del recíproco del
Teorema 2.8 ya que:

Lema 3.1. Todo módulo localmente artiniano M es semiartiniano.

Demostración. Es claro que zoc(M) 6= {0}, pues si tomamos un sub-
módulo finitamente generado, entonces por ser artiniano tiene submódulos
simples.

Sea α la longitud de Loewy de M , supongamos que zocα(M) 6= M ,
entonces consideramos el submódulo cíclico deM generado por x /∈ zocα(M)
y así tenemos que

0 6= Rx+ zocα(M)

zocα(M)
=

Rx

Rx ∩ zocα(M)

pero como Rx es un módulo artiniano (por ser finitamente generado) y
Rx/(Rx ∩ zocα(M)) es un cociente de Rx entonces también es artiniano,
por tanto existen submódulos simples del cociente

Rx+ zocα(M)

zocα(M)
≤ M

zocα(M)

de modo que

zoc
� M

zocα(M)

�
6= {0}

41
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y así zocα(M) ⊂ zocα+1(M) lo cual es una contradicción a que α sea la
longitud de Loewy de M .

Por tanto zocα(M) = M , es decir M es semiartiniano.

�

Comenzaremos definiendo cierto tipo de anillos.

Definición 3.2. Decimos que un anillo R es un anillo en cadena izquierdo,
si la retícula de ideales izquierdos está linealmente ordenada por la inclusión.

Lema 3.3. Sea R un anillo en cadena izquierdo, entonces todo F ∈ R− fil
es de la forma:

η(I) = {K ≤ R | K ⊇ I}

o
η̂(I) := η(I) r {I}

para algún ideal bilateral I de R.
Y así la retícula R− fil es linealmente ordenada.

Demostración. Sea F un filtro topológico de R e I =
T
F , por la Obser-

vación 1.9 I es un ideal bilateral de R.
Si I ∈ F entonces F = η(I). Ahora, si I /∈ F considere J ∈ η̂(I), por

definición I ⊂ J por tanto existe K ∈ F tal que J * K pero R es un anillo
en cadena ergo K ⊆ J , de modo que J ∈ F . Se sigue que η̂(I) ⊆ F y la otra
contención es sencilla, por tanto F = η̂(I).

Para la segunda afirmación del lema considere dos filtros en R − fil,
F1,F2 entonces existen ideales bilaterales I y J de R, tales que:

F1 es igual a η̂(I) o η(I)

y
F2 es igual a η̂(J) o η(J)

sin pérdida de generalidad podemos suponer I ⊂ J , por ser R anillo en
cadena y por que el caso I = J es inmediato de la primera parte.

Y entonces es fácil ver que:

η̂(J) ⊆ η(J) ⊆ η̂(I) ⊆ η(I)

de modo que la retícula R− fil resulta linealmente ordenada.

�
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Ahora recordamos que un ideal bilateral I de un anillo R se dice comple-
tamente primo si cada vez que ab ∈ I para dos elementos a, b ∈ R entonces
a ∈ I o b ∈ I.

Observación 3.4. Un ideal bilateral I de un anillo de cadena izquierdo R
es completamente primo si y solo si para todo a ∈ R tal que a2 ∈ I entonces
a ∈ I.

Demostración. La primera implicación es un caso particular de la defi-
nición, para hacer la implicación recíproca consideremos a, b ∈ R tales que
ab ∈ I y entonces Rab ⊆ I, ahora comparamos los ideales izquierdos Ra y
Rb. Como R es un anillo de cadena izquierdo entonces tenemos dos casos:

Rb ⊆ Ra lo cual implica que Rb2 ⊆ Rab ⊆ I, así b2 ∈ I y por tanto
b ∈ I.

Ra ⊆ Rb entonces Ra2 ⊆ Rba, pero note que (ba)2 = b(ab)a ∈ I pues
I es bilateral, por tanto ba ∈ I de modo que Rba ⊆ I y así a2 ∈ I y
concluimos que a ∈ I.

�

Lema 3.5. Todo ideal bilateral idempotente no cero de un anillo en cadena
es completamente primo.

Demostración. Sea I un ideal bilateral no cero tal que I2 = I, supongamos
que existe un elemento a en el anillo tal que a2 ∈ I y a /∈ I, entonces como
R es anillo de cadena tenemos que Ra2 ⊆ I e I ⊂ Ra. Así tenemos que:

I = I2 ⊆ I(Ra) = Ia ⊆ Ra2 ⊆ I

por tanto Ra2 = I, entonces

I = I2 = I(Ra2) = Ia2

de modo que existe un elemento y ∈ I tal que a2 = ya2, por tanto (1−y)a2 =
0. Pero ahora note que (1 − y) /∈ I, como R es anillo en cadena entonces
I ⊂ R(1−y), así y ∈ R(1−y) lo cual implica que R(1−y) = R, de modo que
existe x ∈ R tal que x(1−y) = 1. Concluimos que a2 = x(1−y)a2 = x(0) = 0,
y por tanto 0 = Ia2 = I lo cual es una contradicción.

�
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Como el objetivo de este trabajo se centra en las clases de pretorsión
hereditarias y para los siguientes resultados necesitamos ciertas nociones
de clases de torsión hereditarias, referiremos al lector a [5] y [7], en donde
se demuestra que hay una correspondencia biyectiva entre clases de torsión
hereditarias1, topologías de gabriel izquierdas2 y radicales exactos izquierdos.

Ahora si podemos enunciar el lema siguiente:

Lema 3.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para un ideal bilateral
propio I de un anillo en cadena izquierdo R.

(1) I es completamente primo.

(2) η̂(I) ∈ R− gab

Demostración.

(1)⇒ (2) Sean J,K ideales izquierdos de R, tales que K ∈ η̂(I) y (J : k) ∈
η̂(I) ∀ k ∈ K, para demostrar que J ∈ η̂(I) tenemos dos casos, K ⊆ J
y por tanto tenemos el resultado por ser η̂(I) filtro. Y el otro caso es
J ⊂ K, así que supongamos J /∈ η̂(I) entonces J ⊆ I. Como I ⊂ K
entonces tomamos un elemento a ∈ K r I y como (J : a) ∈ η̂(I)
entonces podemos tomar x ∈ (J : a) r I de modo que xa ∈ J ⊂ I lo
cual es una contradicción pues ni x ni a están en I. Por tanto J ∈ η̂(I).

(2)⇒ (1) Supongamos que existe un elemento a ∈ R tal que a2 ∈ I y a /∈ I
entonces como R es anillo en cadena tenemos que Ra2 ⊆ I ⊂ Ra,
consideramos la sucesión exacta:

0 // Ra/I // R/I // R/Ra // 0

Note que R/Ra,R/(I : a) ∈ Tη̂(I) y no es difícil ver que la función
ϕ : R/(I : a) // Ra/I que se calcula como ϕ(x+ (I : a)) = xa+ I
es un isomorfismo, por tanto como Tη̂(I) es una clase de torsión here-
ditaria, R/I ∈ Tη̂(I), lo cual es una contradicción pues I /∈ η̂(I).

1A las clases de módulos que son cerradas bajo submódulos, cocientes, sumas directas y
extensiones se les llama clases de torsión hereditarias. A la colección de éstas se le denota
por R− tors.

2Una topología de Gabriel izquierda F para R (también llamados filtros topológicos
idempotentes izquierdos), es una topología lineal izquierda para R que además cumple:
(iv) Si I es un ideal izquierdo y existe J ∈ F tal que para todo x ∈ J , el ideal (I : x) ∈ F

entonces I ∈ F .
Y la colección de los filtros de gabriel izquierdos se denota por R− gab.
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�

Proposición 3.7. Supongamos que R es un anillo en cadena izquierdo y
todo I ideal bilateral de R es idempotente.

Entonces toda topología lineal izquierda F es una topología de gabriel
izquierda (o equivalentemente toda clase de pretorsión hereditaria es una
clase de torsión hereditaria).

Demostración. Sea F ∈ R − fil entonces por el Lema 3.3 tenemos dos
casos:

F = η̂(I). Y por los Lemas 3.5 y 3.6 F es una topología de gabriel
izquierda.

F = η(I). En este caso, como R es un anillo en cadena, basta demostrar
que si J es un ideal izquierdo tal que para todo x ∈ I, (J : x) ∈ η(I)
entonces J ∈ η(I). Pero si (J : x) ∈ η(I) para algún x ∈ I entonces
I ⊆ (J : x), por tanto Ix ⊆ J y como x fue arbitrario tenemos que
I = I2 ⊆ J .

�

Ahora considere R un anillo en cadena izquierdo con J(R) el único ideal
bilateral no trivial y tal que J(R)2 = J(R).

Note que de este modo tenemos que J(R) es un ideal izquierdo máximo
entonces {R} = η̂(J(R)), por tanto tenemos los siguientes elementos no
triviales en R− fil (que por la Proposición 3.7 es R− gab).

F1 = η(J(R)) = {R, J(R)}

y
F2 = η̂({0})

de modo que R− fil resulta ordenada del siguiente modo:

{R} ⊂ F1 ⊆ F2 ⊂ subR(R)

Sean T1 y T2 las clases de torsión hereditarias asociadas a F1 y F2 res-
pectivamente.

Observe que si M ∈ T1 entonces para cualquier x ∈ M se tiene que
(0 : x) ∈ F1 lo cual implica que J(R) ≤ (0 : x), es decir, (0 : x) es R o es
J(R), de modo que:

M =
X
x∈M

Rx ∼=
X
x∈M

R/(0 : x)
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es un módulo semisimple. Y recíprocamente, si M ∈ R−Mod es semisimple
entonces M = (R/J(R))(X) para algún conjunto X y por tanto M ∈ T1. Es
decir, T1 = Zoc.

Si M ∈ T2 entonces se satisface la condición (4) del Teorema 2.3, pues
en los casos en que Fσ[M ] es {R} o es F1 se cumple trivialmente, y en el
caso en el que Fσ[M ] = F2 entonces si tomamos G′ un subconjunto de {R}
de nuevo el resultado es trivial y si G′ ⊆ F1 entonces

T
G′ es un elemento

de F1, pues G′ no tiene más opción que ser {R}, {J(R)} o {R, J(R)}. Así
todos los elementos de T2 son cerrados bajo productos.

Así pues, sea N ∈ T2 r T1, y M = N/rT1(N) = N/zoc(N) 6= {0}.
Entonces como rT1 es un radical exacto izquierdo (pues R− fil = R− gab),
zoc(M) = zoc(N/zoc(N)) = {0}.

De modo que construimos M un R-módulo que no es semiartiniano y
por el Lema 3.1 tampoco es localmente artiniano, por tanto el recíproco del
Teorema 2.8 no es cierto en general, así que en el siguiente capítulo nos
centraremos en dar ciertas condiciones para que sí lo sea.

3.2. Un dominio en cadena con sólo un ideal no
trivial idempotente

Ahora lo único que falta es encontrar un anillo en cadena izquierdo que
solo tenga un ideal bilateral no trivial, idempotente.

Haremos la construcción según el artículo [9]. Sea (E,�) la cadena donde
E = {0, 1} y 0 ≺ 1. La retícula de ideales de orden de E es Id(E) = {{0}, E}
que es justo como queremos que se vea la retícula de ideales propios de
nuestro anillo a construir.

Sean Θ = Z, D = {1} y (C,E) la cadena donde C = Θ × D y E es el
orden lexicográfico.

Consideramos el grupo abeliano ordenado libre generado por C, es decir,
(Z(C),v) ordenado antilexicográficamente. Tomamos su cono positivo (el
cual es un monoide abeliano ordenado) y lo llamamos

H ={f ∈ Z(C) | 0 ≤ f}
={f0} ∪ {f ∈ Z(C) | 0 ≤ f(c) si c = max{c′ | f(c′) 6= 0}}

en donde f0 es la función cero.

Lema 3.8. H es un monoide en cadena, es decir, la retícula de ideales-
monoide M (H) está linealmente ordenada.
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Demostración. Sean f, g ∈ H basta demostrar que f + H ⊆ g + H
o g + H ⊆ f + H. Sin pérdida de generalidad supongamos que f v g,
sean {c1, . . . , cn} ⊆ C tales que f(ci) 6= 0 o g(ci) 6= 0 entonces existe un
número m ∈ {1, . . . , n} tal que f(cm) ≤ g(cm) y f(ct) = g(ct) para toda
t ∈ {m + 1, . . . , n} considera h ∈ Z(C) dada por h(ci) = g(ci) − f(ci) note
que h(cm) ≥ 0 y h(ct) = 0 para toda t ∈ {m+ 1, . . . , n}, por tanto h ∈ H y
f + h = g, es decir, g +H ⊆ f +H.

�

Definición 3.9. Definimos una acción de Θ en H, dada por

(m · f)(c) = f(mc)

con m ∈ Θ y f ∈ H.
Llamamos a un ideal-monoide I Θ-invariante si para todo m ∈ Θ se

tiene que mI ⊆ I.
Llamamos a un ideal-monoide I absolutamente Θ-invariante si para todo

m ∈ Θ , f ∈ H se tiene que si m · f ∈ I entonces f ∈ I.

Sea K un campo cualquiera, construimos el anillo de series formales en
H con coeficientes en K:

A = K[[H]] = {
X
f∈H

xff | xf ∈ K y la suma tiene soporte bien ordenado}

en donde la suma está dada coordenada a coordenada y la multiplicación por
la regla (

P
f∈H xff)(

P
g∈H xgg) =

P
h∈H(
P
fg=h xh)h y está bien definida

por el hecho de que las sumas tienen soporte bien ordenado, Proposición
1.2.22 [6].

Lema 3.10. A es un dominio conmutativo.

Demostración. Corolario 1.2.23 [6].

�

Proposición 3.11. A es un anillo en cadena.

Demostración. Se concluye de que hay un isomorfismo de retículas entre
la retícula de ideales-monoide aumentada con el vacío como elemento menor,
M (H)∅ y la retícula de ideales de A, I (A), Proposición 1 [9]. Y de que H
es un monoide en cadena (Lema 3.8).

�
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Así A tiene un único ideal máximo, el cual llamaremos B y está formado
por todos los elementos en A que no son unidades, los cuales son precisamente
los que tiene coeficiente en f0 ∈ H distinto del cero en K, Proposición 1.2.24
[6].

Definición 3.12. Θ actúa naturalmente en A del siguiente modo;

m · (
X
f∈H

xff) =
X
f∈H

xf (m · f)

tomando m ∈ Θ y
P
f∈H xff ∈ A.

De manera similar se puede hablar de ideales Θ-invariantes y completa-
mente Θ-invariantes.

Lema 3.13. B es un ideal Θ invariante de A.

Demostración. Sea m ∈ Θ y b =
P
f∈H xff ∈ B, entonces xf0 6= 0 pero

como mf0 = f0 para toda m entonces xf0 también es el coeficiente de f0 en
mb.

�

Construiremos ahora el anillo de monoide torcido izquierdo (Left Skew
Group Ring).

R = A[Θ ] = {
X
m∈Θ

amm | am ∈ A y la suma tiene soporte finito}

donde la suma está dada coordenada a coordenada y la multiplicación está
dada distributivamente por la regla ma = (m · a)m con a ∈ A y m ∈ Θ .

Proposición 3.14. Considere el ideal P = B[Θ ] = {
P
xff ∈ R | xf ∈ B}

de R. El conjunto S = Rr P es un sistema de Ore izquierdo para R.

Demostración. El Lema 3.13 nos asegura que podemos usar la Proposición
12 [10].

�

Por último consideramos al anillo T = S−1R

Proposición 3.15. T es un anillo en cadena derecho.

Demostración. La retícula de ideales derechos de T es isomorfa a la retí-
cula de ideales de A, Proposición 3 [9].
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�

Proposición 3.16. Los ideales de T son idempotentes.

Demostración. Se sigue que todos los ideales-monoide de H son idempo-
tentes de la última parte del Lema 6 [9] y por el Corolario 4 [9] los ideales
de T lo son.

�

Proposición 3.17. T tiene solamente tres ideales.

Demostración. La retícula I (T ) de ideales de T es isomorfa a la retícula
de ideales Θ-invariantes de A IΘ(A), Proposición 3 [9].

La retícula de ideales Θ-invariantes de A IΘ(A) es isomorfa a la retícula
de ideales-monoide Θ-invariantes de H aumentada por ∅ como elemento
menor MΘ(H)∅, Proposición 1 [9].

La retícula de ideales-monoide propios Θ-invariantes deH MΘ(H)r{H}
es isomorfa a la retícula de filtros de orden de D, Fil(D), Corolario 7 [9].

Y solo basta decir que Fil(D) consta de un solo elemento.

�

Se puede describir de una mejor manera al único ideal no trivial de T , la
Proposición 13 [10] nos dice que éste es S−1P .

Finalmente consideramos el anillo opuesto de T , T op el cual resulta ser
el anillo en cadena izquierdo con un solo ideal bilateral no trivial.
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Capítulo 4

Resultados Finales

4.1. M -Dominancia y Compacidad

Definición 4.1. SeaM un R-módulo, llamaremos a una clase T ∈M−torsp
M -dominada si T tiene un subgenerador M -generado.

Observación 4.2. La colección de clases Ti ∈ M − torsp tales que son
M -dominadas es cerrada bajo supremos arbitrarios, pues si Ni es el subge-
nerador M -generado de cada clase Ti entonces:

_
i∈Λ

Ti =
_
i∈Λ

σ[Ni] = σ[
M
i∈Λ

Ni]

y como cada Ni es un módulo M -generado entonces
L

i∈ΛNi también lo es.

Note que si sucede que M ∈ σ[M ] es un generador para σ[M ] entonces
toda clase de pretorsión hereditaria es M -dominada.

Proposición 4.3. Sea M un R-módulo, si T es una clase de pretorsión
hereditaria M -dominada entonces T está subgenerada por la clase de todos
los cocientes de M de T -pretorsión.

Demostración. Sea N un subgeneradorM -generado de T , entonces existe
un epimorfismo:

f : M (X) // // N

Sean πi : M (X) //M y κi : M //M (X) la proyección y la inclusión
en la i-ésima coordenada, para cada i ∈ X.

51
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Considere el diagrama conmutativo:

L
i∈X

�
M

nuc(f◦κi)

�

π′
i
��

M (X) πi //

L
i∈X

hi 11

M
hi //

κi

��

M
nuc(f◦κi)

gi

��

M (X)

f

''
N

En donde π′i es la proyección canónica en la i-ésima coordenada, hi y gi
son la epimonofactorización de f ◦ κi para cada i ∈ X, de modo que hi es
epimorfismo y gi es monomorfismo, comoN está en T entoncesM/nuc(f◦κi)
también.

Tenemos que:

f =
X
i∈X

f ◦ κi ◦ πi

=
X
i∈X

gi ◦ hi ◦ πi

=
X
i∈X

(gi ◦ π′i ◦
M
i∈X

hi)

=
X
i∈X

(gi ◦ π′i) ◦
M
i∈X

hi

Ahora como:

M
i∈X

� M

nuc(f ◦ κi)

�
∼=

M (X)L
i∈X nuc(f ◦ κi)

∼=
M (X)

nuc(f)
∼= N

Así concluimos que

σ[N ] = σ
hM
i∈X

� M

nuc(f ◦ κi)

�i
= σ[{M/K | K ∈ L(M, T )}]

�
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Observación 4.4. Podemos decir ahora que si tenemos un módulo M ∈
R−Mod y una clase de pretorsión hereditaria T siempre se cumple que:

σ[M/MT ] ⊇ σ[{M/K | K ∈ L(M, T )}]

y la proposición anterior nos dice que la igualdad se da cuando T está M -
dominada.

Corolario 4.5. Sea M un R-módulo cerrado bajo productos, si T es una
clase de pretorsión hereditaria M -dominada entonces T = σ[M/MT ].

Demostración. Se sigue directamente de la Observación 4.4 y de que si
M es cerrada bajo productos entonces T ⊇ σ[M/MT ].

�

Para lo siguiente necesitaremos algunas nociones puramente reticulares.

Definición 4.6. Una retícula (L,�,∨,∧) completa es superiormente conti-
nua si

a ∧
_
x∈X

x =
_
x∈X

a ∧ x

para todo elemento a ∈ L y todo subconjunto dirigido X ⊆ L.

Definición 4.7. Sea (L,�,∨,∧) una retícula superiormente continua.
Decimos que un elemento c ∈ L es compacto si cada vez que c �

W
x∈X x

entonces c �
W
y∈Y y donde Y ⊆ X ⊆ L y Y es finito.

Lema 4.8. En la retícula R−torsp los elementos compactos son exactamente
las clases de pretorsión hereditarias que tienen un subgenerador finitamente
generado.

Demostración. Sea σ[M ] con M =
Pk
j=1Rmj finitamente generado y tal

que
σ[M ] ⊆

_
i∈I

σ[Ni] = σ[
M
i∈I

Ni]

entonces
M � � ϕ // (

M
i∈I

Ni)
(X)/V

para algún conjunto X.
Tomamos j ∈ {1, . . . , k} y entonces ϕ(mj) = ((nix)i∈I)x∈X + V , pero

entonces existen Ij ⊆ I y Xj ⊆ X finitos tales que

ϕ(mj) = ((nix)i∈Ij )x∈Xj + V
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por lo que

im(ϕ|Rmj ) ⊆
(
L
i∈Ij Ni)

(Xj) + V

V
=

(
L

i∈Ij Ni)
(Xj)

(
L

i∈Ij Ni)(Xj) ∩ V

De modo que Rmj ∈ σ[
L

i∈Ij Ni] y como j fue arbitrariamente escogida
entonces eso se cumple para todos los cíclicos que generan a M , al ser una
cantidad finita entonces tenemos que K =

Sk
j=1 Ij es un subconjunto finito

de I y también:
kM
j=1

Rmj ∈ σ[
M
i∈K

Ni]

lo cual implica que:
M ∈ σ[

M
i∈K

Ni]

de modo que σ[M ] es un elemento compacto de R− torsp.
Suponga ahora que σ[M ] es un elemento compacto de R − torsp y note

que
σ[M ] =

_
x∈M

σ[Rx]

consecuentemente por la compacidad existen {x1, . . . , xk} elementos de M
tales que

σ[M ] =
k_
i=1

σ[Rxi]

pero no es difícil ver que

k_
i=1

σ[Rxi] = σ
� kX
i=1

Rxi
�

con lo cual σ[M ] tiene un subgenerador finitamente generado.

�

Proposición 4.9. Sea M ∈ R−Mod un módulo cerrado bajo productos, si
M es finitamente generado entonces todas las clases de pretorsión heredita-
rias M -dominadas en σ[M ] son compactas.

Demostración. Sea T ∈M−tosrp M -dominada, entonces por el Corolario
4.5 tenemos que T = σ[M/MT ].

Y como M es finitamente generado entonces M/MT es finitamente ge-
nerado, por tanto T es compacto.
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�

Observación 4.10. Note que dadoM un R-módulo y una colección {Ti}i∈I
de clases de pretorsión hereditarias M -dominadas en σ[M ], para cada i ∈ I
existen R-módulos M -generados Ni, tales que Ti = σ[Ni], entonces la clase

T =
_
i∈I

Ti =
_
i∈I

σ[Ni] = σ[
M
i∈I

Ni]

es una clase en σ[M ] M -dominada, pues
L

i∈I Ni es M -generado.

Corolario 4.11. Si M ∈ R −Mod es un módulo cerrado bajo productos y
finitamente generado entonces no existen cadenas estrictamente ascendentes
de clases de pretorsión hereditarias M -dominadas en σ[M ].

Demostración. Considere la siguiente cadena ascendente de clases de pre-
torsión hereditarias M -dominadas en σ[M ]:

T1 ⊆ T2 ⊆ . . . ⊆ Tn ⊆ . . .

entonces por la Observación 4.10, T =
W
n∈N Tn es una clase M -dominada

y por tanto compacta (Proposición 4.9), de modo que T =
Wk
i=1 Tni así

Tk = Tk+j para todo número natural j.

�

Proposición 4.12. SeaM un R-módulo cerrado bajo productos, finitamente
generado, que cumple que M es proyectivo en σ[M ]. Entonces M satisface
la condición descendente de cadena en submódulos totalmente invariantes.

Demostración. Considere una cadena estrictamente descendente de sub-
módulos totalmente invariantes de M :

U1 ⊃ U2 ⊃ . . . ⊃ Ui ⊃ . . .

entonces por el Lema 2.23 tenemos una cadena estrictamente ascendente de
clases de pretorsión hereditarias:

σ[M/U1] ⊂ σ[M/U2] ⊂ . . . ⊂ σ[M/Ui] ⊂ . . .

observe que cada σ[M/Ui] es M -dominada, pero M es finitamente generado
y por el Corolario 4.11 no hay cadenas estrictamente ascendentes de clases
de pretorsión hereditarias M -dominadas, lo cual es una contradicción.

�
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Teorema 4.13. Sea M un R-módulo finitamente generado, cerrado bajo
productos, que cumple queM es proyectivo en σ[M ] y toda clase de pretorsión
hereditaria en σ[M ] es M -dominada. Entonces M es de longitud finita.

Demostración. Sea LM la clase de módulos que son localmente de lon-
gitud finita en σ[M ], que por 2.7, es una clase de pretorsión hereditaria en
σ[M ].

Por el Teorema 2.26 M es semiartiniano y entonces MLM ≤M también
es semiartiniano.

Por otro ladoM− torsp es una retícula neteriana, puesM cumple las hi-
pótesis del Corolario 4.11 y además toda clase enM−torsp esM -dominada,
por tanto para todo T ∈ M − torsp tenemos que rT = (rT )α para algún
α ∈ OR finito. Así en particular para elM -zoclo:MLM = (zocM )n(MLM ) =
zocn(MLM ) donde n ≥ 0, es finito y es la longitud de Loewy de MLM .

Supongamos queMLM 6= 0 entonces como la longitud de Loewy deMLM
es finita, podemos formar la siguiente sucesión:

MLM // //MLM /zocn−1(MLM ) // // S // 0

en donde S es un submódulo simple de MLM /zocn−1(MLM ), por tanto exis-
te un submódulo máximo L ≤ MLM . Consideremos la siguiente sucesión
exacta:

0 //MLM /L //M/L //M/MLM // 0

y como MLM /L es simple entonces es un módulo de longitud finita en σ[M ]
y como M es cerrado bajo productos entonces M/MLM ∈ LM , de modo
que por la última parte de la Proposición 2.7 se concluye que M/L ∈ LM y
por tanto MLM ≤ L lo cual es una contradicción pues L era un submódulo
propio de MLM .

De modo que necesariamente MLM = 0, es decir, M = M/MLM ∈ LM ,
y como M es finitamente generado entonces M es de longitud finita.

�

Este teorema generaliza un resultado de Beachy y Blair [1] que en vez de
pedir las hipótesis para un módulo M las pide para el anillo R.

Corolario 4.14. Son equivalentes para un anillo R:

(i) RR es cerrado bajo productos.

(ii) RR es artiniano.
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Demostración.

(i)⇒ (ii) RR es finitamente generado, proyectivo y generador de R −Mod, es
decir, es un progenerador de R−Mod y entonces cumple las hipótesis
del Teorema 4.13 y entonces RR tiene longitud finita y por tanto RR
es artiniano.

(ii)⇒ (i) Es una consecuencia inmediata del <teorema 2.8.

�

Teorema 4.15. Sea R un anillo conmutativo, entonces para un R-módulo
M son equivalentes:

(i) M es cerrado bajo productos.

(ii) M es localmente artiniano.

Demostración.

(i)⇒ (ii) Sea N ≤ M un submódulo cíclico, entonces N ∼=R (R/I) para algún
ideal bilateral I de R. Note que σ[N ] = σ[R(R/I)], es decir, hay una
correspondencia entre σ[N ] y R/I −Mod, por tanto N es un progene-
rador de σ[N ], y por tanto satisface las condiciones del Teorema 4.13
así N es de longitud finita y por tanto artiniano.

Así todo submódulo finitamente generado K de M es suma finita de
cíclicos artinianos y por tanto K es artiniano.

(ii)⇒ (i) Es una consecuencia inmediata del Teorema 2.8.

�
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