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La relacion Titius-Bode y los sistemas exoplanetarios

1. Introduccion

La relacion Titius-Bode (TB) es una simple progresion geométrica que
relaciona el semieje mayor de la érbita de un planeta con el nimero de orden
ascendente de su Orbita respecto al Sol. A lo largo del tiempo, esta controvertida
relacion matematica ha tenido sus aciertos asi como sus fallas cuando se aplica a
nuestro sistema planetario.

Esta historia empieza en 1766 cuando Johann Daniel Titius, profesor
aleman de la universidad de Wittenberg, enuncia una relacion matematica
empirica que seguian los planetas (conocidos en ese momento) del Sistema Solar.
Esta la publica como un pie de pagina en la traduccion al aleman del libro de
Charles Bonnet “Contemplation de la Nature”. Afios después fue publicitada por el
famoso astronomo Johann E. Bode, en la segunda edicion de su libro “Anleitung
zur Kenntnis des gestirnten Himmels” (Instroduccion para el conocimiento de los
cielos estrellados, 1772), donde muestra en una nota al pie de pagina, la misma
relacion que Titius habia publicado. (29)

Bode, siendo un gran divulgador de esta relacion, sugiere la existencia de
un nuevo planeta y, aplicando la relacidn, calcula su distancia heliocéntrica. En
1781 William Herschel descubrié Urano para el cual la relacion matematica de
Titius se ajustaba muy bien. Es por este sefialamiento y empefo de Bode, que se
le conoce como la relacion Titius-Bode. Esta relacion ayudaria al descubrimiento
de Neptuno.

En una formulacibn matematica moderna, la relacion Titius-Bode puede
expresarse asi:

a=04+03x2", (1.1)

donde n=-w 012...7, Mercurio corresponde a -», Venus a 0 y asi
sucesivamente con los demas planetas.

Gracias al avance tecnolégico, recientemente se ha descubierto un gran
namero de planetas fuera del Sistema Solar. Hasta el momento se han
descubierto 5 sistemas exoplanetarios multiples que contienen 4 o més planetas
(dos con 5 exoplanetas y tres con 4 exoplanetas).

Tal es el caso del sistema exoplanetario de 55 Cancri para el cual, en
noviembre del 2007, se descubrié su quinto planeta (11), convirtiéndolo en el
primer sistema con el mayor nimero de planetas extrasolares descubiertos hasta
el momento. En agosto del 2010, se anunci6 el descubrimiento de 7 exoplanetas
(dos exoplanetas por confirmar) que giran alrededor de la estrella HD 10180. De
ser confirmados los dos exoplanetas, lo convertirian en el sistema exoplanetario



con el mayor numero de planetas descubiertos (19). De la misma manera, en abril
del 2009 se anuncio el descubrimiento del cuarto planeta en el sistema
exoplanetario de Gliese 581 (24). El descubrimiento del cuarto planeta para los
sistemas Gliese 876 y HD 160691 (u Arae) se reportaron en Junio del 2010 (37) y
Agosto del 2006 (34) respectivamente.

Estos fueron estimulos suficientes para la elaboracion de esta tesis, cuyo
objetivo es el de verificar si existe una relacion Titius-Bode aplicada a estos
sistemas exoplanetarios, y hacer una generalizacion que en el futuro sirva de
herramienta para encontrar nuevos exoplanetas, asi como una posible justificacion
fisica a esta relacion empirica.

Este trabajo mostrara un analisis detallado sobre la relacion Titius-Bode
aplicada a los planetas del Sistema Solar, a algunos satélites de los planetas
mayores (Jupiter, Saturno y Urano) y, yendo mas lejos, a los sistemas
exoplanetarios de 55 Cancri, HD 10180, Gliese 581, Gliese 876 y y Arae.

Primero se hara una introduccion histérica sobre el desarrollo que ha tenido
esta relacion. A continuacion, se encontrara una relacion generalizada utilizando el
método de minimos cuadrados, la cual deberia ser valida para la mayoria de los
sistemas planetarios. La relacion seguiria cierta progresion geométrica para el
Sistema Solar (incluidos los satélites de Jupiter, Saturno y Urano); y después este
calculo se hard analogamente para los sistemas planetarios de 55 Cancri (5
planetas), HD 10180 (5 planetas), Gliese 581, Gliese 876 y y Arae (4 planetas),
para comparar la aplicacion de esta relacion tipo Titius-Bode. Estos resultados
serviran como herramienta para indagar la validez de la relacion de Titius-Bode.

Desde el punto de vista de la mecanica celeste, se estudiara y profundizara
en algunas preguntas como:¢Es la relacion TB consecuencia de las condiciones
iniciales en el disco protoplanetario? ¢Es el reflejo de un proceso dinamico de
relajacion en un sistema de planetas sujeto a mutuas perturbaciones
gravitacionales? ¢ Es debida al azar?

Es fundamental recalcar la importancia de la relacion Titius-Bode pues,
como se mostro en el pasado, esta relacion sirvié para poder predecir y descubrir
cuerpos del Sistema Solar, asi como algunos satélites de Jupiter y Saturno que se
acoplan a esta relacion.

Si la relacion TB también se aplicara a los sistemas exoplanetarios, esto
seria un gran avance para estudiar su creacion y formular modelos teoricos para
la formacion planetaria. Ademas nos proporcionaria una pista para buscar nuevos
exoplanetas, y para describir y analizar esta relacion desde en punto de vista
dinamico.



2. Contexto Historico de la Relacion de Titius-Bode

La idea de regularidad en el Sistema Solar ha inquietado a los cientificos
desde los inicios del estudio de la mecéanica celeste. No se puede profundizar en
el andlisis de la relacion Titius-Bode sin estudiar el origen y formacion del Sistema
Solar. El objetivo final seria que esta relacion empirica fuera una consecuencia de
la mecénica celeste, o de los procesos de formacidn del Sistema Solar. Estamos
aun muy lejos de lograr ese objetivo, pero el estable cimiento de una buena
formulacion empirica puede servir como guia a las teorias. Por otra parte, una
relacion empirica puede tener caracter predictivo, como ocurrié con la relacion TB
en el Sistema Solar, segun veremos mas adelante.

En este capitulo se expondrd en qué contexto histérico se formuld la
relacion TB y el papel que desempeiio en los descubrimientos de algunos de los
planetas de nuestro sistema planetario.

La crdnica sobre la relacién Titius-Bode empieza con el suizo Charles
Bonnet (1720 - 1793), filésofo natural, quien en 1764 publicé su libro
“Contemplation de la Nature” (Contemplacion de la naturaleza). Debido a la fama
del autor, el trabajo fue traducido a cuatro idiomas: aleman, italiano, escoceés e
inglés; la traduccion al aleman fue hecha por Johann Daniel Titius von Wittenberg.

Johann Daniel Titius (1729 — 1796) fue un astronomo aleméan. Crecio al lado
de su tio, un naturalista, quien impulsd su interés por la ciencia. Recibio su titulo
de maestria de la Universidad de Leipzig y se convirti6 en profesor en la
Universidad de Wittenberg.

En 1766, Titius se encargd de la
traduccion al aleméan del libro de Bonnet
y su gran contribuciébn hacia la
astronomia fue que no sélo elaboré la
traduccion sino que encontrd una simple
progresion geométrica para obtener las
distancias de los planetas al Sol, segun
el numero de orden de sus Orbitas.

Figura 2.1.
Johann Daniel Titius




Titius inserto esta relacion en el libro de Bonnet, entre parrafos 6 y 8 de la primera
parte. Esto fue lo que escribio:

“Una vez que usted se fija en la separacion entre cada uno de los planetas se dara
cuenta que cada uno se incrementa al aumentar sus distancias al Sol. Si suponemos que la
distancia del Sol a Saturno es de 100 unidades, entonces Mercurio dista 4 de esas unidades
del Sol; Venus 4+3=7 del mismo; la Tierra 4+6=10; Marte 4+12=16. Pero observe que
entre Marte y Jupiter ocurre una desviacion de esta tan exacta progresion. Después de
Marte sigue el lugar de 4+24=28 unidades, que en la actualidad ningun planeta ocupa. Y
¢entonces el Creador habrd dejado este lugar vacio? jNunca! Entonces apostemos con
confianza que, sin duda, este lugar corresponde a un satélite de Marte todavia no
descubierto; podriamos afiadir que quizds Jupiter también tenga varios satélites que adn
no se han visto con ningun cristal. Después de esta posicibn para nosotros aun
inexplorada, surge la de Jupiter en 4+48=52; y la de Saturno en 4+96= 100 unidades.
iQue maravillosa relacion!”.

En la primera edicion de la traduccion al aleman del libro de Bonnet, se
insertd este parrafo entre el texto del libro, pero para las ediciones siguientes se
paso al pie de pagina. Afios después, en 1772, el astronomo Bode presentd esta
misma férmula empirica, obtenida afios antes por Titius.

Johann Elert Bode, astronomo aleman,
(1747 - 1826) no tuvo una educacion
formal, fue educado por su padre para que
se encargara del negocio familiar. Poco a
poco fue interesandose por ciencias como
matematicas, geografia y, por ultimo, en la
astronomia.

Cuando su padre enfermé de
gravedad en 1765, Bode conocié a Johann
Georg Bisch (1728-1800) un profesor de
matematicas a nivel bachillerato en
Hamburgo, quien se sorprendio del
conocimiento y observaciones amateurs
que Bode habia realizado, y le permitio el
uso de sus libros e instrumentos para que
adquiera mayor conocimiento cientifico.

Figura 2.2. Johann Elert Bode

La primera publicacion de Bode versa sobre el eclipse solar del 5 de agosto
de 1776. A la sazon, Bode tenia 19 afios. En 1768 publico su libro de astronomia
"Anleitung zur Kenntnis des gestirnten Himmels" (Introduccién al conocimiento de
los cielos estrellados). La segunda edicion de este libro (1772), incluye un nuevo
capitulo y en un pie de pagina insertd una relacion empirica sobre las distancias



planetarias que originalmente habia formulado Titius, y que en adelante se
conocié como “Ley de Bode”.

Bode se fue volviendo un astronomo mundialmente famoso, fundador y
editor del Astronomische Jahrbuch, ademés de ser responsable de observaciones
importantes. Con el prestigio que tenia, Bode fue popularizando la relacion, cada
vez que tenia la oportunidad lo mencionaba en sus escritos. No fue sino hasta
afos después que Bode le di6 crédito a Titius por esta relacion.

La relacion Titius-Bode no tuvo gran impacto sino hasta el descubrimiento
de Urano en 1781. El 13 de marzo de 1781, William Herschel (1738 - 1822),
astronomo y musico aleman en la corte del rey Jorge lll de Inglaterra, descubrio el
planeta Urano utilizando un telescopio construido por €l mismo. En un principio
reportd que se trataba de un cometa pero observaciones posibles lo hicieron
cambiar de opinion. Inicialmente le dio el nombre de Georgium Sidus (la estrella
de Jorge) en honor al rey. Sin embargo, el nombre no perdur6 mas alla de Gran
Bretafia. Un astrbnomo francés propuso llamarlo Herschel en honor de su
descubridor, pero fue Bode quien propuso el nombre de Urano en honor al dios
griego, padre de Cronos —cuyo equivalente romano daba nombre a Saturno.

Urano se ajustaba a la distancia pronosticada por la relacion Titius-Bode.
Con esto, suscitd un gran interés entre los cientificos de la época a pesar de que
no se podia mostrar que estuviera sustentada por alguna ley fisica. Sin embargo,
todavia quedaba el espacio vacio entre las Orbitas de Marte y Jupiter por lo que el
descubrimiento de Urano provoco el inicio de la busqueda por el planeta aun no
descubierto en esa region.

Los astronomos que hacia esfuerzos para encontrar el planeta entre Marte
y Japiter, eran conocidos como los “detectives de Lilienthal”. Los lideres eran
Heinrich Wilhelm Matthaus Olbers (1758 - 1840) y Baron von Zach, astronomo
hangaro. Pero fueron rebasados por Guiseppe Piazzi (1746 - 1826) monje Italiano,
matematico y astronomao.

En el sitio predicho por la relacion TB, el primero de enero de 1801 Piazzi
encontré un pequefo cuerpo, desde el observatorio de Palermo en Sicilia, al cual
llamé Ceres Ferdinandea en honor de la diosa de Ceres y del rey de Napoles y
Sicilia, Fernando IV.



DELLA SGQOUER A
DEL HUOYQ FIANETA

CERERE FERDINANDEA
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Figura 2.3. Portada de la publicacion de Piazzi en 1802, titulado "Della scoperta del
nuovo pianeta Cerere Ferdinandea”

A pesar de los datos que suministré Piazzi y de que se publicaron muchos
articulos sobre Ceres, no se podia determinar su orbita. Ello tuvo que esperar
hasta que Karl Friedrich Gauss desarrollara un nuevo meétodo en mecanica
celeste, el método de minimos cuadrados* que sirvid para que Von Zach y Olbers
reencontraran independientemente a Ceres (un afio después), gracias a que el
mismo Gauss calculara su distancia media como ejemplo. La distancia media de
Ceres, calculada por Gauss, es de 2.76 UA, mientras que la prediccion de la
relacion Titius-Bode de 2.8 UA, jla relacion era validal

Ceres, con unos 1 020 Km. de didmetro, resulté ser demasiado pequefio
para merecer el titulo de planeta. Ceres es unas 15 veces mas pequefio que
Mercurio, y menor que muchas de las lunas conocidas en ese momento. Este
cuerpo, resultd ser uno de los primeros cuerpos pequefios que Orbitan en esa
region, que ahora se conoce como el cinturon principal de asteroides.

Poco tiempo después del descubrimiento de Ceres, el 28 de marzo de
1802, se descubrié un segundo asteroide, el cual se conoce hoy en dia como
Pallas. Posteriormente, descubrieron mas de estos objetos, como Juno en 1804 y
Vesta en 1807, este ultimo fue descubierto por el astrénomo aleman Karl Ludwing
Harding.

Una de las consecuencias del descubrimiento de Urano fue que los
cientificos empezaron a estudiar su movimiento. Conforme pasaban los afos, se
dieron cuenta que Urano no seguia exactamente la oOrbita que deberia obedecer
aplicando las leyes de Kepler, y llegaron a la conclusion que algo modificaba su
oOrbita. En 1842 la Academia de Gotinga ofrecié un premio a quien encontrara la
solucién al problema del movimiento de Urano.



En 1843, John Couch Adams (1819 - 1892) matematico y astronomo
inglés, calculd la orbita de un octavo planeta tomando en cuenta las anomalias
observadas en la orbita de Urano. Envio sus célculos a Sir George Airy, el
Astronomo Real, quien pidi6 mas informacion. Adams comenzd a redactar una
respuesta, pero nunca llegd a enviarla. Urbain Le Verrier (1811 - 1877),
matematico francés, publicd en 1846 sus calculos de la orbita independientemente
de Adams. Por ello, se le otorga el titulo de codescubridor del nuevo planeta que
fue llamado Neptuno.

Asi, Adams y Le Verrier, de forma independiente, calcularon la posicion de
Neptuno, el cual fue encontrado por Johann Gottfried Galle, el 23 de septiembre
de 1846, a menos de un grado de la posicion calculada por Adams y Le Verrier.

Como muestra la Tabla 2.1, el semieje mayor de la 6rbita de Neptuno no se
ajusta a la relacion TB.

El 18 de febrero de 1930, el astronomo estadounidense Clyde William
Tombaugh (1906-1997) desde el Observatorio Lowell descubrio el ahora llamado
“planeta enano” Pluton. La oOrbita de Plutén es la mas peculiar en el Sistema
Solar, esta a una distancia de 39.48 UA, lejos de la posicion prevista por la
relacion de Titius-Bode (77.20 UA). El posterior descubrimiento del Cinturon de
Kuiper, y en particular de Eris, que es mas grande que Plutén y que tampoco se
ajusta a la relacion Titius-Bode ha contribuido a desacreditar la relacion TB.

Semieje mayor Semieje mayor

Planeta " Obser\/Jado (E/JA) Titius-éode (yUA)
Mercurio -0 0.39 0.4
Venus 0 0.72 0.7
Tierra 1 1.00 1

Marte 2 1.52 1.6
Ceres 3 2.74 2.8
Japiter 4 5.20 5.2
Saturno 5 9.54 10
Urano 6 19.22 19.6
Neptuno 7 30.06 38.8

Tabla 2.1 Valores de los semiejes observados de los planetas de Sistema Solar y valores
predichos por la relaciéon Titius-Bode.



3. Relaciéon de Titius-Bode

3.1 Formulaciéon matematica de la Relaciéon Titius-Bode

La relacién de Titius-Bode (TB) es una simple sucesion en la cual se relaciona la
distancia orbital del cuerpo planetario con el nUmero de su 6rbita.

La relacion original, tal como la describe Titius en la traduccion aleman del libro de
Bonnet, es de la siguiente forma:

n+4
a:

o (3.1)

donde n= 036122448..., es decir, cada valor de n es dos veces el valor anterior,

y a representa el semieje mayor de la érbita. En aquella época solo se conocian
los planetas: Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Jupiter y Saturno.

La forma moderna de expresar la relacion TB es:
a=04+0.3x2", (1.2)

donde n=-w 012..7. Mercurio corresponde a -, 0 a Venus y asi
sucesivamente con los demas planetas.

3.2 Modificaciones a la Relacion Titius-Bode

Poco después de la formulacion original de la relacion TB, en 1795, el Bardn
von Zach, le sefial6 a Bode que hay una gran desviacion para los planetas
externos cuando el ajuste se hace con los dos primeros planetas, razon por la cual
la relacidn se tenia que rectificar.

Dos afios después, Johann Friedrich Wurm (1760-1833) logré un mejor ajuste.
La expresion de Wurm considera una ecuacion mas general.

a=b+cx2" (3.2
donde b= 0387y c= 0293para n=-o ,012....7.
El siguiente cambio a la relacion fue hecho en 1802, por Ludwing W. Hilbert

quien obtuvo una progresion geométrica donde no necesariamente la base del
exponente n debe ser igual a dos.

a=b+cxd", 3.3



donde b=038, c= 00872y d = 208 para n=-o 012...7.

Pliny Earle Chase (1820-1886) propuso que la ley de distancias planetarias
fuera de la siguiente forma:

7l
a=—@1+nmn). 3.4
32( ) (3.9
Aqui n= 1235917336597y los nUmeros se escogen arbitrariamente sin seguir
algun calculo dindmico.

Generalmente, las modificaciones de la relacion TB son de la forma de la
ecuacion (3.3).

En 1880, Gaussin utilizo una relacién sin término aditivo. Su formula,
aplicable de Mercurio a Neptuno es

a= 0209% 17226". (3.5

Mas adelante se dieron otras formulaciones de la relacion TB, mas
minuciosas Y fieles a los valores de Sistema Solar.

Recientemente, en 1978, Munini y Armellini sugirieron que la férmula TB,
valida desde Mercurio a Pluton, se puede escribir de la forma diferente

a= 0283 152", (3.6
conn=12..12
Para 1979, Basano y Hughes siguieron en la linea de la formulacién de la

relacion TB sin el sumando, es decir, propusieron una ecuacion con solo dos
constantes independientes.

a=al". (3.7)

Las constantes sone = 0285 y d=1.52,donde n=1 para Mercurio, n = 2 para
Venus, y asi consecutivamente hasta Pluton.



4. Teorias propuestas sobre la relacion Titius-Bode

Han pasado méas de 250 afios desde la publicacion de la relacion Titius-
Bode, durante los cuales la relacion ha estado sujeta a controversia y ha dividido
la opinion de los cientificos sobre su validez. Sin embargo, la relacion sigue
vigente; incluso en afos recientes se han publicado un buen nimero de articulos
con respecto a este tema.

Para el estudio actual de la relacion Titius Bode se han usado diferentes
enfoques, por ejemplo, de nuevos ajustes a partir de las orbitas de los planetas del
Sistema Solar (30), la validacion de la relacion por métodos estadisticos (20) (8)
(9) (28) o bien intentos de dar la explicacion y validacion fisica a esta relacion (14)
(8) (8) (15) (31). En este capitulo se tratara sobre algunos de estos.

4.1 Trabajos de S. F. Dermott

El objetivo los trabajos de Dermott (8) (9) es el de analizar si las
conmensurabilidades cercanas en cualquier sistema son parte de alguna
regularidad general, es decir, una progresion geométrica tipo Titius-Bode. El
primer articulo se concentra en hacer un ajuste a los periodos orbitales aplicando
minimos cuadrados en el Sistema Solar y los satélites de Japiter, Urano y
Neptuno.

El andlisis se aplica solo a los cuerpos “regulares”. Define un satélite como
“regular” si R<R., donde R es el radio critico para el cual la fuerza que el planeta
ejerce sobre el satélite es igual a la que él solo ejerce sobre él mismo.

Dermott observa que la frecuencia entre pares de movimientos medios es
mucho mayor que la esperada para una contribucion al azar. Esta preferencia
sugiere considerar una relacion en los periodos de la forma

T =T.A", (4.2)
donde T, es el periodo del cuerpo planetario, T. y A son constantes del ajuste.

Los sistemas que considera son los satélites de los planetas jovianos
(Japiter, Saturno y Urano). Toma en cuenta la sugerencia de otros autores que
han argumentado que es mejor concentrarse en los sistemas de satélites en vez
del sistema planetario para obtener alguna conclusion tedrica general sobre la
formacion planetaria porque esta puede ser confrontada con tres sistemas en vez
de uno, aunque lo mejor seria considerar a todos.

Una vez que el sistema de satélites es regular, los numera 1, 2, 3..., sdonde
s es el numero de satélites considerados, y entonces las constantes Ty A en la
ecuacion (4.1) pueden determinarse por un simple método gréfico. Este método
simple no puede tomar en consideracion el hecho de que algunas orbitas estén
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vacantes. Si esta posibilidad (que haya vacantes) se admite, hay que recurrir a la
computadora para un posterior analisis.

Analizando todas las posibles relaciones, utilizando todas las condiciones
para efectuar los ajustes para cada uno de los sistemas de satélites, se encuentra
gue para los sistemas de los planetas jovianos el niumero de 6rbitas vacantes en
los ajustes es cero. El valor de A para Jipiter es 2.00, 1.417 (o 2.007%?) para
Saturno y para Urano 1.753 (3.07%?). En cada uno de los resultados se muestra la
preferencia de conmensurabilidades en pares de periodos orbitales es decir a que
los cocientes de los periodos de los satélites con érbitas adyacentes se pueden
representar como fracciones de niumeros enteros.

Los resultados muestran para los sistemas de satélites regulares de los
planetas jovianos son altamente regulares, es decir, cada (estrella o planeta)
primaria tiene un niumero de secundarias regulares girando alrededor de ella, en el
mismo sentido que la primaria, con Orbitas casi circulares y ecuatoriales. El
analisis anterior muestra que la distribucion de periodos orbitales en cualquiera de
estos sistemas por ningln motivo es al azar y que los periodos se pueden
representar en una relacion tipo TB.

En un trabajo posterior, Dermott (9) demuestra que las regularidades en
estos sistemas de satélites no pueden ser atribuidas a efectos de marea.
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4.2 EIModelo de Hills

En 1970, el astrofisico norteamericano Jack Hills, publicé su teoria sobre la
relacion Titius-Bode (15). Este atribuye la relacidn Titius-Bode a la evolucion
dinamica, debida a interacciones gravitacionales de los planetas a partir de su
posicion inicial.

Hills observo que la relacion de Titius-Bode se aplica a los satélites de
Japiter, Saturno y Urano asi como a los planetas Sistema Solar. Como las
condiciones iniciales de estos satélites probablemente fueran distintas a las del
Sistema Solar, Hills sugiere que la relacién Titius-Bode (que el menciona como la
relacion de Bode) es resultado de un proceso de relajacién dinamica, es decir, que
hubo un periodo de fuertes encuentros gravitacionales antes de que los planetas y
los satélites se relajaran en las orbitas estables actualmente observadas.

Para comprobar esta hipétesis, Hills estudid numéricamente la evolucion
gravitacional de once sistemas planetarios hipotéticos, cada uno con una estrella
central de una masa solar y con masas planetarias muy distintas, Hills hace las
siguientes hipotesis:

 Los modelos numéricos son en dos dimensiones para simplificar los
calculos.

» Las semiejes y excentricidades iniciales fueron escogidas al azar.

* Los efectos de marea son despreciables.

* No se alcanza una estabilidad final en las 6rbitas.

Dos ejemplos de condiciones iniciales

Numero Masa . Tiempo de
Semiejes P
Caso de planetas . evolucién
Mt ez iniciales (UA) ~
planetas hipotéticos (anos)
“Sistema 5”4 10 veces la ~6,9,22, 29 4.2x10°
masa de Japiter
-4
“Sistema 11" 6 ox10 ~6-8 12x10°
masa Solar

A pesar de las grandes diferencias en las masas planetarias y en las
condiciones iniciales, varios de estos sistemas tienden a estados estacionarios. En
ellos es notable la tendencia a mostrar conmensurabilidades en los movimientos
medios es decir, que se muestra una tendencia entre los cocientes periodos
orbitales a formar fracciones de nimeros enteros . Como ejemplos representativos
muestra tres sistemas: el “sistema 5”, “sistema 11" y el sistema “9”.

En los sistemas que €l estudia, sigue la evolucion solo sobre intervalos de
tiempo limitados y ninguno llega a un equilibrio final. A pesar de eso, después de 1
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a 2x10° afios se establece una tendencia hacia la estabilidad. La figura 4.1 ilustra
la variacion en el tiempo de los semiejes de los planetas de los casos “5” y “11”.

a b
Figuras 4.1. Se muestran los histogramas de los cocientes en los periodos de los
“planetas” en el “sistema 5” (a) y el “sistema 11" (b).

a b

Figura 4.2. Cambio de los semiejes en el tiempo para los sistemas 5 (a) y 11 (b).

La figura 4.1(a) muestra la frecuencia de los cocientes de los periodos de los
planetas 2 y 4 para el sistema 5. Estos cocientes fueron evaluados cada 10 afios
después de los primeros 1000 afios de evolucién. La figura 4.1(b) muestra lo
mismo, pero para planetas mas alejados del sistema 11. Son claros los picos
correspondientes a las principales conmensurabilidades.

La interpretacion de Hills es que la relacidon Titius-Bode es consecuencia de la
tendencia gravitacional hacia las conmensurabilidades.
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4.3 El Principio de minima accion de interaccion

En 1975, Michael W. Ovenden (1926-1987) publicé en forma detallada una
posible explicacion para la relacion Titius-Bode. El trabajo de Ovenden se centra
en realizar integraciones numéricas en el, encuentra que cualquier sistema
planetario de n-cuerpos con masas puntuales pasa la mayor parte del tiempo en
configuraciones donde las interacciones planetarias son minimas. Esta es la idea
gue lo llevd a enunciar su Principio de minima accion de interaccion. (31) (32)

El principio de minima accion de interaccion menciona que un sistema
habitualmente se mantendra en una configuracion en la cual la accion asociada
con las interacciones mutuas de los planetas tiene un minimo local.

En la recapitulacion de trabajos previos que Ovenden realiza, menciona los
trabajos que dan un enfoque cosmogonico a la relacion de Titius-Bode, como los
de Schmidt y von Weizsacker, quienes utilizan la relacion para darle un significado
a sus teorias. Ademas, toma en cuenta los trabajos de Dermott y Hills (1970).
Resalta que Dermott encuentran resonancias entre ciertos asteroides y Marte, con
esto ellos interpretan que su historia en la escala de tiempo del Sistema Solar no
ha cambiado significantemente, pero esa conclusion no queda avalada por una
teoria cosmogonica convincente del Sistema Solar. Hills reporta integraciones
numeéricas de sistemas planetarios ficticios y también encuentra una tendencia a
las conmensurabilidades cercanas.

Siguiendo esta linea de estudio, Ovenden sugiere que la preferencia hacia
las conmensurabilidades cercanas en los sistemas satelitales y en el Sistema
Solar se debe a los efectos de perturbaciones mutuas, lo cual formaliza en el
Principio de minima accion de interaccion.

La energia de un sistema compuesto por una estrella primaria, de masa M,
y un planeta sencillo, de masa my,, esta dada por

E=-GMgm, /2a, (4.2)

donde a es el semieje mayor osculante del planeta con respecto a la primaria.
Para un sistema de n planetas, podemos generalizar esta expresion incluyendo la
energia potencial de la interaccidbn mutua, es decir:

- - m
E=-GM.,> —-R, 4.3
Do (4.3)
donde & es el semieje mayor del planeta i con respecto a la estrella primaria y

R:Zn:GmZn:mj /Py (4.4)

j=i+l
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donde p; es la distancia entre el i-esimo planeta y el j-esimo planeta.

Como la energia E se mantiene constante y p, varia con el tiempo, el semieje a

debe de cambiar en el tiempo. Ahora suponemos que los cambios seculares son
despreciables en un periodo orbital. Entonces puede escogerse formalmente un
conjunto de semiejes a; que definimos como constantes y escribimos

E:—legzn: m/2a, - R+V?, (4.5)

i=1

donde \? es una energia cinética, que toma en cuenta la energia cinética no
incluida en la definicion de las a;'s. En principio no se conoce los valores de las

oy V2 en cualquier tiempo dado. Sin embargo, si sabemos que
1. Puesto que el sistema es cuasi-estatico, el teorema del virial es valido para
el sistema como un todo (es decir, si T es el promedio temporal de la
L — . . = 1~
energia cinética total y Q el de la energia potencial, entonces T = _EQ)' El

teorema del virial es aplicable por separado para el primer termino, como lo
implica en la definicion de las a,'s. Entonces el teorema de Virial se aplica

para los dos ultimos términos, y podemos escribir los promedios temporales

, — 1—
de éstos como, Ve = +5 R. Entonces:

E=—GMSZn:m/2ai —;R (4.6)

i=1
La accién asociada a la interaccion de los planetas que interactian
mutuamente durante un tiempo T esta dada por

éF=j—W=R (4.7)

El promedio sobre el tiempo T de la accidn de interaccion es:

éffzﬁzvzdtj/} dt=2v2 =R (4.8)

Se formula en forma precisa el “principio de minima accion de interaccion”:
los sistemas planetarios con masas puntuales pasan la mayor parte del tiempo en
una configuracion en la cual la accién asociada a la interaccion entre los planetas
es un minimo local.
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Ovenden estudia analiticamente las consecuencias del principio de minima
accion de interaccion para sistemas de dos y tres planetas y, suponiendo orbitas
coplanares y excentricidades pequefias, encuentra que las configuraciones con
periodos conmensurables corresponden a minimos de accion de interaccion.

Ovenden extiende su estudio mediante integraciones numéricas de
sistemas de tres planetas, y confirma los resultados de Hills. Encuentra que los
sistemas pasan la mayor parte del tiempo en configuraciones con periodos
conmensurables, y que el transito de una configuracién a otra es muy rapido. Las
configuraciones con periodos conmensurables son aquellas con accién de
interaccion minima.
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4.4 Trabajo de F. Graner y B. Dubrulle (1994)

Estos autores hacen una revision de las interpretaciones y las explicaciones
de la relacion Titius-Bode. El propoésito de su trabajo es mostrar que la mayoria de
las relaciones tipo TB estan implicitamente vinculadas con la suposicion de una
invariancia de escala y rotacional.

Empiezan por hacer un repaso histérico desde la época de Platon.
Contintan en los tiempos modernos, exponiendo que la primera teoria
cosmoldgica heliocéntrica que muestra regularidad orbital proviene de Kepler,
guien asume una construccion donde cada oOrbita del planeta es un circulo
circunscrito a uno de los cinco poliedros regulares.

Y finalizan su repaso recordando que la blusqueda de orden en el sistema
solar fue revivida por Titius (1766) quien not6 que las orbitas de los planetas
conocidos (Mercurio a Saturno) siguen una progresion geomeétrica y postuld un
planeta perdido entre los planetas de Marte y Jupiter. Esta observacion fue
reformulada por Bode (1772) y expresada en una forma matematica por Wurm en
1787.

Graner y Drubulle dividen a las diversas teorias modernas de la relacion TB
en dos categorias: Cinematicas y dinamicas. Se refieren como dindmicas a las
teorias que asumen que la relacibn se remonta a un periodo anterior o
contemporaneo a la formacion de los planetas; donde la mayoria de ellas
describen inestabilidades que ocurren en el disco protoplanetario primordial y que
limitan sus caracteristicas fisicas. La segunda categoria, las teorias cinematicas,
asumen que la relacién fisicamente se origina de las interacciones orbitales
posteriores a la formacion de los planetas.

Hacen referencia a las teorias dindmicas que aparecen en el libro de Nieto
(1972) (29) quien estudia cuatro procesos fisicos: acrecion planetesimal,
gravedad, fuerzas electromagnéticas e hidrodindmica (inestabilidades turbulentas
en el disco protoplanetario).

Los autores hacen un analisis matematico en el cual estudian los diferentes
escenarios en los cuales muestran las condiciones para la invariabilidad rotacional
y escalar. EI modelo que proponen seria andlogo a estudiar un disco
protoplanetario plano. Sus principales conclusiones son las siguientes:

l. En cualquier sistema de dos dimensiones caracterizado por una
invariancia escalar y rotacional, los vectores base de Fourier mas
naturales son exgdik In(r/r,)].

Il. Como la gravitacion respeta a las dos invariantes, en un disco auto-
gravitatorio de dimension vertical despreciable la densidad de
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perturbaciones tiende a seguir una progresion geométrica de la forma
r, =r,K".

Si las relaciones tipo Titius-Bode del Sistema Solar son mas que puras
especulaciones numerologicas, simplemente deben de ser interpretadas
como una huella de la invariancia escalar y rotacional del disco
protoplanetario del sistema.

Ni las consideraciones simétricas, ni las observaciones del Sistema
Solar pueden discriminar entre una relacion Titius-Bode lineal y TB no-
lineal.
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4.5 El trabajo de Hayes y Tremaine (1998)

Uno de los trabajos que se debe mencionar es el articulo de Wayne Hayes
y Scott Tremaine (14) en el cual generan distribuciones planetarias con Orbitas
uniformemente distribuidas al azar entre 0.2-50 UA, con masas y con un orden
igual al de nuestro Sistema Solar, con el propésito de generalizar la relacion Titius-
Bode y compararla con la distribucion orbital planetaria.

En la generacion de estas distribuciones planetarias (utilizando el método
Monte-Carlo), se imponen ciertas condiciones iniciales para excluir sistemas
“inestables”, esto es, requiere que cada uno de los planetas adyacentes deben
estar separados por una distancia minima de k-veces de su radio de Hill. El radio
de Hill se define como

13
h=H,r; HM:(?,II\\A/IJ’ (4.9)

donde M es la masa del planeta, r el semieje mayor y Hy el radio de Hill fraccional.

Para orbitas no circulares, se requiere también que el afelio de los planetas
internos sea menor que el perihelio del planeta externo. En otras palabras si el i-
esimo planeta tiene un semieje mayor r; y una excentricidad g, se espera que
r(l+e)<r,(1-e,,). Un criterio méas estricto seria requerir que ain en su distancia

minima los planetas queden separados por un radio de Hill:
r(1+¢+ HMi)< ri+1(1_q _HMi) (4.10)

Los autores de este trabajo imponen otra condicion de estabilidad
mencionando que la frontera entre Orbitas estables e inestables ocurre en
resonancias de la forma j/j+1. Explican que es improbable que dos planetas se
formen en una resonancia mas cercana que 2:3. Para resonancias 2:3 se define
Hz.3 usando la tercera ley de Kepler como R,,= (3/2)%)/ combinando el radio de

Hill, la excentricidad y la condicion impuesta por la resonancia 2:3 se obtiene

(L) <r,(0-Vi), (4.11)
donde V = ma><(H23,q + HMi)

Para cada sistema planetario generado al azar que satisfaga este criterio de
radio de exclusidén, se hace un ajuste por minimos cuadrados a las distancias
orbitales r;

r = a+bc, (4.12)
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A esta relacion se le llamarad “Ley de Bode generalizada”. El ajuste se
ejecuta minimizando la funcion

i=0 i

X = i('og(wbc J-tog j (4.13)

con a,b>0 y c>1 Se hace el ajuste a log r en vez de r con el objeto de que el
error fraccional asociado a cada uno de los planetas, tenga igual peso.

Con estas condiciones, Hayes y Tremaine encuentran sistemas planetarios

espaciados regularmente, los cuales satisfacen relaciones TB. Mientras mas
estrictos sean los criterios de exclusidén, mejor se satisface la relacion.
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4.6 El trabajo de P. Lynch (2003)

Peter Lynch (20) se hace la misma pregunta que Dermott: Las relaciones
tipo TB que muestran una buena representacion de las distancias orbitales del
Sistema Solar (asi como de algunos sistemas satelitales) ¢Tienen algun
significado fisico o son debidas al azar?

Para analizar esta pregunta, Lynch utiliza un enfoque estadistico utilizando
el Método Monte Carlo.

Lynch hace una resefia y recapitula las conclusiones de un trabajo de
Dermott y Murray (27), en el cual obtienen que la probabilidad de que la
configuracion de los satélites observados haya surgido por azar es de 80%.
Retomando este caso, Lynch genera una poblacién alterna de grupos de periodos,
permite que cada uno de los satélites tome un valor del periodo al azar dentro de
una banda centrada en el mejor ajuste:

log T =log T+ ( n+ kyn)logA (4.14)

donde T, es el periodo orbital, To, A son constantes y y, es un ndmero al azar en

el intervalo [— 12,+]/2] y k es un parametro fijo positivo que determina el ancho de
la banda. Para k = 1 las bandas se limitan entre ellas.

Lynch toma como ejemplo una muestra de paquetes de periodos orbitales
con 50 casos, donde k = 2/3.Esta opcidn del valor de k es arbitraria, pero permite
una variacion en las configuraciones de satélites posibles mientras se asegura que
los encuentros cercanos (los cuales pueden tener inestabilidades catastroficas) no
ocurran. Con los resultados obtenidos, Lynch hace una comparacion de sus
poblaciones con los obtenidos por Dermott y Murray.

De su muestra de 10° casos, Lynch estima que P(x < x,)= 020. Cuando el
ancho de banda se incrementa a k = 1 la probabilidad estimada del patrén
observado se reduce a P(x < x,)= 005, indicando que la actual disposicién de

satélites de Urano es muy dificil que haya surgido del azar, contrariamente a lo
obtenido por Dermott y Murray.

A continuacién hace el mismo analisis aplicado al Sistema Solar. En
resumen, toma en cuenta a los diez cuerpos, los 8 planetas y los planetas enanos

Ceres y Plutén. Postula una progresiéon geométrica con las distancias orbitales. La
relacion es de la siguiente forma:

R =RA" n=1,2,3...,10 (4.15)
Para minimizar la desviacibn rms se escogen los parametros Ry y A

aplicando la tercera ley de Kepler de donde se obtienen las distancias planetarias
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a partir de los periodos observados. Los valores resultantes son R, = 02139 y
A= 1706, para estas constantes la discrepancia es x, = 00544.

Lynch calcula la poblacion al azar para el Sistema Solar, utilizando como
limites inferior y superior de los cocientes sucesivos de las distancias planetarias,
L=1503 y U = 2851, respectivamente. Genera 10° paquetes de periodos
orbitales; obtiene una probabilidad P(x < y,) de aproximadamente 0.39. Con
estos resultados se puede concluir que la configuracion planetaria que ajusta a
una relacion tipo TB tiene una probabilidad de 40% que haya surgido por el azar.

Variando el ancho de banda a k = 2/3 la probabilidad es P(x < x,)= 099
por lo que en este caso se concluye que esta muestra es completamente al azar.
Cuando cambia el ancho de banda a k=1, la probabilidad estimada
P(,Y < )(O) = 034, casi el mismo valor que con la poblacién de Dermott y Murray.

El autor de este trabajo muestra una alternativa al trabajo de Dermott y
Murray (27) generando diferentes poblaciones para el sistema satelital de Urano y
para el Sistema Solar. Sin embargo no llega a una conclusion sobre si la relacion
TB ha surgido de una distribucion al azar o es reflejo de algun proceso fisico.
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4.7 El trabajo de L. NesluSan

En este NesluSan trabajo utiliza el método de Lynch para continuar la
discusion sobre el significado estadistico de la correspondencia entre la
distribucion planetaria y una progresion geométrica.

El autor toma otro enfoque sobre el significado de la relacion Titius-Bode,
estudiando si la relacion de tipo potencial (r, =r,Q") asociada a la distribucion
planetaria es al azar pero no lo hace directamente utilizando esta relacion
potencial sino la relacion logaritmica log(r,) asociada a la distribucion orbital
planetaria.

Como primer paso, ajusta la relacion matematica
r, = rOQ”, (4.16)

donde r, es la distancia media a la estrella central del n-ésimo planeta, ro y Q son
constantes, y n es un entero positivo. Se hace el ajuste tomando los valores
observados de la secuencia de distancias planetarias. Especificamente, escoge
los parametros ro y Q tales que minimicen la desviacion media cuadrética, y. Para

este ajuste lo denotaremos como )(02.

En segundo lugar, realiza una simulacién Monte Carlo de series de 10°
secuencias de distancias planetarias artificiales, usando la féormula

log 1, =log § +(n+ky,)logQ, (4.17)

donde y, es un nimero al azar en el intervalo [- 12+12| y k es un pardmetro
positivo fijo que determina el ancho de banda en donde las distancias generadas
dadas se encuentran. Para k=1, el limite inferior de la banda coincide con el
limite superior de la banda anterior. Asi, la distribucién es continua y el método se
puede clasificar como puramente matematico. Se realizan dos simulaciones
independientes usando k=1 y k=2/3. Cada uno de los casos simulados, se ajusta a
la relacion (4.17) y a las secuencias artificiales obtenidas se les asocia su
desviacion x correspondiente. Utilizando el método anterior, se encuentra que la

relacion (4.17) se ajusta a la secuencia observada de todas distancias planetarias
(incluyendo al cinturén de asteroides y Plutdén) con probabilidad de 99% de ser al
azar con un ancho de banda k=2/3. Repitiendo la determinacion de la probabilidad
de la secuencia sin Plutén, el valor de la probabilidad es de 96%. Cuando no
existe separacion en las distancias vecinas (k=1), la ecuacion se ajusta a la
progresion de distancias planetarias (sin Pluton) con P(X<)(o):29’/0- Estos

resultados son muy parecidos a los resultados obtenidos por Lynch.
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Con una serie de argumentos un tanto extrafios, el autor propone que la
distancia orbital media de la Tierra no debe considerarse en el ajuste bajo esta
premisa, obtiene que la probabilidad es de 0.3% si las Orbitas planetarias cerradas
estan prohibidas, es decir, con un ancho de banda (k=1). Pero la probabilidad se
incrementa a un 3% cuando el ancho de banda es k=2/3. Estos valores, son
mucho menores que el 29% o el 96% de probabilidades que se han obtenido
anteriormente.

Este ajuste representa una buena prueba de que los planetas en el sistema
solar tienden, a tener Orbitas regulares y esta regularidad se manifiesta en una
relacion matemaética tipo TB.

En cada uno de los trabajos mencionados se muestran diferentes enfoques
sobre la relacién Titius-Bode. Ninguno ha encontrado una teoria o explicacion
fisica por la cual exista la ley empirica Titius-Bode. Sin embargo, el estudio de
otros sistemas exoplanetarios ayudara a responder esta pregunta.
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4.8 Inestabilidad en los sistemas planetarios.

Sean Raymond y colaboradores (36) publicaron un modelo en el cual las
inestabilidades dindmicas explican la distribucion de las excentricidades
observadas de los exoplanetas y reproducen las configuraciones dinamicas
observadas.

La idea de este modelo es que si las excentricidades observadas para los
sistemas exoplanetarios se pueden explicar con un simple modelo, el cual supone
gue todos los sistemas estan sujetos a inestabilidades dindmicas; entonces estos
sistemas se formarian en una configuracion marginalmente estable en un escala
de tiempo relativamente corta ~10° afios y se volverian inestables después de
~10° afios. Los planetas que sobreviven a esta inestabilidad dindmica son los que
muestran las excentricidades observadas.

En este trabajo se estudia la estabilidad de los planetas sobrevivientes en
varios sistemas con tres planetas que estan sujetos a la interaccion planeta con
planeta conduciendo a la pérdida de uno de ellos.

Para cada simulacion se escogieron tres planetas al azar, separados por 4-
5 veces el radio de Hill. Se realizaron decenas de series de simulaciones variando
la masa planetaria. Las Orbitas tenian excentricidad cero e inclinaciones mutuas
menores que 1° El analisis se restringe a los casos donde los sistemas son
inestables. El criterio de estabilidad esta dado por:

_Z(M*+M1+M2) 2 43 Mle _M1M2(11M1+7M2)

> ;Ch=1+3 7 73 25,
G* (MM, + MM, +M.M,) M7 (M, +M,) 3M.(M,;+M,)
Bz B (4.18)

La cantidad 8/,
estabilidad de Hill.

mide la aproximacion de un par de orbitas al limite de

rit

Las distribuciones generadas utilizando el criterio de p/f,,, se analizan
dinamicamente. Las principales conclusiones son las siguientes:

La region obtenida para el caso B/, <1 esta poblada enteramente por sistemas

resonantes, y puede ser evidencia de la migracion convergente en discos
protoplanetarios gaseosos otro parrafo. La region obtenida para 1< S /5, <15-2
es congruente con el régimen de dispersion. En este caso, los sistemas con
separaciones grandes, podrian deberse a interacciones con discos planetesimales

0 gaseosos.
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Ademés de que estas inestabilidades reproducen los datos observados en
las excentricidades, tienen consecuencias para las hipotesis de los sistemas
planetarios “cuantizados” o densamente “empaquetados”.

Los sistemas dispersados que se encuentran justo afuera de la frontera de
estabilidad implican que los sistemas estan “empaquetados”, es decir, que no
deberian existir grandes espacios entre planetas. Esto ayuda a dar un fundamento
tedrico a las hipotesis de sistemas planetarios “empaquetados” porque si el
sistema cuenta con una zona de estabilidad entre dos planetas conocidos es muy
probable que en esa zona exista un planeta (2). En este tipo de sistemas se
encuentran, de manera natural, relaciones regulares tipo TB entre las distancias
planetarias.
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4.9 Trabajo de Bohr y Olsen (2010)

Jakob Bohr y Kasper Olsen publicaron recientemente un estudio donde
investigan si existe alguna correlacion entre las posiciones de los planetas del
Sistema Solar (4). En especial analizan la correlacion entre planetas lejanos entre
Si.

Para examinar las correlaciones entre las posiciones logaritmicas de los planetas,
calculan la funcién de autocorrelacion la cual relaciona la probabilidad de
encontrar una oOrbita planetaria a una cierta distancia de otra Orbita. Si la funcién
es de largo alcance tendrd muchos picos indicando las distancias probables del
planeta mas cercano y el que sigue mas cercano y asi sucesivamente.

La funcion de autocorrelacion esta dada por:
P(8) = [ p(x+B)p(Qdx, (4.19

donde p(x) es una distribucion parecida a la probabilidad de encontrar un planeta

en la posicion x . Para calcular la funcion de autocorrelacion se escogio una
funcion especifica p(x), de la forma:

_ _ X=X
PO = D a1 e (@J%ﬂﬂ]’ 29

donde x es la posicién logaritmica del planeta i medido en unidades de 10° km.
Los valores individuales para cada planeta son x=In(a/lCPkm) vy

a = (;10°/3)"

La funcién de autocorrelacién correspondiente al Sistema Solar se muestra en la
figura 4.3 La posicion de los siete picos se muestra en la figura 4.4
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Figura 4.4 Localizacion de los picos en la funcién de autocorrelacion

La figura 4.4 muestra una relacion lineal casi perfecta entre las posiciones
de los picos de la funcion de autocorrelacion, demostrando que hay orden de largo
alcance. El coeficiente de determinacién es R?=0.999434. Para visualizar mejor el
intervalo de correlacion, los autores calculan la transformada de Fourier de la
funcion de autocorrelacion.

Por dltimo los autores hacen el mismo analisis con el mismo numero de
posiciones que en el Sistema Solar, pero con datos azarosos, solo para observar
si los resultados obtenidos para el Sistema Solar son (0o no) de naturaleza
estocastica.

Las conclusiones a las que llegan los autores son las siguientes:

Se demostro la correlacion posicional entre planetas distantes del Sistema
Solar.

Los resultados que se obtuvieron con datos aleatorios muestran que las
correlaciones entre planetas son de largo alcance y no son azarosas, Sino que
representan caracteristica propia de nuestro sistema planetario.

El ajuste de una relacion tipo TB no es suficiente para demostrar que
existen correlaciones de largo alcance. Esto resalta cuando se hace un ajuste
lineal para un sistema aleatorio que resulta mucho mas preciso (R?=0.99687) que
para el Sistema Solar (R?=0.99355).

Sin embargo, la existencia de correlaciones para planetas lejanos si implica
una relacion TB.
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5. Relacion Titius-Bode para el Sistema Solar

En la resefa histérica que se hizo sobre la relacion TB, una de las
preguntas principales sobre esta relacion es la de saber si representa una
distribucion orbital que refleja la dinAmica o las condiciones de formacion del
Sistema Solar.

Si esta relacion empirica tiene un significado fisico, se esperaria que esta
progresion pudiera generalizarse. Anteriormente solamente se podia probar una
posible generalizacion usando a los satélites de los planetas mayores del Sistema
Solar, esto si tomamos en cuenta que tienen un funcionamiento similar al sistema
planetario. Pero en concreto, conociamos un sistema planetario: el Sistema Solar.
Por tanto, las relaciones solo se podian aplicar a los planetas y a algunos satélites
gue giran alrededor de planetas, y asi especular sobre el origen de dicha
distribucion de distancias.

Con los avances en el estudio de exoplanetas, podremos ahora comparar la
distribucion orbital de cada uno de estos sistemas, y ver si la relacion TB puede
aplicarse a los sistemas exoplanetarios.

Para ello se harda un ajuste generalizado tipo TB exponencial para el
Sistema Solar y algunos de los satélites de Jupiter, Saturno y Urano, para después
aplicarlo a todos los sistemas exoplanetarios, conocidos hasta ahora, con 4 0 mas
planetas.

¢, Se puede generalizar la relacién TB para todos los sistemas planetarios?

Para responder esta pregunta, tendriamos que empezar con nuestro propio
sistema solar. El sistema Solar cuenta con ocho planetas: Mercurio, Venus, Tierra,
Marte, Japiter, Saturno, Urano y Neptuno (véase Tabla 5.1). Sin embargo, hay
cuerpos que histéricamente son importantes como Ceres y Pluton. Ceres como
representante principal del cinturon de asteroides y Plutén que fue considerado
como planeta hasta el 2006, cuando que fue reclasificado junto con Ceres como
planeta enano.

Histéricamente se ha mostrado que la relacion TB se aplica para nuestro
sistema planetario. Para poder generalizarla necesitamos una relacion matematica
gue represente una progresion geométrica.

La relacion clasica enunciada por Titius y Bode en su forma moderna tiene

3 constantes independientes que se ajustan para obtener la distancia de los
planetas al Sol, en unidades astronémicas. ( ecuacion 1.1).
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Tabla 5.1
Parametros orbitales, masa y nimero de satélites naturales de los planetas que integran el
Sistema Solar.

Periodo

Semieje : Masa . Inclinacion  Satélites

Planeta mayor (lJJ A) (();trzll(t)zl) (kg) Excentricidad ©) naturales
Mercurio  0.38 0.241  3.302x10% 0.2056 7° 0
Venus 0.72 0.615  4.868x10% 0.0068 3.39° 0
Tierra 1.00 1.00 5.973x10%* 0.0167 0.00005° 1
Marte 1.52 1.88 6.418x10% 0.0934 1.8° 2
Ceres 2.76 4.6 8.7x10%° 0.0789 10.58° 0
Jupiter 5.20 11.86  1.897x10%’ 0.0483 1.305° 63
Saturno 9.54 29.46  5.685x10%° 0.0541 2.484° 56
Urano 19.22 84.01  8.684x10%® 0.0471 0.770° 27
Neptuno  30.06 164.79  1.024x10%* 0.0085 1.769° 13
Plutén 39.48 247.92  1.25x10% 0.2488 17.16° 3

Una expresion matematica que pueda seguir una progresion geometrica y
se pueda ajustar para mas de un sistema planetario seria una ecuacion del tipo
exponencial. Con una ecuacion del tipo exponencial solo habria que ajustar con
dos constantes independientes:

r =ae™ (5.1)

Con los datos que tenemos de los planetas del sistema solar se hard un
ajuste matematico utilizando el método de minimos cuadrados aplicado a una
relacion exponencial (véase el anexo).

Para este ajuste no se tomaran en cuenta a Mercurio y a Pluton. Pluton que
ya no se encuentra en la lista de planetas, su oOrbita cuenta con una excentricidad
mayor que cualquiera de los planetas del Sistema solar (€=0.248§, su inclinacion
es de 17.16° sobre el plano y su masa de solo 1.25x 10°* kg. (0.002176 My). La
orbita hace de Pluton cruza la 6Orbita de Neptuno. Por todo lo anterior, parece
conveniente no tomar en cuenta a Pluton en la muestra, pues no refleja un
comportamiento generalizado en los elementos orbitales del sistema.

Durante la XXVI Asamblea General la Unién Astrondmica Internacional
(UAI) en Praga, el 24 de agosto de 2006, se emiti6 la resolucién B5, la cual
excluyé a Plutdon de la categoria de planeta y lo asigno al nuevo grupo de planetas
enanos.

Mercurio resalta por sus caracteristicas orbitales . Casi todos los planetas
del sistema solar tienen érbitas circulares, lo que quiere decir que la excentricidad
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es muy pequefia (€ = 0). La excentricidad de Mercurio es de 0.2056 y es la mayor
excentricidad de los planetas del Sistema Solar. Su inclinacién es de 7° también
la segunda mayor inclinacion para los planetas. Cabe mencionar que para
Mercurio la forma clasica TB no tiene ningun significado congruente; se le suele
asignar n=-o, solo para que este se pueda ajustar a la relacion. Nuestro ajuste
inicial no tomard en cuenta a Mercurio pero si al planeta enano Ceres.

Sistema Solar

35

30 - °
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20 . R® = 0.992
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Figura 5.1. Ajuste exponencial para el Sistema Solar. En el eje Y se muestra el ser

unidades astronémicas y en el eje X, el nimero de orden n. La posicién actual observada

de Mercurio se muesticon un circulo huec.

En la figura 5.1 se muestra el primer ajuste de forma exponencial para el Sistema
Solar por el método de minimos cuadrados. Para este ajuste se tomaron en
cuenta Venus, Tierra, Marte, Ceres, Jupiter, Saturno, Urano y Neptuno y se les
asigné una numeracion progresiva la cual empieza con n=2 para Venus, n=3 para
la Tierra y asi consecutivamente hasta Neptuno.

En la figura 5.1 no se tomo el valor de Mercurio para el ajuste, sin embrago,

si se hace una extrapolacion para n=1, se muestra que la relacion predice bien la
posiciéon actual de Mercurio. La relacion que encontramos es:

a= 01912 %%, (5.2)

con un coeficiente R?=0.992 lo cual nos dice que el ajuste obtenido para la
progresion orbital de los cuerpos del Sistema Solar, es muy bueno.
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Se puede observar que la mayoria de los planetas siguen muy bien el
ajuste exponencial, solo para n=8 Urano tiene un error significativo que no se
puede dejar de mencionar. (Véase figura 5.1)." (35)

En la relacion clasica de Titius-Bode, los errores porcentuales son menores
gue 5%, con excepcion de Neptuno que tiene un error del 29%, pero hay que
recordar que esta relacion tiene una variable independiente méas que las
relaciones de tipo exponencial. (Véase tabla 5.2).

Tabla 5.2.
Distancias orbitales de los planetas, tanto como las observadas como los pronosticados por los
ajustes exponenciales, cada uno con sus respectivos errores porcentuales

Semieje Semieje Semieje TB

Planeta n Observado  Titius-Bode original % (exponencial) E[);;)r
(UA) (UA) (UA)

Mercurio 1 0.387 0.4 3.36 0.33 13.56
Venus 2 0.723 0.7 3.18 0.59 19.05
Tierra 3 1 1 0 1.02 2.40
Marte 4 1.523 1.6 5.06 1.79 17.64
Ceres 5 2.739 2.8 2.23 3.13 14.45
Japiter 6 5.203 5.2 0.06 5.48 541
Saturno 7 9.539 10 4.83 9.60 0.60
Urano 8 19.2182 19.6 1.99 16.79 12.64

Neptuno 9 30.057 38.8 29.09 29.38 2.27

Error = 1% =3m 1109

aubs

En este primer ajuste, el mayor error porcentual (columna 7 de la tabla 5.2)
se presenta en Venus el cual tiene un error porcentual de 20%, pero para algunos
planetas exteriores como Saturno y Neptuno el error porcentual con respecto a la
relacion clasica TB (columna 5 de la tabla 5.2) disminuye considerablemente. Por
ejemplo, Saturno tiene un error porcentual de 0.60% mientras que la relacién
Titius-Bode clasica muestra un error del 4.83%.

El ajuste exponencial para la orbita de Neptuno muestra un error del 2.27%
con respecto a sus valores observacionales mientras que su error porcentual
utilizando la relacion Titius-Bode es del 29%.

! Los resultados del primer ajuste se publicaron en la Revista Mexicana de Astronomia y Astrofisica, Poveda
& Lara, (2008) (35) (ver anexo2)
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En el pasado se ha visto que las relaciones tipo Titius-Bode se pueden
ajustar a los satélites de algunos planetas del Sistema Solar. A continuacion se
mostrara el ajuste exponencial para estos satélites.

Uno de los ejemplos representativos de sistemas satelitales en el Sistema
Solar es el de Jupiter. El planeta Joviano cuenta con 63 satélites naturales, los
mas masivos son conocidos como satélites Galileanos (en honor a su descubridor
Galileo): lo, Europa, Ganimedes y Calisto. Sus Orbitas son casi circulares y se
encuentran en el mismo plano con respecto a Jupiter (Véase tabla 5.3).

Tabla 5.3.
Elementos orbitales de los satélites Galileanos de Japiter.

. Semieje mayo Periodo orbital . Inclinacién ~ Masa
Satélite n (103 km) (dias) Excentricidad ©) (1020 kg)

lo 1 421.6 1.77 0.004 0.04 893.2

Europa 2 670.9 3.55 0.0101 0.47 480.0

Ganimedes 3 1070.4 7.15 0.0015 0.21 1481.9

Calisto 4 1882.7 16.69 0.007 0.51 1075.9

Se procedid a ajustar una relacion exponencial a los satélites galileanos en
analogia a lo para el Sistema Solar. Asignamos n=1 a lo, n=2 a Europa, n=3 a
Ganimedes y n=4 a Calisto.

La relacion exponencial para los satélites galileanos, muestra que se ajusta
con mucha precision; la progresion matematica que resulta es:

a= 25167 %", (5.3)

con un coeficiente de R?=0.9976.

Las posiciones orbitales de estos satélites siguen una regularidad que al
parecer es exponencial. (Ver figura 5.2)

En la tabla 5.4 se muestran la comparacién con los valores observados con
Sus respectivos errores porcentuales para estos satélites. Se puede observar que
ningun error porcentual sobrepasa el 4%.

Este conjunto de satélites, es una muestra de un sistema en equilibrio que
ya tiene una regularidad en periodos, algunos de los cuales se encuentran en
resonancia. Los satélites lo, Europa y Ganimedes estan en una triple resonancia,
0 conocida como la resonancia de Laplace, en la cual los periodos siguen una
proporcion de 1:2:4. El estudio de resonancias y su relaciébn con una progresion
geométrica en las distancias planetarias es un tema que ha interesado a los
astronomos desde hace mucho tiempo, pero sobre el cual todavia no se llega a
ninguna conclusion
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Figura 5.z. Ajuste exponencial paras Satélites Galileanos. En el eje Y se muestra el s¢ mayol en
13 km y en el eje X, elimero en orde ascenden N.

Tabla 5.4.
Valores observacionales y valores predicho por el ajuste exponencial de las distancias de los
satélites Galileanos.

Satélite Semieje mayor ObservadoSemieje mayor TB exponenciaError

n (10° km) (10°km) %
lo 1 421.6 412.70 2.11
Europa 2 670.9 676.76 0.87
Ganimedes 3 1070.4 1109.78 3.68
Calisto 4 1882.7 1819.87 3.34

Los satélites Galileanos son muy importantes en el estudio de la
astrobiologia. Por ejemplo, lo es el cuerpo con mayor actividad volcanica en el
Sistema Solar debido a las fuerzas de marea producidas por la cercania con
Jupiter. Dichas fuerzas producen un calentamiento interno y éste se disipa en
forma de actividad volcéanica.

La superficie helada de Europa, con pocos crateres de impacto observados,
muestra que hay actividad geoldgica y se cree que se presenta un mecanismo de
calentamiento interno provocado por fuerzas de marea. Se especula que debajo
de la cubierta de hielo del satélite pueda existir vida alimentada por sistemas
hidrotermales de forma analoga a lo que ocurre en el océano profundo de la
Tierra.

Por la importancia que tienen estos satélites en el Sistema Solar no podrian
faltar en el andlisis de esta relacion a la cual se ajustan muy bien.
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Otro sistema de satélites muy importante en nuestro sistema planetario son
las lunas de Saturno. Saturno aparte de tener el mayor nimero de anillos en el
sistema solar, tiene 60 satélites naturales orbitando a su alrededor, pero al grupo
mas importante se le conoce como los satélites mayores: Mimas, Encelado, Tetis,
Dione, Rea, Titan, Hiperion y Japeto. Este conjunto comprende los satélites mas
masivos (0.055x10%° - 1345.5x10%° kg) y los de mayor radio ecuatorial (191 — 2575
km). Las excentricidades son casi cero y la mayoria de estos satélites estan en el
mismo plano, exceptuando Japeto con 14.75°de incli nacion (Véase tabla 5.5).

Tabla 5.5.
Elementos orbitales de los satélites mayores de Saturno.
iei Periodo orbital inacié
Satélite  n S?{?)féekm%/o' (dias) Excentricidad Incll?oa)lmon (1%'232.)
Mimas 1 185.52 0.942 0.0202 1.53 0.379
Encélado 2 238.02 1.370 0.0045 0 1.08
Tetis 3 294.66 1.887 0 1.86 6.18
Dione 4 377.40 2.736 0.022 0.02 11
Rea 5 527.04 4.517 0.001 0.35 23.1
Titan 6 1221.83 15.945 0.0292 0.33 1345.5
Hiperion 7 1481.10 21.276 0.1042 0.43 0.055
Japeto 8 3561.30 79.330 0.0283 14.72 18.1

Una caracteristica principal del planeta de Saturno son sus grandes anillos
gue se extienden en el plano ecuatorial desde los 6630 km hasta 120, 700 km de
distancia. La mecanica sobre los movimientos de los anillos no se ha explicado por
completo, sin embargo, se cree que algunos satélites son la fuente de particulas
de los discos.

Para este sistema de satélites saturninos se ajustard una relacion
exponencial. Solamente se utilizara el grupo de los satélites mayores por ser los
Mas representativos de las propiedades de este sistema.

El ajuste para los satélites de Saturno muestra que siguen un patrén en su
distribucion orbital. Sin embargo, el satélite mas externo del sistema no se acopla
a la relacién, pero se aprecia que este ultimo, con n=8, ajustaria mejor si se pone
en el lugar n=9 (Véase figura 5.3).

Como se sospechaba, el segundo ajuste para este sistema es mucho mas
preciso que el primero, al haber cambiado de orden Japeto y haberlo puesto en la
posicién n=9.

La relacién exponencial para este segundo ajuste de los satélites mayores
de Saturno es:

a=103 %% (5.4)

donde R?=0.9691.
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Figura 5.2. Ajuste exponencial para los satélites mayores de Saturno. En el eje Y se mL
semieje en unidades de’*1n, y en el eje X, el nimero en orden n. Se resalta con una flecha la
posibilidad de un mejor ajustese cambia a Japeto de la posicién n= n=9.
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Figura 5.4. Ajuste exponencial para los satélites mayores de Saturno. En el eje Y se mt
semieje en unidades de*Xn, y en el eje X el nimero en orden n. En esta imagen se muestra a
Japeto erla posicidn n=9
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Vemos que este ajuste es mucho mejor en comparacion con el primer
ajuste, que tenia un coeficiente R?=0.9451 (Véase figura %). Este segundo ajuste
hace la prediccion de que se encontrard un cuerpo a una distancia orbital de
2.515x10° km, entre los satélites Hiperion y Japeto.

Saturno es uno de los cuatro planetas del Sistema Solar que cuentan con
anillos. Por pertenecer al Sistema Solar ha sido estudiado durante mucho tiempo y
por muchas sondas espaciales y no se ha encontrado ningun cuerpo en la
posicion vacante en la distribucion (satélite o anillo).

El ajuste exponencial para los satélites mayores de Saturno, es deficiente
en comparacion a los ajustes que se han hecho para otros sistemas. Sin embargo,
este caso de la dinamica y evolucion de este sistema pudo haber sido influenciada
por la dinAmica de los anillos planetarios. Esto es una pregunta para estudios
posteriores.

Por ultimo, se analizara los satélites de Urano. El planeta Urano es un
planeta muy singular ya que su eje de rotacion es casi paralelo al plano de la
ecliptica. Es el segundo sistema anillado descubierto después de Saturno y
contiene 27 satélites naturales confirmados. La mayoria de los satélites son de
masas muy pequefias. Por eso para el ajuste exponencial solo se tomara en
cuenta con el grupo de los satélites mayores de Urano, integrado por: Miranda,
Ariel, Umbriel, Titania y Oberon. A continuacion se muestran los elementos
orbitales de dichos satélites.

Tabla 5.6.
Elementos orbitales de los satélites mayores de Urano.
. Semieje mayo Periodo orbital . Inclinacion ~ Masa

Satélite n (1073 km. ) (dias) Excentricidad ©) (1020 kg.)
Miranda 1 129.39 1.4134 0.0027 4.22 0.66

Ariel 2 191.02 2.5203 0.0034 0.31 13.5
Umbriel 3 266.30 4.1441 0.0050 0.36 11.7
Titania 4 435.91 8.7058 0.0022 0.14 35.2
Oberon 5 583.52 13.4632 0.0008 0.10 30.1

Todos estos satélites tienen orbitas casi circulares y sus inclinaciones con
respecto al plano ecuatorial del planeta son muy pequefias. Como vya
mencionamos, Urano tiene una peculiaridad que se debe resaltar: el eje de
rotacion tiene 97.77° con respecto a la normal al plano de la ecliptica . Seria
intrigante si los satélites mayores de este singular planeta se ajustaran a una
relacion TB.
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Figura 5.5. Muestra el ajuste exponencial para los satélites Urano. En el eje Y se muestra el
en unidades de $&m. y en el eje X, el nimero en orden n.

En la figura 5.5 podemos observar el ajuste exponencial que se aplica a los
satélites de Saturno. La relacién exponencial que se encuentra es:

a= 8805% ®%", (5.5)

con R%*=0.9953, y donde a esta en unidades de 1x10° km y n es el nimero de
orbital de los satélites.

La relacidn exponencial TB tiene una precision apreciable para este sistema
de satélites mayor que para el sistema de satélites de Saturno aunque menor que
la obtenida por los galileanos. En la figura 5.5 se resalta el coeficiente R?=0.9953.
El error porcentual mas significativo para estos satélites es de 6.22% para el caso
n=5 que le corresponde al satélite Titania, todos los demas estan por debajo de
esta cantidad (véase tabla 5.7).
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Tabla 5.7.
Valores observacionales y valores predichos por el ajuste exponencial para las
distancias de los satélites orbitales de Urano.

Semieje mayor Semieje mayor TB

Satélite n Observacional exponencial E[);or
(10° km) ( 10° km) 0

Miranda 1 129.39 129.26 0.102

Ariel 2 191.02 189.73 0.675

Umbriel 3 266.30 278.50 4.580

Titania 4 435.91 408.79 6.221

Oberon 5 583.52 600.05 2.832

La distribucién de distancias en el sistema solar ha sido motivo de discusion
entre los cientificos. Gracias a estos ajustes, por medio del método de minimos
cuadrados, se ha mostrado que las distancias orbitales de los planetas del
Sistema Solar siguen una progresion geométrica. De estos resultados sobresale el
hecho de que los satélites de los planetas mayores (Jupiter, Saturno y Urano) del
Sistema Solar siguen el mismo tipo de progresion geométrica representada por
una relacion matematica del tipo exponencial.
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6. Relacion Titius-Bode para sistemas exoplanetarios

El sistema exoplanetario 55 Cancri es el sistema planetario fuera del
sistema solar con 5 planetas girando alrededor de la estrella 55 Cancri, de la
constelacion del Cangrejo. En la estrella HD 10180 se ha confirmado que orbitan 5
planetas y existe fuerte evidencia de que hay dos exoplanetas mas girando
alrededor de esta estrella. Gliese 581, Gliese 876 y y Arae son sistemas
exoplanetarios que cuenta con 4 planetas. El sistema planetario Gliese 581
destaca porque algunos de sus planetas son candidatos para albergar vida.

El objetivo del presente capitulo es mostrar si estos sistemas sigue la relacion TB.
6.1 Sistema exoplanetario 55 Cancri

El sistema exoplanetario 55 Cancri fue uno de los primeros sistemas en los
gue se detecto un planeta girando alrededor de su primaria (21).

55 Cancri (55 Cnc = HD 75732 = HR3522 = HIP 43587 = GJ 324A) es una
estrella tipo G8V, relativamente cercana a nuestro Sistema Solar, en la
constelacion de Céancer. Tiene un brillo aparente V= 5.96, a una distancia de 12.5
parsecs y una luminosidad estelar de 0.6 la luminosidad del Sol. En la tabla 6.1 se
pueden observar algunas de las caracteristicas de esta estrella.

La estrella 55 Cancri también es un sistema binario, 55 Cancri B es una
estrella enana M4 de magnitud 13 que se encuentra a 1550 UA de su primaria.

Tabla 6.1
Propiedades fisicas 55 Cancri
Magnitud Visual Aparente 5.96
Paralaje Hiparco 79.8 £ 0.84 mas
Distancia 12.5 + 0.13 parsecs
Magnitud Visual Absoluta 5.47
Temperatura Efectiva 5234 + 30K
vsini 24+05kms™
Luminosidad 0.6 Lg
Tipo espectral G8V/KOV
Masa estelar 0.94 + 0.05 Mg
Metalicidad [Fe/H] 0.31+£0.04
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55 Cancri tiene alrededor 5 mil millones de afios de edad, es un poco
menos masiva que el Sol, y tiene una magnitud aparente tal que se puede ver a
simple vista en una noche despejada.

El descubrimiento del quinto planeta orbitando alrededor de este sistema
(11), nos hizo pensar en la posibilidad de que una relacion TB se ajustara para
este sistema. Por lo que se examinara el sistema de 55 Cancri. Tomando en
cuenta los datos del articulo de Fischer, en la tabla 6.2, se listan los parametros
orbitales de los planetas en 55 Cancri.

Tabla6.z.
Elementos orbitales, afio de descubrimiento y masa de los planetas que se encuentran en el sistema
55 Cancri, en orden de posicion orbital.

55cnc e 55cnc b 55cnc ¢ 55 cnc f 55cncd

n 1 2 3 4 5
Afo de 2004 1996 2002 (1) 2007 2002 (2)
descubrimiento
Semieje mayor  (g3g 0.115 0.24 0.781 5.77
observada
(UA) +1.0x10°  £1.1x10°  £4.5x10° +0.007 +0.11
(dias) +1x10™ +7x10%  +7x10° +1.1 +230
Excentricidad 0.07 0.014 0.086 0.2 0.03
Msin i 0.034 0.824 0.169 0.144 3.835
(Masa joviana)  , g no36 +0.007 +0.008 +0.04 +0.08

Las orbitas de este sistema son casi circulares, exceptuando el planeta “f”
gue tiene la mayor excentricidad (0.2). Las masas de los planetas sobrepasan 11
masas terrestres y, debido a sus caracteristicas, podriamos decir que los planetas
de este sistema en su mayoria son gaseosos. Cabe resaltar que el planeta recién
descubierto, 55 Cancri f, tiene una masa de 46 masas terrestres y un periodo
asociado de 260 dias, que se encuentra en la zona habitable de su sistema, pero
debido a su composicion gaseosa no es probable que albergue vida.

Utilizado los elementos orbitales conocidos de los cuerpos del sistema 55

Cancri se hara un ajuste exponencial a las distancias orbitales de este sistema y
se evaluara la precision del ajuste (Véase Figura 6.1).
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Figura 6.1. Ajuste exponencial para el sistema 55 Cancimando los valores observacde
cada uno de los planetas. En el eje Y se muestra el semieje en unidades astronémicas y en el
eje X, elnimercen orden r

En la figura 6.1 se muestra que la mayoria de los planetas, exceptuando el
planeta mas externo (n=5), sigue una relacién exponencial. La relacion obtenida
es:

a= 0009%™%" (6.1)
con un coeficiente R?=0.9663.

Observando las posiciones de los planetas, resalta el hecho de que al
situado en n=5 pudiera no corresponderle ese orden en el sistema. Hacemos otro
ajuste tomando en cuentan solo los 4 primeros planetas para ver si la relacion
exponencial pudiera predecir la posicion de n=5, considerando que en el pasado
este tipo de relaciones TB ha tenido la capacidad para predecir planetas en el
Sistema Solar.

Cuando se toman en cuenta los 4 primeros planetas del sistema para el
segundo ajuste, utilizando la relacion TB obtenida, se resalta que la posicion del
quinto planeta debe corresponder al orbital n=6 (Véase en figura 6.2).

La relacién TB exponencial que se obtiene con los primeros 4 puntos es:

a= 0014&%™™  (R’=0.990) (6.2)
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Figura 6.2. Ajuste expoencial para el sistema 55 Cancri, tomando los valores obdos de los cuatro
primeros planetas. Se observa claramente que la posicién del planeta en n= 5 corresponde a n=6.

Como la figura 6.2 muestra que la verdadera posicion orbital del quinto
planeta pudiera corresponder mas buena n=6, en vista a lo anterior, realizamos un
ajuste tomando en cuenta los cinco planetas pero en vez de tomar n=5 para el
quinto planeta se haréa situandolo en n=6. La relacion exponencial que se obtiene
es:

a= 00142 (R?*=0.997) (6.3)

En la figura 6.3y en la ecuacion (6.3) mostramos que si la relacion TB se
cumple para este sistema, entonces es muy probable que exista un planeta en 55
Cancri en la posicion n= 5 que todavia no se descubre (0 un cinturén de
asteroides), hipoétesis que se ha planteado en varios estudios actuales sobre este
sistema. El planeta en cuestion deberia tener un semieje de a=2UA con un
periodo de 1130 dias.

La relaciébn TB se caracteriza por su capacidad predictiva. Si se acepta la
extrapolacién del ajuste puede incluso predecirse un segundo planeta exterior en
n=7, con un semieje a=15 UA y un periodo de 62 afos.

El ajuste exponencial TB para 55 Cancri es muy bueno teniendo un
coeficiente R?=0.997. En la tabla 6.3 se muestran los elementos orbitales de 55
Cancri y los valores que predice la ecuacion 6.3 con sus correspondientes errores
porcentuales.
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Figura 6.2. Ajuste B exponencial para el sistema 55 Cancri, tomando los vi observacionales ¢
los cinco planetas, donde el planeta mas lejano conocido se encuentra en el orbital n=6. Los planetas

predichos con orbitale n=5y n=7estar encerrados en circulc _ _
En la tabla 6.3, los valores que pronostica la relacion TB se ajustan bastante

bien a los valores observados para este sistema. Incluso la vacante que muestra
el sistema 55 Cancri simula una situacion analoga a la del Sistema Solar, que tuvo
un espacio vacante en n=5, hasta que se descubri6 Ceres.

El hecho de que a dos sistemas planetarios se les pueda aplicar la relacion
TB, da confianza en la capacidad predictiva de esta relacidon, que puede servir de
guia para la busqueda de nuevos exoplanetas.

Los resultados de este analisis se publicaron en la Revista Mexicana de
Astronomia y Astrofisica, Poveda & Lara, (2008) (35) (Ver anexo 2)

Tabla 6.3
Distancia observada de los planetas del sistema 55 Cancri y su comparacion con las distancias
predichas por la relacion TB exponencial

No. Orden planeta 1 2 3 4 5 6 7
Afo de
descubrimiento 2004 1996 2002 (1) 2007 2002 (2)
Semieje mayor 0.038 0.115 0.24 0.781 5.77
observacional (UA) +1x10°  +1.1x10° +4.5x10° +0.007 +0.11
Ajuste Exponencial
TB (UA) 0.039 0.104 0.283 0.768 2.081 5.643 15.302
Error porcentual 2.63 9.57 1792 1.72 2.19
: ] 2.817 14.651 44.344 260 1130 5218 22530
Periodo (dias)
+0.0001 +0.0007 +0.007 +1.1 + 230
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6.2 Sistema exoplanetario HD 10180

El sistema exoplanetario HD 10180 tiene 5 planetas confirmados. En una
publicacion reciente sobre el descubrimiento de estos planetas se menciona que
existe evidencia de la existencia de dos exoplanetas mas (19).

La estrella HD 10180 (HIP 7599, SAO 248411) tiene un tipo espectral G1V,
con una magnitud aparente de 7.33. Se encuentra a una distancia de 127 afos
luz, en la constelacion de Hidra. Algunas de sus caracteristicas fisicas estan
listadas en la Tabla 6.4.

Tabla 6.4.
Propiedades fisicas HD 10180
Magnitud Visual Aparente 7.33
Paralaje Hipparcos 25.39 £ 0.62 mas
Distancia 39.4 £ 1 parsecs
Magnitud Visual Absoluta 4.35
Temperatura Efectiva 5911 £+ 19K
v sini <3kms-1
Luminosidad 1.49+0.02 Ls
Tipo espectral G1v
Masa estelar 1.06 £ 0.05 Mg
Metalicidad [Fe/H] 0.08 +0.01

HD 10180 tiene una edad de aproximadamente 4 mil millones de afios, su
masa y metalicidad son 6% y 20% mayor que el Sol, respectivamente. Esta
estrella tiene por lo menos 5 planetas extrasolares con masas semejantes a las de
Neptuno.

La publicacion sobre el descubrimiento de 7 posibles exoplanetas en esta
estrella, nos han motivado a analizar si existe un ajuste de tipo exponencial que
las distancias orbitales de estos planetas cumplan.

Basados en los datos reportados por el equipo de C. Lovis (19), se hara el
mismo tipo de ajuste que se ha realizado tanto para el Sistema Solar como el
Sistema 55 Cancri. Los elementos orbitales y la masa de los exoplanetas
descubiertos se muestran en la Tabla 6.5. También se incluyen los datos de los
exoplanetas que oficialmente no se han confirmado hasta el momento.
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Tabla6.t.
Elementos orbitales, afio de descubrimiento y masa de los planetas que se encuentran en el sistema HD 10180, en or
posicién orbital. Los exoplanetas marcados con asterisco, no estan confirmados pero hay evidencias muy fuertes sob
existencia a las distancias indicadas.

HD 10180b* HD 10180c HD 10180d HD 10180¢ HD 10180f HD 10180g HD 10180h*

n 1 2 3 4 5 6 7
Afo de
descubrimiente 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010
Semieje mayor g gp22 0.0641 0.1286 0.2699 0.4929 1.422 3.4
observacional
(UA) +0.00035 +0.001 +0.002  +0.0042 +0.0078 +0.026 +0.11
Periodo orbital 1.17768  5.75979  16.3579 49.745 122.76 601.2 2222
(dias) +1x10*  +6.2x10% +0.038  +0.022  +0.17 +8.1 +91
Excentricidad 0.0 0.045 0.088 0.026 0.135 0.19 0.08
Msin i

(Masa joviana) 0.0043 0.04122 0.03697 0.07897  0.07519 0.06733 0.20262

Las Orbitas de estos exoplanetas son Orbitas casi circulares, y sus
distancias son muy cercanas a su estrella, con excepcion de HD 10180g con una
distancia de 1.42 UA y una excentricidad 0.19. Como ya se habia mencionado las
masas son del orden de la masa de Neptuno (17 masas terrestres = 1 masa de
Neptuno). Uno de los posibles exoplanetas, HD 10180b, tiene 1.4 masas
terrestres. De confirmarse su existencia seria el exoplaneta con menor masa
descubierto. Una vez conocidos los datos observados se procedera a un ajuste de
tipo exponencial.

Para el primer ajuste exponencial de las orbitas de este sistema planetario
se tomaran en cuenta los datos observados de los cinco exoplanetas confirmados.
Esta confirmacion es debida a que muestran las sefiales mas intensas en la curva
de velocidad de este sistema planetario.

La relacion exponencial que presenta este primer ajuste se muestra en la
figura 6.4 y esta dada por:

a=0.028¢c "> | (6.4
con un coeficiente de correlacién de R?= 0.9912.

El ajuste de la ecuacidon (6.4) muestra una concordancia muy buena para
estos cinco exoplanetas. A pesar de este resultado favorable, el error porcentual
promedio es de alrededor del 12%.

Ya se hizo mencion de que hay pruebas suficientes que permiten inferir la
existencia de 2 exoplanetas mas. A continuacion se hara el ajuste tomando en
cuenta los 7 exoplanetas.
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Figura 6.4. Ajuste B exponencial para el sisterHD 1018(, torrando los valores observac de los
cinco planetas confirmados. El eje vertical es el semieje mayor en unidades astronémicas y en el gje
horizontal se encuentra el niumero orbi
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Figura 6.E. Ajuste TB exponencial para el sisteHD 1018(, tomando los vales observdos de los
cinco planetas y de los dos posibles exoplanetas. Los planetas por confirmar se encuentran en los
orbitales n=1y n=7,marcados por romb.

a7



El ajuste exponencial realizado con los valores reportados para los 7
exoplanetas, muestra que siguen una progresion matematica dada por:

a=0.010& """, (6.5)
la cual tiene un coeficiente R?= 0.994.

Con el ajuste exponencial (figura 6.5) se resalta una correspondencia muy
buena entre los datos observacionales con los valores que predice la relacion TB
tipo exponencial, esto se refleja en el coeficiente de correspondencia R?= 0.994.
En la tabla 6.6se enlista los valores que predice la relacion TB exponencial para
este sistema exoplanetario.

Tabla 6.6

Tabla 6.6
Distancias observadas y predichas por la relacion de la ecuacién (6.5) de los exoplanetas del sistema HD 11

HD 10180b* HD 10180c HD 10180d HD 10180¢ HD 10180f HD 10180g HD 10180h*

n 1 2 3 4 5 6 7
Afio de 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010
descubrimiento
Semigje mayor g 099 0.0641 0.1286 0.2699 0.4929 1.422 3.4
observacional
(UA) +0.00035 +0.001 +0.002 +0.0042 +0.0078 +0.026 +0.11
Ajuste
Exponencial TB  0.0242 0.0544 0.1220 0.2738 0.6143 1.3785 3.0932
(UA)
Error porcentual 9.82 15.17 5.12 1.44 24.64 3.06 9.02
Periodo orbital  1.17768 5.75979 16.3579 49.745 122.76 601.2 2222
(dias) +1x10%  +6.2x10”% +0.038  +0.022  +0.17 +8.1 +91

Los valores obtenidos de la ecuacion 6.5 distan de los datos
observacionales desde 1.44% hasta 24.64%. El buen resultado de este ajuste
para este sistema exoplanetario puede verse como una confirmacion de la
existencia de estos planetas.
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6.3 Sistema exoplanetario Gliese 581

Este sistema es de particular interés, debido a que algunos de sus planetas
estan localizados en la Zona Habitable determinada para el tipo espectral de la
estrella primaria.

La estrella Gliese 581(HIP 74995, LHS 394) es una estrella enana M3, con
una distancia al Sol de 6.3 pc. Su masa es 0.31 Ms, su luminosidad es de solo
0.013 Ls, su magnitud aparente V=10.55 y tiene una metalicidad [Fe/H]=-0.25. La
mayoria de los indicadores de edad para esta estrella apuntan a una edad minima
de 2 mil millones de afios. Sus propiedades se enlistan a continuacion.

Tabla 6.7

Propiedades fisicas Gliese 581

Magnitud Visual Aparente 10.55

Paralaje Hipparcos 159.52 + 2.27 mas

Distancia 6.26 pc.

Magnitud Visual Absoluta 11.55

Vsini 24+05kms™

Luminosidad 0.013 Ls

Tipo espectral M3V
Masa estelar 0.31 +Msg

Metalicidad [Fe/H] -0.25

Gliese 581 se encuentra a 20.3 afos luz de nuestro planeta, en la
constelacion de Libra. Esta enana roja visualmente es 50 veces mas débil que el
Sol. Tiene un tercio de la masa solar.

Se ha dicho que este tipo de estrellas tienen mayor probabilidad de tener
planetas de baja masa girando a su alrededor, por eso se busca preferentemente
en este tipo de estrellas.

El descubrimiento de un cuarto planeta en Gliese 581 y la correccion del
valor en el periodo de Gliese 581d (24), nos da la motivacion para comprobar si la
relacion TB también se aplica a este sistema exoplanetario.

En los elementos orbitales reportados hubo correccidon para el planeta de

Gliese 581d. El periodo conocido era de 88 dias y cambio a un valor corregido de
66.8 dias (Tabla 6.8).
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Tabla6.8.
Elementos orbitales, afio de descubrimiento y la masa de los planetas que se encuentran en el sistema Gliese
581, en orden de posicién orbital. Los planetas marcados con asteriscos fueron descubiertos posteriormente
al andlisis de este trabajo.

Gl581e GI581b GI581c GI581g* GI581d Gl 581f*

n 1 2 3 4 5 6

Afo de
descubrimiento
Semieje mayor

2009 2005 2007 2010 2007 2010

. . 0.03 0.041 0.07 0.146 0.22 0.76
observacional (UA
Periodo orbital 3.14942 5.36874 12.9292 36.65 66.80 433
(dias) +4.5x10% +1.9x10% +4.7x10° +0.052 +0.14 +13
Excentricidad 0.0 0.0 0.17 - 0.38 -
Msin | 1.94 15.65 5.36 3.19 7.09 7.34

(Masa terrestres)

Como se ha mencionado, este sistema alberga 5 planetas con masas de
tipo terrestre y uno mas masivo con una masa msini =16M; (tipo Neptuno). A esta
clase de planetas se les conoce como super-Tierras.

Gliese 581g es el planeta con mayor interés astrobioldgico porque es el
primer exoplaneta que se encuentra en la “zona habitable” correspondiente a esta
estrella. Tiene poca masa (~3 masas terrestres) y cuenta con gravedad suficiente
para mantener una atmésfera y temperatura adecuadas para albergar agua liquida
(-31C a-12<7C).

Gliese 581c se encuentra en los limites de la “zona habitable”. Tiene un
radio de 1.5 veces el radio terrestre y 5 veces la masa de la Tierra. Aplicando
modelos climaticos, la temperatura de equilibrio para Gl 581 es de -3T si se toma
en cuenta que su albedo es como el de Venus. Si su albedo fuera como el de la
Tierra, su temperatura superficial seria de 40C. D ebido a su posicion, el planeta
esta bajo la influencia de las fuerzas de marea y se refleja con la rotacion
sincronica que tiene con respecto a su estrella primaria.

Todas estas caracteristicas hacen a este planeta candidato para albergar
agua liquida, que es requisito para la evolucion de vida.

Falta mencionar el dltimo planeta descubierto hasta el momento, que es GJ
581e; éste tiene la peculiaridad de ser el planeta mas pequefio de los exoplanetas
conocidos con una masa minima mseni=19M,. Utilizando los valores
observacionales que reporta el equipo de Mayor, se hard el ajuste exponencial
para el sistema de Gl 581.

50



Como ya se ha hecho anteriormente, el primer ajuste para este sistema se
realiza tomando en cuenta los cuatro primeros datos del semieje mayor de los
planetas, en unidades astrondémicas, asignandoles a cada uno un numero de
orden ascendente.

Gl 581

a — 0.013e0.6512n
0.40 - R®=0.9214

0.00 T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7
n

Figura 6.€. Ajuste exponencial TB para el sistema Gliese 581, aqui se mue: valores

del semieje mayor de cuatro planetas (GJ 581 e, b, ¢ y d) graficados en orden ascendente

conocido

Con este ajuste resalta que los tres primeros (Gliese 581 e, b y c) se
acoplan en mejor forma que el cuarto planeta (Gliese 581 d), el mas externo. (Ver
figura 6.6). De manera superficial se observa que la relacion exponencial
a= 0013%*™ con un indice de correlacién R* = 09214, es un ajuste muy bueno.
Sin embargo, los errores porcentuales de este ajuste van del 16% al 30%. En
particular, es grande el error para N=4.

En los casos anteriores hemos visto que un ajuste para los primeros
planetas nos sirve como guia para hacer un ajuste Optimo. A continuacién se
mostrara un ajuste con los tres primeros planetas.

Cuando se realiza el ajuste con los tres primeros planetas, sobresale una
tendencia diferente en el orden de los planetas. El planeta mas externo (Gliese
581d), que no se tomO en cuenta para hacer este ajuste, no pertenece a su
posicidn actual sino que deberia estar en el orbital n=6 (ver figura 6.7).
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Figura 6.7. Ajuste exponencial-B para el sistema Gliese 581, aqui se muestra el ajt
los tres primeros planetas. También se muestra, Gliese 581d (n=4). La grafica muestra que
este planeta debera tener el orbital n=6.

La relacién exponencial obtenida, a= 0018%®%*" con R?=0.9775, mejora
notablemente para los tres primeros planetas, dando errores relativos que van del
3% al 7%. Incluso da la pauta del cambio en la 6rbita de n=4.

Esta situacion es anéloga a la del sistema planetario 55 Cancri, en donde,
una vez establecido que los primeros planetas estan en sus orbitales
correspondientes y que los errores de cada uno con respecto a los observados
son pequefios, estos mismos sugieren la ordenacién correcta para el sistema.

Por ultimo, en la figura 6.8 se muestra el ajuste exponencial utilizando los
valores de los 4 planetas conocidos hasta el momento pero en este caso
colocando al planeta mas externo en el orbital n=6. La relacion exponencial se

ajusta mejor a este sistema planetario. En efecto, este ultimo ajuste muestra de
forma muy clara esta relacion, donde se obtiene la ecuacion matematica:

a= 00196 %% (6.6)

con R?=0.996.
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Figura 6.€. Ajuste exponencial TB para el sistema Gliese 581, aqui se muestriste ©n
los cuatro planetas (Gliese e, b ¢ y d). Encerrados con circulos se muestran los planetas que
se predicen para este sister
El indice de correlacién de R?=0.996, indica un buen ajuste de los datos.
Ademas este ajuste nos muestra algo muy importante: quedan dos espacios
vacantes en los orbitales de n=4 y n=5. Los valores en semieje y periodo que
predice este ajuste exponencial se pueden ver en la Tabla 6.9.

Tabla 6.9
Datos observados y predichos del semieje mayor de los planetas del sistema Gl 581.
Los datos se obtienen empleando la ecuacion 6.6
No. Orden planeta 1 2 3 4 5 6
Semieje mayor
observacional (UA)
Ajuste Exponencial

0.030 0.040 0.070 0.22

0.029 0.044 0.066 0.099 0.148 0.222

TB (UA)
Error porcentual (%) 2.08 7.37 574 0.95
. , 3.14942 5.3687 12,9292 20.36 37.71 66.8
Periodo (dias) 4 4 A
+ 4.5x10 +1.9x10 +4.7x10 +0.14

Considerando los dos ajustes anteriores, este tercer ajuste mejora
notablemente los errores porcentuales para cada uno de los valores de los
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semiejes, de hecho, estor no pasan de un 7.37%, inclusive para n=6 el error
porcentual es de 0.95%. Esta ecuacion exponencial predice dos planetas en los
orbitales n=4 y n=5, con los valores en el semieje a= 0099UA (p=20.36 diasy
a= 0148UA (p=37.71 dias respectivamente.

Una de las caracteristicas principales de este sistema es que es un sistema
muy compacto. Su estrella primaria tiene una luminosidad de un tercio que la del
Sol. Los planetas que se predicen deben de tener una masa muy similar a la
terrestre, lo cual dificulta su deteccion debido a las limitaciones tecnoldgicas.

Los resultados que obtuvimos para Gliese 581, se reportaron en la VI
Reunion de la Sociedad Mexicana de Astrobiologia, en la conferencia titulada “Los
sistemas exoplanetarios: 55 Cancri, Gliese 581 y la ley de Titius-Bode”. Estos
resultados fueron obtenidos hasta antes del reciente descubrimiento de dos
planetas en este sistema (41), Gliese f y g con semiejes de 0.758 UA y 0.146 UA,
respectivamente.

El planeta n=4 todavia no se encuentra. El planeta que predeciamos en la
posicién n=5 fue uno de los que fue encontrado y como se muestra en la Tabla
6.10, podemos observar que tiene un error porcentual del 1.5% respecto del valor
predicho por nuestra relacion. Si extrapolamos nuestro ajuste exponencial se
observa que al planeta Gliese f le corresponderia el orbital n=9, con un error
porcentual de 1.36% (Figura 6.9). Gracias a estos descubrimientos podemos
predecir (ademas del planeta en n=4) la posicion de dos exoplanetas mas, en los
orbitales n=7 y n=8 con unos semiejes a=0.333 UA y a=0.499 UA.

Todos estos resultados contribuyen a dar validez a la capacidad predictiva
de la relacion TB.

Tabla 6.11
Datos observados y predichos del semieje mayor de los planetas Gl 581.
Los valores predichos y comparacion con los planetas descubiertos recientemente (GI581f y GI1581(g)

No. Orden 1 2 3 4 5 6 7 8 9
planeta
Afo de
descubrimiento 2009 2005 2007 2010 2007 2010
Semieje mayor
observacional 0.030 0.040 0.070 0.146 0.22 0.76
(UA)
Ajuste
Exponencial TB  0.029 0.044 0.066 0.099 0.148 0.222 0.333 0.499 0.75
(UA)
Error?(;)r)ce”t”a' 2.08 7.37 5.74 149 095 1.36
, . 3.14942 5.3687 12.9292 20.36 36.65 66.8 125.9 423.8 433
Periodo (dias) » _4 3
+4.5x10 +1.9x10 +4.7x10 +0.052 +0.14 +13

54



Gl 581

a (UA)

0.80
0.60 -
0.4046
A =0.0196e "
2 _
0.20 -1
0.00 T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n

Figura 6.C. Muestra el ajuste exponencia-B para el sistema Gliese 5! extrapolandc
nuestro ajuste exponencial podemos reproducir los dos planetas recientemente descubiertos
(GJ 581 fy g), que se muestran encerrados por un circulo. Los exoplanetas que se predicen

estan indicados por triangulos.
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6.4 Sistema exoplanetario Gliese 876

El sistema exoplanetario Gliese 876 es otro de los sistemas mdultiples que
se han descubierto con varios exoplanetas. Este sistema planetario alberga 4
planetas. Ha sido un sistema ampliamente estudiado desde el descubrimiento de
Gliese 876b, reportado por dos equipos independientes liderados por Marcy et al.,
(1998) (21) y Delfosse et al., (1998) (7).

La estrella Gliese 876 (HIP 113020, NLTT 55130, V* IL Aqr, HIC 113020) es
una enana roja con tipo espectral M4V. Es una de las estrellas cercanas al Sol y
se encuentra a 15 afos luz de la Tierra en la constelacion de Acuario. Es una
estrella variable tipo IL Aquarii, su brillo fluctia alrededor de 0.04 en la magnitud.
Posee una magnitud aparente de 10.17, por lo que no se puede observar a simple
vista. Tiene un tercio de la masa solar. En la Tabla 6.11 se muestran claramente
sus caracteristicas fisicas.

Tabla 6.11
Propiedades fisicas Gliese 876
Magnitud Visual Aparente 10.17
Paralaje Hipparcos 212.69 £2.10 mas
Distancia 4.7 £0.01 pc.
Magnitud Visual Absoluta 11.82
Temperatura efectiva 3,480 £50 K
vsini -1.7 + kms™
Luminosidad 0.0124 Lo
Tipo espectral M4V
Masa estelar 0.334 +0.03 Mo
Metalicidad [Fe/H] 0.05+0.2

Gliese 876 esta clasificada como una estrella variable y su brillo varia cada
97 dias. Diferentes modelos que analizan la actividad cromosférica de esta estrella
estiman que la edad es de ~ 2-9 Giga-afios.

Hasta septiembre del 2010, se habian encontrado 4 exoplanetas alrededor
de esta estrella. Dos de estos exoplanetas tienen masas jovianas, el mas cercano
tiene masa del tipo Neptuno y el mas externo tiene una masa como la de Urano.
Dos de estos exoplanetas (Gliese 876b y Gliese 876c) se encuentran en la zona
habitable determinada para este tipo de estrellas. Debido a que éstos son muy
masivos, y por ende gaseosos, es muy poco probable la existencia de vida.
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Cabe resaltar que este sistema tiene una interesante relacidon en los
periodos. Los planetas Gliese 876(c, b y €) se encuentran en resonancia orbital de
1:2:4; este es el segundo ejemplo de la resonancia conocida como “Resonancia
de Laplace”. Los satélites Galileanos fueron el primer caso que mencionamos
como ejemplo de esta resonancia.

Los elementos orbitales y la masa de los planetas del sistema Gliese 876 se
encuentran resumidos en la Tabla 6.12.

Tabla6.12
Elementos orbitales, afio de descubrimiento y masa de los planetas que se encuentran en el
sistema Gliese 876, en orden de posicion orbital.

Gl 876d Gl 876¢ Gl 876b Gl 876e
n 1 2 3 4
des?&'gri(rﬁemo 2005 2000 1998 2010
Semieje mayor 0.0208 0.1296 0.2083 0.334
observacional (UA'  +1.5x107’ +2.4x107° +2x107° +0.0013
Periodo orbital 1.938 30.088 61.117 124.26
(dias) +2x107 +0.0082 +0.0086 +0.7
Excentricidad 0.207 0.256 0.0324 0.055
Msin i 0.021 0.7142 2.276 0.046
(Masa joviana) +0.001 +0.0039  +0.0045 +0.005

Tomando en cuenta los valores observacionales se realizara el ajuste
exponencial TB para Gliese 876.

Este primer ajuste exponencial (Figura 6.10) para este sistema planetario
no muestra una correspondencia clara en la progresion orbital. Sin embargo, la
relacion de periodos entre algunos de los exoplanetas (recordemos el buen
resultado que se encontro para los satélites Galileanos) nos indujo a realizar un
segundo ajuste.

Debido a la resonancia de Laplace que los exoplanetas Gliese 876 (c, b y
e) cumplen, el segundo ajuste tomard en cuenta solo los valores de estos
planetas, esperando que la relacion exponencial obtenida de este ajuste
pronostique la posicién de Gliese 876d.
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Figura 6.1(. Ajuste exponencl TB para los 4 planetas ¢ sistema Gliese 8, aqui se
muestran los valores del semieje mayor (UA) de los cuatro planetas (GJ 876 d, c, by €)
graficados e el orden ascendente conoci

Gliese 876
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Figura 6.11. Ajuste exponencl TB para el sistema Gliese & tomando en cuenta ¢
valores del semieje mayor de los planetas Gliese 876(c, b y €). El semieje mayor esta en
unidades astronémicas (U.

El ajuste exponencial para los tres exoplanetas en resonancia, tiene un
coeficiente R? = 1 (Figura 6.11). La relacién para este ajuste exponencial TB esta
dada por la siguiente ecuacion

a=0.0502e%"", (6.7)
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donde a esta en unidades astrondmicas y N es el nimero orbital. Sin embargo, la
posicién para el orbital n =1 no se acopla a la relacion, tiene un error con respecto
a la observada del 287%. Los resultados que arroja esta ecuacion se enlista en la
Tabla 6.13. El analisis de estos resultados se desarrollara mas adelante.

Tabla 6.13
Datos observados y predichos del semieje mayor de los planetas GJ876.
Los datos predichos se obtienen empleando la ec. 6.7

No. Orden planeta 1 2 3 6
Afio de descubrimiento 2005 2000 1998 2010

Semieje mayor

obeervadona (UA) 0.0208 0.1296 0.2083 0.334
Aluste EZ‘SX;‘e”C'a' B 0.0806 0.1295 0.2080 0.3340
Error porcentual (%) 287 0.76 0.16 0.082

_ , 1.038 30.088 61.117 124.26
Periodo (dias) 5
+2x10 +0.0082  +0.0086 +0.7

La resonancia de Laplace que cumplen los 3 exoplanetas de este sistema
afecta su distribucion orbital.

A pesar de que Gliese 876d no se ajusta a la relacién exponencial cuando
se toma en cuenta su orden orbital original, la figura 6.12 muestra un mejor ajuste
si se considera a Gliese 876 ¢, d y e en los orbitales 4, 5 y 6 respectivamente y a
Gliese 876d en n=1. En este caso se predicen 2 exoplanetas adicionales en n=2y
n=3

Gliese 876
0.40

0.35 A

0.30 A

= 0.01240°613n
R?=0.996

0.25 A

0.20 A

a (UA)

0.15 A

0.10 A

0.05 A

0.00 T T T

Figura 6.12 Auste exponencl TB para el sistema Gliese € tomando en cuenta ¢
valores del semieje mayor de los cuatro planetas de Gliese 876. Se predicen dos
exoplanetas en los orhitales n=2 y n=3, marcados con un circulo. 59



La ecuacion exponencial que resulta del ajuste que aparece en la figura
6.12 esta dada por:

a=0.0124 %", (6.9

El coeficiente de correlacién para esta relacion TB es R?= 0.996. En la
Tabla 6.14 se resumen los valores obtenidos con este ajuste, asi como sus
respectivos errores.

Tabla 6.14
Datos observados y predichos en el semieje para el sistema Gliese 876
No. Orden planeta 1 2 3 4 5 6
Semieje mayor
observacional (UA) 0.0208 0.12906  0.2083 0.334
A’“StﬁBEZ‘SX;‘e”C'a' 0.0217 0.0381 00668 0.1171 0.2052 0.3598
Error porcentual (%) 4.50 9.65 1.47 7.62
. . 1.938 4527 10.510 30.088 61.117 124.26
Periodo (dias) 5
+2x10 +0.0082 +0.0086 +0.7

Esta relacion predice la posicion de dos exoplanetas que no se han
descubierto. Los valores en el semieje mayor son de a=0.0381 ( p= 45dias) y

a=0.0668 ( p = 105dias) para los orbitales n=2 y n=3, respectivamente. Este ha

sido el mejor ajuste que se ha encontrado para este sistema, pues muestra un
error porcentual maximo de alrededor del 10%.
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6.5 Sistema exoplanetaficirae

El sistema exoplanetario y Arae se encuentra a 49,8 afos luz de distancia
aproximadamente en la constelacion Arae (el Altar). Es un sistema exoplanetario
gue tiene 4 planetas. Los datos del primer exoplaneta se reportaron en el 2000 (5),
confirmando la existencia un planeta gigante mas masivo que Jupiter.

La estrella primaria y Arae (HD 160691, Gl 691, HIP 86796, HR 6585, SAO
244981) es una estrella subgigante con un tipo espectral G3. Su magnitud
aparente es de 5.15, lo que la hace visible a simple vista. Se estima que tiene
108% de la masa del Sol y puede ser un 32% mas grande. Segun los datos
obtenidos por el satélite Hipparcos, tiene una paralaje de 65.46 milisegundos de
arco. Tiene aproximadamente 1.7 veces la luminosidad del Sol y se sospecha que
esta mas evolucionada, moviéndose a la fase de subgigante. y Arae es rica en
metales, mas que el Sol. En la tabla 6.15 se resumen algunas de las
caracteristicas de esta estrella primaria.

Tabla 6.15
Propiedades fisicas Arae
Magnitud Visual Aparente 5.15
Paralaje Hipparcos 65.46 £ 0.80 mas
Distancia 15.3 parsecs
Magnitud Visual Absoluta 4.28
Temperatura Efectiva 5700 £ 100 K
vsini -9.0£0.5km s-1
Luminosidad 1.75+0.10 Ls
Tipo espectral G3IV-V
Masa estelar 1.08 £ 0.05 Mg
Metalicidad [Fe/H] 0.28

El descubrimiento de los 3 exoplanetas adicionales en este sistema
planetario fue gradual, tres de los exoplanetas son masivos (probablemente
gaseosos). J Arae d tiene una masa minima de solo 14 veces la de la Tierra y
cabe resaltar que fue el primer planeta poco masivo encontrado alrededor de una
estrella cerca de la secuencia principal.

El planeta gigante gaseoso " y Arae b" se encuentra en la zona habitable en

donde el agua puede estar liquida, pero por ser muy masivo la posibilidad de que
exista vida en ese planeta es casi nula.
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Tabla6.16
Elementos orbitales, afio de descubrimiento y masa de los planetas que se encuentran en el
sistemau Arae, en orden de posicion orbital.

M Arae C M Arae d M Arae b M Arae e
n 1 2 3 4
Afio de 2004 2004 2000 2006
descubrimiento
Semieje mayor
observacional (UA 0.09094 0.921 1.50 5.235
Periodo orbital 9.6386 310.55 643.25 4205.8
(dias) +1.5x10°3 +0.83 +0.9 +758.9
Excentricidad 0.172 0.066 0.128 0.0985
Msin | 0.03321 0.5219 1.676 1.814

(Masa joviana)

Con los valores observacionales que se han reportado para este sistema
planetario multiple (Tabla 6.16), se hara el ajuste de una relacién exponencial tipo
TB. Andlogamente como se ha hecho con los demas sistemas exoplanetarios, se
ajustara el orden orbital actual.

M Arae

a: 0.038161'2647n
R?=0.9281

a (UA)

Figura 6.1%. Ajuste exponencl TB para el sistemy: Arae, aqui se muestra los valores
semieje mayor (UA) de los cuatro planetasArae c, d, b y e) graficados en el orden
ascendente conocic

Este primer ajuste exponencial TB para el sistema exoplanetario produce
una relacion dada por:
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a= 0038:b12647n , (69)

con un coeficiente de correlacién de R? = 0.9281. Este coeficiente indica que la
relacion no se acopla muy bien para estos valores observacionales, por lo que se
realizara un segundo ajuste.

Lo que podemos observar del primer ajuste es que el orbital n=2 presenta el
mayor error porcentual (~48%) y la experiencia nos ha mostrado que es favorable
intentar un ajuste con un planeta menos. Entonces, el segundo ajuste se hara sin
tomar en cuenta el planeta que se encuentra en el orbital n=2.

M Arae

A = 0.0239e1%8"
R? = 0.9992

a (UA)

0 T T T
0 1 2 3 4 5

. . n. . .
Figura 6.14. H ajuste exponencl TB para el sistemi Arae, aqui se muest el ajuste
exponencial TB sin tomar en cuenta el orbital n=2.

Con el segundo ajuste exponencial obtenemos la siguiente relacion:
a= 0023 (6.10

con R? = 09992. A pesar de que el coeficiente muestra un nimero muy cercano a
1, hay que recordar que se hizo tomando en cuenta solo 3 de los 4 exoplanetas y
gue con este nuevo ajuste el orbital n=2 tiene un error de aproximadamente 61%.
Sin embargo, nuevamente podemos obtener informacion de este ajuste. De la
figura 6.14 se ve que el planeta en n=2, se acoplaria mejor al ajuste si ocupara el
orbital n=3.
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ol  &=0.0367e%7%"
5.0 R® = 0.9847

Figura 6.15. Terce ajuste exponencl TB para el sistemiu Arae, se muestr la relacion
exponencial TB para los 4 exoplanetas, dejando una vacante en n=2 que esta marcada con un
circulo.

La relacién exponencial para este tercer ajuste es:

a= 00367 %™, (6.19)

con R?=0.9847. Los valores que pronostica esta ecuacién se muestran en la Tabla
6.17. Esta relacion TB mejora mucho la correlacién de los datos. Sin embargo,
siendo este el mejor ajuste obtenido, no ha mostrado una mejoria apreciable
resulté con los demas sistemas exoplanetarios que hemos analizado, ya que los
errores porcentuales tienen hasta un 26% de error.

Tabla 6.17
Datos observados y predichos del semieje mayor para el sisitraa
No. Orden planeta 1 2 3 4 5
Semieje mayor g 09094 0921 150 5.235

observacional (UA)

Ajuste Exponencial 0.098 0.263 0.704 1.885 5.046

TB (UA)
Error porcentual (%) 8.03 23.55 25.65 3.62
. . 9.6386 47.37  310.55 643.25 4205.8
Periodo (dias) 3
+1.5x10 +0.83 +0.9 +758.9
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En el espacio vacante se predice un planeta con un semieje a= 0263UA
( p=47dias).

M Arae d y b se encuentra cerca de la resonancia orbital 2:1, lo cual les
hace sufrir interacciones fuertes. Se han hecho simulaciones que resaltan que
este sistema es realmente inestable; estos mismos resultados sugieren que
sistema sufrira modificaciones drasticas al cabo de 78 millones de afios (34).
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7. Resonancias en € Sistema Solar

La gran cantidad de informacion que se ha acumulado del Sistema Solar,
ha mostrado que éste es un conjunto de cuerpos con Orbitas altamente
estructuradas. Las leyes de Newton y el efecto de la fuerza gravitacional
establecen la estructura dinamica del Sistema Solar y condicionan el fenomeno de
resonancia.

El primer ejemplo de resonancias que tenemos en el Sistema Solar es el de
la Luna con la Tierra, en donde la Luna gira en su propio eje en una proporcion
espin-oOrbita 1:1 con su avance orbital alrededor de la Tierra. Como resultado,
desde la Tierra se observa siempre la misma cara de la Luna.

Los dos planetas gigantes, Jupiter y Saturno, estdn en una resonancia
orbital 5:2.

P

Jupiter

P

Saturno

=11.8565 afios

= 29.40anos = Psatmo = 24796 = 2

Jupiter

Los planetas Neptuno y Pluton llevan una resonancia de 3:2 en sus
periodos orbitales.

P

Neptuno

=164.79 afios

= 247.92 afios = Pouton. =15044 =

Neptuno

P

Pluton

N w

Uno de los fenbmenos mas sorprendentes del Sistema Solar son las
resonancias orbitales entre los periodos de los Satélites Galileanos de Japiter. lo
tiene una resonancia orbital 2:1 con Europa, éste a su vez, tiene una resonancia
orbital con Ganimedes de 2:1. Esta configuracion con estos tres satélites
Galileanos se le como la resonancia de Laplace.

P, =1.769138dias

P

Europa

P
= 3.551181dias = % =2.0079=2 2P, = Peyropa

lo

] Peani
=7.154553 dIaS = —Canimedes — 2.0146=2 2|:)Europa = I:)Ganimedes

Europa

P

Ganimedes

La geometria de la resonancia prohibe que haya una triple conjuncion entre
estos satélites. La resonancia orbital 2:1 de lo-Europa es indirectamente
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responsable del Vulcanismo en lo. El sistema de Japiter tiene un anillo muy tenue
gue se piensa que puede atribuirse a resonancias.

El sistema satelital de Saturno también presenta resonancias. Los periodos
de los satélites Mimas y Tetis estdn en una resonancia orbital 4:2. Encélado y
Dione tienen una resonancia de 2:1. Por ultimo, TitAn e Hiperion se encuentran en
una resonancia orbital de 4:3.

I:)Mimas =0.942dias
. P.

P =1.887dias —, TMimas — 5 4992 ~ 1
Tetis 2

I:)Encelado = 1370 d |'aS

Poione = 2.736dias = Poione _ 1.9970= 2
Encelado

P =15.945dias

P, .

PHiperién =21.276dias = _ Hiperion _ 1.334 = ﬂ

I:>Ti tan 3

Si hablamos de resonancias en el Sistema Solar no podriamos dejar de
mencionar el cinturén de asteroides. La distribucién de semiejes mayores de los
asteroides del cinturdn principal presenta huecos. Kirkwood (1867) observé que
estos huecos correspondian a resonancias importantes con Jupiter. Las
resonancias mas sobresalientes de esta distribucion son 4:1, 3:1, 5:2 y 2:1.
Solamente nos referimos a las poblaciones importantes de asteroides que se
encuentran en estas resonancias, pero existen mas de 90 000 asteroides
catalogados y su distribucién puede exhibir diferentes resonancias. La figura 7.1
muestra la distribucion de los asteroides y las resonancias con diferentes planetas.

! . ! . 1 . 1 . . . 1 . 700

4.1 | DISTRIBUCION DE ASTEROIOES Y FRIKCIPALES RESONANCIRS
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NUMERD DE ASTEROIDES

2358

0.0001 —|

318E

— 200
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Figura 7.1 Las resonancias con Juﬁi}ewI%eVU?i;wwgtré?l en color azua'lz, en violeta con Satt

rojo con Marte y en verde con la Tierra. Por ejemplo, la resonancia 2:1J significa que cuando
el asteroide cumple 2 revoluciones en torno del Sol, Japiter ha cumplido exactamente 1
revolucion. (Gallardo, 2007) 67
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7.1 Resonancias en 55 Cancri

En la actualidad se han hecho muchos estudios sobre la estabilidad y
habitabilidad del sistema de 55 Cancri analizando sus resonancias, y se ha
encontrado una estabilidad que es muy importante para la habitabilidad de este
sistema. A nosotros nos interesa revisar si existe alguna relacion entre las
resonancias y las relaciones tipo TB, que aparecen tanto en el Sistema Solar
como en los sistemas exoplanetarios.

Tomando en cuenta los periodos orbitales de los planetas del sistema 55
Cancri, (tabla 6.2) resaltan las siguientes resonancias entre periodos.

P, =2.817dias
. P 1
R, =14.651dias = Ee =0.1923= c

b

R =14.651dias

P. = 44.344 dias = R 0.330= 1
P. 3
P. = 44.344dias
] P 1
P, =260.0 dias = Fc =0.1705= 5

f

La resonancia mas exacta es la resonancia entre los periodos que tienen los
planetas 55 Cancri b y 55 Cancri ¢ con una relacién de 3:1.

Si se toman en cuenta los planetas que se predicen por la relacion
exponencial TB, usando la notacion que se muestra en la tabla 6.3 se resalta la
siguiente resonancia

P_s =1130dias

P, = 5218 dias = F;_s =0.2008= ;

d

7.2 Resonancias en HD 10180

Con el propésito de encontrar alguna relacion en la distribuciéon en los
periodos orbitales, que refleje algin comportamiento dinamico entre los planetas,
se calcularon resonancias para este sistema. Tomando en cuenta los valores
observacionales (Tabla 6.5), las resonancias que se encontraron para este
sistema son:
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P, =16.3579dias P 1
) £ =0329= =

P, = 49.745dias A 3
P, =122.76dias P 1
, =0.204=—

P, = 601.2dias P, 5

7.3 Resonancias en Gliese 581

Utilizando los datos que se han recopilado para los planetas de Gliese 581,
se muestran las siguientes resonancias (tabla 6.8)

P, = 36.65dias P 5
. -9 =0549= "
P, =66.80dias P, 9

Si se toma en cuenta los planetas que predice la relacion exponencial TB (Tabla
6.10) tenemos

P., = 20.36dias P..
P, = 36.65dias P

7.4 Resonancias en Gliese 876

De los datos observacionales se obtiene una relacion entre los periodos

para tres planetas de este sistema planetario (Tabla 6.12), esto se muestra a
continuacion

P. =30.088dias P 1
. —<=050==
R, =61.117dias R, 2
R =61.117dias
° ) L e
P, =124.16dias X 2
= P.:2R 4P,

Esta relacion es la resonancia conocida como de Laplace y es el segundo
sistema, después de los satélites galileanos, que presenta estas resonancias.

Las resonancias que se acaban de mostrar para los sistemas

exoplanetarios tienen como propoésito el exhibir una caracteristica en comun con
nuestro sistema planetario.
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La relacion que existe entre estructuras resonantes (o0 aproximadamente
resonantes) y estructuras que cumplen con relaciones tipo TB, asi como la
estabilidad de estas estructuras, son temas en los que se investiga actualmente.
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8. Discusioén y conclusiones

Se ha caracterizado y estudiado la relacion Titius-Bode, desde su
formulacion, teoria e historia, hasta los estudios actuales que se han llevado a
cabo sobre ella. Historicamente, la relacion Titius-Bode solo se habia probado
para el Sistema Solar asi como para a los satélites de Jupiter, Saturno y Urano
pero ahora gracias a los descubrimientos de los sistemas exoplanetarios, se tuvo
la oportunidad de probar si la relacion Titius-Bode también se aplica a estos
sistemas.

Para proceder a ello, primero se encontré una forma generalizada, tipo
exponencial, de la relacion TB para los cuerpos de nuestro sistema planetario. El
método matematico por el cual se hizo el ajuste a esta relacion fue el de minimos
cuadrados.

Los datos que se extrajeron de la literatura reciente mostraron buenos
resultados tanto para el sistema solar como para los sistemas de satélites. En el

Sistema solar se tiene una relacién exponencial a= 01912%*" con un
coeficiente de correlacion R? = 0992, para los satélites Galileanos se obtiene
a= 25167e™""con R? = 09976, de los satélites de Saturno y Urano se obtuvieron

las ecuaciones a=103%%"" y a=8805%%"" con R®= 09691 y R?= 0995
respectivamente.

En el caso de los satélites Saturninos se hizo un segundo ajuste en el cual
se predice la posicion (n=8) de un satélite aun no descubierto.

Una vez que se estudio la relacion generalizada tipo exponencial TB y se
observé una buena correspondencia de los cuerpos del sistema solar, el siguiente
paso a seguir, y el propdésito fundamental de esta tesis, fue el de ajustar la relacién
TB para todos los sistemas exoplanetarios con 4 o0 mas planetas, a saber: 55
Cancri, HD 10180, Gliese 581, Gliese 876 y u Arae.

El sistema exoplanetario de 55 Cancri es el primer sistema con 4 o mas
planetas descubiertos, de hecho cuenta con 5 planetas. Utilizando los datos
observacionales obtenidos por el equipo de Debra Fischer (Fischer et al., 2008) se
hizo un ajuste tomando en cuenta los 5 planetas con su orden orbital
correspondiente. El primer ajuste no di6 buenos resultados: el planeta més externo
(55 Cancri d) no tenia una correspondencia favorable con el ajuste matematico.
Este ajuste mostraba un indice de correlacion R? = 09663, y ya daba una pista
sobre la tendencia de la distribucion orbital de este sistema.

Para distinguir esta tendencia claramente, se hizo otro ajuste utilizando los
valores de los primeros cuatro exoplanetas. Los resultados claramente mostraron
gue el planeta mas externo parecia corresponder al orbital n=6 y no al n=5, que
originalmente tenia asignado.
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Usando esta informaciéon se hizo un ultimo ajuste utilizando los datos
observacionales de los 5 planetas pero asignando el planeta en n=5 al orbital n=6.
El ajuste es sorprendentemente fiel a las distancias observadas de este sistema,

con un coeficiente R*= 0.997. La relacion exponencial encontrada es

a= 00142%7

Esta ecuacion predice que existe por lo menos un planeta entre los planetas
n=4 y n=6, situacién analoga a la el asteroide Ceres, en el Sistema Solar. El
semieje mayor de este planeta extrasolar seria de a= 200UA y su periodo p=1130
dias

Extrapolando la relacidn obtenida hacia una posicion méas, se puede
predecir con menos confiabilidad, un planeta en el orbital n=7 con un semieje
mayor a= 1530UA (p=22530 dias).

La publicacion del descubrimiento de 5 (o posiblemente 7) planetas
alrededor de la estrella HD 10180 (Lovis et al., 2010) (19) nos dio datos suficientes
para verificar la relacion exponencial TB. El equipo de Lovis reporta que pueden
confirmar la existencia de 5 planetas, aunque tiene fuerte evidencia sobre la
presencia de dos planetas mas.

El primer ajuste que se hizo para HD 10180 toma en cuenta los 5
exoplanetas confirmados, con ellos se obtiene una relacion exponencial

a= 00286&"**"con R?=0.9912. El error porcentual de las distancias obtenidas
mediante este ajuste respecto de las observados va del 0.5% al 12%. Aunque el
resultado es muy bueno para los planetas confirmados, se realiz6 un segundo
ajuste exponencial para los 7 exoplanetas con el propésito de ver si era posible
apoyar la confirmacion de los dos exoplanetas faltantes.

El segundo ajuste para HD 10180 mostr6 una relacion exponencial

a= 00108%%", con un coeficiente R* = 09948. Los resultados de este segundo
ajuste muestran una correlacion muy buena para estos siete exoplanetas y se
refuerza nuestra confianza sobre la existencia de estos dos exoplanetas. De ser
confirmados los dos exoplanetas, este sistema se convertira en el sistema
exoplanetario con el mayor nimero de planetas.

El sistema exoplanetario Gliese 581 era el segundo sistema con cuatro
planetas descubiertos al momento que se hizo el andlisis en esta tesis. Sin
embargo, recientemente se reportd el descubrimiento de dos exoplanetas mas.
Gracias a los datos de los cuatro primeros exoplanetas hemos podido probar si el
sistema Gliese 581 se ajusta a la relacién TB.

Siguiendo el procedimiento ya establecido, se ajustaron los valores de los

cuatro planetas a una relacion exponencial. El primer ajuste no mostré buenos
resultados, como en el caso de 55 Cancri. La relacién revelé un coeficiente de
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correlacion R? = 09214. Entonces, se siguié con un segundo ajuste en el cual se
tom6 en cuenta a los tres primeros planetas con el propdsito de mostrar la
tendencia de esta distribucion orbital. El ajuste muestra que el planeta externo
(n=4) deberia pertenecer al orbital n=6.

Tomando en cuenta este Ultimo resultado, se hizo un tercer ajuste donde el
valor del orbital del planeta mas externo se asigno a n=6. Los resultados son muy
buenos en este caso, para el cual:

a= 00196 %o con R* =0.996(,

Esta relacion presenta una buena correspondencia para cada uno de los
valores observados, siendo 7.37% el mayor error porcentual.

Este ajuste nos permite predecir la existencia de dos planetas en los
orbitales n= 4y n= 5 con semiejes de a= 0099UA (p= 20.36 diapy a= 0148 UA
(p= 37.71 diay respectivamente.

Nuestra prediccion del planeta que se encuentra en el orbital n=5 fue
exitosa: en la publicacion de Voght et. al (2010)(41) reportan la ubicacion de dos
exoplanetas mas en Gliese 581, con distancias a = 0.1461 UAy a= 0.758 UA.Con
ello, se confirma la prediccion que obtuvimos para el orbital n=5 (a= 0.148 UA del
ajuste exponencial que tomaba en cuenta los cuatro primeros planetas
descubiertos. El error porcentual que se tiene para este planeta es del 1.36%.

Esta misma relacion, si se extrapola para un orbital n=9 (a=0.748UA), ajusta
muy bien para el segundo planeta reportado ya que muestra un error porcentual
del 1.31% con respecto al valor observado.

Hace falta resaltar que el planeta Gliese 581g tiene un gran interés
astrobiologico debido a que es el primer exoplaneta que realmente se encuentra
dentro de la zona de habitabilidad de su estrella.

Estos resultados representan un gran éxito para la relacion exponencial TB
y demuestran la capacidad predictiva que tiene esta relacion para detectar nuevos
planetas. El descubrimiento de los dos nuevos planetas en Gliese 581 es un
ejemplo de esto.

Gliese 876 es un sistema exoplanetario que tiene 4 exoplanetas girando a
su alrededor. El primer ajuste TB tomando en cuenta los valores de los 4 planetas

observados y muestra una relacion exponencial a= 0013%*® con un coeficiente

R? = 08755, el peor resultado que se obtuvo entre todos los sistemas planetarios
analizados.
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Los planetas Gliese 876c, b y e muestran una relacion muy importante
entre los periodos orbitales de 1:2:4, es conocida como la resonancia de Laplace.
Este es el segundo sistema analizado en este trabajo que presenta esta
peculiaridad. Tomando en cuenta esto, se realizé un ajuste utilizando los planetas
en resonancia.

Con el segundo ajuste se obtiene una relacién exponencial: a= 00502 %"**

con R?’=1. Hay que tener en cuenta que este coeficiente de correlacion
corresponde a los tres exoplanetas a los cuales se ajusta. Se extrapoldé hacia
adentro una unidad con el propésito de observar que valor pudiera tener el planeta
en el orbital n=1, sin embargo, este muestra una discordancia del 287% con
respecto al ajuste obtenido.

La relacion en los periodos nos sugiere que no puede haber vacantes entre
estos planetas. Entonces hicimos un tercer ajuste en el cual se toman en cuenta
los 4 exoplanetas y se acepta la posibilidad de vacantes entre n=1y n= 2 Se
encontré el mejor ajuste para Gliese 876 en el cual los planetas observados se
encuentran en los orbitales n =1, 4, 5 y 6dejando vacantes enn=2y n = 3 Este
tercer ajuste tiene una relacion de la forma:

a= 00124%"™ R’ = 0996

Esta relacion exponencial presenta muy buen ajuste para los valores
observacionales, pues los errores porcentuales no pasan del 10%.

Gracias al éxito obtenido en Gliese 581, en cuanto a la prediccién de
exoplanetas, podemos con confianza predecir dos exoplanetas en Gliese 876. Los
planetas que se predicen tendrian un semieje mayor a= 0.0381 UA (p = 4.5dias) y

a= 0.0668 (p = 105dias) en los orbitales n=2 y n=3, respectivamente.

M Arae es el Ultimo sistema exoplanetario por discutir. Este contiene 4
exoplanetas. De manera analoga a todos los sistemas que se han analizado se
hizo el primer ajuste con los datos observacionales y su namero de Orbita
correspondiente. El primer ajuste muestra una relacion que esta dada por:
a= 0038&"*™, con un coeficiente R* = 09281 Debido a este resultado se llevd
acabo un segundo ajuste, que igual que en los pasados, se hizo con un planeta
menos para observar si existe alguna mejor tendencia que pudiera servir para
realizar un mejor ajuste.

El segundo ajuste se hizo sin tomar el valor de n=2. La ecuacion

exponencial que se obtuvo es a= 0023%"*" y su coeficiente R* = 09992. Igual
gue en los casos anteriores, el ajuste a tres exoplanetas es muy bueno, y como se
ha mencionado, nos sirve como guia para encontrar el mejor ajuste.

El dltimo y mejor ajuste para este sistema exoplanetario se hizo tomando
los cuatro exoplanetas conocidos pero recorriendo el orden orbital a partir de n=2,
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es decir el orden orbital a seguir seria n=1, 3, 4 y 5, dejando una vacante en n=2.
El ajuste exponencial tipo TB que se obtiene esta dado por:

a= 0036%%*"  (R?= 09847

A pesar de ser el mejor ajuste para p Arae, tenemos dos planetas con
errores porcentuales de alrededor del 25%. El indice R? no es muy bueno
comparado con los resultados de los demas sistemas exoplanetarios. Sin mucha
confiabilidad se predice un exoplaneta en n=2 con un semieje a = 0.263 UA
(p= 4737dias).

Este resultado, en el cual no se observa muy bien una progresion
geomeétrica, seria objeto de un trabajo a desarrollar posteriormente.

Tanto en el caso del Sistema Solar (incluidos los satélites) como en los
casos de los sistemas exoplanetarios se encuentran una regularidad orbital muy
marcada. En cada uno de estos casos se encuentran resonancias, en algunos
casos muy exactas.

Uno de los sistemas que sobresale es el de los satélites Galileanos de
Jupiter. Si consideramos las relaciones entre los periodos de los satélites lo,
Europa y Ganimedes, encontramos que la proporcion que siguen estos satélites
es de 4:2:1 respectivamente. Esta relacion se conoce como la resonancia de
Laplace y representa el ajuste mas exacto de todos los casos en el Sistema Solar.

En nuestro sistema planetario existen otros casos de resonancias: Jupiter y
Saturno tienen una resonancia en los periodos de 5:2; Neptuno y Pluton tienen
una relacién de 3:2; los satélites de Saturno, Mimas y Tetis, una resonancia, 1:2;
Dione y Encelado 1:2; Tithn e Hiperion 4:3. Por ultimo, el cinturén de asteroides
tiene una distribucion orbital en resonancia con Jupiter, la cual tiene como
consecuencia las brechas de Kirkwood.

Para los sistemas exoplanetarios sobresale el sistema de 55 Cancri debido
a que presenta una resonancia de 3:1 entre los planetas de 55 Cnc b y 55 Cnc c,
la cual es una de las resonancias mas exactas de este sistema exoplanetario. Sin
embargo, existen algunas resonancias 5:1 entre 55 Cnc e y 55 Cnc b, 6:1 entre 55
Cnc c y 55 Cnc fy, si ademas tomamos en cuenta los planetas que predice la
relacion TB exponencial, existiria una resonancia 5:1 con el planeta en el orbital de
n=5y 55 Cnc d.

El sistema exoplanetario HD 10180 presenta resonancias 3:1 y 5:1 entre los
exoplanetas HD 10180d y HD 10180e; y HD 10180f y HD 10180g. Para el sistema
Gliese 581 se observa una resonancia 5:9 entre los planetas d y g vy, si se
confirmara la presencia de los planetas que pronostica la relacion exponencial TB,
se mostraria otra resonancia 5:9 entre el planeta que se predice en el orbital n=4y
GJ 581g.
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En particular se debe resaltar el caso de Gliese 876, que es el segundo
caso que presenta la relacion de Laplace. Esta relacion existe entre los planetas
Gliese 876(c, b y €). Solamente en este caso los cuatro planetas observados no se
ajustan directamente a una relacion exponencial TB.

Por dltimo, en el sistema exoplanetario y Arae no se encuentran
resonancias y su ajuste a la relacion TB es el peor de los obtenidos en este
trabajo.

El hecho que la mayoria de los sistemas planetarios que se estudiaron
contienen configuraciones resonantes, nos da una pista del muy alto grado de
interaccion entre estos planetas. Es decir, los planetas pudieron ser capturados en
las regiones de resonancias debido a un planeta gigante que se encontrara
migrando por la interaccion entre el planeta y el disco protoplanetario y que
podrian sobrevivir en la resonancia hasta el final de la evolucion planetaria. Podria
ser que la posicion que tienen actualmente los planetas no es la de origen, sino
gue han migrando y han entrado en resonancia.

Esto nos indica que los pardmetros orbitales iniciales estuvieron sujetos a
un proceso de dinamica interna, el cual llevaria a una configuracion estable, donde
los cuerpos alcanzarian un minimo de interaccion y esto se reflejaria en la
distribucion de distancias con una relacion generalizada Titius-Bode.

En algunos de los trabajos tedricos que se citaron sobre la relacion TB se
analiza la relacion que pudiera existir entre las resonancias y la distribucion de
distancias (o periodos) de los sistemas planetarios.

En este trabajo se ha revisado la historia, teoria y algunos de los trabajos
actuales de la relacion Titius-Bode. Se propuso una relacion exponencial
generalizada TB para ajustarla a los cuerpos del sistema solar, incluidos los
satélites de Juapiter, Urano y Saturno, por medio del método de minimos
cuadrados. Este método se utilizo para comprobar la hipétesis de que una relacion
tipo TB generalizada también es valida para los sistemas exoplanetarios 55
Cancri, HD 10180 Gliese 581, Gliese 876 y y Arae.

Los resultados obtenidos para el Sistema Solar y el sistema 55 Cancri se
publicaron en la Revista Mexicana de Astronomia y Astrofisica, Poveda & Lara,
(2008) (35). También como ya se menciond, los resultados obtenidos para los
sistemas 55 Cancri y Gliese 581 se reportaron en la VI Reunion de la Sociedad
Mexicana de Astrobiologia (2009), en la conferencia titulada: “Los sistemas
exoplanetarios: 55 Cancri, Gliese 581 y la ley de Titius-Bode”.

Examinando los ajustes exponenciales encontramos que la relacion TB es
valida tanto para el Sistema Solar como para los sistemas exoplanetarios.
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La pregunta de si la regularidad en la distribucion de planetas corresponde
solamente a una relacion matematica o si puede atribuirse a un fenémeno fisico,
sigue estando abierta. Sin embargo este trabajo, al igual que estudios anteriores,
han mostrado un simple hecho: la distribucion de las distancias planetarias tiende
a seguir una relacion TB, y esta relacion tiene caracter predictivo tanto en el
Sistema Solar como en los sistemas exoplanetarios.

Como hemos encontrado que en los sistemas exoplanetarios la relacion TB
es valida, nos inclinamos a pensar que es muy improbable que la relacion TB sea
debida al azar.

La correlacion entre las resonancias y la relacion TB también nos da una
pista de que la relacién TB pueda ser consecuencia de un proceso de relajacion
gravitacional, que ocurriria al final del proceso de la formacion planetaria, es decir,
después de la disipacidon de gas y polvo del disco protoplanetario.

El enigma de la relacion TB proviene de tiempo atrds y ha causado mucha
controversia entre los astronomos. Sin embargo, siguen publicAndose trabajos
sobre este tema y, gracias al avance en la observacion de sistemas planetarios en
otras estrellas, podremos estudiar mas a fondo el tema de la formacion planetaria
y encontrar la conexion con la relacion TB.

El descubrimiento de los planetas que se predicen por medio de esta
relacion ayudara a confirmar esta ley empirica. De tener éxito, la relacion TB
podria servir como herramienta para la prediccion y busqueda de planetas,
concentrando la busqueda en las distancias que ésta pronostica. Como ocurrié
con el descubrimiento del planeta Gliese 5819, cuya distancia orbital observada ya
habia sido pronosticada por la relacion TB exponencial, lo cual resalta la gran
capacidad predictiva de esta relacion.

En cada uno de los casos estudiados se predicen planetas, esperemos que
con los avances tecnoldgicos se pueda confirmar su existencia.
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9. Anexo
9.1 Método de Minimos Cuadrados

No existe un método Unico correcto para optimizar los parametros, valido para
todos los problemas. Sin embargo, existe un método que si puede ser bien
justificado, esto es simple y lineal, y experimentalmente bien establecido que es el
método de minimos cuadrados.

Nuestros datos consisten en pares de dos medidas (xi, Yyi), donde X; es una
variable independiente y y; es una variable dependiente. Deseamos encontrar los
valores a y b que minimice la discrepancia entre los valores medidos y los

valores calculados por y(x). No podemos determinar los parametros exactos con
solo un numero finito de observaciones, pero podemos extraer el estimado mas
probable para los coeficientes.

Debemos de definir el criterio para minimizar la discrepancia entre los valores
medidos y los valores predichos y: Para los valores cualesquiera de a 'y b,

podemos calcular las desviaciones de Ay; entre cada de los valores observados yi
y los valores ajustados.

Ay=y-¥x)=Yy-a-bx

Con pardmetros bien escogidos, estas desviaciones deberian ser relativamente
muy pequefias. Sin embargo, la suma de estas desviaciones no es una buena
medida de comparacion sobre la precision de nuestros datos se ajuste a la curva
debido a que grandes desviaciones positivas pueden ser balanceadas por las
desviaciones negativas y dando por resultado una suma muy pequefia incluso
cuando el ajuste de la funcion y(x) con los datos este mal. Uno podria considerar
el sumar los valores absolutos de las desviaciones pero esto traeria problemas
para obtener una solucion analitica. En cambio haremos la suma de los cuadrados
de las desviaciones.

Nuestros datos consisten en una muestra de observaciones proyectadas de una
distribucion que determina la probabilidad de crear dicha observacion en
particular. Para un problema de una esperada relacion lineal entre las variables
dependientes e independientes, definimos los parametros a, y b, tales que

muestran una relacion entre x y y, esta dada por:
%(9 =& +hyx

Asumiremos que cada uno de los valores medidos de y, pertenece a una
distribucion Gaussiana con el valor medio y,(x) y una desviacion estandar o, .
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Hay que tomar en cuenta que la asuncion de que es Gaussiana no siempre es
correcta.

Considerando esta asuncion, la probabilidad P para un valor observado y, con
una desviacion estandar ¢, para las observaciones y con un valor medio Y, (x)

es:
1 1y -y |
Pi - exp —= yl yO
o2 2| o,

La probabilidad para la creacion del paquete de mediciones observadas con N
valores de y., es el producto de las probabilidades de dicha observacion:

==, et 3272 |

donde el producto N es tomado con i de 1 a Ny el producto de los exponenciales
esta expresado como el exponencial de la suma de los argumentos.

Similarmente, para cualquier valor estimado de los parametros de a y b,
podemos calcular la probabilidad obtenida del paquete de valores observados

Pa,b) =] (Ujg,}ex%‘;z{y_am”

Con Y X = a+bx y evaluado cada uno de los valores x;.

Debido a que el primer factor en el producto de la ecuacion pasada es constante,
independiente los valores de a y b, maximizando la probabilidad P(a,b)es

equivalente a minimizar la suma en el exponencial. Se define esta suma como
parametro de ajuste y* (goodness-of-fit)

¥ :Z[y'_ay()(')} :Z[;(Y _ a‘bX)}

Este método para encontrar el ajuste optimo a los datos y encontrar los valores de
a y b que minimizan el peso de la suma de los cuadrados de las desviaciones

X’y por lo tanto, el encontrar el ajuste que produce las mas pequefia de los
minimos cuadrados. La magnitud de x?esta determinada por cuatro factores:
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1. Fluctuaciones en los valores medidos de las variables y,, donde son
muestras azarosas de una poblacion matriz con valores esperados Yy, (X ).

2. Los valores asignados a las incertidumbres o, en las medidas de las
variables y.. Incorrectamente asignadas a de las incertidumbres o, se
dirigira a valores incorrectos de x?.

3. La seleccion de la funcién analitica y(x) como una aproximacion de la
“verdadera” funcion y,(x).Podria ser necesario ajustar varias funciones

diferentes para encontrar la funcién apropiada para un paquete de datos en
particular.
4. Los valores de los parametros de la funcion y(x). Nuestro objetivo es el de

encontrar “los mejores valores” para este parametro.

Para encontrar lo valores de los parametros a y b que produce el valor
minimo de x?, igualamos a cero las derivadas parciales de x> con respecto a
cada uno de los parametros.

Estas ecuaciones se pueden arreglar como un par ecuaciones lineales con los
parametros a y b como incognitas:

Yi _ 1 X
R T
2

Yi _ X X
Z)Z_; =a), S+h)

g

Utilizaremos el método de determinantes para solucionar estas ecuaciones. Las
soluciones son:
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Estimacién de error

Si la desviacion estandar o, de los datos y, es desconocida podemos asumir que

todas son iguales, ¢’ = o7, entonces podemos estimarlas a partir de | datos y de

los resultados del ajuste. El requisito de que errores sean iguales se puedan
satisfacer si las incertidumbres son instrumentales y todos los datos estan
obtenidos con el mismo instrumento y en la misma escala.

La mejor estimacion de error para la variacion de la muestra de datos:

Donde N — mes el nimero de grados de libertad y es igual al nUmero de medidas
menos el numero de parametros determinados por el ajuste. En esta ecuacion
podemos identificar y, con el valor medido de la variable dependiente, y para vy,
el valor medio esperado de y,, podemos utilizar el valor calculado de la ecuacion

para cada uno de los datos con los parametros ajustado a a y b. Entonces,
nuestro estimado o, = ¢ para la desviacion estandar en cada medida individual es

1
o? 0s? = I\I_mZ(){—a—b)g)2

Comparando las dos ecuaciones, se puede observar que esta incertidumbre es la
gue hemos minimizado en el procedimiento de minimos cuadrados.

81



Coeficiente de determinaciéon

El coeficiente de determinacién indica la fuerza y la direccion de un ajuste lineal
entre las dos variables al azar. Este refleja la correlacion que existe entre los
valores medidos y los valores obtenidos por medio del ajuste, con lo que muestra
la fraccion en la que varia y, con respecto al ajuste lineal obtenido por el ajuste.

Se define como:

> (y-a-bx)

Donde s: es la suma de cuadratica del error que existe por el ajuste y s’
suma total de cuadrados.

es la

Cuando tomamos en cuenta el valor de este coeficiente, podemos afirmar que si el
coeficiente es igual a 1 implica que la correlacion entre ambas variables es lineal
total y que los datos siguen una tendencia completamente lineal. Un coeficiente
igual o proximo a cero indica que no existe relacion lineal entre las dos variables,
aungue podria existir otro tipo de correlacion no lineal.

R*’=1 correlacion perfecta.
0.8<R?’<1 correlacion muy alta
0.6<R*<0.8 correlacion alta
0.4<R*<0.6 correlacion moderada
0.2<R?<0.4 correlacion baja
0.0< R?<0.2 correlacién muy baja
R?=0 correlacién nula
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