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Resumen 
En la presente tesis se reali:.-m un estudio detallado acerca ele ondas de choque fuertes 

y rdativiHtt't,,') un cHpacio-ticrnpOH curvos. La.:; ondatl de choque tlOIl un fcnónwIlo cornún en 

astrofísica, puns una. gran ca,nticlacl de objetoR las dcsarTolhul en alguna. etapa, de su existen

cia .Y varios [enóruenos observados se explican a través ele ellas COlIla son: vientos estelares, 

snpcrnovas, Illlcleos activos ele galaxias y destellos de ra:vos garnrna. Cabe HlCncionar qlW 

los rnccaniSIIlOS que producen estos últilIlOS aún no han podido ser descritos por cornplcto. 

Es por eso que se ha decidido alacar el lema de ondas de choque desde ulla perspectiva 

cOlnplctarncntc nueva, incorporando a su (:stllclio los efectos que producirían CHrnpos gravi

tacionales intensos sobre estas~ tales corno los carnpos gravitacionales producidos por una 

singularidad desnuda, los cuales a pesar de ser sunlmnente intensos en sus vecindades: no 

desarrolla.rl superficies causahnente desconectadas del resto del universo a la, lnarwra en que 

lo hace un agujero negro. 

En el priIner capítulo se da,n a conocer las ecuaciones ck la. hidrodiwi.rnica y. CÓlIlO ósta's 

dictan los flujos a través de una onda de choque, es decir, se obtienen relaciones que la.s 

variables hidrodinámicaf:l del flujo deben de satisfacer a,l crm;;ar de un lado a, otro de la onda, 

de choque. Tmnbién se introduce el concepto de autosirnilaridad y se utilizan argurnentos 

dirnensionales para resolver el problelna de una, explosión fuerte, la cual OC&SiOll<1 un flujo 

autosimilar. Éstos conceptos se extienden para incluir en su estudio explosiones que dan 

lugar a fiujos relativista,,; y se obtienen parárrwtrof:l relevantes para el estudio de 6stmi 

(Zel'dovich & Rai~er, 1966a,b). En el segundo capítulo se introducen algunos conceptos de 

relatividad general ":-l se detallan los dos posibles resultados de un colapso gravitacional: un 

agujero negro o una singularidad desnuda. Se exponen tarnbi(~n alguna~<..¡ condiciones que la 

materia en el colapso debe de cumplir con el fin de ser considera plausible y se introduce el 

concepto de espacio-tielnpo autosirnilar; el cual ha sido de nlucha utilidad en el estudio de 

fonnación de singlllaridach:s ch:srmdas (Ori & Piran, 1987; TovolIlsend, 1997). En el capítulo 

tres se exponen las soluciones para explosiones e irnplosiones fuertes y relativistas que 

han bido ohtenich, hasta el momento (Blamlford & McKee, 1976; Hidalgo & Mendoza, 
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2005). Finalmente en el capítulo cuatro se resuelven las ecuaciones de la hidrodinámica 

para un cspacio-ticlllPO csféricaJllCutc siulétrico en el cual se supone existe una onda de 

choque ilnplosiva Y' natllrahncnt(: se da una síntesis entre autosinlilaridad en hidroclinárnica 

y autosirnilariclacl en la geornétría elel espacio-Liernpo. 



Capítulo 1 

Ondas de choque relativistas y 

A utosimilaridad. 

En Cbtc capítulo su obtienen cicrtas rdacioIlc8 que ltt.') variables hidrodinárnica8 en un 

Huido deben de cllluplir al paS<lT cste a, tra,vés de una onda de choque. Tarnbién se introduce 

el concepto ele auLosirnilaridacl y se uLili:¿;an argurnenLos clirnensionales para resolver el 

problcrna de una explosión fuerte, la cual oct-u.;iona un finjo alltosirnilar. Éstos con(x~ptos 

se extienden para. incluir en su estudio explosiones quc dan lugar a. finjas relativistas :y se 

obtienen parálneLros relevantes para el estudio de éstos. 

§1. Ondas de choque en hidrodinámica 

Cuando se produce Hua, explosión en una atIllósfera en reposo~ la energía. liberada pone 

en movimiento al gas que rodea al punto de su liberación. Éste ga.s~ al comenzar a moversc, 

caJnbia el estado de sus variables hidrodinárnica.<.;, corno son la presión IJ~ la densidad p, 

la temperatura T y la velocidad 1), Además propaga la información de estos cambios a la 

1)cZaC'idad dcZ "anido. de tal manera que todo el gas en conjunto pueda empe:lar a fluir "':'l en

trar así (~n equilibrio. Esto carnbia cut:lJlClo tcnernos una cxplosión lo sllficientcrIlente fllert(~ 

corno para poner en rnovirniento a una gran lnasa de gas a velocidades lna~yores a la del 

sonido. En este ca.so no hay fonna de quc los clelnentos de Huido que conlienzé1n a llloverse 

hagan llegar la. infonnaci6n de su (~stado a sus vecinos rwis lejanos antes (h~ ellos InislIlOS 

esiar ahí. Lo que se genera a continuación es una onda de choque, es decir, una superllcie 

que se expande a partir del punto de explosión~ delante de la cual el gas penIlanece sin 
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enterarse siquiera de que ha ocurrido algo. Detrás de esta, el gas se mueve violentamente 

alcj ándosc del punto inicial, pero sin alcanzarla. 

Por supuesto, (~xistcn algunas rdaciolws entre el estado dd fluido delante de la onda de 

choque (Hujo no chocado), la veloeidad de esLa y el esLado del Huido detrás de ella (Hujo 

chocado). EHtas relaciones salen de rnanera natural a partir de las leyes de cOIlHcrvación de 

IllC),S,L de energía., y de rnmIlcnto. 

Consideremos un Huido de densidad p y veloeidad v Huyendo dentro y fuera de un 

volllrnCIl fijo F que tiene corno front(:ra una. superficie 8. La cantidad de 111w'm,. por unidad 

de tiernpo que pa..sa a través de un elernellto de superfice dg es clS es {J'If· clS. En ausencia 

de fuentes y sumideros, la masa que fluya a través de la superficie completa S debe de 

ser igual aJ calnbio en la, rna.sa. contenida dentro del VOlUIIlCIl 1/". 11atcIlu-ltic;-uncntc esto se 

expresa de la siguiente manera (Landau & Lifshitz. 1987): 

-(~~ J pdV = J piJ· eLS'. (1.1 ) 

Dado que el volurnen (k integración es fijo -y usando el teorerna de Gauss~ se obtiene 

que: 

J iJ,p + 'V. (piJ)dV = (J. (1.2) 

Por lo tanto, dado que el vohunen de integración es arbitrario. llegarnos a la ecua.ción 

de con,tin'/J,üüul; o ecuación d(~ COTL'iervru:üSn de nUIsa: 

iJtp = -'V. (piJ). ( 1.:3) 

Generalizando este razOlu),lniento~ el cmnbio en cierta cantidad conservada dentro de 

algún volurnen fijo debe de ser igual al fiujo de dicha cantidad a. través de la superficie 

que rodea al voluruen. Las cantidades conservadas que tenernos aparte de la luasa son el 

rnorncnto y la energía. De esta rnanera podernos escribir otras 2 ecuaciones análoga .• " a la 

ecua,ción (1.;})~ las cuajes expresarán la conservación de energía "J' de rnornento * (Zd'dovich 

& Rai~er, 1966a): 

1.:tlllzdremos noi,iCIón de Emstun en la que índices repetidos implican SUllla sobre ese Índice, de esta 
lllanera tenemos: V . ,,¡- == Dj Vj 
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( 1.4) 

(1.5) 

donde herIlos utilizado el tensor de densidad de fiujo de rnorncnto rr ik definido corno: 

(1.6) 

Si considerarnos ahora un gas poliLrópico) hacernos pequeíias perturbaciones EL sus va

riablctl tcnnodinárnica,,'); la,,') introducirnoH a la,,') ecuaciones de cOIlbCrVi:\,c:ión antcriorCH, y 

dcsprccicunos térrninos de segundo orden j' superiores, llcg;-unos a, una. ecuación de onda 

que tiene una velocidad de oncla a: 

(1.7) 

donde la derivada se toma a entropía constante, y hemos snpuesto un gas poli trópico 

que obedece la relación * : p rv pl~. 

Estarnos ahora en posibilidad ele obtener ciertas relaciones entre los estados Lenno

dinárnicoH dd gas chocado -y el gas no-chocado. EHcojarIloH un t;ü,terna de referencia en el 

cual la onda de choque permanece en reposo, en el cual el gas no chocado llega a la onda de 

choque a velocidades supersónicas .Y el gas chocado se aleja de ella a velocidad subsónica, 

tornando en cucnta que la velocidad del sonido no (~s la rnisrna en arnba~<.; regioncs. Supon

gamos que el gas entra a la onda de choque con valores de presión, densidad .Y velocidad 

(pl1 PI, VI), y sale COlno gas chocado con valores correspondientes (p2, P2 ,1..12), Est udiarenlOs 

una n~gicln tan peqlH~ña c(~rca. de la. onda. de choque qlW pO(h~InOS considera.r el fcnclnwno 

COlno unidirnensional 1 así, :r denotará la distancia desde el choque. Si suponernos tarnbién 

que el flujo es estacionario, i.e. D, = O, podemos escribir las ecuaciones (1.3), (l.4) Y (1.5) 

de la siguiente rnanera: 

* L: n cambio politrópico en un gas es un cambio cuasiestático y de tal manera que los calores específicos 
del gas permanecen constantes en el proceso. Ji". generalmente es el cociente de calores específicos~ sin 
embargo esta inLerprelación deja de ser correCla en el caso de gases semirelaUvisLas o cuando el gas Uene 
una componente relativista y la otra no relativista (e.g. gas y radiación~ o electrones relativistas y protones 
lentos) 
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d 
-(1m ) = O. 
elJ: 

d [ ( 1 ',) ] - pv f + -'/}- + pv = O, 
dx 2 

d 2 
-(pv + p) = O. 
eh 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

Habiendo dernostrado que el fiujo de lnasa.~ de energía. y de rnOIuento se conserva, es 

evidente que a través de la onda de choque se debe de cumplir: 

1 2 '''PI 1 2 '''P2 
-VI + --- = -1'2 + ---, 
2 K - I PI 2 K. - I 1'2 

(l.ll) 

( 1.12) 

( 1.13) 

Donde hemos introducido una relación entre la energía específica, la densidad y la pre

sión dada por e = frr. Dc esta manera podemos escribir la",:, ecuaciones en términos 

lÍnicarncntc de p~ '/} y p y resolver las variabks dd ga,,<.¡ chocado en térrninos de la.H dd ga.H 

no-chocado. 

Las relaciones (1.11) (1.12) Y (1.1:,) son conocidas como las condicione" de soltoa través 

de una onda ele ChOqU€l y deLenninan la rnagnit ud del carnbio en Pl P Y '1) a través del cho

'l'W (Ver Figura 31). 

:f\ilanipulando la./) condiciones de Halto, en el Cé4<;0 lírnitc de una onda de choque fuerte 

dado por la condición * 

P2 »PI, (1.14) 

A pi:1rtiT de f',,"'Ila condlCiol1 ~8 slguP lamhH=in que ld \elo(ldad de ld onda de choqup (on lelSpwLo ctl gas 
no chocado es mucho lnayor a la velocidad del sonido del ga,,"i. Si definimos el llmllero de r..'Íach ./\'1 = -7, 
este resultado se puede expresar como A1 » 1 
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se cumplen las siguientes relaciones: 

K+l 
1'2 = K _ 11'1, (l.l5a) 

2 2 
Ji2 = K + 11'1 1'1 (l.l5b) 

¡r-l 
V2 = ---VI. 

K+l 
(l.l5c) 

En csü~ CW-iO: dado que P l «P2: podernos considerar cfcctivanwntc Pl = O. 

§2. Autosimilaridad 

ContinuCIIlOS con el problmna. de una. cxplmlión fuerte, suponiendo que se libera. una 

cantidad de energía E en una atruósfera. de gas ideal ~y en reposo~ con densidad constate 

Po- Supongamos que ha pasado suficiente tiempo como para que la regi6n de liberación 

de energía pueda ser considerada. un punto y el tierupo que tardó en libera.rse pueda ser 

considerado un instante, pero no tanto tiempo como para que la onda de choque generada 

por la explosión haya perdido su fuerza. De c,,:,ta manera el sistema ha a1can7,ado un estado 

de 1I1Ovinüento re!a,jadoqll€ adIllite una descripción rnateIllática sencilla. 

El rnovirnicnto del gm·; está dcterrninado por la energía ~' de la explmüón y la densidad 

inicial 1'0 de la atmósfera. Recordando el teonomlJ. TI de DnckinqhlJ.m, debernos de poder 

escribir las soluciones conlO [unciones adirnensionales de parárneLros adirnensionales que 

n~presentc~n distancia :y tienlpo: rnultiplicada.s por un factor (h~pcndientc del ticrnpo (~n 

general que nos dará las unidades físicas de la solución. 

J(r, t) = Jo . (¡'(r/ro, tito). (2.1) 

Donde J(I", t) representa alguna de nuestras variables hidrodinámicas (p.p, ,,), fa, ro, to 
representan escaJa~s características (con urlidades físicas) de cada variable construida,s a 

partir de los parárnetros del problerna~ :y ~b(r/ro~ tito) representa una función adiInensional 

de las variables adimensionales 'r = T ITo~ i = tito 

Los parárnetros de nuestro problerna no pueden ser cornbinados para generar dirnensio

nes caradcrú,ticat; de dit;tancia, (ro) ni de tiernpo (to) indcpendientcrnente, por lo cual las 



12 1 ONDAS DE CHOQUE RELATIVISTAS Y AUTO SIMILARIDAD. 

f 

f 

( 

i"---7 

\, \ ....... \ 

pz > PI 
Vz <VI 

PZ> PI 

\ .. 
( 

f 

Figura 1.1: Onua de choque vista ucsdc el sistema de referencia en el que ella IIllsnw 
está en reposo. Desde la derccha~ el gas no chocado entra a ella. con velocidad supersónica, 
y al I-ltra:vPHarla., s¡-tle con velocidad sllbsóniea.. Al atn-l,vPHi-l,r una onda, (h~ choqm\ el ga.s 
supersónico surrc un salt.o en sus ca,nUdadcs hidrodiná.tllicas~ como son la presión p~ la 
densidad p, la velocidad v, y la Lcmpcra.l.ura T. De est.a. manera, la energía. cinética del 
ga.~ se convierte en energía. t.(~rI1lica. La prc>;sión del lado izquierdo es IIW.:yor a la. presión 
del lado derecho. al igual que la densidad. [Imagen proporcionada amablemente por Talía 
Le7,ama.] 
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soluciones deben de estar dadas por una combinación particular y adimensional entre T y 

t. 

Para encontra.r esta. cornbinación: notaulOS que la variable z := E tiene dinwIlsioncs ck 
PO 

L 5T- 2/ 5 • Así podemos construir una variable adimensional de aulosimilaridad del proble-

rna, de la cual dependerá nucbtra Holución: 

= r ( (.'0 ) 1/.5 
( E¿2 (2.2) 

LaR soluciones resultantes se conocen corno .'io"nciones (J,ufo,.,iTnÜ(],T(-;,'; y la cOlnbina,eión 

particular de T y t se conoce corno v(},'rúJ,blt: de (J.'lLfo8'inúlaTúüul. Estos térrninos~ hablando 

vaga,mente~ se refieren a que la, distribución espacia,] de alguna, cantidad física, a cierto 

ticrnpo tiene perfiles siruilarcs (parecidos) a los que la rnisrna cantidad tendrá en un futuro 

o tenía en el pa..sado, haciendo un reescalarniento adecuado de las longitudes y del tieulpo. 

En términos más rigurosos, podemos decir que si al transcurrir el tiempo reescalamos 

de cierta Illanera nuestra unidad de distancia (e.g. T '" t 2/ 5 ), tendrenlOs sielnpre la nÜSlna 

distribución espacial de la cantidad en cuestión, únicamente multiplicada por un factor que 

dependerá del tiempo "jr contendrá las dimensiones física.s: 

J(T, ¿) = Jo(L) ·0((). (2.3) 

Dondc la8 funcionco tiencn el mioIllo bignificado quc cn (2.1), y fll(t) cotá dada por la8 

condiciones iniciales del problema. En generaL el parámetro de autosimilaridad ( = Tita, 

,'/ el exponenLe el se encuenLra de alguna rnanera. 

Eu el caso de una explosión fuerte existen 2 parárnetros iuiciales, E y Po con dirnen

siones independientes. Como hemos visto~ estos pueden ser combinados para construir el 

panirlletro adirnensional de autosirnilaridad y de esta rnanera autollláticarnente conocernos 

el exponente (} = 21t) en este caso. Éste tipo de problemas, donde el úuhce de 0.11.t08im.ilo.

ridad o: puede ser encontrado éL partir de las condiciones iniciales, se denominan del prúncr 

tipo. 

Los problemas del seg11.ndo tipo son aquellos en donde las condiciones iniciales son insufi

cientes para cletenninar el exponente 0:'. Un ejClnplo de esto es el problcrna de una inlplosión. 

Una. irnplosión (}lW inicia violcnta.nlCnte: al cabo de un tiernpo llcgani. a un estado relajado 

)' de alguna rnanera olvidará las condiciones iniciales precisas que la llevaron a ese esLado. 

De esta Inanera~ el problerna se deja tratar de InCll1era autmürnilar~ sin ernbargo no existe 
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una integral ele energía que nos permita encontrar el ínelice ele autosimilarielael (t ele la mis

lna nlancra que se hizo para el caso de la explosión fuerte. Para este tipo de problCllltt.') es 

Iwc(~sario inü~grar lw·; ecuaciones autosirnilarcs dejando o: indctcrrninado. DCSpllÓ':; se pide 

que la solución por un punto singular, pues de oLro ruado las condiciones de frontera no se 

batisfaccn (Zcl'clovich & Raizcr, 1966b). 

La./) soluciones autosirnilarcs tlon de rIlucha utilidad al tratar con problernas hidrodinárni

ros, pues nos pcrrnitcn reducir un sistcrna. ele ccu<l,cioncs diferenciales parciales en r y t a 

un sisterua ele ecuaciones diferenciales ordinarias 8n la variable de auLosirnilariclacl. 

§3. Hidrodinámica relativista 

Cuando estudia.rnos Huidos cuyas velocidades son cOlIlparables a lafl de la luz, o cuya 

densidad de energía interna es comparable o mayor a su densidad de energía en reposo, es 

neceflario trabajar dentro del forrnalisrno de la relatividad especial. Si aparte estudiarnos 

grandefl rna.sa.s de fluidos autogravitantefl~ o en presencia de fuertes carnpos gravita.cionales, 

tales como los producidos por agujeros negros o estrellas de neutrones, necesitamos incluir 

a la. relatividad general en el estudio. La.s cantidadefl terrnodinárnica.s en esta generalilmción 

están contenidas en el tensor' de energía-momento (Landall & Lifshit", 1987): 

T~v:=(c+p)lI~¡¡v+pg~v. (:3,1) 

Donde (' = e + pc'2 es la densidad de masa-energía medida en el sistema de referencia 

propio~ jJ es la presión, '/1'0: es la 4-velocidad y 90:,3 es el tensor rnétrico *. 

Este tensor debe de flatisfacer una ecuación de conservación dada por: 

'V V T~i/! = O. (:3,2) 

1 in, componente tI = O de esta ecuación representa la conservación de energía~ mientras 

que la cornponente II = k representa la conflervación de la k-éflirna cornponente del rnornen

to, 

"'La convención que se utilizará para la signatura de la métrica es la (-,+,+,+), por lo tanto,u.,.u l ' = -1, 
en unidades geOll1etrodinárnicas tales que la velocidad de la luz es e = 1 Y la constante de gravitación 
universal de Newton es G = 1. 
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Para que el problema esté matemáticamente completo hay qué satisfacer también la 

ecuación de conservación ele núnlCro ele partícula,,'): 

(3.3) 

donde nO" =nnu ~ y 'tI representa la densidad (k nÚIIlcro ele partícllla,s rncclida en el 

sistelna propio. 

En lugar de conservación de número de pa,rtículas podemos pedir conservación de flujo de 

rnasa. Esto se obtiene al rnllltiplicar 'JI por la. rna,,'m prmIlcdio por partícula: 

(:3.1 ) 

donde p es la densidad de masa. 

§4. Ondas de choque en relatividad especial 

En d Gum de fillidoH llnidirllcIlsionalcs; las cornponcntcs O y 1 (h~ la cCllacón (3.2) "'J' la 

ecuación (3.4), pueden ser reescritas de la. siguiente rnancra: 

[, p+e] 1 ["p+.!32e] ap a, ;1 1 _ ;,2 + rO Oc r 1 _ (P - -:;:- = 0, (4.1) 

a [e + /.,21
)] ~a [.0 (J Ji + e] = 

t 1 _ /]2 + r" r r • I _ .62 0, ( 4.2) 

D' [ (1 ] ~D [. a'3 (1 ] - O t + rrl -, JI -.62 TO . JI - /32 
(1.3) 

Donde (T puede tmnar los valores 0,1,2 para siInctrÍa plana, cilíndrica. y cRférica. rcs

pectivamente y P := <ir/dt es la velocidad del fluido. 

IAl,s ecuaciones (--l. -1) Y siguientes tienen la forma general: 

( 4.4) 

donde A~ B :y e son funcioncs hidrodinárnica.s del ticrnpo t y d(~ la longitud r. 

Análogarnente a la rnanera en que be obtuvieron la,,', condicioneb de salto de Rankinc'-
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IIugoniot, integremos las ecuaciones (4.4) sobre una región en el plano (r, t) que cruce la 

onda de choque y apliquemoo el teorema de Gauso para obtener (lVIcKee &; Colgate, 1973) 

(ver Figura 114): 

f [r U J-]dt - rOAdr] + J J Cdtdr = O. (1.5) 

La integra'! de línea cs tornada, Robre el circuito alrcdcclor de la frontera ele la región 

(ver Figura 34) y la contilmción de la segunda es despreciable dado que e es finita y drdt 

es una ca,ntidad de segundo orden. 

Si ahora haccrnos el contorno lo suficicntcrncntc pequeño, podrcrllos tOInar r corno constante 

en esa. región, -sr la ecuación (4.,1) se podrá sirnplificar a 

f [Bdt - Adr] ce !>B!>t - !>A!>r = () ( 4.6) 

Ahora bien, dado que la velocidad del choque ,6, = !>rj!>t cuando !>t --+ 0, entonces 

las condiciones de salto para la,,') cantidades .11 y B son ~B = ¡8".6.A. Sustituyendo ./1 y 

B por 1&.;; cantidades correspondientes de la.,'~ ecuaciones (4.1) ~/ siguientes, obtenerllos la..;;; 

gcncrali7,acioncs relativista.s de las condiciones de salto de l-tankine-Hugoniot: 

( [, p+e] _ [p+,62e] 
,els!> !J 1 _ /32 - L'> 1 _ /32 ' (momento) (4.7) 

iJ !> [e + 1]21'] = !> [Il l' + e ] . 
( s 1 _ [J2 ' 1 _ 82 ' , , 

( energia.) 

iJ !> [ P ] =!> [iJ P ] 
! s v'1 - (J2 ( v'1 - (J2 . 

( 4.9) 

§5. Autosimilaridad en Relatividad Especial 

Es natural buscar una solución autosimilar al problema de una explosión fuerte y rela

tivista, que extienda la solución dada por Sedov (cf. ec. (2.2)). Sin enlbargo~ dado que en 

este caso se introduce (h~ lnarwra natural una velocidad característica la velocidad d(: la 

luz. e - poelrímnos pensar que un buen parálnetro ele auLositnilarielad debería ele ser algo 

corno ~ rjet. Eltgroth (1972) investigó esta posibilidad, proponiendo 
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t 

Gas chocado A2 

I 

Gas no chocado 

r 

Figura 1.2: En este diagrama se muestra la línea de mundo de una onda ele choque. 
Si int.egrarnos la ecuación (3.2) sobre el área del rectángulo most.rado y ut.ilizarnos el 
teorema de C<-1USH, obtenernos la integral (4.5). Si ahora tomarnos ellírnit.e cuando el área 
dent,n) de él t.iende a. cero y despreciamos t.érminoi:l de orden i:luperior, encontramos las 
las condiciones de salto de la.c; cantidades hidrodinámieas a. través de la. onda ele choque. 
[Imagen proporciOlwua mnaLlcmclltc por Talía LCimma.] 

17 
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dT 
13= -
. "dt 

(5.1) 

como parámetro ele autosimilariclacl y construyendo soluciones separables en las variables 

independientes /J y T. Sin 8lnbargo TIlandford & :\.fcKee (1976) dieron tres argulnentos 

fíf:licos para obtener un nuevo parámetro de autosimilaridad t:), este problema (Hhwdford & 

IVIcKee, 1976): 

1. La densidad en el Huido chocado excede a la del Huido no chocado por un facLor ~ r 2 • 

Así, si la rnayoría de la . .') partículas han sido barrida,':; al radio R, el grot;or efectivo dd 

fluido chocado es aproxiInadaIIlcntc RI 1 ,2 

2. Si el factor de Lorentz del fluido chocado eR aproximadamente r / J2 un elemento 

de fluido cae UIla distancia aproxirnadaruellte igual a Rjr2 detrás del choque en el 

tiempo que el radio del choque ", duplica. 

3. La energía media por panícula en el Huido chocado varía como r 2 , un factor r debido 

al incrcrncnto d(~ (~Ilcrgía rncdido en d ruareo de referencia en co-rnovirnicnto 'y el otro 

debido a la transformación de Lorentz al sistema fijo. Si la mayor parte de la energía 

se encuentra en partículas chocadas recienternenie, la energía total es proporcional a 

1,2 n3 , y a partir dc (~sto sc siguc quc el grosor dc la capa dc partícula~<..; chocadas (~s 

aproximadamente R/r2 

Hidalgo & Ylendoza (2005) obtuvieron una derivación elel mismo parámetro a partir ele 

argllIIlcntos Inat(~Ináticos qllC a C(mtinllación dctallarcIIH)s: 

La velocidad dR/ clt con que crece el radio R cle: la. onda de choque: está dacia por: 

dll = JI - I . 
dt r 2 · 

con r el factor de Lorent7. de la velocidad del choque d/l/dt. 

(5.2) 

Suponiendo que la onda de choque eR ultrarrelativista, i.e. r » L entonces, a 0(r-2 ) 

dll I 
--1-
dt - 2r2 ' 

(5.:3) 
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Considerarnos ahora que 

para poder integrar la ecuación anterior y obtener a..;;;Í 

R=t 1-, .' ( 1) 
2 (m. + 1)[2 

(5.4) 

Dado que t tiCIlC dirncnsioncs de distancia: pOclCII10S escribir el cociente aclirl1cnsional in

troduciendo una cantidad aclirnensional q';: 

(5.5) 

Aproxirnando TI R a O(r-2 ) y resolviendo para cJJ, obtenernos: 

CJ = 2 (1 - ;l) (m + 1 )r2 (5.6) 

Podemos decir entonces que yO es nuestro parámetro de autosimilaridad, pues nos per

lnitc escribir la .. s funciones hidrodin<ünicas COIllO el producto de una función aclinlCllsional 

que nos de el p(~rfil de clistribllci6n espacial de 1m .. ; cantidades, y otra función, qlW en g(~llCra.l 

dependerá del Lierupo: que nos de la escala y las dirnensiones físieas apropiadas ele !llanera 

análoga a la ecuación (2.3). 

Sin crnbargo hay qllÓ Ilota,r que cuando T = R tenernos un valor nulo paTa rjJ~ por lo 

cual resulta lllás convenienLe utilizar un nuevo parálueLro X dado por: 

(5.7) 

cuyo rango debe de ser tomado para X 2' 1, siendo X = 1 el valor correspondiente a la onda 

ele choque. 

Snstitn:ycndo la ecuación (5.4) en la (5.7), y aproxirnando a O(r-2)~ obtenernos la forrna 

final del parámetro ele autosimilarielad: 

(5.8) 

El exponente rn· y la constante A tienen qu{~ ser encontrados a partir ele lw .. ; condiciorws 

iniciales espedficas del problema. Si es auLautosimilarielael elel Lipo 1 existe una integral de 

energía que nOb perrnite conocer arnbm; parárnetroti. Si eti autot!irnilaridad dd tipo II~ lati 
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ecuaciones resultantes deben de pasar por un punto singular para satisfacer las condiciones 

de frontcra~ pidicnto esto se dctcrnüna el exponente In.Ésto -:-l la solución de la,,') ecuaciones 

sc detalla CIl el capítulo III. 

Es irnporta,ntc notar que este panirnctro de a,lltosinlilaTidacl no cs tan siInplc corno el 

encontrado por Sedov (2.2) para una explosión fuerte en los régirnenes no relaLivisLas, o 

corno el panirnctro propuesto por Eltgroth (5.1)~ que resulta no ser el correcto a pcsm' de s(~r 

una. buena propuesta.. El parárnctro (5.8) ha. sido derivado a pa.rtir de cicrta.s aproxirnacioncs 

y consideraciones físicas del problema, lo cual nos invita a lralar ele hacer un muy buen 

análisis ele los problemas al tratar ele encontrar soluciones autosimilarcs a ellos, "'J' aún 

a.sí qlli:6ás haya qué hacer varia..,,;; propuesta..,,;; antes ele encontrar el correcto. 



Capítulo II 

Colapso gravitacional. 

Cuando existe cierta cantidad de IIlasa aCllIn1l1ada~ se dan situaciones en las qlW no 

hay a.gentes de presión capa.ces de vencer a la. fuerza de autogravcdad que siente dicha 

acurllulación de ruasa. De esta luanera se inicia un colapso graviLacional 1 el cual puede 

ü~rrnina.r (~n un a.gllj(~rO negro (OppcnhciIIWI' & Snydcr, 1939) o en una. singula.ridad desIluda 

(Ori & Piran, 1987), dependiendo de los factores físicos iniciales. 

En este capítulo se introducen algunos conceptos de relatividad general y se detallan 

los dos posiblns resultados de un colapso gravita,eiona1. Se exponen ta.rnbit~n algunas condi

ciones que la. rnatería en el colapso debe de cllIllplir con el fin de ser considera plausible y 

se introduce el concepto de espacio-tiempo autosimilar, el cual ha sido de mucha utilidad 

en el estudio ele forrnación de singularidades dCSIl11da~s. 

§6. Teorema de Birkhoff 

Considerernos un carnpo gravitacional esféricarnente sirnétrico. Esta sirnetría irnpone 

condiciones sobre el tensor métrico; el cual deberá tener la misma forma para diferentes 

puntos localizados a la rnisrna distancia dd centro de la distribución de rna.sas. Si usarnos 

coordenadas "esféricas" espaciales r, 8, 'P, podemos escribir el intervalo, de la forma más 

general que preserva sinlCtría esférica; de la siguiente rnanera (Landau & Lifshitz~ 1980: 

Mislwr ct al., 1980): 
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Como las unidades de longitud y de tiempo han sido escogidas de manera arbitra

ria, podcnlos hacer transfornlacioncs que prcscr"\rcn la silnctrÍa esférica de la fOrIna T -----+ 

hCr, t), t ---+ hCr, t), Así pues, hagamos o(r. t) = (l, u(r. t) = r 2 De esta manera, una cir

cunferencia con ceniro en el origen ele coordenadas tendrá longitud 2T1T. Para sitnpliIlcar 

los cálculos también será conveniente hacer: A(r, t) = cA. N(r, t) = _ev
, siendo A y u 

fUIlcionns de 'r y t. Así herIlOR llegado (1. una. expresión IlU-1.S sirnplc para el intervalo: 

(6.2) 

donde el despla~alllienLo angular 

o .22 2 dO- := Slll Bdip + ,le . 

Hasta ahora sólo hemos considerado funciones generales que representen un cspaclO

tiernpo esféricarnente sirnétrico. Si qllereIllOS conocer la fOrIlla de la.s funciones 1/ 'y ,,\ neC8-

sita,mm; resolver las ecuaciones de c::unpo de Einf:ltein: 

donde el tCIlHor de cIlcrgÍa-rnorncrlto TI-w está dado por (3.1), y el tensor de Einstein G/J-.// 

está definido por: 

con R,w Y R el TenS(1).T el Escalar de Ricci respecLivarnenLe. 

Sustituyendo la rnétrica (6.2) en las ecuaciones de Einstein (6.3) se obtiene (Landau & 

Lifshitz. 1980): 

(6.5a) 

() 1 -A ( lOrA) 8íT1() = 0 - e -2 - -- , 
'('~ T T 

(6.5b) 

1 O,A_.\ 
1\lTTü = --e 

r 
(6.5c) 

La solución rnáb sencilla a ebta",; ecuaciones se obtiene para puntoH fuera de ltt.') rnaba,':; 
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que generan el campo, donde 1Jw es nulo. Así: 

--(' -+-1 -A (D,v 1 ) 
..,.2 ~ T .,.2 

= O, (6.6a.) 

(6.Gb) 

DtA = O. (6.6c) 

De la tercera (~cwl.ci6n se sigue que: en este caso, A no depende del ticrupo. Por otra 

parLe) la BUlna de la prirnera ecuación con la segunda irnplica que ur(>.+v) = O) por lo que 

A+V=.f(t). 

Dada, la fonna del intervalo (6.2), alÍn POclCIllOR ll(),ccr una transf'orrna,eión de coor

denadas L -----+ fU) que preserva la siIneLría. Una Lransfonnación en particular podría ser 

(~qllivalcnt(~ a añadir a u una función arbitraria dd ticrnpo, cl(~ tal rnanera que A + 1/ = o. 
Así pues, la integrales de las ecuaciones (6.6) están dadas por: 

'" e e-A = e = 1 +-
T' 

(6.7) 

Hasta ahora hemos resuelto las ecuaciones de Einstein para un punto en el que no hay 

materia) pero en un espacio-tiempo csféricamcntc simétrico. Así, existen 2 posibilidades: 

i) El punto está rodeado por un cascarón esférico de rnatcria, o ii) El punto eHtá fuera de 

una difltribución eflférica de lnateria que rodea al origen. 

En el prirner caso, debernos (h~ tener e = 0, de otra rnanera. la. rnétrica. tendría. una 

singularidad en el origen de coordenadas. ASÍ, dentro de un cascarón esférico de rnaLeria no 

hay campo gravitacional y el espacio tiempo es plano: de manera análoga a lo que ocurre 

en Gravita,ción Ke"\vtoniana. 

Tomando el límite de campo débil en el segundo caso, la component.e temporal de la 

rnétrica gaa ~ - (1 + 2q')), donde <,0 representa el potencial N e"\vtoniano. De aquÍ fle sigue que 

la constante de integración e = -21'Yl y así obtenemos la expresión final de la métrica. 

Pwrn c'lf,alq'/J,ier disfrihuóón de rruJ};a UJn súnefr[a esffrica r/l,oviéndose ú:nicarnenfe en, 

din:cción radia.l~ el ínltT'IJalo -la. rnélr'íca- 1 es[ar'á dado por' la rnéLrica de Schwarz-schild 

para todos aq'uellos ¡runtos q'l.te se encuentren fuera dc la diHtribución: 
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(6.8) 

Donde el radio de Schwarz8child "e define como r~ = 21'v1, "iendo Al la masa total de la 

distrilnlción. 

§7. Formación de agujeros negros 

En la ecuación (6.8), Ytt -----l- O Y g,r -----l- 'XJ cuando r -----l- 'l\¡, ele Lal lnanera que uno se 

vería tentado a pensar que la estructura misma del espacio-tiempo no permite que existan 

cuerpos con radios rncnorcs a cierto radio proporcional (1. la, rnasa total cid objeto para 

evitar esas singularidades~ ~y la. respuesta a la pregunta arriba. planteada sería sencilla. Sin 

embargo~ el determina,nte de la, métrica (6.8)~ g = _7.4 sin 2 O no tiene ninguna singularidad 

para ningún radio, :y se sigue cUlnplicndo que 9 < O " . El radio T' = r s no es una. singularidad 

en el espacio-tieIIlpo, la.,'~ singularidades en la..;;; cornponentes en la rnétrica sólo nos dicen 

que no tenemos un buen sistema de coordenada.s cerca. de esa región. Haciendo el siguiente 

carnbio de coordenadas, 

¡ ,¡;:;¡;. 
T = ±t ± 1 _ Tslr elT 

R= L+ ¡ ,h, 

(1 - rs/r) Jr~lr 

llegamos a la siguiente expresión para el intervalo, escogiendo el signo positivo: 

c1Jl2 
eI,,2 = -elT" + ------~= + 

[(3/ 2rs)(R - T)]2/l 

(7.1a) 

(7.1b) 

(7.2) 

En esta expresión para la rnétrica 1 trayectorias r = const corresponden a trayectorias 

R - T = const': 

[
3 ] 2/:3 

r = ~(!l- T) rt/3 (7.3) 

q < O PS una (ondl< l{m importante que debe de cumplir cualquier espacio Uempo rísico , pues al elegir 
una coordenada temporaloide y la ... ,> demiÍs espacialoides, la lnétrica tendrá una signatura (-, +. + .+) 
ó (+, -, -, -). En cualquier CD.SO, 9 < O 
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En sistemas de referencia s{ncronos (aquellos en que g(){) = -1), las trayectorias de repo

so (en este ca.so R = canst) corresponden éL geodésicas, es decir ~ a trayectorias de caída libre. 

De este análisis observamos que no hay nada fundamental que impida que un cuerpo se 

cOlnpa,ctifiqllc IlU-)S allá de su radio de SclnvarzRchilcl, j' de hecho, corno vcrcrnoR (1. continua

ción, una. ve~ que el objeto se contrae por debajo de éste radio no hay poder conocido que 

pueda, evitar que continúe f:lU colapso hasta formar una singularidad central o caer hacia, 

ella cuando ya se ha. fonnado. 

Cont:;idcrcrnos ahora la propagación de rayos de luz, ds2 = O: 

(
dR) = [~(R _ T)] 1/3 = ±,jrjr, 
dT h1Y. 2rs 

(7.4) 

Notemos que la.s líneas T = const en el plano (Il, T) tienen pendiente 1 para cual-

'luiel' T. Cuando r > rs, (dR/dT)luz > 1, por lo tanto, ha:y trayectorias ternporaloides, con 

1 < dR/dT < (dR/dT)luz que pueden ir hacia valores mayores de r. Esto cambia cuando 

consideramos T < Ts: en este caso~ (rlll/clT)lu:E. < 1, Y como para cualquier partícula ma

terial dR/dT < (dR/dT)luz' cualquier trayectoria temporaloide caerá hacia T = () en un 

intervalo de tien1po finito por ninguna razón ruás que la, nlÍslua ra,zón por la que el tielnpo 

transcurre sin detenerse: La estructura del espacio-tiempo. 

El objeto que hernos descrito se conoce técnica -sr populannente corno aguJcro neg'ro, 

pues, después de este a,náHsis, es evidente que al darse un colapso de este tipo, clla.lquier 

objeto que cruce el horizonte de e1.Jento8, r = rs estará causahnente desconectado con el 

exterior, pues cualquier tipo de señal elnitida, al viajar rnanteniéndose dentro de su cono 

de luz, o en su froncera inevitablemen(.e llegará al cen(.ro de coordenadas. 

§8. Censura cósmica y colapso autosimilar 

Uno de los problemas no resueltos de mayor importancia en astrofísica relativista y 

gravitación es precisalnente conocer el estado final de una estrella que ha entrado en co

lapso gravitacional que lleva a ()sta. a. contracn.;e aún lnás que una estrella de ncutrorws 

¿Cuál será el esLado Hnal de un colapso corno esLe, clorninaclo enLerarnenLe por la fuer:.r.;a de 

gravedad? 
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Figura 11.1: En eHte diagrama He Illuestra la. relackm entre las coordenadas de Lernaítre 
y las coordenadai:l ele Sclnvar7:f:;child. Las trayectorias T = cont:it corresponden a. tra:,{ecto
rias Il- T = consc ' . ~~st.as t.ra.vcct.orias se salen del cono de luz cuando r t.orna valores 

menores a 2Al y por lo tanto son implosibles. Un observador en resposo COIl respecto a las 
coordenada.s R - T inevitablemente I-lkan7,(-J,ní la singnlaridad en un tiempo finito. [Imagen 
proporcionada aJnablenlPnte por 'Talía Le¡r;ama.] 
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La conjetura, propuesta por Penrose (1969), ele que un colapso gravitacional bajo cier

ta.') tluposicioncti físicanlCntc razonables debe ele tcrnünar en la fornw.ción ele un agujero 

rwgro es conocida corno la. censura cósrnic(],: la cual es cornllnnlCntc a.suIIlida en el estudio 

ele Ienólnenos físicos cerca ele CaInpos gravitacionales intensos. Existen dos versiones ele esta 

conjetura: la vcn:iión débil propone que toda bingularidad estará rodeada por un horizonte 

de cvcntoR~ por lo que ningún observador fuera ele cRte horizonte podrá. recibir inforrna,eión 

proveniente ele la singularidad. La versión fuerte nos dice que ningún observador, sin irn

portttr dónde S(~ encuentre, podrá recibir inforrnación proveniente de la singularidad. 

De ruanera [onnal, la conjetura de censura cósruica puede enunciarse conlO: 

"Un 8i8tf'-'ffUI ([Uf'- evoluciona df! acu,ndo a la tf'-or.zrJ. df! la 'rt:laÜ'uúlrul gf'-'{UTO). :mjf!to (1. 

ecuaciones de estado razonables, a partir de condiciones iniciales genéricas no-singulares 

dadas sobre 'Una hipcrsupcrficic dc Cauehy, no desarrolla ninguna singularidad espaóo

temporal que 8f'-()' 'uú·;ible de.'ulf! i'njinito. J,' 

Hay ejelnplos que violan esta hipótesis fúcihnente. Éstos son aquellos donde se suponen 

rIlas as negativas, agujeros negros de Kerr en rotación extrerIla o agujeros cargados en los 

cuales la carga es mús grande que la masa, aunque parecen no cumplir con la hipótesis de 

estar sujetas a ecuaciones de estado razonables. De hecho~ uno de los problcrnas de esta 

conjetura es que hay térrninos no bien definidos en ella l tales corno "ecuación de estado 

razonab1e~' o "condiciones iniciales genérica.s~' (Harada et a1., 2002: .Joshi, 2007; Harada, 

2009). Para evitar este tipo de situaciones, generalrnente se hacen hipótetüs adicionales 

sobre la..;; cualidades que un Tensor de energÍlna-rnornento físicanlente raL'.;onable debe de 

tener al intentar probar la conjetura de Penrose (Townsend~ 1997): 

• Tp,v Hatisfacc la crnulición. de ene'{gía dO'fT/..úw:nte Hi para. todo caUlpo v(~ctorial tcrnpo

raloidelJ dirigido hacia el futuro se satisface que el CalUpO vectorial 

(8.1 ) 

está dirigido hacia el futuro -y es no espacia10ide, o es cero . 

• La cond1:ción de ene'{g'Ía débil se sigue de la anterior: 
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(8.2) 

• La condición de f:7u::'fy{a fuerte es independiente de la.s anteriores .y expresa. la positi

vidad de la densidad de energía: 

(8.3) 

donde T := r;:. Para un fluido perfecto, la condición anterior equivale éL pedir c+3p ~ 

(J 

Se argumenta que si no se cumpliera la conjetura de censura cósmica~ y se pudieran for

rnar singularidades desIluda..s, el futuro dejaría. de ser predecible a. partir de datos iniciales 

dados en una hipersuperficie espacialoide, y es por eso que se ha tenido mucha confian"a 

en su valide?'. Sin embargo, a pesar ele múltiples csfucr7,os a 10 largo de cuarenta años ha 

resultado iInposible probarla. Es por esto que se han cOInenL';ado a hacer esfuer~os en direc

ción contraria) es decir~ encontrar situaciones realistas en las que aparez.can singularidades 

desnuda,,'). 

Aunque probando la existencia de singularidades desnuda.s todavía se podría, salvar la 

hipótesis de censura cósInica~ o al Inenos dar una versión alternativa, si se lograra probar 

que ésttt.') no se fornlan genéricanlCnte COlno resultado de un colapso gravitacional, o si re

sultara que aún cuando se forrnaran estas fueran inestables. Así pues, si las singularidades 

desdnudas han ele ser observadas~ se requiere que sean un fenóIneno genérico y estable. 

Lo que .significa tener una singulo.r·irlad desnuda corno producto de un colapso gravi

{acianal es que exis{an familias de c'urvas no-espacialoides dirigidas hacia el fU{UTO que 

terrnúu:n en la 8'inguJarüirul en el pa8(ulo'" . 

Contario a lo que uno esperaría, a lo largo de estos anos se han encontrado Illuchas 

soluciones ti, las ecuaciOIWS ck Einstein quc sa.tisfaccn las condiciones de energía. "J"' desarro

llan singularidades desnudas (Earclley & SIllarr, 1979; Christodoulou, 1984; Ori & Piran, 

1987. 1990; Joshi & Dwivedi. 1993; Harada et al., 2(02). Entonces, si existe alguna singu

laridad desnuda podría significar la pérdida de la posibilidad de predecir el futuro dentro 

1.:n d.guJcro ncgro cs prCClSdIll(ntc lo contrd.rlo. C'ualquicr curve'\, nO-(SpdCldlOld( dUIgHt.1 hdClc1 el futuro 
terminará siempre en el pasado fuera del horizonte de eventos. 
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de la teoría clásica, aunque por otro lado, podría ser una ventana a la física más allá de la 

relatividad general. 

Al tratar de bUbcar HolucioIlCH a 1a.1) ccuacionCH de carnpo de EinHtcin (6.3), UIlO He en

frenta con grandes probh~Ina.s técnicos, debido a. qnc son aJtarncntc no-lincales. Sin crnbaTgo, 

haciendo la observación ele que la reInO vicIad general no tiene ninguna escala característica 

propia, podernos buscar soluciones tllltosirnilarcs a estas, 'y a.sÍ sirnplificar en gran IIlcclicla 

el problema, de manera análoga al caso de la explosión fuerte expuesto en el capítulo lo 

Cuando (~Il un cspacio-ti(~lnpO existe un v(~ctor de Killing ( hOlnot{~tico, 

(8.4) 

se dice que el espacio-tiempo es alltosimilar u homotético. 

Para un espacio-tiempo esféricamente simétrico, este vector se puede escribir de la 

siguiente manera: 

(8.5) 

y cualquier cantidad aclimcnsional Q(r, t) = Q(Tjt). De esta manera se define la variable 

de flirnilaridad corno ;¡; = rjt y el intervalo eflféricarnente flirnétrico se escribe en térrninos 

de esta como: 

(8.6) 

Para resolver las ecua.cionefl de Einstein, tarnbién necesitmnofl dar un tensor de energía 

momento y una ecuación de estado que nos de una relación entre la presión y la densidad 

de rnasa-energía. Algunos autores (e.g. Cahill & Taub (1971)) han encontrado que una 

ecuación de estado compatible con autosimilaridad es la ecuación de estado de I3ondi

Whccler para un gas politrópico (c.f. Tooper (1965)): 

P = (IC - l)e. (8.7) 

Al sustituir la ecuación de estado (8.'7) en el tensor de energía lllornento (3.1)~ )r uti

lizar la rn{~trica alltmürnilar (8.6) pa.ra calcnlar el tensor (h~ Einstein GaS finalrncntc po

dernos resolver las ecuaciones de Einstein (6.3) en su Iorrna auLosirnilar. Corno esLmnos 

resolviendo en sirnetría esférica, sólo 3 de esta.') ecuaciones son relevantes (cJ. ecuaciones 



30 II COLAPSO GRAVITACIONAL. 

(6.5)).Dado que el problema a resolver tiene 4 variables, p ~ e, ll, A, v, utili~amos la ecua

ción (3.2) proyectada éL lo largo de la 4-vclociclacl Uf' para construir la cuarta ecuación 

faltantc. Así tClwrIlOS que 

De esta, manera llegamos a las siguientef:l ecuaciones: 

8 7r .f K.UtUD = _Al 

4 'l2f K v tl - 2 K f:rv rl + (2,];2 f K v tl + 2 K rlnrl) e'''(nr )" + 

(-Kf:rvl + KAI f:r) e'''(ur )3 + (:r"vl fK. -l,"KA' f) e'(uD)2¡/+ 

-2 :r""/U'K /¡'UDI - 2uDu'K. /euxu,1 + (-2!' x - K Al rr - 4 /K - 2 K /l.V I) .,/ + 
(4 / ) 2/' ') \' / 2" 1/ ) I . . x+~x +:r-KA +' X-'J K'U = (J, 

(8.8) 

(8.9a) 

(8.9b) 

(8.9c) 

(8.9el) 

que corresponden a las componentes 00, 01, 11 ele las ecuaciones de Einstein y a la ecuación 

(8.8) respectivament.e. 

EsLas ecuaciones son auLosirnilares únicarnenLe bajo la suposición ele que e:= /(J:)/[2, 
es dccir~ a rncdida que el ticrnpo avanza (t ---t O-)~ para :':D = :co = consto la dCIlHidad de 

masa-energía crece corno re .~ r 2 (Ori & Piran, 1987). 

Una VC7, plantcadm; las ecuaciones, necesitamos dar condiciones a la frontera IT\,7,onahlcs. 

Para obtener funcioIlcH rcgula[(]s en el origen, se debe de curnplir: 

,,'(O) = A(O) = 1/(0) = O, (8.l0a) 

f(O) = fo, f'(O) = O (8.10b) 
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Estas ecuaciones representan una nube infinita de gas ca~yenclo hacia el origen, r = x = 

O. La solución es válida para t <:: O (:r <:: O), con t = O siendo el tiempo de formación de la 

singula.ridad en T = O. La (h~IlSiclacl de (~IlCrgía en el origen e(O) cliv(:rgc cuando t se a.cerca 

a cero, pues e(O) = Jo/ [2, pero para cualquier oLro Liempo el punLo :e = O es un punLo 

regular. 

La solución csüi caracterizada. por los paT<1IIlctros fo :Y" ti,. rna, vez escogidos cstos 

parárneLros se pueden integrar nUluéricarnenLe las ecuaciones (8,9). Hay qué Lener cuidado 

con los valon:s quc se escogen para tí', y para lo, pues pu(:dc existir UIl punto sónico :¡;S~ donde: 

la velocidad del fluido es igual a la velocidad del sonido, para el cuál las soluciones sean 

singulares y no sea posible inLegrarlas. Si escogernos una ecuación de estado con K > 1.015, 

se formará un hori7:ontc de eventos ( Ts/r > 1 ) antes de t = 0, dando como resultado 

un agujero negro. Si escojernos una ecuación de estado con K· = 1 recuperarnos el caso del 

colapso de una nube de polvo, el cual resulta también en la formación de un agujero negro. 

Por 10 tanto~ si queremos obtener una singularidad desnuda~ debemos escoger una ecuación 

de estado muy suave, con LO < '" < L015. La solución para '" = un se muestra en la 

Figura §8 y fue obtenida primeramente por Ori & Piran (1987). 

Podemos calcular el comportamiento de las soluciones cuando l' --c, 0- a partir de las 

ecuaciones (8.9). Aproxinlanclo a 0(:r2 ) se obtiene lo siguiente: 

,. ~ A .. 2 _ [87r Jo] ,.2 ;'(.1) ~ o. 2.1 - -;3- .[, , 

v(:r) "" (lu 2 :r2 = [/17r.!0(", - ~)] 1'2, 

.() ? [fo(ti:-1)( 3 ·2 )] ? 
./ J: '" Jo - 12;¡:- = Jo - . 9", 187r Jo"'· - 12,,'/0'" - 9", + 8 1'-, 

La.H soluciones describen un colapso casi hOlnogenco (f ;::.::: fo - f2;172) y unifonnc (v,r ;::.::: 

(lu 1:r). Si hacemos la identificación grr = (l-r,/r)-1, vemos que el colapso también es casi 

Nevltoniano (Le. rro/r « 1) y por lo tanto no se fonna ningún horizonte. Aclicionahnente 

calculaulOs el e.'icalar de Kret,w:hrnann !{ ~ con el fin de aV(~riguar en <1u{~ puntos dd cspacio

tielnpo se fOfIna una singularidad. Cerca de T = 0, dicho escalar está dado por (r-..·Hsner 

et al., 1980): 
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4íTd 
2M/,. = 1 - exp( -.\) 

IYttl = C.Tp(,,) 
(d,./dL)null = exp[(iJ - .\)/2[ 

-Jo = T/t 
Iv' I 

Figura 11.2: Soluciones IlUlIl(Srica ... ~ a la.,,> ccuacionc. .. '" de Einstein (K9). En esta Figura se 
observa que 2rn/r < 1 para todo valor (h~ .T~ por lo que no aparece horizontf~, sin embargo 
la, función ele densidad d(x) pa.ra r = x = O tiene un valor finito, lo cual ocasiona, que 
c(r', L) = d(:r)/L2 --+ 00 cuando L --+ O, al momento del colapso. Se observa lambién que 
una geodésica. radial nula siempre tiene una velocidad coordenada dr/clt > O. A la dcrceha. 
de la recta identidad -;J: = T/t~ el espacio-tiempo está callsalrnente desconectado de la 
parte central, pues r > t por lo cual una llloclifica.ción en esa región exterior no afect.a,rá la 
est.ructura autosimilar de la parte interior. Vemos también que la component.e t.emporal 
dc la métrica gu ---+ oc cuando :c ---+ x~ cs decir, cuando t ---+ (\ por lo cualla.'3 coordenadas 
no son buenas para extender la solución para tiempos t > O. 
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(8.11) 

Numéricamente se observa que J( diverge para toda,. cuando t --c, (J. Con esto concluimos 

2 cosm; importantes: i) existe una singularidad física en t = O~ y antes de este momento 

el espacio-tiernpo es suave, y ii) las coonlenada.s que estaIllOS utilizando no son buenas si 

queremos extender el espacio-tiempo a t > (J, pues aparentemente tenemos una singularidad 

en todo el espacio a t = O. Surncrllos a esta observación el hecho de que gtt ---+ oc cuando 

:1; -+ -O() , pa,ra convencernos de que es uecesario hacer un call1bio de coordenadas para 

I > (J. 

Ori & Piran (1987) llevan a cabo tal cambio de coordermdas y muestran que para t > O 

existen geodésicas radiales nula,:;; que salen de la singularidad en t = O Y logran escapar a 

inllnito *': 

dr = J-9U > o. 
dt y" 

(8.12) 

Si en estas regiones sumamente densas y sin svpcrficic8 atrapadas se formara una onda 

de choque, qlli:L;;Í.";; podría acelerar partíclllafl a velocidadefl ultrarrelativiflta..,,;; corno ningún 

otro proceso conocido. La fuerza que una onda de choque podría tener en estas regiones de 

gravedad sumamente intensa podría resultar suficiente para acelerar partículas y conver

tirlafl en rayos CÓflIllicos ultraenergéticos. 

Varios autores h;-Ul Illofltrado que existen geodésicas radiales nulas flalientes de la singu

laridad y que llegan a infinito en el futuro (Eanlley & Smarr, 1979; Christodoulou, 1984; 

Ori & Piran, 1987, 1990; Joshi & IlwivedL 1993; Harada el, al., 2002; Harada, 2009; .Joshi. 

2007). Sin eIllbargo, la interrogante pennanece: Aún cuando estas singularidades sean en 

principio observables deflde infinito, quiL'.;áfl el corrirlliento al rojo sea, tan intenflo que haga 

imposible recibir cualquier tipo de señal en la realidad (Ileshingkar, 2009), a menos que la 

fuente tuviera una lUlninosidad infinita (Ori & Piran, 1987). 

De una forma rmí~ general el vector hornotético ( (c.L ecuación (8.5)) puede escribirse 

como (I3enoit & Coley. 1998): 

~ Para el caso de un agujero negro de Sdnvarzschild dr/dt = J gU/gl"r (1 - 21\1/r) - O cuando 
r ______ 2AI. 
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(8.13) 

Así. Carter & Henriksen (1989) han encontrado:> tipos diferentes de autoeimilaridad pa

ra un espacio-Lielllpo~ en analogía con los 3 casos de auLosirnilaridad conocidos en hi

drodinámica (c.l'. Zd'dovich & Itaizer (1966a,b)). Para cada uno de ellos, la variable de 

autosimilariclacl x toma la forma: 

{ 

r t t. Ct = O (exponencial) 

r = r /t. Ct = 1 (primer tipo) , 

I (<vt)-ljn . "fe (l, 1 ( segundo tipo). 

(8.14) 

El caso estudiado en este capítulo corresponde a autosimilaridad del primer tipo, pero no 

es la. única posibilidad para tener autosirnilaridad en gravitación. Para uu Huido alltogra

vitante debe de existir una, relación entre el pan-imetro de autosimilaridad del fluido y el 

correspondiente a la gCOlllctría del cspacio-tiClnpo. 



Capítulo III 

Soluciones autosimilares en 

relatividad especial. 

Para estudiar ondas de choque cerca de una. Ringularidad desIluda es necesario incor

pora,r la teoría de la relatividad general. Dicho de otra IIlaIlera~ es necesario estudiar la 

dinámica de los flujos que desarrollan ondas cerca de campos gravitacionalcs intensos, 10 

cual exige que se incorpore al estudio el forrnalisIllo de la. relatividad general. 

Existen estudios detallados sobre ondas de choque alltosimilarcs en relatividad especial 

(mancHorel & IVIcKee, 1976; Hidalgo & lVIendo~a, 2005) y el objetivo de este capítulo es 

mostrar las soluciones que se han obtenido hasta el momento para luego tratar de hacer 

una generalización de las mismas para los casos en los que las masas involucrada.s influyen 

de rnancra significativa en la curvatura cid cspacio-ticrnpo. 

§9. Explosiones fuertes ultrarrelativistas 

Supongarnos un ga.s 1l1trarrelativista con ecuación de estado dada por la. relación (8.7). 

Para un choque fuerte en el sistema de referencia donde el gas no chocado está en reposo 

se cUlnplc que P2/n2 »Pllnl~ y las condiciones de salto pueden ser escrita.') en fonna IllUy 

simple corno (l3landford 8:: McKee, 1976): 

e2 e, + ])1 
- ='Y2 
'11'2 1I1 

(9.1a) 
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n'2 

nI 

"12 + 1 
11:· - 1 ' 

[2 = ('12 + 1)["b -1) + 1]2 

,,(2 - ")(¡2 - 1) + 2 

(9.1h) 

(9.1e) 

donde r y 12 son el factor de Lorentz de la onda de choque, y el del gas chocado respecti-

vamente. 

Si se supone UIl gas 1l1trarrclativista tal quc Ii:. = 4/3~ nu-ls la. condición de quc 1,2 » 1 

podernos escribir las relaciones (9.1) corno: 

(9.2a) 

(9.2b) 

(9.2c) 

donde herIlos introducido la densidad del gas chocado TI~; := "'Y2'fl.2 rHedida. en el sisteIlla de 

referencia del gas no chocado. 

El teoremaII de Buckingham (c.f. Sedov (1993)) Hsegura que existen funciones adi

mensionales f(x).g(XJ, h(X) que curnplen con f(1) = g(l) = 11,(1) = 1 cuando X = 1. que 

corresponde al radio de la onda de choque, de tal Illanera que las variables hidrodináIllica.,,;; 

se pueden escribir de la siguiente forma,: 

1 2" 
1'2 = 3"2 = 3r -(e¡ + 1'¡)f(x). (9.3a) 

11.; = 2r2n¡h(x). (9.3b) 

o 1 2 
12- = 2[ g(x)· (9.3c) 

Para mostrar que las ecuaciones (4.1) pueden ser llevadas a su forma autosimilar, sus

tituyanlos las funciones hiclrodinánüctt.') p, "y, n por las expresiones (9.3)~ y las derivada .. s aL 
Y' ar por: 

(m+ l)X] 3 
t ( x· (Ha) 
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Con esto: las ecuaciones autosirnilares resultantes son: 

1 dh 

hgdX 

1 d! 
fg dX 

1 dg 

g2 dX 

8(m - 1) - (m - 4)gX 

Cm + 1)(g2X2 - 8gX + 4)' 

(7m - 4) - (rn + 2)gX 

(m + 1)(g2X2 - 8gX + 4)' 

2(9m. - 8) - 2(5m - 6)gX + (m - 2)g2X2 

(m + 1)(,PX2 - 8gX + 4)(2 - gX) 
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(9.4b) 

(9.5a) 

(9.5b) 

(9.5c) 

Para encontrar el Índice de alltosirnilaridad TU en este caso, podeIllOS utiliza.r la integral 

ele energía y elar el siguiente argumento. Si la energía total que se liberó en la explosión 

es E, y la energía total contenida en el fluido chocado debe de ser constantc~ entonces se 

cllIllple que: 

¡;; = f Tood V = const., (9.6) 

donde Tóo ~ 4P--;i2 a O(r¡2). Al tmstituir p Y'"'/ en térrninos de las funciones autotlirnilarcs 

(9.2) Y dr en térrninos de clX obtcnclrcrnos que para una explosión relativista., si se ha. de 

cumplir la ecuación (9.6), r 2 ~ ¡-;l. Por lo LanLo, el índice ele aulosimilaridad deberá ser 

rn = 3. De aquí se sigue que las soluciones a las ecuaciones (9.5) son: 

!() -1711" X = X 1 g(X)=x- 1 -/4 h(x) = [1 (9.7a) 

Conociendo esta .. s soluciones, podmnos regresar a las variables (1', t) Y encontrar la,,') solucio

rws física,,<.; de intc~ré~~. 

§10. Implosiones fuertes ultrarrelativistas 

Ilidalgo & Mendoza (2005) han econlraelo una solución aulosimilar para el problema 

de una, implosión ultra,rrelativista esféricamente Dimétrica proponiendo 

r" = A( _t)-m, (HU) 

donde t S O Y t = O representa el momento en el que la onda de choque llega al orígcn. 
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Análogamente a la manera como se obtuvo el parámetro (5.8), reempla"ando t ---e -t, se 

obtiene conlO panÍJnctro de autosinülaridad para este problcnli:1: 

Para este problerna la región relevante es r > R~ correspondiente a 1 ~ TI ~ -ex) en 

términos de la variable de alltosimilaridadr¡. 

Las formas de las funciones autosimilarcs son idénticas a las funciones (9.3), con la.s mismas 

condiciones de frontera: f = y = Ir = 1 en "1 = 1. Las derivadas parciales, ar y at , tendrán 

casi la misma forma que en (9.4). Haciendo la sustitución formal t ---e -t toman la forma: 

at=-":'r2ar2+ [1+2('f)~+1)r2 _ (m~l)X]ax, 

De = 1 + 2(rll + 1)r
2 

Dx. 
t 

I)c esta manera, las ecuaciones hidrodiná.micas (/1.1) se reducen a: 

1 dh 
hg d,,¡ 

1 '!f 
Jy dr¡ 

1 dy 

rp ,Ir¡ 

8(m - 1) - (m - 4)yl¡ 

(m + 1)(y2r¡2 - 8y,,¡ + 4) 

(7m - 4) - Cm + 2)g,,¡ 

(m + 1)(.,P,,¡2 - 8.'1"¡ + 4) 

2(9m - 8) - 2(5m - 6)gr¡ + Cm - 2)g2,¡2 

(m + 1)(g2r¡2 - 8gl¡ + 4)(2 - gr¡) 

(10.3a) 

(1O.3b) 

(Hl.4a) 

(lO.4b) 

(lO.4c) 

En ef:lte caso no hay una integra,] de energía de la, cuál podamos obtener el índice de H,ll

tosinlilaridacl Tri. Este tipo de soluciones autorirnilarcs se dCIlolninan del seg'ltndo tipo :y 

para encontrar el índice de auLosirnilaridad es necesario resolver las ecuaciones de rnane

ra numérica )" encontrar el punto crítico 1]* por el cual debe de atra;vesar la solución. En 

este punto la velocidad del fluido es igual a la velocidad del sonido (Zel'elovich & Rai"er, 

1966b), de tal manera que las regiones externas a esta superficie no puedan influenciar el 

movimiento autosimila.r del gas y del choquc. 

En el punto crítico, la ecuación para .'1('11) en el conjunto ele ecuaciones (10.4) debe de 

pasar por un punto singular (g* ~ 'l¡*) para el cual el nurnerador y denorninador se anulan 

birnultancarnentc, ctl dccir, 
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(7m - 4) - (m + 2)1)1] = O, 

Cm + 1)(9"1/ - 8g1) + 4) = D. 

El dcnonünador se anula (c.f. ecuación (10.6)) en las hipérbolas 

g1] = 4 ± 2V3. 
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(10.5) 

(10.6) 

(10.7) 

ESCOgÜ~Ildo el signo negativo para rnantcncr el íIldiC(~ de alltosirnilaridad pmütivo~ 1-mstitni

mos éste valor en la ecuación (10.5) y encontramos el índice de autosimilaridad, obteniendo 

171, = 12V3 - 20 = 0,78461. Escogiendo In de esta lnancra, tanlbién se anulan silnultanca

rnente el nUIIwraclor y clcnoruinador de las ecuaciones para f("/) :y h('l¡) en el punto crítico. 

A partir de aquí, las CClHl"cioncs (10.4) deberán ser intcrgada.':l Ilurnéricarncntc, pues no 

tienen solución analítica, y ele su solución se poclnin conocer los perfiles de laR clistinta.s 

cantidades hidrodinámicas para diferentes tiempos. 

El par<Írnctro de autosirnilaridad mnpIcado pa.ra. resolver los problcrnas de explosión e 

irnplosión fuertes y relativistas es prá.cticarnente elrnislno~ salvo por un signo en la variable 

t~ y e8 8l18tancialmente diferente del empleado en los Ca,,':l08 de colap8o gravitaciona1 aut08i

rnilar discutidos en el capítulo n. Por esto es necesario encontrar una relación entre arnbos 

parámetros al estudiar fluidos aulogravitantes cuyas velocidades sean cercanas a la de la 

luz. Esto nos permitirá conocer la dinámica de ondas de choque que se cle8arrollcn cerca de 

carnpos gravitacionales intensos. Podría ser que el parárnetro de autosirllilaridad :¡; := rjt 

no sea relevante desde un punto de ·vista físico aunque maternáticarnente 8ea correcto~ en 

analogía con el ca .. ')o del parámetro dc auto8imilaridad propucsto por Eltgroth (19'72)~ que 

resultó carente ele relevancia física y finalmente h,eron Dlanelfonl & :YIcKee (1976) quienes 

obtuvieron un parámetro f"Í8icamente relevante para el problema. 





Capítulo IV 

Ondas de choque implosivas en 

relatividad general. 

En este capítulo se presenta un intento por obtener soluciones alltosinülares a onda.s 

de choque implosivas generadas alrededor de Ull espacio-tiempo de Schwar"schild. Debido 

a que el radio gravitacional hace que el cf:lpacio-ticmpo 8ca no auto8imilar se propone una 

rnodificación naural a este. COIl este rnodelo de juguete se obtienen soluciones alltosirnilares 

para anclas de choque implosivas alredeclor cle un objeto central eyectanclo masa. 

§11. Planteamiento del problema. 

Corno vimos en el capítulo II, la métrica ele Schwarzchilel 

(6.8). El facLor í ele LorenL" elel gas se elefine como 

1 

está dada. por la. ecuación 

(11.1) 

donde 'U representa la velocidad propia elel gas con respecto a un observador en reposo 

instantarwarncntc (~n la rnisrna posición dd gm·; al que se le Inicie la velocidad. Si suponernos 

que el gas tiene un rnovinlicnto pllrarncntc radial, esta velocidad es (Lanclau & Lifshitz, 

1980): 

2 ( grr - r-IZ" (d ") '1' ----- --
, - dT2 -.lJu dt2 . 

(11.2) 
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Si el gas es ultrarrelativista) podernos resolver la ecuación (11.1) para '1) 'y aproxÍlnar a 

O(-y-2). obtcniendo: 

di f'iii (dr) 1 
v = dT = V g" dt = 1 - 2,2' (lU) 

De la nüsrna rnanera) la velocidad de la onda de choque está dada por: 

dL f!iii (dR) 1 
Veh = dT = V !lit di = 1 - 21'2' (11.4) 

Con c~tas aproximaciones podemos escribir la /1 'velocidad del gas como: 

{jü = -,(r, t)VfjU {jI = -,(r, t) (1 - (1 )2) vg;;, 
2"/ T) t 

(11.5) 

donde el signo lnen08 en la coruponenLe radial 'lit signillca que el gas se lnueve hacia el 

origen y en la cornpOlwntc tcrnporall/oQ <llW se InllCV(~ hacia el futuro. 

Como el gas es ultrarrelativista, p(r, t) = lj:,e(r, t) (c.f. ecuación (8.7)), y el tensor de 

energía momento toma la forma: 

(11.6) 

Tomando la proyección de la ecuación (:3.2) lo largo de la 4-velocidad se obtiene la 

ecuación de conservación ele entropía relativista (Landau & Lifshitz, 1987): 

(11.7) 

y proyectando a lo largo de la dirección perpendicular a esta se obtiene la versión relativista 

,k la cenación ,k Enkr (Lm1<1an & Lifshitz, 1987): 

(11.8) 

donde P:; := 1l
v

'Ua + 8~ es el tensor de proyección. 

Et;üu:; dos ccuacionet; junto con la ecuación de estado son suficientes para conocer la 

pn~sión y la. vdocidad dd ga.s detnis de la onda de choque dadas la.s condiciones iniciales :y 

de frontera. Para conocer la densidad es necesaria la ecuación de conservación de nÚluero 

dc partículas (ecuación (3.3)): 
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(11.9) 

En analogía con trabajos anteriores (l3landford & McKee, 1976; Hidalgo & Mendoza. 

2(05) suponemos que el factor r de LorenLz de la onda de choque está dado por la relación 

(10.1). De (~sta rnancra el panirndro (k antosirnilaridad resulta Hcr el rnisrIlO que se ha 

obtenido anteriormente, l' (c.f. ecuación (10.2)). 

Para resolver las ecuaciones (11.7) y (11.8) hay q'''' sustituir en dlaB las ,krivada" rJr y 

rJt en términos de la variable T' de similaridad (c.f. ecuación (10.3)), y las cantidades p, I Y 

n en términos de sus funciones adimensionales f( r¡), ge,)) y h(7)) (c.f. ecuación (9.3)). To

mando en cuenta únicamente términos dominantes en r 2 se llega a 1m; siguientes ecuaciones 

diferenciales: 

2 +1 --, - + - - ,1 - - -+ 
[

, T) (m+ 1) m+ 1 (4 1)) 111] dg 
9 9" 9 9 t ,Ir, 

3 -6--+ - -24-- -6- - -+ [ 
I)(m+l) m+l (6 .m+l 1)) k/] df 

f gf f gf f t dT, 
lvI 

-12 - - 8 + 5m = O. t . 

4 - - - + 8 --, - - + 4 --, - - 2 -+ [( 
r¡ 4 m. + 1) lvI m + 1 ,T' (m + 1)] dg 
.'1.'1!¡" t .'12 .'1,h, 

[ 1) (m + 1) . m + 1 (m + 1 -2 . 1)) Al] d! 
-'---'----c;----"- - 2 -- + 4 -- - - + 2 - - -+ 

f gf gf f f t ell) 

Iv! 
-3m.-4- = O. 

t 

(ILlO) 

(ILll) 

J\ pesar de que esta.':l ecuaciones se reducen al caso conocido (Hidalgo & r....'Icndo?'a, 2005: 

Sari, 20(6) cuando AI -----+ O~ no 1-1on antosirnilarcs, pues la variabh~ t sigue apan~cicndo (~n 

ellas. Notemos adicionalmente que esta variable siempre aparece dividiendo a la masa lvI. 

Esto nos dice que si la onda de choque ha de ser autosinülar en un espacio-tiClllPO csféri

ca.nwnte siIn()trico con una. rnasa central, necesariarncntc la rna.sa tenclni que variar con el 

Liernpo, de rnanera que 1\1 ex: l. 
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Estos resultados no son inesperados, pues el radio gravitacional está definido por T, = 

2AI. Si AI = consto existe una escala de longitud propia del problema c indepcndiente del 

ticrnpo, la cual nos ¡lnpide hacer un tratarnicnto a.ntosirnilar del rniSlIlO (c.f. Zd'dovich & 

Rai"er (1966b)). El hacer NI 'x L implica que el radio de Schwar"schild del objeto central 

crece o decrece a rncdida que el tiurnpo avanza. 

§12. Solución autosimilar 

Como una primera. aproximación al problema supongamos que la ma.sa /\1 = a.t. De 

esta Inancra el intervalo puede escribirse corno: 

2 (_ 2ctt) 2 clr·2 
2 2 

<18 = - 1 - -. elt + ( , 1 ) + T eH! , 
1 1 - 2nt r 

(12.1) 

donde o: = consto Corno 1i-1 > 0, se debe de cllluplir que o: > O pa.ra el caso de una explosión, 

pues t > O, Y " < O para el caso de una implosión para la que se supone t < O. Algunos 

escenarios astrofísicos en los cuales existe cyccción de nW.')!:1 por parte de un objeto central 

son vientos cstdan~s, jds (~n nlldcoH activos de galaxü-I.<.¡, GHBs -y rnicrOCUW"iarCH (J\ilcndoza, 

200S; Rosswog, 20(7). 

Sustituyenelo en las ecuaciones (11.7) - (11.9) la métrica (12.1) y la variable ele autosi

rnilaridad (10.2), llegarnos a las siguientes ecuaciones: 

[(-S/g + S'I) ,,2 + (_4 ') (m + 1) + S'l _ 4/g _ S 17> ~ 1) a+ 
9 9 9 g-

-"\---2 -+ m+l . (1 (In + 1)] elg 

rl" q dI) 

[(
-12/ f + 12'1 + "\8

m + 1) ct2 + (12'1 + :36
m + 1 _ 6/f _ 6') (m + 1)) a+ (12.2) 

f (Jf f (Jf f 

-3 +6-- -+ I)(m+l) m+l] d! 
1 gl dr¡ 

24n2 + (24 - Hhn) cy - 5In + 8 = 0, 
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[(-S'1 +S/q-16m+ 1) a2 + (_16m +, 1 _ s'1 + ,11) (rn + 1) +Vq) a+ 
9 -,1" g~.'J .'1 

-4--+2 -+ m+ 1 I¡(m+ 1)] elg 
.'12 .'1 di/ 

[(4/1 - 8mg~ 1 -4']) ,,2 + (2/1 -4'] +2r¡(n~+ 1)) n+ (12.3) 

1/(m+1) + 2 TrI + 1] ~f+ 
I gI '/ 

Sn2 + (S + 6m) n + 3m = 0, 

[(-4'1 + 4/.'1) ,,2 + (-4'1 + 2'11 (m + 1) + 4rrt +, 1 + 2/.'1) a+ 
.'1 g g g-

-'-'-----'----'- + 2 --+ - + '/(In+ 1) In+ 1 ] dg 
.'1 rp ,111 

[( 
m+1 1/) 2 (. 1) .m+1 .,/(m+1)) -32-- + S/h - S- a + 4/h - S- - 24-- + 4 a+ 

gil h h gh h 
(12.4) 

-4--+2 -+ m+ 1 I¡(m+ 1)] elh 
gil h di/ 

-12,,2 + (6m - 12) n + ;'In - 4 = (l. 

Estas ecuaciones son autosinlilares, pues son ecuaciones diferenciales ordinarias en las que 

no aparecen 1m; variables T ni t. Sólo aparcccla variable ele alltosimilaridad '71. El rango de 

la variable '1 es -Oü < '1 < 1 Y las condiciones de frontera están dadas por f(l) = .'1(1) = 

11,(1) = 1, de tal manera que f:le cumplan las condiciones de salto (9.2). Así la relación esntre 

las variables físicas y las autosiInilarcs está dada por la.') ecuaciones (9.3). 

1 2 2 
P2 = 3e2 = :/ (e, + PIlI(,¡). (12.5a) 

I ., 
/12 = 2r~/1lh(r/l. (12.;5)) ) 

122 
= ~r2g('I). ( 12.5c) 

Corno estarnos tratando con un problellla de auLosirnilariclad del segundo Lipo: no ha,y 

una integral de energía de la cuál podaulOs obtener el índice de birnilaridad 'm. É'btc debe de 
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obtenerse de la misma manera que se obtuvo en el caso estudiado por Ilidalgo & :VIendo"a 

(2005) (c.f. Sección ~10). 

F;~cribamos el sistema, de ecuaciones (12.2) - (12.11) en forma matriciaL 

A12 

A22 

Ao2 

(12.6) 

donde las componentes de la matriz AiJ representan los coeficientes de las derivadas f'. 
g' y h' en las ecuaciones (12.2) - (12.1)~ Y la.') componentes del ·vector e} son los términos 

indcpcndi(~ntcs (h~ la~<..¡ derivadas en esas (~cllacioncs. D(~notclnos por 6. al dctcrrninantc de la 

matri" A y por /::"i al determinante que resulta de sustituir la columna i de la matri" A por 

el vector cohllllna c. En lugar ele resolver cxplicitanlClltc las ecuaciones (12.2) - (12.4) para 

las derivada.s f', g' y h' (:scribircrnos su ~.;olllción (:Il fonna. silubólica.: pues lw·; (:xpn:siorws 

que resultan son realmenLe largas (c.L Apéndice A para ver los cálculos hechos para eSLo). 

La.::; solucioncH en fonna türnbólica cHtán dadtl,,') por: 

d! 
d// 

dg 

(h/ 

dh 

elT/ 
(12.7) 

En cornplcta. analogía con el cjcrnplo Inostrado en la sección §HL será necesario encontrar 

el punLo singular ele las ecuaciones anLeriores. En el punLo singular /1' debe ele cumplirse 

que: 

Esto automáticamente fija 63(/¡*) = O. Si resolvemos 6 = O para la variable 'I/.<I(T/) obtenc-

rnos: 

(la(rn + 1) - ag + 2(rn + 1) ± J(m + I f (3 + 6a + 'l( 2 )) (1 + 2a) 
'IN = 2 ~-------;-c'------;c---;c-__ :-;--c-__ -,-----::-;---~---
. -4a2 + 2a(m+ 1) -4a+ (m+ 1) 

(12.8) 

Sin irllporLar que signo se elija1 al sustituir este valor en la ecuación Ll2 = O Y resolver para 

rn, be obtienen dOt\ valorcH pOHibkH para el Índice de autoHirnilaridad: 
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(12.9) 

Dado que por hipótesis nI. > 0: el signo a elegir dependerá dd valor de o:. Para o: = O S(~ 

debe de comar el signo negativo, resulLando m = 1213 - 20 = 0.78461 (c.L sección §1O, 

Hidalgo & Mendoza (2005)). En la Figura §12 se grafican ambas soluciones para el índice 

de autosirnilaridacl TU corno función de 0:. Se rIlllcstra. que hay un punto O~O para el cual 

'll/+ = n¡._. El índice de autosirnilariclad a la derecha de ese punLo~ es decir, para O:: > no, 

esm_, mientras que para. O:: < no se debe de uti1i:;>;ar '711+. De esta. manera se recupera, 

la. solución estudiada cuando cv ---t O Y se tiene continuidad en la fUIlción TlI.( o:) y en su 

derivada drn/da. 

Una vez fijado el valor de Q: conocemos el valor de Tf"l y de esta manera podemos 

resolver numéricamente las ecuaciones (12.2) - (12.4) para las variables l("I), g('f¡) Y h('f¡). 

En la Figura §12 se muestran algunas soluciones numéricas para estas funciones utilizando 

distintos valores de n. 

Utili"ando " = -11.115 se obtienern = 1I.8i585:'2. Escojamos unidades de distancia y 

tiempo tales que n'1 = -1 Y 1'1 = 1. Supongamos además que la onda de choque se forma, 

en la coordcnada radial Ro = 100 con un salto en la prcsión inicial Po = 100. Con esto se 

obtienen l&s soluciones Illostrad&s enla.s Figuras §12 - §12 después de sustituir 1&') soluciones 

ele las ecuaciones (12.2) - (12.4) en las relaciones (12.5). 
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10 

" ü 

-w 
-0.0 -(lA -(U -0,2 -D.! o 

Figura IV.l: En esta figura se grafican los índices de alltosimilaridad ln± como función de 
la, ta~a de eyección Q (ecua.ción (12.9)). Para Ct' ---+ O se ut.iliza el índice con signo negativo 
y la solución converge al caso previa,mente est.udiado (Hidalgo & 1\Iendo7,3,) 2005). Pa,ra 
Cto = 0.311 se tienen ambos incliccs iguales, m = rn = mo = 1.512; Y se observa que 
cada una de la . .;; curva .. ':'; tiene un pico en ase punto. Si seguirnos la curva Tn de derecha 
a izquierda; ~erá rná.,,> tmave cont.inuar sobre la curva In+ a part.ir de 0:0. Se observa que 
ambos índices tienden a infinit.o cuando Q t,iende a -0.5. Dado que se trat.a de un problema 
de implosión en el cual t < 0, se debe de cumplir Q < O para t,ener una masa A1 > O. Esto 
significa que la masa central tiene que decrecer con el tiempo, es decir, debe de eyectarse 
de alguna forma. 
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" ,-----~--~--~--~---, ,o, ,---__ ~--~--~--~___, 

l., 

:J.b 'l.:; 

),1/1_(] __ ,," In 

0.0 ,-----~--~--~--~___, " ,-----~--~--~--~---, 

:.') 

1,'0 

1.:; 

" ~=======~ _21 -Hi _HI 

Figura IV.2: De i7,qllierda a derecha. }' (h~ arriba. hacia, abajo cada p¡-lIH~l 1I11l8Htra 

las soluciones numéricas a las ccua,cioncs (12.2) - ("12.4) utiliy;ando valores de O: = 

O~ 10-.1 ~ 10-2 ) 5 X 10-2 • La solución que se obLiene cuando O: = -1 X 10--1 es práctica
mente indistinguible de la obtenida cuando (Y = O. En los dCIlUis casos se obSCrVl-l el mismo 
comportamiento cualitativo de las funciones f(T¡), g('f¡) y h(f¡) que en el caso para el cual 
Q: = O. En ca.da panel, de arriba, hacia aba.jo las curvas representan las funciones auto
t:limila,ret:l de pret:lión f(17), factor ";/'2 de Lorent,z ge,]) Y' dent:iidad ele número de partículas 
h (/1)-



50 IV ONDAS DE CHOQUE IMPLOSIVAS EN R.G. 

,~I/t - n - 0.0,), TlI - rn(n) - O.858Ei82 

100000 ,------,------,,----,-,------,r------,------,---~_,--_, 

10000 

IODO 

IDO L_ ____ ~ ____ ~ ______ ~ ____ ~ ______ ~ ____ ~ ______ ~L_ 

U 4 IU 14 
,. 

Figura IV.3: En esta figura se muestran los perfiles de prsión detrás de una onda de 
choque fuerte y ultrarrelativista. Se a."nune que la densidad y la presión del medio son 
llniforrrH-)S, con Tll = {JI = 1. Se ha. ¡-j,"mrnido que la onda (h: choque implosiva. se ha 
formado a /lo = 100 con un t:ialto inicial en la. presión de Po = 100. De i7:quercla a derecha 
se mucsLra,n los perOles de presión corno función de r a tiempos 4, 5~ 7 Y 10 anl.cs ele que la 
onda de choque llegue a T = t = n. La prcsiólljusto detrás de la onda de choque taIIlbit~Il se 
IIlnpstr'¡-j, corno 11Ill-), cnrva que cn-:ce iwh-:finidarrH-:ute cuando la onda de Ch()qlH-~ converge al 
origen. Para puntos máH alejadm; de la onda de choque la pre~ü6n parece crecer f-iin límite, 

sin embargo esta solución deja de ser válida p<'Tra esos radios pues las aproximaciones 
hechas dejan de tener sentido para ",;,2 ::s 10. 
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Al/! = ú = -0.05, 'In = m(n:) = 0.8585:32 

100000 ,------,------,--,----'T-----,-------,~----,------,--_, 

~ 10000 

1000 ~ ____ _L ______ L-____ _L ____ ~ ______ ~ ____ ~ ______ ~~ 

o 2 8 10 12 

Figura IV.4: La gráfica muestra la. densidad de número de pa.nículas n detrás de la onda. 
de choque como función de r. Las eondicioncs del medio no ehocado y que dieron lugar 
el la onda <le choque se describen en la Figura §12. De ii':qucnla a. derecha se muestra la 
(h~nHida.d dp nÚrrH~r() de partícnlas corno fnndón (h~ T I-l tiernpmi 4, 5, 7 Y 10 antes de que 
la. onda de choque cohqme en el origen. La. cnl'va pnvoh'ente IIlUp¡·;tra el valor de n jmit,() 
det.rás de la onda de choquc~ el cual crece indcJlniclamcnLc a'! colapsarse la onda. de choque 
en el origen. Al Igual que la prcsión1 la densidad parece crecer monótonament.e para punt.os 
Ill(i~ alejados de la onda de choque. sin cmbargo, como se cxplica en la. Figura ~12, ósta. 
solución deja de tener sent.ido en esa región. 
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.Al/t = o: = -0.05, m· = m(n) = O.R'íSfi;12 

10000 r------~------~-----~------, 

1000 

(- 100 

10 

o 10 20 
,> 

Figura IV.5: Fador '-"i 2 ele Lorentz detrá." de la onda de choque. Las condiciones del medio 
en el cual ocurre la implosión y' se propaga la onda de eh()qlH~ están detal1ada,¡.; PIl la. Figura 
§12. ])e izquerda a derecha se muest.ra el valor del fador ,"/2 como función de r a tiempos 4, 
5,7 ,y lO a,nl.cs de que la onda de choque colapse en el origen. La. curva envolvent.e muest.ra 
el valor de ",/2 del flujo justo detrás de la onda de choque, el cual divcrgc al acercarse la 
onda. de choque al IIlomento del colapso en r = t = O. La. solllciún deja. de ser válida pa.ra 
valores sllficientelllf~nte pequeños de ";(, taleH qllf~ las aproximaciones a 0([-2) dejan de 

ser válidas. 
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§13. Discusión 

Las soluciones autosirnilarcs del segundo tipo tienen 2 propiedades básicas. La prinlCra 

(~S la. (~xistcncia de un punto singular 'I/,por d cual debe de pasa.r la. solción para UIl valor 

especíllco elel índice ele auLosirnilariclacl tn. La segunda es que ese punto singular por el 

cual pasan corresponde a una curva r(t) en el plano T - t~ la cual ctl una C_ característica 

delimitando la, rcgión d" influcncia hidrodinámica (Landau & Lifshitz. 1987; Hidalgo & 

Mendoza, 2(05). La ecuación de dicha característica está dada por: 

a - /3 
1- a,D' 

(13.1) 

donde a es la velocidad propia del sonido y ,D es la velocidad del fluido. Así, la energía 

contenida en la región autosimilar del flujo está dada por: 

(13.2) 

(13.3) 

Como r 2 ~ Itl-m , E ~ ItI 3- m • Así, E --c, () cuando t --c, () a pesar de que p y n diverjan 

al aproximarse la onda de choque al origen. Esto nos dice también que la.s aproximado

nes hecha,,; serán válidas únicarncntc en 1m; ca.l)os para 1m; que el Índice de autosirnilaridad 

ni < :1. 

En este capítulo lwrnos logrado obtener una relación (~ntn~ el panirndro de autmürnila

ridad hidrodinámico para una onda de choque implosiva ultrarrelativistal} := (1 + r jt) [1 + 
2( 171,+ 1 )r2 ] y el parárnetro de autosirnilaridacl geoIllétrico o gravitacional;f, = r /t~ los cuales 

a prirnera. vista parecían no tener rela.ción alguna.. Esto <]lW por el rnonwnto es sólarnentc~ 

un modelo de juguete, es un primer paso hacia un estudio detallado sobre ondas de c:hoque 

desarrollándose en presencia de carnpos gravitacionalcs intensos. Este tipo de estudios sin 

lugar a dudaB son relevantes al describir un colapso gra,vitacional en el que se origine una 

singularidad desnuda. 





Conclusiones 
En el presente trabajo se ha generalizado el estudio ele hidroclinárnica relativista en ex

plosiones e irnplosioIlCb fucrtctl para CW:lüH en 1m; cualet-> los carnpos gravitacionalcs ccrcanmi 

al fiujo estudiado Ron rIllly inteIlsos "'J' es ncccs;-),rio incluir el forrnalisrl1o de la relatividad 

general. Para esto se ha estudiado el colapso gravitacional y cónlO este puede Lener corno 

consecuencia la forrnación de singularidades clcsIlllcla~<.¡ y de cHta rnancra liberar clwrgÍa qlW 

pucda ser rncdida por un observador externo. 

Con esta rIlotivación, y a partir de los f(~IlÓlnCnos antosirnilarcs conocidos en hidro

dinárnica relativista. fue posible desarrollar un espacio tiernpo de juguete que fuera autosi

rnilar en el cual se supuso la existencia de una onda de choque irnplosiva a la lnanenl de 

Hidalgo & J\-1endoza, (2005) "J"' se resolvieron nurnéric;-unente las ecuaciones obtmüela.s. Así, 

se obtuvieron resultados cllaltitativaInente no rnuy diferentes a los obtenidos en trabajos 

anteriores (Hidalgo & Mendaz a, 2005; Sari, 2006). 

Este tipo de estudios son relevantes en a.strofísica para describir los procesos rná.s 

energéticos del universo, tales como los destellos de ra~yos gamma, los cuales a pesa,r de 

ser bien conocidos observacionalrnente no dejan ele ser una interrogante rnayor a.strofísica

rnente y es necesario proponer nueva.s hipótesis. Otra aplicación de interés para este tipo 

de estudios se encuentra en el campo de los ra~vos cósmicos. Si una onda de choque tuviera 

lugar en las vecindades de una bingularidad desnuda~ esta podría tler surnarnente fuerte y 

acelerar partículas a velocidades ultrarrelativistas, dando una explicación a la existencia 

de rayos cósmicos ultraenergéticos. 

Ellllodelo que en el presente trabajo se desarrolló no deja de ser un modelo de juguete, 

sin enrbargo nos ha pennitido arrojar algo de luz en el Calnpo de la astrofísica relativista 

sujeta a flwrtcs carnpos gravitacionales :yo de qué rnarwra {~stos infiu~Fm (~n la hiclroelin?Í,rnica 

ele la rnateria que los rodea. 





Apéndice A 

Códigos utilizados. 

En este apéndice se adjuntan 1m; programas escritos en \/Iaple que se uti1i7,H,rOn para, 

resolver el problcrna de una. onda. de choque fuerte y llltrarrclativista dcsaTrollándosc en 

un espacio-tierupo alltosiluila,r expuesto en el capítulo IV. 
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lEn Mte pro¡rilllIll." abtlUll! la 4-~ del tenmr ~ mamIIlto Y Lo. 
4-dM:r¡mtia dI:! llIÍIIItI'O de parti:alu. 

.. rutal"t: 
wlth(t ... sor) : 
u.u.c 
.lph.:: .... 1. 
r:: ... 1, "Z*alpha*t. 
t::rMl. 
_C ... t):: ..... l. _Cr.t»O. 
th.U:: .... '. 
pht:: .... 1. 
.(r,t) :: .... 1 •• (r,t) .. O 

" 
[COOldIaats md Iútdc: 

~ c:oord :_ [t. r. 1:MtIo. ph;]: 

1

> L,CIIIIPU :- .rrayc.~rtc ..... I'H. 1 .. 4. 1 .. 4): 
a.cHpts[1,1] :. - (1 - Z"1phllOOl:/.-): a.cHpts[2,Z]:_1/(l - Z .. lph •• t/r) 
LCapt.[],3] :_ (( .. )1.2): II-CHpt.[4.41:- ((r)A2)q,in(thM-.)A2: 
1:. C .... U( [-1,-1], _l(U"PtI»: 

1
> lIIYIne 1útrlI:: 

I'Inv: .... IIQI"tC •• '111M,'): 
.. CbrlKtoftel Symhnll:: 

D1g:..a-I:nc(I,c<lCll"d) : 
MI :- dZ_r1c ( DlII. coord ): 
Cf1 :=Chrl.toff1!l1(D1g) : 
CfZ :4ri.tofh1ZCgillY ,cm : 
Hlspl~(a.rlst""'l1.ctll : 
IdbplQCZca.rbtofh1Z ,CfZ) : 

1
, -,-

....... :_ lt .... n( g'lnY, DZI. Cf1): 
Iillpll1)'Cj1.(lt_n ....... ): 

1
> "'e~Indl«" 

_up : .... ts .. (ginv ........... l.Z.!.4): 
ldI.pl.,czCI1_n ....... p): 

1
,-.-

_cant.-..:t : .. pn!dC .......... _P.[l.1l.[2.Z1.[].!].[4.4]): 
he.'", :_ RIIIcontract[capt.]: 

> CMl.le me Eruqy--MolIlentum Teuor: 
~-'=s :. UTWYC-,=ric.spu'S". 1 .. 4. 1 .. 4): 
~a[1.1] :. TIlO: ~a[Z.2]:. TU: 
~-'=.D.I] := 122: ~-".[4.4]: .. nI: 
~1[1.Zl :. TOl: 
-r... :. c .... t.( [-1.-1]. _1cr.......-'=.)): 
.t",11fyCIIH-c-,=.(TIm)) : 

[4-wlo<Iry.1ruIB dawn(v) I.IIdllldo:r:up(V): 

1
> .. := c~q-1].a~...,.([ ILII. 0.0.0])): 

V:· ... lI.ClI1nv.v.1): 

[llIIIIIe 2:nd1nd""ottho: En-MailnT.....,.., 

~ TIfI := ... tse(gtnv.-r....2): 

l ~~mN.coord.Cf2): 
[Contract indica 2 .wI. ~ lo abtaln the dMqma:: 1'lIIN;n 

[,. ,..,., :. cant.-.ct('I'IMI.[2.JJ): 

[CMl.le Projtdion l"l:Daor. Ol"IoJOU&l tu 4-Vdocity: 

> iIU...JIlt ....... : 
vv : •• t",11fy( !II'"DIICV.v). _ • ....t1c.1.spIIo11c): 

nron ...... o.1ta: 
... := .t",11fy( ... ts,,(ginv.I.1,). _ • ....t1c.1 • .,..,11c): 

lH'roj.tton t ......... PIIn .. l1li '" l1li + _1t. l1li: 
PIIn :. HILCQIIC .... VV): 

lOI""k th.t tt ......... : 
prodCV.PIIn.[1.1]) : 
.t"'11fy(fo._ • ....t1c.1.spIIo11c) : 

[Contract d!\(I)nr)wllh4-ftlodty 

1
> VdT : •• t",11fy( prod('l'lt*'.V.[l.1]). _~ •• ,..,11c): 

...uo-Ptloo: 

[Contract d!\(I)nr)wllhllDllDli tu 4-wIodty: 

1
> PdT :. a;IIPHfy( prodall*l.PIIn.[l.lJ). _r •• ,..,Hc): 
.. t:..c"IIPt.oo: 

A CÓDIGOS UTILIZADOS. 

Rlrct T....ar: 
IICI' :_ licci(ginv • .......,: 
Hlsp'QCZCl1cci.urn : 
RlrctSw.r: 
b:-«icciK.l ... (ginv.1ICI') : 
iJdi.,1.,ci11(l1cc1".1.~ ... ) : -,-
E1nsT :. E1nstein(I.UCT .15): 
iJdi.,1.,ci11CE1nn.1n.Iii.1M1) : 

M<e\l'II: CompODellQ: 
gDO := I[C~][l.1]: 
gl1 :. l[co.pU][2.Zl: 
gOl := I[C~][l.2]: 
11122 :·II[co.pU]D.3]: 
.n :. I[C~][4.4]: 

EqutioJl.ofState: 
_ •• 1 1'111" tho c ................ 1 ... 1 ....... -1 1'D~ tho mM ........ 

1",1I1iS1an: 
• :. -1: 

"""""""""""""""""""""""""""""""""""'" H 
P .......... : 
P :. Ca--1,)"'(r.t): 
rfIo : •• (r.t): 
"-" := - _(r.tl • (-gOO)A(1/2): 
O: •• lO _Cr.t) lO (gll)A(1/2) lO O - lI'-Cr.t))A2)A(1/2): 
"-- := 4/l: 
p • P: 

Cu:apo:w:nll of!be 2'<XMIIiID1 1!DerIY-Mi:mtDtua TtIlIca:: 
TIlO (P+ ...... ) lt"-"It,,-,,+pltgDO: 
TU CI'+ ...... ) lO 010 O + P lO gl1: 
122 '"'IZ2: 
nI 1'*131: 

TOl (P+ ...... ) '" ILII '" O: 
T02 o: 
TIB o: 

TU o: 
TU o: 

123 o: 

lRDIDy.tho:equatlonatuoolw:: 

1
> -rv := VdT[~.] = o: 

1ut ... :. PdT[co.pU][2] • o: 
[VIIIIIOI a earomrtr Iilora la ecIIadO:D de COIltlrlu1dad: 

> Nfo ... :. c"-([-lJ.array([ "-" '" nCr .. O. uJ'" nCr.O.O.O])): 
,..,.., := ... 1u(ginv.Nfo .... 1,): 
covdiffltvac :. cov..diff(Nvac.coord.C'f2): 
cDlllli_ :. cDlltract.(CDIIIH1'f'Nnc.[l.2]): 
IIH-c~oo: 
a1",11fyoo: 
cont111111ty :=" .. o: 
DlLCo.pUCNvac) : 

lo 
["" 



II!D este procrlllll& M: esa1bm1al tcIII\dI:aeI de ~de ~aoaeDtol' de 
lll1morn de ponIrulu en formo.lIII.lalllJtdWo. 

" ... 'bII"1:, 
uau_C 
1I::r .. l,II>O. 
r::,. ... l, .... Z*II. 
t"r .. l. 
_(r,t)::ral. _Cr,t»O. 
thIlU::r .. ', 
pht:: .... 1, 
.e ... t) ::r_l. .e ... t) .. O 
), 

.. y :. ,,(r,t): 
P :_ p(r,t): 
11 :. n(r,t): 

Drp :_ dlff(p(r,t),r): 
Mp := dltr(p(r,t),t): 

111' .... :. dlffC .... C ... t).r): 
Dt_ := dlffe_Cr,t),t): 

lJry := dlff(y(r,t),r): 
Dty :_ diffey(r,t),t): 

Drn :_ dlff(n(r,t),r): 
Den :. dlH(n(r.t).t): 

" ,,:_ 1: n"", ... t6ol:_ 
11 :_ -1 : 
ftxpl ... t6n 
h. :_ 1 : 

""""" Gro ,= Z .. (...t) .. G: 
r..-tll:- (1 - l/GII .. ( A .. lit_ + (1-A)"(1+Z/Al ) ) ... *1:, 
Il,..eotll : .. Z/]" pI" Ci" tC.tll): 
,...MII :- GI2 .. I(MII): 
..... t. :. Z 11 ni 11 G 11 he.tla) , 

DrPJtIl :_ - l/a/t .. (1 + A*fAl/A/A .. dlff(p ... U,IItIl) : 
lJryJ!ta := - l/a/t .. (1 + A"Ge)/A/A .. dlff(y..eta,etll) : 
IlrnJU :_ - l/a/t .. (1 + A*f'A)/A/A .. diff(nJU.lltII) : 

MPJtIl :- lIt" ( - 11 .. G .. dlff(p..-tIl,G) + ( ( 1/A - 1 - ( ... 1,) ) .. lit" 

t). t))"'Cr. t)+200t"lp11._CJ/Z)"C..-Cr. t)A2-1)AC1!2)*..-Cr. 
t)"CdiffCnCr. t). t))-.lp11.-..-Cr. t)"'Cr. t)"'rAU/Z)"C..-Cr. 
t)A2-1)AC1/Z)-rAC5/Z)"C..-Cr. t)A2-1)AC1!2)"CditrC..-Cr. t). t))"'Cr. 
t)-r"'C5/Z)·C_Cr. t)A2-1)"'C1!2)*..-Cr. t).CdiffCnCr. t). 
t))+l"t .. lp11 .... Cr. t)"Cl/r)AC1!2)*I'+4I"tA2 .. 1p11eA2"'Cr. 
t)"Cl/r)AC1/Z)*..-Cr. t)A2-100t .. lp11 .... Cr. t)"Cl/r)AC1!2) __ Cr. 
t)A2 .... t4*t .. lp11 ..... A2 .. Cl!r)AC1!2) .. CdiffCnCr. t). 
r»-4*1:A2 .. 1p11aA2 ...... Cl/r)AC1!2) .. CditrCnCr. t). 
r))-4*1: ... 1p11 ..... A2 .. Cl/r) ... C1!2) .. CdiffCnCr. t). r))*..-Cr. 
t)A2-I"tA2"lp11eA2"'Cr. t)"Cl/r)AC1!2)+2*rA2"'Cr. t)"Cl/r)AC1!2)*..-Cr. 
t)A2+f'Al"Cl/r)"'Cl/Z)"CdiffCnCr. t). r) __ Cr. 
t)A2t4*tA2 .. 1p11eA2 ...... Cl/ .. )AC1!2) .. CdiffCnC ... t) ... ))"..-C ... 
t)A2-4*1: .. 1p11 ..... A2 .. Cl/r)AC1!2) ... Cr. t)*..-Cr. t)'"CditrC..-Cr. t). 
r))t4*tA2 ... 1p11eA2 ...... Cl!r) ... C1!2) ... Cr. t)*..-Cr. t)"CdiffC..-Cr. t). 
r))+f'Al'"Cl/r)AC1/Z)"'Cr. t)*..-Cr. t)'"CditrC..-Cr. t). 
r»)/CCr-2 ... 1p11.00t)"'U/Z)_U/Z)'"C_Cr. t)A2-1)"'C1!2)'"Cl/r)"'C1!2)) .. 
0' 

[,. -",.: 
[a1pha_Om_¡y: 

> W- _",. .. ü ... t_ ... ,Cr.t) , pCr.t): 
'MNC ..-Cr.t) _ .qrtM • ..,.....,: 
sMIosC "Cr.t) .. :I*pCr.t).S): 
IMNCalp11a _ O. S): 

IIIIIIlttpltc_ """ 1 ............. 11 factclrl: 
...,..,d(J, '" l' .... t(Y-1) '" y '" t): 
factaroo: 

#Aprmrt_ 1. r.b.: 
IUNC l.,t(Y - 1) _ Iqrt(Y) .. Cl - 112m. S): 
...,..,doo: 
factaroo: 

#SuStttMt_ las ... t ........ : 
IUNC DI')' - DI')'-,"a • S): 
sulosC Dty .o Dty..-t •• S): 
SUNC Drp - DrP.-H •• S): 
aUNC Dtp _ Dt"-'" •• S): 

#Sultttut_ lu functon .. : 
sulosC Y .. ,..-t •• "): 
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IItIl) ) : 
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...,..,dCPI'): 
co1111CtCl'.G) : 
...,..,dC " /GIGIfi'J: 
sulosCG .. 1nftnity .S): 
huboC1nftn1ty _ O.S) 

E1JID :_ ti: 

> E1MD: 

lQ111t .................. 1 .. : 
.ublCD1' _ 1'1.S): 
sublCDg .. 1I1.S): 
.ublCfCllta) _ f. IICllta) _ 11 • S): 

K1I1P11ftc ... : 
...,..,dcr.tllll1'/t/pl) : 
51",11"'CI'.-' : 
co11ectOl.1D : 
co11..:t(J,.f1): 
co11ectOl.g1) : 

[)(I_ OI!llI!nel'D': 
> "'- _",. .. Ü ... tnol ... y(r. 't) y pCr. 't): 

sublC _Cr.t) .. sqrtM.energy): 
lublC .Cr.t) _ 3*pCr.t).S): 

IIIIIlt1p11c __ 1 ............. 11 hc:to ... : 

...,..,d(J, • Cr)ACJ/Z) • CI'-Z .. l .... '"t)AO/Z) "t. sqrt(Y-1) ): 
factoroo: 

1Mprox1_ 1. ra1z: 
lublC Iqrt(Y - 1) - sqrt(Y) • Cl - 112m. S): 
...,..,d(P'Y) : 

1SII1t1tM1_ lu dIr1YU1u: 
sublC Dry .. Dry..et •• "l: 
lublC Dty _ Dty-,"a • S): 
sulosC lIrp -1IrJ\,..t •• S): 
sublC Dtp - DtP.-H •• "l: 

ISIIst1tM1_ las func1 ....... : 
aublC Y _ y-,"a .,,): 
sublC' .. P.-H •• "): 
lublC .. _ "-,"a."): 
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coll..:t(1l,G) : 
_de " fGIGIG): 
IUNce; _ tnfiRtty ,1'): 
sUH(tnfln1ty • O,S): 

El , .. S, 
,uH(.lp/11 _ 0,11): 

.. El: 

lQu;t .............. c;u: 
IUNCDf' _ ft,!I): 
IUH(Dg • 111,"': 
IUNefC,"a) _ f. I(IIta) _ •• "l: 

1$;IIPHftcU': 
_dCP&/t/t/t 1p1/""~: 
.1""11,,.0'.-' : 
collec:t(J, •• lpha) : 
collect(fo,f1): 
colll1CtOl.1I1) : 

K.on .1ph. _ 1, 
hUNC.lph. _ 1. !Q: 

KJI.U' ... ICOIIYWWI • X 
,,"ublCal"" • • O,S): 

FIN! :_ 5' 
ENEIGY: 

[o. 111Ot ... : 

[M-Oenlt.otra: 
.. _ 1...t ..... t4i .. t_ ... y(r,t) y p(r,t): 

sulose _Cr,t) .. sqr1:(y) ,1_.-.) , 
lu .. e .(r.t) .. J*PCr,t),!Q: 

IIIIIlttpltc_ por 1011 ___ n fKtor'II: 
up .. ".Csqr1:(Y)*sqr1:(Y-JJ .. ( - .. + Z-.lph.*I: )- ( .. - Z-.lph.*I:) - .. - S) 
fu_oo: 

Mproxt __ 1 ... tz: 
IUN( l.,-teY - 1,) - l.,-tro .. (1 - 1/Zm. S): 
..,... .. 00: 

&stttut_ 1 .. ~ ....... : 
.UN( Dry _ Dry..-ta • S): 
sulos( Dty • Dty ... t. , S): 
IUIos( Drp _ tlrp..Ma • S): 
sulos( Dtp _ Dt~t. , S): 

&ltitui_ 1 .. funcion .. : 
sulos( Y . 'I..et. ,"): 
IUN( P - PJta .,,): 
sulos( ........ t. ,"): 

..,... .. 00: 
eolh.etOl,Gl : 
..,...d( " IGIGIG): 
sulos(Ci • tnftntty ,S): 
.uN(;nftn;ty _ O.S): 

El :. ,,: 

U, 

IllQutt ................ ct .. : 
.uN(Df _ n.S): 
sulos(Dg = lI1,S): 
IUN(f(1It1l) _ f. 1I(1It1l) _ 11 • S): 

IllQutt ... Ovv-.11-fut ...... 
..,...d(J; .. I /t/t/pl/llllt): 

lSil1Pl1f1c ... : 
stllPl1fy(J;,~ : 
eo11l1Ct(J;,.lphll) : 
C011l1Ct(J;,f1) : 
eolh.et(J;,g1) : 
KJlIIC ...... COIIYII'WI 
FINZ : .. ,,: 
IUN(alpha _ O. S): 

"""', 

A CÓDIGOS UTILIZADOS. 

su_e sqñ(Y - JJ .. sql'"t.(Y) .. (1 - 1/2m. 11): 
~OO: 

ISult1tut_ , .. "'r1YU1u: 
subse lJry _ 1Jry...u, • 11), 
...... e Dty .. DtyJtl, • S): 
SII_( Ilrp.~. 1'), 
SIIbse ~ .. Dt:p",.eta. S), 

&st1tu1_ 1 .. funciCllleS: 
...... (y.y..-u..IIi): 
SIIbs('.~."): 
..... C .. ·rJta.IIi): 

SIl_C.'''' • o, S): 
1IIQIUId00, 
collKt(t;,Gl : 
.......... ( " 1GIGICl: 
Slllosce; .. 111'1'i1lit)r ,S): 
tsubs(1nftnity .. 0,11): 

ElllO :=!IO, 

.. EZIIO: 

tQ111t ... ..............,1 .. ' 
... _(Of .. n,S): 
SllIIs(DI .. l1.lI): 
SIIbs(f(eta) .. f. .Ceta) .. I • "': 

tQo1t ... Over-.ll-factors 
1IIQIUId0l lO , /pl/llr11f/t/t): 

lSi",lifte ... : 
,.i",lifyOl,,..-) : 
eolh.etOl,1O : 
eo11l1CtOl.f1): 
eo11l1CtOl,11J : 

[StMI_O: 

> _. 1...t ...... t4i .. tllO ..... y(r,t) '1 p(r,t): 
...... ( ..-( ... t) - ... rt.ro.lutr.l: 
su_( e( .. ,t) • J'"P(r,t) ,1(1: 

_ltiplie_ por' 1 ... _ ..... 11 -r.cto ... : 
~(Mll"tro*aql"teY-1,) .. C -r + Z .. l.,..*1: )" C r - Z .. l""*1;) .. r" 1(1 
factOl"oo: 

1 ::::::.;':' - '.0), 

[cOlltlml1ly: 

> _. _t ... t't'l .. " .. tIlO' .. y(r,t) '1 p(r,t): 
eontillllity: 
...... ( ..-( ... t) - ... rt.ro.S): 
su_( I( .. ,t) • J'"P( .. ,t) ,S): 

_ltiplic_ por' 1 ... _ ..... 11 1'Id:a ... : 
__ C sqI"t(Y-1,)" C .. - Z-.l.,..*1:. )A(]{2) ....... (]{2) .. 1(1: 
factOl"oo: 

~_la .. ;z: 
su_( sqI"t(Y - 1,) • sql"tro - (1- 1/Zm, S): 
~OO: 

&stitui_ 1 ...... 1'1 ....... : 
...... ( Dry - Dry__ • S): 
su_( Dty • Dty..lb , S): 
su ... ( Drp - tIr'ILItI. • 1(1: 
subs( Dtp_~, S): 
su_C DI'II • DnL.eta , 1(1: 
...... ( Dtn-Dtn..._. S): 

&Ititui_ 1 .. func:i_: 
su_( y -,....u. ,\1): 
su_CP_ILItI,"): 
...... (II_"-ItI.\I): 
su_C .. • .. ..eta ,"): 

Koll1Ct ... Ci's ............ 1'IC1 ... 1 ..... _ .. o ....... : 
~OO: 
co11l1CtOl,Gl : __ C" {G/G): 

...... (Ci _ inftnity .S): 
su_Cinftnity • 0,1(1: 

El :_\1: 

I>::::=~: ...... (D't' _ -n.S): 
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subsC.,. -11.S): [I!I!. estt prqI'lIIIII R obtlme ti ~ ck IIlItOIlll:dlarldad IS1COIItrIllldo el punto aB:1co de 
.ubol(Dh. hl,'lI): 1M ~m~obtmldu""tmlarm!nte. 
,u.CfC.tla) • t, le.tla) ••• he.tla) • h, 1'), 

I ~bn, 
IIIIItt ... Onr-Ill-facton with(CodiIGIn_tion) : 

_d(1l • Z It/t/nl/fIIh): lú.rni"ll. t"" proucted IWII! M.:!:l,b has been redefined and unpro1:ected 

fttllpUticU': l 'Esc:rlbl_ ln KUKt_st tool '1 ~ ln IIIrbn.Ds .... 
IIIplIN11~. chlc_ ut1c1_1_ ... _rjUl.l can 51""11,,.0'._) : CDIIDC1 ... cu ....... 1 .... . o. 

collect(1l •• 1p/1a) : 
collect(fo,f1): > entrapy , .. 
colll1CtOl.II1) : «I"'U/(,..( ... 1))-II~"-I(,..( ... 1)))"'1pMA2+(-~g-4/g-""-tIJ'!II-
COllKt(1l"hl) : 19A2+PH.¡(,.(...tJ)..aoo.t:a...,(,.(...tJ)-I"-/gA2) .. 1 .... -Z~lI""Z-.u¡lI""4 

1I/gA2-4/gA2)Ag1+(-3*.ta/M/(1I*f)-3*11*fta/f+(-IS/f-I5*II*fta/f+3'*-1(g*f)+12 
«!l .... .,._ .. 1It.-'¡("'(-..1))+1Z"M"¡("'(-..1))-'--¡f+J'/CI"i')) .. l~CI"i')+(ll __ 
huH(.lph • • O, S): t.¡(fe(...t))+4I/(gef) .... ...,(gef)-'U./f+U.*eb/Cfec-.-tl)) .. 1phaA2)*f1+2_1 

h..-.zt&+(-~4) .. 1 ...... 5 ... o, 
".1"" • • 1 subsC.lph • • O,S): 
hUH(.lp/1l.1,S): 

> 1...t .... := 
FINJ :. 5' «-I"U/C,..C ... 1))t&!g-lI"-Irz-"'-tI."-I(f"(at-l))-lI/gA.2) .. lphaA2+2"-Wm 
CllNTINUITT: 

[, 
4/gA2+2_'¡g-~gA2+(-':'¡ .... /~lI""~C1I"c-+-1))-~-'¡CI 
C ... 1))-u.,tgA2-16/gA2)*alpM)*g1+CC-./(g*f)-4*at&/Cf*t-+1))-4*ata"-/Cf*( 

¡." +1))-I*a/CI"f')+4/'f)*al~+CZ-.utf+Z/f-4*at&/""'(a+1))+Z*aU.lf-4*ata· 
ICf*C...t)))*alpha+2e.¡Cgef)+2/Cgef)~f+eta/f)*f'1+&*al~+~) ... 
p/I-..3 .. _ O: 
5ublC.lp/1 • • O,,.,, 

> cantt ... tty ,= 
CC4/11-Z4/CIJ"h)-.*au/Ch"c ... 1))-Z4"-!(g"h)-I*ata"-/(h"t-+1))""'*-....,..,....... 
afh) .. lp/1 ... C-JZ/CIJ"h)-I*atae.¡Ch"C...t))-JZe.¡(g"h).a/h-~(h"(a+1))) ... 
p/l1IA2-4"-!CIJ"h)+2*at1/h-4/CIJ"h)+2*at1.*JI/h)"h1+CQ*atI."-/iIt+Z*ataJ'g-4*ata ... 
C .. C...t))-4*au/C .. C...t))+Z/ ..... /p.z.....-.¡p.z) .. 1pha+C4/ .... 4*atae.¡c.-(a+1)) 
_a/CII*C ... 1))) .... lphaAZtetae.¡ilt+Ze.¡gA2teta/ilt+Z/gA2)*g1-12 .... 1phaAZ+3 ...... 4 
C-12+6*1.) .... l .... _ O: 
5ublC.lp/1 • • O,,.,, 

[,. --.i_ las .... rt ....... s' 

l "'l""'U.rI:"'IIJ"l...traJo'(fl'I1l')' 
,u""C.lp/1. _ O.,." 

> Og ,. 
-rz·C4-n .... lphaA3*at ...... ZO*l.lphaAZ.....-*l.AZ ........ 1 .... *atI. ..... 1H*I.1~ 
lIA2....a-..lp/1l1A2OOg*1.-4I .... l~-3-...3Z .... 1phaAZeg.a .... lphaA3ege.+Z .... l~ 
.OOg*I.-.... lphaAZ-7"PZ+2 ... 1phaAZ..--........ l .... *atI."Fl"Jt+Z*atI."Jt+-3-.u 
........... lp/1 ...... 41 .... 1 .......... 41 .... 1 .... *I.AZ-_l~*I.AZ~1 .... *atI. ....... 
lp/1~n*alp1,.A3 ..... 5z*alp1,.A3"Fl-144*a1...,.........Z .... 1phaA3 .... 16*a1 ... 
J __ ........ l~*I.AZ*atI. ..... ZU*l.lphaA3-144*I.l ........ )/C4+19Z .... 1phaA3-.u 

.... IZ ..... 1p/1......-....JZ .... lp/1~ .. t ... tllA2*I.AZ*rZ+64*I.lp/1l1A2 .... t.-... t. ........ lp/1.'"e+6*I.l .... _42 .... 1 .... *I.AZ-n .... l~*I.AZ-Z_l .... *atI. ..... i4*l.l 
r.z ..... _IlA2*gAZ*alp/1l1A2-16*alp/1.*at ...... n*alp/1aAJ*gAZ*at ....... lp/1l1A2AgA2 h~K*alp1,.A3 ..... 4O*a1phaA3"Fl ..... 1....,.......U ... 1phaA3 ...... 4O*a1phaA3· 
441 .... 1p/1l1A2 ..... ,I .... lp/1l1A2...-...u ..... lp/1~a+l.l*alp/1aAJ*MIIA2*rZ+1l*I.l *at ........ lphaAZ*I.AZ*atI.~7f*l.lphaA3 ....... 1 ........ : 
h-rl .... tllA2+2 .... tllA2*gAZ .......... 4*etIlA2*gAZ .... lp/1.-H*l.l,.,IIA2*g-DZ .... l,.,. pUl ,= 
J*f*a+-S ..... l p/llI-l ..... 1 p/I.*g'*..-ZZ ...... l p/lllA2t4*1o'oZ-JZ .... l p/lIIA2*g*1.t ............. l p/I. 4-n .. lp/1aAJ*at ...... ZO*I.lphaAZ.....-*l.AZ ........ l .... *atI. ..... l.II*I.lphaAZ ... 
• t.*I.AZ ........ t ...... lli .. t.-....1Ii .... lph • ..,.uz .... lph.-...s6*l.1ph.*I.AZ+ZZ_lph ...lphllA2 ............ 1~-)-...3Z .... 1~ ........ 1phaA3*g'*..-Z .... 1 ........ 
AZ"Flt4*gAZ .... lph.*H ... 16*gAZ .... lphllA2*H.~ .... lph.*H.-......... lph.· .... lphllA2-~+2 ... 1pMAZ..--........ l .... *atI."Fl"Jt+Z*atI. .... 3*at1.~ 
U.....-IlA2*rZ-1Z ..... 1ph ........... UZ .... lphaAJ*e+-J5Z .... 1phaAJ*aAZ+Jl4*alph ........ .lph ...... 41 .... 1 .... _41 .... 1 .... *I.AZ-_l~*I.AZ..-.l .... *atI. ......... l ...... 
IZ .... lpha"4*r.2+704*1.1phaAJ*...t6 .... 1phaAJ*gAZ_...u ..... l,.,aAJ_.*g+4*l! eg,.n .... l,.,aAJ*g-SZ .... 1,haA3eaAZ-144*al.....-ZIil*l.1phaA3*...t6*1.1phaA3_ 
1IA2*aAZ*rZ .... lp/1I1-1.*MIIA2~ .... lp/1l1A2-....... 1p/1aAJ*aAZ*M • ...,.u ..... lp/1aA4 ."Jt+4*I.lp/1l1A2*I.AZ*at ...... ZU*l.lphaA3-144*I.1 ........ : 
..... t.-'6 .... 1phllA2*aAZ .. t.*g-16 .... 1phaAJ*gAZ .. tllA2~ .... lphllA2*MlIA2'"i ..... ,= 
Z+I ..... 1p/1-rl+l ..... 1p/1aAJ*gA2+J5Z .... 1p/1aAJ+UZ .... lp/1aA4) , C4+UZ .. lp/1aAJ*at ...... 12 ... 1....,..........JZ .. lpha104''gAZ*atI.MtaAZ''Fl''gAZ ..... 
Df ,_ lphllA2 ..... -I*at.*I.AZ ..... 4*ataAZ*rZ .... l~-U*l.l .... *atI. ..... JZ .... lphaA3 ... 
-(.t!& .... lphaAJ_.eg,.n .... lphllA2*g*et.tet.*IAZ*g-..... lph._.*gt515*1.1phllA2· _ ....... lphllA2*gAZ ........ lphaAZ ...... H*l.lphaAZ ........ 12 .... 1~16*alph 
+I .... lp/1l1A2 ........ _1p/1~.-....... lp/1l1A2 .......... 1p/1aAJ ............... lp/1a+Z .. l~ AJ*atIlA2"rz+1l*l.l.........-rz"MaAZ+Z"MaAZ*gAZ .......... 4*ataAZ*gAZ .. l .... -11f" 
• *g*..-1Z ..... 1phllA2-.eaAZ-S6 .... 1phllA2*g*et.-.lph.*et.eaAZ*g-4*et.*g-3*et lphllA2*g-UZ .... lphaA3ege...515*1.1 .... -16*I.l .... ege.+Zz_lphaAZ........z-n .... l ... 
-.... ..... lp/1.*Itt-I .... lp/1 ....... 42 .... 1p/1.*IAZ-7Z .... 1p/1l1A2*IAZ-Z_lp/1.*M .......... Z"II*I.t .......... l .... *at."Fl ..... I*ata ..... l.I*I.tI. ....... U*l.l .... eg,.W .. l .... *JiH.51 
lph ........... '& .... lphaAJ ..... -..lphaAJ*aAZ+H .... lph..-...-uli*l.lphaAJ ..... -..lph ... .1ph.*I.AZ+ZZ_l~*I.AZ+4"gAZ .... l .... *I.t:a+1.6*gAZ .... l~*atI.~ .... 1 
*PH.*gt4*alphllA2*IAZ*H ..... 17S .... 1phaAJ ..... lphaA4)*rf/(4+DZ .... lphaAJ .. h.*atIl-......... l .... *at.~"gAZ-12 ... 1....,.......UZ*alphaA3 .... 35Z*alphaA3 
...... IZ ..... 1ph......-.-JZ .... lph......,.rz*M_IlA2*aAZ*rZ+64*I.lphllA2*I*M.-.... w.:z+Jl4*l.lph.........uZ .... l~+104*I.lphaA3-...u*1.1phaA3*rZ--..u .. 
.eaAZ*g-_IIA2*gAZ .... lphllA2-16 .... 1ph._.*g-JZ .... lphaAJ*gAZ_ ....... l,.,lIA2*11 1,.,aAJ_.*g+4*etllA2eaAZ*gA2 .... 1,.,.-16*1!taAZ-rz .... lphaAZ-64*I.1phaA3*1' 
Z+44I .... lp/1l1A2 ...... , ..... lp/1l1A2...-...u ..... lp/1~a+l.l*alp/1aAJ*MIIA2*gAZ+1l" *at."D+U ... l~H*l.lphaAZ*I.AZ*atI. ..... U*l.lphaA3*gAZ"MaAZ ....... 
lphaM*rZ .. tllA2+Z .. tllA2*gAZ .......... _tllA2*gAZ .... lph.-_lphllA2 ..... UZ .... l~ AZ .... lphllA2_IlA2*gAZ+16*I.l~+16*I.lphaA3*gAZ+J5Z .... 1phaA3+DZ .... l ...... 
aAJ*8*JH-5 ..... 1p/1.-1 ..... 1p/1.*g'*..-ZZ ...... lp/1l1A2t4*1o'oZ-JZ .... lp/1l1A2*g*1.t ............. l~ 

" ... t.*aAZ ........ t ...... 1Ii .. t.-....1Ii .... lph.*e+-W .... l ph.-...sli*l.lph.*aAZ+ZZ_l 
hllA2eaAZt4*gAZ .... lph._ ... 16*gA2 .... 1phllA2_.~ .... lph._.-"*-lph 
*M • .....-IlA2*rZ-1Z ..... 1p/1 ........... UZ .... lp/1aAJ*e+-JSZ .... lp/1aAJ*aAZ+Jl4*alp/1 ...... [,. ~.1 __ t ....... r _ O, 
+1IZ .... 1pha"4*r.2+704*1.1phaAJ*...t6 .... 1phaAJ*gA2_...u .... lphaAJ_ ........ 
atllA2*IAZ*gAZ .... lp/1I1-1Ii*MIIA2*I*gAZ .... lp/1l1A2-..... 1p/1aAJ*IAZ*M.eg,.12 ... 1p/1. l EcdIn ,- ..... Cata - "',.don) -O, 
-...t.-'& .... lphllA2*aAZ .. t ...... 1Ii .... lphaAJ*rZ .. tllA2~ .... lphllA2 .. tllA2 
gA2+U .... lph-rl+U .... lphaAJ*gAZ+35Z .... 1phaAJ+DZ .... lphaA4) , 

[,. ~.1 _radar dII Df_ O, 
_ ............ 1 .... as ClOP'O 1 ................ rJ ... X, [,. Ecn- :_ ..... Cata - "',.n-l _ O: 
..... C-l ... . O, Og)' [,. ~.1 _rlldordllOg_O: .;.,.H".OO, 

[> Ecgllul ,_ ..... Cata - "'",lIuI) _ O, 
..... 001 ... - O. Df): 
5t",,11"'OO' [,. _1_ la KUKtlill dIIl __ t ....... r par. la vart.obl •••• I:x"tI' 

> sol"",CEcdIn,x), 
.01. ,_ 

~ __ rada .... ., __ t ........... par ........ r ClOP'O adx ..... por ... C-Z .... lph.e..-1/2 .... 1 ........ Z .... 1 ... -1-.... 1/2·0+6*l.l ........... 1~-...u .... l ... s..,. .... , ....... 3"Fl .... l ... "Fl ...... lphaAZ"Fl ...... lphaAZ)*C1/Z))·(l+2*alpM)/C-.... l 
fllul ,_ Z .. lph.-...z .. lpha+4*1.1~) , 

• .,Ii .... lphaAJ .. t.*e+-JZ .... l phllA2 .... t ... t.*aAZ ........... lph ... t.*e+-51i*1.1phllA2 ... 
.... lphllA2*J1*..t_lphaA4*g*et.-4I .... lphllA2*1tt-1 .... 1phaAJ*g*ti4I .... lph.+2 .... 1ph • r - ... 1 .... luc:tlill _rtor Milo ........... dII .1 .... ., l. SU.tttut .... ., 
....."Z ..... lp/1l1A2-.*IAZ-51 .... 1p/1l1A2*I*M.-.lp/1.*M.*IAZ ...... _U ...... J*at.· .1 nu"""" ... DI ., rwol_ para .: 
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.. .-.cx - Hl •• Ectll->: 

1 
sol.,.or.,h1J : 

'""'_(11,11), Dh :_ s, 

.. 1112 :_ ["" 4*(Z6*alphal-l+5O*alphal.2+lD*alpha+5+(1I4*al ....... I¡.~27_1"'aA5+4G6(1eal"' .. 
+lllZ*alp/1v.JtUlO*alp/1.-.z+lOl*alp/1a+2nAC1!Z))/((J ... lp/1 ... 1)It(W .. lp/1l1)) 
501111 := 
4i'(Z .... lp/1l1A3+SO*alp/1l1A2+lO*alp/1l1+5-(7 ..... 1p/1I1A1+2744*alp/1aA5t401O*alp/1l1o'1 
+JUZ"lphaAl+UlO"alphaA2+3Oi*alpha+27)A(1/2))/((J"'lpha-l)It(1+2"lpha)) 

~ 'LAS DOS SOL.UClllei SIlN BLENAS. DEPEMIE DE 1Jl~ YALDR DE AI..PIIA SE III'ILICE 

.. Hll1Z:_ 
4*(ZIi .. lphaAl+5000..1phllA2+3000..1pha+5+(1l4*alphIlAl+27_1phaAS_lph'" 
+31IZ"lph-"3+13",*-lphaA2+30S*.1ph ... Z7)AC1/2))/(U"lpha-1,)·Cl+Z"lphll)) 
luNCalph. _ O • .,1112): 
_lfOO: 
lullllC.lphl _ -0.5.1101112), 
_lt(S): 

.. sol.l :. 
4"(Z8 .. 1ph.,q+50*.1phaA2+30*.1ph.+5-(7 ..... 1ph-"'+Z7 ...... 1phaA5~lph..,l 
+JUZ*alphaA3+UlO*alphaA2+301*alpha+27)A(1!2))/((J .. lphl-l) ltU.+2 .. 1pha)) 
suMC.l"" • • O, salid): 
_lfOO: 
sublCal"" • • -0.5, solldJ: 
_lfOO: 

.. lcuIndo _ t1lllll1 .. , .. Z Mb7 
_01(501111 - 501112) • O, 
.1IIp11".00 : 
.,1.,.OI,.1p"'), 
auNC.l"" • • -1/Z + 1qr1:(7)/l4. salid,): 
_lfOO: 
sublC.l"" • • -1/2 + sqr1:(1)/14. soll1Z): 
_lfOO: 
suboCalph •• -1/2 - lort(1)/14, ,",,1111), 
..... lfOO' 
lubl(.lph. _ -1/2 - .. ""t(7)/14,, ,",,1112)' 
_lfOO, 
luN(.lph. _ -1" ,",,1111), r fFfIlt11 1. de c:ont1nu1dlM1" SI*It1't111_ DI por 10 ... '-' ,*-1do )1 
resol_ para DII, 

r. c:ont1nu1t)" 
IUN(1I1 - DI"IO' 
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