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Resumen

Iin la presente tesis se realiza un estudio detallado acerca de ondas de choque [ueries
v relativistas en espacio-ticmpos curvos. Las ondas de choque son un fendimeno comin en
astrofisica, pues una gran cantidad de objotos las desarrollan en alguna ctapa de su existen-
cia y varios [endmenos observados se explican a través de ellas como son: vienlos estelares,
supernovas, nucleos activos de galaxias v destellos de rayos gamma. Cabe mencionar que
los mecanisimos que producen estos ultimos atin no han podido ser desceritos por completo.
Es por eso que se ha decidido atacar el tema de ondas de choque desde una perspectliva
completamente nueva, incorporando a su estudio los efectos que producirian campos gravi-
tacionales intensos sobre estas, tales como log campos gravitacionales producidos por una
singularidad desnuda, los cuales a pesar de ser sumamente intensos en sus vecindades, no
desarrollan suporficics cansalmente desconectadas del resto del universo a la manera en que

lo hace un agujero negro.

En ¢l primer capitulo se dan a conocer Ias conaciones de la hidrodindmica y como éstas
dictan los flujos a través de una onda de choque, es decir, se obtienen relaciones que las
sariables hidrodindmicas del flujo deben de satisfacer al eruzar de un lado a otro de la onda
de choque. También se introduce ¢l concepto de autosimilaridad v se utilizan argumentos
dimensionales para resolver el problema de una explosién fuerte, la cual ocasiona un flujo
autosimilar. Fstos conceptos se extienden para incluir en su estudio explosiones que dan
lugar a flujos relativistas vy sc obtienen pardmetros relevantes para ¢l estudio de dstos
(Zel'dovich & Raizer, 1966a.b). En el segundo capftulo se introducen algunos conceptos de
relatividad general v se detallan los dos posibles resultados de un colapso gravitacional: un
agujoro negro o nna singularidad desnuda. Se exponen tambicn algunas condiciones gue la
materia en el colapso debe de cumplir con el fin de ser considera plausible y se introduce el
concepto de espacio-ticmpo autosimilar, ¢l cual ha sido de mucha utilidad en ol estudio de
formacion de singularidades desnudas (Ori & Piran, 1987; Townsend, 1997). En ol capitulo
lres se exponen las soluciones para explosiones e implosiones fuertes y relalivisias que

han sido obtenidas hasta ¢l momento (Blandford & MeKee, 1976; Hidalgo & Mendoza,
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2005). Finalmente en el capitulo cuatro se resuelven las ecuaciones de la hidrodindmica
para un cspacio-ticmpo esféricamente simétrico en ¢l cual se supone existe una onda de
choque implosiva v naturalmente se da una sintesis entre antosimilaridad en hidrodinamica

v antosimilaridad en la geoméiria del espacio-tiempo.



Capitulo 1

Ondas de choque relativistas y

Autosimilaridad.

En este capitulo se obticnen ciertas relaciones que las variables hidrodindmicas en un
Huido dehen de cumplir al pasar este a través de una. onda de choque. También se introduce
el conceplo de aunlosimilaridad y se ulilizan argumentos dimensionales para resolver el
problema de una explosion fuerte, la cual ocasiona un fujo antosimilar. Estos conceptos
sc extienden para incluir en su cstudio explosiones que dan lugar a flujos relativistas v se

oblienen paramelros relevanies para el estudio de éstos,

§1. Ondas de choque en hidrodinamica

Cuando se produce una. explosion en una atmosfera en reposo, la energia liberada pone
en movimiento al gas que rodea al punto de su liberacidn. Fste gas, al comenzar a moverse,
cambia, ¢l cstado de sus variables hidrodinamicas, como son la presion p, la densidad p,
la temperatura T v la velocidad v. Ademas propaga la informacién de estos cambios a la
velocidad del sonido, de tal mancra que todo el gas on conjunto pucda empezar a fluir v en-
trar asi en equilibrio. Esto cambia cuando tenemos una explosion lo suficientemento fuerte
como para poner en movimiento a una gran masa de gas a velocidades mayores a la del
sonido. En cste caso no hay forma de que los clementos de fluido que comicnzan a moverse
hagan llegar la informacion de su estado a sus veeinos mas lejanos antes de ellos mismos
estar ahi. Lo que se genera a conlinuacion es wna onda de chogque, es decir, una superlicie

que se expande a partir del punto de explosion, delante de la cual ¢l gas permancee sin
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enterarse siquiera de que ha ocurrido algo. Detras de esta, el gas se mueve violentamente
alcjandose del punto inicial, pero sin alcanzarla.

Por supucesto, existen algunas relaciones entre ol estado del fluido delante de la onda de
choque ([lujo no chocado), la velocidad de esta y el estado del [luido detrds de ella (flujo
chocado}. Estas relaciones salen de mancera natural a partir de las leyes de congervacion de

masa, de cnergia, v de momento.

Consideremos un [luido de densidad p v velocidad » [luyendo dentro y [uera de un
volumen fijo V' que tiene como frontera una superficie S. La cantidad de masa por unidad
de tiempo que pasa a través de un elemento de superfice A5 es S es P d5. En ausencia
de fuentes y sumideros, la masa que fluya a través de la superficie completa § debe de
ser ignal al cammbio on la masa contenida dentro del volumen V. Matemdticamente csto soe

expresa de la siguiente manera (Landan & Lifshitz, 1987):

ifpdi/ :fp-17~(1§. (1.1)
(61

Dado que el volumen de integracion os fijo y nsando ol teorema de Gauss, se obtiene

ques

fé),g,o LV (pB)dV =0, (1.2)

Por lo tanlo, dado que el volumen de integracién es arbilrario, llegamos a la ecuacion

de continuidad, o cenacion de conservacidn de maso:

Op = =V - (p). (1.3)

Generalizando este razonamiento, ¢l cambio en cierta cantidad conservada dentro de
algun volumen fijo debe de ser igual al fhyjo de dicha cantidad a través de la superficie
que rodea al volumen. Las canlidades conservadas que lenemos aparte de la masa son el
mormento v la energia. De esta mancra podemos eseribir otras 2 ccuaciones andlogas a la
ccuacion (1.3), las cuales expresardn la conservacion de energia y de momento” (Zel'dovich

& Raizer, 1966a):

Utilizaremos notacion de FEinstein, en la que indices repetidos implican suma sobre ese indice, de csta
mancra tenemos: V- V = &4V
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1 1
d ,0('+5pv2 = -V |p¥ ('+5v2 + pt| , (L.4)

E4

i pvi) = =0y, (1.5)

donde hemos utilizado el tensor de densidad de flujo de momento IT* definido como:

I, = puswg + pdig- (1.6)

Si consideramos ahora un gas polilrdpico, hacemos pequefias perturbaciones a sus va-
riables terimodinamicas, las introducimos a lag ceuaciones de conservacion anteriores, v
despreciamos términos de segundo orden ¥ superiores, llegamos a una cenacién de onda
que tiene una velocidad de onda a:
, 1/2 1/2
dp / Kp /
— = | —= . (1.7)
Ip/ s P

donde la derivada se toma a entropia constante, y hemos supuesto un gas politrdpico

s ¥ I
que obedece la relacion @ p ~ pf.

Iistamos ahora en posibilidad de obiener cierlas relaciones entre los estados Lermo-
dindamicos del gas chocado v el gas no-chocado. Escojamos un sistema de referencia en ol
cual la onda de choque permanece en reposo, en el cual el gas no chocado llega a la onda de
choque a velocidades supersénicas y el gas chocado se aleja de ella a velocidad subsdnica,
tomando on cuenta que la velocidad del sonido no os Ia misma en ambas regiones. Supon-
gamos que el gas entra a la onda de chogque con valores de presion, densidad y velocidad
(p1, p1.v1). y sale como gas chocado con valores correspondientes (pa. pa, v2}. Estudiaremos
una regiom tan pequena corca de la onda de choque gque podemos considerar el fendmeno
como unidimensional, asi, @ denotard la distancia desde el choque. Si suponemos también
que el flujo es estacionario, i.e. J; = 0, podemos escribir las ecuaciones {1.3), (1.4) ¥ (1.5)

de la signiente manera:

*Un cambio politrdpico en un zas es un cambio cuasiestatico v de tal manera que los calores especificos
del gas permanccen constantes on ¢l procese. & generalmente os ¢l cociente de calores cspecificos, sin
embargo egia inlerpretacion deja de ser correcta en el caso de gases semirelalivislas o cuando el gas tiene
una componeute relativista y la otra no relativista (e.g. gas y radiacién, o clectrones relativistas v protones
lentos)
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d
a(,{m) = (1.8)
1 j
(L |:pv (e + 2’0‘) + ])1.’] = 0 (1.9)
(1 2
a(m; +p) = 0. (1.10)

Habiendo demostrado que el flujo de masa. de energia y de momento se conserva, es

evidente que a través de la onda de choque se debe de cumplir:

p1t = pPatsy, (lll)

1, £ om 1 o, Ko P ,
—q i —= 1.12
5"t +fa:—'lpl 5" +fa:—'lpg' ( )
p1L+ prv1® = po + poun”. (1.13)

Donde hemos introducido una relacién entre la energia especifica, la densidad y la pre-
sidn dada por e = ﬁ. De esta mancra podemos cseribir las ccuaciones en términos
unicamente de p,w vy p y resolver las variables del gas chocado en términos de las del gas

no-chocado.
Las relaciones {1.11) {1.12) ¥ {1.13) son conocidas como las condiciones de saltoa través
de una onda de choque, y determinan la magnitud del cambio en p. p ¥ v a iravés del cho-

que (Ver Figura §1).

Manipulando las condiciones de salto, en ¢l caso limite de una onda de choque fuerte

v *
dado por la condicion

P2 1, (1.14)

A partiv de esta condicidn se sigue Lambién que la velocidad de la onda de choque con respecio al gas
no chocado cs mucho mayor a la velocidad del sonido del gas. Si definimos el numero de Mach M = 2=,

cste resultado sc pucde expresar como A 1
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se cumplen las giguientes relaciones:

K+ 1
(2 = Htlﬂls (1.15a)
-2 aw? (1.15h)
[)2—H+1[)1{..1 . LD
r—1
1y = i 1.15
I k+1 ! ( )

En este caso, dado que p1 <€ o, podemos considerar efectivamente pp = 0.

§2. Autosimilaridad

Continucmmos con ¢l problema de una explosién fucrte, suponicndo que se libera una
cantidad de energia E en una atmdsfera de gas ideal ¥ en reposo, con densidad constate
po- Supongamos que ha pasado suficiente tieompo como para que la region de liberacidn
de energia pueda ger considerada un punto y el tiempo que tardd en liberarse pueda ser
considerado un instante, pero no tanto tiempo como para que la onda de choque generada
por la explosion haya perdido su fuerza. De esta manera ¢l sistema ha alcanzado un estado

de movimiento relajedoque admite una desceripeidén matematica sencilla.

El movimicnto del gas esta determinado por la energfa £ de la explosion v 1a densidad
inicial pg de la atindsfera. Recordando el teorema 11 de Duckingharm, debemos de poder
escribir las soluciones como [unciones adimensionales de pardmetros adimensionales que
representen distancia v oticimpo, multiplicadas por un factor dependiente del ticmpo en

general que nos dara las unidades fisicas de la solucién.

f(-'r, t) = f(] . (,’j(r'/’r‘[), t/t(]). (21)

Donde f(r.t) representa alguna de nuestras variables hidrodinamicas {p.p. ). fo, 0. %o
representan escalas caracteristicas (con unidades fisicas) de cada variable construidas a
partir de los pardmetros del problema, y ¢{r/ro.t/fy) representa una funcién adimensional

de las variables adimensionales 7 = r/rg, t = 1/t

Los parametros de nuesiro problema no pueden ser combinados para generar dimensio-

nes caracteristicas de distancia, (rg) ni de tiempo (#p) independientemente, por lo cual las
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’
r
r
D —— H -
] %
'
'
[
{— 1 -l
i <
[
i
- [} -
[} <
L)

P2~ P
V> <V

P2~ P

Figura L.1: Onda de chogue vista desde el sistema de refereneia en ¢l que clla misma
ostd on reposo. Desde la derecha, ol gas no chocado entra a olla con veloeidad supersénica,
y al atravesarla, sale con velocidad subsdnica. Al atravesar una onda de chogue, el gas
supersénico sulre un sallo cn sus canlidades hidrodinamicas, como son la presidn p, la
densidad p, la velocidad v, v la temperatura 7. De esta manera, la energia cindlica del
gas se convierte cn energia térmica. La presion del lado izquicrdo cs mayor a la presidn
del lado derecho, al igual que la densidad. [Trnagen proporeionada amablemente por Talia

Lezama.]
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goliuciones deben de estar dadas por una combinacién particular y adimensional entre » v
t.

Para encontrar esta combinacion, notamos que la variable z := pﬁo tiene dimensiones de
L5T—2/3, Asf podemos construir una variable adimensional de autosimilaridad del proble-

ma, de la cual dependera nuestra solucion:

C=r (é"t’g)m . (2.2)

Las soluciones resultantes se conocen como soluciones autosimilores v 1a combinacion

particular de » y t se conoce como variable de autosirmidaridad. Estos tériminog, hablando
mgamente, se refieren a que la distribucion espacial de alguna cantidad fisica a clerto
tiempo tiene perfiles similares (parccidos) a los que la misma cantidad tendrd en un futuro
o tenia en el pasado, haciendo un reescalamiento adecuado de las longitudes v del tiempo.

En términos mas rigurosos, podemos decir que si al transcurrir ¢l tiempo reescalamos
de cierta manera nuestra unidad de distancia (e.g. r ~ 12/ %), tendremos siempre la misma
distribucion espacial de la cantidad en cuestion, inicamente multiplicada por un factor que

dependerd del tiempo ¥ contendra, lag dimensiones fisicas:

Jlr.t) = Jolt) - &(C). (2.3)

Donde las funciones ticnen el mismo significado que en (2.1), v fo(t) esta dada por las
condiciones iniciales del problema. En general, el pardmetro de autosimilaridad ¢ = » /1%,

¥ el exponenbe c se encuentra de alguna manera.

En el caso de una explosidn fuerte existen 2 pardmetros iniciales, £ v py con dimen-
siones independientes. Como hemos visto, estos pueden ser combinados para construir cl
pardamoetro adimensional de autosimilaridad v de esta mancra automaticamente conocemos
el exponente & = 2/5 en este caso. Este tipo de problemas, donde el indice de autosimila-
ridad o pucde ser encontrado a partiv de las condiciones iniciales, se denominan del primer
tipc.

Los problemas del sequndo tipo son aquellos en donde las condiciones iniciales son insufi-
cientes para determinar ¢l exponente ce. Un cjemplo de esto os ¢l problema. de una implosién.
Una implosidn que inicia violentamente, al cabo de un ticmpo Hegard a un estado relajado
y de alguna manera olvidara las condiciones iniciales precisas que la llevaron a ese eslado.

De esta mancra, ¢l problema se deja tratar de mancra autosimilar, sin cmbargo no existe
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una integral de energia que nos permita encontrar el indice de autosimilaridad « de la mis-
ma manera que se hizo para ¢l caso de la explosion fucrte. Para este tipo de problamas s
necesario integrar las ceuaciones autosimilares dejando a0 indeterminado. Después se pide
que la solucién por un punto singular, pues de otro modo las condiciones de [rontera no se
satisfacen (Zel'dovich & Raizer, 1966b).

Las soluciones autosimilares son de mucha utilidad al tratar con problemas hidrodinami-
cos, pues nos permiten reducir un sistema de ccuaciones diferenciales parciales en r v £ a

un sistema de ecuaciones dilerenciales ordinarias en la variable de aulosimilaridad.

§3. Hidrodinamica relativista

Cuando estudiamos fluidos cuyvas velocidades son comparables a lasg de la luz, o cuya
densidad de energia interna es comparable o mayor a su densidad de energia en reposo, es
necesario trabajar dentro del formalismo de la relatividad cspecial. Siaparte estudiamos
grandes masas de fluidos autogravitantes, o en presencia de fuertes campos gravitacionales,
tales como los producidos por agujeres negros o estrellas de neutrones, necesitamos incluir
a la relatividad general en el egtudio. Las cantidades termodinamicas en esta generalizacion

estdn contenidas en el tensor de energfa-momento (Landau & Lifshitz, 1987):

Tuw = (& + p)ugtty + DYup- (3.1)

Donde e = ¢+ pc? os la densidad de masa-cnergia medida en el sistema de referencia
- _ e ~ . % o s - .
propio, p es la presion, u, es la 4-velocidad y g.3 es el tensor métrico .

Este tensor debe de satisfacer una ecuacion de congervacion dada por:

Nl =4, (375

La componente g0 = 0 de esta ccuacion representa la conservacion de energia, micntras

que la componente p = k representa la conservacién de la k-ésima componente del momen-

to.
La convencidn que se utilizard para la signatura de la métrica es la (-4, +,4), por lo tanto, w,u® = —1,
en unidades geonictrodindmicas tales que la velocidad de la luz ¢s ¢ = 1 ¥ la constante de gravitacion

universal de Newton cs G = 1.
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Para que el problema esté matematicamente completo hay qué satisfacer también la

ecuacion de conservacion de numero de particulas:

V™ =il (3.3)
donde n” = nu”, y n representa la densidad de niimero de particulas medida en ol
gistema propio.
En lugar de conservacién de niimero de particulas podemos pedir conservacidn de flujo de
maga. Esto se obtiene al multiplicar n por la masa promedio por particula:

Valpu®) =0 (3.1)

donde p eg la densidad de masa.

§4. Ondas de choque en relatividad especial

En ¢l caso de fluidos unidimensionales, las componentes 0y 1 de la cenacén (3.2) v la

ccuacion (3.4), pueden scr reeseritas de la siguicnte mancera:

o e 1 p+ %]  op
P | —= — A || - = =0, 4.1
% [’ 1 — 32:| + ,r.rra |:'r | e ’,33 v J4 ( )
e+ 3 1 p+e
Oy | ——= —& |73 = =0, 4.2
*[1—32]+r0 ["-1—152 ' (4:2)

Iy

; P L
o | L | + =0, |rrs—L—| =0. 13
*[ 1—_,32] o [ \/1_,3?] (13

Donde o puede tomar los valores 0,1, 2 para simetria plana, cilindrica v csférica res-
pectivamente v 3 := dr/dt es la velocidad del fluido.

Las ccuaciones (1.1} v siguientes tienen la forma general:

8 1A + 8, [ B+ C =0, (4.4)

donde A, B v €' son funciones hidrodinamicas del ticmpo ¢ v de la longitud r.

Analogamente a la mancra en que se obtuvieron las condiciones de salto de Rankine
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[Tugoniot, integremos las ecuaciones (4.4) sobre una regién en el plano (r.t) que cruce la

onda de choque y apliquemos ¢l teorema de Gauss para obtencr (McKee & Colgate, 1973)

f[r”h’dt — 7 Adr] + ff Cdtdr = 0. (1.5)

La integral de linea cs tomada sobre ol circuito alrededor de la frontera de 1a regién

(ver Figura §4):

(ver Figura 54 ) v la contibucién de la segunda es despreciable dado que € es finita y drd¢
es una cantidad de segundo orden.
oi ahora hacemos el contorno lo suficientemente pequeno, podremos tomar r come constante

en esa region, y la ecuacién {4.5) se podra simplificar a

f [Bdt — Adr] = ABAt — AAAr =0 (4.6)

Ahora bien, dado que la velocidad del choque 3. = Ar/At cuando At — 0, entonces
las condiciones de salto para las cantidades A v B son AB = 3:AA. Sustituyendo A ¥

B por las cantidades correspondientes de las ecuaciones (4.1) v siguientes, obtenemos lag

generalizaciones relativistas de las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot:
, p+e p+ Fe
EVANY ] — | =A|l=—]. momento 4.7
g [p2 5] —a [BEE7], (momento) (4.7
, e+ 3p . pte .
BsA [l—n’j] =A |:,.'3 f — ‘32] . (energia) (1.8)

G

e p ,
—r | =Alg—]. Inasa, 4.9
132] [ m] o) &

§5. Autosimilaridad en Relatividad Especial

IZs natural buscar una solucién autosimilar al problema de una explosién fuerte v rela-
tivista, que extienda la solucidn dada por Sedov (cf. ce. {2.2)). Sin embargo, dado que en
este easo se introduce de manera natural una velocidad caracteristica  la velocidad de 1a
luz ¢ — podriamos pensar que un buen pardametro de aulosimilaridad deberia de ser algo

como ~ 7 /ct. Eltgroth {1972) investigd esta posibilidad, proponiendo
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Gas chocado A,

A
S 1 !
! Gas no clhocado

> I

! 1
I r,

Figura I1.2: En cste diagrama se mucstra la linca de mundo de una onda de choque.
Si integramos la ecuacidn (3.2) sobre el drea del rectdngulo mostrado y urilizamos el
teorema de Causs, obtenemos la integral (4.5). 81 ahora tomamos el mite cuando el drea
dentro de él tiende a cero v despreciamos términos de orden superior, encontramos las
las condiciones de salto de las cantidades hidrodindmicas a. través de la onda de choque.
[Tmagen proporcionada amablemente por Talla Lesama.]
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4= dr (5.1)

it
como parametro de autosimilaridad vy construyvendo soluciones separables en las variables
independientes  y r. Sin embargo Blandford & McKee (1976) dieron tres argumentos
fisicos para obtener un nuevo parametro de autosimilaridad a este problema (Blandford &

McKee, 1976):

. + . 2
1. La densidad en el [luido chocado excede a la del [luido no chocado por un factor ~ .
Asl, g1 la mayoria de las particulas han sido barridas al radio IR, ¢l grosor cfective del

fluido chocado es aproximadamente 17/ 12

2. Si el factor de Lorentz del fluido chocado es aproximadamente 1M/ V2 un elemento
de fluido cae nna distancia aproximadamente igual a B/I'? detrds del choque en el

tiecmpo que el radio del choque se duplica.

3. La energia media por particula en el fluido chocado varia como ['?, un factor I' debido
al incromento de energia medido en el marco de referencia en co-movimiento v el otro
debido a la transformacién de Lorentz al sistema fijo. Si la mayor parte de la energia
se encuentra en pariiculas chocadas recieniemente, la energia total es proporcional a
1213, v a partir de esto se signe que ol grosor de la capa de particulas chocadas os

aproximadamente R /T2

Hidalgo & Mendoza (2005) obtuvieron una derivacion del misino pardmetro a partir de

argumentos materndticos que a continuacion detallaremos:

La velocidad dfi2/d¢ con que ercee el radio 2 de la onda de choque esta dada por:

an 1
dr r2’

con T ¢l factor de Lorentz de la velocidad del choque di2/df.

Suponiendo que la onda de choque es ultrarrelativista, i.c. T 3 1, entonees, a O(I~2)

diz 1
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Consideramos ahora que
=A™,

para poder integrar la ecuacion anterior v obtener asi

1
R=t|l-———]. (5.4)
2(m + 1)
Dado que ¢ tiene dimensiones de distancia, podemos escribir ol cociente adimensional in-

lroduciendo una cantidad adimensional ¢

R @
o N AN 5.5
7 2im + 117 (6:6)
Aproximando v/R a O(I'™2) y resolviendo para ¢, oblenemos:
; r o
6 =2 (1 - Tz) (m + 1)I'2 (5.6)

Podemos decir entonces que ¢ es nuestro parametro de autosimilaridad, pues nos per-
mite escribir lag funciones hidrodinamicas como ¢l producto de una funcién adimensional
que nos de ol perfil de distribueidn espacial de las cantidades, v otra funcidn, que en general
dependers del liempo, que nos de la escala v las dimensiones [{sicas apropiadas de manera
analoga a la ccuacion (2.3).

Sin embargo hay qué notar que cuando r = I tenemos un valor nulo para ¢, por lo

cual resulta més convenienle utilizar un nuevo pardametro y dado pot:

=142 (1 - %) (m + T2, (5.7)

cuyo rango debe de ser tomado para y > 1, siendo ¥ = 1 el valor correspondiente a la onda
de choque,
Sustituyendo la cenacion (5.4) en la (5.7), y aproximando a O(I'™%), obtenemos la forma,

final del pardmetro de autosimilaridad:

x = [1+2(m + DI (1 - ;) (5.8)

El exponente m v la constante A tienen qué ser encontrados a partir de las condiciones
iniciales especilicas del problema. Si es aulantosimilaridad del tipo I existe una integral de

energia que nos permite conocer ambos parametros. Sioes autosimilaridad del tipo 11, las
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ecuaciones resultantes deben de pasar por un punto singular para satisfacer las condiciones
de frontera, pidiento esto se determina el exponente m.Esto ¥ la solucidn de las ccuaciones

se dotalla en el capitulo TT1L

Es importante notar que este pardmetro de autosimilaridad no cs tan simple como cl
encontrado por Sedov (2.2) para una explosién [uerte en los régimenes no relativisias, o
como ¢l pardametro propuesto por Eltgroth (3.1), que resulta no ser el correcto a pesar de ser
una buena propuesta. El parametro (5.8) ha sido derivado a partir de ciertas aproximaciones
v consideraciones [isicas del problema, lo cual nos invila a (ratar de hacer un muy buen
andlisis de los problemas al tratar de encontrar soliciones autosimilares a cllos, y adn

asl quizds haya qué hacer varias propuestas antes de encontrar el correcto.



Capitulo 11
Colapso gravitacional.

Cuando existe cierta cantidad de masa acumulada, se dan situaciones on lag gue no
hay agentes de presion capaces de vencer a la fuerza de autogravedad que siente dicha
acumulacidén de masa. De esta manera se inicia un colapso gravitacional, el cual puede
terminar cnun agujero negro (Oppenheimer & Snyder, 1939) o en una singularidad desimida
(Ori & Piran, 1987), dependiendo de los factores fisicos iniciales.

En este capitulo se introducen algunos conceptos de relatividad general v se detallan
los dos posibles resultados de un colapso gravitacional. Se cxponen también algunas condi-
ciones que la materia en el colapso debe de cuinplir con el fin de ser considera plausible ¥
se introduce ¢l concepto de espacio-tiempo autosimilar, el cual ha sido de mucha utilidad

cn ¢l estudio de formacion de singnlaridades desnudas.

§6. Teorema de Birkhoff

Consideremos un campo gravitacional esféricamente simétrico. Esta simetria impone
condiciones sobre ¢l tensor métrico, ¢l cual deberd tener Ta misma forma para diferentes
puntos localizados a la misma. distancia del centro de la distribucion de masas. S nsamos
coordenadas “esféricas” espaciales r, 6, p, podemos egeribir el intervalo, de la forma mas
general que preserva simetria esférica, de la siguiente mancra (Landau & Lifshitz. 1980
Misner et al., 1980):

ds? = N (r, ) + alr, )drdt + Alr, )dr? + o(r. ) (sin® de” + d6?) (6.1)
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Como las unidades de longitud v de tiempo han sido escogidas de manera arbitra-
ria, podemos hacer transformaciones que preserven la simetria csférica de la forma r —
fi(rt), t — fa(r.t). Asi pues, hagamos afr,t) = 0, p(r,#) = 2. De esta mancra, una, cir-
cunferencia con cenlro en el origen de coordenadas tendra longitud 27r. Para simplilicar
los cdleulos tambidén serd conveniente hacer: A(r,t) = e?, N(r,t) = —¢¥, siendo A v v
funciones de r y £ Asi homos llegado a una expresion mds simple para ¢l intervalo:

ds? = —e¥dt? L e dr? 4+ r2(1$22, (6.2)

donde el desplazamiento angular

d€0? = sin? fdg? + d6°.

Hasta ahora sélo hemos considerado funciones generales que representen un cspacio-
tlempo esféricamente gimétrico. Si queremos conocer la forma de las funciones v v A nece-

sitamos resolver lag ecuaciones de campo de Fingtein:

G,m/ = SWT,LW; (65)

donde ¢l tensor de energia-momento T, ostd dado por (3.1), ¥ ol tensor de Einstein Gy,

estd definido por:

1
G,u,r) = R,u;u - §R9ﬂ-v: (6'4)

con R, y R el Tensory el Escalar de Ricci respeclivamente.

Sustituvendo la métrica (6.2) en las ecuaciones de Einstein (6.3) se obtiene (Landau &

Lifshitz, 1980):

1 o 1
Bl = — e ;”_” + =) (6.5a)
1 1 A
8Ty = e e (—2 — 7 ) ; (6.5b)
T (& T
I
8Ty =~~~ (6.5¢)

La solucidn mas sencilla a estas ccuaciones se obticne para puntos fucra de las masas
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ue generan el campo, donde T, es nulo. Asi:
'

1 a1
f_2 = (3_/\ TV + f_'z =10, (66())
1 X 1 r'?«)\ .
2 ¢ lz——)=0 (6.61)
A =0. (6.6¢)

De la tercera couacidn se sigue que, en este caso, A no depende del ticmpo. Por otra
parle, la suma de la primera ecuacién con la segunda implica que d.{\+ v} = 0, por lo que
At v = f(t).

Dada la forma del intervalo (6.2}, ain podemos hacer una transformacién de coor-
denadas { — [({) gque preserva la simetria. Una (ransformacion en particular podria ser
cquivalente a anadiv a v una funcion arbitraria del ticmpo, de tal mancera que A+ v = Q0.
Asi pues, la integrales de lag ccuaciones (6.6) estdn dadas por:

A '

g = =T (6.7)

b
T

Hasta ahora hemos resuelto las ecuaciones de Einstein para un punto en el que no hay
materia, pero en un cspacio-tiempo csféricamente simdétrico. Asi, existen 2 posibilidades:
i) El punto estd rodeado por un cascarén esférico de materia, o i) El punto estd fucra de

una distribucion esférica de materia que rodea al origen.

En el primer caso, debemos de tener € = 0, de otra manera la métrica tendria una
singularidad en el origen de coordenadas. Asi, dentro de un cascarén eslérico de maleria no
hay campo gravitacional y el espacio tiempo es plano, de manera analoga a lo que ocurre

cn Gravitacion Newtonlana.

Tomando el Hmite de campo débil en el scgundo caso, la componente temporal de la
métrica gog &~ — {1+ 2¢}, donde ¢ representa el potencial Newtoniano. De aqui se sigue que

la constante de integracién ' = —23 v asi obtenemos la expresién final de la métrica.

Para cualquier distribucidn de masa con simetria esférica moviéndose dnicomente en
direccion rodial, el inlervale —la métrica—, estard dedo por la méirica de Schwarzschild

para todos aquellos puntos que se encuentren fuera de la distribucion:
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2

1=
s2 = 1—— = (7 2d0? B
ds ( . ) e (1 e +rd (6.8)

Donde ¢l radio de Schwarzschild se define como rg = 2M, siendo M la masa total de la

distribucion.

§7. Formaciéon de agujeros negros

En la ecuacidn (6.8), g — 0y g — o0 cuando r — ry, de tal manera qie uno se
veria tentado a pensar que la estructura misma del espacio-tiempo no permite que existan
cuerpos con radiog menores a cierto radio proporcional a la masa total del objeto para
evitar esag singularidades, y la respuesta a la pregunta arriba planteada seria sencilla. Sin
embargo, el determinante de la métrica (6.8), g = —r*sin? 0 no tiene ninguna singularidad
para ningiin radio, y se sigue cumpliendo que g < 07, Elradio r = rq no ¢s una singularidad
en el espacio-tiempo, las singularidades en las componentes en la métrica sélo nos dicen
que no tencmos un buen sistema de coordenadas cerea de esa region. Haciendo ¢l signiente

cambio de coordenadas,

T =+t f" S/ gy (7.1a)

1—rg/r

R—Hf(l_%/r)m (7.1b)

llegamos a la siguienie expresion para el intervalo, escogiendo el signo positivo:
< ) d 1{2 —1/3 .
ds? = —dT? + 75 [ (R — T)] r2/340° (7.2)
[(3/2r) (12— T)]
En esta expresién para la métrica, lrayeciorias r = const corresponden a lraveclorias
IR — T = const':

r= [;(li— )]2/3 pl/3 (7.3)

“g <2 0 es una condicidn impottante que debe de cumplir cualquier espacio Liempo ligico, pues al elegir
una coordenada temporaloide y las demds espacialoides, la mdétrica tendrd una signatura (—. +. + .+)
6 (+, —. —, —}. En cualquicr caso, g < 0
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[in sistemas de referencia sineronos (aquellos en que gog = —1), las trayectorias de repo-

so {en este caso It = const) corresponden a geodésicas, os decir, a trayectorias de caida libre.

De este andlisis observamos que no hay nada fundamental que impida que un cuerpo se
compactifique mas alla de sn radio de Schwarzschild, ¥ de hecho, como veremos a continua-
cidn, una vex que el objeto se contrae por debajo de éste radio no hay poder conocido que
pueda evitar que contintie su colapso hasta formar una singularidad central, o caer hacia

clla cuando ya se ha formado.
. s 2
Congideremos ahora la propagacién de rayos de luz, ds® = 0:

(if;‘)l N [;(I? - T)] - £/r/rs (7.4)

Notermos que lag lincas » = const en ¢l plano (/2,7 ticnen pendiente 1 para cual-
quier r. Cuando r > ry, (dR/dT}
1 < dR/dT < (dR/dT),, que pueden ir hacia valores mayores de r. Esto cambia cuando

e = 1, por lo tanto, hay trayectorias temporaloides, con

consideramos r << rq: en cste caso, (dR/dT)
terial dR/dT < (dR/dT)

intervalo de tiempo finito por ninguna razdn mas que la misma razdn por la que el tiempo

he < 1, ¥y eomo para cualquicr particula ma-

iz Cualquier trayectoria temporaloide caerd hacia v = 0 en un
transcurre sin detenerse: La estructura del espacio-ticmpo.

El objeto que hemos deserito se conoce técnica vy popularmente como agujero neyro,
pues, después de este andlisis, es evidente que al darse un colapso de este tipo, cualquier
objeto que cruce ol horizonte de eventos, r = vy estard causalmente desconcctado con ol
exterior, pues cualquier tipo de genal emitida, al viajar manteniéndose dentro de su cone

de luz, 0 en su [rontera inevitablemente llegard al cenlro de coordenadas.

§8. Censura césmica y colapso autosimilar

Uno de los problemas no resueltos de mayor importancia en astrofisica relativista y
gravitacion cs precisamente conocer ¢l estado final de una estrella que ha entrado en co-
lapso gravitacional que leva a ésta a contracrse ann mas que una estrella de neutrones
. Cudl serd el estado [inal de un colapso como esle, dominado enteramente por la [uerza de

gravedad?
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Figura I1.1: En este diagrama se muestra la relacion entre las coordenadas de Lemaitre
v las coordenadas de Schwarzschild. Las trayvectorias » = const corresponden a trayecto-
rias 11 — T' = const’. Eslas trayectorias se salen del cono de luz cuando v toma valores
menores a 20 v por lo tanto son implosibles. Un obscrvador en resposo con respocto a las
coordenadas R — 7 inevitablemente aleanzara la singnlaridad en un tiempo finito. [Imagen
proporcionada amablemente por Talia Lezama.]
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La conjetura, propuesta por Penrose (1969), de que un colapso gravitacional bajo cier-
tas suposicioncs fisicamente razonables debe de terminar en la formacién de un agujero
negro s (f()ll()(f-i(l‘d‘ CO1NO lél‘ CETLSTUTL (,'(587'”,‘1.-(,’(],: IH (Ill‘ri‘l 08 comunmaentoe Ei“:ﬂll[li(l}i‘ cn ()1 (!Stlldi()
de [endimenos [isicos cerca de campos gravitacionales intensos. Iixisten dos versiones de esta
conjetura: la vorsion débil propone que toda singularidad estara rodeada por un horizonte
de eventos, por lo que ningin observador fucra de este horizonte podra recibir informacion
proveniente de la singularidad. La versién [uerle nos dice que ningtan observador, sin im-

portar ddénde se encuentre, podra recibir informacién proveniente de la singularidad.
De manera [ormal, la conjetura de censura césmica puede enunciarse como:

“Un sisterna que evoluciona de acuerdo o lo teoria de lo relatioidad general, sujefo a
ecuaciones de estado razonables, a partir de condiciones iniciales genéricas no-singulares
dadas sobre una hipersuperficie de Cauchy, no desarvolla ninguna singularidad espacio-

temporal que seq visible desde anfinito.”

Hay cjemplos que violan esta hipdtesis facilimentoe. Estos son aquellos donde se suponen
magas negativas, agujeros negros de Kerr en rotacién extrema o agujeros cargados en los
cuales Ta carga ¢s mds grande que la masa, aungue parccen no cumplir con la hipotesis de
estar sujotas a cenaciones de estado razonables. De hecho, uno de los problemas de eosta
conjetura es que hay términos no bien definidos en ella, tales como “ecuacién de estado
razonable” o “condiciones iniciales gendricas™ (Harada ¢t al., 2002; Joshi, 2007; Harada,
2009). Para cvitar cste tipo de situaciones, generalmente se hacen hipdtesis adicionales
sobre las cualidades que un Tensor de energima-momento fisicamente razonable debe de

tener al intentar probar la conjetura de Penrose (Townsend, 1997):

s T, satistace la condicion de energia dominante si para todo campo vectorial tempo-

raloide v dirigido hacia el [uturo se satisface que el campo veclorial

jlv) = —'U'LLT::(()V (8.1)

esta dirigido hacia ¢l futuro v es no cspacialoide, o cs cero.

m La condicidn de energia débil se sigue de la anterior:
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v T, > 0. (8.2)

n La condicidn de energio fuerte es independiente de las anteriores y expresa la positi-

vidad de la densidad de energia:

1
’f--'#'“y(T;uy _ igle) >0, (8.3)
donde I := T, Para un fluido perfecto, la condicién anterior equivale a pedir e+ 3p >
0

Se argumenta que si no se cumpliera la conjetura de censura cdsmica, v se pudicran for-
mar singularidades desnudas, el futuro dejaria de ser predecible a partir de datos iniciales
dados en una hipersuperficie espacialoide, y es por eso que se ha tenido mucha confianza
en su validez. Sin embargo, a pesar de multiples esfuerzos a lo largo de cuarenta afios ha
resultado imposible probarla. Es por esto que se han comenzado a hacer esfuerzos en direc-
cién contraria, es decir, encontrar situaciones realistas en las que aparezcan singularidades
desnudas.

Aunqgue probando la existencia de singularidades desnudas todavia se podria salvar la
hipdlesis de censura cdsmica, o al menos dar una version allernaliva, i se lograra probar
que éstag no se forman gendricamente como resultado de un colapso gravitacional, o si re-
sultara que aun cuando se formaran estas fueran inestables. Asi pues, si las singularidades

desdnudas han de ser observadas, se requiere que sean un [endmeno genérico v estable.

Lo que significa tener una singularidad desnuda como producto de un colapso gravi-
tacional es que existan familias de curvas no-espoacialvides dirigidas hacia el fuluro que

termanen en lo singularided en el posado”.

Contario a lo que uno esperaria, a lo largo de estos anos se han enconlrado muchas
sohiciones a las cenaciones de Einstein que satisfacen las condiciones de energia v desarro-
Nan singularidades desnudas (Eardley & Smarr, 1979; Christodoulou, 1984; Ori & Piran,
1987, 1990; Joshi & Dwivedi, 1993; Harada et al., 2002). Entonces, si existe alguna singu-

laridad desnuda podria significar la pérdida. de la posibilidad de predecir ol futuro dentro

“Un agujero negro es precisamente lo contrario. Cualquicr curva no-cspacialoide dirigida hacia ¢l futuro
terminara sicmpre cn cl pasade fucra dcl horizente de cventos.
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de la teoria cldsica, aunque por otro lado, podria ser una ventana a la fisica m#as alla de la

relatividad general.

Al tratar de buscar soluciones a las ccuaciones de campo de Einstein (6.3}, uno sc en-
frenta con grandes problemas téenicos, debido a que son altamente no-lincales. Sin cmbargo,
haciendo la observacidn de que la relatividad general no Liene ninguna, escala caracteristica
propia, podemos buscar soluciones antosimilarcs a cstas, v asi simplificar en gran maodida
¢l problema, de mancra andloga al caso de la explogion fucrte expuesto en cl capitule 1.

Cuando en un espacio-ticmpo existe nn vector de Killing ¢ homotético,

Lf.qo:;ﬁ = 2."}(}:;’1’; (8—1)

sc dice que el espacio-ticmpo ¢s autosimilar u homotético.
Para un espacio-tiempo esféricamente siimétrico, este vector se puede escribir de la

siguicntc mancra:

{ = tds + rdy, (8.5)

v cualquicr cantidad adimensional Q{r.t) = Q(r/t). De csta mancra se define la variable
de similaridad como @ = r/t ¥ el intervalo esféricamente simétrico se escribe en términos

de esta como:

ds? = —e’@ge? 4 Melgr? 4 2402, (8.6)

Para resolver las ecuaciones de Einstein, tamhién necesitamos dar un tensor de energia
momento ¥y una ccuacion de estado que nos de una relacion entre la presion y la densidad
de masa-energia. Algunos autores (e.g. Cahill & Taub (1971)) han encontrado que una
ecuacidn de estado compatible con autosimilaridad es la ecuacion de estado de DBondi-

Wheeler para un gas politrépico (c.f. Tooper (1965)):

p=(x—1e. (8.7)

Al sustituir la ccuacidn de estado (8.7) en ¢l tensor de energla momento (3.1), ¥ uti-
lizar la mdétrica antosimilar (8.6) para calenlar ¢l tensor de Einstein (o finalmente po-
demos resolver las ecuaciones de Einstein (6.3) en su [orma autosimilar. Como estamos

resolviendo en simetria esférica, s6lo 3 de estas ccuaciones son relevantes {e.f. cenaciones
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(6.5)).Dado que el problema a resolver tiene 4 variables, p ~ e, wu, A, v, utilizamos la ecua-
cidn (3.2) provectada a lo largo de la 4-velocidad u# para construir la cuarta ccuacién
faltante. Asi tenemos que

uhv, T = 0. (8.8)

De esta manera llegamos a las siguientes ecuaciones:

e e e
87 e — 87 feln + 81 fe¥ = — — = 8.9:
frug T fe¥w+ 87 fe o~ + 3 I (8.9a)
87 frusu, = — X, (8.9b)
2 Y .\ (_f)\ V’ 9
87 fru,” + 87 fetn —8mfet = ——5 + — +a 7, (8.9¢)
& z

407 frut’ — 25 fou” + (2 w2 frut + 2k f:r:u”) ")+

(—s fo/ + XN fz) eMu)? 4 (:1221/ fr—ar XN f) eMu)ul+

252tk fetru — 2ut Uk fetmut + (—2/z—rXfo—4[c—2k [ )u"+
(4f;r + 2322 + &2k N [+ 2:1:21/’]'1{-) ut =0,

(8.9d)

que corresponden a las componentes 00, 01, 11 de las ecuaciones de Einstein v a la ecuacidon

(8.8) respectivamente.

. . . P . e g 2
[istag ecuaciones son autosimilares dnicamente bajo la suposicion de que e := [{x)/i=,
es decir, a medida que ol tiempo avanza (t — 07), para @ = x5 = const. la densidad de

, _9 . .
masa-encrgia crece como ¢ ~ 72 (Ori & Piran, 1987).

Una vez planteadas las ccuaciones, necesitamos dar condiciones a la frontera razonables.

Para obtener funciones regulares en ¢l origen, se debe de camplir:
" (0) = A0} = v{0) =0, (8.10a)

£0) = fo, F'(0) =0 (8.10b)
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Iistas ecuaciones representan una nibe infinita de gas cayendo hacia el origen, r = x =
0. La solucién cs valida para t < 0 (x < 0), con t = 0 siendo ¢l tiempo de formacién de la
singularidad cn + = 0. La densidad de energia en ol origen ¢{0) diverge cuando ¢ se acerca
a cero, pues e(0) = fu/i%, pero para cualquier otro tiempo el punto @ = 0 es un punto
regular.

La solucién csta caracterizada por los pardmetros fy v #. Una vez cscogidos cstos
pardimelros se pueden integrar numéricamente las ecuaciones (8.9), Ilay qué Lener cuidado
com los valores quae se escogen para £ v para fy, pues puede existir un punto sonico x, donde
la. velocidad del fluido eg igual a la velocidad del sonido, para el cudl las zoluciones sean
singulares v no sea posible integrarlas. Si escogemos una ecuacion de estado con x > 1.015,
s¢ formard un horizonte de eventos ( rg/r > 1 ) antes de ¢ = 0, dando como resultado
un agujero negro. Si escojemos una ecuacion de estado con x = 1 recuperamos el caso del
colapso de una nube de polvo, el cual resulta también en la formacidn de un agujero negro.
Por lo tanto, si queremos obtener una singulavidad desnuda, debemos escoger una ccuacion
de estado muy suave, con 1.0 < & < 1.015. La solucién para & = 1.01 se muestra en la

TMigura §8 v fue obtenida primeramente por Ori & Piran (1987).

Podemos calcular el comportamiento de lag soluciones cuando @ — 07 a partir de lag

ccuaciones (8.9). Aproximando a O(x?) se obtiene lo siguiente:

viz) = a’qr* = [Aafolk — 5) e,

f@) = fo— fox® = fo - [f“(’;K D (8 fos® — 120 for® — 95 1 8)| 22,

2
3K

wl n) At = T

Las soluciones describen un colapso casi homogeneo (f & fy — for?) v wniforme (v =
a*1x). Si hacemos la identificacién g, = (1 —7r5/r)71, vemos que el colapso también es casi
Newtoniano (i.e. ro/r <0 1) v por lo tanto no sc forma ningin horizonte. Adicionalmente
calculamos ol escalor de Kretschmann K, con ol fin de averiguar en qué puntos del espacio-
tiempo se forma una singularidad. Cerca de r = 0, dicho escalar esta dado por (Misner
et al., 1980):
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£ =1.01

10 i drd ———

2M/r =1 —exp(—2
7 lgee| = ceplrr) ——
(dr/di)nun = expl(vr — A) /2] ——
—r=r/t ——

]

0.1 ¢

0.01 ¢

0.001 VA

0.01 0.1 100

= Pl

Figura IL2: Soluciones mundricas a las cenaciones de Einstein (8.9}, En csta Figura se
observa que 2m/r < 1 para todo valor de r, por lo que no aparece horizonte, sin embargo
la funcién de densidad d(x} para » = x = 0 tiene un valor finito, lo cual ocasiona que
e(r,t) = d{x)/t? — oc cuando { — 0, al momento del colapso. Se observa también que
una geoddésica radial nula siempre tiene una velocidad coordenada dr/dt > 0. A la derecha
de la recta identidad —z = r/#, el espacio-tiempo estd causalmente desconectado de la
parte central, pues r > ¢ por lo cual una modificacidn en esa regién exterior no afectars la
estructura antosimilar de la parte interior. Vemos también que la componente temporal
de la métrica g;, — o< cuando & — o<, o8 decir, cuando £ — (), por lo cual las coordenadas
no son buenas para extender la solucién para tiempos £ > 0.
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K(r ~0) = R R 5. (r = 0) = %(ar\g +a¥a) +0(r2). (8.11)
Numéricamente se ohserva que K diverge para toda » cuando # — (). Con esto concluimos
2 cosas importantes: ¢) existe una singularidad fisica en ¢ = 0. y antes de este momento
el espacio-tiempo es suave, y ii) las coordenadas que estamos utilizando no son buenas si
queremos extender el espacio-tiempo a £ > (), pues aparentemente tenemos una singularidad
en todo ¢l espacio a £ = 0. Suimemos a csta observacion cl hecho de que gy — oo cuando
o — —00, para convencernos de que es necesario hacer un cambio de coordenadas para
L= 0.

Ori & Piran (1987) llevan a cabo tal cambio de coordenadas y muestran que para ¢t > 0
existen geodésicas radiales nulas que salen de la singularidad en # = 0 ¥ logran cscapar a

. e ¥
inlinito ":

dr— [—gu

— = > (. 8.12
i Vo (8.12)

Si en cstas regiones sumamente densas v sin superficics atrapadas sc formara una onda
de choqgue, quizds podria acelerar particulas a velocidades ultrarrelativistas como ningin
otro proceso conocido.La fuerza que una onda de choque podria tener en estas regiones de
gravedad sumamente intensa podria resultar suficiente para acelerar particulas y conver-

tirlas en rayos cdsmicos ultraenergéticos.

Varios antores han mostrado que existen geoddésicas radiales nulag salientes de la singu-
laridad y que llegan a infinito en el futuro (Eardley & Smarr, 1979; Christodoulon, 1984;
Ori & Piran, 1987, 1990; Joshi & Dwivedi, 1993; Harada et al., 2002; Harada, 2009: Joshi,
2007). Sin crbargo, la interrogante permancee: Atn enando estas singularidades sean en
principio observables desde infinito, quizds el corrimiento al rojo sea tan intenso que haga
imposible recibir cualquicr tipo de sefial en la realidad (Deshingkay, 2009}, a menos que la

fuente tuviera una luminosidad infinita (Ori & Piran, 1987).

De una forina mds gencral ¢l vector homotético & (c.f. ecuacidn (8.5)) pucde eseribirse
como (Benoit & Coley, 1998):

"Para cl caso de un agujero negro de Schwarzschild dr/dt = /—gu/gre = (1 — 2M /i) — () cuando
r— 2M.
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A = (ot + 3) 8y + 10, (8.13)

Asf, Carter & Henriksen {1989} han encontrado 3 tipos diferentes de autosimilaridad pa-
ra un espacio-liempo, en analogia con los 3 casos de autosimilaridad conocidos en hi-
drodindmica (c.f. Zel'dovich & Raizer (1966a.b)). Para cada uno de cllos, la variable de

autosimilaridad z toma la forma:

ret, ce = 0 (exponencial) ,
r=9qr/t, a =1 (primer tipo} . (8.14)
r{at) "V v # 0,1 ( segundo tipo).

Fl caso cstudiado on este capitulo corresponde a autosimilaridad del primer tipo, pero no
eg la 1nica posibilidad para tener autosimilaridad en gravitacion. Para un fluido autogra-
vitante debe de existir una relacién entre el pardmetro de autosimilaridad del fluido y el

correspondicnte a la geometria del espacio-ticmpo.



Capitulo 111

Soluciones autosimilares en

relatividad especial.

Para cstudiar ondas de choque cerca de una singularidad desnuda es necesario incor-
porar la teoria de la relatividad general. Dicho de otra manera, es necesario estudiar la
dindmica de los flujos que desarrollan ondas cerca de campos gravitacionales intensos, lo

cual exige que se incorpore al estudio el formalisino de Ia relatividad general.

Fxisten estudios detallados sobre ondas de choque antosimilares en relatividad especial
(Blandford & McKee, 1976; Hidalgo & Mendoza, 2005) y el objetivo de este capitulo es
mostrar las soluciones ¢ue ge han obhtenido hasta el momento para luego tratar de hacer
una generalizacion de lag mismas para log casos en los que lag masas involucradas influyen

de mancra significativa en la curvatura del cspacio-tiempo.

§89. Explosiones fuertes ultrarrelativistas

Supongamos un gas ultrarrelativista con ecuacién de estado dada por la relacion (8.7}.
Para un chogue fuerte en el sistema de referencia donde el gas no chocado estd en reposo
se cumple que pa/na 3 p1/n1. ¥ las condiciones de salto pueden ser escritas en forma niuy
simple como (Blandford & McKee, 1976):

€2 €1+ in
— = yy—

(9.1a)

Ja

N2 51
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ny _ Ky2+1 ,
P (9.1h)
(o + el — 1) + 172

B =
w(2— &) (ve — 1)+ 2

(9.1¢c)

donde I' y ~va son el fuctor de Lorentz de la onda de choque, y el del gas chocado respecti-

vamentoe.

Si se supone un gas ultrarrelativista tal que s = 4/3, mds la condicion de que 1?1

podemos escribir las relaciones (9.1) como:

1 2 2 S
P = sea = I (e1 4+ p1), (9-2a)
3 3
ny = 20y, (9.2h)
¢ 1o
gt = 51 ! (9.2¢)

donde hemos introducido la densidad del gas chocado ), := vong medida en el sistema de

referencia del gas no chocado.

El teorema I1 de Buckingham (c.f. Sedov (1993}) asegura que existen funciones adi-
mensionales f(x). g{x), h{x) que camplen con f(1) = g{1) = h(1) = 1 cuando y = 1, que
corresponde al radio de la onda de choque, de tal manera que lag variables hidrodinamicas

se pueden escribir de la siguiente forma:

1 2

o= 5632 = grz(_el + ) fx). (9.3a)
nh = 2021 h(x), (9.3b)

5 1 :
Y2© = §F29(X)- (9.3¢)

Para mostrar que lag ecuaciones (4.1} pueden ser llevadas a su forma autosimilar, sis-
tituyamos las funciones hidrodindmicas p. v, n por las expresiones (9.3), v las derivadas 0,
v O por:

1+2(m+1T*  (m—+1)x

5 m o . 1.
df, = —?]_—‘ (9]_-\2_ -+ ‘ — ; 0)(5 (9.4:‘(1)
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1+ 2(m+ T2
L (”;J” .. (9.4D)

Con esto, las ecuaciones autosimilares resultantes son:

Ldf  8&m—1)—(m-4)gx

E@ B (T” -+ l)(ggxz . Syx il 4) (9.&,‘)3)
1 dy (Tm —4) — (m + 2)gx )
B dr 22 _ Qv 1 4) {9.5b)
g2 dx  (m+1)(g*x* - 8gx +4)

Ldh  2(9m = 8) —2(5m — 6)gx + (m — 2)¢°x" (9.5¢)

hg dx (m+ D(g?x® — 8ax + 4)(2 — gx)

Para encontrar el indice de autosimilaridad m en este caso, podeinos utilizar la integral

de energia y dar el siguiente argumento. Si la energia total que se liberd en la explosion
es ., vy la energla total contenida en el fluido chocado debe de ser constante, entonces se

cumple que:

E= /ngd’l/ = const., (9.6)

. 9 . . k4 . i . . ¥
donde Tyy == 4py? a O(+2). Al sustituir p v ~ en términos de las funciones autosimilares
(9.2) ¥ dr en términos de dy obtendremos que para una explosion relativista, si se ha de
cumplir la ecuacién (9.6), I'? ~ (=3, Por lo lanto, el indice de autosimilaridad debera ser

m = 3. De aqui se sigue que las soluciones a las ecuaciones (9.5) son:

FO=x""" 0 g =x7" . Rix)=xTT* (9.7a)

Conociendo estag soluciones, podemos regresar a las variables {r, ) y encontrar las solucio-
nes fisicas de interés.
§10. Implosiones fuertes ultrarrelativistas

ITidalgo & Mendoza (2005) han econtrado una solucién autosimilar para el problema

de una implosidon ultrarrelativista esféricamente simétrica proponiendo

%= A(—t)™™, (10.1)

donde ¢ < 0 ¥y £ = 0 representa ol momento en ¢l que la onda de choque llega al origen.
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Andlogamente a la manera como se obtuvo el pardmetro (5.8), reemplazando ¢ — —¢, se

obticne como parametroe de autosimilaridad para cste problema:

7= (1 + ;) 1+ 2(m + 1)1‘2}. (10.2)

Para este problema la regidn relevante es + > R. correspondiente a 1 > n > —oc en

términos de la variable de autosimilaridad 7.

Las formas de las funciones autosimilares son idénticas a las funciones (9.3), con las mismas

condiciones de frontera: f =g =h =1 en 5 = 1. Las derivadas parciales, 8, y O, tendrdn

casi la misma forma que en (9.4). TTaciendo la sustitucién formal ¢ — —f toman la forma:
m L+2m+1DI2  (m+Dx

B = —— T2 — s, 10.34
()t ; 0F2+ f ; dX- (031)

14 20m+ 10
B t

2
B, By (10.3h)

De esta manera, las ceuaciones hidrodindmicas (1.1) se reducen a:

1 df Blm — 1y — (m —4)gn ]
i PSS L __ (10.4a)
fadn (m+ 1)(g*n* — 8gn +4)
ddg (Tm - 4) — (m+ 2)gn (10.41)
g dn  (m+ 1){g*n? — 8gn +4)
1dh 2(9m —8) — 2(5m — 6)gn + (m — 2)g2”
dh _ (9m — 8) — 2(5m — 6)gn + (m — 2)g°n (10.40)

hg dn (m+ 1) (g% — 8gn + 4)(2 — gn)

Fn este caso no hay una integral de energia de la cudl podamos obtener el indice de au-
tosimilaridad m. Este tipo de soliciones autorimilares se denominan del segundo fipo v
para enconirar el indice de autosimilaridad es necesario resolver las ecuaciones de mane-
ra numérica v cncontrar ¢l punto eritico #* por ¢l cual debe de atravesar la solucién. En
este punto la velocidad del fluido es igual a la velocidad del sonido (Zel’dovich & Raizer,
1966h). de tal manera que las regiones externas a esta superficie no puedan influenciar el

movimicnto autosimilar del gas y del choque.

En ¢l punto critico, la ceuacidn para gin} cn ¢l conjunto de cenaciones (10.4) debe de
pasar por un punto singular {g*,n*) para el cual el numerador vy denominador se anulan

sirultancamente, os deeir,
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(Tm —4) — {(m+ 2)gn =0, (10.5)
(m + 1)(g*n* —8gn +4) = 0. (10.6)

El denominador se anula (c.f. ccuacidén (10.6)) en las hipérbolas
gn =4+ 23 (10.7)

Escogiendo el signo negativo para mantenoer ol indice doe antosimilaridad positivo, sustitui-
mos éste valor en la ecuacién (10.5) y encontramos el indice de autosimilaridad, obteniendo
m = 124/3 — 20 = 0.78461. Escogiendo m de esta mancra, también sc anulan simultanca-

mente ¢l numerador y denonminador de las ecuaciones para f{n) v A(zp) en el punto eritico.

A partir de aqui, las ceuaciones (10.4) debordn ser intergadas numdéricamente, pues no
ticnen solucion analitica, v de su solucion se podrian conocer los perfiles de las distintas

canlidades hidrodindmicas para dilerentes tiempos.

El parametro de autosimilaridad cmpleado para resolver log problemas de explosién ¢
implosion [uertes y relalivistas es practicamenle el mismo, salvo por un signo en la variable
t, ¥ ¢s sustancialmente diferente del empleado en los casos de colapso gravitacional autosi-
milar digcutidos en ol capitulo I1. Por esto es necesario encontrar una relacién entre ambos
pardmetros al estudiar (uidos autogravitantes cuyas velocidades sean cercanas a la de la
luz. Esto nos permitird conocer la dindamica de ondas de choque que se desarrollen cerea, de
campos gravitacionales intensos. Podria ser que el pardmetro de autosimilaridad z := r/#
no sea relevante desde un punto de vista fisico aunque matematicamente sea correcto, en
analogia con ¢l caso del pardmetro de antosimilaridad propuesto por Eltgroth {1972). que
resulté carente de relevancia fisica ¥ finalmente fueron Blandford & McKee {1976} quienes

obtuvieron un parametro fisicamente relevante para el problema.






Capitulo IV

Ondas de choque implosivas en

relatividad general.

En este capitulo se presenta un intento por obtener soluciones autosimilares a ondas
de choque implosivas generadas alrededor de un espacio-tiempo de Schwarsschild. Debido
a que el radio gravitacional hace que ¢l espacio-ticmpo sca no autosimilar se proponce una
modificacion naural a este. Con este modelo de juguete ge obtienen soluciones autosimilares

para ondas de choque implosivag alrededor de un chjeto central eyectando masa.

§11. Planteamiento del problema.

Como vimos en ¢l capitulo II, la métrica de Schwarzchild csta dada por la ccuacidn

(6.8). El [actor v de Lorentz del gas se deline como

1
'}—7,71_1’2:

donde v represenia la velocidad propia del gas con respeclo a un observador en reposo

(11.1)

instantancamente en la misma. posicion del gas al que se le mide la velocidad. Si suponemos
que ¢l gas tiene un movimiento puramente radial, esta velocidad es (Landau & Lifshitz,

1980);

172 2
2o 9 g (d’" ) (11.2)

- @ Gt @
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Si el gas es ultrarrelativista, podemos resolver la ecuacién (11.1) para v y aproximar a

O(~72), obteniendo:
di e { dr _ 1 ’
v=— = g () =1 11.3
YT ar \/Q’: (dt) 22 L)

'
De la misma manera, la velocidad de la onda de choque esta dada por:

L grr { AR 1
beh=—=4/— | — ]| =1——. 11.4
= e v g \ di 212 L)

Con cstag aproximaciones podemos cscribir la 4 velocidad del gas comao:

1

wy = —y(r thow w) = —v(r, 1) (1 — m) v Yrrs (11.5)

donde el signo menos en la componente radial wq significa que el gas se mueve hacia el

origen ¥ n la. componente temporal 1 ue se mueve hacia ol futuro.
; 0

Como el gas es ultrarrelativista, p(r, 1) = 1/3e(r, 1) {c.I. ecuacién (8.7)), v el tensor de

cnergla momento toma la forma:

L= 05+ B (11.6)

Tomando la proyeccidén de la ecuacién (3.2) lo largo de la 4-velocidad se obtiene la

ccuacion de conservacidén de entropia relativista (Landau & Lifshitz, 1987):

w'V, I =0, (1L.7)

v proyvecltando a lo largo de la direccidn perpendicular a esta se obliene la versidon relativisia
de la cenacién de Euler (Landau & Lifshitz, 1987):

PV =0, (1L8)

donde P? :=u"u, + &, es el tensor de proyeccién.

Estas dos ceuaciones junto con la ccuacidn de estado son suficientes para conocer la
presion v la velocidad del gas detras de la onda de choque dadas 1as condiciones iniciales v
de frontera. Para conocer la densidad es necesaria la ecuacién de conservacidn de miero

de particulas (ccuacion (3.3)):
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V) = 0. (11.9)

En analogia con trabajos anteriores (Blandford & McKee, 1976; Hidalgo & Mendoza,
2003) suponemos que el [actor I' de Lorentz de la onda de choque estd dado por la relacién
(10.1). De esta manera el pardametro de autosimilaridad resnlta ser el mismo que se ha

obtenido anteriormente, # (e.f. ccnacién (10.2)).

Para resolver las ccuaciones (11.7) v (11.8) hay que sustituir en cllas las derivadas 9, v
3y en términos de la variable # de similaridad (c.f. ecuacidn (10.3)), v las cantidades p, v v
n en términos de sus funciones adimensionales f(n}, g(n) v h(n) {c.f. ecuacién (9.3)). To-
mando en cuenta inicamente términos dominantes en T2 se llega a las siguientes ccuaciones

diferenciales:

[2.?; (m+ 1) o m—+ 1 N (é—flﬁ) g] d_g+

g g° g g dry
7 {(m+ 1) m+1 (6 om+1 -1)) M :| df
3 . et = il (11.10)
[ f 9f f 9f f/t1dy
—12 Atf —8+5m =10,

4Q—%+8N1J,rl 7I+4m‘+)172n(m+1) dg
9 4 9 )t Uh g s
[?} (m+ 1) 72m+‘l N (4 m+1 2+2n) M] ng (LL.11)
f gf 9f I 7 t1dn
—S'rfa',fdxﬁp;jir = 0.

A pesar de que estas ecuaciones se reducen al caso conocido (Hidalgo & Mendoza, 2005;
Sari, 2006) cuando A — 0, no son antosimilares, pues la variable ¢ sigue aparcciendo en
ellas. Notemos adicionalinente que esta variable siempre aparece dividiendo a la masa M.
Esto nos dice que si la onda de choque ha de ser autosimilar en un cspacio-ticrapo csféri-
camente simétrico con una masa central, necesariamoente la masa tendrd que variar con ol

liempo, de manera que M o [.
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Iistos resultados no son inesperados, pues el radio gravitacional estd definido por rq =
2M. Si M = const. cxiste una cscala de longitud propia del problema ¢ independiente del
ticmpo, la cual nos impide hacer un tratamiento antosimilar del misimo (c.f. Zel’'dovieh &
Raizer {1966b)). Iil hacer M x { implica que el radio de Schwatzschild del objeto central

crece o decrece a medida que el ticmpo avanza.

§12. Solucién autosimilar

Como una primera aproximaciéon al problema supongamos que la masa M = at. De

csta mancra ¢l intervalo puede escribirse como:

ds? = (1 - 2‘“) W sgge (12.1)
r (1 — 20 /r) ‘

donde . = const. Como M > 0, se debe de cumplir que o > 0 para el cago de una explosion,

pues t > 0, y a < 0 para el caso de una implosion para la que se supone £ < 0. Algunos

cscenarios astrofisicos en los cuales existe cyeccion de masa por parte de un objeto central

son vientos estelares, jots en nueleos activos de galaxiag, GRBs ¥ microcuasares (Mendoza,

2008; Rosswog, 2007).

Sustituyendo en lag ecuaciones (11.7) - (11.9) la métrica (12.1) y la variable de autosi-

milaridad (10.2), llegamos a las siguientes ecuaciones:

a\ 1) 1
[(—8/9 + 8E) o + (—4M +87 —4/g— 8Tt ) ot
g g g 7

_m + 1 N (m+ 1) d7g+
g? q dy
[( 12/f+]2?7+18771+1) ,2+(]2 —|—36m+1—6/f 6 (m—‘—l))a_’_ (12.2)
f f f gf f
nlm+1)  _m+ l] df
5 +6 o
f gf 1dy

240° + (24 — L) o — B+ 8 = 0,
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;e 1 m+1 7 plm+l
[(—89 +8/g— 160 ) o? + (—16'”f g, g0t +f‘l/,r1) ot
g g ¢

g q ]
_4m—|—1 +2-7}(m+l) dg
9 g dn
i+ 1 -r]) 3 ( no .n(m4 l)) (12.3)
4/f —R — —d— "+ [2/f 4= +2——— L )t ’
(G SRR
n(m+ 1) 4™ + 1] df
b gf 1dn

8a” + (84 6m) a+ 3m =0,

T : T nim+1 |
{(4; +4/g) o? + (4 I gumtl) 2 +2/g) a+t

q g
n{m+1) L Qm.—i; 1 :| d_q
7 g° dn
sam+1 n\ = n ,.om+1l  nim+1) (12.4)
—32 +8/h -8 o+ |4/h— 8- —24 +4 -t :
agh h h ah h

mt 1 4o {(m + l)] dh+

gh h a

—120% + (6m — 1D a+3m —4 = (.

Estas ecuaciones son autosimilares, pues son ecnaciones diferenciales ordinarias en las que
no aparccen las variables ¢ ni £, S0lo aparcecela variable de antosimilaridad 7. El vango de
la variable 1 es —o0 < 1p < 1 y lasg condiciones de frontera estan dadas por f(1) = g(1) =
h{1) =1, de tal manera que se cumplan las condiciones de salto (9.2). Asi la relacién esntre

las variables fisicas v las autosimilarcs esta dada por las ccuaciones (9.3).

1 2
po= g€y = grQ(e,l +p) f(n), (12.5a)
nh = 2T7n1h(n), (12.5b)
1_.
1 = Sg(n). (12.5¢)

Como estamos lralando con un problema de aulosimilaridad del segundo tipoe, no hay

una integral de energla de la cudl podamos obtener ol indice de similaridad wi. Este debe de
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obtenerse de la misma manera que se obtuvo en el caso estudiado por Ilidalgo & Mendoza
(2005) (c.f. Scecién §10).

Escribamos ol sistema de ecnaciones (12.2) - (12.4) en forma matricial.

Ayp A 0 I 1
AQ] AQQ U g" = o s (] 26)
0 ‘432 A33 B C3

donde lag componentes de la matriz A4;; representan los coeficientes de las derivadas f',
g v h' en las cenaciones (12.2) - (12.4), y las componentes del vector ¢; son los términos
independientes de las derivadas on esas cenaciones. Denotemos por A al determinante de la
matriz A v por A; al determinante que resulta de sustituir la columna ¢ de la matriz 4 por
el vector columna e. En lugar de resolver explicitamente las ccuaciones (12.2) - (12.4) para
las derivadas f/, ¢’ v I’ escribiremos su solucion en forma simbdlica. pues las expresiones
que resultan son realmente largas {c.[. Apéndice A para ver los calculos hechos para esto).

Las soluciones en forma simbdlica cstan dadas por:

S TR TR
Ay A 7 dyp AT dnp AT

(12.7)

En completa analogia con ol ejemplo mostrado en 1a seccidn §10, serd necesario encontrar
el punto singular de las ecuaciones anteriores. En el punto singular #* debe de cumplirse

que

Aln®) = A1) = Aa(n*) = 0.

Esto antomaticamente fija Ag(n*) = 0. Si resolvemos A = 0 para la variable 5g{n) obtene-

111085

(/lrk(m +1) —ag+2(m+1)+L \/(-m +1)? (3 +6a + /’1@2)) (14 2a)

—4a? + 2a(m+1) —da+ (m+1)

ny = 2 (12.8)

Sin importar gue signo se elija, al sustiluir esle valor en la ecuacidn As = 0 v resolver para

., s¢ obticnen dos valores posibles para ¢l indice de autosimilaridad:
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26a3+.50a2+3oa+5i\/(3+6a+4a2)(3+14a+14042)2
(Ba—1)(14+2a)

mye =4 (12.9)
Dado que por hipétesis m > 0, ¢l signo a clegir dependerd del valor de . Para o = 0 se
debe de tomar el signo negalivo, resultando m = 12v/3 — 20 = 0.78461 (c.[. seccién §10,
Hidalgo & Mendoza (2005)). En la Figura §12 se srafican ambas soluciones para el indice
de antosimilaridad m como funcion de e Se muestra. que hay un punto ag para ol cual
e = m_. [l indice de aulosimilaridad a la derecha de ese punlo, es decir, para « > g,
es m_, mientras que para a < ap se debe de utilizar m_o. De esta manera se recupera
la. solucidn estudiada cuando o — 0 y se tiene continuidad en la funcién m{a) y en su
derivada dm/de.

Una vez fijado el valor de o conocemos ¢l valor de m v de esta mancra podemos
resolver numéricamente las ecuaciones (12.2) - (12.4) para las variables f(n). g(r) v h(n).
En la Figura §12 se muestran algunas soluciones munéricas para estas funciones utilizando
distintos valores de a.

Utilizando « = —0.05 se obtiene m = (.858532. Escojamos unidades de distancia v
tiempo tales que n1 = 1y py = 1. Supongamos ademds que la onda de choque se forma
en la coordenada radial Ry = 100 con un salto en la presion inicial g = 100. Con esto se
obtienen las soluciones mostradas en las Figuras 812 - §12 después de sustituir las soluciones

de las ecuaciones (12.2) - (12.4) en las relaciones (12.5).
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10— . .

e
<

1 1
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0

Figura IV.1: Iin esta figura se grafican los indices de antosimilaridad mo como funcién de
la tasa de eyeccion o {ecuacion (12.9)). Para o — 0 se utiliza el indice con signo negativo
v la solucidn converge al caso previamente estudiado (Hidalgo & Mendoza, 2005). Para
cg = 0.311 sc ticnen ambos indices iguales, m = m = gy = 1.512, v se observa que
cada una de lag curvas tiene un pice en ese punto. Si seguimos la curva e de derecha
a lzquierda, serd mas suave continuar sobre la curva mg a partir de ag. Se chserva que
ambos Indices tienden a infinito cuando a tiende a -0.5. Dado que se trata de un problema
de implosién en el cual ¢ < 0, se debe de cumplir a < 0 para tener una masa M > 0. Ksto
significa que la masa contral tiene que decrecer con el ticmpo, cs deeir. debe de eyectarse
de alguna forma.
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A — =N — (e — 0.T36L

M —q— LIx 10 = n —amie] — 073703
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Figura IV.2: De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo cada panel muestra

las soluciones numéricas a las ccuaciones (12.2) - (12.4) utilizando valores de o =
0,107%, 1072,5 x 1072, La solucién que sc obticne cuando o« = —1 x 1071 es practica-
mente indistinguible de la obtenida cuando o = 0. En los demds casos se observa el mismo
comportamiento cualitative de las funciones f(n), g(n) ¥ hin) que en el caso para el cnal
a = 0. En cada panel, de arriba hacia abajo lag curvas representan las funciones auto-
similares de presién f(n), factor ~? de Lorentz g(%) v densidad de nimero de particulas

R(n).
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Mt — o — 003,94 — mla) — 0.868532
1000090 T T T

10000 -

1000

100 | 1 L 1 -\ 1 .\

Figura IV.3: En csta figura sc muestran los perfiles de prsidn detris de una onda de
choque fuerte ¥ ultrarrelativista. Se aswne que la densidad y la presion del medio son
uniformes, con 7; = p; = 1. Se ha asnmido que la onda de chogue implosiva se ha
formado a g = 100 con un salto inicial en la presién de pg = 100. De izquerda a derecha
se muestran los perliles de presion como luncidn de v a ticmpos 4, 5, 7 v 10 antes de que la
onda de choque llegue a » = ¢ = (0. La presion justo detras de la ouda de chogue también se
rrmestra como una curva que crece indefinidamente cuando la onda de chogue converge al
origen. Para puntos mds alejados de la onda de choque la presion parece crecer sin limite,
sin ambargo csta solucién deja de ser valida para csos radios pues lag aproxiinaciones
hechas dejan de tener senlido para +2 < 10.
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M/t = = —=0.00,m = m(n) = 0.858032
100000 T T T

10000 -

L

1000 L 1 L 1 L 1 1

Figura TV.4: La grafica muestra la densidad de ntimero de particulas n detras de la onda
de choque como funcidn de r. Las condiciones del medio no chocado v que dicron lugar
a la onda de choque se describen cn la Figura §12. De izquerda a derecha se muestra la
densidad de mimero de particulas como funcion de » a tiempos 4, 5, 7 vy 10 antes de que
la. onda de chogue colapse en el origen. La enrva envolvente miestra el valor de n justo
deirds de la onda de choque, el cual erece indelinidamente al colapsarse la onda de choque
cn ol origen. Al igual que la presién, la densidad parcee crecer mondlonamente para puntos
mas algjados de la onda de chogue, sin embargo, como s oxplica on la Figura §12, ésta
solucion deja de tener sentido en esa region.
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M/t =a=-0.05,m=m{n) = 0.858532
10000 T T

1000

o~ 100 +

L

Figura IV.5: Factor 42 de Lorentz detrds de la onda de chogue. Las condiciones del medio
en el cual ocurre la implosion ¥ se propaga la onda de chogue estén detalladas en la Figura
§12. De izquerda a derecha se muestra, el valor del factor 42 como funcion de r a tiempos 4,
5, 7 v 10 antes de que la onda de choque colapse oo el origen. La curva envalvente muestra
el valor de ~2 del flujo justo detras de la onda de chogue, ol cual diverge al acercarse la
onda de choque al momento del colapso en » = ¢ = (0. La solucidn deja de ser vilida para
ralores suficientemente pequenos de v, tales que las aproximaciones a (T'™2) dejan de
scr validas,
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§13. Discusion

Las soluciones autosimilares del segundo tipo tienen 2 propicdades basicas. La primera,
es la existencia de nn punto singular #%por ¢l enal debe de pasar 1a soleion para un valor
especilico del indice de aulosimilaridad . La segunda es que ese punio singular por el
cual pasan corresponde a una curva 7(¢) en ¢l plano r — ¢, 1la cual cs una C_ caracteristica
delimitando la region de influencia hidrodindinica (Landau & Lifshitz, 1987; Hidalgo &

Mendoza, 2005). La ecuacién de dicha caracteristica estd dada por:

gﬁd?‘* . a-— 3 (13.1)
gy At 1—ad’ ’

donde @ es la velocidad propia del sonido v @ es la velocidad del Quide. Asi, la energia

contenida en la region autosimilar del Hlujo estd dada por:

™
I =dr ] 704/ — det[g,.(n)] dy (13.2)
1

~T2|t (13.3)

Como I'? ~ [f|™™, E ~ |t

al aproximarse la onda de choque al origen. Fsto nos dice también que las aproximacio-

d=m_ Asf, B — 0 cuando £ — 0 a pesar de que p v n diverjan

nes hechas seran validas tnicamente en los casos para los que ol indice de autosimilaridad

m < 3.

En cste capitulo hemos logrado obtener nna relacion entre el parametro de antosimila-
ridad hidrodindmico para una onda de choque implosiva ultrarrelativista n = (1+r/t)[1+
2(m+1)T?] v ol pardmetro de autosimilaridad geométrico o gravitacional z = r/#, los cuales
a primoera. vista parccian no tener relacion algnna. Esto que por ol momento os solamoente
un modelo de juguele, es un primer paso hacia un estudio detallado sobre ondas de choque
desarrollandose en presencia de campos gravitacionales intensos. Este tipo de estudios sin
lugar a dudas son relevantes al describir un colapso gravitacional cn ¢l que se origine una

singularidad desnuda.






Conclusiones

Iin el presente trabajo se ha generalizado el estudio de hidrodinAmica relalivisia en ex-
plosiones ¢ implosiones fuertes para casos en los cuales los campos gravitacionales corcanos
al flujo cstudiado son muy intensos ¥ os necesario incluir ol formalismo de la relatividad
general. Para eslo se ha estudiado el colapso gravitacional y cdmo esie puede tener como
consecucencia la formacion de singularidades desmdas y de esta manera liberar energla, que

pueda ser medida por un observador externo.

Con csta motivacion, y a partir de los fendmenos antosimilares conocidos en hidro-
dindmica relativista fue posible desarrollar un espacio tiempo de juguete que fuera autosi-
milar en el cual se supuso la existencia de una onda de choque implosiva a la manera de
Hidalgo & Mendoza (2005) v se resolvieron numéricanente las ecuaciones obtenidas. Asf,
ge obtuvieron resultados cualtitativamente no muy diferentes a los obtenidos en trabajos

anteriores {Hidalgo & Mendoza, 2005; Sari. 2006).

Este tipo de estudios son relevantes en astrofisica para describir los procesos s
energéticos del universo, tales como los destellos de rayos gamma, los cuales a pesar de
sor bien conocidos observacionalmente no dejan de ser una intorrogante mayor astrofisica-
mente v es necesario proponer nuevas hipdtesis. Otra aplicacion de interés para este tipo
de estudios sc encuentra en el campo de los rayos cosmicos. Si una onda de chogue tuviera
lugar en las vecindades de una singularidad desnuda, esta podria ser sumamente fuerte v
acelerar particulas a velocidades ultrarrelativistas, dando 1una explicacion a la existencia

de rayos cdsmicos ultracnergéticos.

T5l modelo que en el presente trabajo se desarrolld no deja de ser un modelo de juguete,
sin cmbargo nos ha permitido arrojar algo de luz en ol campo de la astrofisica relativista
sujota a fuertes campos gravitacionales v de qué manera éstos influyen en la hidrodinamica

de la materia que los rodea.






Apéndice A
Caddigos utilizados.

Fn este apéndice se adjuntan los programas escritos en Maple que se utilizaron para
resolver ¢l problema de una onda de choque fuerte v ultrarrelativista desarrollindose en

un espacio-tiempo autosimilar expuesto en el capitulo V.
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A CODIGOS UTILIZADOS.

2010
Ci of Masa,

del tensor energia momento y la

Coordinates and Metclc
[ esord := [t, r, theta, phil:

> g _coupts = array(symsetric,sparse, L..4, L..4):
gcompts[1,1] = - (1 - 2enlpha®t/r): g compts[Z,2]:m 1/(1 - Zeulphaet/r)
proapts[3,3] = ((rA2): pcompts[4,4] = ((r)AZ)Esin(thetm)AZ:
@ i= creata( [-1,-1], sml(gcompts)):

[» Inverse Metric;

gimve=imere(g, 'detg")

> Christoffel Symhale
Diy:sdimetric(y, coord) :
DZg := @metric ( Mg, coord ):

Id’lsp'llﬂ(dlﬂstnﬂ’.'l:l. CFf1) =
i splmyR (Christofiel2,Cf2) =

Riernmmn Tensor:

AMNdown := Klemann( ginv, D2g, CF1 ):

#dapTayGR (R1smann , RMSadown)) :

Raise Riemarm Indicen:

up = raisa(ginv, AiNdown,1,2,3,4):

i splayCR(R1smann , RNNup) :

Eretgchanann Scalar

AMNcontract := prod(RMNdosn e, [1,1],02,2],03,3], 4,410 =
Kecalar := RMMcontract[compts]:

it

> Ricel Tensor:
RET = I'I::‘l(rhw,lﬂh-n):
#dHsplayR(Rice] ,RICT) :

» Ricel Scalar:
Rs :=lticciscalar{ginv, KICT) :
st splayG(ticciacalar, Re);

> Hnstetn Tensor
EinaT := Einstein(g,RICT,Rs):
FdisplayGR(Einstain, EinsT) ;

[ :
g := glcompts][1,2]:
©22 := pleompts][3,3]:
932 := glcompts][4,4]:

> Erquation of State
#sat B = 1 for tha casa of an axplosion, B = -1 for the casa of an
1mplasion:
8 = -1

"
Pu
P = tlﬂmrv‘a(r.u
rho tm a(r,8):
ul :=- gummir,t) * { -gOA(L2):
Ul =& ¥ pamma(r,t) * (ElDACL/2) * (1 - 1/(gemsa(r,t)AR)ACL/Z):
kappa := 4/3:
p=P:
> Compoments of the 2*covariant Energy-Momentum Tensor:
THO = (P+ rha) * 0 0 * u D + P * gid:
T = (Prrho) *ul *ul+P*gli:

T22 = PRgZ2:
TI3 = Peg3d:
oL

= (Prrho) ® u D ®ul:

> Crenate the Fnergy—Momentum Tensor:
Tan_cospts = mrray(symsetric,sparss, 1..4, 1

mlﬂ-.ﬂ == TOO: Ten_comptalZ,2]:= TiL!
T!Z: Ten_compts[4,4] := T3

Tan :rnlt-t [-1.-1]. wv] (Ten_compts)) :
ﬂm'lifvtmmﬂ'l'-l”

4-velodity, index down (v) and tndex up (VE

> v := cresta([-1] ,array([ un, w 1,0,01)):
¥ 1= ruisa(ginv,v,1):

[Rn‘lle 2nd index of the En-Mom Tensar:
[> TeN := raise(ginv,Ten,2):

» Covariant Dertvative:
TNk := cov_di Ff(TeN, coord, CF2)

Contract indices 2 and 3 to obiain the divergence: TmNn
[ Toln t= contractCTaMk, [2,30):
Create mjacﬁon Trensor, ortogonal to 4-Velodty:
> ALy * UAy:
YW im sim‘lify( prod(¥,v) , powar radical , symbolic) :

#ronackar Dalta:
@i = sisplify({ raisa(ginv,y,1), power,radical,symbolic):

#Projaction tensor, PHn = I ® Un + dalta Mn:
Pin = Tin_coa(din,Vv):

#Check that 1t works:
prod(y,Phn, [1,112
s1npl1fy (%, power, radical , sysbolic) :

[Contract diviTyuv) with 4-velocity
> ¥dT := simplify{ prod(Teln,¥,[1,1])}, power,sysbolic):
Pet_comptali):

Contract div(Tiv) with normal to 4-welodty:

> PAT := aimplifyC prod(TuNn,PHn.[1,11). powsr,aysbolicd:
pat_compta(X):

Finally, the equations to solve:

> smargy := VdT[compts] = O:
Taotra := PdTCcompts]12] = 0:

Vamos a encontrar ahora la ecuaclin de contimuided:

> Nforw ;= cremteC[-11.array(L w @ ® nCr.t). wl ® n(r.t).0.0000:
Nvac := raisa(ginv,Nform,1):
covii Filvee = cov_diFf(lvee, coord, CF2) =
coviHvitvec := contract(covdd ffivec,[1,2]):
pet_cospta(®) :
wimpTify(s) =
contimuity := X = 0:
pat_compta(Nvec) ;

[o®
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5t egerlben lag de de cneryla yde
mimem de particulas en forma eutostnilar.
> reastart:
ussums(

M::real, M0,

riireal, r>2%0,

e:zreal,

gumsafr,t)::real, gamsa{r,t)>0,
thata::real,

phi:zraal,

wir,t)::real, uir,t)>d

W W

Drp = diffplr.t).m0:
Dtp := diffipir,t),t):

Drgmems == Hff{guean(r,t),r):
Dtgamsa := o FF{gamsa(r,t),

Dry := dFffly(r,t),r):
Dy = diff(y(r.t).t):

Drn = dff(nr,t),r):
Den := dff(n(r, v),e):

2z (mel) = G:

im (1 -1/Ge ¥ (A eta + (L-AMIZ/A) ) ) *a %
/3 & pl & G* fate):

v_-n = G2 * pluta):

nats ;= 2 ®nl *G* hiata):

1/a/v * (1 + AMGe)/A/A * dHTP(p_sta,sta)
1/aft = (1 + AnGe)fASA = HF(y_eta,eta) :
1/a/t * (1 + A*Ge)/A/A ¢ dHff(n ete,ete) :

Drp_st
Dry_ed
Dri_sta

Dipete t= 1/t * {-m*G* dHff(pete,® + ( (1L/A-1-(mD) ) ¥ atn

+ (Ga + LYRA + (KA C2/AA + 2/A * (1) - ) ) * dff(pate,
ot ) :

Dtysth ;= L/t * ( - m* G # Hff(yota,® + (CL/A-1- (ml) ) *otn
+ (o« LR + (1-A/A = C2/A/A + 2/A * (1) - m ) ) * HFf(y_ata,
sta) ) @

Dtnata =1/t * (- m=* G* Hff(neta, &) + (CL/A-1- (1) ) *ata
+ (Ga + LAAYAA + (1-ADJA * ( 2/A/A + 2/A * (1) - m ) ) * &HfF(n_eta,
ata) 3 =

Dff = dHPP(PotR) 0ta):
Dg := dHff{gleta) eta):
Dh = dHTF(h(ete) .atad:

» fAqui za ascriban Tas ecusciones gqua salen de IsplosiveCarmonaMandoze
1/3%(-8%a(r, L)WA2-Thralt(difflalr, €, r))+ivpuamalr,

o By (Hff(gumm(r, ), r))-4Sgumm(r, t)¢rA2éulpha®a(r,

rr tm—m:uz)mtmm*m—m BA2-DACL 2y *ra2*elr,
P (e L r, QA-LACD)FrA(d Flalr, ),
£))*gamm(r, tJi-G'Il—( t)rrae{gumma(r, t)A2-DA/2)*(HFF(elr, ¥,
£))*alpha®t-4*(panma(r, ©A2-1ACL/Z) Pre3oaCr, W+ Ff(panmalr, €,

1) +12ot o] phatri2e(dH T alr, ), r))-12+tA2%n]phar2ere(dHflalr, 3,
r)+i2%gmen(r, t)A2%r*(dHFFlelr, t), r))%a]lpher2?ttA2+3tguesn(r,
yazerARe(Hiflalr, 13, r))-24%/2%]phar2%elr, ti+i%gaman(r,
tiA2epaalr, t) (r, *realr, t)*{df{gamalr, t),
r))*alphes2®tA2+24%ganma(r, t)A2%alpha’2*cA2te(r, t)-16%gamma(r,
tyera2ealr, t)*(HF{gumm(r, t), r))*alpha®t+Zast*alpha*roa(r,
-1 pussn(r, t)AZFPARF(diFR(alr, £), r))%wlphatt-28%gammn(r,
thAzsroulphastoalr, t3)/(rA(3/2)%Cr-2oulphast)A(3/2)" (gumm(r,
BDA-DAA)) = 0

laotra := IJ!'II—(r. t)*{4alphate(r, t)*ra2+rade(Hff{elr, ),
. W Fi(paamalr, ). LI*rA3-4*ganma(r, DA%(r,
r—t BAZ-DA(L/D*(HFF(alr, £, r))%gumm(r,
D Erals4t (uamtr, DA-DAC/DR(r, DFCHF(gumalr, 1),
riyeras-2orazs GHHCatr, £, ©)3%miphastisgmma(r, €3%toniphavecr,
E(dH FF{gmmmir, t), )*ra2el*gama(r, ﬂu‘tﬁlﬂ-‘(ﬂﬁ(a(r. 2,
) )Fraz. A2-1)A(L/2) . t)*pamsa(r,
£)-42(gummn(r, tJ"!-IJA(IJZ!'(leF(-(r. €, rSJ'ﬂl—(r.
¥ ral*alphadt+i* (grama(r, ©A-DACL2)*(dHTFlalr, . r))*gaasalr,
tyromlphai2etA2-164(gumm(r, )AZ-DA/Z)%a(r, )*(HT{(guum(r, 1),
r))rrazealphatt+lbs{gamma(r, t)A2-DA0/D*elr, Q*{HF(gammalr, 1),
r))*realphaszetaZ 4% (ganma(r, ©2A2-LACL/Z)%alpha®t™e(r, t)%gamma(r,
Otr-gamm(r, tya2e(diffie(r, tJ tJ!‘M!JI(r‘(-—(r.
BA-DACL2) ¥ (-rrlial phatt) A2

continuity = -(-PAISCL/rACL/ZIE(HTR((r, ), r))-2*ra2*n(r,
%1/ rAL D) +2%t s phasrA(3/2)% (grama(r, t)AZ-L)ALL/Z)%(H ' (gramalr,

anargy :
tIorAdnal
& ( guumm

t), t))mir, t)+2tmlpha*ra(3/2)*(guumalr, t)AZ-1JA(L/Z)*gauen(r,

B CHFFnCr, 1), t))-wiphe‘yunan(r, *nlr, A3/ (mmmir,
TIAZ-1)ACL/2Y-rA(S/T)*(pammalr, T)AZ-1)ACL/ZY*(H i (ganmalr, 3, t))*nlr,
t)-ra{5/2)={guumair, tjr2-1)a(1/2)*gumma(r, t)>{(HFFinlr, t),

)47 calphatnlr, D¥LIIACL/Z 4 cA2*a phes2*n(r,

)1 /r)A(1/2) gmenn(r, t)AZ-T*tmiphe'n(r, t!*tllrihtlﬂi*r—(r.
t)AZér it tinlphwtraZ (1/r) ACL/2) ¥ CH FFCnCr, ),
r))-4stA2unlphpA2ers(1/r)ACL/Z) % (HIf(nCr, €,
r))-astealphatra2s(1/rA (/2 (Hffnr, £, r))*gama(r,
t)AL-EdeaTialpharlin(r, )*(L/F)A(L/2)+ DA m(r, t)*(llﬂ*\(ll!)*lﬂ(r.
t)AZera3e(1/r)A(1/2)*(HFF(n(r, t), r))ogueenir,

t)A2H4+EAZ ST pheAZ e (/M ACL/D) * (i FF(nCr, ). r))épassa(r
t)Az-antinTphatra2o(1/r)A(L/2)*n(r, t)*pussalr, t!*tﬂﬂ't-—tr. t,
r))+astadenlphusder=(L/r)ACL/2)on(r, t)*gamma(r, t)'(lﬂfﬂr—(r. 9,
FIMTAR*CL/TIACL/ZY ', O¥gasmalr, *(Hif(paasalr
rJJJlttr-Z'Ilnlll'tJAtiﬂ)'ﬂtiﬂi'tn—ltr. tJAZ-DAtUIJ'tUrJAuI!J!

[> anargy:
[alpha = (+ &n Energy:

» fPonemos emargy en términos da y(r,t) ¥y pir.t):
suba( gamma(r,t) = sqre(Y),snergy):
subs{ efr,t) = 3%p{r tj % :
subs(alphes = 0. ¥):

#Multiplicancs por Tos over-ull factors:
sxpand(k * r Sggri(y-1) * Y * t):
factor(%):

#Aproxisasos Ta rafz:

subs( sgre(Y - 1D = sget(VD *+ (1 - 17272, ¥
axpand(x) :

Fuctor(¥):

#Sustituinos Tas derivadas:
subs( Dry = Dry_ste , %):
subs{ Dty = Diy_atm , X):
subs{ Drp = Drp_sta , %):
subs( Dtp = DEp_stn , N):

#5ustituines Tas funciones:
subs{ ¥ = y ata , % ):
subs( P = p_ata . % J:
subs{ r = r_atn , % 3!

subs(alpha = 0.%):

axpand(§%) :
collect(%,G):

Faubs(infinity = ll.ﬂl-

E1NO := %:
> E1MO;

Muiter depandancias:

suba(Df = £1,%):

subs(Dg = gi,%):

subs(f(sta) = f, plata) =p . N:

PS5 upTd Hewr:
axpand(X/g/g/f/t/ply:
s1upl1Ty (%, power) :
eolTect(. M) :
collacti(%,f1):
collact(X,pl):

3 1= 0 1 Energy:
>l’u-umr¢ymﬁr-1msd-y(r=) ¥y plr.t):

subs{ gammm(r,t) = sqgrt(Y),
subs( w(r,t) = 3%p(r.1).%:

Multiplicamos por Tos sver-sll factors:
sxpand(X * (FA(R/I) * (r—znﬂplusg;.\c;n) " gqrecy-1)  3:
factor(%):

sMproximamos Ta rafz:
subs{ sqrt(Y - L = sgei() * (1 - 1/2/N, W:
axpand(%eY)

Fsustituimos Tns derivades:
subs{ Dry = Dry_eta , ﬂ
suba( Dty = Diy_ets .

subs{ Drp = Drp_ate , ﬂ:
subs( Dtp = Dtp_ste , ¥):

#Sustituimos Tas funciones:
subs( Y = y sta , % ):
subs{ P = psta , % ):
subs( r = r_ata , % ):

sxpandCy) :
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l:n'l]u:t(l {rH
mpand( % fGAC/G) =
suba(G = infimity %):
subs(infinity = 0,%):

El =%
subs(alpha = 0,%):
> EL:

Muiter depandencins:

Suba(Df = 1,5

subs(Dy = gl,%}:

sube(f(ata) = £, plata) =g, %)

#implificar,

“Pll'dti'iltft!t fpLfpfpff):
s1mpl1fy (%, power) :
collsce(X,alpha) =
collect(%,f1):
collect (N, pld:

#on alphe = 1:
Foubs(nlphn = 1, ¥):

PChecar que convergs a JC
#subs{alpha = 0,%):

FINl :m %:
ENERGY :

> Taotra:

M = 0 en Inotrs:
> #Ponamos lactrs en tdrwinos da y(r.t) y plr,t):

subs( punes(r,t) = sgrt(Y),Ieotra):
suba( s(r,t) = 3p(r.e) %)

MHultiplicencs por lTos over-all factors:
axpand({sgrt {¥)*sqgrt{¥-1) * ( -r + 2*nipha*t )* ( r - Z*aipha®t) * r * %)
Fctor (%) :

#proxisamos Ta rafz:

subs( sqrt(Y - 1) = sqri() * (1 - 1/2/N), W:
expund(¥) :

FSustituimos Tas derivades:

#Sustituimos Tas funclones:
subs( Y =y ota , ¥ ):
subs{ P = p_otm , % ):
subs{ r = r_ota , ¥ ):

sllbs(llplu o, W
axpand ()
:n'l'll:l:(i.f-]

wopand( % /G/GID
subs(G = nfinity ,30:
#subs{inFinity = 0,):

E2MD := %
» E2M0:

#uitar dependencias:

suba(DF = 1,9 :

subs(Dg = g1,%):

subs(fieta) = T, gleta) =g, W:

#uitar Over-all-factors
wpand(X * 6 /pLig/RiT/IO:

#Simplifcar:

winplfy (X, power) :

collect(®, M :

eollect(%,71):

collact(X,g1):
81 M = Oc

> #Ponmmos Taotra en térwines de y(r,t) y p(r,£):
wubs( pamma(r.t) = sqrt(¥),lectra):
subs{ e(r,t) = 3%p(r,1),\:

#ultiplicamos por Tos over-sl1 factors:
wpand(sgri(D4agri(Y-1 * ( -r + 2ulpha®t )* ( r - 242lphatt) * r * %9
factor(x):

#hproxisamos Ta rafz:
subs( sgrt(Y - 10 = agee(YD * (1 - L/2/YD, %)
axpand(x) :

#Sustituimos Tas derivadas:
subsa( Dry = Dry_sta , %):
subs{ Dty = Dty atn , %):
subs( Drp = Drp_uta ., ¥):
subs( Ditp = Dip ate , %):

PSurtituises Tas funcionss:
subs{ ¥ = v_eta , % J:
subs( F = psta , % 3:
subs{ r = rata , % ):

sxpand () :

l:n'l]u:t(ﬁ {~H
wxpand( % H
subs({G = infinity %:
subs(infinity = 0,%):

EX :m %:

> E2:
#uitar dependencias:
uba(Df = F:I..i)
subs(Dg =

o,
subs(Flute) = f. plate) =g, %

Muiter Over-all-factors
axpand(s * 5 e/t /pligig/iD:

#Siplificar:
s1mpTify (X, powar) :
collect (4, nlphn) :
collact (%, fL):
collect (%, gl):
Phacar qus Convarpe
FINZ := %:
subs(alphe = 0, ¥):
LADTRA:

falpha = 1
Faubalalpha = 1,%):

Continuity:

> fPonemos continuity en térmings de y(r.t) y plr.t):
continuity:
subs( pumma(r.t) = sqre(Y).X):
subs{ afr,t) = 3%p(r,t),%):

ultiplicames por Tos ovar-ell factsrs:
expand{ sgrt(¥-1) * { r - 2=alphast JA0/2) * /2 = 0
factor(®):

PAproxisusos Ta raiz
subs({ sqre(y - I-J-sqrtm-ﬂ- /2/v), %):
axpand(®)

FSustituimos Tas derivadas:
subs( Dry = Dry_sta , %):
subs({ Dty = Dty stm , ¥):

g

4

g
isbis'a

PSustituisds Tas Funcionss:

subs{ ¥ = y_utn , % ):
subs{ P = pota , % ):
subs( N = n_eta , % ):
subs{ r = r_eta , X ):

#Colectar G's parn despreciar Tns de senor orden:
wopand (i) :
cn1'll¢t(i.6)

expand( % /G/G):

subs(S = Infinity .0):

subs(infinity = 0,50:

ER :im %=

subs(alpha = 0, %):
> Ed:

#uitar depsndancias:
subs (D = 1,%):
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subs(Dy = g ,%):
subs(Dh = h1,%):
subg(f(ata) = f, glata)

Muitar Ovar-all-factors
axpand(% * Z /t/t/m1/g/h):

#51mplificar:
s1mpliFy (X, power) :
eollsce(N, alpha)
collect(%,fi):
colTect %,
collact(X,h1):

=g, hista) = b, %):

SChecar qus ComArps
#subsCalpha = 0, %¥):

[En este programa se cbtiene ¢l mdice ds amtosimiflaridad mcontranda ¢l punta aritieo de
s btenld,

> rastart:
with (CodaCanaration) :

warning, the protected name Hatlab has been redefined and unprotected

» #Escribimos Tas scuscionest tal y como Tas obtenemos de
InplosiveCar que converjun al case
conocido cumndo wlipha = O.

> entropy :=
((B%wta/(p* (1+1))-8/p+8%etan/ (" (0+-1)) ) *ulphai2 + (-#*m*eta/g-4/g- 4 eta/g-
/9/2+8%ata/ (g* (m1)) +i%atatn/ (g* (m+1))-2%n/gA2) *ul pha-2*whata/g-2%ate/g-1
u/gAZ-4/gh2) byl + (- hatn/T+6/ (gt F) - Trwkata/F+ (- 6/ F-Stutata/Frib4a/ (gt +12
stavn/(Fo(me1)) <12%gtn/ (P9 (med) ) -E%tn/F+36/ (g*F) ) m1phabom/ (g + (1299t
tm/ (P ()} o/ (gt T) et m/ (g 1) - 12/ Fol2 teta/ (T (med) ) ) *ul phani2) +T1e24%2]
heA2+8+(-10%8+24) *ulpha-5%m = 0:

#ulphn = 1 subs(ulphn = 0,%):
#subsalphe = 1,9 Sasiien
FING 1= %: Il
CONTINUITY: C(-2%eta/ (g (3+1) ) +8/g-16%0/pA2- 8 eta*n/ (g (0+1) ) -16/942) *al pharl+2%eta/y
N 4/gAZ+I%w atn/g- 40/ gAZ+ (4 woatn /i ] g-2%ata/ (gt (m1))-2%atan/ (g
[ (1)) -16%n/gr2-16/pA2) *ulpha) gl + ((-8/ (g*F) -4*ata/ (FF(mel)) -*atatn/ (FH{
[roF +1)3-%m/ (g*F) +4/ 1) *ul phasZ+-(2%meata /f42 /F-4%etn/ (FF(m1) J+2%etn/f-4mgtar
ﬂ::;::u::mpimw(manmmwwﬂtﬁmﬂmpwm
subs{alpha = 0,%):
> continuity :=
CO4/M-24/ (g"hD -B*eta/ (WP (med) 3 -24%0/ (g*h) - B*eta*n/(h* (B+1)) ¥ etatn/hd®y
u/h)*ulphu+(-32/(gh)-amatamn/ (h*(m+1))-32%0/ (g=h) +3 /h-2ata/ (h* (1)) )™
pheaZ-#4u/ (h) +2*ate/I-4/ (*h) +2*eten/I0 *hil+ (2 *ata®n/gr2*ata/g-Fata®n
Cg* (1) -4%ata/ (g (1) +2/g+4/gAZ+4%n/gAZ) *u] phant (/G- A%atasm/ (g* (m1))
#tata/(g=(nr1))) snlphslretatn/gritn/gil reta/gr2 /grl) *gl-12*nl phuil+3%e-4
(-12+*=n)*alpha = 0:
subs(alpha = 0,%):
[b fespejamos las derivadas:
» solva({entropy,laotra}, {f1,91}):
subs(alpha = 0, %)
> Dg m
A% (4-T2%alph g-168%a1p
mmlﬂm‘ﬁ-“‘n]mm S‘HBZ‘I'IM‘M‘I'IM‘M‘I'II
wigFe- S84l phail- mam1mmmmmmﬂmwwmwm
w*p-49u] phe®g- 41% 1 pha*s-41%u] pha®siZ-80% 1 ph A28
1nmnn1m*rszt:1mw mmmzutﬂmmuhlm
L4 L4 ph phand) /(4 ph
g-120%alph §4%a]phaiZegeatn-3%ats “g-gen 1 phase ph 721 phe g-64%ul
ﬁz*g-#atlﬂw*l'lphlﬂ-lﬁ*ﬂphl*utl*‘-!l*l'lphlﬂ*ﬂ*atlﬂ*l‘lphlﬂw hvﬁ-!ﬁh‘lm‘rlﬁ ph ph 1 ph """'Iplw“
443+ 1ph ph L] ph L -15%a] phai3*eea’r2egA2+16%a1 Faatgr4+alph ¥ 1phas3 p
Qg $62a] pha’2ng-1922a1pha gloum :=
!*"‘lrsl*l'lphl-ll*l'lphl*mli*ﬂphlAZH*IAZ-:lZ*I'InIAZWI*I-M'IphI 4-T2%alph tatmA2 g 'g-165%aTphei2®y

—

v

atnvmAZog-T*atuhg-16vatnvehg-16%n] phuog-112%u] phee:56%n] phaverZ+22 4%uph

AZEgAD.

tl’w-nuz'w-r ph
|} 2. ph "“'IphlA!"AZ‘I‘atlﬂZl‘I'llth'l‘atl‘m
PAZ+a] ph ph pr128%a]phasd

L4 ph 4 ph ph

2+:ll*l'l pthn"‘pAZfll*l'l MWWHEZ*I'I phlﬂi-lll*l'l phasd) :
of

-(I-r!ﬁ'l'lplll»ﬁ*utl‘m-!!'l e

+HisalphaAZvg*atdal pnumn-mmwwmwwm1 pnm-m
a*grn+128%a] phas2-few2-56*n ] phasl greta - 4*al pha*eta*nileg-d*etavy-3%et
Swig-EralphatprE¥alphate-424a1ph ph 24¢atu] phavetaty-64%

aoulphuAzegen-43on]phaidtgeata-39mi3zen] plmzow-l Mwnl phatg
88tulphuAl-TheA2

u1pl|u’ru-u1plu--uiu1pluw-m' S "“‘"W
mnmn.mw—sztﬂmw :l.mmmzsvﬂmmhlmm

- L) ph L

(umm phasl*ata*p-128%a] maz*ﬂ Wwwww

g-32%u1

tat-ntﬂwmwmm H ph el 8 ph L)
phar2ag-192421 phasdegem: 56°u] pha- 16421 phasg: 224421 phaiZ 144w52-32%a 1 pha
Zighutate-£80u]phadetareilhp-Shetap-16stahuty- 1601 phatgs L12%e] phiche56

g
16*a1ph

Tphnitsg-96en] phardeg phe
2imA, “‘“'Iphlﬂl)*""fl(lr“l*l‘lphlﬂ“!
l".-lll"ﬂ phmr!l*l'l HWMMWWWM'I phaAZeghetn-Itg

B i paealph pzealph paval
heteta-S4twinl phatetntgratarldgh2-12 ph T g35; ph
AZ. 2

1230
ph ph

ph
16501 phy

a*pAZtg-4ntakd ghdeulphund-16-alshuntu*y-2-a phaAd Sgh2 atart alphurdy B gt gA2eaTpha-16%etarZswega2en] phuA2-E44x] phard st
24448 ¥alph ph ) ph £} -16%a1ph -128%u] phat (] g-16*a1ph 9 4
P s6oupharZeg-1579alp AzZenlph o ph 16% 1 phaA3egA2+352% ] phatd+1920u 1 pha?

ATt S tuTpha- 165 Iphutponr224*uIpheAl H4+wA2- 32t IphaAzépratatu-48uly
RataYRAZg-Thotatg-16tatatntg- 160 phRp-112#n 1 pha¥miS6v 1 phAYBAZLZZ4m]
m-wnz'*w-:' phaitvg

18 2 ok -=-1pnm-gaz--emummm--et-m
pA2éuTph 128 1phe

| 4 ph 4 ph ph

yAZi-:lG*l'l p||er*nA1+:I.G*l'l phlA!*gAZi-!SZ*l'l phlA!i-!SZ*l'l phasd) :

Hlomos qua cusndo alpha e care Tas cosss converjan a JC:
subs(uipha = 0, Dg):

simplify(E):

subs(alpha = 0, DF3:

s1mpTify(N):

#Saparasos mmeradores y dencminsdoras pars hacar caro cads uno por
separado:

Floum =
1

ph G320 phaAeg g-S*ulph L4 phRAZ*S:
=ulphurZrgrmiEanlph o ph T ph prwrddzalphar2=alpha
PRHIZIAT phasZ-34mAZ PhRAZ g P o ratag-3oetas

b 1]

> filacemos &1 dencminador = 0:
> Ecdan ;= subs(eta = x/g.den) = O:

> flscemcs o1 mmersdor de DF = 0:

[ Ecfimm := substeta = n/g. Flmmd = 0

[> Mincomos o1 mumerador de Pg = 0:

[ Ecoimm := subseta = x/g,glmm) = 0:

[> Masolvamos la acuaciin dal denominador para Ta varishle x = atadg:

» solva(Ecdan,x):
s5lx =
n(fz-'l pha®w+1/2%u] phavg-2%alphs-1-u-1/2%(3+5%1 pha+d%u] phaAZ*e:12%u1 pha
w-iiuriipal+finlphateil +44alphatl*wil +#*alpharZ) ACL/2)) *(1+2%x] pha) /(-1
2% phawesZ%1 pha+d#al phasl) :

> #Vemos que 1a solucién anterior sélo depende de alpha y w. Sustituisos en
o] numerador de Dg ¥ resolvesos pars m:
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> subs(M = solx,Ecylmm}:
N H

solvai
solnd m
4=(26*a]phar3+50+a] pharl+I0al phasS+{ 2744%0] phars
ﬂllz*l‘“‘ A3 p phus27)A(L/2))/ ((!*l'll)hl—l)*(m*l'lvhl))
sol
#(Zl*l'lphlﬂfsﬂ*l'lphmﬂh'lphlﬁ (Té4*aTphe/rS+2744%] pharS+4060%aT phet
+3192%n1phnA3 pheZT)AL/2))/ C (3] phe-1) #(1+2%m1phn)
> #LAS DOS SOLUCTONES SON BUENAS. DEPENDE DE QUE VALOR DE ALPHA SE UTTLTCE
salul :
> ﬂ(!i.l'lp||lA!-lﬁml'lﬂllﬂﬂ@l]phlﬂ+(7lﬂllﬂllhﬂ!7ml1phlﬁmlﬂllﬁ
+31924n]phuA3 phe+ZDACL/2))/((*ulphe-D*(1r2¢nlphn)}
lnbl(ﬂplll = 0, sola2):
eval F(%) :
subs(alphs = -0.5, solmd):
a1 %)
> solml :m
#CZI*I'Iphlﬂfiﬂ"l'lphlAZf!D*l'lphlﬁ (T84*ulpheAG+2744%n] phusS +4060%uT phet
+3152%n1phaA3 pha+2T)A(L/2))/( (3%l ph-1)#(1+2%aTphn) )

:nhs(l'lplll =0, :u'll‘l)

:nhs(l'lplll = -0.5, solel):
wal %) :
> Fculnde son iguales Tas 2 sols?
axpand{soinl - solaZ) = O:
slupTify(N):
solva(x,nlphs) :
lubs(l‘lp!ll =172 + sqgrt(7) /14, solel):

TF(R) :
:nhs(l'lplll = -1/2 + sgrt{73/14, sola2):
walfi%) :
suha(l‘lplln = =12 - sgrt(7) /14, solml):

1F(%) =
uulutﬂpllu = -1f2 - sqre(7)/14, soln2):

(%) =
Illbl(l'lphl = -1, soliml):
[» #Falta Ta de continuided. Substituimes Dg por To que hemos obtenide y
resolvesos para Dh:
’rb continuity:
subs(gl = Dg,%}:

solvals, hl):
Dh == %:

[rox
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