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Physics suggests that

if the two-dimensional realm is promising,
then one or zero dimensions is even better.

Elizabeth Corcoran & Glenn Zorpette
Scientific American Supplement
Sept-1997, p.122
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Resumen

Estudiamos los gases ideales cuanticos de Fermi y Bose a partir de la funcion del
gran potencial termodinamico en el ensemble gran canénico. El estudio se centra en la
dimensionalidad de ambos sistemas cuando son confinados en una “caja” de volimen
V = L% donde d es la dimension entera o no, con una relacion energia-momento
cuadratica, es decir, un gas sin interacciones.

El gran potencial termodinamico tiene como variables el potencial quimico p, la
temperatura 7" y el volimen L% En particular se analizan las propiedades termod-
inamicas en el limite termodindmico N — oo, V' — oo entretanto que la densidad de
niimero n = N/L? permanece constante. Usamos las funciones de Bose g, (z) y las
funciones de Fermi f,(z) donde v esta relacionada con la dimensién y con la relacién
de dispersion energia-momento (¢ o k°) de la forma v = d/s y z = exp(Bu) es la
fugacidad de los sistemas con 8 = 1/kgT, kg la constante de Boltzmann. Analizamos
el potencial quimico p(7T), y el calor especifico Cv (T, V) en los limites T — 0y T — oo
para cualquier dimensién d > 0 entera o no. Al no poder contar con una expresion
analitica para p(T') usamos técnicas de resoluciéon ntimericas.

Encontramos en el gas ideal de Fermi (GIF) una “anomalia” en el potencial quimico
en dimensiones d < 2, comportamiento que se ve reflejado en el calor especifico Cy
con un “hombro”, el cual es liso, asi como su primera derivada, la “anomalia” se observa
en dimensiones d < 2 ya que la funcién es no-monétona, se encuentra que si d — 0,
o — +oo para toda 1" este resultado nos dice que no podemos agregar una particula
mas al sistema debido al principio de exlusion de Pauli.

Por otra parte, en el gas ideal de Bose (GIB) en dimensiones d < 2 entera o no, no
presenta condensacion de Bose-Einstein (BEC), Cv es continua asi como su primera
derivada, en general la BEC solo ocurre cuando d/s > 1. El potencial quimico diverge
negativamente 1 — —oo cuando d — 0, asi como la fugacidad z — 0 para toda T'
cuando la densidad n — 0, este resultado lo podemos interpretar como que el sistema
al acercarce al “punto cuantico ideal” no puede confinarse.

En general, si ambos sistemas tienen una razon d/s = 1 se hace patente una
equivalencia entre ambos gases, siendo idénticamente iguales en el calor especifico
y una diferencia en el potencial quimico entre ambos de la energia de Fermi Er. En
particular, existe una equivalencia cuando ambos gases estan confinados sin interaccion
(s = 2) en d = 2, asi como también se puede mostrar que al confinar ambos gases
mediante potenciales armonicos (s = 1) seran idénticamente iguales en d = 1. Esta
equivalencia resulta en parte al estudiar el GIF y el GIB con las funciones polilogaritmo
Li, (2).

Se puede concluir que %) la dimension juega un papel crucial en la descripcion de
los gases ideales cuénticos, 44) existe una equivalencia entre ambos sistemas cuando
d = s y en este estudio en d = 2 para el gas ideal, 744) se encuentran “anomalias” en el
GIF yenel GIBen d <2y en d=0 el potencial quimico diverge negativamente para
Bose 4 — —oo y para Fermi p — 400, éste tlitmo debido al principio de exclusiéon de
Pauli y ambos casos debido al principio de incertidumbre de Heisenberg |1, 2|.



Introduccion

El fenémeno de la superconductividad fue descubierto en 1911 por Kammer-
lingh Onnes [3] refrigerando mercurio $9; Hg a 4.2K al experimentar con bajas
temperaturas; posteriormente en 1913 se encontré plomo §2; Pb [4] superconduc-
tor a 7K y en 1941 se encontro nitruro de niobio NbN [5] a una temperatura de
16 K. Hasta ahora la superconductividad se observa a bajas temperaturas, fase
que existe por debajo de una temperatura de transicion llamada 7, en la cudl
la resistencia eléctrica del material es cero. En 1933 Meissner y Ochsenfeld des-
cubren la repulsiéon de un campo magético por un superconductor [6]. En 1935
los hermanos London mostraron que el efecto Meissner era una consecuencia de
la minimizacion de la corriente llevada por un superconductor [7].

En 1950 Ginzburg y Landau formulan la teoria de la superconductividad [8],
la cuél esta combinada con la teoria de Landau de transiciones de fase de segun-
do orden y explica macroscopicamente la propiedades de los superconductores,
prediciendo las categorias de tipo I y tipo II, materiales que llegan al estado su-
perconductor (ESC) stibitamente y de forma gradual, respectivamente. También
en 1950 Maxwell y Reynolds encontraron la temperatura critica 7, de un super-
conductor [9, 10] descubrimiento que conduce a una interaccion electron-fonon
como el mecanismo microscépico responsable de la superconductividad.

En 1957 Bardeen, Cooper y Schrieffer [11] formulan lo que hoy se conoce
como la teoria BCS de la superconductividad, teoria que microscopicamente
explica la corriente en un superconductor por medio de los pares de Cooper
(PC) trabajo por el cual les otorgaron el premio Nobel en 1972. En 1959 Lev
Gor’kov mostr6 que la teoria BCS se reduce a la teoria de Ginzburg-Landau
cerca de T, [12].

La teoria BCS impone una cota superior a la 7. que se puede alcanzar
con el mecanismo electron-fonén de interaccion por arriba de los 30K, sin em-
bargo en 1986 Bednorz y Miiller encuentran superconductividad en un ma-
terial tipo perovskita, estructura cristalina que tiene relacién con materiales
que presentan propiedades eléctricas, hecha de cuprato de lantano que tiene
una transicion de fase en 35K [13]. En poco tiempo se descubrié que reem-
plezando lantano por itrio, es decir YBaCuO, la temperatura critica aumenta-
ba hasta los 92K con lo cudl se dio un enorme salto en la termperatura de
transicion a la fase superconductora y permite alcanzar el ESC usando ni-
trogeno liquido como refrigerante [14]. Alrededor de 1993 se encontré un mate-
rial que consiste de mercurio, cobre, bario, calcio y oxigeno HgBag Cas Cus Ogys



con temperatura critica de 7. = 138K [15], pero en 1994 se encontré un
material HgBas Cayy—1 Ciyy Opyy246 (m=1,2,3) bajo altas presiones de hasta
4.44x10%atm con una T, = 164K [16]. La estructura cristalina en los supercon-
ductores ceramicos de alta T, [17, 18], muestra que estan formados por planos
en los cuéles se transporta la corriente. Aunque se han encontrado otros mate-
riales, la teoria de la superconductivdad se ha convertido en un reto importante
en la fisica de la materia condensada puesto que no existe un modelo tedrico
que explique el comportamiento de los superconductores de alta temperatura
critica.

Se ha conjeturado que la superconductividad es en general un condensado de
Bose-Einstein [19-23]. La condensacién de Bose-Einstein (BEC, por sus siglas
en inglés) es un fenémeno cuédntico que se presenta en un sistema de particulas
en el cudl, por debajo de una temperatura critica 7, las particulas empiezan a
ocupar el mismo estado cuantico. Su prediccion tedrica fue hecha por Einstein
en 1925 [24] basada en el trabajo de Bose de 1924 sobre fotones [25], después del
cual quedé durante muchas décadas como un ejercicio académico en los libros de
texto. El gas ideal de Bose (GIB) sufre una BEC solo para cualquier dimension
entera o no d > 2y s = 2; con una singularidad ciispide en la dependencia de la
temperatura con el calor especifico para 2 < d = 4 y un salto finito discontinuo
para d > 4 [26 28].

La BEC ha sido observada en el laboratorio en nubes de dtomos bosoénicos
ultra-enfriados mediante laseres en trampas magnéticas. Esto ya se hizo con
los dtomos de §7Rb [29], TLi [30], 3 Na [31], 1 H [32], 83Rb [33], 3He [34], 1§ K
[35], £33Cs [36], 31Y'b [37], 33Cr [38] donde los indices superior e inferior in-
dican el numero de masa nuclear (6 de nucleones en el nticleo) y el namero de
protones respectivamente. La BEC en gases de excitones [39] y de magnones
[40 42] también ha sido reportada. También se ha observado la BEC en bajas
dimensiones: Gorlitz [43] reporta una BEC de atomos de % Na en 1D o 2D,
Schreck [44] observa con atomos de 5Li en 1D; y Burger [45] estudia la transi-
cién de fase en una nube de dtomos de 57 Rb en cuasi-2D. El descubrimiento de
superconductores cuasi-2D tales como los cupratos [46-48] o superconductores
cuasi-1D como las sales érgano-metalicas (o sales de Bechgaard) [49-51] y los
nanotubos de carbono [52] han motivado el estudio de gases cuanticos de baja
dimensionalidad [53].

La generalizacion del condensado de Bose-Einstein (GBEC, por sus siglés en
inglés) [19-23] es una combinacién entre la teoria BCS de la superconductividad
y la BEC, en este marco la temperatura de condensacién es menor que la T,
de la BEC y se propone que los superconductores de alta T, sean descritos por
una gas ternario fermién-bosén como también de pares de agujeros tipo PC en
equilibrio quimico y térmico con fermiones no-apareados.

Enrico Fermi en 1926 [54] siguiendo el principio de exlusion de Pauli [55] en-
cuentra la estadistica que describe a las particulas que no pueden intercambiar
el mismo estado cuéntico, descripciéon a la cudl llegdé de forma independiente
en el mismo ano Paul Dirac [56] y que hoy es conocida como la estadistica
de Fermi-Dirac. Estos trabajos juegan un papel determinante al construir la
tabla periddica, en metales, enlaces i6nicos y covalentes, aislantes, semiconduc-



tores, superconductores; en la estructura nuclear exterior y la energia de enlace.
Los sistemas de Fermi exhiben un comportamiento no trivial debajo de dos di-
mensiones [57] ya que el potencial quimico y el calor especifico son funciones
no-monoétonas. Estos sistemas de baja dimensionalidad han encontrado varias
aplicaciones en dispositivos electronicos [58-60] con “superficies” (2D) “alam-
bres” (1D) y “puntos” (0D) cuénticos [61].

El estudio del gas ideal de Fermi (GIF) es interesante como precursor de
la formacion de los PC y se ha encontrado que muestra un curioso compor-
tamiento en bajas dimensiones, como el reportado en [62] para d = 1, también
presenta una “estructura” en d < 2 en el potencial quimico y se manifiesta en un
crecimiento en el calor especifico [1, 57]. Esta “estructura” no es mas que el com-
portamiento no-monétono de u(7T) y de Cy (T, V), es decir, el cambio “suave”
en su pendiente. Descubrimientos recientes han encontrado el condensado de
Fermi (FDC, por sus siglas en inglés) [63] en donde los dtomos, por debajo de
una temperatura critica 7. en vez de formar moléculas forman pares de atomos
conformando tipo-atomo de espin entero como bosones, anédlogos a los PC de la
teoria BCS, el condensado de Fermi también se le ha llamado el sexto estado de
la materia (el quinto estado de la materia son los condensados de Bose-Einstein
[64]) mostrando propiedades de superfluider. Estos estudios han iluminado el
camino para comprender el fendmeno de la superconductividad en términos de
los sistemas de Bose y Fermi.

En este trabajo estudiaremos al gas de Fermi y el de Bose en baja dimen-
sionalidad, entera o no, puesto que la dimensién juega un papel crucial en la
descripcion de estos sistemas. La palabra dimension viene del latin (deuenoion)
“medida” es esencialmente los grados de libertad para realizar algiin movimiento
en el espacio. Los fractales se han convertido en una rama de las matemaéticas
muy popular, tanto a nivel tedrico como a nivel divulgativo. Un fractal por
definicién es una forma geométrica fragmentada la cudl sigue definiciones es-
pecificas para generar tal estructura, son asi ejemplos famosos: el copo de nieve
de Koch, el fractal de Mandelbrot o el de Hausdorff. Fractal significa “roto” o
“fracturado”, la dimensién no-entera o dimension fraccional bien podria quedar
en esta definicion, sin embargo también se le puede asociar a la medida de la
irregularidad entre dimensiones enteras. Es interesante senalar que el tridngulo
de Sierpinski [65] tiene dimension fractal D ~ 1.585. La dimension fractal de
una curva [66] puede estar entre 1 y 2 dependiendo de cuanta area sea llenada
debajo de ella, la misma idea puede extenderse a las superficies, asi las dimen-
siones fractales pueden ser usadas para comparar la complejidad [67] de dos
curvas o superficies, se encuentran diferentes apliciones a esterologia [68], tec-
nologia de polvos [69, 70], geologia [71], metalurgia [72] y vision computacional
[73-75]. Se puede probar la dimensién fractal a diferentes tipos de curvas, en
particular a una curva muy famosa la del movimiento browniano, esta traza
fraccional se puede calcular y tiene una dimension A(Gy) = 1.4 [76], en parte
esto ha motivado el estudio a baja dimensionalidad de los sistema de Fermi y
Bose.

A partir del ensemble gran candnico estudiamos el sistema con las variables:
potencial quimico p, la temperatura 71" y el volimen V. La Termodindmica del
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Figura 1: Figura aparecida en la Ref. [77], donde se muestra la razon de la resistividad
pe/pab de los planos perpendiculares p. y paralelos Pa,b €n los superconductores tipo
BiSrCCuO e YBaCuO entre dos y tres dimensiones.

sistema se obtiene a través de la relacion Q(p, T,V) = In =, donde Q(u, T, V) =
U—TS—uN es el potencial termodinamico y = = Tr[e #(#~#N)] 1a gran funcién
de particion donde p oc e PH=1N) o5 ] operador de densidad.

El presente estudio se centra en la dimensionalidad de los sistemas de Fermi
y Bose, los cuales estén confinados en una “caja” de volimen L% donde d es la di-
mensién, con una relaciéon energia-momento cuadratica. Dada la expresion para
el hamiltoniano del sistema, encontramos la funcion del potencial termodinami-
co, la cudl esta relacionada con las estadisticas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein y
cuya expresion general puede expresarse por medio de la funciéon polilogaritmo
Lig/2(2), funcién compleja de variable compleja con dominio {C\ [1,00)}. Los
sistemas en dimensione tales como d = 3 (volimen), d = 2 (capas), d = 1 (lineas)
son relativamente conocidas, la discusion también se centrard en dimensiones no
enteras, mediante interpolaciones.

Fl estudio en dimensiones no-enteras o dimensiones fractales es porque se ha
encontrado una variacion en la dimension d [77] en superconductores cupratos
de alta temperatura en p./pap, donde pgp es la resistividad paralela a los planos
de 6xido de cobre y p. en la direcciéon perpendicular, cuando d cambia continua-
mente de 2 a 3, el punto en la figura 1 marca el material BSCCO que corresponde
al valor experimental encontrado en el supercondcutor Bis . Sr2—y CuOg+5, mien-
tras que el punto YBCO se encuentra para el comunmente reportado para el
superconductor YBas Cuz O7_s.

Tenemos como objetivo mostrar algunas de las propiedades de los gases
ideales' en dimensiones d > 0 enteras o no, es decir cuando son confinados es-
pacialmente, su estudio podria arrojar nueva luz sobre el estado superconductor
de los materiales al encontrar un modelo que pueda predecir superconductores
de alta T, tanto como refrigerados por agua liquida, descubrimiento que rev-

ILa distancia interatémica suele ser de varios nanémetros, el potencial Lennard-Jones [78]
muestra que la distancia de interaccion entre atomos es del orden de 4A y el ntmero de
particulas del orden del niimero de avogadro, sin embargo se han encontrado BEC en diferentes
arreglos de atomos, distancias de 11,856A como maximo y con densidades de nimero de
particulas de hasta 6 x 101 (cm™3). En las tablas obtenidas por la ref. [79] y reproducidas
en el apéndice B, se observan que las distancias inter-bosénicas en Atomos-bosénicos ultra-
enfriados son de algunas micras y el niumero de bosones Ng en el estado condensado es de
hasta 106. En estos sistemas las particulas pueden considerarse sin interaccion, cercanamente
a lo que conocemos como ideal, aunque han sido confinados espacialmente.



olucionaria a la técnica y a la industria a corto y mediano plazo y que podria
compararse con la revolucion industrial del siglo XVIII.

En el capitulo 1 estudiamos el GIF, extendemos los resultados encontrados
en la Ref. [57] para dimensiones no enteras cuando 7' — oo, estudiando el po-
tencial quimico p y el calor especifico C'y en funcién de la temperatura absoluta
encontrando un comportamiento “anémalo” para d < 2, entera o no, estudiamos
los casos limite, 7' — oo y T — 0 en cualquier dimensiéon d > 0 y un anéli-
sis cualitativo cuando d — 0, interpretacion que yace en la manifestacion del
principio de exclusiéon de Pauli.

En el capitulo 2 presentamos un anélisis para el GIB en d < 2, entera o no,
mostrando la no existencia de una transicién de fase. Estudiamos el potencial
quimico p y el calor especifico Cy en funciéon de la temperatura absoluta para
cualquier dimensiéon d > 0 y mostramos que los resultados analiticos en d =
0 [80 82] sugieren una divergencia de pu(7") para toda T'; interpretacion que
nos conduce al principio de incertidumbre de Heisenberg, sugiriendo posibles
“anomalias” espaciales.

En el capitulo 3 estudiaremos la equivalencia [82-84] de ambos sistemas,
mostrando una relacién de energia-momento generalizada ¢, « k°, dénde s > 0,
la cual muestra que solo puede ocurrir un estado de condensacién para el GIB
si d/s > 1. Estos resultados podran ofrecer nuevas interpertaciones [2] sobre el
comportamiento de los superconductores, también la descripciéon estadistica de
los gases cuénticos usando las funciones polilogaritmo [86, 90] sugiriendo una
posible equivalencia de ambos sistemas por simples transformaciones [87].

En el capitulo 4 se dan las conclusiones generales que son i) el GIF cuando
d — 0, 4 — 400 y se interpreta como un precursor del Principio de Exclusion
de Pauli (PEP) ii) el GIB cuando d — 0, 4 — —oo si n — 0 y nos dice que
en el sistema de Bose la particulas no pueden confinarse del todo #i) Ambos
comportamientos divergentes en el potencial quimico son debidos al Principio
de Incertidumbre de Heisenberg (PTH).

En el apéndice A se muestra un breve anéalisis sobre el limite del continuo. En
el apéndice B un breve anélisis de la funcion polilogaritmo y su generalizacion a
la funcién de Lerch-® para el estudio de los gases de Fermi y Bose. En el apéndice
C se muestran las tablas BEC en dtomos bosénicos y fermiénicos ultra-enfriados.
En el apéndice D se muestran las derivadas del calor especifico para el GIB.



Capitulo 1

Gas Ideal de Fermi

En este capitulo estudiaremos el gas ideal de Fermi, partiendo de la funcion
del gran potencial termodinamico Q(u, T, L?), analizamos el potencial quimi-
co en funcion de la temperatura p(7T'), asi como también el calor especifico
Cyv (T, L% en dimensiones 0 < d < 3 para toda T. El calculo del potencial
quimico y el calor especifico se llevan a cabo con técnicas de calculo ntimerico y
encontramos los limites cuando T — oo y para T — 0 en cualquier dimension
d > 0, entera o no. La divergencia encontrada en el potencial quimico cuan-
do d — 0 “punto’ cudntico ideal” es debido al principio de exclusion de pauli
(PEP).

1.1. Potencial Termodinadmico

Consideremos un sistema fisico compuesto de N particulas idénticas confinadas
en un volimen V = L% de dimensiones d > 0 donde d es la dimension. Nuestro
analisis se centrard en el limite termodinamico N — ooy V — oo pero su razon,
la densidad de ntimero n = N/L¢ permanece constante. En el marco tedrico
del ensemble gran canénico Ref.[88, pag. 92], en donde tenemos intercambio
de energia y de particulas, nuestras variables seran el potencial quimico pu, el
volimen L? y la temperatura T'. El potencial termodinamico (o gran potencial)
para un gas ideal cuantico en dimensiones d > 0 [88, pag. 134] esta dado por

Qu, T, L) = %Zln [1 4+ azexp(—Be,)] (1.1)

dénde 3 = 1/kgT, kp la constante de Boltzmann. El gran potencial Q(u, L9, T)
depende de las variables p, T'y L% y la conexién con la estadistica de las particu-
las es a través de la gran funcion de particion Ref.[88, pag. 134], In = (p, T, V) =
Qu, T, LY). Si a = 0 se tiene la estadistica de Maxwell-Boltzmann (MB, caso

clasico), si a = 1 la de Fermi-Dirac (FD) y si a = —1 es la de Bose-Einstein
(BE) como resultado de las funciones de onda antisimétricas y simétricas, para
los casos @ = 1, a = —1 respectivamente; z = exp(Bu) es la fugacidad? del



sistema y ¢, los eigenvalores de la energia de una particula en el estados n. En
el caso clasico a = 0 se puede ver de (1.1) que

Qp, LY, T)yp = ZZGXP —Ben)- (1.2)

Consideremos un gas ideal cuantlco en d > 0 dimensiones, el hamiltoniano
asociado al sistema es H = Zl 1 P?/2m, sus eigenvalores estan dados por

_ Zn (1.3)

donde n; = 0,+1,+2,... es el numero de partlculas en el nivel de energia &,,.
Definamos k; = (27/L)n; el momento de una sola particula en el nivel de energia
€i, se encuentra que la relacion de dispersion energia-momento es

R &
=S k2 1.4
m; i (1.4)

Asi el gran potencial se puede escribir como

= EZIn [1+ azexp(—Per)]. (1.5)
k

Usando la expansién del logaritmo In(1 + 2) = — 372, (—2)!/l para |z < 1
se puede reescribir como

D S B (16)

E 1=1
En el limte termodinamico, la suma sobre €, puede aproximarse por una integral
(ver apéndice A y Refs. [88, 89])

> = (2s+1) <2L7T>d/dd ks (1.7)

k

donde s es el espin de la particula. Esta expresion es valida en d # 0, puesto
que si tomamos d = 0 de la expresion (1.4) vemos que solo tenemos un estado
n = 0, el estado base eg. Sustituyendo (1.7) en (1.6)

——(2s +1)(L/27)¢ (1.8)

@\H

X

ig [ oot am

=1
x/x ks expl—B1(h2 /2m)k2)]
« / " b exp[— AR /2m)k]



Haciendo z = f3&;, y tomando el limite continuo dénde h?/mL? < kgT y
puesto que las aproximaciones se vuelven exactas en N — 00, se puede resolver
esta integral de acuerdo con [62], obteniendo

2\ d/2 oo
mL ) (—az)! (19)

_ 1 —d/2+1
0= *3(28 +1)6 Py 1 AT

Podemos identificar la suma en términos de las funciones de Fermi si a = 1
de la forma

(=2 1 zv!
() = — _ do—2 1.10
fu(2) ; v 1"(1/)/0 xz—lexp:r—i—l (1.10)

donde 0 < z < oo, > 0 y las funciones de Bose si a = —1
o0
(2)! 1 /°° 21

(2) = - d 111
90(2) Z v I'(v) Jo xz—lexpx— 1 (1.11)

=1

donde 0 < z < 1,v > 0, ver Ref. [88, apéndices D, E]. Estas funciones se
pueden generalizar mediante la funcién Polilogaritmo Li, () |86, 90] y se asocian

con las integrales de Fermi (a = 1) y Bose (a = —1) de la forma
1 00 md/271
—ali — = — de ——. 1.12
aLiqj(=az) I'(d/2) /0 . 2 lexpzr +a ( )

Asi, se puede expresar el gran potencial para los gases ideales de Fermi y de
Bose de la forma

Lid/2+1(faz)

dy _
Qp, T, L) = —aAy a7

(1.13)

donde Ay = (2s + 1) (mLZ/Qﬂh2)d/2. La funcion polilogaritmo es una funcién

compleja de variable compleja con dominio {C\ [1,00)} y —o0 < Re[z] < 1.
La ecuacion de estado para el gas ideal cudntico es

dQ(u, T, L) = —SdT — Pd(L?) — Ndu

donde N es el nimero de particulas, P la presion y S la entropia. Asi, podemos
encontrar las propiedades termodinamicas del sistema al calcular las correspon-
dientes derivadas de (1.13)

o0
N=—-(— 1.14
<5M)Ld,T ( )
o0
P=- <—) (1.15)
OLd wT
1919)
S=— (—) . (1.16)
or w, L



La energia interna U puede encontrarse en la Ref. [88, pag. 159] con la relacion

0 Q

U= k1?2 <7) (1.17)
oT \ kT L
el calor especifico Cy (T,V) se puede encontrar al derivar esta expresion con
respecto a 7', dejando N y V' constantes.

Resulta interesante estudiar las diferentes estadisticas por el niimero de ocu-
pacion, mediante la siguiente expresion ver Ref.[88, pag. 134]

1
n. — 1.18
" exp[Bler —p]ta (118)

donde n, es el nimero promedio de estados que ocupan las particulas con
energia £j. Al graficar le ec. (1.18) tenemos los casos para FD cuando a = 1, BE

cuando a = —1 y MB cuando a = 0 en la Figura 1.1 para el caso tridimensional
d=3.
-3 -2 -1 0 1 2 3
2 BE 2
MB
1.5 1.5
2
D
<
1 1
FD
0.5] 0.5
93 -2 -1 0 1 2 30
(er—p)/KT

Figura 1.1: El nimero de ocupacién media n., de las estadisticas de Fermi-Dirac
(FD) si a = 1, Bose-Einstein (BE) si a = —1 y Maxwell-Boltzmann (MB) si a = 0
de un gas de particulas sin interaccion confinadas en un volamen L® (d = 3). Figura
generada por el autor a partir de la estadistica de la expresiéon (1.18).

Observamos que para FD (¢ = 1) cuando ¢ < p, la energia del sistema
er — Ep, Ep esla energia del estado base llamada energia de Fermiy (n., ) — 1,
es decir solo esta ocupado por una sola particula. Ahora, para BE (a = —1)
observamos que si u — 0, £;/kT tiende al valor més bajo, digamos un g y
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tenemos que el numero de ocupacién media se vuelve infinito, esto es conocido
como el estado de condensacién de Bose-Einstein en dimensiones d = 3. Ambos
casos tienden al limite clésico cuando | e — p | kT

1.2. Potencial Quimico

Para el GIF confinado en un volimen L¢ de dimensién d > 0 y con una
relacion de dispersion energia-momento cuadratica, el gran potencial (1.13) es

Lid/2+1 (Z)

QE 7Ad ﬂd/2+1

(1.19)
donde Ag = (25+1) (mL2/27rh2)d/2 y B = 1/kpT. Podemos observar, sin perder
generalidad que el término 2s + 1 = 2 ya que estamos considerando fermiones
s = 1/2, por simplicidad en los célculos tomaremos s = 0 sabiendo que nos
referimos a fermiones y de la misma forma en el caso de bosones. Usaremos la
notacion de las integrales de Fermi f,(z) = —Li,(—2) o Bose g,(z) = Li,(2)
para referirnos a tal sistema segun sea el estudio.

El potencial quimico para el GIF como funcion de la temperatura absoluta
para cualquier dimension d > 0 se encuentra de la ecuacion de nimero (1.14)

fd/Q(Z)
N = Ay 372 (1.20)
6 también
2\ 4/2 oo d/2—1
A (0 N
1@ \2ei2)  Jo © exp(BE ) + 1
Esta ecuacion también se puede escribir como
oo
NZ/ de g(e) n(e) (1.22)
o
donde
cd/2=1 /T2 d/2
= 1.2
96) = T <27rh2> (1.23)
es la densidad de estados (DOS, por sus siglas en inglés) y
n(e) = [exp(Ble — u)) + 1)) (1.24)

es la distribucion de Fermi-Dirac. En T' = 0, n(¢) = 6 (Er —¢) es la funcién
escalon y pu(T) = EF es la energia de Fermi, entonces de la ec. (1.21) se obtiene

= o= () () o 129
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donde Er = kpTp. El potencial quimico p(1") se encuentra de (1.25) y (1.21)
ya que la densidad n es constante para cualquier temperatura, obtenemos la
siguiente expresion para cualquier dimension d > 0

2
TYPT(d/2) faa(z) = 5 T3, (1.26)
En d =2, fi(2) = In(1 + z) (Ref. |88, Apéndice E|); esto nos conduce a una

forma analitica para el potencial quimico cuando 7' — 0 de la forma
W)/ Erp = (T/Tr)In(exp(Tr/T) = 1) ——=1

puesto que u(0)/Er = 1 y cuya expresion no es expandible en serie de poten-
cias para T/Tr. Para d # 2 el potencial quimico no se puede expresar de forma
analitica, éste se encuentra nimericamente de (1.26) en funcién de la temper-
atura absoluta en unidades de la temperatura de Fermi (T'/Tp). Al graficar
uw(T)/EFr obtenemos la Figura 1.2 para dimensiones d = 1/2, 3/4, 1, 2, 3. Se
observa el comportamiento mono6tono en dimensiones d > 2, y el curioso com-
portamiento no-monoétono para dimensiones d < 2 [57].

u(T)/Er

6 8 10

4
T/Tr

Figura 1.2: El Potencial quimico en funcién de la temperatura absoluta en unidades
de la energia de Fermi p(T')/ Ep contra la temperatura absoluta en unidades de la tem-
peratura de Fermi T'/Tr para un gas ideal de Fermi en dimensiones d = %7 %, 1,2,3.
Figura tomada de la Ref. [57] y reproducida aqui.
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Encontremos ahora los limites para el potencial quimico. Usando la expan-
sion para z-grandes (Ref. [88, apéndice EJ), es decir, cuando 7" — 0 donde
fo(2) ~ (In2)"/T(v+1) + (x2/6)(v — 1)(In2)"~2/T'(v) + - - -, obtenemos

wT)/Er T (d/2 = 1)(7*/6)(T/Tr)* + O(T") (1.27)

"
ésta es la llamada expansion de Sommerfeld para T pequenas [88, Apéndice EJ,
notemos que a primer orden es positivo para toda d < 2, mientras que para
T suficientemente grandes el potencial quimico diverge negativamente. Ahora,
usando la expansion para z-pequenas (ver Ref. |88, apéndice EJ), es decir T' — oo

v fu(2) =2 —2%2/2" + 23/3¥ — - | obtenemos
W) Ep s —(T/Tr) In [Pd/2)(T/Tr)(d/2)] (1.28)

el cudl, es el limite clasico para T grandes.

1.2.1. Dimensién d — 0

Ahora, analicemos que sucede con p(7) cuando d — 0. Sid — 0, V — 1 es
un “punto cuéntico ideal”, observamos que la densidad n = N/L™ — N y la
funcion de Fermi f;,5(2) — Lig(z) [2], entonces de la ec. (1.20) tenemos

1{ = lim N/L% = —Lig(— 1.2
251 = g NI = =) 129

y como Lig(z) = z/1 + z podemos decir
z
1+=2

como z = exp(fu) podemos tomar logaritmos y dejamos al potencial quimico
como

Ng—o = — (1.30)

Bu(T) =1n [ (1.31)

Nd—o
1—ngq0

si ng—o — 1 tenemos que p — +oco. El potencial quimico diverge cuando el
sistema de fermiones es confinado en d — 0. Esto nos dice que el sistema ya
no tiene la capacidad de aceptar particulas, es decir, necesitamos un trabajo
infinito sobre el sistema para que esto ocurra. Esta divergencia es debida al
principio de exclusién de Pauli que enuncia que en el espacio de configuracion
solo puede ser ocupado por una particula.

1.3. Calor Especifico
La expresion del calor especifico para un gas ideal se obtiene a partir del

cambio de la energia interna del sistema con respecto a la temperatura dejando
el volumen constante

13



o (1.32)

La energia interna (1.17) la calculamos de la ec. (1.13) para el GIF [88, pag.
399], encontramos que

(T 1) = {8U(T, Ld)] )

_ dﬁfd/zﬂ(z) _ ﬂNkBde/Hl(Z)

T 28 fanl(?) 2 fay2(2)

Usando las relaciones de recurrencia [88, apéndice E| para la funcion de
Fermi

U(T, L% (1.33)

Zafd/Q(Z) _ Ofasa(2)

92 = dn(z) = fd/z—l(Z) (1.34)
1[0z o fay2(2)
; <8T>N7Ld = k:BB(d/2)7fd/27l(Z) (1.35)
se encuentra que el calor especifico es
d f 1/0

Cv(T,LY) = 5Ad [(d/Q+ Dk faja+1(2) + ﬁ%ﬁl; (ﬁ)Ld}

_d fappa(z) d fa2(2)
= S Nkp(d/2+ 1)7&/2(2) 2NkB(d/2)7fd/2+1(z) (1.36)

reagrupando, se obtiene el calor especifico para un gas de fermiones para cualquier
dimension d > 0

2C(V (Ta Ld)
dNkp

= (d/2 + 1)M - (d/z)M. (1.37)
fd/2(2) fd/2—1(z)

Podemos graficar la ultima expresion en funcion de la temperatura en unidades
de la temperatura de Fermi T'/TF, al resolver niimericamente para p(7). De
esta forma al graficar (1.37) obtenemos la Figura 1.3.

En la Figura 1.3 encontramos una “estructura” que aparece en dimensiones
d < 2, sin embargo no hay transiciéon de fase ya que el cambio en la pendiente
es continuo. Al no existir una temperatura critica T, puesto que el potencial
quimico, si bien es la unidad en T' = 0, 2Cy (T, L%) /dNkp es continua para todo
T, el calor especifico manifiesta una “anomalia” en d < 2 [57] cuando su primera
derivada cambia de signo lo que es un reflejo del comportamiento no-monoétono
del potencial quimico. Para dimensiones d > 2 desaparece la estructura. Es
notable mencionar que esta configuracion aparece en el gas ideal de Bose en
dimensiones d > 2 encontrando la famosa transicién de fase del condensado, ya
que en este caso, si existe una discontinuidad en la primera derivada.

Los limites para el calor especifico cuando T' — 0 y T — o0 se encuentran
a partir de la expansion de z-grandes para fq/2(2), (T — 0) obtenemos la

expansion para la energia interna U(T, L?)

14
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1.75 d=1a 1.75
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% 1.25 1.25
= 1 1
- 4
= 0.75 0.75
CL\]) 0.5 0.5
0.25 0.25
0 o

0 10° 10" 10 10® 10° 10" 10°

T/Tk

Figura 1.3: El calor especifico 2Cy (T')/dNkp en funcién de la temperatura absoluta
en unidades de la temperatura de Fermi (T/TF) desde T' = 0 hasta temperaturas del
orden de 10'° para dimensiones d = 1/4,1/2,1,2,3. Figura generada por el autor,
aparecida en la Ref. [57] para T pequefias.

U (T, 19 JANFp —— (-2} + = (L " (1.38)
’ Prmo \d+2) " 6 \Tr

Para el limite clasico T — oo usamos la expansion de z-pequenas para fq/o(z) ~

z—2%/242 4 ..y de (1.33) se obtiene

2U/dN —— kpT. (1.39)

Notemos que si d = 3 recuperamos de (1.39) la expresion clasica de la energia
interna para un gas ideal, U = %Nk;BT. Al calcular las derivadas de (1.38)
y (1.39) se encuentran los limites para Cy(T,L%) cuando T — 0y T — oo,
respectivamente

20y (T, L) JANk T2 1.4
CV(v )/ BT——>0>3TF ( 0)

z
20y (T, LY /dNkg 1+ W(l —d/2). (1.41)

15



Observemos de (1.40) que cuando T — 0, 2Cy (T, LY)/dNkp es lineal para
toda dimension d > 0. En (1.41) el segundo término tiende a cero, puesto que
T — ooy z — 0 entonces 20y (T, L) /dNkp — 1 para toda dimensién d > 0,
que corresponde al resultado clésico para el gas ideal y que estd de acuerdo con
el limite de las expresiones de Einstein y Debye del calor especifico de un solido.

1.3.1. Dimensién d — 0

Ahora, analicemos que sucede con el calor especifico cuando d — 0. Obser-
vamos de (1.37)

2Cy (T, L?
dNkp  d—0 fo(z)
y puesto que f1(z) =In(1 —2) y fo(z) = —z/1 + z |88] obtenemos
20y (T, LY) In(1—=z)
—_— —— —(1 R 1.43
iNkg a0 AHHT (1.43)
tenemos que Cy > 0 para toda d entonces si —zIn(1 — z) = In(1 — z) entonces
z = —1 pero si z = —1 = In(—1) = By, lo cuél es absurdo puesto que el

potencial quimico siempre es positivo. Si z = 1 la igualdad se cumple, esto
implica que y — 400 como ya habiamos observado en la seccién anterior del
potencial quimico. Esta estructura se manifiesta como un “hombro” [57] en el
calor especifico y cuya interpretacion [1] estd en el principio de exclusion de
Pauli y lo que nos muestra es que el sistema en d — 0 (“punto cuéntico ideal”),
no puede aceptar mas particulas p(7') — +o0o ya que tiene energia infinita y se

ve reflejado en Cy (T, L%) o 00 para toda T.
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Notas

I Tenemos que el volimen del sistema es V = L% si consideramos d — 0, V — 1, el cual
define un punto ideal en la dimension espacial. Ahora bien, el punto es un elemento geométrico
adimensional, no tiene ni voliimen, ni area ni longitud ni otro analogo dimensional; no es
un objeto fisico; describe una posicion en el espacio, determinada respecto de un sistema
de coordenadas preestablecido. En este estudio como en toda la termodindmica de los gases
ideales se consideran a las particulas puntuales, aunque se asocia la masa através de la ecuaciéon
del namero de particulas N, sin embargo el limite termodindmico se respeta pues mientras
L — oo, d — 0 con la densidad de namero n = N/L% constante. Fn este estudio no es
importante, por el momento el volimen o el espacio dimensional que ocupa cada particula,
aunque encontramos que una sola particula “puntual”, solo puede ocupar el espacio puntual
ideal d = 0 en el caso del gas de Fermi, mientras que para el gas de Bose ninguna particula
puede ocupar este espacio puntual ideal.

’La fugacidad es usada para aproximar la presion de los gases reales que los estimados
usando la ley de los gases ideales. La fugacidad nos permite usar muchas relaciones desar-
rolladas por un sistema. En el mundo real, los gases se aproximan al comportamiento del
gas ideal a bajas presiones y altas temperaturas, bajo ciertas condiciones el valor de la fu-
gacidad se aproxima al valor de la presion ya que ninguna sustancia es realmente ideal. A
presiones moderadas los gases reales tienen interacciones de atraccién y en altas presiones
las repulsiones intermoleculares se vuelve importantes. Ambas interacciones resultan en una
desviacion del comportamiento “ideal” en donde esas interacciones entre &tomos o moléculas
pueden ser ignoradas.
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Capitulo 2

Gas Ideal de Bose

En este capitulo estudiaremos el gas ideal de Bose (GIB). Analizaremos el
potencial quimico en funcion de la temperatura p(7'), asi como también el calor
especifico Cy(T,V) en dimensiones 0 < d < 3 para toda 7. Calculamos la
temperatura de transicion T, para la BEC en d = 3, mientras que para d < 2
no existe transicion de fase, T, = 0. Encontramos el potencial quimico y el
calor especifico nimericamente mostrando nuestros resultados graficamente en
funcion de la temperatura en unidades de la temperatura de Fermi T'/Tr, debido
a que nos interesa comparar ambos sistemas ya que en el siguiente capitulo
discutiremos la equivalencia entre ambos gases. Encontramos el comportamiento
de py Cy cuando T — 0 y para T — oo en cualquier dimensiéon d > 0.
Analizamos también el caso d = 0, el “punto cuantico ideal” donde n/ngp = 0
nos conduce a que la fugacidad z — 0, es decir, ;4 — —oo debido al principio de
incertidumbre de Heisenberg.

2.1. Potencial Quimico

Para el GIB confinado en un volimen L¢ y con una relacién energia-momento
cuadréatica, el gran potencial (1.13) es

gaj2+41(2)

Qu, T, L) = Qo + Aa Bz

(2.1)

donde €2 es el potencial termodinamico en el estado base. El nimero de particu-
las en el GIB es N = — (92/9p)p 14, derivando (2.1) encontramos

9as2(2)
3472

N=Ny+N.=Ny+ Ay (2.2)

donde Ny es el ntimero de bosones en el estado base y N, son los que estan en

los estados excitados, Ag = (mL2/27rh2)d/2, z = exp(fBu) es la fugacidad del
sistema y 3 = 1/kpT. La temperatura critica del sistema T, se obtiene cuando
Ny =0, es decir cuando =0, z — 1, de la ec. (2.2) encontramos
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N 2/d
hisle = (Adgd/2(1)> . 23)

Ahora, si d = 3, nos lleva a (NBB/Q/AP,) = g3/2(1) = ((3/2) puesto que gq/2(2) =
Lig2(z), Ligss(1) = ((3/2) ver Refs. [85, 90] donde ((3/2) es la funcién zeta de

Riemann de orden 3/2 y A3 = (mL2/27rii2)3/2 entonces podemos encontrar

kpT, = (2rh2 /mL2)** (N/¢(3/2))%

la conocida expresion para la temperatura critica para la BEC en d = 3. Pode-
mos observar que si d < 2y z — 1 la funcion de Bose gq/2(1) — 0o = T, =0
no hay temperatura critica y por tanto no existe la BEC en d < 2.

El potencial quimico para el GIB lo encontramos a partir de la ec. (2.2) y la
funcion de Bose gq/2(2) en su representacion integral [88, Apéndice D] de forma
que la densidad n = N/L? sea constante, para cualquier dimension d > 0 es

Aqg
W 9d/2(2)~

(2.4)
Ahora, dividiendo la ec. (2.4) por np = (k2 /4w)%?/T(d/2 + 1) obtenemos

n/np =T(d/2+ 1)(T/Tr)*?gay2(2) (2.5)

donde Tr = Er/kp = h?k% /2mkg, de esta forma podemos adimensionalizar el
sistema, ademéas de que podremos comparar ambos sistemas en el capitulo 3.

El potencial quimico se obtiene de (2.5) para 0 < d < 3y n/np = 1, el
resultado se muestra en la Figura 2.1, el comportamiento de u(7T)/EFr para
n/ngp = 1 con d como pardmetro. Podemos observar que u(0)/Er = 0 para
toda d, en d = 2 y en dimensiones d < 2 observamos que no existe condensacion
para el GIB, en esta figura es interesante observar que mientras la dimension
d — 0y T — 0 tenemos una zona que no es “mapeada” por el potencial quimico,
la zona 0 < T/Tr < 1.5 donde p — —oo cuando T' >> 1, solucién que podria
alcanzarse en la discusion del limite del continuo en el apéndice A.

En la Figura 2.2 graficamos z vs T'/Tr vs d, donde z = exp(Su), donde ten-
emos diferentes valores de la densidad n/n . Observamos que cuando n/np — 0,
u(T) — —oo para toda T'. En la Figura 2.3 observamos el comportamiento en
la densidad n/np — 0 cuando d — 0 = z — 0, de forma que p — —oo. El
potencial quimico esta asociado con la funcién de trabajo termodinamico, de
forma que si p > 0 los alrededores ejercen un trabajo sobre el sistema para
introducir una nueva particula, cuando p < 0 se interpreta que el sistema ejerce
un trabajo sobre los alrededores, es decir el sistema esta sacando las particulas
del sistema y las cede a sus alrededores. Cuando g — —oo nos esta diciendo
que no pueden existir particulas en el sistema, esto implica que n/np = 0. Las
particulas en el sistema de Bose no puede confinarse cuando d — 0.
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u(T)/Eg

Figura 2.1: Potencial quimico u(T)/Er para el gas de Bose en d = 3,2, 1, 1/2, 0.1,
0.001 y densidad n/np = 1.

2.1.1. Dimension d — 0

Cuando d — 0 [91] la ecuacién (2.5) se puede expresar
dlilél+ n/np = Lig(2) (2.6)

como Lig(z) = go(z) = z/1 + z podemos decir que
A
1+2

como z = exp(fBu) tomando logaritmos llegamos a la expresion para el potencial
quimico cuando d — 0

Ng—o = (27)

Nd—o0
T)=In|——— 2.8
Bu(T) =tn | 1| 29)
como n = N/L? cuando d — 0 = n — N, observamos ; < 0 para toda N
y para toda T'. Cuando ng—o — 0 encontramos que p — —oo. Tenemos que
cuando d — 0 al “punto cuéntico ideal”, las particulas en el sistema de Bose no
pueden confinarse puesto que ng_.o = N — 0.

20



-15

u(T)/ Eg

@ n/inz=1
@® n/n;-0.5
® n/n:-0.01

@ n0/n=0.001| i

L5 2

1
T/ Tk
Figura 2.2: Potencial quimico p(T)/EFp para el gas de Bose en funcién de la tem-

peratura en unidades de la temperatura de Fermi T'/Tr para dimensiones 0 < d < 2,
con la densidad de ntmero como parametro para n/ngp = 1, 0.5, 0.01, 0.001.

Estas soluciones se discuten en el apéndice B con la generalizacién de las
funciones polilogaritmo, puesto que Li, (z) no es analitica en d = 0 [91], en este
estudio usamos las relaciones de recurrencia [88] en las integrales de Fermi y
Bose para aproximarnos a d — 0.

2.2. Calor Especifico

La energia interna para el IBG se encuentra a partir de (1.17) obteniendo

i AN gajai1(z)
VL) = 55 gunls)

derivando ésta expresion con respecto a T dejando N, L? constantes obtenemos
el calor especifico Cy (T, L%)

(2.9)

Or(1.2%) = § 2 [ka(d/2+ Daan) - “guata)| 210)
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exp[u(T)/kgT]

Z=

Figura 2.3: La fugacidad z para el gas de Bose en funcion de la temperatura en
unidades de la temperatura de Fermi T /Tr para dimensiones 0 < d < 1 con la
densidad de ntimero como parametro para densidades n/np = 1, 0.5, 0.3, 0.1, 0.001.

substituyendo A4 en la expresion anterior y usando la relaciéon de recurrencia
ver Ref. [88]

1[0z o 9a/2(2)
z <6T>N,V B kBB(d/2)gd/271(z)

obtenemos el calor especifico para un gas de Bose en cualquier dimension d > 0

Cv(T,V) = gNk:B [(d/2+ 1)9‘1922/:2;)2) — 2)957:252) . (2.11)

El calor especifico es la cantidad de energia necesaria para elevar un grado la
temperatura del sistema, es decir, podemos agregar energia al sistema y esperar
que pueda ocurrir una transicion de fase. Esta transicion se tiene cuando existe
una discontinuidad en la primera derivada de Cy, es decir, hay un cambio stbito
en la pendiente en la curva del calor especifico, a esto se le conoce como una
transicion de fase de primer orden [92]. Analicemos cualitativamente Cy en
d = 3, resolviendo numericamente (2.11) obtenemos la Figura 2.4.

Observamos este cambio abrupto en la pendiente en Cy (T, V)/Nkp en d =
3, este cambio en la pendiente nos muestra una transicion de fase en el gas

22



2.5F7

2.0

1.5

1.0

Cy(T,V)/Nkg

0.5

0.0

0.0 0.5 1.0 L5 2.0 25

T/ Ts

Figura 2.4: El calor especifico Cv (T, V)/Nkp para el gas de Bose, en funcion de la
temperatura en unidades de la temperatura de Fermi T'/Tr, para dimensién d = 3.

de Bose, ésta es la conocida condensacion de Bose-Einstein (BEC). Siguiendo
este analisis, podemos continuar graficando al resolver ntimericamente el calor
especifico para dimensiones d < 2 obteniendo la Figura 2.5. Observamos que
no existe cambios abruptos en la pendiente de las curvas del calor especifico, es
decir, no existe condensaciéon de Bose-Einstein en d < 2 entera o no.

2.3. Casos limite de Cy

El calor especifico para un gas ideal de Bose con una relacion cuadratica
energia-momento para cualquier dimensién es

20y (T, LY) _ d+29aj241(2) d 9as2(z)
dNkp 2 gas(2) 2 gajo—1(2)

(2.12)

2.3.1. Dimension d = 3

Encontremos el calor especifico cuando 7' < T, es decir cuando pu(7) = 0 =
z =1, entonces de la expresion (2.12) queda como
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Figura 2.5: El calor especifico Cy (T,V)/Nkp en funcién de la temperatura en
unidades de la temperatura de Fermi T/Tr, para dimensiones d = 3, 2, 1, 1/2, 1/4.

dNkg 2 gap(l)  2g42-1(1)
si d = 3 el segundo término se anula puesto que la funcién de bose g;,5(1)
diverge, entonces tenemos Cy (1)

Cv(T.) _ 15¢(5/2)

Nkp 4 ((3/2)

ya que gs,o(1) = C(5/2) y g3/2(1) = ¢(3/2) |85, 90]. En las figuras 2.4 y 2.5

observamos que este valor para el calor especifico en T, no se alcanza, la razén

es debido a que los calculos estan normalizados con respecto a la temperatura

de Fermi Tp, puesto que posteriormente vamos a comparar ambos sistemas.
Ahora, cuando T > T, 2 < 1 y d = 3 tenemos

20y (T, L) d+29gajo+1(1) d gay2(1) (2.13)

~ 1.925 (2.14)

Cv(T,L%) _ 1595/2(2) _ 993/2(2) (2.15)

Nkp 4 g3/2(2) 4 g1/2(2)

cuando T — o0, z = exp[u(T)/kpT] — 1 la funcion de bose gq/2(2) < ((d/2)
tenemos entonces
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Cy (T, L% 15¢(5/2) 9¢(3/2) _3

Nkp  T—oo 14((3/2) 4(¢(1/2) 2
valor que esta de acuerdo con el calculo niimerico presentado en las figuras 2.4
y 2.5.

2.3.2. Dimension d < 3

Encontremos una expresion de Cy para el gas de Bose en d = 2, observamos
que ¢1(2) = —In(1 — 2), asi como también ¢o(z) = z/(1 — z) [91] entonces
sustituyendo en (2.12) obtenemos

Cy (T, L? 1—2)In(1 —
V(L) (L=2h(l=2) , () 2.10)
Nkp z In(1—2)
si esta expresion la graficamos en funcién de la temperatura en unidades de
la temperatura de Fermi T'/Tr obtenemos la Figura 2.6, la cudl es idéntica si

graficamos la ecuacion (2.12) cuando d = 2.

1.4

1.2

Limite cldsico

1.0

0.8

0.6

Cy(T,V)/Nkpg

0.4

0.2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

T/Tr

Figura 2.6: El calor especifico Cy (T, V)/Nkp para el gas de Bose, en funcién de la
temperatura en unidades de la temperatura de Fermi T/Tr para d = 2.

Ahora, tomemos el limite del calor especiico cuando T — oo; la fugacidad
z = exp(fu) P 1 ya que 8 = 1/kgT P 0 y puesto que g,(z) =
—00 —00
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¥, 21 /1”, entonces g, (2) —o Zparav > 1, substituyendo z por g,(z) en
—00
(2.12) obtenemos

2Cy (T, V)
deB T—o0
es el limite para toda d. Podemos calcular este limite si resolvemos niimerica-

mente la expresion (2.12) obteniendo la Figura 2.7, la cuél esta de acuerdo con
el anélisis anterior.

1 (2.17)

1.2

Limite cldsico k

Q
~
z.
o
=
>
=
S
N 0>4
0.2L"
d=3
10 10* 107
T/Tr

Figura 2.7: Limite para el calor especifico 2Cy (T, V) /dNkp en funcién de la temper-
atura en unidades de la temperatura de Fermi T'/Tr cuando T' — oo para dimensiones
d=13,2,1,1/2,1/4.

El limite de Cy cuando T — 0 lo encontramos mediante la expresion de la
fugacidad z = exp(p/kpT). Puesto que T' — 0 también p — 0, el limite esta
indeterminado. Observemos de la Figura 2.1, que en d < 1, u > T, es decir, p
se acerca mas rapidamente a cero que T, en este caso z — 1, la funcién de Bose
entonces g4/2(1) = ((d/2) la funcién zeta de Riemann de orden d/2.

Si tomamos el criterio de la segunda derivada y derivamos con respecto a la
temperatura 7', tenemos para d < 3,

92 (2Cv(T,V)
W( 3NFg >>0
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el calor especifico tiene un minimo relativo en el intervalo (0, 1), entonces es
concava en (0,1), es decir 9Cy /0T — 0 cuando T' — 0. Ahora, si d < 2, la
segunda derivada del calor especifico es

8° <QCV(T,V)> 0

dT2 \ dNkp

Cy tiene un méximo relativo en (0, 1), el calor especifico es convexo en el in-
tervalo abierto (0,1) y 9Cy /0T — oo cuando T' — 0. Se pueden consultar las
derivadas del Cy para el GIB en el Apéndice D.

2.3.3. Dimension d — 0

Si d — 0 la segunda derivada

9 (20T V)
o12 \ " dNkp

de igual forma ocurre cuando d = 2 el calor especifico diverge cuando T' — 0.
El anélisis de la segunda derivada nos muestra que cuando 7" — 0 en el “punto
cuantico ideal” d — 0 el calor especifico Cyy — oo, resultado que esta de acuerdo
con nuestro analisis puesto que ¢ — —o0, sin embargo para toda 1" en dimensién
d — 0 no existe energia disponible para cambiar la temperatura del sistema
Cy — 0 puesto N — 0, resultado que se muestra en la Figura 2.5.
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Capitulo 3

Equivalencia entre el gas de
Fermi y el gas de Bose

En este capitulo estudiaremos la equivalencia de ambos sistemas. Primera-
mente fue encontrado por May en 1964 [83], describiendo una equivalencia en
los sistemas de Bose y Fermi en dimension d = 2. Partiremos de la relacion
de dispersion generalizada entre la energia y el momento € & k°, en particu-
lar estudiaremos la relacion d/s, donde d es la dimension y s > 0 el tipo de
relacion entre la energia y el momento (lineal, cuadratica, etc.). Estudiaremos
la equivalencia de los gases cuando d = s, este tipo de relacion es estudiado en el
presente trabajo donde d = s = 2, graficamente encontramos una equivalencia
entre el GIF y el GIB en el calor especifico Cy y en la energia interna U con
una diferencia entre ambos de una constante, asi como también en el potencial
quimico en donde solo difieren en la energia de Fermi Ep.

De forma general mostramos que solo si d/s > 1 existe fase de condensacion
para el GIB.

3.1. Relacion generalizada de energia-momento

Sea g}, = ¢, Z‘Z:l k#, donde k; = (27/L)ny, ny el nimero de particulas en el
nivel de energia € y ¢; una constante. Se han estudiado 3 tipos de relaciones
entre la energia y el momento en donde i) la cuadrética donde s = 2 y & o k?
donde la constante co = 272h%/2mL? que describe un gas sin interacciones,
ii) la relacion lineal donde s = 1y g « k, la constante de proporcionalidad

es g = (27r27"22/27nl/2)1/2 y que describe a un gas atrapado por potenciales
armonicos, i) y la relacion de dispersion que existe entre los CP donde s = 1
y €k X k.

Veamos entonces que la funcion del gran potencial es

Qp, L4 T) = —22111 [1+ azexp(fey)] (3.1)
3
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donde @ = 1 corresponde a la estadistica de Fermi-Dirac, a = —1 a Bose-
Einstein y a = 0 a Maxwell-Boltzmann. Usando la expansion del logaritmo
In(1+2z) =—;2,(—2)!/l para |z| < 1 tenemos que

ZZ —aexp[— Ek—u)])l (3.2)

k I=1

tomando el limite termodindmico podemos aproximar la suma sobre k por la

integral
zk: - (;ﬂ)d/dk = (;ﬁ)d 13&7; /dkkd—l (3.3)

entonces el gran potencial

- H(L) oy e Sl

re-escribimos la integral en términos de ¢ en vez de k

d d/2 o0 d/s—1
1/ L 2 1
o=-(~) I / de—° (3.5)
a\2r) T(d/2) e Jo 2 lexp(Be) +a
haciendo = = ¢, y tomando el limite del continuo obtenemos,
d d/2 o0 d/s—1
1/ L 2 1
a\2m) T(d/2)scY5pd/s Jo z7lexp(z) +a
La funcién polilogaritmo se expresa en forma integral como
1 00 xd/sfl
—aLiyg/s(—az) = d . 3.7
aliy . (~az) I'(d/s) /0 v z7ler +q (3.7)

La funcion del gran potencial termodindmico para un gas ideal cuantico con
una relacion energia-momento generalizada en cualquier dimension d > 0 es

Lz'd/s(—az)
ﬁd/s
donde A4/, = T'(d/s)L?/T(d/2)s /% gd/s 9d=17d/2 gty relacion se puede es-
cribir de forma maés general con la generalizacion de la funcion polilogaritmo en

el apéndice B.

Qp, T, LY = —aAgys (3.8)

3.2. Equivalencia de los gases ideales cuanticos
Estudiemos al GIF y al GIB cuando la razén entre la dimensiéon d y la

relacion de dispersion s es la unidad, es decir d/s = 1, entonces de la expresion
(3.8) para el GIF y para el GIB respectivamente es
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Or = -4 =5 (3.9)
Op = 4, L%gz) (3.10)

donde A; = mL?/2xh%. Observamos que ambas expresiones son casi idénticas,
excepto por la relacion de la fugacidad para Fermi y para Bose. Landen encontro
[90, 93] la forma que en que se relacionan los dilogaritmos por medio de su
argumento. En la Ref.[82, pag 1519] se describe esta relacién encontrando una
relacion entre las fugacidades de los sistemas

“Si z es un nimero real y & < 1 yy = —z/(1 — 2), entonces
Lio(w) = ~Lio(y)/ [1 + Lio(y)] (3.11)
Liy(z) = —Li(—y) (3.12)
Y
Lin(e) = ~Lin(y) — 3 (L) (3.13)

Las relaciones de Landen expresan la transformacion de los polilog-
aritmos bajo las transformaciones de Euler de x a y [90]. Veamos
ahora la relacion entre los gases de Fermi y de Bose. Si las densi-
dades reducidas son de la misma forma tenemos

nA = Lii(2p) = —Li1(—zF) (3.14)

donde n es la densidad de mimero, A\ = $h?/2wm, la longitud de
onda media térmica zp y zp, son las fugacidades para Bose y para
Fermi respectivamente. Si las particulas de ambos sistemas no tienen
espin y tienen la misma masa, entonces la condicion de arriba sig-
nifica que sus temperaturas son también las mismas. Por las rela-
ciones de Landen tenemos

Lil(fzp) = Lil(sz/[l - ZBD (3.15)

Podemos concluir que al tener la misma densidad reducida significa
que

ZF:ZB/(l—ZB) (3.16)

las dos fugacidades estan relacionadas por las transformaciones de
Euler.”
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La expresion (3.16) muestra que para d = s los gases deben estar relacionados
fundamentalmente por sus fugacidades. Usando las relaciones de Landen veamos
que sucede con la energia interna para ambos sistemas. La energia interna para
el GIB con las relaciones de Landen queda

5U(ZB) _ LiQ(ZB)
N Lil(ZB)
Lis(—zp/[1 = 28]) + § [Lir(—zp/[1 — 28)))"
_ . (3.17)
Lll(—ZB/[l — ZB])
usando la expresion (3.15) obtenemos
U(zp) Ulzrp) | 1 .
= — Liy(—
N N T ag iz
_ Ulzr) h*rm
= N (3.18)
el segundo término de (3.18) es independiente de 1"y corresponde exactamente
1 .(0)

a la energfa del estado base por particula del gas de Fermi en d = 2, 55",

De aqui podemos concluir que si las dos densidades reducidas son las mismas,
las energias de los gases de Fermi y Bose difieren solo por la energia del gas ideal
de Fermi, esto significa que el calor especifico debe ser el mismo en d = s, es decir
derivando (3.18) con respecto a T'y dejando a N y V' constantes, obtenemos

oT oT
Cv(T, V)B = Cv(T,V)F (3.19)

(asz)/N)) _ (3(U(ZF)/N1/2ﬁ1pA2)>
N,V N,V

donde Cy (T, V)p, Cy(T,V)F son el calor especifico de Bose y Fermi respecti-
vamente.

El anélisis numerico de acuerdo a la ec. (1.37) Cy para Fermi y la ec. (2.12)
Cy para Bose, muestra la equivalencia cuando d = s = 2 es decir d/s = 1 en la
Figura 3.1.

La equivalencia entre ambos sistemas sin interacciéon en d/s = 1 muestra que
ambos gases tipicamente tienen el mismo comportamiento 6 bien cuando con
s = 2y confinados en un volimen L? 6 cuando estan confinados por un potencial
armoénico s = 1, d = 1; de forma mas general cuando la relacion de dispersion
energia-momento es idénticamente igual a la dimension, es decir d/s = 1. La
equivalencia de los sistemas de Fermi y Bose se ha contemplado tambien como
consecuencia del estudio de las funciones polilogaritmo, funciones complejas de
variable compleja con dominio {C\ [1,00)} donde la funciéon de Fermi fq/,(2)
la rama principal de la fugacidad esta en —oco < Re[z] < 0 y para la funcion de
Bose gq/5(2), es 0 < Re[z] < 1, un estudio més profundo en este sentido podria
conjeturar una nueva estadistica.
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Figura 3.1: Calor especifico para el GIB y el GIF con una relacién de dispersion
s = 2 en dimensién d = 2.
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Capitulo 4

Conclusiones

Gas Ideal de Fermi

En el gas ideal de Fermi encontramos una divergencia en el potencial quimico
i — +oo cuando d — 0 y la densidad de ntmero n = N/L? — 1. Existe
una anomalia en el calor especifico Cy en dimensiones d < 2 enteras o no,
Cy es continuo y no exhibe una transicicon de fase y en particular cuando
d — 0, Cy — 4o00. En altas temperaturas T > 1 recuperamos los valores en
el limite clasico para toda d, esto nos puede indicar que el calculo nimerico en
dimensiones fraccionales esta de acuerdo con la teoria.

La interpretacion sobre el comportamiento del potencial quimico para el GIF
es la siguiente: Cuando d — 0, p(7') diverge positivamente, estamos llevando al
sistema a un “punto cuantico ideal” donde ng_.o — 1. Necesitamos una cantidad
de energia infinita para agregar una particula mas al sistema, esto se ve reflejado
en el calor especifico Cyy — oo porque necesitamos de energia infinita para
cambiar la temperatura del sistema. El ntiimero de particulas N/L?°
cuando estamos confinando el sistema en d = 0, esto nos indica que solamente
un fermién puede ocupar este estado, resultado que es debido al principio de
exclusion de Pauli que enuncia que solo es posible dejar a una particula (sin-
espin) por estado.

— 1

Gas Ideal de Bose

Para el gas ideal de Bose en d > 2 esta la bien conocida BEC, existe discon-
tinuidad en d = 3 para el calor especifico Cy/, mientras en d < 2 no exhibe una
transiciéon de fase, es decir la primera derivada del calor especifico es continua.
Por otro lado el sistema de Bose muestra una divergencia negativa en el poten-
cial quimico p — —oo cuando d — 0, mientras que en Cy — 0 cuando d — 0.
Este comportamiento se refleja en la fugacidad del sistema, mientras la densidad
de ntimero n/np — 0, z — 0, esto nos puede indicar, puesto que la fugacidad
aproxima la presion del sistema que en el “punto cuantico ideal” no existe pre-
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sion puesto que N/L9~0 — 0. La intepretacion de la divergencia de j es la

siguiente: Si el potencial quimico esta asociado con el trabajo termodinadmico y
el signo nos indica sobre quien se esta haciendo el trabajo, sabemos que p < 0
el sistema esta haciendo el trabajo sobre los alrededores, es decir, esta cediendo
particulas, de forma que cuando confinamos el sistema en d = 0, u(T) — —oco
las particulas no pueden confinarse y se escapan a los alrededores del sistema,
y esto se ve reflejado en el ntimero de particulas puesto N/L*~% — 0.

Similitudes

Las similitudes en ambos sistemas aparecen en d = 2, son equivalentes 7) en
el potencial quimico, p(T) solo difieren por la energia de Fermi Er en el estado
base (de aqui el interés de normalizar ambos sitemas con Tr), ii) en la energia
interna U donde difieren por una constante, la energia del estado base del gas
ideal de Fermi y 44i) son idénticamente iguales en el calor especifico Cy. Esta
similitud nos muestra que ambos gases cuando son confinados sobre un plano,
forman una mezcla de fermiones y bosones ya que tienen una diferencia entre
ellos de la energia de Fermi Ep.

Esta equivalencia de ambos gases en un sistema bosén /fermion se da cuan-
do d/s = 1, es decir, cuando la dimensién es idénticamente igual al exponente
de la relacion de dispersion energia-momento. Los gases ideales son dificiles de
encontrar en la naturaleza, pero podemos confinarlos con trampas Opticas y
magnéticas (potenciales de oscilacion) donde tienen una relacion de energia-
momento lineal. Si podemos “aplanar” este sistema, o dejarlos sobre un fila-
mento podriamos esperar que el gas asi confinado, tuviera un comportamiento
bosoén/fermion. Mas atn, se ha mostrado que la estructura de los superconduc-
tores esta formada por capas, sobre las cuales se transporta la carga eléctrica,
conjeturando que estos sistemas puedan ser una mezcla de gases de bosones
y fermiones confinados espacialmente en 2 4 € dimensiones. Las implicaciones
y consecuencias que puedan conducir, son extremadamente alentadoras, tanto
el poder encontrar una teoria que describa finalmente a los superconductores,
como el predecir nuevos materiales que tengan fase superconductora con una 7T,
de temperatura ambiente.

Otra similitud muestra que ambos sistemas estan relacionados de manera
més fundamental. Las funciones de Bose g,/5(2) y Fermi f;/5(2) que son ex-
presadas mediante las funciones polilogaritmo Lig/2(2) donde ambos estan rela-
cionados por la fugacidad z = exp(fu) cuyo dominio estd en —oo < z < 0
para Fermi y 0 < z < 1 para Bose, de la forma zp = zp/1 — zp, relacion que
puede igualmente, aproximar las presiones de ambos sistemas, también puede
indicarnos una transformacion mas fundamental entre ambos sistemas.

La funcién polilogaritmo es una funcién compleja de variable compleja con
dominio {C\ [1,00)}, pero tomamos z € R, es decir tomamos solo la parte real
de p, esto esta acuerdo al tomar la parte real de la funciéon de particion.
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Dimensién d — 0, PEP y PIH

Si graficamos la funciéon densidad de estados (1.23) en funcion de los estados
de energia ¢, (ver apéndice A, Figura A.2) para varias dimensiones, observamos
que cuando e — 0y la dimension d — 0, g(g) — +oo los estados se condensan
cercanamente a d = 0 (puesto que la curva presentada es el limite). El sistema
nos muestra que todos los niveles de energia son posibles cuando nos acercamos
a la dimension nula o “punto-cero” de dimensién, esto es un claro reflejo del
principio de incertidumbre de Heisenberg (PIH), Ax Ap > h/2, AE At > h/2.
Mientras mas precision obtengamos en la posicién, quedara indeterminada la
energia asociada al sistema, independientemente de la estadistica con la que
estemos trabajando e independientemente de la temperatura, siempre y cuan-
do consideremos todas las componentes iguales en el sistema (condiciones de
isometria), condicion que solo ocurriria en el vacio.

De la 1% ley de la termodindmica la energia interna es dU = pudN + TdS.
Cuando d — 0 = p — 400 para cualquier T, signifca entonces que d — 0, T
es independiente = AQ = 0 por la 2% ley tenemos que dS = 0 Vz, entonces
U — £oo cuando d — 0. Como (AU/AN)gy = py como AU = 3" Aen(e),
donde n(e) esta definida en (1.24), para ambos sistemas tenemos que Ae — +00
= Ap — +oo entonces Az — =0, lo cual nos conduce al PIH. La condicion
de confinar a los sistemas de Bose y Fermi en d — 0 nos impide conocer por
completo la energia asociada al sistema. Una total incertidumbre asociada en el
momentum nos conduce a que nunca hay un estado estacionario en dimensién
nula, evoluciona de estado a estado, esto es consistente con que la funcién de
onda es no localizable y que la funcion densidad de estados diverga cuando
d — 0. Cuando consideramos a los fermiones en d — 0 y  — +00 encontramos
que n(e) — 1, es decir s6lo un fermién sin-espin puede situarse en el espacio de
configuracion, condicién que es enunciada por el Princpio de Exclusiéon de Pauli
(PEP). En el caso de Bose cuando d — 0, u — —oo se tiene que n(e) — 0, ni
un solo boson puede confinarse cuando d — 0. Las divergencias en el potencial
quimico son clara muestra del PIH.

Sin embargo, si tomamos el limite del continuo, en el “punto-cero” de di-
mension, solo existird un solo nivel de energia (caracter discreto de la energia)
independientemente de la estadistica, el sistema podria mostrar que se deplie-
gan niveles de energia si calculamos de la ec. (A.1) con d = 0+ € dimensiones, €
entera o no y para toda 7', con lo cuél se podria explicar la zona del potencial
quimico para el GIB, cuando d — 0 y T — 0 las curvas se pegan cada vez
mas entre si, sin llegar a “mapear” todo el cuadrante. Este problema entre el
limite del continuo (limite termodinamico) y el caracter discreto de la energia,
puede dar pie a las divergencias encontradas en este estudio y atin mas con el
estudio de las dimensiones fractales el estudio podria mostrar con un poco mas
de profundidad el caracter discreto de la dimension fisica.
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Apéndice A
Sobre el limite del continuo

La relaciéon energia-momento para un gas cuantico sin interacciones es

d
o= iZk? (A.1)
2m P ¢

donde d es la dimension y k es el vector de onda de momento. Si sélo existiera
la componente z, la relacién de dispersion seria e = £k% donde € = i/2m.

Si graficamos &, = &k? en funcion del vector de onda de momento en
unidades de & claramente tenemos una funcién cuadratica, obtendriamos los
niveles de energia €, que se encuentran solo en una dimenson. Ahora, si consid-
eramos las componentes x,y estariamos en un plano, la relacion de dispersion
seria

e = E(K2 + K2) (4.2)

graficando ésta expresion en unidades de £ obtenemos la figura A.1.

La figura A.1 muestra los niveles de energia en funcién del vector de onda
de momento en dos dimensiones, cada punto representa un nivel de energia ¢y.
Podemos observar el comportamiento de los niveles de energia si graficamos la
funcion densidad de estados para diferentes dimensiondes d en la figura A.2. La
figura de la densidad de estados muestra que cuando d — 0, g(ex) — oo y los
niveles de energia €, — 0, sin embargo Aeg; = cte, no importando la estadistica.

Si consideramos la energia total del sistema E y si las particulas estan con-
finadas en un volimen V' y no interactuén, la energia total del sistema seria la
suma de las energias ¢; de las particulas individuales

i
donde n; es el nimero de particulas cada una con energia ¢;. De acuerdo a

la mecénica cuéntica las energias de una sola particula ¢; son discretas y sus
valores dependen sobre el voliumen en el cudl esten confinadas, de acuerdo a
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Figura A.1: Niveles de energia € en funcion del vector de onda de momento k en
unidades £ = h/2m, en d = 2 dimensiones.

esto los posibles valores de la energia F también son discretos. Si consideramos
un gran volimen, con un gran ntmero de particulas (N ~ 10%?) la energia
total del sistema E que es el parametro del sistema, puede considerarse como
una variable continua y la separacion entre niveles Ae; — 0, pero solo porque
tenemos ~ 1022 formas de repartir la energia, sin embargo al confinar el sistema
d — 0 la densidad de estados aumenta y € — 0.

El sistema nos muestra que todos los niveles de energia son posibles en la
dimensién nula, esto es un claro reflejo del principio de incertidumbre de Heisen-
berg, Az Ap > h/2 mientras seamos mas precisos en la posicion, quedaré inde-
terminada la energia asociada al sistema, independientemente de la estadistica
que estemos trabajando.

Ahora veamos que sucede con el limite termodinamico, citando la Ref. [2,
pag. 1289|:

“Suponemos que el Limite Termodindmico (LT) fuera tomado
en d = 3, fijemos a z ... Q(3d) para un gas de N particulas en
un volimen V = L3. Por continuacion analitica de las funciones
polilogaritmo en Q, obtenemos Q(2d) el nuevo potencial para un gas
de drea L? ... Una composicion de L en Q(2d) no hace una Q(3d)
pero una composicion de densidad de area de L hojas es igual al valor
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€k

Figura A.2: Funcién densidad de estados g(ej) contra los niveles de energia €, para
diferentes dimensiones d — 0, d = 1,2, 3.

inicial fijo de la densidad de volumen, el proceso puede compararse
en como podria calcularse Q(d) para cada d, separadamente. Cada
cdlculo podria implicar tomar LT de forma separada ... Si d va de
2 — 1, la imagen es obvia. El drea L? es descompuesta en L lineas
desconectadas, si d va de 1 — 0, hay L° puntos desconectados.”

Podemos tomar este anélisis, desde el punto de vista del teroema de Liouville,
ver la Ref. [88, pag. 33| de la forma
Ip

ZF Hl =
g TP H=0

Este teorema nos habla de que el ensemble del sistema esta “todo el tiempo”
uniformemente distribuido en todos los microestados posibles, permanece con-
stante. Podriamos tomar €2 y aplicar el teorema de Liouville en funcién de la
dimension, si se cumple la igualdad a cero, el potencial termodindmico seria
unifome en toda d y seria valido tomar LT en cualquier dimension.

La funcién de particiéon va en este sentido. La funciéon de particiéon para
un gas libre es 2 = Tr[—exp(8H)] [88], H es el hamiltoniano del sistema. Si
hablamos de un sistema cuantico, éste esta relacionado con la matriz de densidad
p. Tomar LT, implica tomar la funcion de particion continua, es decir, tomar los
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eigenvalores de la energia continuos. Se deberian tomar todas las soluciones de
la funcion de onda del espacio de Hilbert correspondiente. Aunque en la Ref. [2]
dice que para cada d hay un espacio de Hilbert diferente, de ahi la desconexion
entre las diferentes L.

El potencial termodinamico de la forma

dy _ _l Bek
Qp, T, L) = agln (1+aze ) (A.4)
es la expresion para el caso discreto, de aqui se pueden encontrar N el namero
de particulas, P la presion y S la entropia. Al usar la identidad del logaritmo, se
puede reescribir (A.4) como (1.1), al tomar el limite termodinamico, N — oo,
V — oo y la densidad n permanece constante, podemos reemplazar la suma
sobre los estados € por una integral.

Ahora, estamos sobre el espacio-k, en este espacio se forma una rejilla de
puntos d-dimensional [94, apéndice B] (un ejemplo, la fig. A.1 pero en d = 2),
con un espacio entre puntos de /L, el volamen por punto en el espacio-k es
(/L) y como queremos el ntimero de vectores de onda k; que estan en el
intervalo k + dk. Este ntiimero sera igual al nimero de puntos en la rejilla en el
espacio-k que estin entre dos capas esféricas, centradas en el origen, de radio k
y k+ dk, respectivamente; asi, el volimen en el octante positivo es é47rk2dk, el
nimero de vector de onda cuya magnitud k esta entre k + dk es

.,
k)dk = —k“dk A
FR)dE = o (4.5)
donde f(k) es la funcion densidad de estados del vector de onda k en la bola de
dimension d. Cuando consideramos la suma sobre el espacio del vector de onda
de momento k a una integral consideramos que f(k) sea una funcién continua
de forma que tenemos

> - (;ﬂ)d/ddk = f(k)dk

k

sin embargo cuando tomamos el limite d — 0, f(k) — k?/272, tenemos un solo
nivel de energia €y pero g(eg) — oo. La densidad de probabilidad de la funcion
de onda cuando d — 0 nos indica que es no localizable, lo cual es consistente
con el resultado anterior.
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Apéndice B

Los gases ideales de Fermi y

Bose a través de la funcion
Lerch-®

Cuando d = 0 obtenemos un voltimen singular, L° = 1 de manera que no es
posible dar una serie de Taylor para la funcién polilogaritmo Li, (z) alrededor de
d = 0 [91] ya que la pendiente se comporta como % In Inz (el primer término)
de manera que la n-ésima derivada con respecto a d es (%ln In z)n, asi que
todas la derivadas divergen a z — oo cuando d — 0. Asi, observamos una
singularidad esencial en la densidad de nimero para ambos sistemas de acuerdo
a las expresiones (1.25), (1.30) para Fermi y (2.4), (2.6) para Bose y como
consecuencia una divergencia en el potencial quimico en los dos sistemas.

La generalizacion de la funcion polilogaritmo es la llamada funcion de Lerch
o funcion Lerch-® [95]

o0 n

B(z,v,0) =Y (nj—ioc) (B.1)

n=0
donde |z| <1y v #0,—1,-2..., en su forma integral [96]
1 oo v=Lexp(—
B(z,v,0) = / g 2 OXp(=aT) (B.2)
L'(v) Jo 1— zexp(—x)

para Re[v] > 1,z € C\ [1,00),« > 0 y por continuidad analitica a todo el plano
complejo para toda «,r; de manera que las funciones de Fermi y Bose en su

representacion integral (a = 1, a = —1; respectivamente) se pueden escribir con
la representacion integral de Lerch como
1 e’} v—1 _
—/ dzsz(am) =—az®(—az,v,1) (B.3)
I'(v) J, a — zexp(—x)
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yva que la funcion Lerch-® es una generalizacion de la funcién polilogaritmo

[96-100] de la forma

Li,(z) = 2®(z,1,1). (B.4)

En la Figura B1 se muestra la funcion polilogaritmo Li,(z) en funcion de z
asi como también la funcion Lerch-®, donde 2®(z, v, ) esta en funcion de z con

v =1y a=1 como pardmetros.

g i}
1
i ;
I - Lig(2)
' fl
I/
1 ; 1
/i
I
i =y
. II/ =]
N / =
o 0 7 )
= z0(z13/2) - 27 o
o T ol N
i e /!
’
/
-1 bl
z®(z,1,1) 7
/t
/S 2®(z,1,1/2)
_2 //,
) = 0 1 2
Z

Figura B.1: Grafica comparativa entre la funcién Polilogaritmo Li, (z) con respecto a
la funcion Lerch-®, donde z®(z, v, &) toma como parametros v =1y a = 1/2,1,3/2.

Podemos encontrar una representaciéon en serie para la funciéon Lerch-® de

la forma
n n

B(zv,0) = — i(fi) Z(_nk(Z‘)(amr” (B.5)

1—
z n=0 k=0

valida para toda v y para toda z, con Re[z] < 1/2. Ahora, si tomamos la
expresion ligeremente diferente de la funcion de Lerch

n

D(z,v,a) = Z L

B.6
[(n+ a)2)""? >0

n=0
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valida para |z| < 1, para toda vy a # 0,—1,—2.... Si desarrollamos la funcion
polilogaritmo en términos de la serie de la funcion de Lerch-®, combinando (B.4)
y (B.5) obtenemos

s P () (o o

n=0 k=0

si tomamos la serie a primer orden (n = 0) y v = 0 de tal forma que v esta
relacionada con la dimension espacial de los sistemas de Bose y Fermi y la
relacion de energia-momento generalizada (e «x k*) de la forma v = d/s, d = 0,
obtenemos

—aLip(—az) = —a (1 faz) . (B.8)

Si a = 1 que corresponde con la estadistica de Fermi obtenemos

z

Lig(—2) = = B.9
io(—2) 42 fo(2) (B.9)
si a = —1 que corresponde con las estadistica de Bose obtenemos
) z
Lig(z) = T = go(2) (B.10)

recuperamos las expresiones para los sistemas de Fermi y Bose en el “punto
cuantico ideal” d = 0. Observamos que el potencial quimico a traves de la
fugacidad de los sistemas diverge hacia ;1 — 400 en el caso de Fermiy p — —oo
en el caso de Bose. Asi, podemos determinar los gases ideales de Bose y de
Fermi a través de la funciéon Lerch-® mediante —az®(—az,d/s, ) donde z es
la fugacidad de los sistemas, d la dimension fisica, s de la relacion generalizada
energia-momento, mientras que o = 1 podriamos denotarla como el pardmetro
de unicidad de los gases ideales cuanticos.
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Apéndice C

BEC en atomos bosoénicos y
fermidnicos ultra-enfriados

Tablas aparecidas en la Ref. [79] basadas en la Ref. [101, pag. 21] con adi-
ciones y modificaciones, la tabla C.1. muestra rangos de 12 érdenes de magni-
tud en el nimero de densidad (en particulas/cm?®) para varios sistemas fisicos.
También se dan, donde es apropiado, las temperaturas de condensaciéon 7. La
conjetura del “Liquido Efimov” [102]* para muy-bajas-densidades.

Sistema de muchos Estadistica Nuamero de den- T, (K)

cuerpos sidad (cm™3)

gas de electrones en FD 1022 - 10% 0- 23
metales

4He liquido BE ~ 10?2 2.2

3He liquido FD ~ 10?2 2 x 103

SCs exoticos (incluyen FD 102 — 10% 1-164
cupratos)

Aire (STP) [78 % Ny + ~ 101

21%O0q + - -]

gases de Bose ultraen- BE 102 — 10% 1078 - 107°
friados

gases de Fermi ultraen- FD 10'2 — 103 1077 - 106
friados

“Liquido Efimov” con- BE o FD ~ 1010

jeturado

Tabla C.1: Numero de densidad en particulas/(‘,m3 para una variedad de sistemas de muchos-
cuerpos. También se dan las temperaturas criticas T, (K) los cuéles se refieren a la temperatura de
transicién de superconductores o superfluidez o de Atomos-enfriados BEC.
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Bosones  §’Rb TLi #Na H 8Rb
Afio/Ref 199501 199561 1995611 1998621 20000

N 4x10*  2x10° 5x10° -~ 3 x 108

No 2x10% - - 10° 104

T. (uK)  0.17 0.4 2 50 0.015

ng (em=?)  2.5x10%  2x 10"  1.5x10"  1.8x10' 1 x 10"

n, P A 7368 7,937 1,882 1,771 10,000
Bosones 3He 1K $3Cs 14y bh* 52Cr
Afio/Ref 20014 20010 20031 200307] 20050281
N 8x 108  — 2x 107 107 1.3x108
Ny 5x 105  6.5x10% 5x10%  5x 104

T. (uK) 4.7 0.16 0.046 0.73 0.7

ng (cm™3)  3.8x10% 6 x 10 1.3x1013 7 x 10

ng 3(A) 2,974 11,856 max 4,253 1,126 min

* de cinco isotopos estables

Tabla C.2: Atomos-bosénicos ultra-enfriados BEC (algunas veces llamado como el “50. estado de la
materia”) pardmetros experimentales asociados con gases bosénicos atrapados, en la cual la BEC ha
sido observada, con fecha, N y Ng son los niimeros de A&tomos en la nube inicial y en el condensado,
respectivamente; 7. la temperatura de transiciéon de la BEC; ng el nimero de densidad de bosones
reportados (el pico de 4&tomos) en 7. del condensado en cm’sg ngl/S el espaciamiento promedio
interbosénico en A.
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Fermiones SLi K 13Yb (de 2 isdtopos estables)

Afio/Ref 20030104 200301041 20071103

N 3.5x107 1.4x10° -

Ny 9 x 10° - -

T, (1 K) 0.6 0.07 enfriado a T/Tr = 0.37
ng (cm=3) 7x10%3 7x10%2

ng /%A 2,426 5,228 -

Tabla C.3: BEC de Atomos-fermiénicos ultra-enfriados (algunas veces llamado como el “60. estado
de la materia”) parametros experimentales asociados con gases bfermiénicos atrapados, en la cual la
BEC ha sido observada hasta Dic. 2007, N y Ng son los niimeros de Atomos en la nube inicial y en el
condensado, respectivamente; 7. la temperatura de transicion de la BEC; ng el numero de densidad
de bosones reportados (el pico de &tomos) en T, del condensado en cm 3, nJl/S
promedio interbosénico en A. La mas baja temperatura registrada es T =~ 45 X 107°uK, en la
Ref.[106] ~ 0.03 mas baja que la temperatura critica para la BEC de la tabla C2 la cual es de

TEBEC(85Rb) = 0.015uK.

el espaciamiento

Notas

3El efecto Efimov es una solucién al problema mecéanico cuantico de 3 cuerpos predicho
por V.N. Efimov en 1970. Este efecto se refiere a un escenario en el cual tres bosones idénticos
interacttian, con la prediccién de una serie infinita de estados de energia excitados cuando
el estado de dos cuerpos es exactamente el umbral de disociaciéon. Un corolario es que los
tres bosones pueden forman un sistema aproximadamente ligado si la atraccion de las dos
particulas es muy débil y permiten que dos bosones formen un par.
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Apéndice D

Derivadas del calor especifico
del gas ideal de Bose

El calor especifico lo encontramos a partir de la expresion de la energia
interna

a ([ Q
= —kpT?— (7) (D.1)
T \kpT ),

Derivando con respecto a Ty dejando el volumen constante obtenemos el
calor especifico del gas ideal de Bose para cualquier dimension

20v(T,V) _ (d+2Y gajz1(2)  (d\ gas2(2)
dNkp _( 2 > ga2(2) (2) 9aj2—1(2) (D-2)

Podemos calcular la primera derivada con respecto a T’

9 <ch(T, V))N’v _

oT dNkp
dz 2+d)7  (2+d)2'ga2-1(2)ga/241(2)
. - +
2 2 Gay2(2)
/
2’ ga2-2(2)9a/2(2) (D.3)
2 9d/271(2)

De esta forma obtenemos la segunda derivada de Cy
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0? (QC’V(T, V))NV _

oT? dNkp
2g4/2-2(2 )2/2 201+ d)gaj2—1(2)2"
dd/2— 1(2)22 9d/2(z)2’2
+ g (QQd/Q 2 2 2 9d/2—3(z)2/2 I gd/z—z(z)zl2 _gd/z—z(z)zﬁ>
d/2 gd/2 1(2)322 9d/2—1(z)222 gd/2—1(Z)222 9d/2—1(2)22
gajo—2(2)2" 22 2"
dAEmR (22 1
* 9aj2—1(2)22 (22 2 + (14 d) gaj21(2)
(29d/21(2)22/2 B Gaj2—2(2)2"  gaja—1(2)2" 3 gd/21(z)z">
gaya(2)32? gas2(2)22% gaja(z)?2? 9as2(2)?z
gd/271(2)zl2 22 Z")
+ (1+d <7 -4 D.4
( ) 9d/2(2)22 22 (D4
donde
o 02 (=u(T) | du(T)/dT
oT kpT? kT
y_ 0% (2u(T) | 2du(T)/dT | du(T)/T?
“ T o T\ ke kpT? kpT

Veamos que cuando T' — 0, u(7') — 0 entonces z — 1, las funciones de bose
se reducen a g, (1) = ¢(v), la funcion zeta de Riemann de orden v, donde v =
d/2,d/2—1,d/2—2,d/2— 3. La funcién ((v) tiene el siguiente comportamiento

<0 siv<l1
C(v)=<>0 siv>1 (D.5)
o siv=1
Podemos encontrar el comportamiento de Cy cuando 7" — 0 de esta forma
vemos que para dimensiones d < 3

o2 2CV(T7V) >0 512<d§3
S\ v =<¢<0 sid<?2 (D.6)
or dNkgp N,V 0 sid—0
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