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RESUMEN

El presente trabajo de investigacién surgid por la necesidad de analizar los modelos
para el control de inventarios mas utilizados en la industria mexicana, considerando la
demanda un parametro bajo un entorno de incertidumbre, como generalmente se
encuentra en los mercados. Para poder dar solucién a estos modelos se utilizé la Teoria
de Conjuntos Borrosos, la cual permite definir pardmetros bajo incertidumbre

especificdndolos como nimeros borrosos.

Los modelos de inventarios que se muestran son: el modelo de Programacion Lineal
(PL) para el sistema de Planeacion de los Requerimientos de los Materiales (MRP) y los
modelos de Lote Econdmico (EOQ). Primero se plantearon los modelos de forma clasica,
posteriormente se resolvieron utilizando los nimeros borrosos. Para esto se utilizé el
numero borroso trapezoidal (NBTr) y el nimero borroso triangular (NBT). Ademas de la
descripcién de los nimeros borrosos mas utilizados, se incluye informaciéon sobre la

clasificacidn y los criterios de seleccién de la funciones de membresia.

Se presentan ejemplos ilustrativos que permiten entender la manera de analizar los
modelos incorporando la incertidumbre, asi como graficas y analisis de los resultados. Lo
cual permite conocer las ventajas y desventajas de utilizar los nimeros borrosos pero
sobre todo dar solucién al problema considerando la incertidumbre en la demanda. Para

el modelo de MRP se utilizé el software LINGO para resolverlo.

Finalmente, la utilizacidon de los Conjuntos Borrosos a los modelos de inventarios,
permitid realizar un andlisis de cémo resolver problemas de PL con restricciones
flexibles, y realizar cdlculos de aproximaciones para los niumeros borrosos utilizando los
a-cortes. Se recomienda realizar un analisis de las desviaciones de los valores calculados
y las aproximaciones, cuando las diferencias entre los valores son grandes, sin embargo
en el presente trabajo debido a los resultados obtenidos en el ejemplo ilustrativo no fue

necesario realizarlo.




INTRODUCCION

El control de los inventarios surge de la necesidad de tener disponibilidad de
materias primas para iniciar el proceso de produccion y de tener suficientes productos
terminados para satisfacer la demanda de los clientes. Por inventario debe entenderse
al material que se encuentra almacenado esperando ser utilizado. Existen diferentes
tipos de inventario que se clasifican y ubican segun su propdsito o uso. En relacién a la
produccidn el inventario se clasifica en tres categorias: de materias primas, de trabajo en

proceso y de productos terminados.

El inventario de materias primas se refiere al material que las empresas adquieren sin
procesar, o que es necesario para el proceso de produccién, por ejemplo: madera,
metales, sustancias quimicas, combustibles, etc. Por otro lado, el inventario de trabajo en
proceso se origina durante la produccidn, son productos que han iniciado una
transformacién pero que aun necesitan pasar por procesos para considerarse productos
terminados. Finalmente, el inventario de productos terminados cubre los productos o
bienes que han concluido todos los procesos de fabricacién y que se almacenan
esperando ser vendidos o enviados al cliente. Existen otras clases de inventarios que se
originan debido al proceso de distribuciéon, o materiales que son necesarios para el
funcionamiento de la empresa, por ejemplo los suministros que son necesarios para el

mantenimiento de equipo.

El objetivo principal de las empresas es tener inventarios pequefios, con la finalidad
de disminuir costos por mantener en existencias las mercancias, por otro lado las
empresas buscan dar un servicio de la mejor calidad a sus clientes. Tanto la disminucion
de inventarios como el servicio a los clientes tienen un comportamiento contradictorio,
debido a que la disminucion en la disponibilidad (en consecuencia los costos por
mantener) implica un mayor riesgo en el servicio al cliente; ya que la disponibilidad de las

mercancias disminuye. Y por otro lado, si se busca tener siempre una disponibilidad al




cien por ciento se tendra un impacto en el aumento del tamafo de los inventarios.

La mayoria de las empresas deciden tener inventarios altos, para satisfacer siempre la
demanda de sus clientes, esta politica de inventarios tiene costos altos pero una mejor
disponibilidad, sin embargo, no permite que las empresas se esfuercen por buscar una
mejor politica. Por otro lado las empresas que sacrifican la disponibilidad por la
disminucién de los costos, se ven obligadas a buscar nuevas prdcticas para mejorar la

disponibilidad pero sin sacrificar de forma considerable los inventarios.

Las implicaciones financieras y operativas que la eficiencia o deficiencia en el control
de los inventarios puede llevar consigo en los resultados de una empresa, esta
conduciendo a las compafias a tomar mayor conciencia acerca de una correcta
administracién de sus materiales. Lamentablemente, ain hay empresas que no se han
adentrado lo suficiente, ni atacado de raiz las causas y consecuencias detener inventarios

altos o desproporcionados.

Una de las razones de ser del inventario es asegurar el surtido de un producto ante
una demanda incierta. A mayor incertidumbre, mayor inventario. Generalmente se
aplican técnicas o modelos exactos para determinar la cantidad a ordenar, con datos de
demanda que no se adecuan a la realidad. La metodologia clasica utilizada para el
estudio del comportamiento de la demanda, es la aplicacién de un sistema de
prondsticos (Gutierrez y Vidal 2008), la mayoria de las empresas recurre a esta técnica
para determinar con cierta probabilidad la demanda para cierto periodo de tempo. Sin

embargo, la demanda del mercado es dificil de cuantificar.

Si se considera a la demanda del producto como un parametro bajo incertidumbre, es
decir, se define como un dato incierto que puede estar alrededor de ciertos valores, se
posible aplicar la Teoria de Conjuntos Borrosos para tratarla. La demanda es establecida
como un dato incierto, debido a que los mercados que tienen que satisfacer las
empresas, actualmente, tienen ese comportamiento. El entorno de incertidumbre de la

demanda del mercado puede ser analizado por un esquema de tres escenarios:




Optimista, pesimista y mds probable(Gutierrez y Vidal 2008). Sin embargo en las dreas en
donde los criterios humanos, la evaluacidén y las decisiones son importantes, la Teoria de
los Conjuntos Borrosos puede ser de gran utilidad (Mula, Poler y Garcia, Aplicacion de la
Teoria de Conjuntos Difusos en la Planficacion de la Produccién: Un estudio de la

literatura. 2004).

Es importante mencionar que actualmente existen diferentes técnicas y modelos para
la gestion de los inventarios, complementando ademds con software comercial o libre
gue permiten de forma mads rdpida, determinar el sistema de inventarios. Sin embargo
las empresas siguen teniendo problemas para el control de los inventarios, ya que no
existe un panorama claro de cuales son las metodologias que deben utilizarse para
mejorar la gestién de los inventarios mediante herramientas cuantitativas(Wagner

2002); lo que permite seguir realizando estudios sobre este tema.

Se seleccionaron los modelos MRP y EOQ, debido a los resultados obtenidos por
Corporate Resources Management (Management s.f.), en un estudio realizado para
empresas mexicanas de diversos sectores y diferentes tamanos, donde se determinan las

técnicas y modelos mas utilizados en el control del sistema de inventarios en México.

Este trabajo surgid por la necesidad de resolver los problemas de inventarios
considerando la demanda incierta, es decir definiendo su valor como un numero
borroso. Este estudio incluye la solucion al modelo MRP usando Programacion Lineal con
la demanda definida como un ndmero borroso y para la determinacién de una politica
Optima el modelo de Lote Econdémico, que se deriva de un andlisis grafico del
comportamiento del nivel de almacenamiento, Definiendo también la demanda como un

numero borroso.
El objetivo de este trabajo de investigacion es resolver el problema de inventarios
para las técnicas mas utilizadas en México, considerando la demanda bajo incertidumbre

y definida como un numero borroso.

La estructura de este trabajo es la siguiente: En el Capitulo uno, se da una idea




general de los que es un Sistema de Inventarios, los objetivos y los componentes del
mismo, justificando las técnicas utilizadas en este trabajo, por medio de los resultados
obtenidos del estudio realizado por la empresa Corporate Resources Managment (CRM).
En el Capitulo dos, se describen por separado cada una de las técnicas que se utilizaran
para el analisis en este trabajo, primero se presenta una descripcidén general de la técnica
de Planeacion de los Requerimientos de los Materiales (MRP), de los datos de entrada y
salida que considera y por ultimo las variables y pardmetros del modelo de programacion
lineal que se utilizan para resolverlo. Dentro del mismo capitulo se presentan las
variaciones del modelo de Lote Econdmico (EOQ), incluyendo para cada modelo los
supuestos y las variables que involucran, complementando la informacidn con la gréfica
del nivel de almacenamiento, por ultimo se presenta la forma de obtener la politica
Optima (determinacién de Q, T, S, etc.). En el Capitulo tres, se presenta la teoria
necesaria para definir un pardmetro bajo incertidumbre; para especificar un nimero
borroso es necesario definir la funcion de membresia, por esta razén se presentan los
tipos mas utilizados de estas funciones y la manera en la que se pueden seleccionar.
Finalmente se encuentra una descripcién detallada de los dos nimeros borrosos mas
utilizados, esto permite posteriormente definir la demanda como un ndmero borroso e
incorporarla a los modelos originales. Una vez explicada la forma de definir la demanda
como un numero borroso, se aplica esto a la solucidn de los MRP y EOQ descritos en el
capitulo dos, este andlisis se presenta por separado. En el Capitulo cuatro se presenta la
forma de incorporar a un modelo de programacién lineal la borrosidad de un parametro,
se modifica el modelo para MRP y se presenta un ejemplo con datos numéricos. En el
Capitulo cinco, se presenta la manera de analizar los modelos de Lote Econdmico
nuevamente considerando la incertidumbre en la demanda, de manera general se
describen las etapas para resolver el problema, se presentan graficas de los calculos y se
analizan los resultados. Por ultimo, se presentan las conclusiones a las que se llegé al
considerar la demanda bajo incertidumbre y resolver el problema de inventarios con

Teoria de Conjuntos Borrosos.




CAPITULO UNO

1 SISTEMAS DE INVENTARIOS

1.1 Introduccién

El desarrollo de la teoria de inventarios, la aplicacion de las matematicas y la estadistica se
inicié desde los afios 50, cuando en la Oficina de Investigacidn Naval de California destinaron
recursos para la investigacion en el drea (Girlich y Chikan 2001). Desde ese entonces, la
diversidad de trabajos de investigacién y extensién que se ha desarrollado, mediante la

utilizacidon de herramientas técnicas, clasicas y modernas es amplia.

Ballou define a los inventarios como las acumulaciones de materias primas, provisiones,
componentes, trabajo en proceso y productos terminados, que aparecen en numerosos
puntos a lo largo del canal de produccién y de logistica de una empresa (Ballou 2004). El
incremento en los inventarios implica un incremento en los costos, pero tener inventarios
insuficientes para satisfacer la demanda del mercado implica costos por faltantes y ademas

un mal servicio al cliente.

La cadena de suministro por sus siglas en ingles SC (Supply Chain) se define como, el
conjunto de operaciones que relaciona estrechamente a cada uno de los actores, productores
y proveedores involucrados en la fabricacion de un producto o en la oferta de un servicio,
hasta su integracién operacional y de gestidon. En consecuencia, se trata de un conjunto de
operaciones que se da desde la informacidn relativa a la demanda, hasta los datos necesarios
para la distribucién, pasando por la concepcidon y la produccidon propiamente dicha. Por
consiguiente la cadena de suministro esta formada por varios elementos que interacttian entre
si con el objetivo de realizar de manera eficiente las operaciones de distribucion,

abastecimiento, almacenamiento y transporte entre otras.



Los inventarios son una de las partes mas importantes de los elementos que conforman la
cadena de suministro, en la siguiente figura se pueden observar los flujos de materiales y los
puntos donde se localizan los inventarios. Estos estan localizados en almacenes de materia

prima, de producto terminado y dentro de un modo de transporte.

Figura 1 Localizacién de los inventarios en la cadena de suministro

Fuente: Ballou, Ronald., Logistica. Administracion de la cadena de suministro, 5ta. Edicion. Pearson Educacion México,

2004

El proceso de planeacion de los inventarios forma parte de un macro proceso de planeacion
de la cadena de suministro. Si bien no es el Unico, si es uno de los mas importantes, pues el
resto de los procesos de planeacion (distribucion, capacidades, producciéon, materiales)
depende en gran medida de la estrategia de inventarios que se elija. Lo anterior permite tener
una idea mas general de la importancia y del impacto de una correcta gestion de los

inventarios en el proceso de la cadena de suministro.

Los inventarios se consideran como la acumulacion de material, este material tiene un valor
monetario para la empresa que lo posee y que trata de controlarlo. Este material se
almacenara por un tiempo determinado, esperando ser vendido o utilizado, sin embargo

durante este tiempo se encuentra en forma improductiva.

La finalidad de las empresas es definir una politica de inventarios que les permita controlar



y optimizar sus operaciones logisticas. Se conoce como control de inventarios a las
actividades y técnicas de manutencidn de las existencias de articulos en los niveles deseados,
independientemente de que sean: materias primas, productos en proceso o producto

terminado.

1.2 Objetivos de un sistema de inventarios

Los objetivos de aplicar un modelo o técnica para la planeacién de un Sistema de
Inventarios son: determinar la cantidad éptima a ordenar y cuando se debe de hacer la orden
de compra, con la finalidad de reducir lo inmovilizado en el almacén y aumentar el nivel de
servicio (disponibilidad). Estos objetivos ayudaran a las empresas entre otras cosas a posponer

inversiones en ampliaciones de capacidad de almacenaje.

Cada departamento de una empresa productiva tiene un objetivo cuando se trata de los

inventarios, en la siguiente tabla se muestran estos objetivos (Zipper 1984).

Tabla 1. Objetivos de los inventarios para cada departamento

Departamento Objetivo

Ventas Estar preparado para atender los pedidos de sus clientes lo mas
pronto posible, pretende siempre tener existencias suficientes de
productos terminados o bien de material para producir rapidamente
estos productos.

Produccién Desea ser eficiente, lo cual implica que preferiria mantener un
nivel alto de producciéon para reducir el costo de la misma por
producto. Para ello requiere tener en existencia una cantidad
suficiente de materiales, componentes y trabajos en proceso para
gue no se pare la produccion por falta de material.

Ingenieria Prefiere minimizar los inventarios puesto que no se aplazarian
demasiado los cambios en ingenieria mientras que con inventarios

grandes dichos cambios se podrian hacer hasta agotar los disefios

1 Ty . : - : upt . s m
Definicion obtenida del Glosario Logistico de la revista “Enfasis Logistico



Departamento Objetivo

anteriores.

Compras Quiere obtener los mejores precios de compra. Por ello prefiere
hacer pocos pedidos grandes en lugar de muchos pequefios.
Ademads esta interesado en constituir inventarios en prevencion de
alzas en los precios y escasez en el mercado.

Finanzas Desearia minimizar las formas de invertir en inventarios por el
costo de capital y los efectos negativos que tienen los inventarios

grandes en los costos.

Personal y Considera adecuada la creacidn de un inventario durante la
Relaciones época de baja demanda y estabilizar asi el nivel de empleados,
industriales evitando despidos y una fuente rotacion de personal.

1.3 Componentes de un sistema de inventarios

Los componentes de un sistema de inventarios son:
e Patrén de demanda

e Patrén de oferta

e Restricciones de operacidn

e Mecanismo de decisidn o politica de pedidos

e Costo total del inventario

A partir de estos componentes se puede decir que los inventarios se consideran como
amortiguadores entre el proceso de abastecimiento y la demanda. De esta forma se considera
el siguiente proceso, en donde por un lado se abastece de bienes y por otro se consumen estos

mismos.

PROCESO DE DEMANDA
ABASTECIMIENTO INVENTARIO
Contribuye con bienes al
inventario

Consumo del
inventario



Figura 2 Proceso de abastecimiento y consumo de la demanda

Los inventarios son necesarios debido a las diferencias en las tasas de los tiempos, entre el
abastecimiento y la demanda, esta diferencia se puede atribuir tanto a factores internos como
a factores externos. Los factores enddgenos son cuestiones de politica, pero los exdgenos son

incontrolables.

En la Figura 3 se presentan los factores internos mds recurrentes, entre los cuales se
encuentra el servicio al cliente, economias de escala y suavizamiento de la operacidn, estos
factores dependen de decisiones que se tomen por parte de los administradores o encargados

de los inventarios, produccion y ventas.

[ El inventario permite satisfacer de inmediato
Servicio a { la demanda, lo que trae como consecuencia una

. satisfaccion del cliente.
clientes

Existen ciertos costos fijos asociados con la
produccion y la compra, como pueden ser los
. 4 costos por preparacion y los costos por ordenar
Economias de ; '
Factores Internos respectivamente.
escala .

Se usa cuando la demanda varia con el

Suavizamiento de tiempo. El inventario acumulado en periodos de
L demanda baja, permite satisfacer cuando la
la operacion 9 demanda aumenta en otros periodos. De esta
forma el departamento de produccién opera a una
K L tasa constante.

Figura 3 Descripcion de los factores internos

En la Figura 4 se describen los factores externos.



Figura 4 La incertidumbre como factor externo

Una manera de evitar la incertidumbre, es mantener en inventario mas unidades de las
pronosticadas; esto disminuye la posibilidad de quedarse sin unidades en caso de que la
demanda real exceda a la demanda pronosticada; a este inventario adicional se conoce como
inventario de seguridad. El proceso de reabastecimiento es otra fuente de incertidumbre que
puede justificar mantener un inventario de seguridad. El tiempo de entrega se refiere al
tiempo que transcurre entre emitir una orden vy recibir el producto, en ocasiones este tiempo

es incierto, ya que puede que no se reciba la mercancia en la fecha planeada.

Para aplicar un modelo y una politica de gestién de inventarios es necesario hacer un
estudio de la variabilidad de la demanda, sin embargo, la demanda del mercado cada vez es
mas dificil de cuantificar y determinar de manera precisa, debido a que varia constantemente,

por lo tanto se considera necesario realizar un analisis de la demanda bajo incertidumbre.

La incertidumbre se origina por la falta de informacidn o datos histéricos insuficientes sobre
el comportamiento de la demanda. En el caso de demanda de un producto, la incertidumbre
se origina debido a que no se conoce con certeza la cantidad de unidades que demandara el
mercado, y por lo tanto la cantidad de unidades que se debe de producir. Cubrir
satisfactoriamente con la demanda es uno de los principales objetivos de las empresas. Pero
cada vez se vuelve mas complicado. Tomando en cuenta la importancia de la demanda para el
control de los inventarios y que se conoce con poca certeza su comportamiento, este trabajo

se enfocd en realizar un analisis a este parametro.

Realizar un andlisis bajo incertidumbre requiere de un mayor razonamiento, el aplicar
varios parametros bajo este entorno complica a un mas los célculos y la determinacién del

modelo como tal.



La mejor estrategia de inventarios es aquella que entiende y considera las caracteristicas de
la demanda de los productos y su complejidad. Finalmente, el fin del proceso de planeacién de
inventario debe ser, como el de la cadena de suministro, maximizar el servicio al cliente

optimizando los recursos y capacidades que la empresa dedica para ello.



1.4 Técnicas conocidas y utilizadas para el control de inventarios en
México

En el afio 2007 la empresa Corporate Resources Management (CRM), realizé un estudio en
la industria mexicana sobre las técnicas conocidas y utilizadas para el control del sistema de
inventarios de materias primas. CRM considerd empresas de diferentes sectores y ademas de

diferentes tamafios. Se obtuvieron los siguientes resultados:

e La técnica mas conocida es Punto de reorden para la planeacién de inventarios, esta
técnica es sencilla y tiene su utilidad en materiales que presentan una demanda
constante, sin embargo cada vez es mas complicado encontrar comportamientos de
este tipo en los mercados.

e El modelo de EOQ lo conocen 87.2 % de las empresas estudiadas, mientras que la
técnica MRP lo conocen el 78%, se puede concluir que en general las empresas a las
que se les aplicd este estudio tienen un conocimiento aceptable de las técnicas y
modelos que pueden utilizar, sin embargo lo importante de este estudio fue conocer
las técnicas y los modelos que las empresas utilizan para el control de los inventarios.

e La técnica mas usada es Punto de reorden seguida de EOQ con 76.9%, por otro lado la
técnica de Revision periddica es utilizada Unicamente por el 37.5%, mientras que, solo
un 58.5% ha hecho uso de la técnica MRP, técnica que requiere de un control en el
manejo de las variables de planeacion (prondstico, tiempo de entrega y tamafio de
lote) asi como llevar un control con los datos histéricos para ir actualizando la

informacion.

Sobre el mantenimiento de técnicas de planeacidén de inventarios, el estudio se enfocd a
cuestionar a las empresas sobre la frecuencia con la que revisan los parametros que usan para
la planeacién, una buena practica en estos tiempos es la revisiéon de los datos al menos cada
bimestre, sin embargo, el estudio permitid conocer que existen empresas que realizan sus
revisiones anualmente, otras en cambio por semestre. Y desgraciadamente existe un

porcentaje minimo que lo revisa bimestral o menos.

Con este estudio también se determind la frecuencia de uso; sobre este concepto se



analizaron dos perspectivas, la primera referente al porcentaje de las partes controladas por la

técnica y la segunda al porcentaje del monto total de inventario controladd por la técnica.

e Nuevamente Punto de reorden sigue controlado la mayor cantidad de los materiales,
mientras que, la Revisién periddica controla la menor cantidad de partes.

e Con relacidn al porcentaje del valor total del inventario controlado, la técnica MRP fue la
gue obtuvo un mayor porcentaje de control, lo que significa que los pocos que la usan
la utilizan para cuidar los productos de mayor valor en el inventario y dejan a las otras

técnicas el resto del control del material.

Del estudio anterior se puede concluir que una de las técnicas mas utilizadas es la
aplicacién de los modelos de Lote Econémico, ya que el 76.9 % de las empresas la utiliza.

Ademas este modelo controla del 10 al 25% de unidades.

En el caso del modelo de MRP, a pesar de ser una técnica que permite reducir los
inventarios y realizar una planeacion sobre la produccién, solo el 59% de las empresas la
utilizan, una de las razones es por la disciplina y mantenimiento tan frecuente que deben de
aplicar las empresas. Este modelo controla en unidades del 10 al 25%, sin embardo en el valor
total del inventario controlado equivale del 40 al 60%, lo que quiere decir que, a pesar de que
las empresas lo utilizan para controlar pocos productos, estos son los que mas impactan en

costos.

Por lo anterior, este proyecto de investigacion se enfoca a los modelos MRP y EOQ, el
primero por ser unos de los modelos mas eficientes para el control de los inventarios; mientras
que, los modelos de EOQ pertenecen a los modelos mas utilizados por las empresas y ademas

con mas vigencia de uso en la planificacidn de los inventarios.

La descripcidn de cada uno de estos modelos se presenta en el siguiente capitulo, donde se
describen las variables y parametros que involucran y consideran, se presenta ademas la forma
de determinar una politica dptima para los modelos de Lote Econdmico. Para el caso de MRP
se presenta el modelo de programacion lineal, mientras que, para lo modelos de EOQ se
describen las formulas que permiten obtener el tamano del pedido, el tamafio del periodo,

entre otros.



1.5 El problema de inventarios con datos inciertos

Gran parte del conocimiento con lo que los humanos razonan es inexacto o incierto en uno
u otro aspecto, por esta razén el ser humano ha tenido la necesidad de desarrollar varias
teorias que permiten la incorporacion de la incertidumbre. A continuacién se enlistan algunas

de estas teorias (Frost 1989).

e Teoria de la probabilidad
Esta teoria proporciona un medio para tratar el conocimiento que se refiere a acontecimientos
verdaderamente aleatorios. EIl empleo de la teoria de la probabilidad para tratar con
incertidumbre presenta varias desventajas, por mencionar algunas se tiene que:
— Es dificil obtener valores exactos para probabilidades a priori. En ocasiones solo se dispone
de estimaciones subjetivas.
— El valor de probabilidad Unico asignado a una hipétesis no indica nada acerca de su

precision.

e Teoria de la certidumbre
La teoria de la certidumbre fue desarrollada para utilizarse en sistemas expertos, como parte
de un intento para dar soluciéon a algunos problemas de la teoria de la probabilidad. Una
ventaja de utilizar esta teoria es, que permite manipular las estimaciones subjetivas tales que

los valores calculados son atractivos intuitivamente.

e Teoria de la evidencia Dempster/Schafer

En esta teoria hace una distincién entre incertidumbre e ignorancia. Es necesario especificar
“funciones de creencias” en lugar de probabilidades. Estd basada en la teoria de las

probabilidades, por esta razén presenta las mismas desventajas.

e (Calculo de la incidencia

El célculo de incidencias se basa en la teoria de la probabilidad en teoria de conjuntos. Es un

mecanismo para el razonamiento de la incertidumbre, que brinda soluciones aceptables.



e Teoria de la plausibilidad

La teoria de la plausibilidad proporciona lineas orientadas para razonar con conocimiento
obtenido a partir de fuentes que no son totalmente fiables. En particular, esta teoria permite
razonar con conjuntos inconsistentes de conocimiento obtenido a partir de fuentes

imperfectas.

e Teoria de los conjuntos borrosos

La teoria de los conjuntos borrosos, proporciona un medio para tratar con la incertidumbre, en
términos de la creacion de una funcién de membresia (detonacidon imprecisa). Zadeh ha
descrito como se puede utilizar la légica borrosa para superar problemas tales como:

equivalencias, disposiciones, etc.

La idea de incorporar la incertidumbre de los modelos matematicos aparece con Dantzing,

|II

conocido como “el padre de la programacion lineal”. Sin embargo, esta visién no ha sido
atractiva debido a los elevados requerimientos computacionales. Existe un gran numero de
enfoques en los que la incertidumbre puede ser formalizada, a continuacidon se presentan
algunos enfoques para tratar la incertidumbre en la planificacion de la produccién (Mula y

Poler, Models for production planning under uncertainty: A review 2006).

Programacion estocastica

Los modelos de programacion estocastica (PE) combinan el paradigma de la programacién
lineal con la formulacion de parametros aleatorios. La PE puede usar escenarios o
distribuciones de probabilidades para los pardmetros inciertos. Existen modelos de PE
basados en escenarios de demandas con ciertas probabilidades.

Escudero y Kamesan (1993)° presentan un modelo de PE para el problema del MRP
(Material Requirements Planning) con incertidumbre en la demanda. Escudero y otros (1993)
analizan diferentes enfoques para la planificacion de la produccion y la capacidad utilizando

PE.

2 Escudero, LF, Kamesan P, Wets RJB, (1993) Production Planning via Scenario Modeling, Annals of Operations
Research, 43, pp. 311-335.



Teoria de los conjuntos borrosos

La teoria de los Conjuntos Borrosos, hace una distincion entre aleatoriedad e imprecision.
Existen trabajos que presentan la formade palicar esta teoria a la toma de decisiones con
incertidumbre. Petrovic® menciona que la incertidumbre existente en algunos pardmetros necesarios para
la gestion de la cadena de suministro ha sido tratada principalmente como procesos

estocdsticos y descrita por distribuciones de probabilidad.

En estas situaciones, la incertidumbre de los pardmetros puede ser especificada basandose
en la experiencia y juicios subjetivos. Zimmermann (1996)* comento que, para expresar estas
descripciones aproximadas, los conjuntos difusos son muy utiles por su simplicidad conceptual
y computacional. Guiffrida y Nagi (1998)° realizan un estudio extensivo sobre la aplicacién de

la teoria de conjuntos difusos en el area de la gestion de la produccion.

Programacién Dinamica (PD).

La PD es un enfoque para la modelacidon, andlisis y resoluciéon de problemas de decision
dindmicos tanto en entornos deterministas como estocasticos. La principal diferencia entre
programacion dinamica y estocdstica estd en la estructura utilizada para formular ambos
modelos. En PD los conceptos de “estado del proceso” y “funciéon valor” juegan un rol central,

mientras que estos conceptos no son utilizados en programacién estocastica.

Modelos de simulacion.

Los modelos de simulacién aunque pueden representar una gran variedad de problemas,
no pueden ser usados efectivamente para optimizar un problema dado, sino mas bien para
evaluar una medida de desempefio. Existen problemas que, formulan un modelo de
programacion lineal y la incertidumbre es incorporada utilizando el modelo de simulacién de

Monte Carlo.

* petrovic D. (2001) Simulation of supply chain behavior and performance in an uncertain environment, International Journal
of production Economics, 71, 429-438.

* Zimmermann, H.J. (1996) Fuzzy Set Theory — and its Applications, #rd. Revised edition, Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht, MA.

> Guiffrida A. I., Nagi R. (1998) Fuzzy set Theory Applications in Production Management Research: A literature survey, Journal
of Intelligente Manufacturing, Vol. 9 (1), pp. 39-56.



CAPITULO DOS

2 SISTEMAS MRP Y EOQ PARA EL
MANEJO DE LOS INVENTARIOS

2.1 Planeacion de los Requerimientos de Material (MRP)

El modelo o la técnica MRP sirve cuando se tienen multiples productos, que mantienen una
estructura de varios niveles, el MRP ayuda a determinar la cantidad a ordenar y cuando

ordenar para cada articulo que forme parte de la relaciones de productos.

El MRP se ha utilizado principalmente cuando existe dependencia entre las demandas de
los articulos, la utilizacion de este modelo en el control de los inventarios permite disminuir los
niveles de inventarios pero ademas permite predecir los requerimientos de los materiales para

un horizonte de planeacidn.

La implementacién en las empresas requiere de informacién precisa y completa sobre los
siguientes puntos:
o Necesidades de los materiales.

e Planeacién de la produccién.

El contar con la informacién de los puntos anteriores implica que las empresas tengan
control sobre sus actividades, esto se ha convertido en una razén por la cual ciertas empresas

no utilicen este modelo.

Existen tres componentes que alimentan al MRP, estos son: el programa de produccién, el

archivo del estado legal del inventario y un archivo de lista de materiales.



Mientras que las salidas de informacién del MRP son:
e Los requerimientos para emitir la orden.
e Reprogramacion de las ordenes.

e Ordenes planeadas.

En seguida se presenta el modelo para un Sistema de MRP, primero se describen las
variables de decisidn, coeficientes tecnoldgicos y datos de entrada. Posteriormente se
presenta la funcién objetivo, que como ya se ha mencionado es una funcidn de costos que se

requiere minimizar, y por ultimo las restricciones del modelo.

2.1.1 Modelo de Programacion Lineal para MRP

El modelo que se presenta a continuacién fue propuesto por Mula (Mula, Poler y Garcia,
MRP with flexible constraints: A fuzzy mathematical programming approach 2006), no
obstante para los fines de este trabajo se han realizado modificaciones sobre el mismo. Como
se observara el modelo maneja restricciones de capacidad y de demanda, para esta ultima la
restriccion es un balance entre lo que se tiene, lo que se adeuda y lo que se requiere. Para la
restriccion de capacidad este modelo incluye costos por horas extras y por tiempo ocioso, sin
embargo esta restriccion puede no contemplar estos términos, si es que, la empresa que lo
aplicard no incurre en ellos o no se requieren analizar en el sistema. Por lo tanto la restriccion
de capacidad, quedaria definida Unicamente por el tiempo requerido para producir el articulo
o los articulos por la cantidad producida en un periodo, esto no sobrepasard la capacidad

disponible en ese periodo.
Variables de decision y parametros del modelo
indices

T Numero de periodos en el horizonte de planeacién (t=1,..,T)

I Numero de Productos (i=1, ..., )



R Conjunto de Recursos (r =1, ..., R)

Variables de decision

Pi Cantidad a producir del producto i en el periodo t
INVT; Inventario del producto i al final del periodo t
Rd;; Demanda retrasada del producto i al final del periodo t

Coeficientes de la funcion objetivo (costos)

cp;i Costo de producir una unidad del producto i

Cii Costo del inventario por cada unidad del producto i
crd; Costo por faltantes por unidad del producto i

ctocy Costo por tiempo ocioso del recurso r en el periodo t
ctexy Costo por tiempo extra del recurso r en el periodo t
Datos

dit Demanda del producto i en el periodo t

TS Tiempo de reabastecimiento del producto i

INVT;o Inventario del producto i en el periodo 0

Rdjo Faltantes en la demanda del producto i en el periodo 0
RP;; Recepciones programadas del producto i en el periodo t
Toc, Tiempo ocioso del recursorent

Texq Tiempo extra del recursorent

Coeficientes tecnoldgicos

AR;, Tiempo requerido del recurso r para producir una unidad del
producto i
CAP, Capacidad disponible del recurso r en el periodo t

Funcién Objetivo

Minimizar
R T

1T
z= Z (ep.p,, + ci INVT,, + crd,Rd,.)+ ZZ(CtGCrrTﬂcrr_'_ ctex, Tex,.)
i=1t=1 r=1t=1




Sujeto a:

Restriccion para cubrir la demanda

INVT,, , — Rd,,_y + D; s_r5;+ RP,, — INVT,, +Rd,, = d,,; ViVt

Restriccién de capacidad

Z AR, P, +Toc,, —Tex,, = CAF,.; Vr,¥vt

Cubrir con los retrasos en el ultimo periodo del horizonte

Rd,=0; Vi

Restriccion de no negatividad

Y. INVT, . Rd,  ,Toc. Tex, =10; Wi, W', Wt

Bk re !

Se observa que la funcién objetivo de este modelo incluye como primera parte, la
minimizacién de la suma de los costos, como son: los costos por producir por la cantidad que
se produce, los costos por inventario por la cantidad de material que se encuentra en
inventario y los costos por faltantes por los faltantes de cada articulo. En la segunda parte de la
funcién objetivo se minimiza la suma de los costos que se originan por tiempo extra y por

tiempo ocioso de los recursos.

Este modelo contiene una restriccion para cubrir la demanda, la cual es un balance entre lo
qgue entra, sale y se retiene del producto (i), durante un periodo de tiempo (t). La segunda
restriccion es necesaria para cuando la empresa tiene una capacidad limitada, ya que incluye la
capacidad de los recursos para producir, en el caso de que la empresa considere politicas de

tiempo extra se consideran dentro de esta restriccion.

Finalmente, se tienen una restriccién para cada producto (i), que permite, que en el dltimo

periodo se cubran con los retrasos. Por ultimo las restricciones de no negatividad (si es



necesario se pueden incluir restricciones para que las variables sean enteras).



2.2 Modelos de Lote Econémico (EOQ)

El modelo basico de EOQ fue propuesto por Wilson en 1934, es un modelo que calcula la
reposicidon del tamafo del pedido para un sistema de inventario para un determinado articulo

(Soodong y James 2000).

Los componentes en los modelos de Lote Econémico son los siguientes (Aguilar Semestre
2009-1):

e Demanda: se supone que la demanda de los articulos es conocida y constante.

Oferta: Es una parte controlada por el decisor y queda determinada por el tamafio del

pedido y nivel maximo de almacenamiento.

Restricciones de Operacion: dependen de cada modelo, por ejemplo el déficit en la

demanda.

Politicas de Pedidos: son los valores calculados que se les asigna a las variables

involucradas en cada modelo.

Costo de Inventario: El costo de inventario es un costo total, que involucra el costo por

ordenar, costo por inventario, costo por déficit y costo de compra o produccion.

El costo promedio CP(Q), depende de la cantidad de pedidos que se realicen Q (tamafio del
pedido) para cubrir la demanda y de la cantidad de unidades que se almacenen. En la siguiente

figura se observa que CP(Q) es una funcién convexa.



Figura 5 Grafica del costo promedio en un modelo de EOQ

En Q* los valores de los costos por mantener en inventario y por ordenar son los mismos,

como se muestra en la Figura 5.

Los modelos de lote econdmico son modelos que consideran una demanda determinista,
en donde es requerida una revision periddica. Existen cuatro tipos de modelos de lote

econdmico, que se diferencian por la produccion y los faltantes que permiten:

1. Modelo sin produccién y sin déficit
2. Modelo con produccién y sin déficit
3. Modelo sin produccion y con déficit

4. Modelo con produccion y con déficit

A continuacién se presenta cada modelo de EOQ por separado, se describen las variables y
los supuestos que aplica para cada modelo, asi como la determinacién de una politica dptima
de inventario, es decir, cuanto y cuando ordenar, complementando la informacion se presenta

la grafica que describe el nivel de almacenamiento a través del tiempo.



Los modelos que se presentan en este capitulo se utilizardn posteriormente en el Capitulo 5
para aplicar la Teoria de Conjuntos Borrosos, en donde se muestran las modificaciones que
implica considerar la demanda como un parametro incierto, un ejemplo numérico, el cual se
resuelve de manera clasica e incluyendo la demanda como un nimero borroso. Finalmente se

realizaran comparaciones entre los modelos originales y los modificados.

Modelo sin Produccion y sin Déficit

El modelo de lote econdmico sin produccién y sin déficit, es el modelo con el cual, cualquier
empresa que se encuentra en un proceso inicial y que por consiguiente no cuenta con datos
histéricos. El uso de este modelo permite generar informacién que se puede utilizar

posteriormente como datos histdricos.

Variables de decision y parametros del modelo

d Demanda del articulo (No. de articulos por unidad de tiempo)
Q Tamafio del pedido (No. de articulos)

T Tamafio del periodo (Tiempo)

h Costo por almacenar (u.m. por articulo por unidad de tiempo)
c Costo por comprar (u.m. por articulo)

k Costo por ordenar (u.m por pedido)

u.m. =unidad monetaria

Supuestos del modelo

e Lademanda de articulos es una constante conocida y positiva.
e El tiempo de entrega de los pedidos es cero, es decir cualquier pedido que se haga se
recibe inmediatamente.

e Los costos involucrados son conocidos.



Comportamiento del nivel del inventario

El comportamiento del inventario para un modelo de Lote Econdmico sin produccion y sin

déficit, se presenta en la Figura 6.

MNivel de Almacenamiento
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Figura 6 Comportamiento del modelo sin produccién y sin déficit

El nimero de articulos que se deben de ordenar esta definido por Q*, y se obtiene de la
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El tamafio del periodo de tiempo T, es igual a:

siguiente manera:
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El costo promedio asociado a la politica 6ptima de pedido es:

CP(Q") = /2hkd + cd



Modelo con Produccién y sin Déficit

El modelo de Lote Econdmico con produccidn y sin déficit, se utiliza cuando la empresa

produce una determinada cantidad de productos, este modelo considera dos periodos de

tiempo, el primero considera que se tiene produccién y en el segundo se satisface la demanda.

No admite faltantes.

Variables de decision y parametros del modelo

d Demanda del articulo (No. de articulos por unidad de tiempo)
q Articulos producidos (No. de articulos por unidad de tiempo)
Q Tamafio del pedido (No. de articulos)

S Nivel maximo de almacenamiento (No. de articulos)

T Tamafio del periodo (unidades de tiempo)

T1 Periodo de entrega o produccién (unidades de tiempo)

T2 Periodo que cubre la demanda (unidades de tiempo)

h Costo por almacenar (u.m. por articulo, por unidad de tiempo)
c Costo por comprar (u.m. por articulo)

k Costo por ordenar o producir (u.m.)

Supuestos del modelo

La demanda de articulos es una constante conocida y positiva.
El tiempo de entrega de los pedidos es cero, es decir cualquier pedido que se haga se
recibe inmediatamente.
Los costos involucrados son conocidos.
La cantidad que se produce es conocida y ademas con la finalidad de evitar faltantes, se
considera que la produccién es mayor que la demanda.
El tamafio del periodo es T, y se divide en 2 periodos:
T1. Tiempo durante el cual existe produccidn de articulos
T2. Tiempo durante el cual no se produce, se cubre la demanda con los articulos que

se tienen en inventario.



Comportamiento del nivel del inventario

El comportamiento del inventario para un modelo de Lote Econémico con produccién y sin

déficit, se presenta en la Figura 7.

Figura 7 Modelo con produccién sin déficit
La soluciéon 6ptima se determina por las siguientes ecuaciones, las cuales permiten conocer
el tamafio del pedido y del periodo, el nivel maximo de inventario, asi como el costo promedio

del inventario.

e Tamaiio del pedido
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¢ Nivel maximo de inventario
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e Costo promedio

cr(o’)= | 2}{1— ijd +cd

Donde T se compone de dos periodos, no necesariamente iguales. La determinacién de
estos periodos implica conocer la cantidad que se produce (q), asi como la demanda. A
continuacién se presentan las ecuaciones que determinan los valores de T, y T, en una politica

de inventarios con produccidony que no permite faltantes.
T = 2kd 1
Ik \glg—d)
T, = F q-d
'hd | q

Modelo sin Produccion y con Déficit

Este modelo considera lo descrito en el modelo bdsico de Lote Econdmico sin produccién y

sin déficit, permitiendo faltantes, por lo tanto se tendrd un costos por los mismos.

Variables de decision y parametros del modelo

d Demanda del articulo (No. de articulos por unidad de tiempo)
Q Tamafio del pedido (No. de articulos)

S Nivel maximo de almacenamiento (No. de articulos)

S Nivel maximo de déficit (No. de articulos)

T Tamafio del periodo (unidades de tiempo)



T1 Produccidn y déficit (unidades de tiempo)

T2 Demanda y déficit (unidades de tiempo)

h Costo por almacenar (u.m. por articulo, por unidad de tiempo)
Costo por comprar (u.m. por articulo)

k Costo por ordenar (u.m.)

p Costo por faltantes (u.m. por articulo, por unidad de tiempo)

Supuestos del modelo

e Lademanda de articulos es una constante conocida y positiva.
e Eltiempo de entrega de los pedidos es cero, es decir cualquier pedido que se haga se
recibe inmediatamente.
e Los costos involucrados son conocidos.
e Eltamanio del periodo es T, y se divide en 2 periodos (no necesariamente iguales):
T1. Tiempo durante el cual se tienen articulos en inventario y se cubre la demanda.

T2. Tiempo durante el cual existe déficit del articulo.

Comportamiento del nivel del inventario

El comportamiento del inventario para un modelo de Lote Econdmico con produccién y con

déficit, se presenta en la Figura 8.
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Figura 8 Modelo sin produccién con déficit




La solucién dptima se determinara por las siguientes ecuaciones, las cuales determinan el
tamafio y tamafio del periodo, el nivel maximo de inventario, asi como el nivel maximo de

faltantes, por ultimo se presentan el costo promedio del inventario, respectivamente.

e Tamaiio del pedido
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Debido a que T se compone de dos periodos. La determinacion de estos periodos implica
conocer el nivel maximo de almacenamiento y el nivel maximo de faltantes, a continuacion se
presentan las ecuaciones que determinan los valores de T, (en funcién del nivel de
almacenamiento) y T, (en funcidn del nivel de faltantes) en una politica de inventarios que

permite faltantes.



Modelo con Produccion y con Déficit

En la actualidad la mayoria de las pequenas empresas, cuentan con un plan de

produccioén, el cual les permite conocer la cantidad de productos que se elaboran a lo largo

de un periodo de tiempo. Ademas, considerando que se permiten tener faltantes, y que

por lo tanto no se cubrird toda la demanda (el déficit de articulos implica un costo), el

modelo que permite determinar la cantidad a ordenar y cuando hacerlo, es el modelo de

Lote Econdmico con la variacién de que considera produccidn y déficit. A continuacién se

presenta una descripcion detallada de los parametros, variables del modelo.

Variables de decision y parametros del modelo

- v un O « o

T
T;
T3

Demanda del articulo (No. de articulos por unidad de tiempo)
Articulos producidos (No. de articulos por unidad de tiempo)
Tamaiio del pedido (No. de articulos)

Nivel maximo de almacenamiento (No. de articulos)

Nivel maximo de déficit (No. de articulos)

Tamafio del periodo (unidades de tiempo)

Produccion y déficit (unidades de tiempo)

Produccion e inventario (unidades de tiempo)

Inventario y demanda (unidades de tiempo)

Demanda y déficit (unidades de tiempo)

Costo por almacenar (u.m. por articulo, por unidad de tiempo)
Costo por comprar (u.m. por articulo)

Costo por ordenar (u.m.)

Costo por faltantes (u.m. por articulo, por unidad de tiempo)



Supuestos del modelo

e Lademanda de articulos es una constante conocida y positiva.
e Eltiempo de entrega de los pedidos es cero, es decir cualquier pedido que se haga se
recibe inmediatamente.
e Los costos involucrados son conocidos.
e La cantidad que se produce es conocida y ademas con la finalidad de evitar faltantes, se
considera que la produccidn es mayor que la demanda.
e Eltamanio del periodo es T, y se divide en 4 periodos (no necesariamente iguales):
T1. Tiempo durante el cual existe produccién de articulos y déficit.
T2. Tiempo durante el cual existe produccion y articulos en existencia.
T3. Tiempo durante el cual no se produce (articulos en inventario) y se cubre la
demanda.

T4. Tiempo durante el cual existe déficit y demanda del articulo.

Comportamiento del nivel del inventario

El comportamiento del inventario para un modelo de Lote Econdmico con produccién y con

déficit, se presenta en la Figura 9, en donde se puede ver lo siguiente:

e Eltamafio del pedido (Q), es igual a:

Q=5+s+ AQ

¢ Eltamanio del periodo (T), como se menciono anteriormente se divide en 4 periodos, de

T, a T4, por lo tanto la suma de los 4 periodos define a T.

T:T1+Tz+ T3+T4

e El 4drea de almacenamiento se define, por una altura del tamafio de S y por una base

que involucra a los periodos Tz y T'3.



e Mientras que el area de faltantes o déficit por una altura del tamafo de s y una base que

involucra a los tiempos Ty y Ta.

Nivel de
Almacenamiento

A

Areade
almacenamiento
(s

Area de déficit
{s)

Figura 9 Comportamiento del nivel del inventario
La determinacion de las variables se describe a continuacion.

El costo total de inventario, por unidad de tiempo es igual a:

T, + Ta n+n%

CT =k + +h0l——05+ (
@ 2 P\

El tamafio del pedido T, de define como

_9
T_d

Porlotanto @ =Td

El costo promedio esta en funcidon de Q, Sy s, se define como:






Sustituyendo el valor de CT en la ecuacidn anterior, se tiene lo siguiente:

k+ cQ+h(T2; T3)5'+p #)3

T

CP =

Para los periodos Ti, se determina su valor, tomando en cuenta el comportamiento del nivel

del almacenamiento.

T 4T — 5 +3_ =g _ 5

VUt (g-d) 4 d(g—d) d(i_é)
q

T,+ Ty = > +5— oL >

2T T (g-d)  d

d(q_d}z ti('l— %)

Sustituyendo el valor de T por Q/d y tomando en cuenta los valoresde T3 + Ta y T2 + T3

en funcién de Sy s, se tiene lo siguiente:

C‘P(Q}=E+cd+h > +p 5—‘d
20(1-)

AR TP

El nivel de almacenamiento y el nivel de déficit determinan el nivel éptimo de Q*, estos se

calculan de la siguiente manera:

S+5=d(T3+T,) =(g—d)(Ty +T2)

PeroQ=dT

de(Tl'i‘Tz‘i‘Ta +T43|




Reordenando se tiene que

Q=d(f +T)+d (T +Ts)

Sustituyendo los valores de Ti

Q= +d

ol
a(1-9)

Lo que es igual a:

5 )
Q: d

-9 (-9

a(1-3)

La solucidn 6ptima se determina por las ecuaciones siguientes, las cuales determinan el

tamafio del pedido, el nivel maximo de inventario, asi como el nivel de faltantes

respectivamente.
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En el siguiente capitulo se presenta la informacién requerida para definir la demanda como
un numero borroso, debido a que es un parametro que en la actualidad se encuentra bajo
incertidumbre. Es necesario tener los conocimientos basicos sobre la Teoria de Conjuntos
Borrosos, por esta razén la informacién que se presenta se puede complementar
profundizando con la bibliografia a la que se hace referencia y ademds consultando el

apéndice sobre las operaciones basicas y algebraicas con nimeros borrosos.



CAPITULO TRES

3 CONJUNTOS BORROSOS PARA
DEFINIR PARAMETROS BAJO
INCERTIDUMBRE

La teoria de los Conjuntos Borrosos es, de hecho un paso hacia un acercamiento entre
la precision de las matemdticas cldsicas y la sutil imprecision del mundo real, un
acercamiento nacido de la incesante busqueda humana por lograr una mejor
comprension de los procesos mentales y del conocimiento.

L. A. Zadeh

Berkeley, California, mayo de 1972 L. A. Zadeh

3.1 Nomenclatura

A Conjunto o subconjunto cldsico
A Conjunto o subconjunto borroso
= Pertenece a

€ No pertenece a

- Subconjunto de

c Subconjunto de o igual a

U Unidén

n Interseccién

A Complemento del conjunto A

i

Complemento del conjunto borroso A

¢ Conjunto vacio



Vx

pi=(x)

Cuantificador universal (para todo x)

Funcién de membresia del elemento x al subconjunto

borrosos A
Subconjunto ordinario del nivel & de un subconjunto

borroso 4




3.2 Introduccién

Los sistemas son generalmente estudiados y formulados por métodos cuantitativos. En
Investigacion de Operaciones la formulacién de un problema es lo que permite aplicar
posteriormente un algoritmo o una heuristica para resolverlo. Sin embargo, generalmente la
formulacion del modelo se hace de forma precisa, esto se puede observar en la construccién
de la funcién objetivo y las restricciones; ya que los nimeros y operadores estan definidos por
numeros reales o por un operador clasico, respectivamente. En otras palabras los coeficientes
de la funcién objetivo, los coeficientes tecnoldgicos de las restricciones o los lados derechos de

las mismas son nimeros que se encuentran en el conjunto de los nimeros reales.

En 1965 el Dr. Zadeh publicé un articulo titulado “Fuzzy Sets” (L. A. Zadeh 1965), en este
articulo describié por medio de las matematicas cldsicas de conjuntos, como trabajar
matemadticamente con expresiones imprecisas, tal y como lo hacemos los seres humanos. Por

esta razon al Dr. Zadeh se le conoce como padre de la Teoria de Conjuntos Borrosos.

La Teoria de Conjuntos Borrosos o difusos nace de la necesidad de estudiar sistemas que se
adecuan mas a la realidad, sistemas que se puedan describir o formular de forma matematica
pero en donde uno o varios parametros se encuentran representados por niumeros difusos.
Por ejemplo, en el problema de inventarios el valor de la demanda de cierto producto, es un
valor incierto, ya que no se conoce con seguridad su valor para periodos posteriores, pero
posiblemente se conoce el comportamiento que ha tenido durante los periodos transcurridos.
Con los datos histdricos disponibles se puede representar la demanda como un nimero difuso,
mediante la construccion de la funcion de membresia. El numero difuso representa la

imprecision que se puede encontrar en la realidad.

Los Conjuntos Borrosos permiten que se puedan estudiar sistemas aplicando matematicas
clasicas y ademas admite que el planteamiento y la solucidén representen mas a la realidad en
donde se desarrolla el sistema que se estudia. La modificacién de los modelos clasicos a

modelos que permiten lo borroso, proporcionan resultados mas reales.




Un fundamento en el que se basa la teoria de conjuntos difusos es el Principio de
incompatibilidad, el cual menciona que en la medida en que crece la complejidad de un
sistema, en esa misma medida disminuye nuestra capacidad para hacernos precisos y aun
significativos enunciados acerca de su conducta hasta alcanzar un umbral, mas alla del cual la
precision y la significacion resultan casi siempre, caracteristicas mutuamente excluyentes(L.

Zadeh 1975).

Definiciones elementales

El término fuzzy es traducido al espafiol por difuso o borroso. Dicho término fue utilizado
por L. A. Zadeh para designar una categoria en el ambito de las Matemadticas, y mas en

concreto en una de sus ramas: la Teoria de Conjuntos(Velarde Lombrafia 1996).

Conjunto Clasico (Crisp Set)

Un conjunto cldsico estd definido como una coleccién de objetos o elementos con
caracteristicas bien definidas que lo hacen pertenecer o no pertenecer al conjunto. Los
Conjuntos se representan por letras mayusculas (A, B, C,..etc.) y a los elementos que

conforman al conjunto por letras minusculas (a, b, c,...etc.).

Los conjuntos cldsicos se expresan de diversas maneras:
e En forma de lista, esto es listando todos los elementos que forman parte del conjunto
e Por una condicién, y
e Definiendo la pertenencia y no pertenencia por medio de la funcidn caracteristica. Para
el caso de los conjuntos clasicos, esta funcién toma valores de 0 si el elemento no

pertenece al conjunto y de 1 si el elemento pertenece.

A continuacion se presentan, cuatro ejemplos de conjuntos que se definen de diferente

forma.

A=1{2,4, 6}



B={4, 6,8, 10}
S={x | x*-6x+1123}
A={(1,0), (2,1), (3,0),(4,1), (5,0), (6,1)}°

Conjunto Borroso (Fuzzy Set)

Un conjunto borroso es la generalizacidon de un conjunto clasico y la funcién de membresia
es la generalizacion de la funcidn caracteristica. La definicién formal de un conjunto borroso es

la siguiente:

Sea E un conjunto enumerable o no, y x un elemento de E; entonces, un “subconjunto

borroso” A de E es un conjunto de pares ordenados:

(x|ui(x))}, vx €E

Donde 15(x) es la funcién caracteristica de membresia de x en A. Asi, si 1t;(x) toma sus

valores en un conjunto M llamado “conjunto de membresia”. Se puede decir que x toma sus

valores de M mediante la funcién 5 (x).

Ejemplo
Sea E el conjunto borroso finito de los diez nimeros enteros:

E =1{0123,45#6,789}

Y el subconjunto borroso A que contiene a los primeros 6 numeros de E de la forma

siguiente:

6 El primer valor dentro del paréntesis representa al elemento, mientras que el segundo valor representa el
valor de la funcién caracteristica.



A ={(0,0),(1,0.2),(2,0.3),(3,1),(4,0.8),(5,0.5)}

Donde los i {x) estan dadas subjetivamente.

Observando el conjunto borroso anterior se puede mencionar las siguientes caracteristicas:
el nimero 3 pertenece completamente al conjunto (el valor de la funcion de membresia es 1)
mientras que, el nimero 0 no pertenece al conjunto A. Los niUmeros restantes pertenecen al
conjunto con diferentes grados, por ejemplo el nimero 4 pertenece con un grado de 0.8,
mientras que el nimero 1 pertenece con grado de 0.2, por lo tanto se concluye que estos dos
numeros pertenecen al conjunto, sin embargo, el nimero 4 pertenece con mayor grado que el
numero 1.

Subconjunto ordinario de nivel o

Sea @ € [0,1], se llamara “Subconjunto ordinario de nivel a” de un subconjunto borroso ﬁ,

al subconjunto ordinario:

Ag=xlpui(x) = a)

Ejemplo

Sea:

A= {(11: 5-2}1 (XQJ 0-53‘1 (xgjﬂ.ﬁ}, (xapil (15; ﬂ-?l (XE.J 0-4}1 (x?JG.Z}}

Se tiene que el subconjunto ordinario de nivel a = 0.6 es el siguiente:

A= {(xll ﬂ}.l {xﬂi ﬂ}.l (xa-'-l}.l (.'X-'.;J 1}1 (xE.J 1}1 (xE.J G}J (.'X-'-;.rj ﬂ}}

Se observa que X3, X4y X5 pertenecen al conjunto de nivel a = 0.6.

En la Figura 10 se muestra la grafica del ejemplo anterior, donde se observa el
comportamiento de la funcién de membresia para cada elemento y ademds con una linea

punteada se presenta el nivel a, observando la grafica se puede determinar los elementos que



estan dentro del subconjunto ordinario a este nivel.

uix)
1

0.9 e
0.8
0.7
0.6

0.5
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0.3 ~

0.2

Figura 10 Subconjunto ordinario

Se puede observar que, si el valor del nivel a decrece el nimero de elementos que forman

el conjunto de ese nivel a aumenta. Considerando esto se tiene que:

siay < ap entonces A, T Ag,

Subconjunto ordinario de corte o

Sea & € [0,1], se llamara “Subconjunto ordinario de corte a” de un subconjunto borroso A

al subconjunto ordinario:
Ag={xlpi(x) > a}
La diferencia entre el nivel a y el corte a, consiste en que la desigualdad en el corte a es

estrictamente mayor.

Del ejemplo anterior se puede calcular el subconjunto ordinario de corte a = 0.5, el
resultado se muestra a continuacion.

|Iﬂ:: 0.E = {(xll ﬂ}_, (XZJ ﬂ}.l (xﬂl 1}1 (—x 4 1}1 {XEJ 13': (prJ ﬂ}.l (x T ﬂ}}



Soporte de un subconjunto borroso

Se llama soporte de un subconjunto borroso AdeE al conjunto que contiene todos los

elementos cuya funcion de membresia es no nula. Se define como el conjunto S(A) dado por

S(A)={x eE:pui(x) =0}

En otras se palabras, se tiene que

x €E5(A)= pix)=0

Por lo tanto, si 15 (x) es constante sobre S{4), entonces A es no borroso.

En la Figura 11 se muestra el soporte de un conjunto borroso, para este ejemplo el soporte

estd definido por el intervalo [a, d].

uix)

0.8 -

0.4 A

0.2

a b C d X

Figura 11. Soporte del subconjunto borroso

Convexidad

Un subconjunto borroso A de R es convexo si y solo si para todo a € [0, 1] todo a-corte es

un intervalo cerrado de R. Un subconjunto convexo (Tanaka 1997) también puede definirse



como:
A es convexo si y s6lo si
pi@xy+ (1—xy) = Min (ug (xy), pg (x2))

Vx,x; € Ev Ae[0,1]

En las Figura 12 y Figura 13 se muestra un conjunto borroso convexo y no convexo,
respectivamente. Se puede notar que el conjunto convexo esta definido por un Unico intervalo

o de corte; mientras que, el conjunto no convexo tiene un corte a, definido por dos intervalos.

Figura 12 Conjunto convexo



K1ix)

corte a corte a

Figura 13 Conjunto no convexo

Normalizacion de un conjunto borroso

Un conjunto borroso A es normal siy sélo si:

Sup, pi(x)=1

En la Figura 12 el conjunto borroso es normal, ya que su funcién de membresia es igual a 1.
El conjunto es normal si se tiene por lo menos un elemento con funcion de membresia con

valor de 1.

Un conjunto que no es normal se le conoce como conjunto subnormal. Este conjunto se
puede normalizar, si se toma como referencia el maximo valor de la funcion de membresia y

todos los elementos se dividen entre este valor.

En la Figura 14 se presenta un conjunto borroso subnormal, en donde el factor es el
siguiente:

Sup, pi(x) =08



Para normalizarlo es necesario dividir cada i 3{x) entre 0.8.

H(x)

0.8 A

0.4 A

0.2 -

Figura 14. Ejemplo de un subconjunto borroso subnormal

En la figura siguiente se presenta la grafica del subconjunto normalizado, en donde se

puede observar que el maximo valor de la funcién de membresia es 1.

uix) 1 -

0.6 -

0.4 -

0.2 A

o

o

(g}
>

Figura 15 Conjunto normalizado



3.3 Funciones de Membresia

La funcién de membresia es uno de los elementos mds importantes en los conjuntos
difusos; en el Apéndice A se presentan las operaciones basicas y algebraicas en donde se
observa que estas operaciones se llevan a cabo por medio del valor de la funciéon de
membresia que cada elemento posea. En todos los enfoques de modelado basados en la
Teoria de Conjuntos Borrosos, es necesario definir la funcién de membresia que caracteriza a
los nimeros fuzzy o los subconjuntos difusos que representan la posible incertidumbre
presente en el problema particular (Mula y E., Aplicaciones de la Teoria de Conjuntos Difusos

en la planificacion de la produccion: Un Estudio de la Literatura 2004).

En la Teoria de Conjuntos Borrosos, un conjunto borroso es una clase de objetos, en donde
un elemento pertenece al conjunto con cierto grado y no de manera absoluta. Se dice que

cada elemento pertenece con cierto grado de membresia entre el intervalo [0, 1].

La forma analitica de funciones de membresia de los conjuntos cldsicos y los borrosos, se
diferencia por el hecho de que en el caso de los conjuntos clasicos los valores solo pueden ser
0 o0 1, es decir, el elemento pertenece o no pertenece al conjunto. Mientras que, en el caso de
los Conjuntos Borrosos la funcién de membresia puede tomar valores entre O y 1, por ejemplo

0.2,0.5,0.7, etc.

La forma analitica de la funcidn de membresia de un conjunto clasico es:

1, s5ixe A
palx) = {{], six €4

Para un conjunto borroso es de la forma siguiente:

pi(x):U = [0,1]

Si el elemento que pertenece al conjunto difuso tiene un grado de membresia de 1,



significa que el elemento pertenece completamente al conjunto, si el grado de pertenencia es
cero, ese elemento no pertenece al conjunto (generalmente no se incluyen elementos si su
grado de pertenencia es cero). Entre mas cercano sea el grado de pertenencia al valor 1,
significa que este elemento tiene mayor compatibilidad al conjunto. El intervalo [0, 1] puede

ser especificado con otros valores, pero debido a la practicidad es recomendable utilizar

valores entre Oy 1.

Clasificacion

Existen diferentes clasificaciones y caracteristicas de la funcion de membresia, a

continuacién se presentan la clasificacion desarrollada por Lai y Hwang (Lai y y Hwang 1992), la

cual consiste en agruparlas en 4 categorias como se muestra en la Tabla 2.

Tabla 2. Clasificacion de las funciones de membresia

Categoria

Ejemplos

Funciones de pertenencia basadas
en representaciones heuristicas.

Funcién unimodal de Zadeh

Funciéon de potencia de Dimitriu y Luban

Funciones de pertenencia basadas
en inquietudes exactas respecto a un
problema.

Funcion lineal de Zimmermann

Funcidn triangular de Tanaka

Funcion lineal de Hanna

Funciones de pertenencia basadas
en demandas mas tedricas.

Funcién de Trussel

Funcién de Suarovski

Funciones de pertenencia como
modelos de los conceptos humanos.

Funcién de Hersh

Funcién de Zimmermann




Ejemplos

Existen diferentes tipos de funcién de membresia que pueden ser utilizadas, a continuacion

se presentan las mds recomendables (Martin Armario 1982).
e Funcién de membresia simple, que corresponde al conjunto ordinario:

lpara 0 =x=k
() = {CI para x =k

e Funcion de membresia escalonada

pwlx)=1para 0= x < k,

plx)=a <1 para ky = x < ky

;u(x]:(] para x = k,,

e Funcion de membresia lineal

e Otros tipos

Se puede utilizar cualquier tipo de funcién para modelar el grado de pertenencia de los
elementos de un subconjunto borroso, sin embargo, es importante considerar que

dependiendo del tipo de funcién utilizada la complejidad para solucionar el modelo puede



aumentar considerablemente.



Criterios para la seleccion

Existen varios criterios que pueden ser usados para la seleccién de la funcidon de

membresia. A continuacién se presentan en la Tabla 3 los recomendados (Azorin 1979).

Tabla 3. Criterios de seleccidon para la funcién de membresia

Criterio individual

Los grados de pertenencia de los elementos del
subconjunto borroso son definidos de forma

subjetiva por la persona que realiza el estudio.

Criterios Colectivos

Consiste en tomar una muestra .u.(x} para cada

elemento, a diferentes personas involucradas vy
relacionadas con el pardmetro que representa al
subconjunto borroso, se obtiene un promedio
tomando en cuenta el peso relativo de cada

participante.

Procedimientos

experimentales

Por medio de experimentos fisicos se obtiene

el valor de .14!-":1’3'-

Procedimiento analitico

Es necesario que se utilicen modelos que de
forma analitica permitan definir la funcién de

membresia.




3.4 Numeros Borrosos

El nimero difuso se puede definir en cualquier campo referencial ordenado, por mencionar

algunos se tienen: los niUmeros reales, reales positivos, enteros o los nimeros naturales.

Se define un numero borroso (Fuzzy Number) 4, como un subconjunto borroso de los

numeros reales. Los numeros borrosos verifican las siguientes propiedades:

1. Normalidad
Sup uz (x)=1

2. Nivel a

Ya € [0,1] el conjunto, A, = {x € E: u,(x) = a}, escompactc

3. Convexidad

Va,f € [0,1]cona > f setieneque 4, © .{g

Los numeros reales y los intervalos de numeros reales pueden tratarse como casos

particulares de numeros borrosos (Lazzari y Machado 1998). El intervalo [2, 8] puede

expresarse de la siguiente manera:

Yr E R:
0 si x=<2
plx) = 41 si 2= x=8
0 si x>8

Graficamente, se tiene lo siguiente:



1]

Figura 16 Intervalo [2, 8]

Los numeros borrosos que se utilizaran para los modelos de inventarios, son los nimeros

borrosos que incluyen a los nimeros e intervalos definidos sobre los nimeros reales.

Representacion de los nimeros borrosos

Un ndmero borroso se puede representar de dos maneras(Kaufmann y Gil 1987):

1. Para el nivel a se le asigna el intervalo de confianza:

Ya € [0,1]
A, = [ﬂiﬂ'}J agﬂ]

2. Asignar p(x), 1a funcion que representa los niveles del nimero borroso para cada valor
de x € R (eventualmente que pertenece a Z), para este caso hay que definir la funcién

tanto a la izquierda como a la derecha.

A continuacion se presenta un ejemplo en donde se muestra como a partir de una funcién

de membresia dada se obtienen los intervalos de nivel a (Lazzari y Machado 1998).



Dado un nimero borroso 4, cuya funcién de membresia es:

Yy € R:
( 0 six -2
xr+2 )
£ si-2=x= 3
palx) =4
-x+5
2 sid=x=5
. 0 six =5

En la siguiente figura se muestra de manera grafica la funcidn de membresia para el

numero borroso A.

12 4

b 4

-2 -1 0 1 2 3 4 5

[=2]

Figura 17 Representacion de la funcion de membresia del nimero borroso A

El procedimiento para obtener los a-cortes para cada nivel de a, es tomar a en lugar de p,
considerando la funcién inversa, tanto del lado izquierdo como del lado derecho. De esta

forma se obtendra a; (&) y a;(@) respectivamente. Para el ejemplo anterior se obtiene de la

siguiente manera.




Para el lado izquierdo se tendria:

_x+2
*="3

Se=x+2
S —2=x

2, (@) =5a — 2

Del mismo modo, para el lado derecho se obtiene a;{x)

_-x+5
=72
2ao=-x+5
2o+ 5=x

a (o) = -2 +5

De esta forma, la representacion de este nimero borroso, en funcién de los a-cortes es la
siguiente:

A,=[Ba-2, -2a+ 5]

De esta representacion se puede conocer rapidamente, que si a =0 entonces Ay = [-2, 5],
en cambio cuando a =1 entonces 4y = [3, 3], de Ia figura anterior se observa que estos valores

representan los valores de x cuando pu=0vy 1.

La funcién de membresia y los a-cortes, son representaciones que nos permiten conocer a
una primera instancia informacién sobre el nUmero borroso, ademas como se puede ver, es
facil pasar de una representacién a otra. En el capitulo sobre los modelos de inventarios de
EOQ considerando la demanda un nimero borroso, se realizan los calculos utilizando los a-

cortes.



3.4.1 Numeros Borrosos Triangulares

El nimero borroso triangular es aquel nimero borroso real y continuo, tal que su funcidn
de membresia determina con el eje de las abscisas un triangulo. Por consiguiente, esta
formado por tres nimeros reales. Su funcion de membresia es lineal a izquierda y a derecha.
Existe un elemento Unico que pertenece completamente al nimero borroso. De tal forma que

el nimero borroso triangular (NBT) queda determinado de la siguiente manera:

NBT 4 = (ay,as,a3), en donde

I
&

(3]

@21, significa el valor mds pequefio posible que puede tomar ese pardmetro incierto.
@23, significa el valor mas posible que puede tomar ese parametro incierto.

i3, significa el valor mds grande posible que puede tomar ese parametro incierto.

La definicion de manera formal del nimero borroso triangular es la siguiente:

Se define un nimero borroso triangular 4 € IR como aquel subconjunto borroso de R con

funcién de membresia 1 4(x) dada por

r 0 .
SI X <<y
X—ay .
a;— 4y Sladq =X= dq
palx) = 4
- x+ag
Q3— @ sig; =X= aj
v 0 sl x > ag

De forma gréfica el NBT se tiene lo siguiente:



Figura 18 Numero borroso triangular (NBT)

Por lo tanto, por cada valor del NBT que se incrementa de @3- @3, su funcion de membresia
aumenta linealmente de 0 a 1, mientras que, si el valor de NBT se incrementa de @3- @23, su

funcién de membresia disminuye linealmente de 1 a 0.

3.4.2 Numeros Borrosos Trapezoidales

El nimero borroso trapezoidal es aquel nimero borroso real y continuo. Estd formado por
cuatro numeros reales. Su funcion de membresia es lineal a izquierda y a derecha. Existe un
intervalo de numeros reales, los cuales pertenecen completamente al nimero borroso. De tal

forma que el nimero borroso trapezoidal (NBTr) queda determinado de la siguiente manera:

NBTr 4 = {aiJag, agJa‘;], en donde

a1 = g = Az = g

i11, significa el valor mds pequefio posible que puede tomar ese parametro incierto.



@z — @3, el intervalo de numeros reales mas posible que puede tomar ese parametro

incierto.
@24, significa el valor mds grande posible que puede tomar ese parametro incierto.

La definicion de manera formal del numero borroso trapezoidal es la siguiente:
Se define un nimero borroso trapezoidal 4 € R como aquel subconjunto borroso de I con

funcion de membresia 14 (x) dada por

r 0 i <oy
X—0Qq .
S Elay =X = dj
fy— Gy
palx) =4 1 sigs = X = dy
—X +aa )
— Sldg = X = dg
gy — Q3
v 0 5l X = ag
De forma gréfica, para el NBTr se tiene lo siguiente:
A
H
1
O T T T ;
a3 a4 %

al a2

Figura 19 Numero borroso trapezoidal (NBTr)



Por lo tanto, por cada valor del NBTr que se incremente de @i- @3, su funcién de

membresia aumenta linealmente de 0 a 1, mientras que, si el valor de NBTr se incrementa de

@3- 4, su funcion de membresia disminuye linealmente de 1 a 0. En el intervalo de @3- 23 la

funcién es constante con un valor de 1.



CAPITULO CUATRO

4 MODELO DE MRP CONSIDERANDO
LA DEMANDA UN NUMERO BORROSO

4.1 Programacion Lineal Borrosa

En1947 George Dantzig desarrollo el algoritmo simplex, para resolver problemas de
programacion lineal (PL). La técnica se aplica a una amplia variedad de problemas reales en los
campos de la industria, salud, economia, transporte, etc.,(Taha 2004). Por esa razdn la
programacion lineal es una de las ramas mads estudiadas en los ultimos afios, y una de las
herramientas mas Utiles para las empresas. La programacion lineal se aplica a modelos de

optimizacion en los que las funciones objetivo y restricciones son estrictamente lineales.

Los modelos de programacion lineal se representan de forma estdndar de la siguiente

manera:

max (min) z = cyxy + c2x + -+ 0%,
s. a.
a11Xq + Q12X 7 + -t QX py = {E}bl

ﬂ-:lxl + ﬂ-::x: + e + ﬂ-:nxn i (E}b:

Q1K1+ QpaXz + oo+ Gty = (=)b,,

=0 (=12 ..,n)

La funcion objetivo del problema de PL es z, la cual se busca minimizar o maximizar.



De forma matricial se tiene la matriz d coeficientes de las restricciones:

@17 @1z 77 Qan

@z1 dzz "7 Qin
A4= . ; )

Ay Lmz o Qmp

La matriz A=[a ;] es la matriz de mxn, llamada matriz de restricciones.El vector de las

variables involucradas en la funcién objetivo se define por

n

El vector de restricciones
by

Finalmente el vector costo de la funcidn objetivo

C= [Cl Ca " Cn]

Por consiguiente se tendria:

max (min) z = cx

S.a.
Ax= (=)b

x=0

Existen distintos casos que se pueden dar en la programacion lineal borrosa o flexible, por
ejemplo: cuando el lado derecho de las restricciones son nimeros borrosos, o bien cuando los
coeficientes de la matriz A son nimeros borrosos o cuando se tienen los dos casos anteriores.
Este trabajo solo se enfoca a analizar el primer caso, debido a que la demanda corresponde al
lado derecho de la restriccion. A este tipo de restricciones se les llama restricciones flexibles

(Lopez y Restrepo 2008).




Un problema de programacion lineal con restricciones flexibles, se define de la siguiente

manera:
T

max £ = E :’Z'}-x}-
=1

T

S.a.

Zai}.xj =B, i=1,273,..,m.

Fiat

x=0 =123, .., n

Considerando que B; es un nimero borroso de forma trapezoidal (NBTr), con la siguiente

funciéon de membresia.

1
—x+d;+p
Bi(x}= —‘p‘
P:
0
Donde x ER

sid; < x < d; +p;

six=d; + p;

Como se puede observar en la Figura 20, la forma grafica del numero borroso es lineal y

descendente de d; a (d; + p:).



Figura 20 Numero borroso para el problema de PLD



Una vez que se tiene definido el tipo de nimero borroso que se utilizara para representar el
pardmetro bajo incertidumbre, para resolver el PLD es necesario calcular el conjunto difuso de
valores éptimos, por lo tanto es necesario calcular el limite superior (z,) e inferior (z)) para la
funcién objetivo’. La forma de calcular estos limites, es resolviendo un problema de PL para

cada z de la siguiente manera:

e Problema de PL para obtener z,

T
max £ = E :’Z'}-x}-
i=1

s.a.
Zai}-xj =d; i=1273 .., m
x: =0 j=1,273, .., mn

e Problema de PL para obtener z,

!
max z = E C}-xj
=1

S.a.

T

Z ﬂ.i}'.'X.:;,' Ed-z + 2 i = 1; 2_1 31 vary TN,
=1

x_,-zﬂ j=1,273, .., mn

Se observa que cada nuevo PL, considera los limites del nimero borroso. El conjunto

borroso de valores éptimos se representara por G, el cual se define de la siguiente manera:

7 También llamados grado de aspiracién(zu) y grado minimo de cumplimiento (zl)



1 siz, = CX

G(x) Xz iz, < CX<
x) = P si z; Z,
0 si CX =z

Introduciendo una nueva variable, A, donde 4 € [0,1] se tiene el siguiente problema de PL

(Zimmermann 1993).

max A
s.a.
CX —xz
A =
Zy —

(]
Api+Zai}-x}-£:ii+pi i=123.. m
=1

,ijzﬂ =123 .., n
En donde A representa al grado de membresia maximo, dentro del conjunto borroso de

valores éptimos (G(x)), valor que varia entre Z; y Z,, (Martinez Fonseca 2001). Reordenando la

funcién objetivo se tiene lo siguiente:

max 4

s.a.
Mz, — z;)— CX = z

n

Api+Zai}-x}-£:ii+pi i=123.. m
=1

Ax;=0 i=1273 ..mn



A continuacién se presenta el modelo para MRP considerando las restricciones flexibles, es
decir se define como un modelo de programacion lineal borroso, posteriormente se presenta
un ejemplo numérico, el cual permite realizar un analisis de los resultados al considerar la
demanda un numero bajo incertidumbre. Para resolverlo se aplicara lo expuesto en esta

seccion.



4.2 Aplicacion al Modelo para MRP

En la seccién 2.1.1 de este trabajo se presentd el modelo de PL para MRP, primero se
describieron los parametros y las variables que involucra el modelo, posteriormente se
presenté la funcidn objetivo y las restricciones, enseguida se presenta Unicamente el modelo

con la funcién objetivo y las restricciones considerando la borrosidad.

Considerando que existe un numero borroso que representa la incertidumbre y por

consiguiente el comportamiento de la demanda de la siguiente manera:

1 six= d;
—x+d;+p
B.(x) = T_‘p‘ sid, < x < d, +p,
L
0 Sled:'l':p:

El modelo queda definido como se muestra a continuacién, en donde se puede ver que la
funcién objetivo y la restriccion de la demanda se modificaron, las otras restricciones se

definen de la misma manera.

Funcion Objetivo ~ Maximizar A

Sujeto a:

E T

Mz, — ) — Z z (epipie + i INVT, + ord;Rdg) + z Z(ctﬂcrrrucrr + ctex, Tex,.) = —g

i=1t=1 r=1t=1

Aldpy —dye ) + INVT, oy —Rdy y+ Piprsi+ BF — INVI + Rd;p = djpy 0 WiLVE

Z ARy Py + Tocye — Texye = CAR 3 Wr,WE

i=1



Bip ANVT; . Rd; . . Toc,; . Tex,, =0 Wi, wr, Yt
4.3 Ejemplo de Aplicaciéon

El siguiente ejemplo ilustrativo, permite formular el modelo de PL, que se explicé en la
seccién 2.1.1, para esto se presentan las tablas con los datos del problema a posteriormente el
codigo que se utilizé para resolverlo con el software LINGO 6.0 (LINGO/PC s.f.). Posteriormente
se da una explicaciéon de las modificaciones que se realizan a la funcién objetivo y a la
restriccion para cubrir con la demanda, finalmente se obtiene el resultado considerando la
demanda un numero borroso. Debido a la extensién del cédigo modificado, éste se presenta

en el Apéndice B para su consulta.

El problema considera 11 productos, de los cuales solo uno es producto final, para producir
este producto es necesario realizar mezclas y armados con los productos restantes. En la

Figura 21 se presenta la lista de materiales.

MESA
1 Producto Final

Productos
intermedios

MEZCLATINTILLA PINTURA ACABADO MESA SIN ACABAR
2 1 3
| Productos
ALCOHOL TINTILLA ROBLE ROBLE Colbén CLAvOs LUA basicos
9 10 7 8 5 4 6

Figura 21 Lista de materiales para la producciéon de una mesa

La demanda del producto final para los siguientes 4 periodos es la siguiente:

Periodo Producto final
100
160
160
240

AW |N|F




Los datos que se presentan en este problema son datos estimados. Para el ejemplo no se
consideran restricciones de capacidad de produccidn, lo que si se contempla es cubrir con la
demanda y satisfacer la produccién de los productos debido a otros subproductos.

En la siguiente tabla se presentan los cotos por producir, almacenar y por tener faltantes
por cada producto, asi como el inventario inicial. El eiemplo no considera entregas de material

por recepciones programadas.

Costo por | Costo por | Costo por Inventario
Producto producir | almacenar | faltantes inicial
S S S (Unidades)
1 100 4 12 0
2 40 5 28 0
3 30 5 42 0
4 2 0.3 15 250
5 10 5 25 10
6 10 3 17 10
7 120 6.48 158 15
8 130 6.48 158 15
9 50 2.22 72 5
10 70 2.22 80 10
11 100 2.22 125 5

Figura 22 Costos e inventario inicial de los productos

Con estos datos, se puede plantear el modelo para solucionarlo en LINGO. El nimero de
Periodos que se modelaran es T={1, 2, 3, 4}, el nimero de productos es 11, por lo que | ={1, 2,
3,4,5,6,7,8,9, 10, 11}. La funcidn objetivo busca minimizar la suma de los costos, por lo que
esta se define de la siguiente manera: (costo por producir el producto i por la produccion de i) +
(costo por inventario de i por el inventario de i) + (costo por faltantes de i por loa faltantes de i)
para todo i y pata todo t. A continuacion se presenta la funcién objetivo para este problema

ilustrativo.

Como se observa las variables, se encuentran definidos para todos los productos y para
todos los periodos, por ejemplo, p11 significa la produccién del producto i=1 en el periodo t=1,

la variable inv34 significa el inventario del producto i= 3 en el periodo t=4 y asi sucesivamente.



min
=(100*p1l1+4*inv11+12*rdl11+100*pl2+4*inv12+12*rdl12+100*pl3+4*inv13+12*r
dl13+100*pl4+4*inv14+12*rdld) +
(40*p21+5*inv21+28*rd21+40*p22+5*inv22+28*rd22+40*p23+5*inv23+28*rd23+
40*p24+5*inv24+28*rd24) +
(30*p31+5*inv31+42*rd31+30*p32+5*inv32+42*rd32+30*p33+5*inv33+42*rd33+
30*p34+5*inv34+42*rd34) +
(2*p41+0.3*inv41+15*rd41+2*p42+0.3*1inv42+15*rd42+2*p43+0.3*inv43+15*rd
43+2*p44+0.3*inv44+15*rd44) +
(10*p51+5*%inv51+25*rd51+10*p52+5*%inv52+25*rd52+10*p53+5*inv53+25*rd53+
10*p54+5*inv54+25*rd54) +
(10*p61+3*invel+17*rd6l+10*p62+3*inve2+17*rd62+10*p63+3*inve3+17*rd63+
10*p64+3*inv64+17*rd64d) +
(120*p71+6.48*inv71+140*rd71+120*p72+6.48*inv72+140*rd72+120*p73+6.48*
inv73+140*rd73+120*p74+6.48*inv74+140*rd74) +
(130*p81+6.48*1inv81+158*rd81+120*p82+6.48*inv82+158*rd82+130*p83+6.48*
inv83+158*rd83+120*p84+6.48*1nv84+158*rd84) +
(50*p91+2.22*inv91l+72*rd91+50*p92+2.22*inv92+72*rd92+50*p93+2.22*1inv93
+72*rd93+50*p94+2.22*1nv94+72*rd94) +
(70*p101+2.22*inv101+80*rd101+70*pl02+2.22*inv102+80*rdl102+70*p103+2.2
2*inv103+80*rdl103+700*p104+2.22*inv104+80*rdl104) +
(100*p111+2.22*inv111+125*%rd111+100*pl12+2.22*inv112+125*rd112+100*pl1l
3+2.22*%inv113+125*rd113+100*p114+2.22*inv114+125*rd114) ;

!Demanda del producto final;
dl11=100;
d12=160;

dl3=160;
d14=240;

!Demanda de los otros productos i;

d21= 0.5*d1l1; de3= 2*d13;
d22= 0.5*d12; ded= 2*dl4;
d23= 0.5*d13;
d24= 0.5*d14; d71= 4*dl1l;
d72= 4*dl2;
d31l= dli; d73= 4*d13;
d32= dl2; d74= 4*dl4;
d33= di13;
d34= dl4; dg8l= dli;
dg82= dl2;
d4l= 16*dl1l; d83= dl13;
d42= 16*dl2; d84= dl4;
d43= 16*d13;
d44= 1l6*dl4; d9l= 0.25*d1l1;
d92= 0.25*d12;
d51= dli; d93= 0.25*d13;
d52= di12; d94= 0.25*d14;
d53= dl13;
d54= dl4; dl0l= 0.25*d1l1;
dl02= 0.25*d12;
del= 2*dll; dl103= 0.25*d13;

de2= 2*dl2; dl104= 0.25*d14;




dl13= 0.25*d13;
dlll= 0.25*d11; dll4= 0.25*d14;
dl12= 0.25*d12;
inv62-rd62+p63-inv63+rd63=d63;

!Restricciones de demanda inv63-rd63+p64-inved+rd6d=de6d;

i=1;
inv10= 0; 11=7;
rdl10=0; inv70= 15;
invl10-rdl0+pll-invl1l+rdl1l=dll; rd70=0;
invll-rdll+pl2-inv12+rdl2=dl2; inv70-rd70+p71-inv71+rd71=d71;
invl2-rdl2+pl3-inv13+rdl13=d1l3; inv71-rd71+p72-inv72+rd72=d72;
invl13-rdl3+pld-inv1d+rdl4=dl4; inv72-rd72+p73-inv73+rd73=d73;
inv14=0; inv73-rd73+p74-inv74+rd74=d74;
1i=2; 11=8;
inv20= 0; inv80=15;
rd20=0; rd80=0;
inv20-rd20+p2l-inv21+rd21=d21; inv80-rd80+p8l-inv81+rd81=d81;
inv21-rd21+p22-inv22+rd22=d22; inv81-rd81+p82-inv82+rd82=d82;
inv22-rd22+p23-inv23+rd23=d23; inv82-rd82+p83-inv83+rd83=d83;
inv23-rd23+p24-inv24+rd24=d24; inv83-rd83+p84-inv84+rd84=d84;
11=3; 11=9;
inv30= 0; inv90= 5;
rd30=0; rd90=0;
inv30-rd30+p31l-inv31+rd31=d31; inv90-rd90+p91-inv91+rd91=d91l;
inv31-rd31+p32-inv32+rd32=d32; inv91-rd91+p92-inv92+rd92=d92;
inv32-rd32+p33-inv33+rd33=d33; inv92-rd92+p93-inv93+rd93=d93;
inv33-rd33+p34-inv34+rd34=d34; inv93-rd93+p9%94-inv94+rd94=d94;
1i=4; 11=10;
inv100= 10;
inv40=250; rd100=0;
rd40=0; invl100-rd100+pl01-
inv40-rd40+p4l-inv41l+rd41=d41; invl101+rd101=d101;
inv4dl-rd41l+pd42-inv42+rd42=d42; invl01-rdl101+pl02-
inv42-rd42+p43-inv43+rd43=d43; inv102+rd102=d102;
inv43-rd43+pd44-inv44+rddd=di4; inv102-rd102+pl03-
inv103+rd103=d103;
1i=5; invl103-rdl103+pl04-
inv50=10; inv104+rd104=d104;
rd50=0;
inv50-rd50+p51-inv51+rd51=d51;
inv51-rd51+p52-inv52+rd52=d52; 11=11;
inv52-rd52+p53-inv53+rd53=d53; invl110= 5;
inv53-rd53+p54-inv54+rd54=d54; rdl110=0;
invl110-rd110+pl11-
invl1l1l+rdl111=d111;
1i=6; invl1ll-rdl11l+pll2-
inv60= 10; invl112+rd112=d112;
rd60=0; invl12-rdl12+pll13-
inv60-rd60+p6l-inv6el+rd6l=d6l; inv113+rdl113=d113;

invel-rd6l+p62-inv62+rd62=d62;



inv113-rdl13+pll4- inv114+rdl114=d114;

!Restricciones de produccidn; 0.5*p24+p34+0.5*p114-p14=0;
p91+pl01-p21=0;
0.5*p21+p31+0.5*pl11-pl1=0; p91+pl01-p22=0;
0.5*p22+p32+0.5*pl12-p12=0; p91+pl101-p23=0;
0.5*p23+p33+0.5*p113-p13=0; p91+pl01-p24=0;
0.0625*p41+p51+0.5*p61+0.25*p71+p81-p31=0;
0.0625*p42+p52+0.5*p62+0.25*p72+p82-p32=0;
0.0625*p43+p53+0.5*p63+0.25*p73+p83-p33=0;
0.0625*p44+p54+0.5*p64+0.25*p74+p84-p34=0;

Como se observa en el modelo anterior, se agregaron restricciones que permiten
determinar la demanda de los productos que dependen del producto final. Para cada producto
i, se agregaron cuatro restricciones para cubrir la demanda, de t =1...4. Las caracteristicas del

modelo son:

e Existen en total 131 variables
e Un total 57 restricciones

e El modelo se resolvio en 50 iteraciones

El valor de la funcidn objetivo es de $951,824.00.

4.3.1 Demanda como un numero borroso

La utilizacion de la demanda como un ndmero borroso, implica realizar las modificaciones
que se presentaron en la seccidn anterior, para esto es necesario agregar una nueva variable, y
modificar las restricciones de la demanda. Para esto es necesario resolver el modelo para cada
uno de los limites. Obtener las diferencias y resolver nuevamente el modelo. Primero es
necesario definir la demanda como un numero borroso, en este caso, se define como un
numero borroso trapezoidal. Después se calculan los limites de la funcion objetivo, para
posteriormente definir un modelo que incluya en las restricciones los dos limites. Para el

periodo t=1, la demanda se comporta como se muestra en la siguiente figura.



Figura 23 Comportamiento de la demanda para el periodo t=1.

Con la siguiente funcién de membresia.

1 six= 100
—x 4 250 ,
Bz(x} = T si 100 = x = 250
0 si x =250

Donde x ER

Para los siguientes periodos los datos son:

Periodo d; d; +p;
2 160 280
3 160 280
4 240 360

A continuacion se realiza la modificacion sobre una de las restricciones.

i=1;

invl10= 0;

rdl10=0;

x%% (150) + (inv10-rd10+pll-invll+rdll) <= d11;
x*(120) + (invll-rdll+pl2-inv12+rdl2)<=d12;
x*(120) +(invl12-rdl12+pl3-inv13+rdl3)<=d1l3;
x*(120) + (invl13-rdl13+pld-inv14+rdl4)<=dl4;

8 i
La x equivale a A



inv14=0;
Como se observa en las restricciones anteriores, el valor que se encuentra entre paréntesis

es el resultado de la diferencia entre los limites del nimero borroso. La letra x equivale a la
letra griega A (nueva variable). El valor de derecha es el limite superior. Para las siguientes
restricciones se realiza el mismo procedimiento. Es necesario considerar que la demanda de
los otros productos depende de la demanda del producto 1, por lo que en el modelo el valor
entre paréntesis se encuentra definido por la demanda inferior y la demanda con el
incremento. La funcién objetivo cambia a una funcién de maximizar la nueva variable, y la

anterior cambia utilizando el z, y z,.



4.4 Andlisis de resultados

El modelo modificado tiene las siguientes caracteristicas:

e 132 variables
e 59 restricciones
e Y seresolvid en 54 iteraciones

El valor de la funcién objetivo es $ 940,077.54.

Comparando los resultados, se observa que se obtuvo un mejor resultado haciendo mas
flexibles las restricciones. Existen otras modificaciones que se pueden aplicar para resolver el
modelo incluyendo la borrosidad, otra opcién es considerar la borrosidad en los costos (Mula y
Poler, Material Requirement Planning with fuzzy constraints and fuzzy coefficientes 2007).
Para ver otros ejemplos de funciones de membresia se recomienda consultar el trabajo

desarrollado por Zimmermann (Zimmermann 1993).

En el siguiente capitulo se presenta el andlisis de los modelos de Lote Econdmico
considerando la demanda un ndmero borroso triangular, se presentan graficas y se proponen

las etapas de solucién.




CAPITULO CINCO

5 MODELOS DE EOQ CONSIDERANDO
LA DEMANDA UN NUMERO BORROSO

Los modelos del Lote Econédmico, como ya menciond, representan en México un porcentaje
considerable dentro de los modelos mas utilizados, a pesar de la edad de estos modelos, aun
vigentes en las empresas, en especial en las micro, pequefias y medianas. En el Capitulo 2 se
presentaron los modelos de EOQ, las variables, los supuestos y la forma de obtener la cantidad
optima del tamafio del pedido (Q), ademas de obtener las variable del tiempo y niveles de
almacenamiento y faltantes. Existen diferentes trabajos realizados, que implican mas
consideraciones y variables, no obstante para los fines de esta investigacion es suficiente con

los modelos ya presentados.

En este capitulo se presentan las etapas propuestas para resolver los modelos de Lote
Econdmico cuando la demanda estd definida como un numero borroso, debido a la

incorporacion de la incertidumbre.

5.1 Etapas propuestas para el andlisis de los modelos de Lote
Econémico

Las etapas que a continuacidn se enlistan resultaron de un andlisis profundo, que surgié de
la realizacion de varios ejemplos al utilizar diferentes modelos de EOQ y diferentes nimeros
borrosos para definir la demanda. Las etapas generales que aqui se presentan permiten
resolver o analizar un modelo de Lote Econdmico que considere la demanda como un nimero

borroso.



1. Seleccionar el modelo de Lote Econédmico que mejor se adecue a las necesidades y

datos que se tengan

De acuerdo a los datos que se tengan en el problema, y al comportamiento del nivel de

almacenamiento, se decide cual modelo es el que se debe aplicar.

2. Definir la demanda como un nimero borroso

En el Capitulo 3, se presentan los conceptos de la teoria de los Conjuntos Borrosos. En este
capitulo se menciond, que la funcion de membresia es uno de los elementos mas
representativos de los numeros borrosos y se complementd la informacién con la descripcion
de las funciones mas utilizadas, finalmente se presentaron los nimeros borrosos que permiten
trabajar con los niumero reales, como es el caso de la demanda. La definiciéon de la demanda
como un numero borroso implica que se tiene el conocimiento de que la demanda se
encuentra entre ciertos pardmetros. Por ejemplo, si se define la demanda como un namero
triangular significaria que la demanda se encuentra entre tres valores (el minimo valor, el mas

posible, y el maximo valor).

La definicion de un nimero borroso, se puede realizar por medio de la descripcién de la
funcién de la membresia, o bien con su representacion grafica. Es necesario que se obtengan
los valores para los a-cortes, en este punto es necesario que se determine la “longitud de
paso”, es decir, el incremento que tendran los a-cortes, donde a se encuentra entre 0 y 1. El

valor del incremento implicara la precision de los cdlculos.

Una vez que se conocen los valores que definen la demanda y el comportamiento que estos

tienen, se pasa a la etapa 2.

3. Agregar alos calculos la borrosidad de la demanda definida por los a-cortes

Se recomienda que se realicen los célculos por separado, es decir, de las férmulas que
determinan la politica 6ptima, realizar primeramente los calculos que no incluyan la parte de la
borrosidad, una vez que se obtengan estos valores se incorporard la borrosidad. Para este

punto se tendran, de acuerdo a la longitud de paso de los a-cortes que se haya decidido, varios



valores para cada variable; esto debido a que se realizan los calculos para cada valor de la

demanda relacionada a los a-cortes.

4. Determinar los valores para las variables del modelo expresadas como un niimero

borroso

Al realizar los célculos para cada variable se obtendra un ndmero borroso, esto se origina
de la incorporacion de la demanda como un nimero borroso, de esta manera se tiene que, si
la demanda se ha definido como un nimero borroso triangular (NBT) los resultados para las
demas variables originaran también un NBT. Es recomendable hacer las gréficas para cada una

de las variables, ya que esto permitira verificar los resultados.

5. Realizar aproximaciones para cada una de las variables utilizando los a-cortes

Una vez que se realiza el calculo utilizando la demanda como un NB (nimero borroso), es
necesario realizar una aproximacion al NB que se obtuvo, la diferencia entre los calculos y las
aproximaciones es que los primeros se obtienen utilizando las férmulas y la demanda como un
NB, y las aproximaciones se obtienen utilizando Unicamente los valores que resultaron de los
calculos y que definen al NB y calculando los a-cortes, es decir ahora cada variable se

considera como un NB.

Lo anterior permite que se pueda obtener un resultado definido por ciertos valores, si la
demanda es un NBTr entonces se obtendran niumeros borrosos trapezoidales para las demas
variables. Graficamente se pueden observar diferencias entre los valores calculados y las

aproximaciones obtenidas.

6. Realizar un analisis de desviaciones entre los valores calculados y los obtenidos

de los a-cortes

Cuando se tienen las graficas en donde se observan los valores calculados y las
aproximaciones para cada una de las variables, se puede llegar a final del proceso si las
diferencias entre una curva y otra no son representativas, en caso contrario es recomendable

realizar un analisis de las curvas de las desviaciones.



Enseguida se presenta un ejemplo que permite entender y aplicar las etapas descritas y
ademas, ayudar a tener una idea mas clara de cémo resolver los modelos de Lote Econdmico
incorporando la incertidumbre. Primero se presentara el ejemplo resuelto de manera clasica y

posteriormente el ejemplo incluyendo la demanda como un nimero borroso triangular.

Figura 24 Etapas propuestas para solucionar el modelo de EOQ con la demanda como un

numero borroso

5.2 Ejemplo de aplicacion al modelo sin produccion y sin déficit

A continuacién se presenta un ejemplo del modelo del Lote Econdmico sin produccion y sin
déficit, el cual ya habia sido descrito en la secciéon 2.2.1, primero se soluciona el ejemplo
resuelto de manera cldsica y posteriormente considerando el pardmetro de la demanda como
un numero borroso. Cuando se presenta el modelo se considera la borrosidad se mencionan
las etapas propuestas anteriormente. Dado que es un ejemplo ilustrativo, la etapa 1 se realiza

en esta parte.



Ejemplo resuelto de manera clasica

Una compaiiia manufacturera adquiere de un proveedor externo una refaccién nimero
644, que se utiliza en la produccion de equipo estereofdnico. La empresa espera fabricar
aproximadamente 100,000 sistemas que utilizan esa parte, durante el afo. La demanda es
relativamente constante durante todo el afio. El costo asociado con los pedidos es $25 por
cada uno. La politica de costo de inventario que la companiia ha utilizado tradicionalmente, es
cargar el 20% del costo de compra como costo anual de conservacién de inventarios para
cualquier articulo. El precio que la compafiia paga por cada una de las partes 644 es $6.25

a) Determinar la cantidad 6ptima de pedido que se debe de utilizar con objeto de minimizar
los costos.

b) éCudl es el costo promedio asociado con la cantidad éptima de pedido?

c) éCuéntos pedidos haria la empresa en el afio?

Solucion

Datos

d = 10000 unidades/afio

k = 25 u.m./pedido

€ = 6.25 u.m/unidad

h es por politica de la compafiia el 20% del costo de compra, por lo tanto

h = (20%)(6.25)= 1.25 u.m.*unidad/afio

La determinacion de la cantidad éptima de pedido que se debe de utilizar con objeto de

minimizar los costos se calcula de la siguiente manera:

o = |2k 5 [225)10000) _ oo e
\ h \ 1.25 unidades por pedido

¢Cudl es el costo promedio asociado con la cantidad éptima de pedido?



CP(Q")=[2hkd +cd _ CP(Q")=/2x1.25x 2510000 + (6.25x10000)

CP(0")=63290.56

u.m./afo
¢Cuantos pedidos haria la empresa en el afio?

N= numero de pedidos, N = d* = 10000 =15.811 pedidos/afio
O 632455

En la siguiente longitud de periodo

" /ﬁ = | 2% 00632
\'hd _ 1/1.25x10000 afo

50 semanas

7" =0.0632 aﬁo( J =3.1622 semanas

1ario




Ejemplo resuelto aplicando Teoria de Conjuntos Borrosos

En el ejemplo anterior se resuelve un problema de inventarios, aplicando el modelo EOQ
sin produccion y sin déficit. A continuacion se analiza considerando la demanda no como un
pardmetro constante, sino como un nimero difuso. Nuevamente se consideran los datos del

problema anterior.

5.2.1 Demanda como un numero borroso

Para este caso se considera que la demanda no es conocida con nitidez, lo cual sucede en
varias situaciones reales. Se admite que la demanda es un nimero borroso triangular (etapa

2), de la siguiente manera:
d={abc)
d = (5800,8500,13700)

Su funcidn de membresia i z({x) se define como:

( 0 si x < 5800
¥ — 5800 |
~S500 5i 5800 <x = 8500
Hd(x]' = 3
~ x+ 13700
5200 518500 =<x =< 13700
L 0 si x =13700

Se puede escribir para los a-cortes de d

d, = [5800 + (8500 — 5800)a, 13700 — (13700 — 8500)a]

o € [0,1]

Simplificando
d, = [5800 + (2700)e, 13700 — (5200)a]



o € [0,1]

Ahora se realiza el calculo de los a-cortes con un incremento de 0.1, desde 0 hasta 1.

o d
0 5800 13700
0.1 6070 13180
0.2 6340 12660
0.3 6610 12140
0.4 6880 11620
0.5 7150 11100
0.6 7420 10580
0.7 7690 10060
0.8 7960 9540
0.9 8230 9020
1 8500 8500

De manera grafica el nUmero borroso que representa a la demanda, se muestra en la

siguiente figura.



nid)

0.8 A

0.7 A

0.6

0.5 A

0.4 A

0.3 A

0.2 1

0.1 A

0 T T T T I'I
5800 J200 800 11800 13800

Figura 25 Representacion grafica de la demanda como NBT

En el problema que se esta analizando, el Unico valor que se considera un nimero borroso
es la demanda, por consiguiente los demas datos del problema contindan siendo los mismos.
La manera de realizar los cdlculos es resolviendo la parte que no es borrosa e incorporando
posteriormente la parte borrosa (etapa 3), es importante mencionar que al final se obtendra
un nuevo numero borroso para cada variable. Por ejemplo, para determinar la cantidad
requerida (Q), se resolvera la parte que involucra el costo por ordenar (k) y el costo por
mantener en inventario (h). Por otra parte se realizara el calculo para el nimero borroso d,
este ultimo cdlculo se llevard a cabo para los a-cortes, la precision dependera de la persona

que realiza los calculos. Para este caso el incremento de a es de 0.1.

Para cada variable que se determina (etapa 4), se presenta la grafica del nimero difuso que
se obtuvo al considerar la demanda, como NBT. Posteriormente se presenta una
aproximacion, la cual implica tomar en cuenta los tres nimeros reales que definen al nimero y

realizar los a-cortes, a diferencia de obtener los valores de realizar los calculos con el numero



borroso d.

La determinacién de la cantidad de pedido se realiza primero resolviendo la parte no

borrosa.

0=

2k
\l A

\FQ/%_?G

Finalmente se incorporan la parte borrosa y la no borrosa

o \/5800 +(2700)r,13700 - (5200)

En la Tabla 4 se presentan los resultados obtenidos para el tamafio del pedido.

Tabla 4 Calculos y aproximaciones triangulares de Q

o Q = [482 + (101)a, 740 — (157)al

0 482 740 482 740
0.1 493 726 492 725
0.2 504 712 502 709
0.3 514 697 512 693
0.4 525 682 522 677
0.5 535 666 532 662
0.6 545 651 543 646
0.7 555 634 553 630
0.8 564 618 563 615
0.9 574 601 573 599

1 583 583 583 583

En la tabla anterior se puede observar, en la primera columna los valores para a con una
longitud de paso de 0.1, en la columna 2 y 3, se presentan los resultados de aplicar la formula
de Q, considerando la demanda un nimero borroso.

muestran los resultados de las aproximaciones triangulares (utilizando los limites obtenidos de

En ultimo lugar las columnas 4 y 5

los calculos de las columnas 2 y 3), esto se puede representar de la siguiente manera:

Se obtiene el nUmero borroso Q, cuya aproximacion triangular (etapa 5) es:




( = (482,583,740)

De manera grafica, se observa que la diferencia entre el valor & obtenida de los célculos

utilizando el NBT de la demanda, y el valor de la aproximacién triangular, es minima, como se

puede ver en la Figura 26.

_ ----- Aproximacion Triangular de Q

maQy,
0.9
0.8
0.7
0.6 [
0.5 |
04
0.3 r
0.2 r

01

0
460 480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700 720 740 760

Figura 26 Representacion grafica de Q

De la misma forma que se obtuvo &, se calcula el valor para las siguientes variables

(continuacion de la etapa 4), seguidamente se presentan los resultados de los célculos

realizados y las graficas correspondientes.

La longitud del periodo (T), y el nimero de pedidos (N), son variables que se encuentran en
funcién de la demanda, sin embargo el valor de N, se obtiene utilizando el valor de Q calculado

anteriormente. En la tabla siguiente se presentan los resultados obtenidos para la variable N.



Tabla 5 Calculos y aproximaciones triangulares de N

. N=% Fo[12+ (e 19-(Da ]
0 12 19 12 19
0.1 12 18 12 18
0.2 13 18 13 18
0.3 13 17 13 17
0.4 13 17 13 17
0.5 13 17 13 17
0.6 14 16 14 16
0.7 14 16 14 16
0.8 14 15 14 15
0.9 14 15 14 15
1 15 15 15 15

En la Tabla 5 se presentan

(columna 1), los resultados de aplicar la formula para obtener N (columna 2 y 3) y por ultimo

los resultados de las aproximaciones triangulares (columna 4 y 5).

El valor de NV tiene una aproximacién triangular igual a N = (12,15, 19). De la cual, la

los valores para a y la longitud de paso que se definio (0.1)

representacion grafica es la siguiente:




M ----- Aproximacion de N

py ]
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01 A

10 12 14 16 12 20

Figura 27 Representacién grafica de N
De la misma manera para T, fue necesario calcular el término sin la parte borrosa y después
realizar los cdlculos incluyendo la parte borrosa. En la siguiente tabla se presentan los
resultados de los cdlculos para los a-cortes y en seguida los resultados de las aproximaciones

de T como un nimero borroso.

Tabla 6 Calculos y aproximaciones triangulares de T

o T= ||%* fl_ T= [0.054- + (0.014)e, 0.083 — (0.015)4
‘\| W dg

0 0.08305 0.05403 0.054 0.083
0.1 0.08118 0.05509 0.055 0.082
0.2 0.07943 0.05621 0.057 0.080
0.3 0.07779 0.05740 0.058 0.079
0.4 0.07625 0.05867 0.060 0.077
0.5 0.07480 0.06003 0.061 0.076
0.6 0.07342 0.06149 0.063 0.074
0.7 0.07212 0.06306 0.064 0.073
0.8 0.07089 0.06475 0.066 0.071




2k 1

o T= |—= T = [0.054- + (0.014)e, 0.083 — (0.015)4
2 = V'E

0.9 0.06972 0.06659 0.067 0.070

1 0.06860 0.06860 0.069 0.069

De manera grafica se presentan los resultados en la Figura 28.

n(ry

0.9 4
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0.7 A

0.6

0.5
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0.3

0.2 A

0.1 4

Aproximacion triangular de T

0

0.05000 0.05500 0.06000 006500 0.07000 007500 008000 0.08500

Figura 28 Representacion grafica de T

Finalmente el costo promedio del inventario, el cual también depende de la demanda,

qgueda definido de la siguiente manera como NBT.

Tabla 7 Calculos y aproximaciones triangulares de CP

a CP(Q) = 2hk  \Jd, +cd| CP(Q) =[36852 + (17002)a, 86550 — (32
36852 86550 36852 86550
0.1 38553 83283 38552 83281




a | CP(8)=+2hk+ d, +cd] CP(Q)=I[36852+(17002)a, 86550 — (32
0.2 40254 80015 40252 80011
0.3 41955 76746 41953 76741
0.4 43656 73477 43653 73472
0.5 45356 70208 45353 70202
0.6 47056 66938 47053 66932
0.7 48756 63668 48753 63663
0.8 50455 60397 50454 60393
0.9 52155 57126 52154 57124

1 53854 53854 53854 53854

Cuya representacion grafica es la que se muestra en la siguiente figura.

cP ----- Aproximacion triangular de CP

wer) 1
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Figura 29 Representacion grafica del costo promedio

Como se puede observar en la Figura 28 no se aprecia una diferencia significativa entre los
valores calculados y la aproximacidn. Esto debido al costo por comprar, ya que este no
depende de la cantidad a ordenar sino de la demanda que se tiene que cubrir. Por esta razén

en la Tabla 8 y Figura 30 se presenta el anadlisis para el CP(Q), que depende de Q, por



consiguiente se omite en los calculos el producto cd. Esto permite obtener datos que

favorecen la visualizacion entre el nimero borroso calculado y la aproximacion.



Tabla 8 Calculos y aproximaciones triangulares de CP

a CP(Q) =2hk + Jd, | CP(Q) =[602 + (127)a, 925 — (196)a]

602 925 602 925

0.1 616 908 615 906
0.2 629 890 627 886
0.3 643 871 640 866
0.4 656 852 653 847
0.5 668 833 665 827
0.6 681 813 678 807
0.7 693 793 691 788
0.8 705 772 704 768
0.9 717 751 716 749
1 729 729 729 729

cP ----- Aproximacion triangular de CP
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Figura 30 Representacion grafica del CP que depende de Q




5.3 Andlisis de resultados

En las graficas y tablas mostradas se ha presentado la comparacion entre los datos
obtenidos y los nimeros borrosos determinados por la cdlculo de las aproximaciones usando
los a-cortes. Se puede observar que la aproximacion es aceptable, por lo que se considera
innecesario, en este contexto, el cdlculo de las expresiones generales de desviacién entre las
curvas reales y sus aproximaciones, que por otra parte dan lugar a férmulas mas complicadas

(Kaufmann y Gil 1987).por lo que se puede escribir para este ejemplo como resultado:

n

Q = (482, 583, 740)
CP(Q) =(602, 729, 925)
T =(0.054, 0.0686, 0.083)
N =(12, 15, 19)

De los anteriores resultados se pueden decir, que para el caso de Q, el valor mas posible es
el de 583 unidades, mientras que el menor y maximo valor del tamafo de pedido es 482 y 740,
respectivamente. Para CP(Q), T y N se tiene una descripcion similar, ya que los calculos

dependen del mismo NBT.

Para los modelos de Lote Econdmico descritos en el capitulo 2 y que no se desarrollaron en

esta seccidn, se presentan los siguientes comentarios:

e Una de las partes mas importantes es la definiciéon de la demanda como un nimero
borroso y con esto la determinacidn de la funcion de membresia y los a-cortes, debido

a que de esto depende la forma en que se incorpora la demanda en los calculos.

e Al aplicar otro numero borroso diferente al que se presentd en este ejemplo, es
importante determinar los valores necesarios para dicho niumero, en el caso de que se
defina un nimero trapezoidal es necesario que se obtengan cuatro valores, y que

estos se utilicen para el célculo de la aproximacion trapezoidal. Véase la secciéon 3.4.2.



e Para los siguientes modelos de Lote Econdmico se obtuvieron resultados similares a los
mostrados en este ejemplo, la diferencia se halla en las ecuaciones que se utilizan en
cada uno para determinar las variables.

e La aplicacion de las etapas propuestas, para la incorporacion del parametro de la
demanda como un numero borroso en los modelos de Lote Econémico, permite
resolver el problema de manera sistematicamente, obteniendo resultados de facil

analisis.




CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Actualmente los Sistemas de Inventarios siguen dando problemas en la administracién de
las empresas. Generalmente se utilizan prondsticos para analizar la demanda y obtener futuros
valores. Sin embargo, los mercados cada vez son mas cadticos y es dificil predecir el
comportamiento de la demanda. Es importante incorporar la experiencia y el conocimiento de
los encargados del Sistema de inventarios ya que esto permitird incorporar a la poca o
insuficiente informacién, conocimiento que permitird definir de una mejor manera este

pardmetro.

Para incorporar la incertidumbre de la demanda en un Sistema de Inventarios, es
recomendable utilizar Conjuntos Borrosos para solucionarlo. Se explicé que una de las partes
mas importantes al utilizar los Conjuntos Borrosos es definir una funcién de membresia, los
numeros mas utilizados son los nimeros triangulares y trapezoidales, debido a los numeros

que utiliza y a su comportamiento lineal.

Para modelos de PL borrosa o con restricciones flexibles, es necesario transformar el
modelo a uno de PL y resolver, incorporando una nueva variable, la cual representard la
funcién de membresia para la solucién del modelo. Se observé que al incorporar la demanda
como un numero trapezoidal al modelo de MRP implicé una mayor cantidad de restricciones, y
en ocasiones una mayor cantidad de iteraciones, pero al considerar las restricciones flexibles

se obtuvo un valor mas dptimo para el problema que se resolvid.

Para el andlisis de los modelos de EOQ, la incorporacién de la demanda como un niumero
borroso implicd, realizar las operaciones matematicas por separado, para finalmente incluir la
borrosidad, y puesto que la politica 6ptima de los modelos de Lote Econdmico son ecuaciones
o féormulas fue necesario aplicarlo a cada una de ellas. Como se explico para estos modelos se
incluyeron graficas que permitieron realizar una comparacién con la aproximacion calculada.

Las etapas que se describieron para solucionar los modelos de EOQ incluyendo la demanda




como un numero borroso, permitieron resolver el modelo de manera eficiente. Para los
modelos de EOQ se obtiene como resultado la definicion de las variables de la politica
definidas como un nimero borroso, para este analisis fue necesario realizar cdlculos para los
o-cortes. Para los a-cortes se utilizo una longitud de paso de 0.1, ya que este valor permitié
tener mayor precisidn en los valores calculados asi como en la aproximacion.

La utilizacidn de los Conjuntos Borrosos permitié resolver los modelos de MRP y de EOQ

considerando la demanda como un parametro bajo incertidumbre.

Al aplicar los numeros borrosos trapezoidales y triangulares, y describir su
comportamiento por medio de la funcién de membresia, surgié la idea de poder definir
nuevos numeros con diferentes funciones de membresia. Dentro del contenido de este
trabajo se presentan algunos criterios de seleccion de la funcién de membresia, los cuales

sirven de base para poder definir nuevos nimeros que se apliquen a casos especificos.

Se pueden realizar nuevos analisis de la manera de resolver los modelos de
programacion lineal, incluyendo dos nuevas variables para funciéon objetivo, donde la
primera represente el menor valor y la segunda el mayor valor. De esta manera se pueden

plantear diferentes maneras de abordar el problema, por medio de operados min y max.
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APENDICES

A. Operaciones basicas y algebraicas en la Teoria de Conjuntos
Borrosos

e Operaciones basicas

Conjunto vacio

Un conjunto difuso 4 es vacio si y sélo si su funciéon de membresia 1 ;(x) es igual a cero, es
decir para todo ¥ € E,

pilx) =0

Inclusion

Sean E un conjunto y M su conjunto de membresia asociado, A y B dos subConjuntos

Borrosos de E; se dice que Aesun subconjunto de §, Si
x €E: pilx) = pp(x)
Esto se representara por: AcBE

Ejemplo

Sean:

E = {xl,x:,xE,x$xE} Yy M:[O,].]

A = {(x1]0.2), (x5]0.4), (x3]0.0), (x 4| 0.9), (x]0.6)}




B = {(xllﬂ-4l (:rzlﬂ-?}, (:ralﬂ-ﬂl '[Jf4| 1}J (xs.lﬂ-?}}

Por lo tanto se tiene que:

AcCcE

Debido a que se cumple lo siguiente:

0.2<0.4, 0.4<0.7, 0 =0, etc.

Igualdad

Sean E un conjunto y M su conjunto de membresia asociado, A y B dos subConjuntos

Borrosos de E; se dice que A y B son iguale si, y solamente si:

x €E: pilx) = pp(x)

Esto se representara por:
A=F

Ejemplo.

Sean:

E ={xy,X5,%X3%Xs%} y M=[0,1]
A= {":x1|ﬂ-4l (leﬂ-?l (xalﬂ-Z}}
B = {(x,]0.4),(x,]0.7),(x3]0.2)}
Por lo tanto se tiene que
A=F

Debido a que se cumple lo siguiente:

0.4=04,0.7=0.7 y0.2=0.2.




Si existe un x de E que no satisface pilx) = pglx), se dice gue los Conjuntos Borrosos no

son iguales, esto se representa por:

AxE
Complementacion

Sean E un conjunto y M su conjunto de membresia asociado, A y B dos subConjuntos

Borrosos de E; se dice que A4 y B son complementarios si, y solamente si:

Vx €E: puglx) =1— pzlx)

Esto se representa por:

v
[l
i )
o
i )
[l
v

Ejemplo.
Sean:

E = {xl,x:,xE,x$xE} Yy M:[O,].]

j = {(xl |ﬂ'13}1 ":xz |ﬂ'51}1 (xﬂ |ﬂ'ﬂ}.l (xd-lﬂ'B}J (XEl-l}}

B = {(x,]0.87),(x]0.39), (x3]1), (xs]0.2), (x5 | 0)}

Por lo tanto se tiene que

=5

:]'-'HE

En la Figura 31 se puede observar la funcion de membresia del subconjunto difuso A con

una linea continua, mientras que, la funcidn de membresia del complemento de este

subconjunto borroso se muestra con una linea punteada.



M (x)

1 \ L4
\ / \ /
0.8 \ z
\ / \ /
0.6 \ /

0.4 / \ 7/ \
/
0.2 \

Conjunto A = = Complemento del conjunto A

Figura 31 Complemento de un subconjunto borroso A

Interseccién

Sean E un conjunto y M su conjunto de membresia asociado, A y B dos subConjuntos
Borrosos de E; se define la interseccion:
AnB,
Como el subconjunto borroso mas grande contenido, a la vez, en A yen B. Es decir:

Vx €E: pingla) = MIN ( pz(x), us(x))

Ejemplo.
Sean:

E = {xl,xz,xa,xbe} Yy M:[O,l]

A= {(1’51 |ﬂ-2}1 '[Iz |ﬂ-5}1 '[I:a Iﬂ-ﬂ}, (I4|D-8}J '[5’65| 1}}

B= {(xllﬂ-Bl (I2|ﬂ-5l (I3|ﬂ-4'}; (I4|ﬂ-?}; '[J’C5|ﬂ}}

Por lo tanto se tiene que



-""T n E = {(xllﬂ'zl (1-'2 |ﬂ'5}.l (1-'3 |ﬂ}.l (xd-lﬂ'?l {x5|ﬂ}}

En la Figura 32 se muestra un ejemplo de forma grafica de la interseccién entre dos
subconjuntos difusos, con una linea mas gruesa se marcd la funcién de membresia de la

interseccidn de estos dos subconjuntos difusos.

Figura 32. Interseccioén de los subconjuntos difusos vy

Unioén
Sean E un conjunto y M su conjunto de membresia asociado, A y B dos subConjuntos
Borrosos de E; se define la unién:
AUB,
Como el subconjunto borroso mas pequefio que contiene tanto a A como a B. Es decir:

Vx €E: piuplx) = MAX (ui(x),us(x))

Ejemplo.
Sean:

E = {xljx:,xEJXQ_‘.xE} Yy M=[0,1]

A= {":xl |ﬂ-"1‘3'1 ":xz |ﬂ-5}1 ":x:a |ﬂ-2}1 (x4lﬂ-8}, 'I:x5| 1}}



B = {(xllﬂ-ﬂl (leﬂ-i}, (xalﬂ-4}, (x4|{].5}1 (xslﬂ-?}}

Por lo tanto se tiene que

AUB = {(x1]0.8),(x1]0.6),(x3]0.4), (x4]0.8), (x5 |1)}

En la siguiente figura se muestra la unidn de los subconjuntos difusos A y B, se puede

observar que esta unién la conforma para cada elemento la funcién de membresia mayor. Este

nuevo conjunto borroso originado contiene tanto al subconjunto borroso A como al B.

uix)
1

N\ /\
/ \/ \
W/ XN

./ N\
./ AN

a b C d X

= Subconjunto difuso A Subconjuntodifuso B Unidn

Figura 33 Unién de los subconjuntos difusos vy

Suma disyuntiva
La suma disyuntiva o diferencia simétrica (como la denominan algunos autores) de dos
subconjuntos se define en términos de la unidn y la interseccién de la manera siguiente:

A®BE=(AnB)u (4n B)

Ejemplo



Sean:

A= {":xl |ﬂ-2}1 ":xz |ﬂ-?}1 ":x:a |1}J (x4|{]}1 (x5|ﬂ.5}}

E = {(xllﬂ'sl (xz |ﬂ.3}_, (xa |-l}.l (Xq,lﬂ--ll (x5|ﬂ'5}}

Se tiene que:

A = {(x1]0.8), (x]0.3), (x5]0), (x4]1), (x5]0.5)}

B = {(x4]0.5), (x;]0.7), (x3]0),(x,]0.9), (x| 0.5)}

A0 B= {(x0.2),(x4]0.7), (x5]0), (x4]0), (x5]0.5)}

An B = {(x1]0.5), (x7]0.3), (x5|0), (x4]0.1), (x5 0.5)}

-~

A @ B = {(x,]05),(x;]0.7), (x3]0),(x4]0.1),(x5]0.5)}

Diferencia

La diferencia de dos subConjuntos Borrosos A y B que denotamos AB E, definimos como

sigue:

ACBE=4AnB

Del ejemplo utilizado para la suma disyuntiva, se obtiene la que la diferencia de los dos

Conjuntos Borrosos es:

A B B = {(x4]0.2), (x,]0.7), (x5]0),(x.] 0), (x5 0.5)}




Propiedades de las operaciones basicas

Sean ﬁ, B Y € tres subConjuntos Borrosos que pertenecen al conjunto E, se tienen las

siguientes propiedades.

10

11

12

13

14

15

=g
[T}

e b
[T)

Ty

wal]]

=at]

Conmutatividad

Asociatividad

Idempotencia

Distributividad

Involucion

Teoremas de De
Morgan

Las propiedades de los conjuntos ordinarios o cldsicos, también son propiedades de los

Conjuntos Borrosos, excepto por las propiedades de complementacién:

AnNnA

AuA4



Estas propiedades se encuentran Unicamente en los conjuntos ordinarios.



e Operaciones Algebraicas

En este punto se describe la forma de realizar las operaciones algebraicas entre dos
subConjuntos Borrosos, nuevamente se presentan ejemplos para que sea mas fdcil su

entendimiento.

Producto algebraico

Sean E un conjunto y M = [0, 1] su conjunto de membresia asociado, A y B dos

subConjuntos Borrosos de E; se define el producto algebraico de A y E, representado por:

A-B
La funcion de membresia del conjunto resultante del producto algebraico viene dada por la

siguiente expresion:

pip(x) = pi00) - ps(x) ¥x € E

Ejemplo

E = {xl,x:,x:a,xdde} Yy M:[O,].]

A= {(xl |ﬂ-2}1 (xz |ﬂ-4}1 (xa |ﬂ-ﬂl (x,;l ﬂ-gl (xslﬂ-ﬁ}}

B = {(xllﬂ-4l (:rzlﬂ-?}, (:ralﬂ-ﬂl (x,;l 1}J (xs.lﬂ-?}}

Entonces el producto algebraico de los subConjuntos Borrosos anteriores es el siguiente

conjunto:

A+ B = {(x4]0.08),(x0.28), (x3]0.0),(x 4] 0.9), (x5|0.42)}

Suma algebraica

Sean E un conjunto y M = [0, 1] su conjunto de membresia asociado, 4 y B dos



subConjuntos Borrosos de E; se define la suma algebraica de A y E, representado por:
AT E
La funcién de membresia del conjunto resultante del suma algebraica viene dada por la

siguiente expresion:

paza(x) = palx) +pple) — pilx)-paix) Wx € E

Del ejemplo anterior se tiene que para la suma algebraica es:
AT B = {(x4]0.52),(x,]0.82), (x5]0.0), (x| 1), (x5|0.88)}

e Propiedades de las operaciones algebraicas

Las propiedades que verifican las operaciones () y (¥) dados A B y € tres subConjuntos

Borrosos que pertenecen al conjunto E, son las siguientes:

. i-B=B.4

2 ATBE=EBFA Conmutatividad
5 (A-B)-C=4-(8-0)

4 (AFB)FE=4AF(BF ) Asociatividad
5 A-¢p=0¢

6 ite=4

7 A E=4

8 A¥E =E

° (j) = Involucidn
10 ﬁ = .51: F § Teoremas de De

Morgan



=
+
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En este caso no se satisfacen las propiedades de idempotencia, distributividad y de

complementacion.



B. Cédigo del modelo de MRP modificado

Los datos que se presentan a continuacidn, pertenecen al cédigo que se utilizo en el

software de LINGO, para obtener una solucidn al modelo de programacion lineal.

!'Datos

T={1,2,3,4}
1={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}

Funcidén objetivo

(costo por producir i * produccidén de i) + (costo por inventario i *
inventario i) + (costo por faltantes i * faltantes 1)

para todo i1 y para todo t;

max = X;

x*(881118) -
((100*p1l1+4*inv11+12*rdl11+100*pl2+4*inv12+12*rd12+100*pl3+4*inv13+12*r
dl3+100*pl4+4*inv14+12*rdld) +
(40*p21+5*inv21+28*rd21+40*p22+5*inv22+28*rd22+40*p23+5*inv23+28*rd23+
40*p24+5*inv24+28*rd24) +
(30*p31+5*%inv31+42*rd31+30*p32+5*inv32+42*rd32+30*p33+5*inv33+42*rd33+
30*p34+5*inv34+42*rd34) +
(2*p41+0.3*inv41+15*rd41+2*p42+0.3*inv42+15*rd42+2*p43+0.3*1inv43+15*rd
43+2*p44+0.3*inv44+15*rd44) +
(10*p51+5*inv51+25*rd51+10*p52+5*inv52+25*rd52+10*p53+5*inv53+25*rd53+
10*p54+5*inv54+25*rd54) +
(10*p61+3*inv6el+17*rd6l+10*p62+3*inve2+17*rd62+10*p63+3*inv6e3+17*rd63+
10*p64+3*inv64+17*rd64) +
(120*p71+6.48*inv71+140*rd71+120*p72+6.48*inv72+140*rd72+120*p73+6.48%*
inv73+4140*rd73+120*p74+6.48*inv74+140*rd74) +
(130*p81+6.48*inv81+158*rd81+120*p82+6.48*inv82+158*rd82+130*p83+6.48*
inv83+158*rd83+120*p84+6.48*1inv84+158*rd84) +
(50*p91+2.22*inv91+72*rd91+50*%p92+2.22*inv92+72*rd92+50*p93+2.22*inv93
+72*rd93+50*p94+2.22*inv94+72*rd9%4) +
(70*p10142.22*inv101+80*rd101+70*p102+2.22*inv102+80*rdl102+70*pl03+2.2
2*inv103+80*rdl103+700*p1l04+2.22*1inv104+80*rd104) +
(100*p111+42.22*inv111+125*%rd111+100*pl12+2.22*inv112+125*rd112+100*pl1l
342.22*%inv113+125*rd113+100*p114+2.22*inv114+125*rd114))<=-951824;

!Demanda del producto final;

dl11=250;
d12=280;
d13=280;
d14=360;
gll=100;
gl2=160;
gl3=160;
gld=240;




!Demanda de los otros productos 1i;

d21= 0.5*d11; g2l= 0.5*%gll;
d22= 0.5*d12; g22= 0.5*gl2;
d23= 0.5*d13; g23= 0.5*%gl3;
d24= 0.5*d14; g24= 0.5*gl4;
d31l= di1i; g3l= gll;

d32= di12; g32= gl2;

d33= di13; g33= gl3;

d34= dl4; g34= gl4;

d4l= 16*d1l1l; g4l= 16*gll;
d42= 16*d1l2; g42= 16*gl2;
d43= 16*d13; g43= 16*gl3;
d44= 16*dl4; gdd= 16*gl4;
d51= dii; gbl= gll;

d52= di12; gb2= gl2;

d53= di13; gb53= gl3;

d54= dl4; gb4= gl4;

del= 2*dll; g6l= 2*gll;
de2= 2*dl2; g62= 2*gl2;
dé63= 2*d13; g63= 2*gl3;
ded= 2*dl4; g6d= 2*gl4;
d71= 4*dl1l; g7l= 4*gll;
d72= 4*d12; g72= 4*gl2;
d73= 4*d13; g73= 4*gl3;
d74= 4*dl4; g74= 4*gl4;
dg8l= dlil; g8l= gll;

dg8z= dl2; g82= gl2;

dg83= dl3; g83= gl3;

d84= dl4; g84= gl4;

d91= 0.25*d11; g9l= 0.25*gll;
d92= 0.25*d12; g92= 0.25*gl2;
d93= 0.25*d13; g93= 0.25*gl3;
d94= 0.25*d1l4; g94= 0.25*gl4;
dl0l= 0.25*d11; glO0l= 0.25*gll;
dl02= 0.25*d12; gl02= 0.25*gl2;
dl03= 0.25*d13; gl03= 0.25*gl3;
dl104= 0.25*d14; gl04= 0.25*gl4;
dlll= 0.25*d11; glll= 0.25*gll;
dll2= 0.25*d12; gll2= 0.25*gl2;
dl13= 0.25*d13; gll3= 0.25*gl3;
dl1l4= 0.25*d14; glld= 0.25*gl4;

lRestricciones de demanda

i=1;



inv10= 0;

rdl10=0;

x* (150) + (inv10-rdl10+pll-invll+rdll)<= dl1;
x*(120)+ (invll-rdll+4pl2-inv12+rdl2)<=d12;
x*(120) + (invl12-rd12+pl13-inv13+rdl3)<=d13;
x*(120)+(inv13-rdl3+pld-inv14+rdl4d)<=dl4;
inv14=0;

'i=2;

inv20= 0;

rd20=0;

xX* (d21-g21)+ (inv20-rd20+p21-inv21+rd21)<=d21;
X* (d22-g22)+ (inv21-rd21+p22-inv22+rd22)<=d22;
x* (d23-g23) + (1inv22-rd22+p23-inv23+rd23)<=d23;
x* (d23-g23) + (1inv23-rd23+p24-inv24+rd24)<=d24;
'i=3;

inv30= 0;

rd30=0;

x* (d31-g31) + (inv30-rd30+p31-inv31+rd31)<=d31;
x* (d32-9g32)+ (inv31-rd31+p32-1inv32+rd32)<=d32;
x* (d33-9g33) + (inv32-rd32+p33-1nv33+rd33) <=d33;
X* (d34-g34) + (inv33-rd33+p34-inv34+rd34)<=d34;
'i=4;

inv40=250;

rd40=0;

x*(d41-g41l)+ (inv40-rd40+pd4l-inv4l+rd4l)<=d4l;
x* (d42-g42)+ (inv41l-rd41+p42-inv42+rdd2)<=d42;
x* (d43-g43)+ (inv42-rd42+p43-1inv43+rd4d3) <=d43;
x* (d44-g44)+ (inv43-rd43+pdd4-invdd+rddd) <=dd4;
'i=5;

inv50=10;

rd50=0;

x* (d51-g51) + (inv50-rd50+p51-inv51+rd51) <=d51;
xX* (d52-g52) + (inv51-rd51+p52-inv52+rd52) <=d52;
x* (d53-g53) + (inv52-rd52+p53-1nv53+rd53) <=d53;
x* (d54-g54) + (inv53-rd53+p54-inv54+rd54) <=d54;
li=6;

inve0= 10;

rd60=0;

x* (d61-g61)+ (inv60-rd60+p6l-invel+rd6el)<=d6l;
X* (d62-g62)+ (inv6el-rd6l+p62-inv62+rd62) <=d62;
x* (d63-g63) + (1nv62-rd62+p63-inv6e3+rd63) <=d63;
x* (d64-g64)+ (inv63-rd63+p64-inved+rded) <=de64d;



inv70= 15;

rd70=0;

x* (d71-g71) 4+ (inv70-rd70+p71-inv71+rd71)<=d71;
xX* (d72-g72)+ (inv71-rd71+p72-inv72+rd72)<=d72;
x* (d73-g73)+(inv72-rd72+p73-inv73+rd73) <=d73;
x* (d74-g74)+ (inv73-rd73+p74-inv74+rd74)<=d74;
1i=8;

inv80=15;

rd80=0;

x* (d81-g81)+ (inv80-rd80+p8l-inv81l+rd81l)<=d81;
xX* (d82-g82) + (inv8l-rd81l+p82-inv82+rd82)<=d82;
X* (d83-g83) + (inv82-rd82+p83-inv83+rd83) <=d83;
x* (d84-g84)+ (inv83-rd83+p84-inv84+rd84)<=d84;
1'i=9;

inv90= 5;

rd90=0;

x*(d91-g91) + (inv90-rd90+p91-inv91+rd91)<=d91l;
x*(d92-g92) + (inv91-rd91+p92-inv92+rd92) <=d92;
x* (d93-g93) + (1inv92-rd92+p93-inv93+rd93) <=d93;
x* (d94-g94) + (inv93-rd93+p94-inv94+rd94) <=d94;
11=10;

inv100= 10;
rdl100=0;

x*(d101-g101)+ (inv100-rd100+p101-inv101+rd101)<=d101;
x* (d102-g102)+ (inv101-rd101+pl02-inv102+rd102)<=d102;
x*(d103-g103) +(inv102-rd102+pl103-inv103+rdl103)<=d103;
x*(d104-g104)+ (inv103-rd103+p104-inv104+rd104)<=d104;
1'i=11;

invl110= 5;

rdl110=0;

x*(d111-g111)+ (inv110-rd110+plll-inv111+rdl11)<=d111;
x*(d112-g112)+(inv111-rdl11+pl12-inv112+rdl12)<=dl12;
x*(d113-g113)+(inv112-rdl12+pl113-inv113+rdl13)<=dl13;
x*(d111-g111)+ (inv113-rd113+pll4-inv114+rdl14)<=d114;

x<=1;

!'Restricciones de produccién;

o O O o

.5*p21+p31+0.
.5*p22+p32+0.
.5*p23+p33+0.
.5*p24+p34+0.

5%*plll-pl1=0;
5%pll2-pl2=0;
5*pl13-pl13=0;
5*pl14-pl4=0;

p91+pl01-p21=0;
p91+pl01-p22=0;



p91+pl01-p23=0;
p91+pl01-p24=0;

.0625*p41+p51+0.
.0625*p42+p52+0.
.0625*p43+p53+0.
.0625%p44+p54+0.

O O OO

5%*p61+0.
5*p62+0.
5*p63+0.
5*p64+0.

25*p71+p81-p31=0;
25*p72+p82-p32=0;
25*p73+p83-p33=0;
25*p74+p84-p34=0;
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