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Resumen 
 
 
 
 
Esta tesis investiga técnicas y métodos de modelado para sistemas eléctricos de 
potencia, basados en tres distintas teorías: perturbación singular, formas 
normales y series de Taylor. Los métodos propuestos permitirán que se 
conserve la mayor información del sistema, tanto en las características de sus 
elementos de la red así como de la carga, además de proporcionar ventajas con 
respecto a métodos convencionalmente usados.  
 En primer lugar, se establece un marco teórico orientado a la revisión de 
métodos usados en la simplificación de sistemas no lineales mediante modelos 
representados por ecuaciones diferenciales. 
 Se proponen los procedimientos sistemáticos de las teorías, mencionadas 
al inicio, para preservar la estructura del sistema eléctrico de potencia cuya 
representación es no lineal, además de plantear los algoritmos necesarios para 
la determinación de las soluciones analíticas del sistema.   

La aplicación de los métodos se evalúan en el modelo del sistema de dos 
áreas cuatro generadores del IEEE (aplicación de la teoría de perturbación 
singular) y el modelo clásico de la máquina (aplicación de teorías de formas 
normales y series de Taylor). 
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Capítulo 1 
Introducción 

 

 

1.1  Planteamiento del Problema 

A partir del descubrimiento de la energía eléctrica y su posible utilización 
comercial por parte del hombre, ésta ha jugado un papel muy importante en el 
desarrollo de la humanidad. El impulso de grandes fuentes de energía para 
ejecutar trabajos útiles ha sido la clave del dilatado progreso industrial y parte 
primordial en la mejora de la calidad de vida del hombre, en la sociedad 
moderna. 

En las últimas dos décadas los sistemas de potencia han sido operados 
bajo un gran nivel de condiciones de esfuerzo, lo que los ha llevado a presentar 
ciertas limitaciones y deficiencias; además, el crecimiento de la población y 
desarrollo de la actividad humana han ocasionado un incremento en el uso de 
la electricidad, lo cual, ahora parece estar creando nuevas barreras en la 
expansión de los tales sistemas  [2]. 

En años recientes la planeación, construcción y operación de los grandes 
sistemas de potencia han llegado a ser excesivamente complejas, la gran 
importancia de la generación y transmisión de la energía eléctrica, ha motivado 
la implementación de nuevos métodos y técnicas analíticas que permitan 
optimizar el estudio, análisis y control de los sistemas eléctricos de potencia.  

La red eléctrica que consiste en un cúmulo de elementos, tales como: 
generadores, buses, líneas de transmisión y la carga; por mencionar algunos, es 
un sistema que por su propia naturaleza física original es representado por un 
conjunto de ecuaciones diferencial-algebráico no lineales, que para su análisis 
debemos considerar que dichas no linealidades pueden afectar o perturbar  de 
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manera importante la estabilidad de pequeña señal del sistema. 
En estudios convencionales, debido a la gran complejidad de la red se 

han implementado métodos y herramientas analíticas totalmente lineales, los 
cuales presentan principalmente la siguiente desventaja: 

 
• Reducen el tamaño del sistema físico original a sistemas representados 

únicamente por un conjunto de ecuaciones diferenciales, en el cual el 
conjunto de ecuaciones algebráicas es eliminado; es decir ciertas 
variables se convierten en constantes. 
 
Debido a lo anterior es necesario realizar el estudio del comportamiento 

no lineal de un sistema, para lo cual, se requieren diferentes y más avanzadas 
metodologías que las usadas para el estudio de las aproximaciones lineales; ya 
que, éstas debido a la reducción del sistema provoca ciertas pérdidas en la 
información, lo cual puede ser de gran importancia para estimar los efectos de 
la acción de control en la red de transmisión y evaluar el efecto de las 
características de la carga en el comportamiento del sistema.  

El estudio de este tema ha generado un gran interés en el área de este 
campo de investigación, por lo cual, el objetivo fundamental del presente 
trabajo es desarrollar herramientas analíticas que nos permitan estudiar tales 
fenómenos (no linealidades) en los sistemas eléctricos de potencia. 

 

1.2  Revisión del Trabajo Previo 

El crecimiento y la complejidad creciente de los sistemas eléctricos ha 
provocado el desarrollo de métodos y técnicas de análisis alternativos o 
complementarios al estudio convencional de la estabilidad de pequeña señal. La 
mayoría de los métodos y técnicas desarrolladas están basadas en el análisis y 
estudio de sistemas lineales representados por ecuaciones puramente 
diferenciales donde los modos de oscilación proporcionan una medida de la 
estabilidad del sistema y permiten caracterizar de manera precisa la 
naturaleza y origen de las oscilaciones. En las referencias [18], [19-21] y [22] se 
resumen algunos aspectos importantes de estas técnicas donde el aspecto 
principal es el estudio del comportamiento dinámico natural de los sistemas 
eléctricos de potencia. 

El estudio del comportamiento dinámico de los sistemas de potencia ha 
sido planteado en la literatura desde diversas perspectivas. A continuación se 
resumen algunas de las técnicas utilizadas. 
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1.2.1 El Método de Formas Normales 
El método de formas normales (MFN) es una herramienta analítica poderosa 
que permite estudiar y analizar los procesos físicos descritos por ecuaciones 
diferenciales ordinarias. Actualmente en el campo de la investigación de los 
sistemas de potencia el interés de la teoría de formas normales como 
herramienta analítica para el estudio de diversos aspectos del comportamiento 
no lineal del sistema de potencia ha sido extensamente reconocida en la 
literatura [18-23] e incluye el estudio de la determinación de interacción no 
lineal, la evaluación de fronteras de estabilidad y el análisis de resonancia 
entre modos.  

Sin embargo, existen pocos trabajos analíticos que investiguen el efecto 
de términos no lineales de alto orden en la repuesta del sistema. En [24], 
Starret et al. mostraron que la respuesta dinámica del sistema puede incluir 
combinaciones de los modos fundamentales de oscilación. Más recientemente, 
diversos investigadores [19]-[24] han sugerido la necesidad de incluir términos 
de orden mayor en la respuesta dinámica del sistema. 

La extensión de los métodos de análisis desarrollados para el estudio de 
sistemas de mayor dimensión, es un problema extremadamente complejo para 
el cual actualmente se han reportado escasos resultados [13-14-23]. 

Entre los trabajos actualmente reportados se dividen en dos modelos, el 
primero, está basado en el estudio y análisis de sistemas de ecuaciones 
diferenciales no lineales [16] y el segundo parte de la representación 
matemática de modelos representados por ecuaciones diferenciales-algebraicas 
[13-14]. En algunos casos se proponen técnicas y modelos analíticos basados en 
formas normales de alto orden. Una característica notable en este tipo de 
modelos propuestos es que el costo computacional requerido para su 
implementación práctica puede resultar prohibitivo para el estudio de sistemas 
de gran dimensión. 
 

1.2.2 Estrategias Generales de Resolución y Reglas de Decisión Basadas en 
la Experiencia 

Estas estrategias también son conocidas comúnmente como métodos 
heurísticos, los cuales son desarrollados por medio de la intuición y de la 
experiencia previa con problemas similares, sus reglas proporcionan tácticas 
rápidas y prácticas que indican las vías o posibles enfoques a seguir para 
alcanzar una solución, ya que pueden reducir el trabajo exhaustivo que puede 
requerir otro método, permitiendo quizá llegar a una solución cercana a la 
óptima. 
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A pesar de que ésta metodología es fácil de estudiar y simple para ser 
implementada, en comparación con otros métodos, los resultados obtenidos no 
garantizan que sean la solución óptima del problema; es decir, la ejecución de 
estos métodos no garantiza la consecución  de un resultado óptimo. Por 
ejemplo, reducir el espacio de un problema complejo a la identificación de sus 
principales elementos. 

Los métodos heurísticos pueden ser aplicados al análisis basado en la 
integración numérica de ecuaciones diferenciales que describen solo una parte 
del comportamiento dinámico del sistema de potencia [6]. 

 

1.2.3 Herramientas Analíticas Basadas en el Método Directo de Lyapunov  
Estas técnicas son una herramienta poderosa que ofrecen estudios analíticos 
para determinar la estabilidad asintótica aplicada a sistemas de potencia no 
lineales mediante su linealización, con esto se puede establecer el 
comportamiento dinámico del sistema lineal [1,7], el cual queda representado 
por un conjunto de  ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Por otra parte, ésta metodología en si misma es una generalización de la 
función de energía, y en efecto fue aplicada implícitamente a los problemas de 
sistemas de potencia cuando la técnica del criterio de áreas iguales fue 
propuesta.  

 

1.2.4 Modelos Generalizados Derivados de la Utilización Combinada de 
estas Herramientas 

Aunque se tenga en los sistemas eléctricos de potencia la aplicación de métodos 
de integración numérica (métodos heurísticos) para la obtención de su solución 
en el tiempo, muchas veces estos no proporcionan una idea del comportamiento 
cualitativo que tiene el sistema; es decir, del comportamiento que tienen las 
ecuaciones diferenciales en su dinámica (método de Lyapunov).  

Esto hace cada vez más necesario el contar con modelos generalizados 
que a partir de la utilización combinada de las herramientas antes 
mencionadas, nos brinden un mejor entendimiento en la dinámica de los 
sistemas eléctricos de potencia. 

En las referencias [1], [3-5] y [7] se presentan algunas aproximaciones 
lineales utilizadas para representar los sistemas eléctricos de potencia desde el 
aspecto de estudio de estabilidad. 

 
 
 



 5

1.3  Objetivo y Contribuciones de la Tesis 

El objetivo fundamental de esta tesis es el desarrollo de métodos y técnicas que 
preserven la estructura de los sistemas eléctricos de potencia y características 
de la carga utilizando la teoría de perturbación singular y técnicas lineales. 
Otros objetivos identificados son el desarrollo de modelos computacionales 
generales para el modelado de efectos no lineales ante diferentes condiciones de 
esfuerzo. 
 

1.3.1 Contribuciones de la Tesis 
Las principales contribuciones del presente trabajo son: 
 

1. El establecimiento de un modelo matemático general del sistema de 
potencia donde los efectos no lineales se aproximan mediante una serie 
truncada de primer orden del campo vectorial original. 

2. El desarrollo de una metodología para la determinación de soluciones 
analíticas en el tiempo de las variables que interactúan en el 
comportamiento completo del sistema. 

3. La implantación computacional de los algoritmos desarrollados 
utilizando matemática simbólica en el ambiente de Matlab. 

4. Cuantificar las variaciones no lineales en un sistema OMIB. 
5. La determinación de la  diferencia de fase entre el modelo clásico y el 

equivalente no lineal del sistema OMIB. 
 

1.4  Estructura de la Tesis 

La estructura general se describe a continuación: En el capítulo 2 se hace una 
revisión de métodos utilizados para la simplificación de sistemas no lineales 
representados por ecuaciones diferencial-algebraicos a la representación de 
modelos representados por ecuaciones diferenciales y se presenta una 
introducción al presente trabajo. 

En el capítulo 3 se desarrolla un procedimiento sistemático basado en la 
teoría de perturbación singular y técnicas lineales para preservar la estructura 
del sistema eléctrico de potencia y características específicas de carga. Se 
propone un  algoritmo para la determinación de las soluciones analíticas del 
sistema. 
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En el capítulo 4 se presenta la aplicación del método propuesto  al 
modelo  de un sistema de dos áreas cuatro generadores del IEEE, considerando 
distintos grados de esfuerzo en la representación del sistema, y la aplicación no 
lineal al modelo clásico de la máquina. 

Por último, en el capítulo 5 se presentan las conclusiones generales del 
presente trabajo y se proponen nuevas líneas de investigación. 
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Capítulo 2 
Representación Lineal de Sistemas 

Dinámicos Variantes en el Tiempo 
 

 

2.1 Introducción 

Hoy en día, el estudio del comportamiento no lineal alrededor de un punto de 
equilibrio se ha convertido en una parte primordial del análisis de estabilidad 
en los sistemas eléctricos de potencia al ser perturbados por causas externas. 

El primer paso para realizar un estudio analítico a un sistema, y en lo 
particular a un sistema eléctrico de potencia, es el modelado, que es, como 
describir matemáticamente los elementos o componentes que conforman al 
sistema para ser analizado. Dichos modelos no deben ser más detallados que lo 
requerido para una tarea específica, y la complejidad depende del tipo de 
estudio que se está investigando. Por otra parte también es muy importante 
tener el conocimiento de las condiciones iniciales del sistema para así poder dar 
solución a dichos estudios [11].   

En el presente capítulo, se propone un modelo matemático general del 
sistema, basado en métodos y técnicas lineales y teoría de perturbación 
singular, para estudiar las no linealidades que se originan de la expansión en 
series de potencia de primer orden para sistemas dinámicos singularmente 
perturbados del modelo dinámico no lineal del sistema de potencia en la 
estabilidad de pequeña señal. 

En primera estancia se presenta, una revisión de métodos utilizados 
para el estudio de sistemas dinámicos no lineales con énfasis en la teoría no 
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lineal de sistemas representados únicamente por un conjunto de ecuaciones 
diferenciales. A continuación se desarrolla un procedimiento sistemático, 
basado en el modelo natural u original de los sistemas eléctricos de potencia, 
los cuales son representados por un conjunto de ecuaciones diferencial-
algebráico no lineal, el cual se introduce al enfoque de análisis utilizado en este 
trabajo. La técnica propuesta es general y puede aplicarse al estudio diversos 
sistemas físicos representados por ecuaciones diferencial-algebráico. 
 

2.2 Conceptos Generales 

En la actualidad se sabe, que por lo regular todos los sistemas por su propia 
naturaleza física son no lineales, más sin embargo, es común en el 
conocimiento de ingeniería que muchos sistemas prácticos de este tipo son 
difíciles, imprácticos o incluso imposibles de resolver analíticamente. 

Por otra parte, debido a ciertas complejidades que se presentan al 
realizarles algún estudio a tales sistemas, por lo general se les aplican 
metodologías o técnicas lineales que permiten hacer un poco más sencillo su 
análisis. 
 

2.2.1 Sistemas no Lineales  
Como se mencionó con anterioridad, el estudio que se propone en este trabajo 
aborda principalmente los sistemas no lineales, los cuales pueden ser 
representados por un conjunto de ecuaciones diferencial-algebráico no lineal de 
la forma 

0

0

)(),,,(0
)(),,,(

ztztzxg
xtxtzxfx

o

o

==
==&

                                                    (2.1)                        

donde x  es el vector de variables de estado que pertenece a nR , z  es el vector 
de variables algebráicas del sistema que pertenece a mR .  

Para realizar el análisis al sistema representado por (2.1), éste puede ser 
estudiado desde tres perspectivas o campos diferentes, los cuales son: 
 

1. Llevar al sistema (2.1) a una expresión reducida representada solamente 
por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias. 

2. Mantener la conservación del sistema representado por (2.1) mediante la 
aplicación y uso de técnicas y métodos de perturbación singular que 
permita obtener un sistema singularmente perturbado, el cual es la base 
primordial de este trabajo. 
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3. Aplicar integración numérica al sistema (2.1) para obtener su solución de 
manera numérica.   
A continuación, se presenta una breve descripción de éstos métodos. 

 
2.2.1.1 Representación no Lineal del Sistema Reducido 

Considérese un sistema no lineal descrito por (2.1) y su expansión de primer 
orden en series de potencia alrededor de condiciones de equilibrio 0x  y 0z  tal 
que 

BzAxx +=&~                                                               (2.2) 

DzCx +=0                                                               (2.3) 
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Sea D  una matriz invertible; ahora bien, realizando el despeje de z  de 
(2.3) resulta 

CxDz 1−−=                                                              (2.4) 

por otra parte, remplazando o sustituyendo (2.4) en (2.2) se obtiene la 
representación linealizada del sistema (2.1), representada por ecuaciones 
diferenciales ordinarias, donde las variables algebraicas z  son representadas 
únicamente por valores constantes. 
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De esta manera se obtiene la representación lineal del sistema no lineal 
(2.1), cuyo sistema queda representado por 

xAx ~~ =&                                                                 (2.5) 

donde ( )CBDAA 1~ −−= . 

Dada la complejidad que existe en los sistemas eléctricos de potencia la 
mayoría de las herramientas analíticas desarrolladas en este campo se dedican 
a analizar el comportamiento del sistema utilizando técnicas de análisis lineal 
donde los modos de oscilación proporcionan una medida de la estabilidad del 
sistema y permiten caracterizar de manera precisa la naturaleza y origen de 
las oscilaciones. Las referencias [1-5] resumen las principales características de 
este tipo de enfoques.  

 
2.2.1.2 Representación del Sistema Singularmente Perturbado 

El objetivo fundamental que tiene el sistema original en (2.1) es llevar al 
sistema a su representación mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales 
ordinarias en (2.6) donde el conjunto de variables algebráicas sean conservadas 
para el estudio de tal sistema. 

Sean 0x  y 0z  las condiciones de equilibrio de (2.1); además, sea ε  un 
pequeño parámetro llamado perturbación singular tal que al aplicar una 
perturbación singular al sistema (2.1) tengamos  

00

00

)(,),,,,(ˆ)(

)(,),,,,(ˆ)(

ztzRzzxtgtz

xtxRxzxtftx
m

n

=∈=

=∈=

εε

ε

&

&
                                      (2.6) 

Es muy importante puntualizar  que 0→ε , pero si 0=ε  el sistema (2.6) 
toma la forma del sistema no lineal (2.1). 

Por otro lado, expandiendo (2.6) en series de potencias de primer orden 
alrededor de las condiciones de equilibrio se obtiene 
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Tomando en cuenta el sistema singularmente perturbado (2.7) y 
reordenándolo en forma matricial tenemos 
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donde la matriz jacobiana dependiente de ε  del sistema interconectado esta 
dado por 
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Muchos de estos sistemas tienen dinámicas que se desenvuelven en 
diferentes escalas de tiempo. Algunas son rápidas, otras lentas; en muchos 
casos no es práctico manejar todas éstas dinámicas juntas en un solo modelo. 
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2.2.1.3 Soluciones Numéricas 

La integración numérica de las ecuaciones (2.5) o (2.10) permiten encontrar 
soluciones aproximadas al comportamiento dinámico del sistema basados en el 
procesamiento de señales obtenidas de la simulación o medición del 
comportamiento natural del sistema eléctrico de potencia. 

A continuación, se hace una mención de ciertos métodos de integración 
numérica explícita e implícita aplicados a la solución de sistemas no lineales, 
en especial a sistemas de potencia. 

 
 Método de Euler. 
 Método de Euler modificado. 
 Métodos de Runge-Kutta, de segundo y cuarto orden [12], [13]. 
 Regla trapezoidal. 
 Método de Gauss-Seidal. 
 Método de Newton-Raphson. 

 
La desventaja del uso de la herramienta mencionada es que el análisis 

de estudio se reduce a la salida de las variables de estado variantes en el 
tiempo. 
 

2.3 Linealización del Sistema 

Dada la representación obtenida del sistema en (2.10) por un conjunto de 
ecuaciones diferenciales ordinarias singularmente perturbadas es posible llevar 
éste sistema no lineal a un sistema linealizado, el cual será aumentado 
mediante su  forma canónica de Jordan.  

Sean { }nλλλλ ,,,, L321  el conjunto de eigenvalores propios y 
{ }mnnnn ++++ λλλλ ,,,, 321 L  el conjunto de pseudos-valores de la matriz jacobiana en 
función de la pequeña perturbación singular ( )(εJ ) [6] y sean U=col(u1, u2,.., 
un)., ( )nvvvV ,...,, 21=  las matrices asociadas de vectores propios izquierdos y 
derechos, respectivamente. Entonces, el cambio lineal de coordenadas [7-10] 

[ ] yUzxx T ~)(~ ε==                                                           (2.12) 
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transforma al sistema en (2.10) a su forma canónica de Jordán: 
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donde [ ] mnT
mn Cyyyy +

+ ∈= ,~
21 L  es el vector de coordenadas en forma de 

Jordán.  
Por consiguiente, la ecuación (2.13) pueden expresarse en la siguiente 

forma diagonal 
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Se asume que los vectores propios se normalizan para satisfacer las 
relaciones IAV T = . La generalización de este procedimiento para incluir valores 
propios repetidos se discute en las referencias [7].  

 

 
Figura 2.1 Diagrama de flujo del procedimiento de análisis. 
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La figura 2.1 muestra el procedimiento de análisis para sistemas no 
lineales, en el cual se enfatizó el tratamiento del sistema singularmente 
perturbado, debido a que es el enfoque que se le da a este trabajo.  

En la aplicación para la obtención de un sistema singularmente 
perturbado es preciso indicar lo siguiente: 
 

1. Conocer las condiciones de equilibrio en estado estable del sistema 
representado por el conjunto de ecuaciones diferencial-algebráico. 

2. Muchos de estos sistemas tienen dinámicas que se desenvuelven en 
diferentes escalas de tiempo; algunas son rápidas, otras lentas; en 
muchos casos no es práctico manejar todas éstas dinámicas juntas en un 
solo modelo. 
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Capítulo 3 
Desarrollo de Aproximaciones al  

Comportamiento del Sistema 
 

 

3.1 Introducción 

Las ecuaciones matemáticas que describen el comportamiento natural de los 
sistemas eléctricos de potencia, están descritos por un conjunto de ecuaciones 
diferencial-algebraico que contienen no linealidades que pueden afectar en 
forma importante la estabilidad de pequeña señal. La forma en que se ha 
abordado este problema ha sido desde dos perspectivas diferentes, la primera y 
más convencional está basada en la aplicación de técnicas de análisis lineal [1], 
la segunda, se centra en la aplicación de la teoría de perturbación de 
parámetros al modelo dinámico del sistema. 

En este capítulo se desarrollarán dos procedimientos sistemáticos para 
reproducir el comportamiento de los sistemas de potencia, la primera está 
fundamentada en técnicas lineales y la teoría de perturbación singular para 
conservar la estructura del sistema y características específicas de la carga 
[2,3]. La segunda, se basa en la técnica de análisis no lineal con énfasis en el 
método de formas normales, donde se propone un modelo del sistema eléctrico 
de potencia donde los efectos no lineales se aproximan mediante una serie 
truncada de segundo orden del campo vectorial original. 

Por último se describe brevemente la implementación computacional de 
los métodos y análisis propuestos, además se discute la validación de los 
algoritmos desarrollados. 



 19

3.2 Primer Modelo: Sistema Lineal Singularmente Perturbado 

3.2.1 Sistema de Ecuaciones Diferencial‐Algebráico  
El comportamiento natural de los sistemas eléctricos de potencia está 
representado por un par de conjuntos de ecuaciones no lineales, el primero, un 
conjunto de ecuaciones diferenciales y el segundo un conjunto de ecuaciones 
algebráicas, ambos conjuntos conforman un conjunto de ecuaciones diferencial 
algebráico de la forma 

( )

( )zx,,g0

zx,,fx

t

t
dt
d

=

=
                                                               (3.1) 

donde nℜ∈x  es el vector de variables de estado del sistema y mℜ∈z   son las 
variables algebraicas del resto del sistema. 

Los  sistemas de la segunda parte de (3.1), han sido considerados como 
“teóricamente problemáticos” debido a las grandes limitantes que presenta, 
además de que el sistema de ecuaciones algebráicas no lineal pudiera tener 
puntos singulares donde éste no pueda ser resuelto por las variables 
algebráicas dependientes z . En estos puntos la respuesta del sistema no puede 
ser definida, lo cual contradice que “cualquier sistema físico debe tener una 
solución en el tiempo” [11]. 

En estudios convencionales dado el tamaño y complejidad de los sistemas 
de potencia, el sistema es reducido a un comportamiento representado 
puramente por ecuaciones diferenciales, de la forma )(xfx =&  donde x  es el 

vector de variables de estado del sistema y 
_
f  es un vector de ecuaciones no 

lineales donde se incorporan las variables de la red como efectos constantes [4]. 
Una de las desventajas de este modelo es que se pierden características e 
información importantes propias de la red que pueden ser relevantes, como 
para la ubicación de dispositivos de control. 

En recientes investigaciones una de las propuestas es preservar el 
modelo del sistema de potencia llevando al sistema representado por sus 
ecuaciones a un sistema representado por ecuaciones diferenciales 
singularmente perturbado [5], el cual será el objetivo fundamental de 
investigación en este trabajo. 

 

3.2.2 Sistema no Lineal Singularmente Perturbado 
Las técnicas de perturbación singular permiten un alto nivel de modelado, 
además de hacer simplificaciones “ad hoc” de los modelos dinámicos del 
sistema, una de ellas es la omisión de constantes de tiempo “pequeñas” tales 
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como, masas, capacitancias y otros parámetros similares “parásitos” los cuales 
incrementan el orden dinámico del modelo.  

No obstante, un diseño basado en un modelo simplificado puede resultar 
en un sistema lejano al comportamiento deseado, o incluso en un sistema 
inestable, por esta razón se necesitan herramientas más avanzadas para 
mejorar el diseño. El primer paso es definir el fenómeno principal, convirtiendo 
las expansiones asintóticas en series reducidas y de frontera, las cuales son las 
características principales de las técnicas de perturbación singular [12]. 

Partiendo del sistema dado en (3.1), el objetivo de este trabajo es  llevar 
al sistema representado por ecuaciones diferencial-algebráicas a un sistema 
representado por ecuaciones diferenciales singularmente perturbado de la 
forma 

( ) ( )

( ) ( ) m
o

n
o

tεt
dt
d

tεt
dt
d

ℜ∈==

ℜ∈==

z     ,z z     ,z,x,,ĝz

     x,x      x,z,x,,f̂x  

o

o

ε
                                      (3.2) 

donde ε  es un pequeño parámetro llamado perturbación singular, cuando 0=ε  
el sistema en (3.2) toma la forma del sistema representado por ecuaciones 
diferencial-algebráicas en (3.1), para cuando 0→ε , la dinámica de z  en (3.2) 
por naturaleza es más rápida que la dinámica de .x   
 

3.2.3 Escalas de Tiempo 
Debido a que los sistemas de potencia son dinámicos, la descomposición en 
etapas es impuesta por la separación de escalas de tiempo. Usualmente, el 
modelo reducido representa el fenómeno más lento, el cual en muchas 
aplicaciones es el dominante, por otra parte, los modelos de frontera envuelven 
las escalas de tiempo más rápidas y representan las desviaciones del lento 
comportamiento previsto, la meta de las siguientes etapas de diseño es hacerlas 
asintóticamente estables, para lograr que las desviaciones disminuyan 
rápidamente. La separación de escala de tiempo es de gran utilidad para la 
implementación de un hardware y software más eficiente del sistema. 

Si se establece que 0=ε , el modelo estará en su forma estándar en la 
cual la segunda ecuación diferencial de (3.2) se convertirá en una ecuación 
algebráica. 
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Suposición 1.- En un dominio de interés  
( )0,,,0 zxtg=                                                                (3.3) 

tiene 1≥k  raíces reales diferentes 
( ) .,...,2,1,, kixtz i == φ                                                          (3.4) 

La suposición asegura que un modelo reducido de n dimensiones bien 
definido corresponderá a cada raíz. Para obtener el ith modelo reducido se 
sustituyen las raíces en la primera ecuación diferencial del modelo (3.2); esto 
es,  

( )( ) ( ) 00,0,,,, xtxxtxtfx i == φ&                                               (3.5) 

donde la barra indica que las variables pertenecen a un sistema con 0=ε . 
Éste modelo reducido también es llamado modelo estado cuasi-estable, 

debido a que la velocidad 
ε/gz =&                                                                   (3.6)  

puede ser muy grande cuando ε  sea pequeña, y así rápidamente converger a 
las raíces. 

La inconveniencia para lograr la reducción de orden mediante el uso de 
un parámetro, es que no siempre es claro como elegir al parámetro para ser 
considerado como pequeño, pero afortunadamente en muchas aplicaciones, 
nuestro conocimiento de los procesos físicos y componentes del sistema nos 
ponen en el camino correcto. 

La dependencia de la suposición 1 esta en función de la elección de las 
variables de estado; en muchas aplicaciones el objetivo del modelado es 
mantenerse lo más apegado a la variable física original. 

Las perturbaciones singulares causan un comportamiento multi-escala 
de tiempo del sistema caracterizado, debido a la presencia de los transitorios 
lentos y rápidos en la respuesta del sistema a estímulos externos. La 
discrepancia entre la respuesta del modelo reducido y el modelo completo es el 
transitorio rápido, la cual se puede demostrar mediante la variable z  que ha 
sido excluida del modelo reducido (3.5) y sustituida por z  en la cual no 
podemos asegurar que su valor inicial es 0z , ya que puede existir una gran 
diferencia entre éste y su valor inicial 

( ) ( )( )000 , txttz φ=                                                           (3.7) 

debido a lo anterior, la mejor aproximación de z será 
( ) ( ) [ ]TttOtzz ,, 1∈+= ε                                                     (3.8) 
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la cual establece que durante un intervalo inicial (capa límite) [ ]10 ,tt  la variable 
z se aproximará a z , y durante [ ]Tt ,1  permanece cerca de ésta. 

Por otra parte, la condición inicial de la variable x  si puede iniciar desde 
0x , por lo cual la aproximación de x será 

( ) ( ) [ ]TttOtxx ,, 0∈+= ε                                                   (3.9) 

Al establecer ε  igual a cero, en la segunda parte de la ecuación (3.2) se 
hace instantáneo el transitorio de z siempre que 0≠g . 

 

3.2.4 Representación Estándar de un Sistema Singularmente Perturbado 
Siguiendo  la metodología propuesta por Gordon y Liu [6], donde un sistema 
representado en coordenadas físicas en (3.1) es llevado a su representación 
estándar singularmente perturbado de la siguiente forma: 

Sea  

( ) mt ℜ∈=       w,zx,,ĝ  w                                                   (3.10) 

una función que contiene un grado de error con respecto al conjunto de 
funciones algebraicas, es decir, una perturbación singular es implantada para 
crear una forma asintóticamente estable ( ) .w1-w  ε=&  De (3.10), w  puede ser 
representada por una función diferencial de la forma 

z
z
wx

x
www- 1 &&&

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

==
t

w ε                                                  (3.11) 

tal que  
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t

εε                                      (3.12) 

o, equivalentemente 

( ) ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+
∂

∂
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=
−−

εtt
t
tt z,x,,f̂

x
zx,,ĝzx,,ĝ

z
w-zx,,ĝ

z
wz

11

εε&                (3.13) 

en (3.13) cuando 0→ε , entonces  

( ) ( ) ( ) 0z,x,,f̂
x

zx,,ĝzx,,ĝ
z
w 1

≈⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+
∂

∂
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ −

εtt
t
tε                        (3.14) 

Por lo tanto es obtenido un sistema singularmente perturbado 
representado por ecuaciones diferenciales no lineales de la forma 
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( )

( ) ( )zx,,ĝ
z
wzx,,ĝ

z
wz

z,x,,f̂x  

1

tt
dt
d

εt
dt
d

T

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=

=

−

ε
                         (3.15) 

donde la simplificación 

                                     ( ) ( )( ) ( )( )Ttt zzx,,ĝzzx,,ĝzw  11 ∂∂≈∂∂=∂∂ −−   

permite obtener un sistema más simple debido a que evita la inversión del 
Jacobiano del flujo de potencia. 
 

3.2.5 Representación Lineal de un Sistema Singularmente Perturbado 
Una vez obtenido el sistema estándar singularmente perturbado en (3.15) para  
una 0→ε , el sistema en (3.15) puede ser llevado a su forma lineal1 como 
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εε
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dt
d
dt
d

                                            (3.16) 

donde la matriz Jacobiana de un sistema interconectado por x , z  mediante una 
ε  esta dada por 

( )
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∂
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JJ
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2221

1211
εε

εε
ε                                     (3.17) 

Cuando 0=ε , el sistema en (3.16) es representado en forma 
convencional representando un sistema reducido en coordenadas físicas de x  
como ( )21

1
221211 JJJJx -dtd −= . En el transcurso de esta investigación es 

implementada una 0≠ε  con condición 0→ε  para preservar la estructura del 
sistema en variables x , z. 

 

3.2.6 Forma Canónica de Jordan 
Sea { } { } { }{ }mnnnnmn +++=ΛΛ=Λ λλλλλλ KK 2121  el espectro de los 
valores propios de la matriz ( )εJ , sea ( )mnnnn +++= u,...,u,u,u,...,u,uU 2121  la matriz 

                                                 
1 Este teorema garantiza la validación de f y g, como funciones representadas en diferentes escalas de tiempo dadas por x , z [4]. 
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asociada a los vectores propios derechos y ( )mnnnn +++= v,...,v,v,v,...,v,vV 2121  a los 
vectores propios izquierdos, bajo el sustento de los siguientes teoremas: 
 

Teorema 1. En un sistema estándar  singularmente perturbado las 
trayectorias de x , z  son dadas por (3.9) (3.8) 

( ) ( )
( ) ( )ε

ε
Ot
Ot

+=
+=

zz
xx

 

con ( )εO  un error. Este teorema asume las siguientes dos hipótesis: 

Hipótesis 1. Para un punto de equilibrio en 0,=t  ( ) 0=εO  tal que ( )εO  
existe para 0.>t  

Hipótesis 2. Los eigenvalores para un sistema aumentado con 0→ε  
contiene dos conjuntos de eigenvalores  correspondientes  a dos dinámicas en 
escalas de tiempo de la forma 

( ) ( ) 0xz <Λ≤Λ conjuntoconjunto  

para 0x 0,=t  y 0z  puntos de equilibrio de interés. 

Sea 
( ) ( ){ }

{ } { }{ }mnnnn

mn diagonaldiagonal

+++=
ΛΛ==Λ

λλλλλλ KK 2121               
UAV

                   (3.18) 

la matriz de eigenvectores de la matriz aumentada de ( )εJ , obtenidos de la 
solución de la ecuación característica  
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donde D  es el determinante, 1P  y 2P  son ecuaciones características de grado n  y 
m  respectivamente.  

Entonces, el cambio lineal de coordenadas esta definido por  

( )yU
z
x

ε=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡                                                       (3.20) 

donde ( )εU  es la matriz de eigenvectores derechos de (3.16). 
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Sustituyendo (3.20) en (3.16), entonces, la forma canónica de Jordan esta 
dada por 
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donde [ ] mnT
mnnnn yyyyyy +

+++ ℜ∈= KK 2121     y  es el vector de coordenadas en 
forma de Jordan. 
 

3.2.7 Soluciones en el Dominio del Tiempo 
La aproximación lineal en coordenadas de Jordan en (3.21) tendrá la forma 

  y    y,y mn

m

n +ℜ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Λ

Λ
=&                                                    (3.22) 

Entonces: 
to

jj
jeyty λ=)(  para mnj += ,...,3,2,1                                           (3.23) 

en donde los términos o
jy  representan las condiciones iniciales en coordenadas 

físicas de (3.20) dadas por 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

z
x

Uy 1- εo     para  0=t , ( ) oxtx =  y ( ) 0ztz =                          (3.24) 

sustituyendo (3.23) y (3.24) en (3.20) 
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o, equivalentemente 
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( ) t
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)(    para    mq ,...,3,2,1=                      (3.29) 

en coordenadas físicas, con respecto al sistema aumentado en (3.16) la solución 
del sistema en el dominio del tiempo es dada por (3.28) y (3.29) [1]-[7]. 
 

 
Figura 3.1 Diagrama de flujo del procedimiento de análisis. 

Basado en la aproximación antes descrita, un algoritmo computacional 
fue desarrollado para el análisis no lineal de modelos de sistemas de potencia 
descritos por ecuaciones diferencial-algebráicos. La figura 3.1 ilustra la 
aproximación numérica adoptada en el estudio. 
 

3.3 Segundo Modelo: Caracterización de Términos no Lineales  

El estudio del comportamiento no lineal cerca del punto de equilibrio es de 
considerable importancia en los sistemas de potencia, por lo cual es necesario el 
uso de metodologías diferentes a las usadas para aproximaciones lineales, a 
continuación se presentan dos distintos métodos analíticos para modelos de 
segundo orden que proveerán soluciones aproximadas al comportamiento real 
del sistema [13], aquí se abordará el modelado de sistemas con débiles no 
linealidades.   
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La metodología a seguir es aplicada a un sistema simple (modelo clásico 
de la máquina). 

 

3.3.1 Aproximación de Forma Normal 
Esta técnica analítica ha sido utilizada para ayudar en la comprensión de la 
naturaleza fundamental de las oscilaciones inter-área, así como para predecir 
la aparición del comportamiento no lineal [14-16]. 

Las ecuaciones diferenciales de movimiento de un sistema de potencia 
son inherentemente no lineales, especialmente bajo condiciones de esfuerzo o 
de una gran carga; el método de formas normales resulta atractivo para el 
estudio de efectos no lineales originados de la expansión de series de la 
representación del sistema original. 

Ahora bien, considérese un sistema dinámico no lineal descrito por el 
conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales 

nRxxfx ∈= ),(&                                                     (3.30) 

en donde x  es  el vector de estados del sistema y )(xf  representa un campo 
vectorial, el cual contiene términos lineales y no lineales [1,2].  

Se asume, además, que el sistema en (3.30) es analítico, y satisface las 
condiciones  

0)( == sepxfx&                                                       (3.31) 

para el sistema en estado estable en el punto de equilibrio sepx . Asumiendo que 
)(xf  es continuo y diferenciable, la expansión de series de potencia de (3.30) 

alrededor de sepx  hasta un orden k es 

∑
=

+=
k

i
i xfAxx

2
)(&                                                    (3.32) 

donde la matriz A contiene la parte lineal del campo vectorial original, y cada 
)(xfi  es un vector de polinomios de grado i en x que representa los efectos no 

lineales de orden dos y más altos. 
La idea básica detrás del método de formas normales es usar una 

secuencia de transformaciones no lineales para eliminar o simplificar las no 
linealidades del sistema en (3,32), empezando con términos de segundo orden. 

Para transformar el sistema (3.32) en su forma normal, se asume que el 
estudio del comportamiento de tal sistema se realiza en las cercanías de sepx . 
Suponiendo que la matriz A tiene diferentes eigenvalores { }nλλλ ...11  con un 
correspondiente conjunto de eigenvectores derechos )...( 11 nuuucolU = , entonces 
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el cambio lineal de coordenadas Uyx =  transforma al sistema de la siguiente 
manera 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Λ= ∑

=

−
k

i
i UyfUyy

2

1 )(&                                            (3.33) 

donde la matriz AUU 1−=Λ  es la matriz diagonal de los eigenvalores del 
sistema. 

La reducción de (3.33) a su forma normal se realiza dejando la secuencia 
de identidad cercana a la transformación de coordenadas no lineales [21], como 
se presenta a continuación; cabe mencionar que solo se analizará la expansión 
hasta segundo orden. 

)( 222 zhzy +=                                                   (3.34) 

donde )( 22 zh  es un vector polinomial, y nCz ∈2  es un vector que denota las 
nuevas coordenadas del sistema. 

Diferenciando con respecto al tiempo ambos lados de (3.34) tenemos 
[ ] 2222222 )()( zzhDIzzhDzy &&&& +=+=                                     (3.35) 

donde D es el Jacobiano, e I  es la matriz identidad. 
Para determinar la representación de forma normal considerando la 

transformación no lineal de segundo orden (3.34), ésta se introduce en (3.33) y 
haciendo uso de (3.35) resulta en  

[ ] { })()(*)( 22222
1

222 zFzhzzhDIz +Λ+Λ+= −
&                              (3.36) 

La ecuación (3.36) puede ser resuelta mediante la aproximación de los 
primeros términos de la expansión de Taylor de la matriz 

[ ] ( ) ( ) IzhDzhDzhDIzhDI =+−+−≈+ − ...)()()()( 3
22

2
2222

1
22                (3.37) 

entonces realizando las operaciones indicadas en (3.36), el comportamiento del 
sistema de segundo orden puede ser aproximado por  

)(ˆ
2222 zFzz +Λ=&                                                      (3.38) 

donde 22222222 )()()(ˆ zzDhzhzFF Λ−Λ+= ; por otra parte )( 22 zh  es obtenido de 

)(ˆ)( 22
1

22 zFLzh A
−=                                                     (3.39) 

donde [ ]Λ= ),())(( 2222 zhzhLA  es el grupo de Lie o Poisson [22]. 
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3.3.2 Aproximaciones  de Orden  Superior Usando  Expansión  por  Series  de 
Taylor 
El teorema de Taylor da una secuencia de aproximaciones de una función 
diferenciable alrededor de un punto dado por polinomios (los polinomios de 
Taylor de esa función), cuyos coeficientes dependen solo de las derivadas de la 
función en ese punto. El teorema da estimaciones precisas del tamaño del error 
en la aproximación. 

Si )(xf  y sus derivadas son continuas en un intervalo que contenga a 
“a”, entonces la expansión por series de Taylor alrededor de ese punto es [17] 

n
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)('')(')()( 32 −++−+−+−+=      (3.40) 

para el caso de la función seno la expansión es 
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esto puede ser usado para incluir términos no lineales de alto orden en el 
sistema.  

Realizando la expansión de la parte no lineal en el modelo clásico de la 
máquina, se puede hacer una aproximación del sistema agregando sus partes 
lineal y no lineal, por lo tanto se puede representar el comportamiento de la 
máquina como [18], [20].  
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Haciendo la simplificación para una ecuación de movimiento de segundo 
orden [20] 

( ) )(,)()()()()( tuNttttCt =+++ ωδδαδδ &&&&                              (3.43) 

o equivalentemente  
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donde N(δ, ω) representa la parte no lineal del sistema. 
Reordenando los términos lineales y no lineales, el sistema puede ser 

reescrito como 
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donde J  representa la matriz Jacobiana del sistema, h representa la parte no 
lineal de los términos de segundo orden. 
 

3.3.3 Diferencia de Fase 
El principal motivo por el cual se usa en este trabajo la diferencia de fases 
entre un sistema lineal y el mismo pero con términos no lineales, es para 
comparar de una manera más sencilla las diferencias que se ocasionan al 
agregar tales no linealidades al sistema. 

Pero para poder realizar la diferencia de fases es necesario hacer un  
cambio del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia en el sistema, por lo 
cual es necesario utilizar ciertas técnicas como la transformada rápida de 
Fourier. 

 
3.3.3.1 Cambio de Frecuencia del Sistema 

La transformada rápida de Fourier es muy importante en el área del análisis 
espectral, debido a que toma señales discretas en el dominio del tiempo y las 
trasforma en el dominio de la frecuencia, en donde las gráficas tienen un 
espectro de frecuencia positivo y negativo. 

Ésta puede variar dramáticamente dependiendo del número de puntos 
(N) de la FFT, y del número de periodos de la señal que este representando. 

Finalmente al aplicar esta metodología para δ y ω del sistema antes 
mencionado tenemos 

dtetfXdtetfX ftifti
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ππ ωδ 22 )()(,)()( −
∞

∞−

−
∞

∞−

⋅=⋅= ∫∫                         (3.46) 
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Capítulo 4 
Aplicación 

 

 

4.1 Introducción 

Dada la importancia de realizar estudios precisos de los sistemas de potencia 
debido al surgimiento de factores no esperados que modifican el 
comportamiento natural del sistema, los cuales podrían ser resultado del alto 
grado de esfuerzo al que son sometidos hoy en día; es decir, tales sistemas son 
operados muy cerca de sus valores nominales, por lo cual es evidente que el 
análisis lineal es incapaz de dar resultados satisfactorios ante estos 
comportamientos dinámicos.  

El modelado y análisis de sistemas cuya naturaleza física original es no 
lineal como es el caso de los sistemas eléctricos de potencia ha constituido un 
área de gran interés en la aplicación de diferentes metodologías que permitan 
obtener los resultados más cercanos al comportamiento real del sistema. 

En el presente capítulo se explora la aplicación de los métodos de estudio 
desarrollados para el análisis  de sistemas eléctricos de potencia cuyas 
ecuaciones matemáticas que describen su comportamiento dinámico están 
descritas por un conjunto de ecuaciones diferenciales-algebráicas que contienen 
no linealidades, ésta metodología es aplicada al sistema de dos áreas cuatro 
generadores del IEEE. 

Para finalizar, se da la aplicación de las metodologías para agregar 
términos no lineales al modelo clásico de la máquina y la ventaja que ofrece la 
técnica de cambio de frecuencia para evaluar la diferencia de fase entre un 
sistema lineal y el mismo pero con términos no lineales. 
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4.2 Aplicación a un Sistema Real 

La aplicación del método propuesto es implementada en el sistema de dos áreas 
4 generadores del IEEE (detalles de modelo se presentan en [1]) mostrado en la 
figura 4.1.  
 

 
Figura 4.1 Sistema de dos áreas del IEEE. 

 
Para propósitos de estudio, el comportamiento dinámico del generador se 

representa mediante el modelo de cuarto orden de las máquinas y modelo 
clásico turbina-gobernador. Los parámetros utilizados en el estudio se 
proporcionan en el Apéndice A.  

 

4.2.1 Características del Modelo 
El modelo de estudio está representado por ng generadores y nb buses  y la 
potencia mecánica ( mT ) está representada por una ecuación variante en el 
tiempo. El comportamiento del sistema esta descrito con  las siguientes 
características. 
 
 

4.2.2  Ecuaciones  Diferenciales  que  Representan  al  Sistema  Eléctrico  de 
Potencia 

4.2.2.1 Máquina Síncrona, Control y Modelo Turbina‐Gobernador Simple [2] 

ii ωδ =&                                                                     (4.1) 
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el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del 
sistema de potencia en estudio formado por las ecuaciones (4.1) a (4.9) [2], y  
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TT
321 tttEEEωδx =                                     (4.11) 

el vector de variables de estado del sistema, en donde δ  es la posición angular 
del rotor en radianes (rad), ω  es la velocidad angular del rotor en 
radianes/segundo (rad/s), mT  es la potencia mecánica en p.u., D  es el coeficiente 
de amortiguamiento del generador en p.u., H  es la constante de inercia en 
MWs/MVA, '

dE , '
qE , dI  y qI  son los voltajes y corrientes de cuadratura d-q. 
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4.2.3  Ecuaciones  Algebráicas  que  Representan  al  Sistema  Eléctrico  de 
Potencia 

4.2.3.1 Ecuaciones de Interconexión de la Red 
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Para aprovechar al máximo las ecuaciones algebráicas que representan 
el comportamiento de interconexión generador-red, son usadas las ecuaciones 
(4.12) a (4.21) [2], bajo la siguiente clasificación: Ecuación (4.12), ecuación 
algebráica derivada del modelo turbina-gobernador, Ecuaciones (4.13) a (4.16), 
ecuaciones algebraicas de interface generador-red, Ecuaciones (4.17) a (4.20), 
ecuaciones algebraicas de la red de transmisión y características de los buses 
de carga. 

Sean el conjunto de ecuaciones algebraicas dadas por (4.12) a (4.20)  y 
satisfaciendo completamente las limitantes, 0=w  con su respectivo vector de 
variables algebraicas (pseudo-variables) [3] 
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en donde gP  y gQ  denotan la potencia real y reactiva del generador a los buses 
de carga en p.u., V  y θ  el voltaje y ángulo de fase de la red de transmisión en 
p.u. 
 

4.3 Aproximación Holística de la Perturbación Singular 

Una vez llevado al sistema representado por ecuaciones diferenciales 
algebráicas de la forma (4.0) y (4.22) usando la metodología propuesta, el 
sistema original puede ser llevado a un sistema singularmente perturbado 
dado por (3.22) en coordenadas de Jordan [4]. 

Para fines de este estudio la potencia de transferencia entre las áreas 
interconectadas es de 300 MW. Uno de los problemas más complejos es la 
selección de  una ε  conveniente que reproduzca adecuadamente el 
comportamiento natural del sistema de potencia en coordenadas físicas, con 
esta finalidad se proponen valores diferentes para ε  cuyo primer propósito es 
reproducir el conjunto de eigenvalores del sistema singularmente perturbado 
[4], [5]. 

En la tabla 4.1 se muestran los eigenvalores obtenidos ante diversos 
valores de ε  en donde por las características del modelo usado nΛ =32 
(eigenvalores electromecánicos del sistema)  y mΛ =32 (pseudo-eigenvalores), los 
resultados arrojados son comparados por un software comercial a los cuales 
nombraremos “solución exacta”. 

 

 

 

Tabla 4.1 

Eigenvalores electromecánicos del sistema para diferentes valores de ε  

31 −= eε     61 −= eε     81 −= eε  Solución 
exacta 

0.000 -0.002 0.042 -0.000 
-0.332 -0.332 -0.331 -0.332 
-0.333 -0.333 -0.332 -0.333 
-0.333 -0.333 -0.332 -0.333 
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-0.478 ± j0.138 -0.478 ± j0.136i -0.497 ± j0.091 -0.478 ± j0.137 
-2.351 -2.348 -2.347 -2.348 
-2.412 -2.408 -2.409 -2.408 

-0.378 ± j3.111 -0.389 ± j3.107i -0.388 ± j3.104 -0.389 ± j3.108 
-5.066 -5.038 -5.032 -5.038 
-5.291 -5.263 -5.270 -5.263 

-2.231 ± j7.771 -2.248 ± j7.738i -2.247 ± j7.739 -2.248 ± j7.738 
-1.298 ± j8.224 -1.332 ± j8.199i -1.340 ± j8.250 -1.332 ± j8.199 

-8.809 -8.799 -8.7986 -8.799 
-8.895 ± j0.060 -8.901 ± j0.051 -8.900 ± j0.051 -8.901 ± j0.051 

-9.329 -9.316 -9.316 -9.316 
-10.663 ± j0.297 -10.615 ± j0.290 -10.615 ± j0.290 -10.615 ± j0.290 
-10.723 ± j0.995 -10.683 ± j0.967 -10.679 ± j0.969 -10.683 ± j0.967 

-10.930 -10.930 -10.930 -10.9302 
-10.989 -10.985 -10.985 -10.985 
-13.169 -13.190 -13.191 -13.190 
-21.311 -21.210 -21.210 -21.210 
-75.867 -77.089 -77.090 -77.090 
-85.534 -85.819 -85.821 -85.820 
-94.812 -95.404 -95.404 -95.404 
-95.801 -96.450 -96.451 -96.450 

Parte real en 1/seg; parte imaginaria en rad/seg 

Los resultados de la tabla 4.1 muestran que la mejor aproximación a la 
solución exacta del sistema se presenta para .61 −= eε  En la siguiente sección 
se obtendrán soluciones en el dominio del tiempo de un sistema aumentado 
singularmente perturbado como se propuso en la sección 3.6. 

 

4.4 Soluciones en el Dominio del Tiempo 

En las figuras 4.2 y 4.3  se muestran las soluciones analíticas del sistema 
singularmente perturbado obtenidas, utilizando los procedimientos 
desarrollados. 

Se observa, comparando las soluciones en el tiempo, que para valores 
diferentes de la perturbación singular, la aproximación de primer orden 
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proporciona una medida diferente del comportamiento del sistema, y los 
valores de la perturbación singular están acotados en un rango de 

316181 −<−<−≈ eeeε  para este análisis de estudio en particular. 
 

 

 
Figura 4.2 Desviación angular del rotor de generadores. 



 40

 

 

Figura 4.3 Desviación de la potencia mecánica turbina-gobernador de 

generadores. 

 

El análisis de las soluciones en el tiempo mostradas en las figuras 4.2 y 
4.3 permite establecer que la aproximación más  precisa al comportamiento 
real del sistema es obtenida para una 61 −= eε , bajo esta información se 
obtienen las figuras 4.4 a 4.7. En donde SE (Solución exacta) y SL (Solución 
lineal) usando el método propuesto. 
 



 41

 

 
Figura 4.4 Desviación de la velocidad de los generadores. 

 

 
Figura 4.5 Desviación de la potencia mecánica en generadores. 
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Figura 4.6  Desviación de la potencia eléctrica en generadores. 

 

 
Figura 4.7 Desviación del ángulo de fase de los voltajes en los buses de las 

líneas de transmisión. 
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4.5 Términos no Lineales en el Modelo Clásico de la Máquina y su 

Comparación Mediante la Diferencia de Fase 

La aplicación del método propuesto es implementada en el sistema máquina 
bus infinito, mostrado en la figura 4.8 
 

 
Figura 4.8 Sistema máquina bus infinito 

 

4.5.1 Resultados Obtenidos Mediante Formas Normales 
Las ecuaciones diferenciales de movimiento que describen al modelo clásico de 
la máquina son 

[ ]δωω

ωδ

sin
2
1

maxPDP
Hdt

d
dt
d

m −−=

=
                                                 (4.23) 

donde Pm es la potencia mecánica de entrada en p.u. 
Introduciendo el vector de dos dimensiones x= [x1 x2]T= [δ ω]T, la ecuación 

de movimiento puede ser descrita por un sistema no lineal de dos dimensiones  
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donde                                               f1(x1, x2) = ω                                                          (4.25) 

y                            [ ]δω sin
2
1),( max212 PDP
H

xxf m −−=                                             (4.26)                        

con el punto de equilibrio asociado en (sin-1(Pm/Pmax)- kπ, 0), donde k es un 
entero. 

Dejando a xsep= [δS 0]T como el punto de equilibrio estable de interés, y 
expandiendo el sistema no lineal en las ecuaciones (2.14) hasta un orden 2 
alrededor de xsep resulta en 
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donde la matriz A representa la parte lineal del campo del vector original en 
xsep y las matrices de variación H21 y H22 son definidas por 
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Ahora bien, tenemos que los términos de cada matriz de variación de 
(4.28) son 
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donde x1=δ y x2=ω. 
Evaluando la matriz de términos no lineales en un punto de equilibrio 

estable x= [δ, 0]T, tenemos que  

[ ]

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

δδ

δδδ

sen
M
P

sen
M
P

xHx
xHx

T

T

max2

max
2
2

1
2

0

000

00

0

                              (4.30) 

por lo tanto el sistema (4.27) queda representado de la siguiente manera  
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los parámetros utilizados en el estudio se proporcionan en el Apéndice B. 
La figura 4.9 muestra la comparación del comportamiento dinámico de la 

desviación del ángulo (a) y de la velocidad (b) de la máquina entre el modelo de 
aproximación lineal  y el modelo de aproximación no lineal mediante formas 
normales. 

 

 
Figura 4.9 Comportamiento dinámico lineal y no lineal (formas normales) de la 

máquina. 

 

4.5.2 Resultados Obtenidos Mediante Expansión de Series de Taylor 
Considerando la expansión de la función seno de la sección 3.3.2 ecuación (3.41) 
podemos transformar la potencia mecánica de entrada como [20] 
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Reescribiendo el modelo de la máquina y agregando los términos no 
lineales, obtenemos la siguiente aproximación no lineal equivalente 
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La figura 4.10 muestra la comparación del comportamiento dinámico de 
la desviación del ángulo (a) y de la velocidad (b) de la máquina entre el modelo 
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de aproximación lineal  y el modelo de aproximación no lineal mediante series 
de Taylor. 

 

 
Figura 4.10 Comportamiento dinámico lineal y no lineal (series de Taylor) de la 

máquina. 

 

4.5.3 Diferencia de Fase Entre la Aproximación Lineal y no Lineal de la 
Máquina 
Para poder realizar la comparación entre la diferencia de fase del modelo lineal 
y no lineal de la máquina es necesario utilizar la metodología propuesta en la 
sección 3.3.3 para así poder encontrar el espectro de frecuencia de las variables 
de estado de tal sistema. 

Los resultados fueron obtenidos haciendo uso de la función FFT de 
matlab [8], donde N= 4000, la frecuencia de muestreo fue de F=50 (Hz) y el 
tiempo de muestreo fue de T= 0.02 (s). 
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Figura 4.11 Espectro de frecuencia del ángulo del rotor (a) y velocidad (b) 

 
La figura 4.11 nos muestra la comparación espectral de las variables de 

estado de la máquina correspondientes a los modelos lineal, formas normales y 
expansión de series de Taylor. 

De la figura 4.11 y la tabla 4.2 podemos observar que los tres métodos 
difieren en el análisis de frecuencia. Sin embargo, hay una diferencia 
significativa  entre el método de formas normales y el método de expansión de 
series de Taylor. 

 
Tabla 4.2 

Comparación espectral de potencia para señales  
electromecánicas del sistema máquina bus infinito. 

 
Pico de potencia  

(magnitud de FFT) 
Valor de la frecuencia  

en el pico de potencia. (Hz) 
Ángulo   
Lineal 0.6346 1.5875 
Series de Taylor 0.6364 1.6 
Formas Normales 0.5327 1.5625 
Velocidad   
Lineal 63.1608 1.5875 
Series de Taylor 67.5955 1.6 
Formas Normales 43.2949 1.5625 
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Capítulo 5 
Conclusiones Generales y 

Recomendaciones para Trabajos 

Futuros 
 

 

5.1 Conclusiones Generales 

El trabajo desarrollado permitió efectuar una metodología para preservar la 
estructura de un sistema eléctrico de potencia cuya representación física estaba 
definida mediante un sistema de ecuaciones diferencial-algebráico no lineales, 
el cual fue singularmente perturbado. Al aplicar ésta técnica la determinación 
del valor del pequeño parámetro llamado perturbación singular fue 
fundamental y de gran utilidad para poder dar solución al sistema. 

La metodología propuesta brinda las siguientes ventajas: 
 

• Permite conservar la estructura de la red y características especificas de 
la carga en el modelo dinámico del sistema. 

• La aproximación al comportamiento real del sistema dependerá de valor 
perturbación singular asignado. 

• La selección de una perturbación adecuada conjuntamente con la 
metodología que se propone garantiza un método analítico sencillo 
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mediante un sistema singularmente perturbado lineal que retendrá la 
información no lineal del resto del sistema. 

• Ésta formulación puede ser usada para estimar el efecto de la acción de 
control en la red de transmisión y evaluar el efecto de las características 
de la carga en el comportamiento del sistema.   
 
Por otra parte se propusieron dos métodos diferentes para incluir 

términos no lineales a un sistema muy simple de una máquina bus infinito 
(modelo clásico de la máquina), los cuales fueron: 

 
1. El método de Formas Normales. 
2. La expansión de series de Taylor. 

  
Además, se realizó una comparación con el análisis lineal del sistema 

(referencia) mediante un cambio del dominio del tiempo al dominio de la 
frecuencia; sin embargo, es muy importante notificar que es necesario 
comparar estos resultados con la solución completa del sistema. 

 

5.2 Recomendaciones para Trabajos Futuros 

Se proponen los siguientes tópicos para investigación: 
 
• La introducción de una perturbación singular representada por una 

ecuación polinomial de grado n, retenga la no linealidad del sistema ante 
grandes condiciones de estrés. 

• La búsqueda de metodologías para la obtención de n de acuerdo a la no 
linealidad del sistema. 

• Metodologías y técnicas de medición y caracterización del grado de no 
linealidad dentro del modelo del sistema. 
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Apéndice A 
Parámetros del Sistema de Dos Áreas 

Cuatro Generadores  
 

 

Los parámetros de la máquina y de la red están expresados en valores de p.u. 
en 100 MVA. base con las características que se detallan a continuación en las 
Tablas  A1-A6: 
 

Tabla A.1 
Características de la carga 

Bus Carga 
(MW) 

Carga 
(MVAR) 

5 11.200    1.800 
6 11.800      1.800 

 
Tabla A.2 

Características nominales de los generadores 

Generador Voltaje en 
terminales 

Potencia 
activa 

Potencia 
reactiva 

1 1.020 6.644 -0.128 
2 1.020 6.644 3.032 
3 1.020 5.229 -0.190 
4 1.020 5.000 2.377 
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Tabla A.3 
Características específicas de operación de los generadores 

dx  qx  '
dx  '

qx  'τ d  'τ q  MVA 
1.800 1.700 0.300 0.300 8.000 0.400 900 

 
Tabla A.4 

Coeficientes de amortiguamiento e inercia 
Generador D H 

1 4.000 6.500 
2 2.000 6.500 
3 11.000 6.500 
4 10.000 6.500 

 
Tabla A.5 

Características de las líneas de transmisión. 
Bus # Bus # R X 

1 2 0.0025 0.025 
2 5 0.0010 0.010 
5 6 0.0220 0.220 
3 4 0.0025 0.025 
4 6 0.0010 0.010 

 
Tabla A.6 

Características del excitador 
Bus KA TA  VRmin  VRmax 

1 180 0.010 -
5.000 5.000 

2 100 0.010 -
5.000 5.000 

3 130 0.010 -
5.000 5.000 

4 220 0.010 -
5.000 5.000 
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Apéndice B 
Parámetros del Sistema Máquina Bus 

Infinito  
 

 

Los parámetros de la máquina y de la red están expresados en valores de p.u. 
en 22000 MVA. base con las características que se detallan a continuación en 
las Tablas  B1-B3: 
 

Tabla B.1 
Características de la máquina 

Inercia 
(MWs/MVA) 

D 
(p.u.) 

'
dX  

(p.u.) 
3.5 11.200 1.800 

 

Tabla B.2 
Características de la línea de transmisión 

TX  
(p.u.) 
0.65 

 

Tabla B.3 
Condiciones iniciales de operación 

P 
(p.u.) 

Q 
(p.u.) 

tE  
(p.u.) 

BE  
(p.u.) 

Pmax 

(p.u.) 
0δ  

(o) 
0ω  

(p.u.) 
0.90 -0.30 o3600.1 ∠  o0995.0 ∠  1.1762 42.92 0 
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