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Capitulo 1

Definiciones basicas y
preliminares

En este capitulo damos los conceptos basicos y notacion de teoria de las
graficas que utilizaremos durante todo el trabajo. Los tunicos lema y teorema
que presentamos y demostramos en esta seccion justifican el estudio de r-
reyes en torneos k-partitos que desarrollamos en los siguientes capitulos.

Definicién 1.1 Una grdfica G consiste de un conjunto V(G) no vacio de
elementos llamados vértices y una lista E(G) de parejas no ordenadas de
vértices llamadas aristas.

Si la pareja (u,v) aparece dos o més veces en E(G), decimos que (u,v) es
una arista multiple. (Figura 1)

Para w en V(G), una arista de la forma (w, w) es llamada un lazo. (Figura 2)
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Diremos que dos vértices u y v son adyacentes si existe una arista que los
tiene por extremos, es decir, la pareja (u,v) € F(G).

Por convencién, si (u,v) € E(G) diremos que tenemos la arista uv 6 vu.

En lo sucesivo sélo consideraremos graficas finitas y simples, es decir, graficas
con un ntumero finito de vértices, sin lazos y sin aristas multiples.

Definiciéon 1.2 Decimos que una grdfica G es completa si cualesquiera dos
vértices u y v de G son adyacentes. Denotaremos a la grdfica completa G de
n vértices como K,,.

Podemos asignar una direccién u orientacién a cada arista de tal forma que
la arista uv es diferente de la arista vu

U e— @y U@y

Definicién 1.3 Una arista dirigida o flecha es una arista uwv en la cual u es
el vértice inictal y v es el vértice final.

Si uv es una arista dirigida decimos que v domina a v.

Definiciéon 1.4 Una grdfica dirigida D o digrifica, es una grdfica en la cual
cada arista es una arista dirigida.

Ejemplo 1.1 La siguiente figura muestra una digrdfica de 4 vértices.



A continuacién vamos a definir una familia muy especial de digraficas que
seran nuestros objetos de estudio durante el resto del trabajo.

Definicion 1.5 Un torneo T es una grdfica dirigida completa.

Ejemplo 1.2 La grifica K5 denota la grafica completa de 5 vértices. En el
sigutente ejemplo el torneo T es una grifica completa dirigida de 5 vértices.

N\,
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Observemos que para la grafica completa de n vértices K, se tienen asociados
tantos torneos como diferentes orientaciones podamos asociarle a sus aristas.

Definicién 1.6 Dados vérticesu y v de una digrdfica D, una uv—trayectoria
en D es una sucesion alternada de distintos vértices y flechas de D, que
comienza en u y termina en v, tal que cada flecha es incidente del vértice
inmediatamente precedente e incidente al vértice inmediatamente siquiente.

Definicién 1.7 La longitud de una uv—trayectoria en una digrafica D es el
numero de aristas dirigidas en la trayectoria.

Entre dos vértices fijos u, v de una digrafica D podemos no tener o tener un
gran niumero de diferentes uv—trayectorias. Estamos interesados en aquellas
trayectorias que tengan longitud minima.

Definicion 1.8 Sean u y v vértices de una digrdfica D. La distancia de u
a v denotada como d(u,v) es la minima de las longitudes de las trayectorias
dew awv.

Si en la digrafica D no existe una uv-trayectoria diremos que la distancia de
u a v es infinita.



Ejemplo 1.3 En la figura 3 tenemos el ejemplo de una digrdfica en la cual
la distancia de cualquier vértice al vértice vy es infinita. Fsto se debe al he-
cho de que v es un transmisor y, por lo tanto, no existe una trayectoria de
cualquier vértice hacia vy, es decir, d(v,v1) = 0o para cualquier vértice v.

En la figura 4 se muestra una digrdfica en la cual existen varias trayectorias
del vértice vy al vértice vs, siendo v — vy — V3 — V4 — U5 la trayectoria

de mayor longitud y v1 — vy — vy la trayectoria minima y, por lo tanto,
d(?}l, U5) = 2.
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Definicién 1.9 Sea u € V(D). La exvecindad de u se define como NT(u) =
{z € V(D)lu — z}. Respectivamente, la invecindad de u se define como
N (u) ={z € V(D)|zx = u}.

Definicién 1.10 La cardinalidad del conjunto NT(u) es el exgrado de u y lo
denotamos como d*(u). Respectivamente, la cardinalidad del conjunto N~ (u)
es el ingrado de u y lo denotamos como d~(u).

A lo largo de todo el trabajo, el ingrado y exgrado de un vértice van a jugar un
papel importante, por lo que con frecuencia haremos referencia a la siguiente
definicién.

Definicién 1.11 Seau € V(D). Decimos que u es un transmisor si N~ (u) =

0, esto es si d”(u) = 0. Similarmente, u es un receptor si N™(u) = 0, esto
es si dt(u) =0.

Observemos que en un torneo 7' si v € V(7') es un transmisor, la distancia de
V' a cualquier otro vértices es uno. Por otro lado, si u € V(T') es un receptor,
la distancia de u a cualquier otro vértice es infinita.
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Definicién 1.12 Sean u € V(T). Decimos que u es un rey del torneo T si
para cualquier vértice v de T se tiene que d(u,v) < 2.

En el ejemplo 1.2 podemos ver que el vértice v es un rey del torneo 7.

El siguiente lema, probado por Landau, [4] demuestra que cualquier torneo
T tiene al menos un rey.

Lema 1.1 Sea T un torneo, entonces T tiene al menos un rey.

Demostracion. Sea v € V(T) tal que v es de maximo exgrado. Si v es un
transmisor la afirmacion es inmediata.

Supongamos que v no es un transmisor, entonces V(7') = {v} J N (v) U N (v).
Como d(v,u) = 1 para todo u € N (v), es suficiente demostrar que d(v,y) =

2 para todo y € N~ (v). Observemos que y es dominado por al menos un
vértice € NT(v) ya que de no ser asi, y dominarfa a N*(v) U {v} con lo
que d*(y) > d*(v) lo cual contradice que v tenga exgrado maximo.

Por lo tanto tenemos la trayectoria v — x — y y d(v,y) = 2. [

Como consecuencia del lema de Landau, tenemos que el estudio de la exis-
tencia de reyes en torneos queda resuelto. Lo cual nos invita a estudiar este
concepto en digraficas més complicadas que los torneos.

Definicién 1.13 Decimos que una grdfica G' es una grafica k-partita si existe
una particion del conjunto de vértices de G en k conjuntos ajenos de vértices
Wi, Va, ..., Vi tal que cualesquiera dos vértices u y v € Vi, parai € {1,2,...,k}
no son adyacentes. Nos referiremos a los conjuntos Vi, Vs, ..., Vi como los
elementos de la particion de V(G).

Ejemplo 1.4 La siguiente grdfica es un ejemplo de una grdfica k-partita con
k = 3 y la particion de los vértices estd dada por los conjuntos Vi = {v1,vs},

Vo = {U3,U4} y V= {UEnUG}-



Definicién 1.14 Un torneo k-partito T = T(Vi, Vs, ..., Vi) es una grifica
completa k-partita orientada, es decir, existe una arista dirigida entre cua-
lesquiera dos vértices u,v del torneo si y solo si u,v se encuentran en dife-
rentes elementos de la particion de V(7).

La gréfica del ejemplo 1.4 es una grafica 3-partita orientada que no es un
torneo 3-partito. Sin embargo, podemos completarla a un torneo 3-partito
como se muestra en la siguiente figura.

La siguiente definicién generaliza el concepto de rey para torneos k-partitos.



Definicién 1.15 Sea T un torneo k-partito, k > 1. Sean u € V(T). Si
d(u,v) < r para cada v € V(T) donde r es un entero positivo, decimos que

u es un r-rey de T'. El conjunto de todos los r-reyes de T se denota como
K.(T) y su cardinalidad como k,(T).

Al igual que en torneos, los vértices con exgrado maximo en un torneo k-
partito tienen propiedades especiales.

Definicién 1.16 Sea T un torneo k-partito. El conjunto M (V;),i=1,2,...,k
denota el conjunto de vértices de V; con mdzimo exgrado, esto es, M(V;) =
{v eV dt(v) >d"(u) Vu € V;}.

Si pensamos en un torneo 1’ con n vértices como un torneo n-partito donde la
cardinalidad de cada conjunto de la particiéon de vértices es uno, Landau nos
dice que T tiene un r-rey para cualquier entero positivo » > 2. Por lo tanto,
la existencia de r — reyes en un torneo 7' se vuelve trivial, por lo que a par-
tir de ahora nos concentraremos en el estudio de r-reyes en torneos k-partitos.

Una condicién necesaria para que un torneo 1" k-partito, k > 1, tenga un r-
rey para cualquier valor de r es que 7" a lo més tenga un transmisor. Ademas
el trasmisor es en este caso el r-rey.

Finalizamos este primer capitulo con el siguiente resultado que es similar al
lema de Landau para el caso de torneos k-partitos con k > 2.

Teorema 1.1 Si T es un torneo k-partito, (k > 2), con a lo mds un trans-
misor, entonces T tiene un 4-rey [7].

Demostracion. Sean Vi, Vs, ..., Vi los elementos de la particion de V(7).
Para cada i € 1,2, ..., k, tomamos v; € M(V;), es decir, un vértice de exgrado
maximo en V.

La subgréafica de T inducida por el conjunto de vértices vy, vo, ..., v €s un
torneo 1" y por el lema de Landau tiene un 2-rey, supongamos sin pérdida
de generalidad que es v;. Demostraremos que v; es un 4-rey en todo 7.

Sea u cualquier vértice en T', digamos u € V;. Queremos encontrar una trayec-
toria dirigida de v; a u de longitud a lo mas 4. En 1" hay una trayectoria



dirigida P de longitud a lo mas 2 de v; a v;. Si en T también hay una trayec-
toria dirigida de longitud a lo mas 2 de v; a u terminamos. (De otra forma se
tiene que u y v; dominan (y son dominados) exactamente los mismos vértices
va que el exgrado de u es menor o igual que el de v;).

Si i > 2, llamemos x al vértice en la trayectoria P tal que x — v; domina
a u. Ahora solo reemplazamos la flecha (z,v;) de P por (x,u) por lo que
tendriamos una trayectoria dirigida de v; a u de longitud a lo més 2.

Si ¢ = 1 supongamos que 7' no tiene una trayectoria dirigida de longitud a lo
mas 2 de v; a u. Entonces v; y u dominan exactamente los mismos vértices.
Como ambos vértices no pueden tener ingrado cero , existe un vértice z tal
que z = u (2 = v1), 2 €vj,5 > 2.

Por el caso anterior (donde i > 2) existe una trayectoria dirigida @) de longi-
tud a lo méas 4 de vy a z. Si @ tiene longitud a lo mas 3, entonces agregamos
la flecha (z,u) a Q. Si @ tiene longitud 4, entonces existe un vértice y € Q)
tal que y — 2z y y — v; por la minimalidad de (), ya que si v; — y entonces
tendriamos la trayectoria dirigida v; — y — 2 lo cual no es posible. Entonces
y — u (ya que vy y u son dominados por los mismos vértices). Al reemplazar
la flecha (y, z) de @ por la flecha (y,u) tenemos una trayectoria dirigida de
longitud 4 de v; a u. Por lo tanto T tiene un 4-rey. [ ]

En los siguientes capitulos veremos resultados sobre la existencia y distribu-
cion de r-reyes con r = 2,3,4 en torneos k-partitos con k > 1.



Capitulo 2

r-reyes en torneos bipartitos

En el capitulo anterior vimos que un torneo 1’ siempre tiene al menos un
rey y que los torneos k-partitos con a lo mas un transmisor tienen siempre
al menos un 4-rey. En este capitulo nos concentraremos en los torneos 2-
partitos o bipartitos y estudiaremos la existencia y distribucién de r-reyes
parar = 2,3,4.

Dos de los resultados principales del capitulo son el teorema 2.6 que nos ca-
racteriza la existencia de torneos bipartitos con un ntimero dado de 4-reyes,
y el teorema 2.7 que caracteriza los torneos bipartitos sin transmisores y sin
3-reyes con exactamente ocho 4-reyes.

Denotemos como T(A, B) un torneo bipartito donde A y B son los conjuntos

de vértices de la particion. Si para cualquier vértice b € B existe un vértice
a € A tal que a domina a b escribimos A = B.

2.1. 2-reyes en torneos bipartitos
El siguiente resultado nos resuelve el problema de la existencia de reyes en

torneos bipartitos.

Lema 2.1 Un vértice v de un torneo bipartito T(A, B) es un rey si y solo
st es el unico transmisor en T



Demostracion. Sea v € Ky(T). Sin pérdida de generalidad podemos supo-
ner que v € Ky(A). Entonces d(v, B) = 1. Por lo tanto v es un transmisor
en T(A, B) y ningin vértice de B puede ser un transmisor. Ademds como v
es un rey de T, se tiene que d(v,z) = 2 para cualquier x € A — {v}, por lo
tanto v es el uinico transmisor.

Ahora supongamos que v € A es el Unico transmisor de T(A, B). Entonces
v — B, es decir, d(v, B) =1y d (y) > 0 paratodo y € A—{v}, es decir, exis-
te al menos un w € B tal que w — y de donde se sigue que d(v, A—{v}) = 2.
De esta forma v € Ky(T)). |

Una consecuencia inmediata del lema anterior y del hecho de que una condi-
cion necesaria para que cualquier torneo T tenga un rey es que a lo mas
tenga un transmisor, es el siguiente corolario.

Corolario 2.1 Un torneo bipartito contiene a lo mds un rey.

Podemos entonces concluir que el estudio de los reyes en torneos bipartitos
no es muy interesante. Por lo que continuaremos con el estudio de 3 y 4 reyes.

2.2. 3-reyes en torneos bipartitos

El siguiente lema nos da una caracterizaciéon de los 3-reyes en torneos bipar-
titos.

Lema 2.2 Sea T(A, B) un torneo bipartito. Un vertice v € A es un 3-rey si
y solo si satisface las siguientes condiciones:

1. N*(v) € N*(z) para cada v € A — {v};
2. B no contiene transmisores.

Demostracion. Sea v € K3(A) y x € A — {v}. Entonces se tiene que
d(v,z) = 2. Esto implica que existe ¢t € B tal que v — t y t — z. Por lo
tanto, N*(v) € N*(z). Ahora como para cada y € B existe una vy- trayecto-
ria de longitud 1 6 3, se tiene que d~(y) > 0, es decir, B no tiene transmisores.
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Ahora supongamos que v satisface (1) y (2). Veamos que v € K3(7T). Como
N*(v) € N*(z) paracadaz € A—{v} existe w € Btalquev > wy w — x
de donde se tiene que d(v, A — {v}) = 2. Sea y € B. Si y € NT(v) entonces
d(v,y) = 1, por lo tanto supongamos y € N~ (v).

Como no hay transmisores en B existe z € A — {v} tal que z — y, como
d(v,z) = 2 al agregar la flecha x — y se tiene que d(v,y) = 3. Por lo tanto
d(v,V(T)) < 3, es decir, v € K3(T). |

Notacién Vamos a decir que un torneo bipartito T'(A, B) es de tipo (m, p; n, q)3

Una pregunta natural es la siguiente ;bajo qué condiciones existe un torneo

bipartito T (A, B) tal que K3(T) = V(T)?. Soltes [8] dio la respuesta en el
siguiente teorema.

Teorema 2.1 Un torneo bipartito T(A, B) del tipo (m, m;n,n)3, m > n > 2
existe si y sélo sim < ((LZJ))
2

El teorema de Soltes nos permite obtener el siguiente resultado mas general.

Teorema 2.2 Sim,n,p y q son enteros tal que m >p, n>q, 2 < q<p<
((LgJ)) entonces existe un torneo bipartito T(A, B) del tipo (m,p;n,q)s.

Demostracion. Por el teorema de Soltes, existe un torneo bipartito T'(P, Q)
tal que K3(T) = V(T'), y |P| = p, |Q| = ¢. Es decir, es un torneo del tipo
(p,p; q, q)3. Ahora definiremos un torneo bipartito T'(A, B) tal que

1. A=PUR, PNR=0,|Rl=m—-p; B=QUS, QNS =0,|S]=n—q.

11



2. Las flechas entre P y @ son inducidos por T(P,Q); A — S, @ — R.
Afirmamos que K3(T(A,B)) = PUQ yaque d(P,Q)) <3, P —- Sy
d(P, R) = 2, de forma similar d(Q, P) < 3, d(Q,S) =2y Q — R.

A B
P Q
R rd \\ S

Observemos que A — S y y R solamente domina a S por lo que ni en S ni
en R pueden haber 3-reyes.

De esta forma el torneo bipartito T'(A, B) es del tipo (m,p;n, q)s. [ |
Concluimos los resultados sobre 3-reyes en torneos bipartitos con el siguiente
teorema.
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Teorema 2.3 Sea T(A, B) un torneo bipartito sin transmisores. Un vértice
w € A es un 3-rey de T si y sdlo si d(w,z) = 2 para cada x € A — {w}.
Andlogamente si w € B.

Demostracion. Supongamos que w € K3(T) y w € A. Siexistey € A—{w}
tal que d(w,y) # 2, entonces se tiene que d(w,y) > 4, lo cual es una con-
tradiccion ya que estamos suponiendo que w es un 3-rey de T'.

Ahora supongamos que d(w,z) = 2 para cada x € A — {w}. Probemos que
w € K3(T). Seay € B. Si w — y, entonces d(w,y) = 1. Si y — w, como T
no tiene transmisores, existe r € A tal que x — y. De esta forma se tiene
que d(w,y) < d{w,x) + d(z,y) = 3. Por lo tanto w es un 3-rey. [ |

Un torneo bipartito T'(A, B) puede no tener r-reyes para algin r. Por ejem-
plo, cualquier torneo con dos o mas transmisores no tiene r-reyes para todo
entero positivo r. También hemos visto que la existencia de un transmisor
implica la existencia de un tnico rey.

Ademas si en un torneo bipartito T'(A, B) dos vértices u 'y v € M(A) tienen
la misma exvecindad, es decir, dominan a los mismos vértices, entonces ni u
ni v pueden ser 3-reyes. La justificacién de este hecho es simple, ya que si, por
ejemplo u fuera un 3-rey, entonces se tendria que d(u, v) = 2. Esto implicaria
que existe un vértice y € B tal que u — y y y — v lo cual no es posible
puesto que estamos suponiendo que u y v tienen la misma exvecindad. De la
misma forma se tiene que v no puede ser un 3-rey.

2.3. 4-reyes en torneos bipartitos

A continuacién veremos algunos resultados sobre la existencia de 4-reyes en
torneos bipartitos. La siguiente proposiciéon nos garantiza la existencia de
4-reyes en torneos bipartitos sin transmisores.

Proposicién 2.1 Sea T(A, B) un torneo bipartito sin transmisores. Si x €
M(A) entonces v € K4(T).

13



Demostracion. Sea v € M(A) y sean By y By la particién de B tales que
x — By y By — x. Como no hay transmisores en T, dado by € By existe
a € A tal que a — by y como d*(x) > d*(a) existe by € By tal que b — a.
Entonces se tiene la trayectoria z — by — a — by y por lo tanto d(z, By) = 3.

Por otro lado, si a € A — M(A) se tiene que d(z,a) = 2 ya que existe b € B
tal que x — by b — a. Ahora sea a € M(A). Si NT(x) = Nt(a) existeu € A
tal que se tiene la trayectoria + — By — u — By — a de donde d(z,a) = 4.
Si N*(z) # N7 (a) entonces d(x,a) = 2 ya que existe b € B tal que z — b y
b — a. Por lo tanto x € K4(T). |

El siguiente lema nos demuestra que si un 4-rey en un torneo bipartito tiene
exvecindad médxima, es decir, pertenece a M (A), entonces todos sus invecinos
también son 4-reyes.

Lema 2.3 Sea T(A, B) un torneo bipartito sin transmisores. Si x € M(A)
entonces N~ () C K4(T).

Demostracién. Por la proposicién anterior x € Ky y d(x, B) < 3. Entonces
para y € N~ (z), d(y, B) < 4. Ahora hay que mostrar que d(y, A) < 3. Si
v € NT(y) es trivial. Supongamos entonces que v — y. Como d*(z) > d*(v),
Yy — xy v —y, existe un vértice z € B tal que z — 2z y 2z — v. Asi se tiene
la trayectoria y — = — z — v y por lo tanto d(y, A) < 3 como se queria
demostrar. |

Ahora no s6lo podemos determinar la existencia de 4-reyes en un torneo
bipartito T (A, B) sin transmisores, sino que ademaés el siguiente teorema nos
garantiza la existencia de al menos cuatro 4-reyes en T'(A, B). Mas adelante
se dard un resultado similar para el caso de torneos bipartitos sin transmisores
y sin 3-reyes.

Teorema 2.4 Sea T(A, B) un torneo bipartito sin transmisores. Entonces

Demostracion. Primero notemos que como 7' no tienes transmisores |A| >
2y |B| >2 Seaxz e M(A)yye M(B). Entonces z,y € K4(T). Sin pérdi-
da de generalidad supongamos que x — y. Como x no es transmisor existe
z € B tal que z — x. Por el lema 2.3, z € K,(T). Por lo tanto, K4(B) > 2.

14



Si existe un vértice t € A — {z} tal que d*(t) = d"(x) 6 t — y, entonces por
un argumento similar al caso anterior se tiene que ¢t € Ky (7).

Ahora supongamos que y — A — {z}. Sea u un vértice de exgrado méximo
en N~ (z) y v un vértice de A tal que v — u. Afirmamos que v es un 4-rey.
Como u es un 4-rey por el lema 2.3, d(u, A) < 3 y por lo tanto d(u, A) < 4.
También se tiene que d(v, NT(z) U N*(v)) < 3. Nos falta demostrar que
dlv, N"(x) N N~ (v)) = 3. Seaw € N~ (z) N N~ (v). Como v — u, w — v
y d¥(u) > dt(w), existe t € A tal que u — t y ¢ = w. Por lo tanto de la
trayectoria v — u — t — w se tiene que d(v, B) < 3. Asi, v € K4(T) con lo
que el teorema queda demostrado. [ |

Notacién: Un torneo bipartito T(A, B) se dice que es de tipo (m,p;n,q)4 si
| Al =m, |B] =n, ks(A) =p y ki(B) = ¢.

Como se dio en el caso de 3-reyes, el siguiente teorema da las condiciones de
existencia de un torneo bipartito 7(A, B) del tipo (m,p;n, q)a.

Teorema 2.5 Dados m,n,p,q enleros tales que m > n > 0, n > q >
0, existe un torneo bipartito T(A, B) de tipo (m,p;n,q)s excepto para los
stguientes casos:

1. (m,1;n,q)s, n>q >0,

2. (m,p;n, 1)y, m>p>0,

2. (1,0;1,0),.
Demostracion.

1. El torneo bipartito (m, 1;n, ¢)4 no tiene transmisores , ya que si tuviera
uno, entonces p = 0 6 ¢ = 0. Asi, por el teorema 2.4 cada conjunto de
la particion contiene al menos dos 4-reyes, pero p = 1. Por lo tanto, no
existe un torneo bipartito del tipo (m,1;n,q)s, n > g > 0.

2. De forma andloga al caso (1) vemos que no existe un torneo del tipo
(m,p;n, 1)a.

3. Es trivial, ya que A 6 B tiene un transmisor, por lo que p y ¢ no pueden
ser ambos cero.
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Ahora supongamos que m > n > 2y (m,p;n,q)s no es ninguno de los
casos anteriores. Consideraremos unos casos particulares y para cada uno
construiremos el torneo bipartito correspondiente. En estas construcciones
las flechas no especificados estan orientados de B a A.

1. (m,0;n,0)s: Tomamos todas las flechas de A — B. De esta forma los
vértices de A son todos transmisores y d(v,u) = oo para cualesquiera
v,u € A. Por lo tantop=0y ¢ =0.

2. (m,1;n,0)4: Sea T'(A, B) el torneo bipartito tal que hay un tnico trans-
misor v en A, entonces por el lema 2.1 v es un rey, entonces v es un
4-rey y d(u,v) = oo para cualquier vértice u € V(7). Por lo tanto

p=1yq=0.
3. (m,0;n,1),: El argumento es andlogo al caso (2).
4. El dltimo caso que necesitamos ver es (m,p;n,q)s: p > 2, ¢ > 2. Sin

pérdida de generalidad supongamos que p > ¢. Sea A; = {vy, v, ..., v4_1},

A2 = {Uq7 ...,Up}, A3 = {Up+1, ...7Um}, B1 = {U/17u2, ...7uq_1} BQ = {Uq}
Bs = {ug11, ..., up } la particién de los conjuntos A y B respectivamente,
del torneo bipartito T'(A, B).

Definimos la orientacién de la siguiente forma:
Siwv; € Al, v — {UZ’7B3} parat=1,2,...,q — 1, Ay — {B27B3}, A3 — B;s.

Claramente no hay 4-reyes en B3 ni en Az ya que A; U Ay U A3 — B3y Az
solamente domina a Bs.
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Veamos que K4(A) = A; U Ay = {vy, v9, ..., 0, }.

Si v; € Ay entonces d(v;,u;)) = 1. Siv; € Ay u € By, i # j, se tiene la
trayectoria v; — u; — v; — u; y en consecuencia d(A;, B;) < 3. Por otro
lado, como By — A, se tiene que d(A, Ay) = 2y d(A;, By) = 3 y como
Ay = By — A3 — Bj se tiene que d(A1, A3) =2y d(A;, Bs) =3

Finalmente para demostrar que Ky(B) = By U By = {uy, ..., u,} observemos
que d(Bi, A1) < 3. Ahora consideremos las trayectorias By — Ay — By —
A3 — Bg y By — Al = B, — AQ lo que demuestra que K4(B) = By U Bs.

Por lo tanto T'(A, B) es del tipo (m,p;n,q)s con p > 2y q > 2.

Los siguientes lemas nos seran de gran utilidad para la demostracién de los
dos resultados principales de este capitulo, los teoremas 2.6 y 2.7.

Lema 2.4 Sean u y v dos vértices en un torneo bipartito T sin transmisores.
Siu € Ky(T) y NT(u) € NT(v), entonces v € K4(T).
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que u, v € A. Como
v domina a los mismos vértices que u, y u € K4(T) se tiene que d(v, B) < 3
y d(v, A — {u}) < 4. Basta ver que d(v,u) < 4. Como N*(u) C N*(v), si
existe b € B tal que v — b y b — w entonces d(v,u) = 2. De lo contrario,
como no hay transmisores en T existe a € A tal que b — a para alguna
be NT(v) = Nt(u) y existe alguna y € N~ (v) = N~ (u) tal que a — v.
Por lo tanto considerando la trayectoria v — b — a — y — u se tiene que
d(v,u) =4y v e KyT). |

Lema 2.5 Sea T un torneo bipartito sin transmisores y k3(T) = 0. Para
cadau € KyNA, existev € Ky(T)NA tal que d(u,v) =4 y Nt(u) C Nt (v).
Similarmente para cada u € Ky N B.

Demostracion. Supongamos que u € K4(T) N A. Como k3(T") = 0, existe
v € A tal que d(u,v) = 4. Es claro que v — N*(u); de otra forma se tendria
que d(u,v) = 2. Por lo tanto N*(u) C N*(v). Por el lema 2.4 se tiene que
v € Ky(T). n

Corolario 2.2 Sea T' un torneo bipartito sin transmisores y ks(1) = 0. Sea
w € M(A). Para cada u € N~ (w), existe v € K4(T)N A, tal que d(u,v) =4
y Nt(u) C N*t(v). Similarmente si w € M(B).

Demostracion. Sea u € N~ (w), donde w € M(A). Entonces u € K4(T) y
por el lema 2.5 se tiene que d(u,v) =4y NT(u) C N*(v). |

Corolario 2.3 Sea T' un torneo bipartito sin transmisores y ks(1) = 0. Sea
u € M(A). Entonces existev € Ky(T)NM(A) tal que d(u,v) =4 y N (u) C
N*t(v). Similarmente si u € M(B).

Demostracion. Supongamos que u € M(A). Por la proposicién 2.1 se tiene
que u € K4(T) y por el lema 2.5 existe v € K4(T) N A tal que d(u,v) = 4
y Nt (u) € NT(v). Ahora, como u € M(A) se tiene que N*(u) = N*(v), y
por lo tanto v € M (A) |

Lema 2.6 Sea T un torneo bipartito sin transmisores y ks(T) = 0. Sea

ue Ky(TYNA, yve N (u). Sivg Ky(T), existe w € K4(T)N (A —{w})
tal que N*(u) C Nt (w) y d(v,w) > 5. Similarmente si u € K, (T) N B.
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Demostracion. Supongamos que u € K4(T) N A, y d(u,z) € {1,3} para
cada © € B. Como v — u, se tiene que d(v,z) < 4 para cada = € B. Si
v ¢ K4(T), existe w € A — {u} tal que d(v,w) > 5. Ahora supongamos que
existe un vértice y € N (u)— N*(w). Entonces u — y — w, de esta forma se
tiene que d(v,w) < d(v, u) + d(u, w) = 3, lo que contradice que d(v,w) > 5.
Por lo tanto N*(u) = N (w) y como u € K,(T') se tiene que w € K4(T). B

El siguiente teorema [3] nos garantiza la existencia de al menos ocho 4-reyes
en un torneo bipartito sin transmisores.

Teorema 2.6 Sea T un torneo bipartito sin transmisores y ks(T) = 0. En-
tonces

1. T contiene el torneo bipartito H de la figura 1 como subdigrifica; y

2. | Ky(T)N A |> 4. Similarmente | K4(T) N B |> 4.

a; b, €y d,

Q O O O

O O O O

a3 b, %] d,
Figura.l

Demostracion. Primero veamos que T' contiene a la subgrafica inducida H.
Sea a; € M(A) y ay € M(B). Por el lema 2.4 se tiene que {ay, a2} C Ky4(T).
Supongamos que ay — a;. Por el corolario 2.2 existe by € K4(T) N (M (B) —
{as}) tal que d(as,by) =4y N*t(as) = Nt(by). De lo anterior se tiene que
by — a1. De la misma forma se tiene que existe by € Ky(T) N (M(A) —{a1})
tal que d(ai,b1) = 4, NT(a;) = N*(b1) y {az,b2} — b1 ya que si no fuera
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asi se tendria que d(by,a;) = 2. Ahora, como T no tiene transmisores, existe
¢1 € N~ (ay) = N~ (by). Por el lema 2.3 se tiene que ¢; € K4(T), y por el coro-
lario 2.2 existe d; € Kq(T)N(A—{c1}) tal que d(eq,dy) =4y N1 (c1)JUNT(dy).
De esta forma se tiene que dy — {ag,by}. Como di — {as,bo} — ay y
d*(dy) < d*(ay), existen ¢y, dy € B, ¢y # da, tales que a; — {ca,dy} — di,
va que, de otra forma se tendria que d* (d;) > d*(a;) lo cual es una contradic-
cién. Observemos que como N (¢;) € Nt (dy), {c2,d2} — ¢1. Como los ocho
pares de vértices son distintos, se tiene que T' contiene a H como subdigréfica.

Por como se construyé la subdigrifica H, se tiene que {ai,by,¢1,di} C
K(T)N Ay {as, b} C K4(T) N B. Se tiene entonces que | K4(T) N A |> 4.
Veamos ahora que | K4(T)NB |> 4. Primero veamos que N~ (dy)NK4(T) # 0.
Supongamos que N~ (d;)NK4(T) = (. Sea u un vértice de exgrado maximo en
N7(dy). Como N*(¢;) C N*t(dy) se tiene que u — ¢;. Como u; — dj se tiene
que dy € K4(T) y u ¢ K4(T) por el lema 2.6, existe e; € Ky(T)N(A—{d\})
tal que N*(d;) C N*(ey) y d(u,e1) > 5. Notemos que ey ¢ {ay,by,c1,d1}y
e; — {ag, by, u}. Como N~ (e1) # (b, tomamos e; € N~ (e;). Observemos que
e; = NT(u); de otra forma se tendria que d(u,e;) < 3, lo cual es una con-
tradiccién. De esta forma es — N* U {e;}, de aqui se tiene que es € N~ (dy)
con d*(ey) > d*(u)+ 1. Esto, sin embargo, contradice la elecciéon de u. De lo
anterior se concluye que N~ (dy)NK4(T) # 0. Seau € K4,(T)NN " (dy). Por el
lema 2.5, existe v € K,4(T) N B tal que d(u,v) =4y N*(u) C N*(v). Como
di — {az, bo}, u ¢ {az, ba}. Por otro lado, como N*(u) C NT(v), se tiene
que v & {ag, ba}. Asi, {ag, by, u,v} C K4(T). Por lo tanto | K4(T)N B |> 4
[

Hemos visto en el teorema 2.6 que cualquier torneo bipartito 1" sin trans-
misores y sin 3 — reyes tiene al menos ocho 4-reyes. El siguente teorema [3]
caracteriza completamente todos los torneos bipartitos 7" con exactamente
ky(T) =38

Teorema 2.7 Sea T un torneo bipartito sin transmisores y ks(T) = 0. En-
tonces ky(T) = 8 si y sélo si T es el torneo bipartito de la figura 2, donde
AyUBy = Ky(T) y la subdigrifica inducida por AyU By es un torneo bipartito
arbitrario.
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Figura.2

Demostracion. Por el teorema 2.6, | Ky(T)NA >4y | Ki(T)NB |> 4,y
T contiene como subdigrafica el torneo bipartito H de la Figura 1. Ademds
Ky(T)NA ={ay,b,c1,d1} y {ag,02} C K4(T) N B. Supongamos que ¢y ¢
K4(T). Entonces como ¢s — dy € K4(T), por el lema 2.7, existe un vértice
e; € Ky(T) N A tal que d(cg,e1) > 5y NT(dy) € N7(eq). Se observa que
ey & {ai,by,c1,di} y por tanto | K4(T)NA |> 5 lo cual es una contradiccidn.
De esta forma ¢y € K, (T) y, de forma similar, do € K4(T). Por lo tanto
Ky(T) = {ay,a9,b1,ba,¢1,¢2,dy,do}.

Se observa que d~(ay) = d~(b1) = d~(a2) = d~(by) = 2; de otra forma, como
{a1,a2,b1,b0} T M(A) U M(B), por el lema 2.5, se tendria que Ky4(7') > 9.
Por lo tanto se tiene:

1. {a1,01} = B —{as, b2} y
2. {ag,bo} = A—{cy,dr}.

Notemos que d~(d;) > 2 ya que {co,do} — dj.

Afirmacién 2.1 d~(dy) =2 y dy - B —{¢c2,ds}.

Demostracion. Supongamos que d (dy) > 3. Sea es € N~ (dy) — {c2,d2}.
Como ey ¢ K4(T) y e — dy, por el lema 2.7, existe e; € K4(T) N A tal que
d(ez,e1) > 5y NT(dy) € Nt(ep). De lo anterior se tiene que | Ky(T)NA |> 5
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lo cual es una contradiccién. Por tanto d(di) =2y dy = B — {ca,d2}. N

De forma similar, d=(¢;) = 2y ¢ — B — {co,do}. Asi ¢1,dy € M(A) y
N*(cy) = N*(dy). Notemos que d~(c2) > 2 ya que {a1,b1} — cs.

Afirmacién 2.2 d(c2) =2 y cg & A — {a1,b,}.

Demostracion. Supongamos que d~ (c2) > 3. Sea e; € N~ (¢2) — {a1,b1}.
Como e; = ¢o = dy — B —{ca,ds} y d(ey, 2) < 3 para cada z € B — {ds}.
También, como e; — ¢; — {¢1,d1} = ag = A —{c1,di} y d(ey, z) < 4 para
cada z € A. De esta forma dy — eq; de lo contrario se tendria que e; € Ky (7).
Como dy € Ky(T)N By d(de, z) € {1,3} para cada z € A. Notemos que
d(dg,z) = 2 para cada z € B — {c2} ya que dy — d; = B — {cq,d>}. Como
dy — e; — ¢ se tiene que dy € K3(T) lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto d=(c2) =2y o > A —{ay,b1}. |

De forma similar, d=(dy) = 2y dy — A — {a1,b1}. Asi ¢y,dy € M(B) y

N*(ey) = N*(dy) con lo cual queda demostrado el teorema.
[
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Capitulo 3

3-reyes en torneos 3-partitos

Hemos visto resultados sobre la existencia de 3-reyes en torneos bipartitos
y la existencia y distribucion de 4-reyes en torneos k-partitos para k > 2.
Ademas se establecid la existencia de torneos bipartitos con 4-reyes y k3(T) =
0. Como consecuencia se tiene que los resultados sobre 3-reyes estan lejos de
ser extensos. En esta seccion veremos el teorema principal de esta tesis so-
bre la existencia de 3-reyes en torneos tripartitos demostrado por Petrovic [6].

Como ya hemos mencionado, un torneo tripartito T (A, B, C) es una gréfica
completa tripartita orientada con particiéon del conjunto de vértices en con-
juntos A, B,y C. Sea X el conjunto de 3-reyes en A, Y el conjunto de 3-reyes
en By Z el conjunto de 3-reyes en C.

Si 1 € X consideremos la siguiente particion de V(T) — {z1}: A = A, U
AQ U Ag, B = Bl U B2 U Bg, C = Cl U CQ U 03 donde d(l‘l, Az) = d(l‘l, Bz) =
d(zy,C;) = i. Esta particién la llamamos la particién de V(T") con respecto
a I.

En esta capitulo daremos todas las posibles distribuciones de 3-reyes en tor-
neos tripartitos.

Notacién: Un torneo tripartito T'(A, B, C') es del tipo (a, x; b, y; ¢, z) si |A| =
a, |Bl=0b, |C|=c, | X|=2z, Y| =y, |Z] ==

Si existe un torneo tripartito T(A, B, C') del tipo (a, z; b, y; ¢, 2), diremos que
tenemos una 6-tupla admisible.
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El teorema principal de este trabajo, caracteriza todas las 6-tuplas admisi-
bles.

A continuacién vamos a presentar ocho casos tipicos de 6-tuplas admisibles:

1. En el primer caso consideramos z > 0, y > 0, z > 0 que podriamos
pensarlo como el ejemplo mas general de una 6-tupla (a,z;b, y; ¢, 2)
admisible. En el torneo tripartito siguiente, las aristas que no aparecen
pueden orientarse arbitrariamente y alguno de los conjuntos A — X,
B —Y, C'— Z pueden ser vacios.

2. Six > 2,y > 2, z=0 tenemos una 6-tupla admisible definido por las
siguientes particiones de vértices y adyacencias:

z>y=k>2 X =1UU..Uxp 1UXy, | Xi| > 1Y = y1UypU...Uyy;
X > Bexceptoy; > x,1=1,...k—1y y = Xyg;

B — C excepto ¢' — yg;

Y > A-X A—C,

Los conjuntos A — X y B — Y pueden ser vacios.

Hay que notar que ¢' no es un 3-rey ya que d(c,z;) = 4.
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X, % X
eoe ©
Y I O P

or|

3. Para este caso consideramos ¢ > 0, a—x > 2,y > 0, b—y > 2. Notemos
que d(A-—X,A-X)=d(B-Y,B-Y)=d(C,B-Y) =4.

B-Y
o ¥

4. Paraelcasor =1, a—x <1, y>2,b—y <1, 2=0, c > 6, tenemos
las siguientes particiones de los conjuntos A, B y C con respecto a x1;
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Las aristas que no estan especificadas estan orientadas de C' a B;
Los conjuntos B; y A — X pueden ser vacios.

X A-X
o
2K ‘\\
B ’;O C
1 ;O 1
Y, @ - %) C,
BQ —1
Y. @]
—-—— e
5| O ’

5. Considerando z =1, a—2 < 1,y=1,b—y>4,2=0,¢> 7, |By| > 1
|C2| > 1 se tiene el siguiente torneo:

X AX
®
‘\\
1> O
Vi@ — e £,
B | o—
e S
1o o]
@] \ &
Bs| o 7] jool]
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6. Siz =1,y =2 =0, las aristas entre B y C' pueden orientarse arbi-
trariamente. El conjunto A — X puede ser vacio.

o FERN

/ !

7.5 =2,y=0,b>4, z=0. El conjunto A — X puede ser vacio.

X A-X
Xy X2
® o

/N

Ny

O
\

Bgo‘[/

8. Por ultimo, sea z = 3, y = 0, b > 5, z = (0. Las particiones de los
conjuntos B y C son con respecto a x;. Las aristas no especificadas
entre B y C) estan orientadas de €] a B. Ademés, X = X; U {5},
| Xo| > 2.
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Podemos resumir lo anterior en la siguiente Proposicion.

Proposicion 3.1 Con la notacion anterior, las siguientes 6-tuplas son ad-
misibles:

a,z > 0;b,y > 0;¢,2 > 0),
a,r > 2;b,y > 2;¢,0),
a,z > 0;b,y > 2;¢,0),
a,1;b,y > 2;¢ > 6,0),
a,1;b,1;¢ > 7,0),
a,1;b,0;¢,0),

(
(
(
(
(
(
(a,2;b,0;¢,0),
(

SN N A e R

a,r > 3;b,0;¢,0).
A continuacion veamos una serie de lemas necesarios para la demostracion de

la proposicion 3.2. Iniciaremos con algunos resultados para torneos bipartitos
que nos seran de gran utilidad en el resto del capitulo.
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Lema 3.1 SiT(A, B) es un torneo bipartito sin transmisores en B, entonces
existe u € A tal que d(u, B) < 3.

Demostracion. Sea M(A) el conjunto de vértices de A con exgrado maxi-
mo. Sea u € M(A), si u es transmisor entonces d(u, B) = 1. Si u no es trans-
misor entonces sea By, By una particién de B tal que u — By y By — u.
Sea w € By vy a € A tal que a — w, a existe ya que en B no hay trans-
misores. Si d*(u) = n entonces d*(a) < n. Como w € N¥(a) entonces
INT(a) N By| < n — 1, entonces existe b € B; tal que b — a. Por lo tanto,
considerando la trayectoria u — b — a — w se tiene que d(u,w) = 3, por lo
que para todo w € B, d(u, B) < 3. [ |

Lema 3.2 Si T(A, B) es un torneo bipartito sin transmisores y |A] < 3,
entonces A contiene un 3-rey de T.

Demostracion.

Sabemos que como en T no hay transmisores |A| > 2y |B| > 2, por lo que
2 < |A| <3.8i|M(A)| =1, supongamos M (A) = {u}, por el lema anterior
sabemos que d(u, B) < 3. Sea a € A, existe v € B tal que u — vy v — a,
entonces consideramos la trayectoria u — v — a se tiene que d(u, A —u) = 2,
por lo tanto u € K3(T).

Sea |M(A)| = 2, M(A) = {u,v}. Si NT(u) # N*(v) existe b € B tal que
u— by b— wuasid(u,v) =2y por el caso anterior se tiene que d(u, V (1')) <
3y d(v,V(T)) < 3. Por lo tanto M(A) = {u,v} C K3(T). Si N"(u) = N (v)
entonces A = {u, v, w} se tiene que w € K3(T) ya que w — N (u) = N~ (v)
de tal forma que d(w, M(A)) =2y d(w, N*(u) = N*(v)) < 3. Por lo tanto
d(w,V(T)) < 3.

Finalmente supongamos que | M (A)| =3, M(A) = A = {u,v,w}. SINT

N*t(v) = NT(w) implicarfa que hay transmisores en B si N+( )=N*t(v) =
N*t(w) C B, o bien, transmisores en A si N*(u) = NT(v) = N*(w) = B.
Por lo tanto existe un vértice, digamos u tal que N*(u) # NT(v) y N7 (u) #
N*(w) entonces por el lema 3.1 d(u, B) < 3y d(u, {v,w}) = 2 por lo de-
mostrado anteriormente. Por lo tanto u € K3(T). |

u) =
v)

~—~ N

El siguiente lema nos muestra la estructura de algunos torneos bipartitos sin
transmisores y sin 3-reyes.
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Lema 3.3 Sea T(A, B) un torneo bipartito sin transmisores y sin 3-reyes.
Si |Al =4 y |B| > 4 entonces la estructura de T(A, B) es la siguiente:

1. A= {v, v} U{vs,v4}, NT(v1) = NT(vg), NT(v3) = NT(vy) y
2. Nt (v1) € Nt (v3) = B, [INT(v1)—N"(v3)] > 2, [Nt (v3) = N"(v1)] > 2.

fviwal| | O © i = S

{vs, vy}

Demostracion. Sea A = {vy,v9,v3,v4}. Primero vamos a mostrar que
IM(A)| =26 |M(A)|=4.Si |M(A)| =1, M(A) = {u} entonces u € K3(T)
como vimos en la demostraciéon del lema anterior, lo que contradice que
K;3(T) = (. Supongamos ahora que |[M(A)| = 3, M(A) = {v1,vy,v3}. Si
existe v; tal que N¥(v;) # Nt (v;) v NT(v;) # N*(w), {3,4,k} = {1,2,3}
entonces, por lo visto en el lema anterior se tiene que v; € K3(T). En caso
contrario, si Nt (v;) = NT(v3) = N*(v3) se tiene que vy € K3(T'), en ambos
casos contradecimos que K3(7T') = ).

Entonces |M(A)| =2 6 |M(A)| = 4. Supongamos que |M(A)| =2, M(A) =
{v1,v2}. Como K3(T) = ) entonces N*(v;) = N*(v3), ya que en caso con-
trario se tendria que M(A) C K3(T). Como NT(v;) = NT(uvp) se tiene que
N~=(v1) = N~ (v2). Como T'(A, B) no tiene transmisores N~ (v;) = N~ (vqg) #
(), esto es N (vy) = N*(vs) # B de donde se sigue que N~ (v1) = N~ (v3) C
N+t (vs) UNT(vy). Sea d™(v3) > d*(vq) y supongamos que N*(vs) # Nt (v4),
entonces existe b € B tal que v3 — b, b — v,y v3 = b — {vy,v2} yaque b €
N~(v1) = N~ (vq). De tal forma que d(vs, A) =2y d(vs, N~ (v3)) = 3 por lo
que vz € K3(T) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto N*(v3) = N 7T (vy4).

Ahora supongamos |M(A)| = 4, M(A) = {v1, ve, v3,v4}. Como se vio en el ca-
so N*(v;) # N7 (vj), NT(vg), N"(v;) para algin i € {1,2,3,4}, {i,7,k, 1} =
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{1,2,3,4} implicaria que v; € K3(T) lo que contradice que K3(T) = (). Si
N*t(v1) = NT(v3) = NT(v3) = N (vy) entonces habria transmisores, lo cual
no es posible. Por lo tanto existen pares {i, j} y {k,}, {7, 4, k,(} = {1,2, 3,4},
de tal forma N*(v;) = Nt (v;) # N (vx) = N*(v;). Podemos tomar {i,j} =
{1,2} y {k,1} = {3,4} con lo que queda demostrado (1).

Como T'(A, B) no tiene transmisores, en particular B tampoco tiene trans-
misores, se tiene que N*(v;) U N*(v3) = B. De forma similar se tiene que
INT(v1) = Nt (v3)| > 1. Si [NT(v1) = NT(v3)| =1, NT(v1) — Nt(v3) = {u}.
Supongamos sin pérdida de generalidad que u € N*(v1), entonces d(u, v3) =
1, d(u, NT(v3) = 2 t d(u,v;) = 3. Por lo tanto u € K3(7T) lo cual es una
contradiccién ya que K3(T) = 0. Asi, [NT(v;) — N (vs)| > 2. Por simetria
se tiene que |[NT(v3) — NT(v1)| > 2 con lo que queda probado (2). |

Veamos ahora algunos resultados basicos para torneos tripartitos.

Lema 3.4 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con X = {1} y sea Ay, Ao,
Az la particion de A — X con respecto a x1. Entonces Ay = A =, esto es,
d(z1,A—xy) =2 para A — 1 # 0.

Demostraciéon. Si A — X = () no hay nada que probar. Sea a; € A — X.
Si a; domina a todos los vértices dominados por x1, entonces a; también es
un 3-rey, lo cual es una contradiccién ya que X = {x;}. De esta forma existe
v € BUC tal que £;1 — vy v — a; de donde se tiene que d(z1,a;) =2. B

El siguiente lema nos da un criterio simple para determinar cuando un vértice
v € ByUCyU Bz UC3 es un 3-rey.

Lema 3.5 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con X = {x1} y sea B; (res-
pectivamente C;), i = 1,2,3 la particion de B (respectivamente C') con res-
pecto a 1. Siv € BoUCyUB3UCS yd(v, BsUC;) < 3 entonces v € K3(T).

Demostracion. Como d(z1,v) =2 6 d(xy,v) = 3 se sigue que v — xy, esto
es, d(U,ZL’l) = 1. Como d(ZEl,BlLJCl) = ]_, d(x17B2UCQ) =2 y d(ZEl,A—X) =
2 por el lema 3.4, se tiene que d(v,B; U Cy) < 2, d(v,Bo UCy) < 3y
d(v,A— X) < 3y como d(v, B3 UC3) < 3 entonces d(v,V(T)) < 3, por lo
tanto v € K3(T): [

Recordemos que dados subconjuntos A y B € V(T'), si para cualquier vértice
v € B existe un vértice u € A tal que u — v, escribimos A = B.
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Lema 3.6 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con X = {x1} y sea B; (res-
pectivamente C;), i = 1,2,3 la particion de B (respectivamente C') respecto

a x.

1.

Entonces:
Ty — B1 U 01
BoUB;UCyUCs — a3

Bg-)Cl, Cg-)Bl

By =0y, Ci =By, BbU(A-X) = (3, CoU(A—X) = By

Si By = 0 (respectivamente Cy = () entonces Co = () (respectivamente

B2:®)

SiY #£ 0 (respectivamente Z # () entonces By U B3 U Cy U Cs # ().

/

B

B,

B3

Demostracion.

A-X

e

G

G

&

1. Es inmediato que 1 — B; U C] por como se defini6 la particion de B

y C respecto a x7.

2. Como d(xzy,By UCy) = 2y d(xzy,B; UC3) = 3 se tiene que d(By U
02,1'1) =1 y d(Bg U 03,1'1) = 1, por lo tanto B2 U CQ U Bg U 03 — I

3. Como d(z1,Cy) = 1y d(x1, B;) entonces d(Cy, B3) > 2. Por lo tanto
B3 — (. De forma andloga se tiene que C3 — Bj.
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4. Sabemos que d(zq1,Cy) = 2. Sea 11 — y — ¢ la trayectoria de 1 a ¢y
para algin ¢y € Cy donde y es un vértice que se encuentra a distancia
1 de x1, entonces, por como se definieron las particiones de B y C, se
tiene que y € By. Por lo tanto B; = (.

De forma similar para C; = B,.

Ahora veamos que By U (A — X) = (5. Sabemos que d(xy,C3) = 3.
Consideremos la trayectoria z; — y; — y» — ¢3 para algun c3 € Cj,
entonces d(z1,y2) = 2, es decir, y; € A — X por el lema 3.4, 6 bien,
ya € By. Por lo tanto Bo U (A — X)) = Cs.

De forma similar se tiene que Co U (A — X) =% Bs.

5. Por el caso anterior tenemos que B; = (5, es decir, dado ¢ € (9
siempre existe un b; € B; tal que b; — c¢y. Por lo tanto si B; = ()
entonces Cy = (). (Respectivamente si C = ) se tiene que By = ().

6. Supongamos que By U B3 UCoUC3 = 0. Sea y € Y, entonces y € By y
d(y,V(T)) < 3 pero d(y,x1) = oo lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto By U By U Cy U C5 # 0. (Respectivamente si Z = ().

Lema 3.7 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con X = {z}, |Y] > 1,
Z=0yl|A-X|<1. 8 B; (respectivamente C;), i = 1,2,3 es la particién
de B (respectivamente C') respecto a x1, entonces no hay transmisores en Bs
en el torneo bipartito inducido T'(Bs, C3).

Demostracion. Sea Bj el conjunto de transmisores de Bz en T'(Bs, C3),
esto es By = {v € Bslv — C3}.
Mostraremos que Bj = (). Consideremos dos casos.

1. Si Cy = 0, entonces A — X = Bj. Por el lema 3.6(d), A — X = {a1},
a; — Bs. Entonces:
» d(ay,C3) =2 ya que a; — Bjs, entonces a; — B} — Cs,
» d(ay,Cy) =2 ya que a; — B3y B3 — C por el lema 3.6(c),

» d(ay, By) < 3 ya que a; — Bs, entonces ya que a; — B} — C3 —
By por el lema 3.6(c),
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» d(ay, By) < 3 ya que ay — By — C} = B, por el lema 3.6(c) y
3.6(d),

» d(ay,z1) =2 ya que a; — By — x7.

Por lo tanto d(ay, V(7)) <3,y a; € K3(T'). Una contradiccién ya que
X = {1‘1}

2. Si Cy # . Definimos el conjunto B» = {v € Bj|v — C3} y considere-
mos los siguientes dos subcasos.

(bl) Sea B» = (). Entonces Cy =% Bj, por el lema 3.1 existe u € Cy
tal que d(u, By) < 3 en T(Bj3,Cs). Ahora, como d(u, Bs3) = d(u, By) +
d(B;,C3) + d(C3,B3) = 3y d(u,C3) = 2 por el lema 3.5 u € K3(T).
Una contradiccién ya que Z = ().

(b2) Sea B» # (). Por el lema 3.6(d) a; — By, {a;} = A— X. Como en
el caso (a) se tiene que a; € K3(T) lo que contradice que X = {z}.

De los casos anteriores se tiene que By = () como se queria probar. [ |

Lema 3.8 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con X = {z}, |Y] > 1,
Z=0y|A—X|<1.8 B; yC;, i =1,2,3 son las particiones de B y C
respecto a xy, entonces |Cs| > 4.

Demostracion. Supongamos que |C3| < 3. Consideremos dos casos.

(a) Existen transmisores en T'(Bs, C3). Por el lema anterior pertenecen a Cj.
Sea C3 = {v € Cs|v — Bs}.

(Si B3 = 0 tomemos C} = C3). Denotemos por M(C3) el conjunto de todos
los vértices de Cj que tienen exgrado méaximo en T(A, B, (), esto es,
M(C3) = {v € Cildf = mazyec,df(u)}

Consideremos los subcasos |[M(C3)| = 1, |[M(C})| = 2y |[M(C})| = 3y

veamos que no son posibles.

1. |[M(Cy)| =1, M(C3) = {v1}. Como v; € Cj entonces v; — Bj. Sea
v € C3 — {v1}, entonces existe b € B; tal que v1 = by b — v. Por lo
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tanto d(vi, B3 U C3) < 3y por el lema 3.5 v; € K3(T'), una contradic-
cién a Z = ().

| M(Cy)| =2, M(C3) = {v1,v2}. Si Nj (v1) # N (vq) entonces M (C3) C
K3(T) lo que contradice que Z = (). Entonces Nj(v;) = Nj(vg) y
N7 (v1) = N7 (v2). Sea el conjunto By = {v € By|lv — {v1,v2}}.

Notemos que Bj # () y posiblemente By, = By. De lo contrario, a; —
{v1,v2}, {a1} = A — X, de esta forma:
= d(ay, 71) = 2 ya que {vy, 02} — 21,
= d(ay, B1) = 2 ya que {v1,v2} — By,
= d( )
u d(al, Bg)
( )
= d( )
" d(abcs) =

Por lo tanto d(ay, V(T)) < 3, es decir, a; € K3(T) lo cual no es posible
ya que X = {x1}.

Afirmamos lo siguiente:

- By — Cy para Cy = {C5—{v1,v2}} # 0. De la suposicién de |Cs] < 3
se sigue que C3 < 1. Si C3y = () no hay nada que probar. Sea Cy = {v3}.
Si v3 — u para alguna u € Bj entonces d(vs,Cs) = 2 y d(vs, B3) = 3,
es decir, d(v3, B3 UC3) < 3,y por el lema 2.5 se tiene que vz € K3(T).
Una contradiccién ya que Z = (). Entonces B — v, es decir, By — C3.

- By — Cs. Siexiste u € Cy y v € Bj tal que u — v se tendria que
d(u, Bs) < 3y d(u,C3) < 3 por el caso anterior. Por lo tanto, por el
lema 3.5 se tiene que u € K3(T) lo que contradice que Z = ().

- By - A— X. De lo contrario A — X = a; — v para alguna v € Bj.
Entonces por el caso anterior:
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n d

= d alaxl) =

Por lo tanto d(a;,V(T)) < 3y a1 € K3(T) lo que contradice que
X = {1’1}

Ahora observemos el torneo bipartito T'(Cy, B;).Como C) = By se
tiene que C1 = By, por el lema 3.1 existe u € C tal que d(u, By) < 3.
Como

» d(u, By) =1,
» d(u,Cy) = 2 por el caso anterior,
» d(u,C3) = 2 por lo visto en el primer punto,
v d(u,ay) =
» d(u, B;) = 3.

Por lo tanto d(u, V(T')) < 3, es decir, u € K3(T) lo que contradice que
Z =10.

. |M(C3)| = 3. Entonces M(C3) = C; = C3 = {vy,v9,v3}. Si existen
vi, v, v, {0, 5,k = {1,2,3} tales que Njf(v;) # N} (v;), Njf (vi), en-
tonces v; € K3(T") como se habia argumentado antes, lo que contradice
que Z = (). Asi se tiene que N (v;) = N (v;), Nj (v) y el argumento
se extiende de forma andloga a (2).

(b) Consideremos ahora el segundo caso, cuando no hay transmisores
en T(Bj3,C3). Podemos suponer 2 < |C3| < 3y |Bs| > 2 por lo siguien-
te:
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Consideremos los subcasos |C3| =1y C3 =0y |Bs] =1y B3 =0y
veamos que no son posibles.

- Sea |C3] = 1, C3 = {u}. Si B3 # ) entonces existen transmisores en
B3 o C5 lo que contradice la hipétesis de que no hay transmisores en
T(Bs, C3). Si B3 = ) entonces se tiene que:

v d(u,x) =1,

v d(u,a1) =2,

v d(u,Cy) =2yaque C3 — By =2 Cyy

» d(u, B2) =3 yaque C3 » x; — C, =2 By

Entonces u € K3(T') lo que contradice que Z = 0.

- Sea C5 = (). El caso Bs # () podria considerarse como el caso en que
B3 contiene transmisores. Sin embargo, esto no es posible por el lema
3.6(d). Si B3 =0y Cy # 0 se tiene que:

L d CQ,ZL‘l)

w d(Cy,C1) =2 yaque Cy — 21 — (4,

Cy,A—X)<3yaque Cy >y —>C; - A— X,

(

(

(027B1) =2 ya que CQ — T — Bl,

(

(CQ,BQ) <3 ya que 02 — T1 — Ol = Bs.

d
d
d
n d

Entonces Cy C K3(T) lo que contradice que Z = (). Asi, supongamos
que By = Cy = (). Como €| = B,, por el lema 3.1 existe v € C} tal
que d(v, By) < 3. Consideremos el conjunto By = Nj (v). Supongamos
que A — X = () o bien, existe u € By tal que u — a;, A — X = {a,}.
Entonces como

L] d(U, Bg) S 3 y

L] d(U, BQ) S 37

se tiene que d(v, V(T)) < 3 y por lo tanto v € K3(T) lo que contradice
que Z = (). Por otro lado, si a; — B, se tiene que:

» d(a,z1) =2 ya que a; — By — 2y,
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u d<a17B1) —
. d(alacl)
» d(ay, By) <

3,
3y
3.
Por el lema 3.1, se tiene que a; € K3(T) lo que contradice que X =
{z1}.

- Sea B3 = (). El caso fue discutido en (a) cuando Cj = Cj.

- Sea |B3| = 1. Como T (B3, C5) no tiene transmisores, C3 = (). Sea
Bs; = {u}. Si w — u para algin w € Cs, entonces, por el lema 3.5 w €
K3(T) contradiciendo que Z = (). De otra forma u — Cy, posiblemente
Cy =0,y a; — u, as{ se tiene que:

w d(ay, 1) =2,
» d(ay, By) = 3,
» d(ay,Cy) = 3,
w d(ag,Cs) <2,
» d(ay, B3) = 1.

Por lo tanto a; € K3(7") lo que contradice que X = {z}.

Asf tenemos que 2 < |C3] < 3, |Bs| > 2. Por el lema 3.2 existe un 3-rey,
digamos v € C3 en T'(Bs3,C3), lo que contradice que Z = (). Con lo cual se
concluye que |Cs]| > 4

|

Lema 3.9 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con X = {x}, |Y| > 1,
Z=0y|A—-X|<1. Entonces |C|>6.

Demostracion. Supongamos que |C| < 5. Por el lema 3.8 |C3] > 4. Nos
basta probar que los casos |C3| =4y |C3| = 5 son imposibles.

Si |C3] = 5, esto es, C3 = C, entonces C; = Cy = () y consecuentemente
By = 0 ya que por el lema 3.6(d) C1 = B,. Entonces A — X = {a;},
a; — (B3 U Cs) por el lema 3.6(d), y como d(ay,z;) = 2, d(ay, By) = 2
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se tiene que ay € Kj3(T) contradiciendo que X = {x1}. Asi, |C5] = 4y
|C1UCy =1

Consideremos los siguientes casos y veamos que no son posibles.

(a) Primero supongamos que C; = {u}, Cy = (). Entonces u — By y como
Cy =10, a; — Bs por el lema 3.6(d).

1. w — a;. Entonces:

d(u,a1) =1
x1) =2 ya que u — By — 14

ld B2)—1

d(u,
d(u, By) < 3yaque u— By = 11 — By
(u,
» d(u,C3) =2yaqueu— BoU{a1} y (BoU{a1}) = Cs.

De lo anterior se tiene que u € K3(7T) lo que contradice que Z = ).

2. a; — u. Entonces:

d(ay, 1) = 2 ya que a1 — B3 — 7,
. d(al,Bl) =3 yaque a; = By > 11 — By,
» d(ay, By) § 2 ya que a; — u — Bo,
» d(ay, B3) =
» d(ay,C3) <3yaquea; —u— Byya UBy = Cs.

De lo anterior se tiene que a; € K3(T) lo que contradice que X = {z}.

(b) Ahora consideremos el caso C7 = 0, Cy = {u}. Como C; = 0
entonces By = () ya que C; = B, y consecuentemente a; — C3. Por el
lema 3.7 B3 no puede tener transmisores en 7'(Bs, C3), esto es, C3 =
Bs;. Entonces:

» d(ay, 1) =2 ya que a; = C3 — 2,

» d(ay, B1) =2 ya que a; — C3 — By,

u d(al,Cg) <3 ya que a; — 03 — Bl = Cg,
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= d(al,Bg) < 2 yaque a; — C; = Bs,
u d(a1,03) =1.

Lo anterior implica que a; € K3(T") lo que contradice que X = {z}. Por lo
tanto se concluye que |C| > 6. ]

Lema 3.10 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con | X| = Y| =1, Z =10,
|A—X|<1y|C|>6.S5i|C|>6yCy=10 entonces |Cy| > 2.

Demostracion. Supongamos que |C1| = 2, Cy = (). Consideremos dos casos
y veamos que no son posibles.

1. No hay transmisores en T(B3,Cs3). El caso Bs = () es discutido en (2).
Tomemos Bz # ) y, como Cy = (), por el lema 3.6(d) se tiene que
A— X ={a1} a; — Bs. Entonces:

u d(al,xl) = 2,
. d
» d(ay, By) =3 ya que a; — By — 21 — By,
. d
(

= d al,Cg

<3 yaquea — B3 — C;, = By,
< 2 ya que a; — Bz y no hay transmisores en T'(Bs, C3).

Por lo tanto a; € K3(T') lo que contradice que X = {z}.

2. Hay transmisores en T(Bs,C3). Por el lema 3.7 pertenecen a Cs. Sea
C; = {v € Cs|v — Bs}.

Si B3 = () tomamos C} = C5. Definimos M(C3) como el conjunto de
vértices de C} que tienen exgrado maximo en T'(A, B, C)

M(C3) = {v € C3ldy(v) = mazyecydp(u)}

Veamos ahora que los subcasos |M(C3)| =1, |M(C})| = 2, | M(C})| =
3, |IM(C3)| = 4 no son posibles.

- Si|M(C3)| =1, M(C3) = {v}. Entonces:
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L d(U,Bg) = 17
u d(v,03) = 2.

Entonces por el lema 3.5 v € K3(T'), una contradiccién a Z = ()

- Si |M(Cy)| = 2, M(C;) = {v1,ve}. Si Nf(vy) # Nj(vg) existe
x € V(T) tal que v; — = y © — wy, entonces v; € K3(T) lo que

contradice que Z = (). Asi NS (v;) = N} (vy). Primero considere-
mos el caso By # . Como Cy = 0, A— X = {a1} y a1 — Bs,
si a; — {vy,ve} se tiene que d(ai, {vi,v2}) = 2 y como en el ca-

so (1) se tiene que a; € K3(T) lo que contradice que X = {x1}.
Asi{v1,v2} — a;. Entonces existe y € By tal que y — {v1, v9}, entonces
como d(y, B; UC3) < 3, por el lema 3.5 se tiene que y € K3(7). Como
Y] =1, {v1, v} — By — {y} (posiblemente By — {y} = ). Notemos
que y — ay. De otra forma v, € K3(T) ya que v; — a3 — y — vy lo que
contradice que Z = (). Ademds {vs,v4} — y, {vs,v4} = C5 — {v1,v2}.
De hecho v3 — y y y — vy (respectivamente vy — y y y — v3) implica
que v3 € K3(T) ya que v3 — y — {v1,v2} — B3y d(vs, B3 UC3) < 3
(respectivamente vy € K3(7T)) lo que contradice que Z = (). Por otro
lado y — {vs,v4} implica que u € K3(T), donde u € C; y u — y. Una
contradiccién a Z = (). De forma similar se tiene que {vs,v4} — a.
Ademas N (v3) # Ni (vy) implica que v; € K3(T), i € {3,4}, ya que
{vs,v4} — y de donde se tiene que d(v;, B3 UC3) < 3 lo que contradice
que Z = (). De esta forma N (v3) = Nj(vy). Como {vs,vs} — ay,
existe v € By — {y} tal que v — {vs,v4} de donde d(v, B U C5) < 3
yva que y — {vy,v9}, y por lo tanto v € K3(T'), una contradiccién a
Y] =1.

Sea B = (). Primero supongamos que {vy,v2} — a3 6 A =X = {11}
En ambos casos existe y € By tal que y — {v1,v2} ya que (A — X)U
By =2 (5. De esta forma d(y,C3) < 3y por el lema 3.5 y € K3(7).
Como Y| =1, {v1,v2} — By — {y}. De manera similar {vs, v} =y y
N (v3) = N (vy). Si existe v € By — {y} tal que v — {v3,v4} entonces
v € K3(T) lo que contradice que |Y| = 1. Asi {vs,v4} — By — {y}
6 By — {y} = 0. Entonces como {v3,v4} — By 'y a3 — {vs,v4}, se tiene
que:

L] d(al,xl) = 2,
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ya que a; — {vs,v4} — 1 = C4,

s d

Por lo tanto a; € K3(7") lo que contradice que X = {z;}.

Ahora supongamos que a; — {vy,v2}. Si {v1,v92} — By entonces a; €
K3(T) ya que:

ya que {vq,v2} — By,
va que a1 U By = (5.

u
L
—~
Q
=
$

Lo anterior contradice que X = {z;}. Entonces existe y € By tal
que y — {v1,v2}. Como se vio arriba y € K3(T) y como Y| = 1,
{v1,v2} = By — {y}. Como d({vi,v2},{vs,va}) = 2y a1 — {v1, v}
se tiene que By — {y} # 0. Si @y — y entonces d(a;, Bs) < 2 ya
que {v,v3} — By — {y}. Por lo tanto a; € K3(T) lo que contradice
que X = {z;}. De aqui que y — a;. De forma similar se tiene que
{vs,v4} — y, N}t (v3) = Ni(vy) y {vs,va} — a;. Lo anterior im-
plica que existe v € By — {y} tal que v — {v3,v4} de forma que
d(v,{vs,vs}) =1y d(v,{v1,v2}) = 2 y por tanto d(v,C5) < 2y por el
lema 3.5 se tiene que v € K3(7') lo que contradice que |Y| = 1.

Sea Bs = (). Primero supongamos que {vy,v3} — a1 6 A—X = {x;}. En
ambos casos existe y € By tal que y — {vy,v2} y por lo tanto se tiene
que y € K3(T). Por otro lado, como —Y—=1, {v1,v} — By — {y}.
Por una razén similar se tiene que {vs,v4} — y y Nj (v3) = Nj (vq). Si
existe v € By—{y} tal que v — {v3,v4}, entonces v € K3(T') lo que con-
tradice que |Y| = 1. De esta forma, {v3,v4} — Bo—{y} 6 Bo—{y} = 0.
Como {vs,v3} — By y a; — {v3,v4}, se tiene que a; € K3(T') lo que
contradice que X = {x;}.

42



Ahora supongamos que a; — {vy,va}. Si {v1,v9} — By entonces
a; € K3(T) lo que contradice que X = {x;}. De esta forma existe
y € By tal que y — {v1,v2}. Por un argumento similar al caso ante-
rior se tiene que y € K3(7) y como |Y| = 1, {v1,v2} — By — {y}.
Hay que notar que d({vy,v2}, {vs,v4}) =2y a1 — {vy,v9} implica que
By — {y} # 0. Si a; — y entonces a; € K3(T) lo que contradice que
X = {z1}. De aqui que y — a;. Si procedemos de forma similar tene-
mos que {vs,vs} — y, N (v3) = N (vq) y {vs,v4} — a1. Lo anterior
implica que existe v € By — {y} y v — {w3,v4}. Por lo tanto v € K3(T)
lo que contradice que Y| = 1.

- SiM(Cy)| = (C3) = {vi,v2,v3}. Si N (v;) # N (vy), Ny (vg)
para algin {7, 7, k} = {1, 2,3}, entonces v; € K3 T), una contradiccion
ya que Z = . De esta forma, N (v;) = N (v;) = N (vi,), sin importar
SiBg#@OBgZQ).

- Si |[M(C3)| = 4, entonces M (C3;) = C5 y el caso es similar a los dos
previos. Por lo tanto |C| > 2.

Lema 3.11 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con | X| = Y| =1, Z =10,
A= X|<1y|C|>6.5|Cs] =4y |C| =1 entonces |Cy| > 2.

Demostracién. Supongamos que |C1| = |Cy| = 1. Sea C1 = {u} y Cy = {v}

1. No hay transmisores en T(Bj3, C3). Nuevamente como el caso By = ()
es examinado en (2) tomamos B3 # (). Si A = X entonces v — Bj por
el lema 3.6(d), entonces v € K3(7T) ya que d(v,C3) = 2 al no haber
transmisores en T'(Bs, C3) y como consecuencia del lema 3.5, lo cual
contradice que Z = (). de esta forma se tiene que A — X = {a1} y
{a1,v} = B;. Si v — ay se tiene que d(v, B3) < 2y v € K3(T') como se
vio anteriormente. Si a; — v se tiene que a; € K3(T) lo que contradice
que X = {1 }.

2. Hay transmisores en T'(Bj, C3). Por el lema 3.7 los transmisores estdn
en C5. Sea C} el conjunto de transmisores y sea M (C}) el subconjunto

43



de vértices de Cj que tienen maximo exgrado en 7'. (Si B3 = () tomamos

Consideremos los casos |M(C3)| = 1, |M(C3)| = 3, |[M(Cy)| = 4,
|M(C3)| = 2 y veamos que no son posibles.

- Si |M(Cy)| =1, M(C;) = {v}. Entonces d(v,B3) = 1, y como v es
el tinico transmisor, existe u € Bs tal que v — © — v9, lo mismo para
v3 ¥y v4, por lo tanto d(v,Cs) = 2 y por el lema 3.5 v € K3(7T) lo que
contradice que Z = {).

-SiIM(C3y)| = 3, M(C3) = {v1, v2,v3}. El caso es similar al lema previo.

- Si |M(C3)| = 4, M(C}) = C5. Nuevamente el caso es similar al visto
en el lema anterior.

- Si |M(C§) = 2. Sea M(Cé) == {Ul,UQ} y 03 - M(Oé) = {U37U4}.
Primero suponemos que {vy,v2} — a1 6 A = X. Entonces existe y € By
tal que y — {v1,v2}. Si {v1,v2} — a; entonces:

» d(y,B;) =2 yaque y — {vy,v2} — Bs,
= d(y,C5 — M(C3)) <3 yaquey — {v,v2} = By = {vs, 04},
» d(y,v) <3yaque BoU(A— X)=Cs.

Por lo tanto, por el lema 3.5 y € K3(T).

Si A = X se tiene que:

= d(y7B3) - 2;
" d(,%03 - {U1,U2}) =1

Como |Y] = 1 {v1,v2} — By — {y} (posiblemente By — {y} = 0).
Ademéas y — a1, ya que si a; = yy v1 — a1 — y — vy implica que
vy € K3(T), ya que d(vy,C5 — {v1,v2}) = 2 y d(vy, B;) = 1, lo cual
contradice que Z = (). Si v — B, entonces:
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u d(U Bg) 3
u d(U,Cg) 2.

Por lo tanto v € K3(T) lo que contradice que Z = (). Entonces existe
w € By tal que w — v. Como u — By entonces se tiene que:

d(u,z1) = 2,
d(u, By) < 3,
d(u, Bs) < 3,
d(u,v) =2,

d(u,C3) = 2.

Por lo tanto u € K3(T) lo que contradice que Z = (). Ahora supongamos
que a; — {vy,v9}. Si {v1,v2} — B entonces:

s d
= d al,Bl) = 2 ya que a; — {v,v9} — By,

d(
(
(
» d(ay, By) <
(
(
(

as, .171)

a )-3yaquea1—>{v1,v2}—>B3—>u

ai, B3) S

» d(ar,Cs — {UhUQ}) <3,

» d(ag,v) < 3yaque ag — {v,1} = By = .
Por lo tanto a; € K3(T) lo que contradice que X = {x;}. Asi, existe
y € By tal que y — {v1,v2}. Como antes {vy,v2} — By — {y} (posi-
blemente By — {y} = 0). Como a; — y implica que a; € K3(T) supo-

nemos que y — a;. Como se vio anteriormente se tiene que v € K3(7)
6 u € K3(T) lo cual no es posible.

Por lo tanto, |Cy| > 2 como se queria probar.

Lema 3.12 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con | X| =1Y| =1, Z =10
y |A— X| < 1. Entonces |C| > 7.
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Demostracion. De acuerdo con el lema 3.9 basta mostrar que el caso
|C| = 6 es imposible. Como |C5]| > 4 (lema 3.8) consideremos los siguientes
tres casos.

1. Si|Cs| = 6. Entonces Cy = Cy = By = () lo que implica que A — X =
{a1}, a1 = (BsUC3) y ay € K3(T) yaque d(ay,x1) =2y d(ay, By) = 3.
Una contradiccién a X = {z;}.

2. Si |C3] = 5. Entonces |C; U Cy| =1 y la demostracién es similar a la
del lema 3.9.

3. Si |C5] = 4. Existen tres subcasos caracteristicos.

() |Cy] =2, Cy = () no es posible por el lema 3.10.
(¢v) Cy =0, |Cy] = 2. Como C; = ) implica que By = (), entonces
A—X ={a1} y ay — C5 de donde se tiene que

u d(al,xl) = 27

L d(al,C’Q) <3 ya que a1 — 03 — B1 = 02,

u d(al, Bg) S 2.

Por lo tanto a; € K3(7') lo que contradice que X = {z}.

(e7) |C1] = |Cq| = 1. Por el lema 3.11 este caso no es posible y de esta
forma queda completa la prueba.

Las demostraciones de los siguientes lemas son similares a la prueba del lema
3.12.

Lema 3.13 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con | X| =2 yY =27 =10.
Entonces |B| > 4 ¢ |C| > 4.

Lema 3.14 Sea T(A, B,C) un torneo tripartito con | X| >3 yY =272 =10.
Entonces |B| > 5 ¢ |C| > 5.
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Proposicién 3.2 Las siguientes 6-tuplas de enteros no negativos (a, x;b,y; ¢, z),
a>x,b>y, c>z, no son admisibles. Simétricamente respecto a x, y, 2.
(a)z=1,a—ac<1,y>2,b—y<1,2=0,c<5;
(b)r=1a—2x<1,y=1,b—y<1,2=0,c<6
(c)x=2,y=0,b<3,2=0,c<3;

(d)x>3,y=0,0<4,2=0,c<4.

Demostracion. Porellema 3.9, six =1, a—2x <1,y > 2y z = 0, entonces
¢ > 6. Por lo tanto el caso (a) no es posible.

De forma similar, siz =1, a — 2 <1,y = 1y z = 0, entonces por el lema
3.12 se tiene que ¢ > 7 con lo cual, el caso (b) no es posible.

Siz=2,0<3yy=2z=0entonces ¢ > 4 por el lema 3.13, y por lo tanto
el caso (¢) no es posible.

Por tltimo, si x > 3, y = 2 = 0y b < 4, entonces por el lema 3.14 se tiene

que ¢ > 5, y por tanto el caso (d) tampoco es posible.
|

Observaciéon 3.1 Para cualesquiera valores de enteros no negativos a, ,
b, y, ¢ y z cualquier 6-tupla (a,z;b,y;c, z) debe ser alguno de los siguientes
casos:

1. Los valores x, y, z son diferentes de cero. Fste representa el caso mdas
general y es enunciado en el caso tipico 1.

2. Stax >0,y >0yz=0. Para este caso, existen diferentes posibilidades:

» Six=1yy =1, la 6-tupla es admisible st ¢ > 7 por el lema
3.12, y no es admisible si ¢ < 6 por la proposicion 3.2(b).

» Six>2yy>2 es admisible por la proposicion 3.1(2).

s Six=1yy>2lab6—tupla es admisible si ¢ > 6 por el lema
3.9, y no es admisible si ¢ <5 por la proposicion 3.2(a).

3. Stx>0,y=0yz=0. Denuevo, existen diferentes posibilidades para
este caso:
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» Sixz =1 es admisible por la proposicion 3.1(6).

» Six =2 es admisible si ¢ > 4 por el lema 3.13. Y no es admisible
51 b <3y c <3 porla proposicion 3.2(c).

s Six >3 es admisible si ¢ > 5 por el lema 3.14. Y no es admisible
sib <4 yc<4porla proposicion 3.2(d).

De esta forma se cubren todos las posibilidades de una 6-tupla (a, x; b, y; ¢, )
para diferentes valores de a, x, b, y, ¢ y z con respecto a x y por lo tanto,
podemos determinar para qué valores la 6-tupla es admisible.

Concluimos con el teorema de caracterizacién de las 6-tuplas admisibles para
torneos tripartitos.

Teorema 3.1 Para cualesquiera valores de a, x, b, y, ¢, z, una 6-tupla
(a,x;b,y;¢,2) debe ser alguna de los ocho casos tipicos (admisibles), o bi-
en, alguno de los casos que no son posibles enunciados en la proposicion 3.2
tomados con respecto a x (no admisibles), y que son casos simétricos respecto
ayyz.

Demostracion. Por la proposicion 3.1 y la proposiciéon 3.2 junto con la
observacion 3.1 queda demostrado el teorema. [ |
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