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Cap��tulo 1

De�niciones b�asicas y

preliminares

En este cap��tulo damos los conceptos b�asicos y notaci�on de teor��a de las
gr�a�cas que utilizaremos durante todo el trabajo. Los �unicos lema y teorema
que presentamos y demostramos en esta secci�on justi�can el estudio de r-
reyes en torneos k-partitos que desarrollamos en los siguientes cap��tulos.

De�nici�on 1.1 Una gr�a�ca G consiste de un conjunto V (G) no vac��o de
elementos llamados v�ertices y una lista E(G) de parejas no ordenadas de
v�ertices llamadas aristas.

Si la pareja (u; v) aparece dos o m�as veces en E(G), decimos que (u; v) es
una arista m�ultiple. (Figura 1)

Para w en V (G), una arista de la forma (w;w) es llamada un lazo. (Figura 2)

1



Diremos que dos v�ertices u y v son adyacentes si existe una arista que los
tiene por extremos, es decir, la pareja (u; v) 2 E(G):

Por convenci�on, si (u; v) 2 E(G) diremos que tenemos la arista uv �o vu.

En lo sucesivo s�olo consideraremos gr�a�cas �nitas y simples, es decir, gr�a�cas
con un n�umero �nito de v�ertices, sin lazos y sin aristas m�ultiples.

De�nici�on 1.2 Decimos que una gr�a�ca G es completa si cualesquiera dos
v�ertices u y v de G son adyacentes. Denotaremos a la gr�a�ca completa G de
n v�ertices como Kn.

Podemos asignar una direcci�on u orientaci�on a cada arista de tal forma que
la arista uv es diferente de la arista vu

De�nici�on 1.3 Una arista dirigida o echa es una arista uv en la cual u es
el v�ertice inicial y v es el v�ertice �nal.

Si uv es una arista dirigida decimos que u domina a v.

De�nici�on 1.4 Una gr�a�ca dirigida D o digr�a�ca, es una gr�a�ca en la cual
cada arista es una arista dirigida.

Ejemplo 1.1 La siguiente �gura muestra una digr�a�ca de 4 v�ertices.

2



A continuaci�on vamos a de�nir una familia muy especial de digr�a�cas que
ser�an nuestros objetos de estudio durante el resto del trabajo.

De�nici�on 1.5 Un torneo T es una gr�a�ca dirigida completa.

Ejemplo 1.2 La gr�a�ca K5 denota la gr�a�ca completa de 5 v�ertices. En el
siguiente ejemplo el torneo T es una gr�a�ca completa dirigida de 5 v�ertices.

Observemos que para la gr�a�ca completa de n v�erticesKn, se tienen asociados
tantos torneos como diferentes orientaciones podamos asociarle a sus aristas.

De�nici�on 1.6 Dados v�ertices u y v de una digr�a�ca D, una uv�trayectoria
en D es una sucesi�on alternada de distintos v�ertices y echas de D, que
comienza en u y termina en v, tal que cada echa es incidente del v�ertice
inmediatamente precedente e incidente al v�ertice inmediatamente siguiente.

De�nici�on 1.7 La longitud de una uv�trayectoria en una digr�a�ca D es el
n�umero de aristas dirigidas en la trayectoria.

Entre dos v�ertices �jos u; v de una digr�a�ca D podemos no tener o tener un
gran n�umero de diferentes uv�trayectorias. Estamos interesados en aquellas
trayectorias que tengan longitud m��nima.

De�nici�on 1.8 Sean u y v v�ertices de una digr�a�ca D. La distancia de u
a v denotada como d(u; v) es la m��nima de las longitudes de las trayectorias
de u a v.
Si en la digr�a�ca D no existe una uv-trayectoria diremos que la distancia de
u a v es in�nita.
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Ejemplo 1.3 En la �gura 3 tenemos el ejemplo de una digr�a�ca en la cual
la distancia de cualquier v�ertice al v�ertice v1 es in�nita. Esto se debe al he-
cho de que v1 es un transmisor y, por lo tanto, no existe una trayectoria de
cualquier v�ertice hacia v1, es decir, d(v; v1) =1 para cualquier v�ertice v.

En la �gura 4 se muestra una digr�a�ca en la cual existen varias trayectorias
del v�ertice v1 al v�ertice v5, siendo v1 ! v2 ! v3 ! v4 ! v5 la trayectoria
de mayor longitud y v1 ! v2 ! v5 la trayectoria m��nima y, por lo tanto,
d(v1; v5) = 2.

De�nici�on 1.9 Sea u 2 V (D). La exvecindad de u se de�ne como N+(u) =
fx 2 V (D)ju ! xg. Respectivamente, la invecindad de u se de�ne como
N�(u) = fx 2 V (D)jx! ug.

De�nici�on 1.10 La cardinalidad del conjunto N+(u) es el exgrado de u y lo
denotamos como d+(u). Respectivamente, la cardinalidad del conjunto N�(u)
es el ingrado de u y lo denotamos como d�(u).

A lo largo de todo el trabajo, el ingrado y exgrado de un v�ertice van a jugar un
papel importante, por lo que con frecuencia haremos referencia a la siguiente
de�nici�on.

De�nici�on 1.11 Sea u 2 V (D). Decimos que u es un transmisor si N�(u) =
;, esto es si d�(u) = 0. Similarmente, u es un receptor si N+(u) = ;, esto
es si d+(u) = 0.

Observemos que en un torneo T si v 2 V (T ) es un transmisor, la distancia de
V a cualquier otro v�ertices es uno. Por otro lado, si u 2 V (T ) es un receptor,
la distancia de u a cualquier otro v�ertice es in�nita.
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De�nici�on 1.12 Sean u 2 V (T ). Decimos que u es un rey del torneo T si
para cualquier v�ertice v de T se tiene que d(u; v) � 2.

En el ejemplo 1.2 podemos ver que el v�ertice v es un rey del torneo T:

El siguiente lema, probado por Landau, [4] demuestra que cualquier torneo
T tiene al menos un rey.

Lema 1.1 Sea T un torneo, entonces T tiene al menos un rey.

Demostraci�on. Sea v 2 V (T ) tal que v es de m�aximo exgrado. Si v es un
transmisor la a�rmaci�on es inmediata.

Supongamos que v no es un transmisor, entonces V (T ) = fvg
S
N+(v)

S
N�(v).

Como d(v; u) = 1 para todo u 2 N+(v), es su�ciente demostrar que d(v; y) =
2 para todo y 2 N�(v). Observemos que y es dominado por al menos un
v�ertice x 2 N+(v) ya que de no ser as��, y dominar��a a N+(v) [ fvg con lo
que d+(y) > d+(v) lo cual contradice que v tenga exgrado m�aximo.

Por lo tanto tenemos la trayectoria v ! x! y y d(v; y) = 2. �

Como consecuencia del lema de Landau, tenemos que el estudio de la exis-
tencia de reyes en torneos queda resuelto. Lo cual nos invita a estudiar este
concepto en digr�a�cas m�as complicadas que los torneos.

De�nici�on 1.13 Decimos que una gr�a�ca G es una gr�a�ca k-partita si existe
una partici�on del conjunto de v�ertices de G en k conjuntos ajenos de v�ertices
V1; V2; :::; Vk tal que cualesquiera dos v�ertices u y v 2 Vi, para i 2 f1; 2; :::; kg
no son adyacentes. Nos referiremos a los conjuntos V1; V2; :::; Vk como los
elementos de la partici�on de V (G).

Ejemplo 1.4 La siguiente gr�a�ca es un ejemplo de una gr�a�ca k-partita con
k = 3 y la partici�on de los v�ertices est�a dada por los conjuntos V1 = fv1; v2g,
V2 = fv3; v4g y V3 = fv5; v6g.
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De�nici�on 1.14 Un torneo k-partito T = T (V1; V2; :::; Vk) es una gr�a�ca
completa k-partita orientada, es decir, existe una arista dirigida entre cua-
lesquiera dos v�ertices u; v del torneo si y s�olo si u; v se encuentran en dife-
rentes elementos de la partici�on de V (T ):

La gr�a�ca del ejemplo 1.4 es una gr�a�ca 3-partita orientada que no es un
torneo 3-partito. Sin embargo, podemos completarla a un torneo 3-partito
como se muestra en la siguiente �gura.

La siguiente de�nici�on generaliza el concepto de rey para torneos k-partitos.
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De�nici�on 1.15 Sea T un torneo k-partito, k � 1. Sean u 2 V (T ). Si
d(u; v) � r para cada v 2 V (T ) donde r es un entero positivo, decimos que
u es un r-rey de T . El conjunto de todos los r-reyes de T se denota como
Kr(T ) y su cardinalidad como kr(T ).

Al igual que en torneos, los v�ertices con exgrado m�aximo en un torneo k-
partito tienen propiedades especiales.

De�nici�on 1.16 Sea T un torneo k-partito. El conjuntoM(Vi), i = 1; 2; :::; k
denota el conjunto de v�ertices de Vi con m�aximo exgrado, esto es, M(Vi) =
fv 2 Vij d

+(v) � d+(u) 8u 2 Vig.

Si pensamos en un torneo T con n v�ertices como un torneo n-partito donde la
cardinalidad de cada conjunto de la partici�on de v�ertices es uno, Landau nos
dice que T tiene un r-rey para cualquier entero positivo r � 2. Por lo tanto,
la existencia de r � reyes en un torneo T se vuelve trivial, por lo que a par-
tir de ahora nos concentraremos en el estudio de r-reyes en torneos k-partitos.

Una condici�on necesaria para que un torneo T k-partito, k � 1, tenga un r-
rey para cualquier valor de r es que T a lo m�as tenga un transmisor. Adem�as
el trasmisor es en este caso el r-rey.

Finalizamos este primer cap��tulo con el siguiente resultado que es similar al
lema de Landau para el caso de torneos k-partitos con k � 2.

Teorema 1.1 Si T es un torneo k-partito, (k � 2), con a lo m�as un trans-
misor, entonces T tiene un 4-rey [7].

Demostraci�on. Sean V1; V2; :::; Vk los elementos de la partici�on de V (T ).
Para cada i 2 1; 2; :::; k, tomamos vi 2M(Vi), es decir, un v�ertice de exgrado
m�aximo en Vi.

La subgr�a�ca de T inducida por el conjunto de v�ertices v1; v2; :::; vk es un
torneo T 0 y por el lema de Landau tiene un 2-rey, supongamos sin p�erdida
de generalidad que es v1. Demostraremos que v1 es un 4-rey en todo T .

Sea u cualquier v�ertice en T , digamos u 2 Vi. Queremos encontrar una trayec-
toria dirigida de v1 a u de longitud a lo m�as 4. En T 0 hay una trayectoria
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dirigida P de longitud a lo m�as 2 de v1 a vi. Si en T
0 tambi�en hay una trayec-

toria dirigida de longitud a lo m�as 2 de vi a u terminamos. (De otra forma se
tiene que u y vi dominan (y son dominados) exactamente los mismos v�ertices
ya que el exgrado de u es menor o igual que el de vi).

Si i � 2, llamemos x al v�ertice en la trayectoria P tal que x ! vi domina
a u. Ahora solo reemplazamos la echa (x; vi) de P por (x; u) por lo que
tendr��amos una trayectoria dirigida de v1 a u de longitud a lo m�as 2.

Si i = 1 supongamos que T no tiene una trayectoria dirigida de longitud a lo
m�as 2 de v1 a u. Entonces v1 y u dominan exactamente los mismos v�ertices.
Como ambos v�ertices no pueden tener ingrado cero , existe un v�ertice z tal
que z ! u (z ! v1), z 2 vj; j � 2.

Por el caso anterior (donde i � 2) existe una trayectoria dirigida Q de longi-
tud a lo m�as 4 de v1 a z. Si Q tiene longitud a lo m�as 3, entonces agregamos
la echa (z; u) a Q. Si Q tiene longitud 4, entonces existe un v�ertice y 2 Q
tal que y ! z y y ! v1 por la minimalidad de Q, ya que si v1 ! y entonces
tendr��amos la trayectoria dirigida v1 ! y ! z lo cual no es posible. Entonces
y ! u (ya que v1 y u son dominados por los mismos v�ertices). Al reemplazar
la echa (y; z) de Q por la echa (y; u) tenemos una trayectoria dirigida de
longitud 4 de v1 a u. Por lo tanto T tiene un 4-rey. �

En los siguientes cap��tulos veremos resultados sobre la existencia y distribu-
ci�on de r-reyes con r = 2; 3; 4 en torneos k-partitos con k � 1.
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Cap��tulo 2

r-reyes en torneos bipartitos

En el cap��tulo anterior vimos que un torneo T siempre tiene al menos un
rey y que los torneos k-partitos con a lo m�as un transmisor tienen siempre
al menos un 4-rey. En este cap��tulo nos concentraremos en los torneos 2-
partitos o bipartitos y estudiaremos la existencia y distribuci�on de r-reyes
para r = 2; 3; 4.

Dos de los resultados principales del cap��tulo son el teorema 2.6 que nos ca-
racteriza la existencia de torneos bipartitos con un n�umero dado de 4-reyes,
y el teorema 2.7 que caracteriza los torneos bipartitos sin transmisores y sin
3-reyes con exactamente ocho 4-reyes.

Denotemos como T (A;B) un torneo bipartito donde A y B son los conjuntos
de v�ertices de la partici�on. Si para cualquier v�ertice b 2 B existe un v�ertice
a 2 A tal que a domina a b escribimos A� B.

2.1. 2-reyes en torneos bipartitos

El siguiente resultado nos resuelve el problema de la existencia de reyes en
torneos bipartitos.

Lema 2.1 Un v�ertice v de un torneo bipartito T (A;B) es un rey si y s�olo
si es el �unico transmisor en T .
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Demostraci�on. Sea v 2 K2(T ). Sin p�erdida de generalidad podemos supo-
ner que v 2 K2(A). Entonces d(v;B) = 1. Por lo tanto v es un transmisor
en T (A;B) y ning�un v�ertice de B puede ser un transmisor. Adem�as como v
es un rey de T , se tiene que d(v; x) = 2 para cualquier x 2 A � fvg, por lo
tanto v es el �unico transmisor.

Ahora supongamos que v 2 A es el �unico transmisor de T (A;B). Entonces
v ! B, es decir, d(v;B) = 1 y d�(y) > 0 para todo y 2 A�fvg, es decir, exis-
te al menos un w 2 B tal que w ! y de donde se sigue que d(v; A�fvg) = 2.
De esta forma v 2 K2(T ). �

Una consecuencia inmediata del lema anterior y del hecho de que una condi-
ci�on necesaria para que cualquier torneo T tenga un rey es que a lo m�as
tenga un transmisor, es el siguiente corolario.

Corolario 2.1 Un torneo bipartito contiene a lo m�as un rey.

Podemos entonces concluir que el estudio de los reyes en torneos bipartitos
no es muy interesante. Por lo que continuaremos con el estudio de 3 y 4 reyes.

2.2. 3-reyes en torneos bipartitos

El siguiente lema nos da una caracterizaci�on de los 3-reyes en torneos bipar-
titos.

Lema 2.2 Sea T (A;B) un torneo bipartito. Un vertice v 2 A es un 3-rey si
y s�olo si satisface las siguientes condiciones:

1. N+(v) * N+(x) para cada x 2 A� fvg;

2. B no contiene transmisores.

Demostraci�on. Sea v 2 K3(A) y x 2 A � fvg. Entonces se tiene que
d(v; x) = 2. Esto implica que existe t 2 B tal que v ! t y t ! x. Por lo
tanto, N+(v) * N+(x). Ahora como para cada y 2 B existe una vy- trayecto-
ria de longitud 1 �o 3, se tiene que d�(y) > 0, es decir, B no tiene transmisores.
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Ahora supongamos que v satisface (1) y (2). Veamos que v 2 K3(T ). Como
N+(v) * N+(x) para cada x 2 A�fvg existe w 2 B tal que v ! w y w ! x
de donde se tiene que d(v; A� fvg) = 2. Sea y 2 B. Si y 2 N+(v) entonces
d(v; y) = 1, por lo tanto supongamos y 2 N�(v).

Como no hay transmisores en B existe x 2 A � fvg tal que x ! y, como
d(v; x) = 2 al agregar la echa x ! y se tiene que d(v; y) = 3. Por lo tanto
d(v; V (T )) � 3, es decir, v 2 K3(T ). �

Notaci�onVamos a decir que un torneo bipartito T (A;B) es de tipo (m; p;n; q)3
si jAj = m, jBj = n, k3(A) = p y k3(B) = q.

Una pregunta natural es la siguiente >bajo qu�e condiciones existe un torneo
bipartito T (A;B) tal que K3(T ) = V (T )?. Soltes [8] dio la respuesta en el
siguiente teorema.

Teorema 2.1 Un torneo bipartito T (A;B) del tipo (m;m;n; n)3, m � n � 2
existe si y s�olo si m � (

�
n

bn
2
c

�
).

El teorema de Soltes nos permite obtener el siguiente resultado m�as general.

Teorema 2.2 Si m;n; p y q son enteros tal que m � p, n � q, 2 � q � p �
(
�

q

b q
2
c

�
) entonces existe un torneo bipartito T (A;B) del tipo (m; p;n; q)3.

Demostraci�on. Por el teorema de Soltes, existe un torneo bipartito T (P;Q)
tal que K3(T ) = V (T ), y jP j = p, jQj = q. Es decir, es un torneo del tipo
(p; p; q; q)3. Ahora de�niremos un torneo bipartito T (A;B) tal que

1. A = P [R, P \R = ;, jRj = m�p; B = Q[S, Q\S = ;, jSj = n�q.
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2. Las echas entre P y Q son inducidos por T (P;Q); A ! S, Q ! R.
A�rmamos que K3(T (A;B)) = P [ Q ya que d(P;Q) � 3, P ! S y
d(P;R) = 2, de forma similar d(Q;P ) � 3, d(Q;S) = 2 y Q! R.

Observemos que A ! S y y R solamente domina a S por lo que ni en S ni
en R pueden haber 3-reyes.

De esta forma el torneo bipartito T (A;B) es del tipo (m; p;n; q)3. �

Conclu��mos los resultados sobre 3-reyes en torneos bipartitos con el siguiente
teorema.
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Teorema 2.3 Sea T (A;B) un torneo bipartito sin transmisores. Un v�ertice
w 2 A es un 3-rey de T si y s�olo si d(w; x) = 2 para cada x 2 A � fwg.
An�alogamente si w 2 B.

Demostraci�on. Supongamos que w 2 K3(T ) y w 2 A. Si existe y 2 A�fwg
tal que d(w; y) 6= 2, entonces se tiene que d(w; y) � 4, lo cual es una con-
tradicci�on ya que estamos suponiendo que w es un 3-rey de T .

Ahora supongamos que d(w; x) = 2 para cada x 2 A � fwg. Probemos que
w 2 K3(T ). Sea y 2 B. Si w ! y, entonces d(w; y) = 1. Si y ! w, como T
no tiene transmisores, existe x 2 A tal que x ! y. De esta forma se tiene
que d(w; y) � d(w; x) + d(x; y) = 3. Por lo tanto w es un 3-rey. �

Un torneo bipartito T (A;B) puede no tener r-reyes para alg�un r. Por ejem-
plo, cualquier torneo con dos o m�as transmisores no tiene r-reyes para todo
entero positivo r. Tambi�en hemos visto que la existencia de un transmisor
implica la existencia de un �unico rey.

Adem�as si en un torneo bipartito T (A;B) dos v�ertices u y v 2M(A) tienen
la misma exvecindad, es decir, dominan a los mismos v�ertices, entonces ni u
ni v pueden ser 3-reyes. La justi�caci�on de este hecho es simple, ya que si, por
ejemplo u fuera un 3-rey, entonces se tendr��a que d(u; v) = 2. Esto implicar��a
que existe un v�ertice y 2 B tal que u ! y y y ! v lo cual no es posible
puesto que estamos suponiendo que u y v tienen la misma exvecindad. De la
misma forma se tiene que v no puede ser un 3-rey.

2.3. 4-reyes en torneos bipartitos

A continuaci�on veremos algunos resultados sobre la existencia de 4-reyes en
torneos bipartitos. La siguiente proposici�on nos garantiza la existencia de
4-reyes en torneos bipartitos sin transmisores.

Proposici�on 2.1 Sea T (A;B) un torneo bipartito sin transmisores. Si x 2
M(A) entonces x 2 K4(T ).
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Demostraci�on. Sea x 2 M(A) y sean B1 y B2 la partici�on de B tales que
x ! B1 y B2 ! x. Como no hay transmisores en T , dado b2 2 B2 existe
a 2 A tal que a ! b2 y como d+(x) � d+(a) existe b1 2 B1 tal que b1 ! a.
Entonces se tiene la trayectoria x! b1 ! a! b2 y por lo tanto d(x;B2) = 3.

Por otro lado, si a 2 A�M(A) se tiene que d(x; a) = 2 ya que existe b 2 B
tal que x! b y b! a. Ahora sea a 2M(A). Si N+(x) = N+(a) existe u 2 A
tal que se tiene la trayectoria x! B1 ! u! B2 ! a de donde d(x; a) = 4.
Si N+(x) 6= N+(a) entonces d(x; a) = 2 ya que existe b 2 B tal que x! b y
b! a. Por lo tanto x 2 K4(T ). �

El siguiente lema nos demuestra que si un 4-rey en un torneo bipartito tiene
exvecindad m�axima, es decir, pertenece aM(A), entonces todos sus invecinos
tambi�en son 4-reyes.

Lema 2.3 Sea T (A;B) un torneo bipartito sin transmisores. Si x 2 M(A)
entonces N�(x) � K4(T ).

Demostraci�on. Por la proposici�on anterior x 2 K4 y d(x;B) � 3. Entonces
para y 2 N�(x), d(y;B) � 4. Ahora hay que mostrar que d(y; A) � 3. Si
v 2 N+(y) es trivial. Supongamos entonces que v ! y. Como d+(x) � d+(v),
y ! x y v ! y, existe un v�ertice z 2 B tal que x! z y z ! v. As�� se tiene
la trayectoria y ! x ! z ! v y por lo tanto d(y; A) � 3 como se quer��a
demostrar. �

Ahora no s�olo podemos determinar la existencia de 4-reyes en un torneo
bipartito T (A;B) sin transmisores, sino que adem�as el siguiente teorema nos
garantiza la existencia de al menos cuatro 4-reyes en T (A;B). M�as adelante
se dar�a un resultado similar para el caso de torneos bipartitos sin transmisores
y sin 3-reyes.

Teorema 2.4 Sea T (A;B) un torneo bipartito sin transmisores. Entonces
K4(A) � 2 y K4(B) � 2.

Demostraci�on. Primero notemos que como T no tienes transmisores jAj �
2 y jBj � 2. Sea x 2 M(A) y y 2 M(B). Entonces x; y 2 K4(T ). Sin p�erdi-
da de generalidad supongamos que x ! y. Como x no es transmisor existe
z 2 B tal que z ! x. Por el lema 2.3, z 2 K4(T ). Por lo tanto, K4(B) � 2.
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Si existe un v�ertice t 2 A� fxg tal que d+(t) = d+(x) �o t! y, entonces por
un argumento similar al caso anterior se tiene que t 2 K4(T ).

Ahora supongamos que y ! A � fxg. Sea u un v�ertice de exgrado m�aximo
en N�(x) y v un v�ertice de A tal que v ! u. A�rmamos que v es un 4-rey.
Como u es un 4-rey por el lema 2.3, d(u;A) � 3 y por lo tanto d(u;A) � 4.
Tambi�en se tiene que d(v;N+(x) [ N+(v)) � 3. Nos falta demostrar que
d(v;N�(x) \ N�(v)) = 3. Sea w 2 N�(x) \ N�(v). Como v ! u, w ! v
y d+(u) � d+(w), existe t 2 A tal que u ! t y t ! w. Por lo tanto de la
trayectoria v ! u! t! w se tiene que d(v;B) � 3. As��, v 2 K4(T ) con lo
que el teorema queda demostrado. �

Notaci�on: Un torneo bipartito T (A;B) se dice que es de tipo (m; p;n; q)4 si
jAj = m, jBj = n, k4(A) = p y k4(B) = q.

Como se dio en el caso de 3-reyes, el siguiente teorema da las condiciones de
existencia de un torneo bipartito T (A;B) del tipo (m; p;n; q)4.

Teorema 2.5 Dados m;n; p; q enteros tales que m � n > 0, n � q >
0, existe un torneo bipartito T (A;B) de tipo (m; p;n; q)4 excepto para los
siguientes casos:

1. (m; 1;n; q)4, n � q > 0,

2. (m; p;n; 1)4, m � p > 0,

3. (1; 0; 1; 0)4.

Demostraci�on.

1. El torneo bipartito (m; 1;n; q)4 no tiene transmisores , ya que si tuviera
uno, entonces p = 0 �o q = 0. As��, por el teorema 2.4 cada conjunto de
la partici�on contiene al menos dos 4-reyes, pero p = 1. Por lo tanto, no
existe un torneo bipartito del tipo (m; 1;n; q)4, n � q > 0:

2. De forma an�aloga al caso (1) vemos que no existe un torneo del tipo
(m; p;n; 1)4:

3. Es trivial, ya que A �o B tiene un transmisor, por lo que p y q no pueden
ser ambos cero.
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Ahora supongamos que m � n � 2 y (m; p;n; q)4 no es ninguno de los
casos anteriores. Consideraremos unos casos particulares y para cada uno
construiremos el torneo bipartito correspondiente. En estas construcciones
las echas no especi�cados est�an orientados de B a A.

1. (m; 0;n; 0)4: Tomamos todas las echas de A ! B. De esta forma los
v�ertices de A son todos transmisores y d(v; u) = 1 para cualesquiera
v; u 2 A. Por lo tanto p = 0 y q = 0.

2. (m; 1;n; 0)4: Sea T (A;B) el torneo bipartito tal que hay un �unico trans-
misor v en A, entonces por el lema 2.1 v es un rey, entonces v es un
4-rey y d(u; v) = 1 para cualquier v�ertice u 2 V (T ). Por lo tanto
p = 1 y q = 0.

3. (m; 0;n; 1)4: El argumento es an�alogo al caso (2).

4. El �ultimo caso que necesitamos ver es (m; p;n; q)4: p � 2, q � 2. Sin
p�erdida de generalidad supongamos que p � q. SeaA1 = fv1; v2; :::; vq�1g,
A2 = fvq; :::; vpg, A3 = fvp+1; :::; vmg, B1 = fu1; u2; :::; uq�1g B2 = fuqg
B3 = fuq+1; :::; ung la partici�on de los conjuntos A y B respectivamente,
del torneo bipartito T (A;B).

De�nimos la orientaci�on de la siguiente forma:
Si vi 2 A1; vi ! fui; B3g para i = 1; 2; :::; q � 1, A2 ! fB2; B3g, A3 ! B3.

Claramente no hay 4-reyes en B3 ni en A3 ya que A1 [ A2 [ A3 ! B3 y A3

solamente domina a B3.
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Veamos que K4(A) = A1 [ A2 = fv1; v2; :::; vpg.

Si vi 2 A1 entonces d(vi; ui) = 1. Si vi 2 A1 y u 2 B1, i 6= j, se tiene la
trayectoria vi ! ui ! vj ! uj y en consecuencia d(A1; B1) � 3. Por otro
lado, como B1 ! A2 se tiene que d(A1; A2) = 2 y d(A1; B2) = 3 y como
A1 � B1 ! A3 ! B3 se tiene que d(A1; A3) = 2 y d(A1; B3) = 3

Finalmente para demostrar que K4(B) = B1 [ B2 = fu1; :::; uqg observemos
que d(B1; A1) � 3. Ahora consideremos las trayectorias B1 ! A2 ! B2 !
A3 ! B3 y B2 ! A1 � B1 ! A2 lo que demuestra que K4(B) = B1 [B2.

Por lo tanto T (A;B) es del tipo (m; p;n; q)4 con p � 2 y q � 2:
�

Los siguientes lemas nos ser�an de gran utilidad para la demostraci�on de los
dos resultados principales de este cap��tulo, los teoremas 2.6 y 2.7.

Lema 2.4 Sean u y v dos v�ertices en un torneo bipartito T sin transmisores.
Si u 2 K4(T ) y N

+(u) � N+(v), entonces v 2 K4(T ).
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Demostraci�on. Sin p�erdida de generalidad supongamos que u; v 2 A. Como
v domina a los mismos v�ertices que u, y u 2 K4(T ) se tiene que d(v;B) � 3
y d(v; A � fug) � 4. Basta ver que d(v; u) � 4. Como N+(u) � N+(v), si
existe b 2 B tal que v ! b y b ! u entonces d(v; u) = 2. De lo contrario,
como no hay transmisores en T existe a 2 A tal que b ! a para alguna
b 2 N+(v) = N+(u) y existe alguna y 2 N�(v) = N�(u) tal que a ! y.
Por lo tanto considerando la trayectoria v ! b ! a ! y ! u se tiene que
d(v; u) = 4 y v 2 K4(T ). �

Lema 2.5 Sea T un torneo bipartito sin transmisores y k3(T ) = 0. Para
cada u 2 K4\A, existe v 2 K4(T )\A tal que d(u; v) = 4 y N+(u) � N+(v).
Similarmente para cada u 2 K4 \B.

Demostraci�on. Supongamos que u 2 K4(T ) \ A. Como k3(T ) = 0, existe
v 2 A tal que d(u; v) = 4. Es claro que v ! N+(u); de otra forma se tendr��a
que d(u; v) = 2. Por lo tanto N+(u) � N+(v). Por el lema 2.4 se tiene que
v 2 K4(T ). �

Corolario 2.2 Sea T un torneo bipartito sin transmisores y k3(T ) = 0. Sea
w 2M(A). Para cada u 2 N�(w), existe v 2 K4(T ) \A, tal que d(u; v) = 4
y N+(u) � N+(v). Similarmente si w 2M(B).

Demostraci�on. Sea u 2 N�(w), donde w 2 M(A). Entonces u 2 K4(T ) y
por el lema 2.5 se tiene que d(u; v) = 4 y N+(u) � N+(v). �

Corolario 2.3 Sea T un torneo bipartito sin transmisores y k3(T ) = 0. Sea
u 2M(A). Entonces existe v 2 K4(T )\M(A) tal que d(u; v) = 4 y N+(u) �
N+(v). Similarmente si u 2M(B).

Demostraci�on. Supongamos que u 2M(A). Por la proposici�on 2.1 se tiene
que u 2 K4(T ) y por el lema 2.5 existe v 2 K4(T ) \ A tal que d(u; v) = 4
y N+(u) � N+(v). Ahora, como u 2 M(A) se tiene que N+(u) = N+(v), y
por lo tanto v 2M(A) �

Lema 2.6 Sea T un torneo bipartito sin transmisores y k3(T ) = 0. Sea
u 2 K4(T ) \ A, y v 2 N�(u). Si v =2 K4(T ), existe w 2 K4(T ) \ (A� fwg)
tal que N+(u) � N+(w) y d(v; w) � 5. Similarmente si u 2 K4(T ) \B.

18



Demostraci�on. Supongamos que u 2 K4(T ) \ A, y d(u; x) 2 f1; 3g para
cada x 2 B. Como v ! u, se tiene que d(v; x) � 4 para cada x 2 B. Si
v =2 K4(T ), existe w 2 A� fug tal que d(v; w) � 5. Ahora supongamos que
existe un v�ertice y 2 N+(u)�N+(w). Entonces u! y ! w, de esta forma se
tiene que d(v; w) � d(v; u) + d(u;w) = 3, lo que contradice que d(v; w) � 5.
Por lo tanto N+(u) = N+(w) y como u 2 K4(T ) se tiene que w 2 K4(T ). �

El siguiente teorema [3] nos garantiza la existencia de al menos ocho 4-reyes
en un torneo bipartito sin transmisores.

Teorema 2.6 Sea T un torneo bipartito sin transmisores y k3(T ) = 0. En-
tonces

1. T contiene el torneo bipartito H de la �gura 1 como subdigr�a�ca; y

2. j K4(T ) \ A j� 4. Similarmente j K4(T ) \B j� 4.

Demostraci�on. Primero veamos que T contiene a la subgr�a�ca inducida H.
Sea a1 2M(A) y a2 2M(B). Por el lema 2.4 se tiene que fa1; a2g � K4(T ).
Supongamos que a2 ! a1. Por el corolario 2.2 existe b2 2 K4(T ) \ (M(B)�
fa2g) tal que d(a2; b2) = 4 y N+(a2) = N+(b2). De lo anterior se tiene que
b2 ! a1. De la misma forma se tiene que existe b1 2 K4(T )\ (M(A)�fa1g)
tal que d(a1; b1) = 4, N+(a1) = N+(b1) y fa2; b2g ! b1 ya que si no fuera
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as�� se tendr��a que d(b1; a1) = 2. Ahora, como T no tiene transmisores, existe
c1 2 N�(a2) = N�(b2). Por el lema 2.3 se tiene que c1 2 K4(T ), y por el coro-
lario 2.2 existe d1 2 K4(T )\(A�fc1g) tal que d(c1; d1) = 4 yN+(c1)[N

+(d1).
De esta forma se tiene que d1 ! fa2; b2g. Como d1 ! fa2; b2g ! a1 y
d+(d1) � d+(a1), existen c2; d2 2 B, c2 6= d2, tales que a1 ! fc2; d2g ! d1,
ya que, de otra forma se tendr��a que d+(d1) � d+(a1) lo cual es una contradic-
ci�on. Observemos que como N+(c1) � N+(d1), fc2; d2g ! c1. Como los ocho
pares de v�ertices son distintos, se tiene que T contiene aH como subdigr�a�ca.

Por como se construy�o la subdigr�a�ca H, se tiene que fa1; b1; c1; d1g �
K4(T ) \ A y fa2; b2g � K4(T ) \ B. Se tiene entonces que j K4(T ) \ A j� 4.
Veamos ahora que j K4(T )\B j� 4. Primero veamos queN�(d1)\K4(T ) 6= ;.
Supongamos queN�(d1)\K4(T ) = ;. Sea u un v�ertice de exgrado m�aximo en
N�(d1). Como N+(c1) � N+(d1) se tiene que u! c1. Como u1 ! d1 se tiene
que d1 2 K4(T ) y u =2 K4(T ) por el lema 2.6, existe e1 2 K4(T )\ (A�fd1g)
tal que N+(d1) � N+(e1) y d(u; e1) � 5. Notemos que e1 =2 fa1; b1; c1; d1g y
e1 ! fa2; b2; ug. Como N�(e1) 6= ;, tomamos e2 2 N�(e1). Observemos que
e2 ! N+(u); de otra forma se tendr��a que d(u; e1) � 3, lo cual es una con-
tradicci�on. De esta forma e2 ! Nu [ fe1g, de aqu�� se tiene que e2 2 N�(d1)
con d+(e2) � d+(u)+1. Esto, sin embargo, contradice la elecci�on de u. De lo
anterior se concluye que N�(d1)\K4(T ) 6= ;. Sea u 2 K4(T )\N

�(d1). Por el
lema 2.5, existe v 2 K4(T ) \B tal que d(u; v) = 4 y N+(u) � N+(v). Como
d1 ! fa2; b2g, u =2 fa2; b2g. Por otro lado, como N+(u) � N+(v), se tiene
que v =2 fa2; b2g. As��, fa2; b2; u; vg � K4(T ). Por lo tanto j K4(T ) \B j� 4

�

Hemos visto en el teorema 2.6 que cualquier torneo bipartito T sin trans-
misores y sin 3� reyes tiene al menos ocho 4-reyes. El siguente teorema [3]
caracteriza completamente todos los torneos bipartitos T con exactamente
k4(T ) = 8

Teorema 2.7 Sea T un torneo bipartito sin transmisores y k3(T ) = 0. En-
tonces k4(T ) = 8 si y s�olo si T es el torneo bipartito de la �gura 2, donde
A1[B1 = K4(T ) y la subdigr�a�ca inducida por A2[B2 es un torneo bipartito
arbitrario.
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Demostraci�on. Por el teorema 2.6, j K4(T )\A j� 4 y j K4(T )\B j� 4, y
T contiene como subdigr�a�ca el torneo bipartito H de la Figura 1. Adem�as
K4(T ) \ A = fa1; b1; c1; d1g y fa2; b2g � K4(T ) \ B. Supongamos que c2 =2
K4(T ). Entonces como c2 ! d1 2 K4(T ), por el lema 2.7, existe un v�ertice
e1 2 K4(T ) \ A tal que d(c2; e1) � 5 y N+(d1) � N+(e1). Se observa que
e1 =2 fa1; b1; c1; d1g y por tanto j K4(T )\A j� 5 lo cual es una contradicci�on.
De esta forma c2 2 K4(T ) y, de forma similar, d2 2 K4(T ). Por lo tanto
K4(T ) = fa1; a2; b1; b2; c1; c2; d1; d2g.

Se observa que d�(a1) = d�(b1) = d�(a2) = d�(b2) = 2; de otra forma, como
fa1; a2; b1; b2g � M(A) [M(B), por el lema 2.5, se tendr��a que K4(T ) � 9.
Por lo tanto se tiene:

1. fa1; b1g ! B � fa2; b2g y

2. fa2; b2g ! A� fc1; d1g.

Notemos que d�(d1) � 2 ya que fc2; d2g ! d1.

A�rmaci�on 2.1 d�(d1) = 2 y d1 ! B � fc2; d2g.

Demostraci�on. Supongamos que d�(d1) � 3. Sea e2 2 N�(d1) � fc2; d2g.
Como e2 =2 K4(T ) y e2 ! d1, por el lema 2.7, existe e1 2 K4(T ) \ A tal que
d(e2; e1) � 5 y N+(d1) � N+(e1). De lo anterior se tiene que j K4(T )\A j� 5
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lo cual es una contradicci�on. Por tanto d�(d1) = 2 y d1 ! B � fc2; d2g. �

De forma similar, d�(c1) = 2 y c1 ! B � fc2; d2g. As�� c1; d1 2 M(A) y
N+(c1) = N+(d1). Notemos que d�(c2) � 2 ya que fa1; b1g ! c2.

A�rmaci�on 2.2 d�(c2) = 2 y c2 ! A� fa1; b1g.

Demostraci�on. Supongamos que d�(c2) � 3. Sea e1 2 N�(c2) � fa1; b1g.
Como e1 ! c2 ! d1 ! B � fc2; d2g y d(e1; z) � 3 para cada z 2 B � fd2g.
Tambi�en, como e1 ! c2 ! fc1; d1g ! a2 ! A� fc1; d1g y d(e1; z) � 4 para
cada z 2 A. De esta forma d2 ! e1; de lo contrario se tendr��a que e1 2 K4(T ).
Como d2 2 K4(T ) \ B y d(d2; z) 2 f1; 3g para cada z 2 A. Notemos que
d(d2; z) = 2 para cada z 2 B � fc2g ya que d2 ! d1 ! B � fc2; d2g. Como
d2 ! e1 ! c2 se tiene que d2 2 K3(T ) lo cual es una contradicci�on. Por lo
tanto d�(c2) = 2 y c2 ! A� fa1; b1g. �

De forma similar, d�(d2) = 2 y d2 ! A � fa1; b1g. As�� c2; d2 2 M(B) y
N+(c2) = N+(d2) con lo cual queda demostrado el teorema.

�

22



Cap��tulo 3

3-reyes en torneos 3-partitos

Hemos visto resultados sobre la existencia de 3-reyes en torneos bipartitos
y la existencia y distribuci�on de 4-reyes en torneos k-partitos para k � 2.
Adem�as se estableci�o la existencia de torneos bipartitos con 4-reyes y k3(T ) =
0. Como consecuencia se tiene que los resultados sobre 3-reyes est�an lejos de
ser extensos. En esta secci�on veremos el teorema principal de esta tesis so-
bre la existencia de 3-reyes en torneos tripartitos demostrado por Petrovic [6].

Como ya hemos mencionado, un torneo tripartito T (A;B;C) es una gr�a�ca
completa tripartita orientada con partici�on del conjunto de v�ertices en con-
juntos A, B, y C. Sea X el conjunto de 3-reyes en A, Y el conjunto de 3-reyes
en B y Z el conjunto de 3-reyes en C.

Si x1 2 X consideremos la siguiente partici�on de V (T ) � fx1g: A = A1 [
A2 [A3, B = B1 [B2 [B3, C = C1 [C2 [C3 donde d(x1; Ai) = d(x1; Bi) =
d(x1; Ci) = i. Esta partici�on la llamamos la partici�on de V (T ) con respecto
a x1.

En esta cap��tulo daremos todas las posibles distribuciones de 3-reyes en tor-
neos tripartitos.

Notaci�on: Un torneo tripartito T (A;B;C) es del tipo (a; x; b; y; c; z) si jAj =
a, jBj = b, jCj = c, jXj = x, jY j = y, jZj = z.

Si existe un torneo tripartito T (A;B;C) del tipo (a; x; b; y; c; z), diremos que
tenemos una 6-tupla admisible.
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El teorema principal de este trabajo, caracteriza todas las 6-tuplas admisi-
bles.

A continuaci�on vamos a presentar ocho casos t��picos de 6-tuplas admisibles:

1. En el primer caso consideramos x > 0, y > 0, z > 0 que podr��amos
pensarlo como el ejemplo m�as general de una 6-tupla (a; x; b; y; c; z)
admisible. En el torneo tripartito siguiente, las aristas que no aparecen
pueden orientarse arbitrariamente y alguno de los conjuntos A � X,
B � Y , C � Z pueden ser vac��os.

2. Si x � 2, y � 2, z = 0 tenemos una 6-tupla admisible de�nido por las
siguientes particiones de v�ertices y adyacencias:

x � y = k � 2,X = x1[x2[:::[xk�1[Xk, jXkj � 1, Y = y1[y2[:::[yk;

X ! B excepto yi ! xi, i = 1; :::; k � 1 y yk ! Xk;

B ! C excepto cp ! yk;

Y ! A�X, A! C;

Los conjuntos A�X y B � Y pueden ser vac��os.

Hay que notar que cp no es un 3-rey ya que d(cp; x1) = 4.
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3. Para este caso consideramos x > 0, a�x � 2, y > 0, b�y � 2. Notemos
que d(A�X;A�X) = d(B � Y;B � Y ) = d(C;B � Y ) = 4.

4. Para el caso x = 1, a� x � 1, y � 2, b� y � 1, z = 0, c � 6, tenemos
las siguientes particiones de los conjuntos A, B y C con respecto a x1;
Y = fy1g [ Y2, jY2j � 1.
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Las aristas que no est�an especi�cadas est�an orientadas de C a B;
Los conjuntos B1 y A�X pueden ser vac��os.

5. Considerando x = 1, a�x � 1, y = 1, b� y � 4, z = 0, c � 7; jB1j � 1
jC2j � 1 se tiene el siguiente torneo:

26



6. Si x = 1, y = z = 0, las aristas entre B y C pueden orientarse arbi-
trariamente. El conjunto A�X puede ser vac��o.

7. Si x = 2, y = 0, b � 4, z = 0. El conjunto A � X puede ser vac��o.

8. Por �ultimo, sea x = 3, y = 0, b � 5, z = 0. Las particiones de los
conjuntos B y C son con respecto a x1. Las aristas no especi�cadas
entre B y C1 est�an orientadas de C1 a B. Adem�as, X = X1 [ fx2g,
jX2j � 2.
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Podemos resumir lo anterior en la siguiente Proposici�on.

Proposici�on 3.1 Con la notaci�on anterior, las siguientes 6-tuplas son ad-
misibles:

1. (a; x > 0; b; y > 0; c; z > 0),

2. (a; x � 2; b; y � 2; c; 0),

3. (a; x > 0; b; y � 2; c; 0),

4. (a; 1; b; y � 2; c � 6; 0),

5. (a; 1; b; 1; c � 7; 0),

6. (a; 1; b; 0; c; 0),

7. (a; 2; b; 0; c; 0),

8. (a; x � 3; b; 0; c; 0).

A continuaci�on veamos una serie de lemas necesarios para la demostraci�on de
la proposici�on 3.2. Iniciaremos con algunos resultados para torneos bipartitos
que nos ser�an de gran utilidad en el resto del cap��tulo.
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Lema 3.1 Si T (A;B) es un torneo bipartito sin transmisores en B, entonces
existe u 2 A tal que d(u;B) � 3.

Demostraci�on. Sea M(A) el conjunto de v�ertices de A con exgrado m�axi-
mo. Sea u 2M(A), si u es transmisor entonces d(u;B) = 1. Si u no es trans-
misor entonces sea B1, B2 una partici�on de B tal que u ! B1 y B2 ! u.
Sea w 2 B2 y a 2 A tal que a ! w, a existe ya que en B no hay trans-
misores. Si d+(u) = n entonces d+(a) � n. Como w 2 N+(a) entonces
jN+(a) \ B1j � n � 1, entonces existe b 2 B1 tal que b ! a. Por lo tanto,
considerando la trayectoria u! b! a! w se tiene que d(u;w) = 3, por lo
que para todo w 2 B, d(u;B) � 3. �

Lema 3.2 Si T (A;B) es un torneo bipartito sin transmisores y jAj � 3,
entonces A contiene un 3-rey de T .

Demostraci�on.

Sabemos que como en T no hay transmisores jAj � 2 y jBj � 2; por lo que
2 � jAj � 3. Si jM(A)j = 1, supongamos M(A) = fug, por el lema anterior
sabemos que d(u;B) � 3. Sea a 2 A, existe v 2 B tal que u ! v y v ! a,
entonces consideramos la trayectoria u! v ! a se tiene que d(u;A�u) = 2,
por lo tanto u 2 K3(T ).

Sea jM(A)j = 2, M(A) = fu; vg. Si N+(u) 6= N+(v) existe b 2 B tal que
u! b y b! u as�� d(u; v) = 2 y por el caso anterior se tiene que d(u; V (T )) �
3 y d(v; V (T )) � 3. Por lo tantoM(A) = fu; vg � K3(T ). Si N

+(u) = N+(v)
entonces A = fu; v; wg se tiene que w 2 K3(T ) ya que w ! N�(u) = N�(v)
de tal forma que d(w;M(A)) = 2 y d(w;N+(u) = N+(v)) � 3. Por lo tanto
d(w; V (T )) � 3.

Finalmente supongamos que jM(A)j = 3,M(A) = A = fu; v; wg. SiN+(u) =
N+(v) = N+(w) implicar��a que hay transmisores en B si N+(u) = N+(v) =
N+(w) � B, o bien, transmisores en A si N+(u) = N+(v) = N+(w) = B.
Por lo tanto existe un v�ertice, digamos u tal que N+(u) 6= N+(v) y N+(u) 6=
N+(w) entonces por el lema 3.1 d(u;B) � 3 y d(u; fv; wg) = 2 por lo de-
mostrado anteriormente. Por lo tanto u 2 K3(T ). �

El siguiente lema nos muestra la estructura de algunos torneos bipartitos sin
transmisores y sin 3-reyes.
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Lema 3.3 Sea T (A;B) un torneo bipartito sin transmisores y sin 3-reyes.
Si jAj = 4 y jBj � 4 entonces la estructura de T (A;B) es la siguiente:

1. A = fv1; v2g [ fv3; v4g, N
+(v1) = N+(v2), N

+(v3) = N+(v4) y

2. N+(v1) � N+(v3) = B, jN+(v1)�N
+(v3)j � 2, jN+(v3)�N

+(v1)j � 2.

Demostraci�on. Sea A = fv1; v2; v3; v4g. Primero vamos a mostrar que
jM(A)j = 2 �o jM(A)j = 4. Si jM(A)j = 1, M(A) = fug entonces u 2 K3(T )
como vimos en la demostraci�on del lema anterior, lo que contradice que
K3(T ) = ;. Supongamos ahora que jM(A)j = 3, M(A) = fv1; v2; v3g. Si
existe vi tal que N

+(vi) 6= N+(vj) y N+(vi) 6= N+(vk), fi; j; kg = f1; 2; 3g
entonces, por lo visto en el lema anterior se tiene que vi 2 K3(T ). En caso
contrario, si N+(v1) = N+(v2) = N+(v3) se tiene que v4 2 K3(T ), en ambos
casos contradecimos que K3(T ) = ;.

Entonces jM(A)j = 2 �o jM(A)j = 4. Supongamos que jM(A)j = 2, M(A) =
fv1; v2g. Como K3(T ) = ; entonces N+(v1) = N+(v2), ya que en caso con-
trario se tendr��a que M(A) � K3(T ). Como N+(v1) = N+(v2) se tiene que
N�(v1) = N�(v2). Como T (A;B) no tiene transmisores N�(v1) = N�(v2) 6=
;, esto es N+(v1) = N+(v2) 6= B de donde se sigue que N�(v1) = N�(v2) �
N+(v3)[N

+(v4). Sea d
+(v3) � d+(v4) y supongamos que N+(v3) 6= N+(v4),

entonces existe b 2 B tal que v3 ! b, b! v4 y v3 ! b! fv1; v2g ya que b 2
N�(v1) = N�(v2). De tal forma que d(v3; A) = 2 y d(v3; N

�(v3)) = 3 por lo
que v3 2 K3(T ) lo cual es una contradicci�on. Por lo tanto N

+(v3) = N+(v4).

Ahora supongamos jM(A)j = 4,M(A) = fv1; v2; v3; v4g. Como se vio en el ca-
so N+(vi) 6= N+(vj); N

+(vk); N
+(vl) para alg�un i 2 f1; 2; 3; 4g, fi; j; k; lg =
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f1; 2; 3; 4g implicar��a que vi 2 K3(T ) lo que contradice que K3(T ) = ;. Si
N+(v1) = N+(v2) = N+(v3) = N+(v4) entonces habr��a transmisores, lo cual
no es posible. Por lo tanto existen pares fi; jg y fk; lg, fi; j; k; lg = f1; 2; 3; 4g,
de tal forma N+(vi) = N+(vj) 6= N+(vk) = N+(vl). Podemos tomar fi; jg =
f1; 2g y fk; lg = f3; 4g con lo que queda demostrado (1).

Como T (A;B) no tiene transmisores, en particular B tampoco tiene trans-
misores, se tiene que N+(v1) [ N+(v3) = B. De forma similar se tiene que
jN+(v1)�N+(v3)j � 1. Si jN+(v1)�N+(v3)j = 1, N+(v1)�N+(v3) = fug.
Supongamos sin p�erdida de generalidad que u 2 N+(v1), entonces d(u; v3) =
1, d(u;N+(v3) = 2 t d(u; v1) = 3. Por lo tanto u 2 K3(T ) lo cual es una
contradicci�on ya que K3(T ) = ;. As��, jN+(v1) � N+(v3)j � 2. Por simetr��a
se tiene que jN+(v3)�N+(v1)j � 2 con lo que queda probado (2). �

Veamos ahora algunos resultados b�asicos para torneos tripartitos.

Lema 3.4 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con X = fx1g y sea A1, A2,
A3 la partici�on de A�X con respecto a x1. Entonces A1 = A3 = ;, esto es,
d(x1; A� x1) = 2 para A� x1 6= ;.

Demostraci�on. Si A � X = ; no hay nada que probar. Sea a1 2 A � X.
Si a1 domina a todos los v�ertices dominados por x1, entonces a1 tambi�en es
un 3-rey, lo cual es una contradicci�on ya que X = fx1g. De esta forma existe
v 2 B [ C tal que x1 ! v y v ! a1 de donde se tiene que d(x1; a1) = 2. �

El siguiente lema nos da un criterio simple para determinar cuando un v�ertice
v 2 B2 [ C2 [B3 [ C3 es un 3-rey.

Lema 3.5 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con X = fx1g y sea Bi (res-
pectivamente Ci), i = 1; 2; 3 la partici�on de B (respectivamente C) con res-
pecto a x1. Si v 2 B2[C2[B3[C3 y d(v;B3[C3) � 3 entonces v 2 K3(T ).

Demostraci�on. Como d(x1; v) = 2 �o d(x1; v) = 3 se sigue que v ! x1, esto
es, d(v; x1) = 1. Como d(x1; B1[C1) = 1, d(x1; B2[C2) = 2 y d(x1; A�X) =
2 por el lema 3.4, se tiene que d(v;B1 [ C1) � 2, d(v;B2 [ C2) � 3 y
d(v; A � X) � 3 y como d(v;B3 [ C3) � 3 entonces d(v; V (T )) � 3, por lo
tanto v 2 K3(T ): �

Recordemos que dados subconjuntos A y B 2 V (T ), si para cualquier v�ertice
v 2 B existe un v�ertice u 2 A tal que u! v, escribimos A� B.
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Lema 3.6 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con X = fx1g y sea Bi (res-
pectivamente Ci), i = 1; 2; 3 la partici�on de B (respectivamente C) respecto
a x1. Entonces:

1. x1 ! B1 [ C1

2. B2 [B3 [ C2 [ C3 ! x1

3. B3 ! C1, C3 ! B1

4. B1 � C2, C1 � B2, B2 [ (A�X)� C3, C2 [ (A�X)� B3

5. Si B1 = ; (respectivamente C1 = ;) entonces C2 = ; (respectivamente
B2 = ;)

6. Si Y 6= ; (respectivamente Z 6= ;) entonces B2 [B3 [ C2 [ C3 6= ;.

Demostraci�on.

1. Es inmediato que x1 ! B1 [ C1 por como se de�ni�o la partici�on de B
y C respecto a x1.

2. Como d(x1; B2 [ C2) = 2 y d(x1; B3 [ C3) = 3 se tiene que d(B2 [
C2; x1) = 1 y d(B3 [C3; x1) = 1, por lo tanto B2 [C2 [B3 [C3 ! x1.

3. Como d(x1; C1) = 1 y d(x1; B3) entonces d(C1; B3) � 2. Por lo tanto
B3 ! C1. De forma an�aloga se tiene que C3 ! B1.
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4. Sabemos que d(x1; C2) = 2. Sea x1 ! y ! c2 la trayectoria de x1 a c2
para alg�un c2 2 C2 donde y es un v�ertice que se encuentra a distancia
1 de x1, entonces, por como se de�nieron las particiones de B y C, se
tiene que y 2 B1. Por lo tanto B1 � C2.

De forma similar para C1 � B2.

Ahora veamos que B2 [ (A � X) � C3. Sabemos que d(x1; C3) = 3.
Consideremos la trayectoria x1 ! y1 ! y2 ! c3 para alg�un c3 2 C3,
entonces d(x1; y2) = 2, es decir, y2 2 A � X por el lema 3.4, �o bien,
y2 2 B2. Por lo tanto B2 [ (A�X)� C3.

De forma similar se tiene que C2 [ (A�X)� B3.

5. Por el caso anterior tenemos que B1 � C2, es decir, dado c2 2 C2

siempre existe un b1 2 B1 tal que b1 ! c2. Por lo tanto si B1 = ;
entonces C2 = ;. (Respectivamente si C1 = ; se tiene que B2 = ;).

6. Supongamos que B2 [B3 [C2 [C3 = ;. Sea y 2 Y , entonces y 2 B1 y
d(y; V (T )) � 3 pero d(y; x1) = 1 lo cual es una contradicci�on. Por lo
tanto B2 [B3 [ C2 [ C3 6= ;. (Respectivamente si Z = ;).

�

Lema 3.7 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con X = fx1g, jY j � 1,
Z = ; y jA �Xj � 1. Si Bi (respectivamente Ci), i = 1; 2; 3 es la partici�on
de B (respectivamente C) respecto a x1, entonces no hay transmisores en B3

en el torneo bipartito inducido T (B3; C3).

Demostraci�on. Sea B;
3 el conjunto de transmisores de B3 en T (B3; C3),

esto es B;
3 = fv 2 B3jv ! C3g.

Mostraremos que B;
3 = ;. Consideremos dos casos.

1. Si C2 = ;, entonces A �X � B3. Por el lema 3.6(d), A �X = fa1g,
a1 ! B3. Entonces:

d(a1; C3) = 2 ya que a1 ! B3, entonces a1 ! B;
3 ! C3,

d(a1; C1) = 2 ya que a1 ! B3 y B3 ! C1 por el lema 3.6(c),

d(a1; B1) � 3 ya que a1 ! B3, entonces ya que a1 ! B;
3 ! C3 !

B1 por el lema 3.6(c),
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d(a1; B2) � 3 ya que a1 ! B;
3 ! C1 � B2 por el lema 3.6(c) y

3.6(d),

d(a1; x1) = 2 ya que a1 ! B3 ! x1.

Por lo tanto d(a1; V (T )) � 3, y a1 2 K3(T ). Una contradicci�on ya que
X = fx1g.

2. Si C2 6= ;. De�nimos el conjunto B;; = fv 2 B;
3jv ! C2g y considere-

mos los siguientes dos subcasos.

(b1) Sea B;; = ;. Entonces C2 � B;
3, por el lema 3.1 existe u 2 C2

tal que d(u;B;
3) � 3 en T (B;

3; C2). Ahora, como d(u;B3) = d(u;B;
3) +

d(B;
3; C3) + d(C3; B3) = 3 y d(u;C3) = 2 por el lema 3.5 u 2 K3(T ).

Una contradicci�on ya que Z = ;.

(b2) Sea B;; 6= ;. Por el lema 3.6(d) a1 ! B;;
3 , fa1g = A�X. Como en

el caso (a) se tiene que a1 2 K3(T ) lo que contradice que X = fx1g.

De los casos anteriores se tiene que B;;
3 = ; como se quer��a probar. �

Lema 3.8 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con X = fx1g, jY j � 1,
Z = ; y jA � Xj � 1. Si Bi y Ci, i = 1; 2; 3 son las particiones de B y C
respecto a x1, entonces jC3j � 4.

Demostraci�on. Supongamos que jC3j � 3. Consideremos dos casos.

(a) Existen transmisores en T (B3; C3). Por el lema anterior pertenecen a C3.
Sea C ;

3 = fv 2 C3jv ! B3g.

(Si B3 = ; tomemos C ;
3 = C3). Denotemos por M(C ;

3) el conjunto de todos
los v�ertices de C ;

3 que tienen exgrado m�aximo en T (A;B;C), esto es,
M(C ;

3) = fv 2 C ;
3jd

+

T = maxu2C;

3
d+T (u)g

Consideremos los subcasos jM(C ;
3)j = 1, jM(C ;

3)j = 2 y jM(C ;
3)j = 3 y

veamos que no son posibles.

1. jM(C ;
3)j = 1, M(C ;

3) = fv1g. Como v1 2 C ;
3 entonces v1 ! B3. Sea

v 2 C3 � fv1g, entonces existe b 2 B3 tal que v1 ! b y b ! v. Por lo
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tanto d(v1; B3 [ C3) � 3 y por el lema 3.5 v1 2 K3(T ), una contradic-
ci�on a Z = ;.

2. jM(C ;
3)j = 2,M(C ;

3) = fv1; v2g. SiN
+

T (v1) 6= N+

T (v2) entoncesM(C ;
3) �

K3(T ) lo que contradice que Z = ;. Entonces N+

T (v1) = N+

T (v2) y
N�

T (v1) = N�
T (v2). Sea el conjunto B;

2 = fv 2 B2jv ! fv1; v2gg.

Notemos que B;
2 6= ; y posiblemente B;

2 = B2. De lo contrario, a1 !
fv1; v2g, fa1g = A�X, de esta forma:

d(a1; x1) = 2 ya que fv1; v2g ! x1,

d(a1; B1) = 2 ya que fv1; v2g ! B1,

d(a1; C1) = 3,

d(a1; B2) � 2,

d(a1; C2) � 3,

d(a1; B3) = 2,

d(a1; C3) = 3.

Por lo tanto d(a1; V (T )) � 3, es decir, a1 2 K3(T ) lo cual no es posible
ya que X = fx1g.

A�rmamos lo siguiente:

- B;
2 ! C ;;

3 para C ;;
3 = fC3�fv1; v2gg 6= ;. De la suposici�on de jC3j � 3

se sigue que C ;;
3 � 1. Si C ;;

3 = ; no hay nada que probar. Sea C ;;
3 = fv3g.

Si v3 ! u para alguna u 2 B;
2 entonces d(v3; C3) = 2 y d(v3; B3) = 3,

es decir, d(v3; B3 [C3) � 3, y por el lema 2.5 se tiene que v3 2 K3(T ).
Una contradicci�on ya que Z = ;. Entonces B;

2 ! v3, es decir, B
;
2 ! C ;;

3 .

- B;
2 ! C2. Si existe u 2 C2 y v 2 B;

2 tal que u ! v se tendr��a que
d(u;B3) � 3 y d(u;C3) � 3 por el caso anterior. Por lo tanto, por el
lema 3.5 se tiene que u 2 K3(T ) lo que contradice que Z = ;.

- B;
2 ! A �X. De lo contrario A �X = a1 ! v para alguna v 2 B;

2.
Entonces por el caso anterior:
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d(a1; C1) = 3,

d(a1; B1) = 3,

d(a1; C2) � 2,

d(a1; B2) � 3,

d(a1; C3) = 2,

d(a1; B3) � 3,

d(a1; x1) = 2.

Por lo tanto d(a1; V (T )) � 3 y a1 2 K3(T ) lo que contradice que
X = fx1g.

Ahora observemos el torneo bipartito T (C1; B
;
2).Como C1 � B2 se

tiene que C1 � B;
2, por el lema 3.1 existe u 2 C1 tal que d(u;B

;
2) � 3.

Como

d(u;B2) = 1,

d(u;C2) = 2 por el caso anterior,

d(u;C3) = 2 por lo visto en el primer punto,

d(u; a1) = 1,

d(u;B3) = 3.

Por lo tanto d(u; V (T )) � 3, es decir, u 2 K3(T ) lo que contradice que
Z = ;.

3. jM(C ;
3)j = 3. Entonces M(C ;

3) = C ;
3 = C3 = fv1; v2; v3g. Si existen

vi; vj; vk, fi; j; kg = f1; 2; 3g tales que N+

T (vi) 6= N+

T (vj); N
+

T (vk), en-
tonces vi 2 K3(T ) como se hab��a argumentado antes, lo que contradice
que Z = ;. As�� se tiene que N+

T (vi) = N+

T (vj); N
+

T (vk) y el argumento
se extiende de forma an�aloga a (2).

(b) Consideremos ahora el segundo caso, cuando no hay transmisores
en T (B3; C3). Podemos suponer 2 � jC3j � 3 y jB3j � 2 por lo siguien-
te:
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Consideremos los subcasos jC3j = 1 y C3 = ; y jB3j = 1 y B3 = ; y
veamos que no son posibles.

- Sea jC3j = 1, C3 = fug. Si B3 6= ; entonces existen transmisores en
B3 o C3 lo que contradice la hip�otesis de que no hay transmisores en
T (B3; C3). Si B3 = ; entonces se tiene que:

d(u; x1) = 1,

d(u; a1) = 2,

d(u;C2) = 2 ya que C3 ! B1 � C2 y

d(u;B2) = 3 ya que C3 ! x1 ! C1 � B2.

Entonces u 2 K3(T ) lo que contradice que Z = ;.

- Sea C3 = ;. El caso B3 6= ; podr��a considerarse como el caso en que
B3 contiene transmisores. Sin embargo, esto no es posible por el lema
3.6(d). Si B3 = ; y C2 6= ; se tiene que:

d(C2; x1) = 1,

d(C2; C1) = 2 ya que C2 ! x1 ! C1,

d(C2; B1) = 2 ya que C2 ! x1 ! B1,

d(C2; A�X) � 3 ya que C2 ! x1 ! C1 ! A�X,

d(C2; B2) � 3 ya que C2 ! x1 ! C1 � B2.

Entonces C2 � K3(T ) lo que contradice que Z = ;. As��, supongamos
que B3 = C2 = ;. Como C1 � B2, por el lema 3.1 existe v 2 C1 tal
que d(v;B2) � 3. Consideremos el conjunto B+

2 = N+

B2
(v). Supongamos

que A �X = ; o bien, existe u 2 B+

2 tal que u ! a1, A �X = fa1g.
Entonces como

d(v;B2) � 3 y

d(v;B2) � 3,

se tiene que d(v; V (T )) � 3 y por lo tanto v 2 K3(T ) lo que contradice
que Z = ;. Por otro lado, si a1 ! B+

2 se tiene que:

d(a1; x1) = 2 ya que a1 ! B+

2 ! x1,
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d(a1; B1) = 3,

d(a1; C1) = 3 y

d(a1; B2) � 3.

Por el lema 3.1, se tiene que a1 2 K3(T ) lo que contradice que X =
fx1g.

- Sea B3 = ;. El caso fue discutido en (a) cuando C ;
3 = C3.

- Sea jB3j = 1. Como T (B3; C3) no tiene transmisores, C3 = ;. Sea
B3 = fug. Si w ! u para alg�un w 2 C2, entonces, por el lema 3.5 w 2
K3(T ) contradiciendo que Z = ;. De otra forma u! C2, posiblemente
C2 = ;, y a1 ! u, as�� se tiene que:

d(a1; x1) = 2,

d(a1; B1) = 3,

d(a1; C1) = 3,

d(a1; C2) � 2,

d(a1; B3) = 1.

Por lo tanto a1 2 K3(T ) lo que contradice que X = fx1g.

As�� tenemos que 2 � jC3j � 3, jB3j � 2. Por el lema 3.2 existe un 3-rey,
digamos v 2 C3 en T (B3; C3), lo que contradice que Z = ;. Con lo cual se
concluye que jC3j � 4

�

Lema 3.9 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con X = fx1g, jY j � 1,
Z = ; y jA�Xj � 1. Entonces jCj � 6.

Demostraci�on. Supongamos que jCj � 5. Por el lema 3.8 jC3j � 4. Nos
basta probar que los casos jC3j = 4 y jC3j = 5 son imposibles.

Si jC3j = 5, esto es, C3 = C, entonces C1 = C2 = ; y consecuentemente
B2 = ; ya que por el lema 3.6(d) C1 � B2. Entonces A � X = fa1g,
a1 ! (B3 [ C3) por el lema 3.6(d), y como d(a1; x1) = 2, d(a1; B1) = 2
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se tiene que a1 2 K3(T ) contradiciendo que X = fx1g. As��, jC3j = 4 y
jC1 [ C2j = 1

Consideremos los siguientes casos y veamos que no son posibles.

(a) Primero supongamos que C1 = fug, C2 = ;. Entonces u ! B2 y como
C2 = ;, a1 ! B3 por el lema 3.6(d).

1. u! a1. Entonces:

d(u; a1) = 1

d(u; x1) = 2 ya que u! B2 ! x1

d(u;B1) � 3 ya que u! B2 ! x1 ! B1

d(u;B2) = 1

d(u;C3) = 2 ya que u! B2 [ fa1g y (B2 [ fa1g)� C3.

De lo anterior se tiene que u 2 K3(T ) lo que contradice que Z = ;.

2. a1 ! u. Entonces:

d(a1; x1) = 2 ya que a1 ! B3 ! x1,

d(a1; B1) = 3 ya que a1 ! B3 ! x1 ! B1,

d(a1; B2) � 2 ya que a1 ! u! B2,

d(a1; B3) = 1,

d(a1; C3) � 3 ya que a1 ! u! B2 y a1 [B2 � C3.

De lo anterior se tiene que a1 2 K3(T ) lo que contradice que X = fx1g.

(b) Ahora consideremos el caso C1 = ;, C2 = fug. Como C1 = ;
entonces B2 = ; ya que C1 � B2 y consecuentemente a1 ! C3. Por el
lema 3.7 B3 no puede tener transmisores en T (B3; C3), esto es, C3 �

B3. Entonces:

d(a1; x1) = 2 ya que a1 ! C3 ! x1,

d(a1; B1) = 2 ya que a1 ! C3 ! B1,

d(a1; C2) � 3 ya que a1 ! C3 ! B1 � C2,
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d(a1; B3) � 2 ya que a1 ! C3 � B3,

d(a1; C3) = 1.

Lo anterior implica que a1 2 K3(T ) lo que contradice que X = fx1g. Por lo
tanto se concluye que jCj � 6. �

Lema 3.10 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con jXj = jY j = 1, Z = ;,
jA�Xj � 1 y jCj � 6. Si jCj � 6 y C2 = ; entonces jC1j > 2.

Demostraci�on. Supongamos que jC1j = 2, C2 = ;. Consideremos dos casos
y veamos que no son posibles.

1. No hay transmisores en T (B3; C3). El caso B3 = ; es discutido en (2).
Tomemos B3 6= ; y, como C2 = ;, por el lema 3.6(d) se tiene que
A�X = fa1g a1 ! B3. Entonces:

d(a1; x1) = 2,

d(a1; C1) = 2,

d(a1; B1) = 3 ya que a1 ! B3 ! x1 ! B1,

d(a1; B2) � 3 ya que a1 ! B3 ! C1 � B2,

d(a1; C3) � 2 ya que a1 ! B3 y no hay transmisores en T (B3; C3).

Por lo tanto a1 2 K3(T ) lo que contradice que X = fx1g.

2. Hay transmisores en T (B3; C3). Por el lema 3.7 pertenecen a C3. Sea
C ;
3 = fv 2 C3jv ! B3g.

Si B3 = ; tomamos C ;
3 = C3. De�nimos M(C ;

3) como el conjunto de
v�ertices de C ;

3 que tienen exgrado m�aximo en T (A;B;C)

M(C ;
3) = fv 2 C ;

3jd
+

T (v) = maxv2C;

3
d+T (u)g

Veamos ahora que los subcasos jM(C ;
3)j = 1, jM(C ;

3)j = 2, jM(C ;
3)j =

3, jM(C ;
3)j = 4 no son posibles.

- Si jM(C ;
3)j = 1, M(C ;

3) = fvg. Entonces:
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d(v;B3) = 1,

d(v; C3) = 2.

Entonces por el lema 3.5 v 2 K3(T ), una contradicci�on a Z = ;

- Si jM(C ;
3)j = 2, M(C ;

3) = fv1; v2g. Si N
+

T (v1) 6= N+

T (v2) existe
x 2 V (T ) tal que v1 ! x y x ! v2, entonces v1 2 K3(T ) lo que
contradice que Z = ;. As�� N+

T (v1) = N+

T (v2). Primero considere-
mos el caso B3 6= ;. Como C2 = ;, A � X = fa1g y a1 ! B3,
si a1 ! fv1; v2g se tiene que d(a1; fv1; v2g) = 2 y como en el ca-
so (1) se tiene que a1 2 K3(T ) lo que contradice que X = fx1g.
As�� fv1; v2g ! a1. Entonces existe y 2 B2 tal que y ! fv1; v2g, entonces
como d(y;B3 [C3) � 3, por el lema 3.5 se tiene que y 2 K3(T ). Como
jY j = 1, fv1; v2g ! B2 � fyg (posiblemente B2 � fyg = ;). Notemos
que y ! a1. De otra forma v1 2 K3(T ) ya que v1 ! a1 ! y ! v2 lo que
contradice que Z = ;. Adem�as fv3; v4g ! y, fv3; v4g = C3 � fv1; v2g.
De hecho v3 ! y y y ! v4 (respectivamente v4 ! y y y ! v3) implica
que v3 2 K3(T ) ya que v3 ! y ! fv1; v2g ! B3 y d(v3; B3 [ C3) � 3
(respectivamente v4 2 K3(T )) lo que contradice que Z = ;. Por otro
lado y ! fv3; v4g implica que u 2 K3(T ), donde u 2 C1 y u! y. Una
contradicci�on a Z = ;. De forma similar se tiene que fv3; v4g ! a1.
Adem�as N+

T (v3) 6= N+

T (v4) implica que vi 2 K3(T ), i 2 f3; 4g, ya que
fv3; v4g ! y de donde se tiene que d(vi; B3 [C3) � 3 lo que contradice
que Z = ;. De esta forma N+

T (v3) = N+

T (v4). Como fv3; v4g ! a1,
existe v 2 B2 � fyg tal que v ! fv3; v4g de donde d(v;B3 [ C3) � 3
ya que y ! fv1; v2g, y por lo tanto v 2 K3(T ), una contradicci�on a
jY j = 1.

Sea B3 = ;. Primero supongamos que fv1; v2g ! a1 �o A = X = fx1g.
En ambos casos existe y 2 B2 tal que y ! fv1; v2g ya que (A �X) [
B2 � C3. De esta forma d(y; C3) � 3 y por el lema 3.5 y 2 K3(T ).
Como jY j = 1, fv1; v2g ! B2 � fyg. De manera similar fv3; v4g ! y y
N+

T (v3) = N+

T (v4). Si existe v 2 B2�fyg tal que v ! fv3; v4g entonces
v 2 K3(T ) lo que contradice que jY j = 1. As�� fv3; v4g ! B2 � fyg
�o B2�fyg = ;. Entonces como fv3; v4g ! B2 y a1 ! fv3; v4g, se tiene
que:

d(a1; x1) = 2,
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d(a1; B1) = 2,

d(a1; C1) = 3 ya que a1 ! fv3; v4g ! x1 ! C1,

d(a1; B2) = 2,

d(a1; C3) � 3.

Por lo tanto a1 2 K3(T ) lo que contradice que X = fx1g.

Ahora supongamos que a1 ! fv1; v2g. Si fv1; v2g ! B2 entonces a1 2
K3(T ) ya que:

d(a1; x1) = 2,

d(a1; B1) = 3,

d(a1; C1) = 3,

d(a1; B2) � 2 ya que fv1; v2g ! B2,

d(a1; C3) � 3 ya que a1 [B2 � C3.

Lo anterior contradice que X = fx1g. Entonces existe y 2 B2 tal
que y ! fv1; v2g. Como se vio arriba y 2 K3(T ) y como jY j = 1,
fv1; v2g ! B2 � fyg. Como d(fv1; v2g; fv3; v4g) = 2 y a1 ! fv1; v2g
se tiene que B2 � fyg 6= ;. Si a1 ! y entonces d(a1; B2) � 2 ya
que fv1; v2g ! B2 � fyg. Por lo tanto a1 2 K3(T ) lo que contradice
que X = fx1g. De aqu�� que y ! a1. De forma similar se tiene que
fv3; v4g ! y, N+

T (v3) = N+

T (v4) y fv3; v4g ! a1. Lo anterior im-
plica que existe v 2 B2 � fyg tal que v ! fv3; v4g de forma que
d(v; fv3; v4g) = 1 y d(v; fv1; v2g) = 2 y por tanto d(v; C3) � 2 y por el
lema 3.5 se tiene que v 2 K3(T ) lo que contradice que jY j = 1.

Sea B3 = ;. Primero supongamos que fv1; v2g ! a1 �o A�X = fx1g. En
ambos casos existe y 2 B2 tal que y ! fv1; v2g y por lo tanto se tiene
que y 2 K3(T ). Por otro lado, como |Y|=1, fv1; v2g ! B2 � fyg.
Por una raz�on similar se tiene que fv3; v4g ! y y N+

T (v3) = N+

T (v4). Si
existe v 2 B2�fyg tal que v ! fv3; v4g, entonces v 2 K3(T ) lo que con-
tradice que jY j = 1. De esta forma, fv3; v4g ! B2�fyg �o B2�fyg = ;.
Como fv3; v4g ! B2 y a1 ! fv3; v4g, se tiene que a1 2 K3(T ) lo que
contradice que X = fx1g.
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Ahora supongamos que a1 ! fv1; v2g. Si fv1; v2g ! B2 entonces
a1 2 K3(T ) lo que contradice que X = fx1g. De esta forma existe
y 2 B2 tal que y ! fv1; v2g. Por un argumento similar al caso ante-
rior se tiene que y 2 K3(T ) y como jY j = 1, fv1; v2g ! B2 � fyg.
Hay que notar que d(fv1; v2g; fv3; v4g) = 2 y a1 ! fv1; v2g implica que
B2 � fyg 6= ;. Si a1 ! y entonces a1 2 K3(T ) lo que contradice que
X = fx1g. De aqu�� que y ! a1. Si procedemos de forma similar tene-
mos que fv3; v4g ! y, N+

T (v3) = N+

T (v4) y fv3; v4g ! a1. Lo anterior
implica que existe v 2 B2�fyg y v ! fv3; v4g. Por lo tanto v 2 K3(T )
lo que contradice que jY j = 1.

- Si jM(C ;
3)j = 3, M(C ;

3) = fv1; v2; v3g. Si N
+

T (vi) 6= N+

T (vj); N
+

T (vk)
para alg�un fi; j; kg = f1; 2; 3g, entonces vi 2 K3(T ), una contradicci�on
ya que Z = ;. De esta forma, N+

T (vi) = N+

T (vj) = N+

T (vk), sin importar
si B3 6= ; o B3 = ;.

- Si jM(C ;
3)j = 4, entonces M(C ;

3) = C3 y el caso es similar a los dos
previos. Por lo tanto jC1j > 2.

�

Lema 3.11 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con jXj = jY j = 1, Z = ;,
jA�Xj � 1 y jCj � 6. Si jC3j = 4 y jC1j = 1 entonces jC2j � 2.

Demostraci�on. Supongamos que jC1j = jC2j = 1. Sea C1 = fug y C2 = fvg

1. No hay transmisores en T (B3; C3). Nuevamente como el caso B3 = ;
es examinado en (2) tomamos B3 6= ;. Si A = X entonces v ! B3 por
el lema 3.6(d), entonces v 2 K3(T ) ya que d(v; C3) = 2 al no haber
transmisores en T (B3; C3) y como consecuencia del lema 3.5, lo cual
contradice que Z = ;. de esta forma se tiene que A � X = fa1g y
fa1; vg� B3. Si v ! a1 se tiene que d(v;B3) � 2 y v 2 K3(T ) como se
vio anteriormente. Si a1 ! v se tiene que a1 2 K3(T ) lo que contradice
que X = fx1g.

2. Hay transmisores en T (B3; C3). Por el lema 3.7 los transmisores est�an
en C3. Sea C

;
3 el conjunto de transmisores y sea M(C ;

3) el subconjunto
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de v�ertices de C ;
3 que tienen m�aximo exgrado en T . (Si B3 = ; tomamos

C ;
3 = C3).

Consideremos los casos jM(C ;
3)j = 1, jM(C ;

3)j = 3, jM(C ;
3)j = 4,

jM(C ;
3)j = 2 y veamos que no son posibles.

- Si jM(C ;
3)j = 1, M(C ;

3) = fvg. Entonces d(v;B3) = 1, y como v es
el �unico transmisor, existe u 2 B3 tal que v ! u! v2, lo mismo para
v3 y v4, por lo tanto d(v; C3) = 2 y por el lema 3.5 v 2 K3(T ) lo que
contradice que Z = ;.

- SijM(C ;
3)j = 3,M(C ;

3) = fv1; v2; v3g. El caso es similar al lema previo.

- Si jM(C ;
3)j = 4, M(C ;

3) = C3. Nuevamente el caso es similar al visto
en el lema anterior.

- Si jM(C ;
3)j = 2. Sea M(C ;

3) = fv1; v2g y C3 � M(C ;
3) = fv3; v4g.

Primero suponemos que fv1; v2g ! a1 �o A = X. Entonces existe y 2 B2

tal que y ! fv1; v2g. Si fv1; v2g ! a1 entonces:

d(y;B3) = 2 ya que y ! fv1; v2g ! B3,

d(y; C3 �M(C ;
3)) � 3 ya que y ! fv1; v2g ! B3 � fv3; v4g,

d(y; v) � 3 ya que B2 [ (A�X)� C3.

Por lo tanto, por el lema 3.5 y 2 K3(T ).

Si A = X se tiene que:

d(y;B3) = 2,

d(y; C3 � fv1; v2g) = 1.

Como jY j = 1 fv1; v2g ! B2 � fyg (posiblemente B2 � fyg = ;).
Adem�as y ! a1, ya que si a1 ! y y v1 ! a1 ! y ! v2 implica que
v1 2 K3(T ), ya que d(v1; C3 � fv1; v2g) = 2 y d(v1; B3) = 1, lo cual
contradice que Z = ;. Si v ! B2 entonces:
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d(v;B3) � 3,

d(v; C3) = 2.

Por lo tanto v 2 K3(T ) lo que contradice que Z = ;. Entonces existe
w 2 B2 tal que w ! v. Como u! B2 entonces se tiene que:

d(u; x1) = 2,

d(u;B1) � 3,

d(u;B3) � 3,

d(u; v) = 2,

d(u;C3) = 2.

Por lo tanto u 2 K3(T ) lo que contradice que Z = ;. Ahora supongamos
que a1 ! fv1; v2g. Si fv1; v2g ! B2 entonces:

d(a1; x1) = 2,

d(a1; u) = 3 ya que a1 ! fv1; v2g ! B3 ! u,

d(a1; B1) = 2 ya que a1 ! fv1; v2g ! B1,

d(a1; B1) � 2,

d(a1; B3) � 2,

d(a1; C3 � fv1; v2g) � 3,

d(a1; v) � 3 ya que a1 ! fv1; v2g ! B1 � v.

Por lo tanto a1 2 K3(T ) lo que contradice que X = fx1g. As��, existe
y 2 B2 tal que y ! fv1; v2g. Como antes fv1; v2g ! B2 � fyg (posi-
blemente B2 � fyg = ;). Como a1 ! y implica que a1 2 K3(T ) supo-
nemos que y ! a1. Como se vio anteriormente se tiene que v 2 K3(T )
�o u 2 K3(T ) lo cual no es posible.

Por lo tanto, jC2j � 2 como se quer��a probar.

�

Lema 3.12 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con jXj = jY j = 1, Z = ;
y jA�Xj � 1. Entonces jCj � 7.
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Demostraci�on. De acuerdo con el lema 3.9 basta mostrar que el caso
jCj = 6 es imposible. Como jC3j � 4 (lema 3.8) consideremos los siguientes
tres casos.

1. Si jC3j = 6. Entonces C1 = C2 = B2 = ; lo que implica que A �X =
fa1g, a1 ! (B3[C3) y a1 2 K3(T ) ya que d(a1; x1) = 2 y d(a1; B1) = 3.
Una contradicci�on a X = fx1g.

2. Si jC3j = 5. Entonces jC1 [ C2j = 1 y la demostraci�on es similar a la
del lema 3.9.

3. Si jC3j = 4. Existen tres subcasos caracter��sticos.

(c;) jC1j = 2, C2 = ; no es posible por el lema 3.10.

(c;;) C1 = ;, jC2j = 2. Como C1 = ; implica que B2 = ;, entonces
A�X = fa1g y a1 ! C3 de donde se tiene que

d(a1; x1) = 2,

d(a1; C2) � 3 ya que a1 ! C3 ! B1 � C2,

d(a1; B3) � 2.

Por lo tanto a1 2 K3(T ) lo que contradice que X = fx1g.

(c;;;) jC1j = jC2j = 1. Por el lema 3.11 este caso no es posible y de esta
forma queda completa la prueba.

�

Las demostraciones de los siguientes lemas son similares a la prueba del lema
3.12.

Lema 3.13 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con jXj = 2 y Y = Z = ;.
Entonces jBj � 4 �o jCj � 4.

Lema 3.14 Sea T (A;B;C) un torneo tripartito con jXj � 3 y Y = Z = ;.
Entonces jBj � 5 �o jCj � 5.
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Proposici�on 3.2 Las siguientes 6-tuplas de enteros no negativos (a; x; b; y; c; z),
a � x, b � y, c � z, no son admisibles. Sim�etricamente respecto a x, y, z.
(a) x = 1, a� x � 1, y � 2, b� y � 1, z = 0, c � 5;
(b) x = 1, a� x � 1, y = 1, b� y � 1, z = 0, c � 6;
(c) x = 2, y = 0, b � 3, z = 0, c � 3;
(d) x � 3, y = 0, b � 4, z = 0, c � 4.

Demostraci�on. Por el lema 3.9, si x = 1, a�x � 1, y � 2 y z = 0, entonces
c � 6. Por lo tanto el caso (a) no es posible.

De forma similar, si x = 1, a � x � 1, y = 1 y z = 0, entonces por el lema
3.12 se tiene que c � 7 con lo cual, el caso (b) no es posible.

Si x = 2, b � 3 y y = z = 0 entonces c � 4 por el lema 3.13, y por lo tanto
el caso (c) no es posible.

Por �ultimo, si x � 3, y = z = 0 y b � 4, entonces por el lema 3.14 se tiene
que c � 5, y por tanto el caso (d) tampoco es posible.
�

Observaci�on 3.1 Para cualesquiera valores de enteros no negativos a, x,
b, y, c y z cualquier 6-tupla (a; x; b; y; c; z) debe ser alguno de los siguientes
casos:

1. Los valores x, y, z son diferentes de cero. Este representa el caso m�as
general y es enunciado en el caso t��pico 1.

2. Si x > 0, y > 0 y z = 0. Para este caso, existen diferentes posibilidades:

Si x = 1 y y = 1, la 6-tupla es admisible si c � 7 por el lema
3.12, y no es admisible si c � 6 por la proposici�on 3.2(b).

Si x � 2 y y � 2 es admisible por la proposici�on 3.1(2).

Si x = 1 y y � 2 la 6 � tupla es admisible si c � 6 por el lema
3.9, y no es admisible si c � 5 por la proposici�on 3.2(a).

3. Si x > 0, y = 0 y z = 0. De nuevo, existen diferentes posibilidades para
este caso:
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Si x = 1 es admisible por la proposici�on 3.1(6).

Si x = 2 es admisible si c � 4 por el lema 3.13. Y no es admisible
si b � 3 y c � 3 por la proposici�on 3.2(c).

Si x � 3 es admisible si c � 5 por el lema 3.14. Y no es admisible
si b � 4 y c � 4 por la proposici�on 3.2(d).

De esta forma se cubren todos las posibilidades de una 6-tupla (a; x; b; y; c; z)
para diferentes valores de a, x, b, y, c y z con respecto a x y por lo tanto,
podemos determinar para qu�e valores la 6-tupla es admisible.

Concluimos con el teorema de caracterizaci�on de las 6-tuplas admisibles para
torneos tripartitos.

Teorema 3.1 Para cualesquiera valores de a, x, b, y, c, z, una 6-tupla
(a; x; b; y; c; z) debe ser alguna de los ocho casos t��picos (admisibles), o bi-
en, alguno de los casos que no son posibles enunciados en la proposici�on 3.2
tomados con respecto a x (no admisibles), y que son casos sim�etricos respecto
a y y z.

Demostraci�on. Por la proposici�on 3.1 y la proposici�on 3.2 junto con la
observaci�on 3.1 queda demostrado el teorema. �
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