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Resumen

En este trabajo de tesis se estudia el problema de sincronización de sistemas no lineales

desde el punto de vista de control. En él, se unifican los principales conceptos sobre la

teoŕıa de sincronización en el contexto de sistemas disipativos.

Se diseñan nuevas leyes de control con diversos objetivos: El primero de ellos es lograr

sincronización de velocidad o posición con retroalimentación de posición, mientras que el

segundo es obtener sincronización en cierta posición deseada de sistemas Lagrangianos

considerando los casos en que todos los estados son medibles, o sólo las salidas (posición)

son medibles.

Los resultados se aplican a tres robots manipuladores interconectados en los que se logra

sincronización en cierta posición deseada utilizando como salida a la posición.



�bstract

Based on control theory, the synchronization problem of nonlinear systems is studied.

The principal concepts on synchronization theory are unified in the context of dissipative

systems.

New control laws are designed with different objectives: the first is to achieve velocity

or position synchronization with feedback position, the second one is to obtain syn-

chronization in certain desirable position of Lagrangian systems where all the states

measurements or only output (position) measurements are considered.

The results are applied to three interconected robot manipulators where synchronization

is achieved to certain desirable position using the position as the output.



Caṕıtulo 1

Introducción

En la naturaleza pueden observarse comportamientos cooperativos entre individuos; tales

como parvadas de aves y bancos de peces que se reagrupan para evitar a los depredadores.

Otro tipo de fenómenos naturales, son los grupos de luciérnagas que se iluminan al

mismo tiempo, péndulos acoplados; entre otros [1]. Tales hechos ilustran el concepto de

sincronización. Según la definición de la Real Academia Española, sincronizar es “hacer

coincidir en el tiempo dos o más movimientos o fenómenos”.

En las últimas décadas, diversos grupos de investigación han analizado la sincronización

natural entre sistemas, donde el caso de osciladores acoplados a partir del modelo de

Kuramoto [2–4] ha sido de especial interés.

Desde el punto de vista de control, se han estudiado las condiciones que permiten llevar

determinadas variables de un grupo de sistemas (bajo una interconexión adecuada) a

cierto valor común mediante leyes de control locales; definido formalmente como consen-

so. Entre los problemas de control abordados a partir de la teoŕıa de sincronización se

encuentran: la formación de veh́ıculos aéreos no tripulados, redes sensoriales, generadores

eléctricos, redes robóticas y la sincronización de osciladores caóticos, entre otros. Cada

uno de estos grupos de sistemas está formado por sistemas autónomos que se comunican

entre śı para cumplir con el objetivo final; los cuales son conocidos como agentes1. El

caso de interés en esta tesis, es el de lograr sincronización entre agentes por medio de

leyes de control locales.

1Según [5]� un agente es un sistema computacional encapsulado que está situado en algún ambiente
y puede actuar flexible y autónomamente en ese ambiente para alcanzar sus objetivos de diseño.

1
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Ciertos comportamientos cooperativos se definen en la literatura mediante distintos con-

ceptos, tales como el problema de consenso, la sincronización concurrente, rendezvous

y flocking. En la sincronización concurrente, diversos grupos de agentes sincronizados

interaccionan entre śı. Se conoce como rendezvous al caso en el que múltiples robots lle-

gan a una posición común desconocida mediante negociación entre ellos. La formación

de veh́ıculos imitando a las parvadas de aves se denomina flocking, según Reynolds [6]

cada agente debe cumplir con tres principios básicos: evitar colisiones, intentar igualar

la velocidad de sus compañeros cercanos y mantener la distancia entre ellos.

El problema de sincronización de sistemas dinámicos se ha estudiado extensamente para

sistemas representados por dinámicas simples tales como integradores [7] o masas pun-

tuales [8]. Considerando dinámicas reales, diversos algoritmos de sincronización se han

desarrollado en los últimos años usando diferentes técnicas de control.

Chung y Slotine [9], han obtenido resultados sobre sincronización exponencial global

para sistemas Lagrangianos con seguimiento de trayectoria. Además, consideran el caso

de sincronización entre grupos de agentes; sin embargo, una de las limitantes de este

trabajo es que es necesario aplicar la teoŕıa de contracción [10] para el diseño de las leyes

de control. Una aplicación interesante de sincronización distribuida para problemas de

agrupamiento visual se publicó recientemente en [11].

El enfoque pasivo se estudia en [12, 13], en él se consideran cambios en la topoloǵıa

de comunicación y se plantean funciones de acoplamiento no lineales. Cabe mencionar,

que en [13] también se analizan las leyes de control con retardos en la comunicación.

Otro enfoque interesante y de gran utilidad es el de [14], donde mediante desigualdades

matriciales se establece la interconexión estable para alcanzar estabilidad asintótica o

sincronización de agentes disipativos y los resultados de [13] se presentan como un caso

particular.

Dentro de las aplicaciones, se ha centrado gran esfuerzo de investigación en el con-

trol cooperativo de veh́ıculos autónomos a partir de diferentes perspectivas: En [15] se

considera a la comunicación de una manera intermitente y cambiante que se describe

matemáticamente por una matriz variante en el tiempo y donde la dinámica del sistema

es transformada a una forma canónica. A partir de la dinámica de un integrador [16],

el problema de consenso es resuelto tomando en cuenta retardos en la comunicación y

pérdida de datos, los resultados obtenidos son validados experimentalmente. La forma-

ción de robots móviles a través de linealización de salida se presenta en [17], donde se
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obtienen tres leyes de control distintas con el objetivo de mejorar la respuesta en la

implementación.

En la literatura, un algoritmo de consenso sin ĺıder para sistemas Lagragianos basado

en el Laplaciano como matriz de interconexión se presenta en [18], mientras que en

[13] se considera el problema desde el punto de vista pasivo. Sin embargo, en ambos

casos, la sincronización no se logra en una referencia dada. Los trabajos mencionados

anteriormente tienen la limitante común, del uso de la velocidad en la ley de control;

lo que representa un inconveniente en su implementación. Cabe mencionar que el caso

de sincronización y seguimiento de trayectoria para sistemas Lagrangianos utilizando

retroalimentación de posición es atacado en [19] utilizando observadores.

En esta tesis, el problema de sincronización con retroalimentación de posición a una

posición deseada es resuelto por medio de la utilización de un filtro de primer orden. En

ella la teoŕıa existente sobre técnicas de sincronización entrada-salida con acoplamiento

lineal se utiliza para desarrollar leyes de control basadas en retroalimentación de posición

que permitan lograr sincronización de la variable de interés. Cada uno de los agentes se

considerará como una clase de sistemas no-lineales, espećıficamente sistemas disipativos.

Los resultados obtenidos se aplican a manipuladores robóticos interconectados donde

además el consenso es forzado a cierta posición deseada.

1.1. Metas

A partir del enfoque disipativo y definiendo una interconexión adecuada, se busca lograr

sincronización de agentes usando como salida a la posición mediante el diseño de leyes de

control en las que se utiliza un filtro de primer orden y a la función de almacenamiento de

enerǵıa como parte de la función de Lyapunov. Se pretende aplicar los resultados obteni-

dos al caso de sistemas Lagrangianos considerando un caso mas complejo, sincronización

en cierta posición deseada.
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1.2. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es lograr la sincronización de sistemas multi-

agentes (considerados como sistemas disipativos) utilizando retroalimentación de po-

sición; además de conseguir sincronización a cierta posición deseada para el caso de

sistemas Lagrangianos. Asimismo, su aplicación al problema de sincronización de robots

manipuladores.

1.3. Alcances

Los resultados obtenidos pueden extenderse a los casos en los que se considera acopla-

miento no lineal entre los agentes, retardos en la comunicación, cambios en la topoloǵıa

y distintos tipos de interconexión. También es posible diseñar leyes de control en las

que existen incertidumbres en los parámetros o en los estados, analizar el efecto de las

perturbaciones y considerar actuadores saturados. Además, se puede pensar en obtener

sincronización concurrente de diversos grupos de agentes sincronizados que se comunican

entre śı. A partir de la teoŕıa de sincronización es posible analizar agentes no disipati-

vos, realizar formación o seguimiento de sistemas con restricciones no-holonómicas y

considerar otro tipo de aplicaciones.

1.4. Estructura de tesis

El trabajo de tesis se presenta con la siguiente estructura:

En el Caṕıtulo 2 se presentan los conceptos necesarios para estudiar sistemas interconec-

tados a partir de la teoŕıa de grafos y la teoŕıa de control; en él se incluyen las definiciones

utilizadas a lo largo de la tesis.

En el Caṕıtulo 3 se desarrolla una variación a la ley para sincronización de agentes

disipativos con el objetivo de lograr sincronización de velocidad o posición de agen-

tes distribuidos en una topoloǵıa bidireccional utilizando como salida a la variable de

posición.
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El Caṕıtulo 4 se enfoca en la sincronización de sistemas Lagrangianos, en él se extienden

los resultados obtenidos en [13] sobre sincronización de posición al caso de sincronización

a cierta posición deseada. Posteriormente, mediante un enfoque similar al Caṕıtulo 3, se

trata el caso de sincronización con regulación empleando retroalimentación de posición.

Los resultados se comparan con los del algoritmo presentado por Chung y Slotine [9]

donde se utilizan la posición y velocidad.

Finalmente, en el Caṕıtulo 5 se presentan las conclusiones y el trabajo futuro.



Caṕıtulo 2

Preliminares

En este caṕıtulo, se presentan las herramientas básicas utilizadas en el diseño de las

leyes de control. En la sección 2.1, la teoŕıa de grafos y la representación matricial

permiten establecer distintas maneras de expresar la interconexión entre agentes. Los

conceptos relacionados con disipatividad y que precisan la clase de sistemas a considerar

se presentan en la sección 2.2. Finalmente, en la sección 2.3 se exponen la definición de

sincronización y la forma general de las leyes de control para lograr sincronización.

2.1. Interconexión

2.1.1. Teoŕıa de Grafos

Una forma clara y simple para simbolizar el intercambio de información entre agentes

es la teoŕıa de grafos, la cual hace posible ver a cada sistema (sin importar su dinámica)

como elementos conectados que buscan lograr cierto objetivo común. La conexión que

existe entre dos elementos se identifica mediante ĺıneas con flechas que representan la

dirección de la comunicación, a tales ĺıneas se les da el nombre de bordes y a cada

elemento se le denomina vértice. Varias definiciones que son necesarias a lo largo de este

trabajo, tomadas de [20], se presentan a continuación.

Definición 2.1. Un grafo G es un conjunto finito V(G) = {vi� . . . � vN}, cuyos elementos

son llamados nodos o vértices, junto con el conjunto E(G) ⊂ V × V cuyos elementos

son llamados bordes.

6
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Si, para todo (vi� vj) ∈ E(G), el conjunto (vj � vi) ∈ E(G) entonces se dice que el grafo es

no dirigido. De otra forma, se le llama un grafo dirigido.

Una flecha con vértice vi como cola y vértice vj como cabeza representa a un borde

(vi� vj) que está entrando con respecto a vj y está saliendo con respecto a vi. El grado

de entrada de un vértice v ∈ G es el número de bordes que tienen su vértice como

cabeza. El grado de salida de un vértice v ∈ G es el número de bordes que tienen su

vértice como cola.

Si el grado de entrada equivale al grado de salida para todos los vértices v ∈ G, entonces

se dice que el grafo es balanceado.

Una trayectoria de longitud r en un grafo dirigido es una secuencia v0� . . . � vr de r+ 1

distintos vértices tales que para cada i ∈ {0� . . . � r − 1}� (vi� vi�1) es un borde.

Una trayectoria débil es una secuencia v0� . . . � vi�1 de r+1 vértices distintos tales que

para cada i ∈ {0� . . . � r − 1}, (vi� vi�1) o (vi�1� vi) es un borde.

Un grafo dirigido está fuertemente conectado si dos vértices cualquiera pueden ser

unidos por una trayectoria y está débilmente conectado si dos vértices cualquiera

pueden ser unidos por una trayectoria débil.

De las definiciones anteriores, se dice que un grafo dirigido balanceado es aquel en el

que los bordes apuntan en cierta dirección y en el que el número de bordes que entran en

cada nodo es igual al número de bordes que salen. Además de que un grafo no dirigido

es balanceado por naturaleza ya que las relaciones entre pares de vértices es simétrica.

Dos grafos simples para ilustrar este tipo de grafos se presentan en la Figura 2.1.

Un grafo fuertemente conectado y balanceado se muestra en la Fig. 2.2, en él se observa

que a partir de cualquier nodo es posible alcanzar cualquier otro nodo que se encuentra

en el grafo siguiendo la dirección en la que apuntan los bordes.

(a) (b)

Figura 2�1: Ejemplos de grafos: (a) Grafo dirigido balanceado, (b) Grafo no dirigido
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Figura 2�2: Grafo fuertemente conectado y balanceado

Definición 2.2. Un grafo regular es aquel en el que cada elemento en el grafo tiene

el mismo número de vecinos.

Un grafo ponderado es un grafo que tiene una etiqueta numérica w(e) asociada con

cada borde e, llamado el peso del borde e. Los pesos de los bordes pueden ser enteros,

números racionales o números reales, los cuales representan un concepto como distancia,

costo de conexión o afinidad [21]. En la figura 2.3 se muestra un ejemplo de un grafo

dirigido ponderado.

Figura 2�3: Ejemplo de un grafo dirigido ponderado

2.1.2. Matriz Laplaciana

Otra forma general, compacta y ampliamente utilizada para expresar la interconexión

entre agentes es por medio de la matriz Laplaciana L [7], la cual se construye a través

de la Matriz de Adyacencia y la Matriz de Grado de un grafo dirigido ponderado.

La Matriz de Adyacencia de un grafo dirigido ponderado � = [aij ] es aquella en la

que los elementos aij son no negativos y se forma a partir de las conexiones que existen

entre los nodos del grafo. Si existe un borde que conecta al elemento i con el elemento
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j (respetando la dirección definida por el grafo), entonces al elemento aij se le asigna el

peso asociado, de lo contrario se le asigna el valor de cero.

La Matriz de Grado Δ = [Δij ] de un grafo G es una matriz diagonal donde

Δ =

�
Δij = 0� i �= j

Δii = degout(vi)� i = j

degout(vi) =
�n

j=1
aij es el grado de salida del nodo vi y está dado por la suma de los

elementos fila de la matriz de adyacencia.

A partir de las matrices anteriores, la Matriz Laplaciana asociada al grafo G se cons-

truye como

L(G) = L = Δ−�� (2.1)

es decir, los elementos de la matriz están dados por

lij =

� �n
k=1�k �=i aik� i = j

−aij � j �= i
(2.2)

Algunas propiedades importantes de la Matriz Laplaciana se enlistan a continuación:

1. La suma de los elementos de cada una de las filas es igual a cero.

2. Sus valores propios tienen parte real no-negativa.

3. Cero es un valor propio y el vector propio asociado es 1T = [1� . . . � 1]; por lo tanto

rango(L) ≤ n− 1.

4. Para grafos fuertemente conectados el valor propio cero es simple, rango(L) =

n− 1.

En el diseño de la ley de control, será necesario en algunas ocasiones representar a la

matriz Laplaciana como el producto de dos matrices, esto se puede lograr por medio del

producto de Kronecker. Del álgebra lineal, el producto de Kronecker de dos matrices
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A ∈ �
m×n y B ∈ �

p×p se define como

A⊗B :=

�





a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB





 ∈ �

mp×np (2.3)

Una propiedad importante para A�B > 0, matrices positivas definidas, es que el pro-

ducto de Kronecker A⊗B es positivo definido.

2.1. A continuación, se muestra un ejemplo sencillo en el que se obtiene la matriz

Laplaciana a partir de la Matriz de Adyacencia y la Matriz de Grado correspondientes

a la Figura 2.3.

L =

�
1 0

0 0

�

−

�
0 1

0 0

�

=

�
1 −1

0 0

�

(2.4)

2.2. Conceptos de Control No Lineal

En esta sección, se presentan los conceptos utilizados para desarrollar las leyes de control

descentralizadas tomados de la teoŕıa de control no lineal. El hecho de elegir sistemas

con propiedades disipativas permite abarcar un espectro mas grande de sistemas, como

sistemas pasivos o sistemas L2-estables, cuya estructura de información puede ser carac-

terizada mediante desigualdades matriciales [14]. Durante todos los caṕıtulos cada uno

de los agentes se representa por sistemas no lineales de la forma

ẋi = fi(xi) + gi(xi)ui

yi = hi(xi) (2.5)

considerados como sistemas disipativos.

Suposición 2.1. xi ∈ �
n, ui ∈ �

m, yi ∈ �
p. La función fi(·) ∈ �

n, se asume que

es localmente Lipschitz, gi(·) ∈ �
n×m y hi(·) ∈ �

p son continuas, y por conveniencia

fi(0) = 0, hi(0) = 0. Además, se asume que el sistema es alcanzable y de estado cero

detectable.
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La siguiente definición, generaliza de manera abstracta la propiedad de que la enerǵıa de

un sistema f́ısico puede ser incrementada únicamente a través de una fuente de suministro

externa.

Definición 2.3. Asuma que asociado al sistema (2.5) existe una función w : �
m×�

m →

�, llamada función de suministro, la cual es localmente integrable para cada entrada,

es decir, satisface
� t1
t�
|w(u(t)� y(t))|dt <∞ para todo t1 ≥ t0; esta función representa la

enerǵıa externa recibida por el sistema [22].

Un sistema disipativo es aquel en que la enerǵıa almacenada en el sistema es menor o

igual que la enerǵıa suministrada. Formalmente, se define por medio de la función de

suministro.

Definición 2.4. El sistema (2.5) es disipativo con respecto a una velocidad de sumi-

nistro w(u� y) si existe una función positiva semidefinida V (x) ∈ C1 llamada función de

almacenamiento, tal que

V (x(t))− V (x(0)) ≤

� T

0

w(u(t)� y(t))dt (2.6)

para toda x y todas las entradas u en todo tiempo finito T ≥ 0.

Además, un sistema disipativo se puede definir a partir de una velocidad de suministro

cuadrática como (Q�S�R)-Disipativo.

Definición 2.5. Un sistema es (Q�S�R)-Disipativo si es disipativo con respecto a una

velocidad de suministro cuadrática

w(u� y) = yTQy + 2yTSu+ uTRu� (2.7)

con R ∈ �
m×m, S ∈ �

p×m, Q ∈ �
p×p, matrices constantes y Q = QT , R = RT simétricas

[23].

Una clase de sistemas disipativos son los sistemas pasivos.

Definición 2.6. El sistema (2.5) es pasivo, si es disipativo con velocidad de suministro

w(u� y) = uT y [22].
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Definición 2.7. (Sistemas estrictamente pasivos en los estados) Se dice que el sistema

(2.5) es estrictamente pasivo en los estados si es disipativo con una función de suministro

w = uT y, existe una función de almacenamiento V (·) positiva semidefinida y una función

S(x) positiva definida tal que para todo t ≥ 0:

V (x(t))− V (x(0)) =

� t

0

uT (s)y(s)ds−

� t

0

S(x(s))ds. (2.8)

Si la igualdad permanece en la expresión anterior y S(x) ≡ 0, entonces se dice que el

sistema es sin pérdidas.

Los sistemas estrictamente pasivos se pueden definir como sistemas (Q�S�R)-Disipativos

a partir de la naturaleza de la pasividad estricta [24], con β ≤ 0

SiQ = 0, S = 1

2
I y R = 0 se dice que el sistema es pasivo con función de almacenamiento

� t

0

uT (s)y(s)ds ≥ β. (2.9)

Si Q = 0, S = 1

2
I y R = −εI, ε > 0� se dice que el sistema es estrictamente pasivo a

la entrada con función de almacenamiento

� t

0

uT (s)y(s)ds ≥ β + ε

� t

0

uT (s)u(s)ds. (2.10)

Si Q = −δI, δ > 0, S = 1

2
I y R = 0 se dice que el sistema es estrictamente pasivo a

la salida con función de almacenamiento

� t

0

uT (s)y(s)ds ≥ β + δ

� t

0

yT (s)y(s)ds. (2.11)

La utilidad de las definiciones anteriores se vislumbrará al momento de diseñar las leyes

de control en los caṕıtulos siguientes.
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2.3. Sincronización

Formalmente, la sincronización de salida de N agentes está definida por

ĺım
t→∞

|yi(t)− yj(t)| = 0 ∀i� j = 1� . . . � N (2.12)

donde i es el i-ésimo agente y j sus respectivos vecinos.

A partir de los resultados presentados en [14], en este trabajo se considera como agentes

a sistemas no lineales (Qi� Si� Ri)-disipativos donde la dinámica de cada sistema tiene la

forma (2.5) y la entrada de control está expresada en forma lineal como

ui = −
�

j∈��

Ki(yi − yj)� i = 1� . . . � N (2.13)

donde Ni es el conjunto de agentes transmitiendo sus salidas al agente i y Ki > 0. En

esta notación, es claro que la entrada de control contiene la interconexión entre agentes

pesada por una ganancia que representa la fuerza de conexión. De forma análoga, la

entrada de control puede representarse por

ui = −

N�

j=1

hijyj � i = 1� . . . � N (2.14)

Si i = j, entonces hij representa la ganancia local de retroalimentación y si i �= j,

representa la ganancia de acoplamiento. Si la ganancia de acoplamiento hij = 0, entonces

no existe conexión del subsistema j al subsistema i. Esto permite definir una entrada

general u como

u = −Hy (2.15)

con H = {hij}, la matriz de interconexión, y y = [y1� . . . � yN ]T .

Para concluir el caṕıtulo se presenta un teorema, tomado de [14], que permite compro-

bar de manera sistemática que la interconexión de N agentes es estable o que existe

sincronización de salida.

Teorema 2.8. Si existe una matriz diagonal D > 0 tal que la matriz

Q̂ = −HTDRH +DSH +HTSTD −DQ (2.16)
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sea positiva definida, es decir, Q̂ > 0, entonces la red de N agentes (Qi� Si� Ri)-disipativos

interconectados es asintóticamente estable. Si Q̂ ≥ 0 �Q̂ positiva semidefinida), el grafo

está fuertemente conectado y H es la matriz Laplaciana; entonces los agentes se sin-

cronizan de acuerdo a la definición �2.12). Los términos disipativos, (Qi� Si� Ri) están

dados en forma compacta como Q =diag{Qi}, S =diag{Si} y R =diag{Ri}.



Caṕıtulo 3

Sincronización de Sistemas

MultiAgentes

3.1. Sincronización de agentes disipativos

con retroalimentación de posición

En este caṕıtulo los resultados reportados por Chopra y Spong [13] se extienden con

el fin de generar una nueva ley de control basada en la retroalimentación de posición

para lograr sincronización de velocidad o posición de sistemas (Qi� Si� Ri)−Disipativos

del tipo Qi = 0, Si = 1

2
I y Ri = 0 (sistemas pasivos). Las leyes de control obtenidas

se aplican a masas puntuales y los resultados finales se comparan con los del algoritmo

original, tomado de [13], en el que se utiliza retroalimentación de velocidad.

Cada sistema es no lineal expresado en la forma (2.5), es decir

ẋi = fi(xi) + gi(xi)ui

yi = hi(xi)� (3.1)

con las variables del sistema definidas como xi ∈ �
n, la entrada ui ∈ �

m y la salida

yi ∈ �
m y en el diseño, se considera que los agentes están interconectados por medio de

un grafo no dirigido en forma de anillo o configuraciones en ĺınea.

15
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Como se mencionón ateriormente, el objetivo final es que la ley de control contenga

únicamente términos de posición, por lo que en la sección 3.1.3, se deriva un filtro de

primer orden para cada uno de los agentes con la siguiente dinámica

żi = −Azi +Kẏi (3.2)

donde A = AT > 0 y K = KT > 0.

3.1.1. Sincronización de velocidad

A continuación, se diseña la ley de control para lograr sincronización de velocidad con

retroalimentación de posición asumiendo que el sistema (2.5) es pasivo de ui → ẏi. A

partir de la ley de control (2.13) con ganancias Ki = K idénticas para todos los agentes,

la entrada de control se considera de la forma

ui = −K
�

j∈��

(zi − zj)� i = 1� ...� N� (3.3)

tomando como salida a la variable filtrada zi y K definida como en la Ec. (3.2).

La función candidata de Lyapunov para los N agentes del sistema es

V = 2
N�

i=1

Vi +
1

2

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
T (zi − zj) (3.4)

donde Vi representa la función de almacenamiento de enerǵıa para el i-ésimo agente y

Ni es el conjunto de agentes transmitiendo sus salidas al agente i.

La derivada de la función candidata de Lyapunov está dada por

V̇ ≤ 2
N�

i=1

ẏT
i ui +

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
T (żi − żj) (3.5)

la cual, al incluir la ley de control (3.3)

V̇ ≤ −2

N�

i=1

�

j∈��

ẏT
i K(zi − zj) +

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
T (żi − żj) (3.6)
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y sustituir la derivada de zi ec.(3.2), toma la forma

V̇ ≤ −2
N�

i=1

�

j∈��

ẏT
i K(zi − zj)−

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
TA(zi − zj)

+
N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
TK(ẏi − ẏj). (3.7)

En la derivada de la función anterior, se aprecia que es necesario reescribirla de manera

conveniente para continuar con el diseño; lo que se logra aprovechando las caracteŕısticas

del grafo considerado. En él, existen dos trayectorias dirigidas que van del primer al últi-

mo agente, cruzando a todos los agentes interconectados en forma ordenada. Un ejemplo

de estas trayectorias se muestra en las Figuras 2.1 (a) y 3.1 para el grafo representado

en la Figura 2.1 (b). A una de estas trayectorias se le denomina Nv y permite establecer

las siguientes relaciones:

1. Es claro que al ser un grafo no dirigido, existen dos trayectorias dirigidas Nv.

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
TK(ẏi − ẏj) = 2

N�

i=1

�

j∈�v

(zi − zj)
TK(ẏi − ẏj) (3.8)

2. El término que expresa el producto de la entrada por la salida, se reescribe en

términos de Nv ya que la gráfica se conecta en ambas direcciones con el siguiente

elemento.

− 2

N�

i=1

�

j∈��

ẏT
i K(zi − zj) = −2

N�

i=1

�

j∈�v

(zi − zj)
TK(ẏi − ẏj) (3.9)

Figura 3�1: Ejemplo de una trayectoria dirigida que cruza a todos los agentes
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Tales relaciones, facilitan escribir la derivada de la función candidata de Lyapunov como

V̇ ≤ −2
N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
TA(zi − zj) ≤ 0. (3.10)

A continuación, se considera el conjunto E = {xi ∈ �
n� i = 1� · · · � N |V̇ ≡ 0} caracteri-

zado por todas las trayectorias en las que {(zi − zj)
TA(zi − zj) ≡ 0 ∀j ∈ Ni� ∀i =

1� · · · � N}. Por el principio de invarianza de LaSalle, todas las soluciones del sistema

(3.1) en lazo cerrado con (3.3) convergen al conjunto invariante mas grande conteni-

do en E, conforme t → ∞. La definición de grafo fuertemente conectado permiten

concluir que existe sincronización de la variable zi.

Dado que zi es la versión filtrada de la velocidad,

zi − zj ≡ 0 ⇒ ẏi − ẏj ≡ 0 (3.11)

existe sincronización de velocidad. Finalmente, se observa que es posible alcanzar sin-

cronización de velocidad utilizando retroalimentación de posición.

3.1.2. Sincronización de posición

El resultado de la sección anterior se puede extender al caso de sincronización de posición

aplicando la ley de control

ui = −
�

j∈��

K(zi − zj)−
�

j∈��

Kp(yi − yj)� i = 1� ...� N (3.12)

donde K = KT > 0 y Kp = KT
p > 0. Con este propósito, se toma como función

candidata de Lyapunov para los N agentes del sistema a

V = 2
N�

i=1

Vi +
1

2

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
T (zi − zj) +

1

2

N�

i=1

�

j∈��

(yi − yj)
TKp(yi − yj) (3.13)

cuya derivada está dada por

V̇ ≤ 2

N�

i=1

ẏT
i ui +

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
T (żi − żj) +

N�

i=1

�

j∈��

(yi − yj)
TKp(ẏi − ẏj) (3.14)
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y al sustituir la ley de control (3.12) toma la forma

V̇ ≤ 2
N�

i=1

�

j∈��

ẏT
i {−K(zi − zj)−Kp(yi − yj)}+

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
T (żi − żj)

+
N�

i=1

�

j∈��

(yi − yj)
TKp(ẏi − ẏj). (3.15)

Al incluir al filtro, Ec.(3.2), en la ecuación anterior

V̇ ≤ −2
N�

i=1

�

j∈��

ẏT
i K(zi − zj)− 2

N�

i=1

�

j∈��

ẏT
i Kp(yi − yj)

−
N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
TA(zi − zj) +

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
TK(ẏi − ẏj)

+

N�

i=1

�

j∈��

(yi − yj)
TKp(ẏi − ẏj) (3.16)

la derivada de la función candidata de Lyapunov debe ser reescrita aprovechando la

interconexión definida para los sistemas. Ya que el grafo contiene una trayectoria dirigida

Nv que cruza a todos los agentes

− 2
N�

i=1

�

j∈��

ẏT
i K(zi − zj) = −2

N�

i=1

�

j∈�v

(zi − zj)
TK(ẏi − ẏj)

−2
N�

i=1

�

j∈��

ẏT
i Kp(yi − yj) = −2

N�

i=1

�

j∈�v

(yi − yj)
TKp(ẏi − ẏj)

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
TK(ẏi − ẏj) = 2

N�

i=1

�

j∈�v

(zi − zj)
TK(ẏi − ẏj)

N�

i=1

�

j∈��

(yi − yj)
TKp(ẏi − ẏj) = 2

N�

i=1

�

j∈�v

(yi − yj)
TKp(ẏi − ẏj) (3.17)

la derivada entonces está dada por

V̇ ≤ −2
N�

i=1

�

j∈�v

(zi − zj)
TA(zi − zj) ≤ 0 (3.18)
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Lo que permitirá concluir sincronización a través de considerar la dinámica del sistema

en el conjunto E = {xi ∈ �
n� i = 1� · · · � N |V̇ ≡ 0}. En ella se sabe que

zi − zj ≡ 0 ⇒ ẏi − ẏj ≡ 0 ⇒ yi − yj = 0 (3.19)

Como en el caso anterior, apartado 3.1.1, por el principio de invarianza de LaSalle y la

definición de grafo fuertemente conectado se obtiene sincronización de posición.

3.1.3. Implementación del Filtro

En la definición del filtro Ec. (3.2), se considera a la velocidad como entrada, sin embargo,

para poder implementarlo es necesario utilizar como salida a la posición. En esta sección

se describe la derivación del filtro implementado.

A partir de la derivada de la ecuación zi −Kyi, se obtiene

d

dt
(zi −Kyi) = żi −Kẏi (3.20)

Sustituyendo la ecuación (3.2)

d

dt
(zi −Kyi) = −Azi +Kẏi −Kẏi (3.21)

y completando la derivada

d

dt
(zi −Kyi) = −Azi +AKyi −AKyi

= −A(zi −Kyi)−AKyi (3.22)

se define una nueva variable w = zi −Kyi y el sistema es reescrito como

ẇi = −Awi −AKyi (3.23)

con la nueva ecuación para zi

zi = wi +Kyi (3.24)
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Figura 3�2: Grafo no dirigido tipo anillo para cuatro agentes

3.1.4. Simulación

En este apartado, se considera a cuatro agentes interconectados mediante un grafo no

dirigido como el que se observa en la Fig. 3.2, donde la dinámica de cada uno está dada

por masas puntuales de la forma

miq̈i = τi

yi = qi ∀i� qi ∈ �. (3.25)

Con el objetivo de realizar una comparación de los resultados obtenidos, inicialmente se

muestra la simulación para sincronización de velocidad utilizando retroalimentación de

velocidad, posteriormente se presentan los resultados de las nuevas leyes de control ba-

sadas en retroalimentación de posición. Además, el diseño para el caso de sincronización

de velocidad es desarrollado para clarificar la teoŕıa expuesta.

En los casos que se requiere retroalimentación de posición, los filtros se definen como

ẇ1 = −aw1 − aKy1

z1 = w1 + Ky1

ẇ2 = −aw2 − aKy2

z2 = w2 + Ky2

ẇ3 = −aw3 − aKy3

z3 = w3 + Ky3

ẇ4 = −aw4 − aKy4

z4 = w4 + Ky4 (3.26)
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3.1. Sincronización de velocidad.

Las entradas de control para lograr sincronización, se especifican de acuerdo a la ley de

control (2.13) de la siguiente manera

τ1 = −K(q̇1 − q̇2)−K(q̇1 − q̇4)

τ2 = −K(q̇2 − q̇3)−K(q̇2 − q̇1)

τ3 = −K(q̇3 − q̇4)−K(q̇3 − q̇2)

τ4 = −K(q̇4 − q̇1)−K(q̇4 − q̇3) (3.27)

con K una constante positiva común para todos los sitemas y donde la matriz H,

está dada por

H =

�








K −K 0 0

0 K −K 0

0 0 K −K

−K 0 0 K










. (3.28)

Se observa que H es la matriz Laplaciana, ver definición 2.2. Por otra parte, el grafo que

representa la interconexión entre los agentes es un grafo tipo anillo (Fig. 3.2), fuertemente

conectado y balanceado. Por el Teorema 2.8, con D = I, se puede garantizar que existe

sincronización de salida.

En la simulación los parámetros considerados son K = 1, m1 = 1, m2 = 2, m3 = 3,

m4 = 4, y q̇1(0) = 3, q̇2(0) = 2, q̇3(0) = −1, q̇4(0) = 1.5. La sincronización de velocidades

de los agentes está dada en

ĺım
t→∞

q̇i =
m1q̇1(0) + m2q̇2(0) + m3q̇3(0) + m4q̇4(0)

m1 + m2 + m3 + m4

= 1 (3.29)

ya que la suma de momentos es invariante [13]. Los resultados se observan en la Figura

3.3.

3.2. Sincronización de velocidad con retroalimentación de posición.

Se verifica el caso de sincronización de velocidad con retroalimentación de posición para

las entradas de control definidas de acuerdo a la ley de control (3.3) que, para el sistema
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(3.25), están dadas por

τ1 = −K(z1 − z2)−K(z1 − z4)

τ2 = −K(z2 − z1)−K(z2 − z3)

τ3 = −K(z3 − z2)−K(z3 − z4)

τ4 = −K(z4 − z3)−K(z4 − z1) (3.30)

Para ejemplificar el diseño, se presenta el desarrollo de la ley de control. La función

candidata de Lyapunov considerada está dada por la función de almacenamiento de

enerǵıa de cada uno de los agentes más los términos del filtro, es decir,

V = m1q̇
2

1 + m2q̇
2

2 + m3q̇
2

3 + m4q̇
2

4

+
1

2
(z1 − z2)

2 +
1

2
(z2 − z3)

2 +
1

2
(z3 − z4)

2 +
1

2
(z4 − z1)

2

+
1

2
(z2 − z1)

2 +
1

2
(z3 − z2)

2 +
1

2
(z4 − z3)

2 +
1

2
(z1 − z4)

2 (3.31)

la cual por simplicidad, puede reescribirse como

V = m1q̇
2

1 + m2q̇
2

2 + m3q̇
2

3 + m4q̇
2

4

+(z1 − z2)
2 + (z2 − z3)

2 + (z3 − z4)
2 + (z4 − z1)

2. (3.32)

La derivada de la función candidata de Lyapunov está dada por

V̇ = 2m1q̇1q̈1 + 2m2q̇2q̈2 + 2m3q̇3q̈3 + 2m4q̇4q̈4

+2(z1 − z2)(ż1 − ż2) + 2(z2 − z3)(ż2 − ż3)

+2(z3 − z4)(ż3 − ż4) + 2(z4 − z1)(ż4 − ż1) (3.33)

donde, sustituyendo los filtros para cada uno de los agentes Ec. (3.26) y sus respectivas

leyes de control Ecs. (3.30) toma la forma

V̇ = 2q̇1τ1 + 2q̇2τ2 + 2q̇3τ3 + 2q̇4τ4

+2(z1 − z2)(−az1 + Kq̇1 + az2 −Kq̇2) + 2(z2 − z3)(−az2 + Kq̇2 + az3 −Kq̇3)

+2(z3 − z4)(−az3 + Kq̇3 + az4 −Kq̇4) + 2(z4 − z1)(−az4 + Kq̇4 + az1 −Kq̇1)

(3.34)
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V̇ = 2q̇1{−K(z1 − z2)−K(z1 − z4)}+ 2q̇2{−K(z2 − z1)−K(z2 − z3)}

+2q̇3{−K(z3 − z2)−K(z3 − z4)}+ 2q̇4{−K(z4 − z3)−K(z4 − z1)}

−2a(z1 − z2)
2 + 2K(z1 − z2)(q̇1 − q̇2)− 2a(z2 − z3)

2 + 2K(z2 − z3)(q̇2 − q̇3)

−2a(z3 − z4)
2 + 2K(z3 − z4)(q̇3 − q̇4)− 2a(z4 − z1)

2 + 2K(z4 − z1)(q̇4 − q̇1)

(3.35)

y se obtiene

V̇ = −2a(z1 − z2)
2 − 2a(z2 − z3)

2 − 2a(z3 − z4)
2 − 2a(z4 − z1)

2 ≤ 0. (3.36)

Considerando el conjunto invariante donde zi − zj ≡ 0, se puede comprobar que existe

sincronización de velocidad.

En la simulación, los parámetros de la ley de control se definen como a = 2� K = 2 y

se observa en la Figura 3.4, que existe sincronización de velocidad a pesar de utilizar

únicamente retroalimentación de posición. Los resultados obtenidos son semejantes al

caso de sincronización con términos de velocidad Figura 3.3.

3.3. Sincronización de posición con retroalimentación de posición.

El segundo punto es verificar que existe sincronización de posición con la ley de control

(3.12), de acuerdo a esta ley, las entradas para cada uno de los agentes están dadas por

τ1 = −K(z1 − z2)−K(z1 − z4)−K(x1 − x2)−K(x1 − x4)

τ2 = −K(z2 − z1)−K(z2 − z3)−K(x2 − x1)−K(x2 − x3)

τ3 = −K(z3 − z2)−K(z3 − z4)−K(x3 − x2)−K(x3 − x4)

τ4 = −K(z4 − z3)−K(z4 − z1)−K(x4 − x3)−K(x4 − x1) (3.37)

con a = 2� K = 2.

En la Figura 3.5, se aprecia la sincronización de posición de los cuatro agentes. Los

resultados son satisfactorios ya que se logra sincronización a la posición deseada, además

se observa que es posible lograr sincronización de posición con retroalimentación de

posición.
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Figura 3�3: Sincronización de velocidad bajo la ley de control (3.27), i representa el
número de agente.
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Figura 3�4: Sincronización de velocidad con retroalimentación de posición bajo la ley
de control (3.30), i representa el número de agente
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Figura 3�5: Sincronización de posición bajo la ley de control (3.37), i representa al
número de agente.



Caṕıtulo 4

Sincronización de Sistemas

Lagrangianos

En este caṕıtulo se muestra una aplicación de la teoŕıa de sincronización de agentes cuyo

objetivo final es lograr sincronización de n robots totalmente actuados a cierta posición

deseada utilizando retroalimentación de posición. En la sección 4.1 se hace una extensión

a los resultados sobre sincronización de posición para sistemas pasivos presentados en

[13] con el fin de lograr sincronización a la posición deseada; mientras que en la sección

4.2, se aborda el objetivo principal de este caṕıtulo. En la parte de simulación, los

resultados se comparan con los obtenidos por Chung y Slotine [9].

En la literatura, con el propósito de lograr cierta formación de veh́ıculos autónomos, se

trata el problema de sincronización con posición de referencia, por ejemplo en [17], robots

móviles no-holonómicos se transforman a dinámicas de doble integrador considerando

una topoloǵıa fija. Por otra parte, Arcak [12] utiliza la pasividad como técnica para la

coordinación de grupos de agentes a un conjunto compacto pre-establecido. El caso de

seguimiento de trayectoria de agentes representados por sistemas Lagrangianos se expone

en [9] y [19], en este último se propone el uso de observadores para lograr seguimiento

de trayectoria usando únicamente sensores de posición.

A lo largo de este trabajo, se considera a cada robot representado por

Mi(qi)q̈i + Ci(qi� q̇i)q̇i + Gi(qi) = τi� (4.1)

27
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donde qi ∈ �
n son las coordenadas generalizadas para el sistema con n grados de

libertad, τi ∈ �
n es el vector de fuerzas generalizadas, Mi(qi) ∈ �

n×n es la matriz de

inercia simétrica positiva definida, Ci(qi� q̇i)q̇i es el vector de fuerzas Centŕıpetas y de

Coriolis y Gi(qi) ∈ �
n es el vector de fuerzas gravitacionales. La matriz Ci(qi� q̇i) tiene

cierta propiedad que hace a la matriz Ṁi(qi)− 2Ci(qi� q̇i) antisimétrica [25].

Cada uno de los robots es un sistema (Qi�Si�Ri)−Disipativo del tipo Qi = 0, Si = 1

2
I y

Ri = 0. Para facilitar el diseño, la ley de control para lograr sincronización se desarrolla

a partir del sistema en lazo cerrado con la ley de control de regulación.

El objetivo de control en el caso de regulación tradicional, es hacer que el error de posición

ei = qi − qd y el error de velocidad ėi = q̇d, donde qd es la posición de referencia para

las variables de configuración, tiendan a cero ei(t) → 0, ėi(t) → 0 como t →∞.

El sistema (4.1) puede reescribirse a partir de su dinámica de error de la siguiente manera

Mi(qi)ëi + Ci(qi� q̇i)ėi + Gi(qi) = τi� (4.2)

el cual será el sistema a utilizar para desarrollar la ley de sincronización en las siguientes

secciones.

4.1. Sincronización con posición de referencia

En esta sección, se resolverá el problema de sincronización de posición a cierta posición

deseada considerando retroalimentación de posición y velocidad para sistemas pasivos,

bajo una gráfica de interconexión balanceada (definición 2.1) como una modificación a

los resultados presentados en [13].

El sistema (4.2) en lazo cerrado con la ley de control para lograr regulación [26] y una

nueva entrada τ i

τi = Gi(qi)−Kpei −Kdėi + τ i� (4.3)

donde Kd ∈ �
n×n y Kp ∈ �

n×n son matrices simétricas positivas definidas; genera el

nuevo sistema a sincronizar
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Mi(qi)ëi + Ci(qi� q̇i)ėi + Kdėi + Kpei = τi. (4.4)

el cual es pasivo de τ i a ėi.

Sin embargo, para lograr el objetivo final, es necesario que el sistema sea pasivo a una

salida en la que la posición sea observable; por este motivo se eligen Kp = KdΛ, con

Λ ∈ �
n×n una matriz diagonal positiva definida, y la entrada τi de la forma

τi = −Mi(qi)Λėi −Ci(qi� q̇i)Λei + ui (4.5)

El sistema (4.4) en lazo cerrado con la entrada de control (4.5) está dado por

Mi(qi)(ëi + Λėi) + Ci(qi� q̇i)(ėi + Λei) + Kd(ėi + Λei) = ui. (4.6)

De las manipulaciones anteriores; el sistema a sincronizar con una nueva variable ri =

ėi + λei tomada como la salida del sistema, se representa por

Miṙi + Ciri + Kdri = ui (4.7)

con función de almacenamiento de enerǵıa

Vi =
1

2
rT
i Miri. (4.8)

De la derivada de la función de almacenamiento

V̇i = rT
i Miṙi +

1

2
rT
i Ṁiri

= rT
i {ui −Ciri −Kdri}+

1

2
rT
i Ṁiri

= rT
i ui − rT

i Kdri +
1

2
rT
i (Ṁi − 2Ci)ri

= rT
i ui − rT

i Kdri (4.9)

es posible observar que el sistema (4.7) es estrictamente pasivo a la salida, es decir, es

un sistema (Qi�Si�Ri) − Disipativo de la forma Qi = −KdI, Si = 1

2
I y Ri = 0. El

término 1

2
rT
i (Ṁi − 2Ci)ri se cancela dado que Ṁi − 2Ci es antisimétrica.
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La entrada de control para lograr sincronización, semejante a (2.13), es

ui = −Ks

�

j∈��

(ri − rj)� i = 1� ...� N. (4.10)

con salida ri, Ni el conjunto de agentes transmitiendo su salida al agente i y Ks una

constante positiva.

Para probar la convergencia, se considera como función candidata de Lyapunov a

V = 2

N�

i=1

Vi (4.11)

donde Vi es la función de almacenamiento de enerǵıa para el agente i, Ec.(4.8). Su

derivada está dada por

V̇ = 2
N�

i=1

rT
i Miṙi +

N�

i=1

rT
i Ṁiri� (4.12)

a partir de los resultados obtenidos en (4.9) y la entrada de control (4.10), es de la forma

V̇ = 2

N�

i=1

rT
i ui − 2

N�

i=1

rT
i Kiri

= −2Ks

N�

i=1

�

j∈��

rT
i (ri − rj)− 2

N�

i=1

rT
i Kdri

= −2Ks

N�

i=1

�

j∈��

rT
i ri + 2Ks

N�

i=1

�

j∈��

rT
i rj − 2

N�

i=1

rT
i Kdri. (4.13)

Como la gráfica es balanceada, el número de bordes que entran en un nodo es igual al

número de bordes que salen, la siguiente relación

2Ks

N�

i=1

�

j∈��

rT
i ri = Ks

N�

i=1

�

j∈��

rT
i ri + Ks

N�

i=1

�

j∈��

rT
j rj (4.14)

tomada de [13], permite reducir la derivada a

V̇ = −2

N�

i=1

rT
i Kdri −Ks

N�

i=1

(ri − rj)
T (ri − rj) ≤ 0. (4.15)
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A continuación, se considera el conjunto invariante en el que ri ≡ 0 y ri − rj ≡ 0, por

el principio de invarianza de LaSalle y que la gráfica es fuertemente conectada, existe

sincronización de posición a la posición deseada ya que

ri ≡ 0 ⇒ q̇i + Λ(qi − qd) ≡ 0 (4.16)

Por lo tanto, existe convergencia de q̇i → 0 y qi → qd.

4.2. Sincronización con posición de referencia y retroali

mentación de posición

El sistema a controlar es el sistema (4.2), el cual es pasivo de τi a ei. Semejante al

caṕıtulo 3, se define un filtro

żi = −Azi + Kdėi (4.17)

donde A = AT > 0 y Kd = KT
d > 0.

Para lograr únicamente regulación con retroalimentación de posición, la entrada del

sistema (4.2) se considera como

τi = Gi(qi)−Kpei −Kdzi� (4.18)

con Kp = KT
p > 0 y función candidata de Lyapunov para el sistema en lazo cerrado

Vi =
1

2
ėT

i Miėi +
1

2
eT

i Kpei +
1

2
zT

i zi (4.19)

cuya derivada

V̇i = ėT
i Miëi +

1

2
ėT

i Ṁiėi + eT
i Kpėi + zT

i żi

= ėT
i {−Ciėi −Kpei −Kdzi}+

1

2
ėT

i Ṁiėi + eT
i Kpėi + zT

i {−Azi + Kdėi}

= −zT
i Azi (4.20)

es negativa semi-definida.
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A partir del conjunto invariante E = {xi ∈ �
n� i = 1� · · · � N |V̇ ≡ 0} caracterizado por

todas las trayectorias en las que {ziAzi ≡ 0 ∀j ∈ Ni� ∀i = 1� · · · � N} y por el principio

de invarianza de LaSalle, todas las soluciones del sistema (4.2) en lazo cerrado con (4.18)

convergen al conjunto invariante mas grande contenido en E, conforme t →∞.

Para lograr sincronización, una nueva entrada τi es incluida al sistema (4.2) en lazo

cerrado con la ley de control (4.18). El nuevo sistema está dado por

Mi(qi)ëi + Ci(qi� q̇i)ėi + Kdzi + Kpei = τi. (4.21)

La entrada,

τi = −Kps

�

j∈��

(ei − ej)−Kd

�

j∈��

(zi − zj) (4.22)

es propuesta como la diferencia de la posición y la versión filtrada del error de velocidad

para lograr sincronización de posición a la posición deseada.

Para continuar con el diseño, se define como candidata a función de Lyapunov a

V = 2
N�

i=1

Vi +
1

2

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
T (zi − zj) +

1

2

N�

i=1

�

j∈��

(ei − ej)
TKps(ei − ej) (4.23)

cuya derivada corresponde a

V̇ = 2ėT
i {τi −Ciėi −Kpei −Kdzi}+ ėT

i Ṁiėi + 2eT
i Kpėi + zT

i {−Azi + Kdėi}

+

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
T (żi − żj) +

N�

i=1

�

j∈��

(ei − ej)
TKps(ėi − ėj)� (4.24)

y donde Vi está dada por la ecuación (4.19). Con los resultados obtenidos en la ecuación

(4.20), se reduce la expresión anterior a

V̇ = −2

N�

i=1

zT
i Azi + 2

N�

i=1

ėT
i τi +

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
T (żi − żj)

+

N�

i=1

�

j∈��

(ei − ej)
TKps(ėi − ėj). (4.25)



Caṕıtulo 4. Sincronización de Sistemas Lagrangianos 33

Sustituyendo la entrada ec. (4.22), se obtiene

V̇ = −2
N�

i=1

zT
i Azi + 2

N�

i=1

ėT
i {−Kps

�

j∈��

(ei − ej)−Kd

�

j∈��

(zi − zj)}

+
N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
T {−A(zi − zj) + Kd(ėi − ėj)}

+

N�

i=1

�

j∈��

(ei − ej)
TKps(ėi − ėj)

= −2
N�

i=1

zT
i Azi − 2

N�

i=1

�

j∈��

ėT
i Kps(ei − ej)− 2

N�

i=1

�

j∈��

ėT
i Kd(zi − zj)

−

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
TA(zi − zj) +

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
TKd(ėi − ėj)

+
N�

i=1

�

j∈��

(ei − ej)
TKps(ėi − ėj) (4.26)

Ya que la gráfica de interconexión tiene una trayectoria dirigida que cruza a todos los

agentes, denominada Nv, la siguientes relaciones

N�

i=1

�

j∈��

(zi − zj)
TKd(ėi − ėj) = 2

N�

i=1

�

j∈�v

(zi − zj)
TKd(ėi − ėj)

N�

i=1

�

j∈��

(ei − ej)
TKps(ėi − ėj) = 2

N�

i=1

�

j∈�v

(ei − ej)
TKps(ėi − ėj) (4.27)

− 2

N�

i=1

�

j∈��

ėT
i Kps(ei − ej) = −2

N�

i=1

�

j∈�v

(ėi − ėj)
TKps(ei − ej)

−2
N�

i=1

�

j∈��

ėT
i Kd(zi − zj) = −2

N�

i=1

�

j∈�v

(ėi − ėj)
TKd(zi − zj) (4.28)

permiten reescribir la derivada como

V̇ = −2

N�

i=1

zT
i Azi − 2

N�

i=1

�

j∈�v

(zi − zj)
TA(zi − zj) ≤ 0 (4.29)
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Considerando el conjunto invariante donde zi ≡ 0 ⇒ q̇i = 0 y zi−zj ≡ 0 ⇒ q̇i− q̇j = 0,

a partir del sistema (4.2) en lazo cerrado con la entrada de control (4.22) se obtienen N

ecuaciones de la forma

−

N�

i=1

Kpei −Kps

�

j∈��

(ei − ej) = 0. (4.30)

Para simplificar el resultado final, las ecuaciones anteriores son expresadas en forma

del producto de Kronecker a partir del vector de error e = [eT
1 � . . . � eT

N ]T ∈ �
nN y la

matriz Laplaciana L (sin considerar las ganancias de control dentro de las gráficas) de

la siguiente manera

− (IN ⊗Kp)e− (L ⊗Kps)e = 0

− (IN ⊗Kp + L ⊗Kps)
� �� �

L

e = 0 (4.31)

con Kp ∈ �
n, Kps ∈ �

n matrices de gananacias diagonales positivas definidas y IN ∈

�
N×N una matriz identidad, la matriz L es positiva definida. Gracias a esto y al principio

de invarianza de LaSalle, es posible concluir que existe sincronización de posición a la

posición deseada.

4.3. Simulación

En esta sección, las leyes de control desarrolladas a lo largo de este caṕıtulo se aplican

al caso de tres brazos robóticos interconectados como se muestra en la Figura 4.1. En

la primera parte, se comparan los resultados del caso de regulación y regulación con

sincronización, mientras que en la parte final se compara la ley con retroalimentación

de posición con la desarrollada por Chung y Slotine en [9].

Figura 4�1: Interconexión para tres brazos robóticos
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Cada uno de los agentes es un robot manipulador de dos grados de libertad, la posición

está descrita por un vector qi ∈ �
2 de ángulos de la articulación y las entradas están

dadas por el vector de torques τi ∈ �
2 aplicado a las uniones de cada robot. A partir de

[27], el primer agente está dado por

M1(q1) =

�
2.351 + 0.168 cos(q12) 0.102 + 0.084 cos(q12)

0.102 + 0.084 cos(q12) 0.102

�

C1(q1� q̇1) =

�
−0.168 sin(q12)q̇12 −0.084 sin(q12)q̇12

0.084 sin(q12)q̇11 0

�

G1(q1) = g

�
3.921 sin(q11) + 0.168 sin(q11 + q12)

0.168 sin(q11 + q12)

�

� (4.32)

mientras que el segundo y tercer agente a sincronizar se definen al igual que [28], con

matrices

M2(q2) = M3(q3) =

�
8.77 + 1.02 cos(q22) 0.76 + 0.51 cos(q22)

0.76 + 0.51 cos(q22) 0.62

�

C2(q2� q̇2) = C3(q3� q̇3) =

�
−0.51 sin(q22)q̇22 −0.51 sin(q22)(q̇21 + q̇22)

0.51 sin(q22)q̇21 0

�

G2(q2) = G3(q3) = g

�
7.6 sin(q21) + 0.63 sin(q12 + q22)

0.63 sin(q21 + q22)

�

(4.33)

en las que g = 9.81m/s2 representa la aceleración gravitacional. Las posiciones iniciales

y la posición de referencia común para los agentes son q1 = [0.3� 0.7]T , q2 = [0.2� 0.5]T ,

q3 = [0� 0.2]T y qd = [0.8� 0.1]T ; respectivamente.

4.3.1. Ley de Control 1: Regulación.

Se presentan los resultados de regulación tradicional para la ley de control (4.3) con

τ̄i = 0, la entrada para cada uno de los robots está dada por

τ1 = −M1(q1)Λė1 −C1(q1� q̇1)λe1 −Kdr1 −G1(q1)

τ2 = −M2(q2)Λė2 −C2(q2� q̇2)λe2 −Kdr2 −G2(q2)

τ3 = −M3(q3)Λė3 −C3(q3� q̇3)λe3 −Kdr3 −G3(q3) (4.34)
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donde

e1 = q̇1 −Λq1� r1 = ė1 + λe1

e2 = q̇2 −Λq2� r2 = ė2 + λe2

e3 = q̇3 −Λq3� r3 = ė3 + λe3 (4.35)

Kd y Λ son matrices diagonales positivas definidas. En la simulación, se considera a

Kd = 2I, Λ = 2I y I ∈ �
2 una matriz identidad. Los resultados se muestran en la

Figura 4.2 y se observa convergencia a la posición deseada en diferentes instantes de

tiempo.

4.3.2. Ley de Control 2: Sincronización con posición de referencia.

A partir de la teoŕıa desarrollada en la sección 4.1, se proponen las siguientes entradas

de control:

τ1 = −M1(q1)Λė1 −C1(q1� q̇1)λe1 −Kdr1 −Kds(r1 − r2)−G1(q1)

τ2 = −M2(q2)Λė2 −C2(q2� q̇2)λe2 −Kdr2 −Kds(r2 − r1)−Kds(r2 − r3)−G2(q2)

τ3 = −M3(q3)Λė3 −C3(q3� q̇3)λe3 −Kdr3 −Kds(r3 − r1)−G3(q3) (4.36)

En la simulación, las ganancias de la ley de control se toman como Kd = 2I, Λ = 2I,

I ∈ �
2 una matriz identidad y Kds = 40; es posible observar que las posiciones convergen

a la posición deseada de manera sincronizada Fig. 4.3; mientras que si se considera

únicamente a las ganancias de regulación, (como se muestra en el apartado 4.3.1) lo hacen

en tiempos distintos. Por lo tanto, como lo expresa la definición (2.12) la sincronización

permite garantizar la convergencia de sistemas diferentes en el mismo instante de tiempo.

La entrada de control para la ley de sincronización se muestra en la Figura 4.5.
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Figura 4�2: Gráfica de la posición para tres brazos robóticos considerando únicamente
términos de regulación
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Figura 4�3: Gráfica de la posición para tres brazos robóticos bajo la ley de control
(4.36)
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Figura 4�4: Gráfica de la entrada de control para tres brazos robóticos bajo la ley de
control (4.34)
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Figura 4�5: Gráfica de la entrada de control para tres brazos robóticos bajo la ley de
control (4.36)
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4.3.3. Ley de Control 3: Sincronización con posición de referencia y

retroalimentación de posición.

Los resultados del algoritmo presentado en la sección 4.2 se aplican al caso de tres brazos

robóticos para ejemplificar el diseño.

La entrada de control para cada uno de los agentes se considera como

τ1 = −Kpe1 −Kdz1 −Kps(e1 − e2)−Kd(z1 − z2)−G1(q1)

τ2 = −Kpe2 −Kdz2 −Kps(e2 − e1)−Kps(e2 − e3)−Kd(z2 − z1)−Kd(z2 − z3)

−G2(q2)

τ3 = −Kpe3 −Kdz3 −Kps(e3 − e2)−Kd(z3 − z2)−G3(q3). (4.37)

Para comprobar que esta entrada de control cumple con el objetivo de lograr sincroni-

zación a la posición deseda, se propone la siguiente función candidata de Lyapunov

V = ėT
1 M1ė1 + eT

1 Kpe1 + zT
1 z1

+ėT
2 M2ė2 + eT

2 Kpe2 + zT
2 z2

+ėT
3 M3ė3 + eT

3 Kpe3 + zT
3 z3

+(z1 − z2)T (z1 − z2)

+(z2 − z3)T (z2 − z3)

+(e1 − e2)TKps(e1 − e2)

+(e2 − e3)TKps(e2 − e3). (4.38)

Su derivada

V̇ = −2zT
1 Az1 − 2zT

2 Az2 − 2zT
3 Az3

+2ėT
1 τ1 + 2ėT

2 τ2 + 2ėT
3 τ3

+2(z1 − z2)T (ż1 − ż2)

+2(z2 − z3)T (ż2 − ż3)

+2(e1 − e2)TKps(ė1 − ė2)

+2(e2 − e3)TKps(ė2 − ė3)� (4.39)
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con la entrada de control (4.37)

V̇ = −2zT
1 Az1 − 2zT

2 Az2 − 2zT
3 Az3

+2ėT
1 {−Kps(e1 − e2)−Kds(z1 − z2)}

+2ėT
2 {−Kps(e2 − e1)−Kps(e2 − e3)−Kds(z2 − z1)−Kds(z2 − z3)}

+2ėT
3 {−Kps(e3 − e2)−Kds(z3 − z2)}

+2(z1 − z2)T {−A(z1 − z2) + Kd(ė1 − ė2)}

+2(z2 − z3)T {−A(z2 − z3) + Kd(ė2 − ė3)}

+2(e1 − e2)TKps(ė1 − ė2) + 2(e2 − e3)TKps(ė2 − ė3)� (4.40)

puede reescribirse como

V̇ = −2zT
1 Az1 − 2zT

2 Az2 − 2zT
3 Az3

−2(z1 − z2)TA(z1 − z2)− 2(z2 − z3)TA(z2 − z3)

−2ėT
1 Kps(e1 − e2)− 2ėT

2 Kps(e2 − e1)− 2ėT
2 Kps(e2 − e3)− 2ėT

3 Kps(e3 − e2)

−2ėT
1 Kd(z1 − z2)− 2ėT

2 Kd(z2 − z1)− 2ėT
2 Kd(z2 − z3)− 2ėT

3 Kd(z3 − z2)

+2(z1 − z2)TKd(ė1 − ė2) + 2(z2 − z3)TKd(ė2 − ė3)

+2(e1 − e2)TKps(ė1 − ė2) + 2(e2 − e3)TKps(ė2 − ė3)

= −2zT
1 Az1 − 2zT

2 Az2 − 2zT
3 Az3

−2(z1 − z2)TA(z1 − z2)− 2(z2 − z3)TA(z2 − z3)

−2(ė1 − ė2)TKps(e1 − e2)− 2(ė2 − ė3)TKps(e2 − e3)

−2(ė1 − ė2)TKd(z1 − z2)− 2(ė2 − ė3)TKd(z2 − z3)

+2(z1 − z2)TKd(ė1 − ė2) + 2(z2 − z3)TKd(ė2 − ė3)

+2(e1 − e2)TKps(ė1 − ė2) + 2(e2 − e3)TKps(ė2 − ė3). (4.41)

Finalmente, la derivada de la función de Lyapunov

V̇ = −2zT
1 Az1 − 2zT

2 Az2 − 2zT
3 Az3 − 2(z1 − z2)TA(z1 − z2)− 2(z2 − z3)TA(z2 − z3)

(4.42)

es negativa semi-definida.
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Para concluir estabilidad asintótica del sistema interconectado, se considera el conjunto

invariante donde

z1 = z2 = z3 ≡ 0

z1 − z2 = z2 − z3 ≡ 0 (4.43)

por lo tanto, q̇1 = q̇2 = q̇3 = 0 y q̈1 = q̈2 = q̈3 = 0. Además de que se puede concluir

sincronización de velocidad ya que ė1 − ė2 = ė2 − ė3 = 0.

La entrada de cada uno de los agentes en ese conjunto está dada por

−Kpe1 −Kps(e1 − e2) = 0

−Kpe2 −Kps(e2 − e1)−Kps(e2 − e3) = 0

−Kpe3 −Kps(e3 − e2) = 0 (4.44)

Sin embargo, hace falta garantizar que existe sincronización a la posición deseada. Para

visualizar el resultado, las entradas del sistema interconectado se escriben en forma

matricial a partir del vector de error e = [eT
1 � eT

2 � eT
3 ]T ∈ �

6.

Los términos de regulación, se pueden expresar en la forma del producto de Kronecker

(IN ⊗Kp)e =

�





Kp 0 0

0 Kp 0

0 0 Kp







�





e1

e2

e3





 ∈ �

6 (4.45)

donde

IN =

�





1 0 0

0 1 0

0 0 1





 � Kp =

�
Kp1

0

0 Kp2

�

. (4.46)

Para los términos de sincronización, la matriz Laplaciana (tomando los pesos de la gráfica

de interconexión como la unidad) y la matriz de ganancias de sincronización están dadas

por

L =

�





1 −1 0

−1 2 −1

0 −1 1





 � Kps =

�
Kps1

0

0 Kps2

�

. (4.47)
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En la forma del producto de Kronecker

(L ⊗ In)e =

�





Kps −Kps 0

−Kps 2Kps −Kps

0 −Kps Kps







�





e1

e2

e3





 ∈ �

6 (4.48)

Finalmente, se obtiene una expresión compacta de las entradas

(IN ⊗Kp)e + (L ⊗ In)e = (IN ⊗Kp + L ⊗ In)e = Le (4.49)

con

L =

�





Kp + Kps −Kps 0

−Kps Kp + 2Kps −Kps

0 −Kps Kp + Kps





 ∈ �

6 (4.50)

una matriz positiva definida. Por el principio de invarianza de LaSalle se puede concluir

que e1 = e2 = e3 = 0 y existe sincronización de posición a la posición deseada.

Los valores utilizados en simulación se definen a continuación:

A =

�
8 0

0 90

�

� Kd = Kds =

�
9 0

0 17

�

� (4.51)

Kp =

�
1 0

0 1

�

� Kps =

�
7 0

0 7

�

. (4.52)

En la Figura 4.6 se muestra la posición de cada uno de los agentes y se observa que

existe sincronización de posición a la referencia dada, mientras que en la Figura 4.7 se

presentan las fuerzas de control.

4.3.4. Ley de Control 4: Resultados obtenidos por Chung y Slotine.

Chung y Slotine [9] presentan un resultado muy interesante sobre sincronización de siste-

mas Lagrangianos y control cooperativo a través de una variación a la matriz Laplaciana

tradicional, su trabajo se enfoca en lograr sincronización con seguimiento de trayecto-

ria de N agentes interconectados garantizando estabilidad exponencial bajo la teoŕıa

de contracción [10]. En esta sección únicamente se presenta una aplicación al caso de
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Figura 4�6: Gráfica de la posición para tres brazos robóticos bajo la ley de control
(4.37)

0 5 10 15 20 25 30
0

20

40

60

80

100

Tiempo (s)

τ �
�i

(N
m

)

 

 
i = 1
i = 2
i = 3

0 5 10 15 20 25 30
−300

−200

−100

0

100

Tiempo (s)

τ 2
�i

(N
m

)

 

 
i = 1
i = 2
i = 3

Figura 4�7: Gráfica de la entrada de control para tres brazos robóticos bajo la ley de
control (4.37)



Caṕıtulo 4. Sincronización de Sistemas Lagrangianos 44

regulación de los tres brazos robóticos presentados con anterioridad, con el objetivo de

comparar los resultados obtenidos en las secciones 4.1 y 4.2.

La estructura permitida para garantizar sincronización es la de gráficas balanceadas y

regulares. La matriz Laplaciana modificada que define la interconexión entre los agentes

es estrictamente positiva definida L > 0, la cual contiene dos matrices de ganancias

en sus elementos K1 > 0 y K2 > 0. La definición de la matriz Laplaciana modificada

permite garantizar sincronización y seguimiento de trayectoria incluso con diferentes

escalas de tiempo.

El error entre la posición actual qi y la trayectoria de referencia qd(t) se define como

q̃i. A partir de la variable de error, la velocidad deseada común con el error de posición

q̇i�r = q̇d −Λq̃i (4.53)

es definida como la velocidad de referencia, con Λ una matriz diagonal positiva definida.

La ley de control para el i-ésimo agente está dada por

τi = Mi(qi)q̈i�r + Ci(qi� q̇i)q̇i�r + Gi(qi)−K1(q̇i − q̇i�r) + K2(q̇i−1 − q̇i−1�r)

+K2(q̇i�1 − q̇i�1�r) (4.54)

la cual expresada en términos de una nueva variable compuesta si = q̇i − q̇i�r y de

acuerdo a la gráfica de interconexión 4.1, es de la forma

τ1 = M1(q1)q̈1�r + C1(q1� q̇1)q̇1�r + G1(q1)−K1s1 + K2s1 + K2s2

τ2 = M2(q2)q̈2�r + C2(q2� q̇2)q̇2�r + G2(q2)−K1s2 + K2s1 + K2s3

τ3 = M3(q3)q̈3�r + C3(q3� q̇3)q̇3�r + G3(q3)−K1s3 + K2s3 + K2s2 (4.55)

donde

q̈1�r = q̈d −Λ(q̇1 − q̇d); s1 = q̇1 − q̇1�r; q̇1�r = q̇d −Λ(q1 − qd)

q̈2�r = q̈d −Λ(q̇2 − q̇d); s2 = q̇2 − q̇2�r; q̇2�r = q̇d −Λ(q2 − qd)

q̈3�r = q̈d −Λ(q̇3 − q̇d); s3 = q̇3 − q̇3�r; q̇3�r = q̇d −Λ(q3 − qd) (4.56)
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La matriz Laplaciana modificada que representa la interconexión,

L =

�





K1 −K2 −K2 0

−K2 K1 −K2

0 −K2 K1 −K2





 (4.57)

es positiva definida para K1−2K2 > 0. Con el objetivo de lograr sincronización antes que

seguimiento de trayectoria, la gananancia de seguimiento K1−2K2, debe ser menor que

la ganancia de sincronización K1+K2. Las ganancias consideradas en la implementación

son K1 = 10I, K2 = 4I, Λ = 2I con I ∈ �
2 una matriz identidad. Los resultados para

sincronización de posición a la referencia deseada se presentan en la Figura 4.8 y la

entrada de control en la Figura 4.9.

4.3.5. Ley de Control 5: Sincronización con posición de referencia�

retroalimentación de posición y entrada saturada.

En la Figura 4.7 se observa que la entrada para la ley de control (4.37) presenta una

magnitud considerablemente grande en la unión número dos del i-ésimo robot; para fines

prácticos, se considera a los actuadores saturados en la simulación y se analiza si son

robustos ante saturaciones y efectos no lineales. Los valores utilizados son �τ1�∞ ≤ 70

y �τ1�∞ ≤ 10. Las figuras 4.10 y 4.11 muestran los resultados, en ellas se percibe que

el efecto de la saturación es el de lograr sincronización con cierto sobrepaso al valor

deseado.
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Figura 4�8: Gráfica de la posición para tres brazos robóticos bajo la ley de control
(4.55)
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Figura 4�9: Gráfica de la entrada de control para tres brazos robóticos bajo la ley de
control (4.55)
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Figura 4�10: Gráfica de la posición para tres brazos robóticos bajo la ley de control
(4.37) con entrada saturada
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Figura 4�11: Gráfica de la entrada de control saturada para tres brazos robóticos bajo
la ley de control (4.37)
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4.3.6. Comparación de resultados.

Con el objetivo de evaluar el desempeño de los controladores presentados, se utiliza el

valor cuadrático medio

frms =

�
1

T

� T

0

�f(t)�2dt (4.58)

de los errores de sincronización y regulación. Esto permitirá tener una medida de tales

errores y realizar una comparación cuantitativa, se considera que cierta ley de control

tiene mejor desempeño si su error cuadrático medio es menor respecto a los demás.

El error de sincronización, para el caso de los tres robots se toma como la diferencia

entre el agente i y su vecino, por lo tanto, existen tres errores a analizar,

q̃s�1 = q1 − q2

q̃s�2 = q2 − q3

q̃s�3 = q1 − q3. (4.59)

Los errores de regulación se definen como la diferencia entre el agente i y la posición

deseada, es decir,

q̃1 = q1 − qd

q̃2 = q2 − qd

q̃3 = q3 − qd. (4.60)

Por simplicidad, a las leyes de control presentadas en este caṕıtulo se les nombrará como

LC1. Regulación.

LC2. Sincronización con posición de referencia.

LC3. Sincronización con posición de referencia y retroalimentación de posición.

LC4. Resultados obtenidos por Chung y Slotine.

LC5. Sincronización con posición de referencia, retroalimentación de posición y entrada

saturada.

Los valores cuadráticos medios de los errores de sincronización y regulación de cada una

de las uniones de los robots se presentan en la Tabla 4.1, mientras que en la Figura 4.12
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se observan los errores cuadráticos medios de los vectores de error de sincronización y

posición. En ella se aprecia que el error de sincronización es menor en la Ley de Control

2: Sincronización con posición de referencia. Por lo tanto, desde el punto de vista de

sincronización, esta ley cumple mejor el objetivo. Este resultado se esperaba ya que las

ganancias de control fueron elegidas para tal propósito, Ks = 40I donde I ∈ �
2. Es

importante recalcar, que a lo largo de las simulaciones, las ganancias de control para

todas las leyes de control se eligieron para obtener sincronización antes que regulación.

El objetivo principal de este caṕıtulo es comparar la Ley de Control con retroalimenta-

ción de posición y la de Chung y Slotine. La Ley que busca cumplir al mismo tiempo con

el objetivo de sincronización y regulación es la número 3: Sincronización con posición

de referencia y retroalimentación de posición, que incluso al considerar a los actuadores

saturados (Ley número 5), presenta el mejor desempeño. Sin embargo, el diseño de la

ley de control hace mas dif́ıcil lograr sincronización mucho antes que regulación; en este

sentido, la ley de control número cuatro: Resultados obtenidos por Chung y Slotine es

mas simple de implementar.

Otro punto importante a destacar, es que al contrastar los errores de sincronización con

los de regulación, se advierte que lograr una mayor sincronización implica aumentar el

error a la posición deseada. Tal situación debe ser valorada dependiendo de la aplicación

en la que se esté interesado.

En la Tabla 4.2 y en la Figura 4.13 se aprecian los torques máximos para cada una de

las leyes de control y cada uno de los agentes. Como se mencionó en el apartado 4.3.5,

la Ley de Control que presenta un torque máximo es la número 3: Sincronización con

posición de referencia y retroalimentación de posición, ésta continua siendo de utilidad

a pesar de considerar a los actuadores saturados.
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Figura 4�12: Errores cuadráticos medios de sincronización y regulación
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Figura 4�13: Entradas de Control máximas
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Ley de Control Agente q̃s1
(rad) q̃s2

(rad) q̃1 (rad) q̃2 (rad)

LC1 1 109.0× 10−3 20.2× 10−3 89.3× 10−3 57.5× 10−3

2 71.0× 10−3 39.7× 10−3 173.4× 10−3 47.9× 10−3

3 178.0× 10−3 56.2× 10−3 245× 10−3 26.6× 10−3

LC2 1 13.0× 10−3 18.4× 10−3 16.3× 10−3 58.9× 10−3

2 23.9× 10−3 28.2× 10−3 17.4× 10−3 41.7× 10−3

3 36.7× 10−3 46.7× 10−3 19.2× 10−3 19.6× 10−3

LC3 1 24.3× 10−3 11.3× 10−3 51.0× 10−3 22.9× 10−3

2 22.6× 10−3 11.1× 10−3 72.4× 10−3 29.2× 10−3

3 45.8× 10−3 18.1× 10−3 93.3× 10−3 29.3× 10−3

LC4 1 39.4× 10−3 12.2× 10−3 121× 10−3 43.1× 10−3

2 41.3× 10−3 21.9× 10−3 161× 10−3 35.0× 10−3

3 79.1× 10−3 33.7× 10−3 200× 10−3 23.0× 10−3

LC5 1 25.4× 10−3 24.3× 10−3 52.8× 10−3 72.4× 10−3

2 21.8× 10−3 29.5× 10−3 75.4× 10−3 58.6× 10−3

3 46.4× 10−3 53.4× 10−3 96.0× 10−3 50.8× 10−3

Tabla 4�1: Errores de sincronización y regulación

Ley de Control Agente �τ1�∞ (Nm) �τ2�∞ (Nm)

LC1. 1 29.0 1.4
2 58.2 4.8

Regulación. 3 58.2 4.8

LC2. 1 29.0 16.8
2 58.3 15.1

Sincronización con posición de referencia. 3 58.3 15.1

LC3. 1 65.6 234.26
Sincronización con posición de referencia 2 65.6 144.21
y retroalimentación de posición. 3 83.9 58.42

LC4. 1 29.0 8.4
2 58.3 4.8

Resultados obtenidos por Chung y Slotine. 3 58.3 6.2

LC5. 1 65.6 10
2 65.6 10

LC3 con entrada saturada. 3 70 10

Tabla 4�2: Entradas de control máximas para cada una de las uniones
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Conclusiones y Trabajo Futuro

Se generó una nueva ley de control basada en retroalimentación de posición para el pro-

blema de sincronización de velocidad y sincronización de posición de agentes disipativos,

lo cual simplifica la implementación de leyes de control para sincronización de sistemas

reales.

Se estudió el caso de sincronización de posición a cierta posición deseada para sistemas

Lagrangianos en el que se extendió la solución existente para sistemas pasivos [13] y se

desarrolló una nueva ley de control con retroalimentación de posición.

Los resultados obtenidos se compararon con los obtenidos por Chung y Slotine [9] y se

comprobó que la Ley de Control desarrollada presenta un buen desempeño para lograr

sincronización y regulación, incluso al considerar saturación en los actuadores.

Como trabajo futuro, ambos resultados pueden ser analizados considerando retardos en

la comunicación, diferentes grafos de interconexión, cambios en la topoloǵıa, pérdidas de

comunicación, incertidumbres en los parámetros o la presencia de perturbaciones en las

mediciones. Todos estos aspectos se pueden incorporar al diseño de la ley de control con

el fin de obtener una ley de control que logre mejores resultados en la implementación.

Otro aspecto importante, es que el estudio se realizó a partir de un filtro de primer

orden, por lo tanto, para el caso de sincronización y seguimiento de trayectoria con re-

troalimentación de posición se necesita diseñar un observador; y aunque existen trabajos

al respecto ej. [19], este hecho abre un amplio campo de investigación.
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Además, la teoŕıa de sincronización muestra que existen ganancias de acoplamiento

entre sistemas que pueden ser aprovechadas para mejorar la respuesta del grupo, esto

sugiere ver los problemas de control como sistemas interconectados. Tal hecho pretende

ser explotado para ser aplicado a otro tipo de sistemas tales como sistemas biológicos,

sistemas térmicos o al control de estructuras civiles.
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