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Introduccion

El muestreo y clasificacion de especies ha sido un problema que ha intere-
sado por mucho tiempo a la biologia y ecologia, pues es natural considerar
la importancia que representa poder distinguir el niimero total de especies
de cierta poblacién biolégica. En este caso la técnica de muestreo juega un
papel importante, sobre todo si sélo tenemos acceso a una muestra de la
poblacién. Ahora pensemos en una segunda muestra hipotética, en este ca-
so interesara predecir el nimero de nuevas especies que puedan aparecer,
ademas de las ya observadas.

De forma resumida, lo anterior explica lo que es el problema de muestreo
de especies (PME), tema sobre el cual se basara el presente trabajo. Existen
diversos estudios que han revisado al PME desde diferentes puntos de vista.
Se escogio el enfoque de la estadistica bayesiana no paramétrica, area de
estudio relativamente joven, debido principalmente a que ha mostrado buenos
resultados en su aplicaciéon con datos, sobre todo en labores predictivas.

Dentro de la tesis se explica con detalle el problema de muestreo de espe-
cies, en el capitulo uno se revisan las diversas aplicaciones que se le han dado
al problema dentro y fuera del campo biolégico, ademés de dar explicacion
sobre el problema que representa el manejo de poblaciones finitas e infinitas
para muestreo e inferencia estadistica.

Posteriormente, en el capitulo dos, se repasan estudios previos con enfo-
ques varios que van desde la estadistica clasica, pasando por el uso de proce-
sos estocasticos hasta la inferencia bayesiana. Una parte muy importante se
centra en explicar el sentido en el cual es utilizada la estadistica bayesiana
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no paramétrica para atacar el problema, asi como el sustento tedrico de las
herramientas matemaéticas utilizadas.

Una vez expuesta la teoria previa, en el capitulo tres, se procedera a
revisar los enfoques mas recientes que existen sobre el tema: se hablara sobre
el proceso Dirichlet y el proceso Poisson-Dirichlet con dos parametros, su
utilidad y los estimadores bayesianos no paramétricos, dentro del contexto
del PME, que se han logrado obtener a la fecha. Finalmente, y dado que
el problema resurgié con un nuevo interés sobre el campo de la genética, se
aplicaran en el capitulo cuatro dichos estimadores con datos reales obtenidos
de muestras de marcadores de secuencia expresada ' de librerfas de ADN,
para probar su funcionamiento y eficacia.

Se trata de un trabajo que pretende explicar y dar a conocer un problema
probablemente poco difundido a nivel licenciatura, asi como la investigacion
que se ha realizado sobre éste, ubicando sus alcances presentes y las posibi-
lidades a futuro.

!También conocidos como expressed sequence tags, EST’s, por su nombre en inglés



Capitulo 1

Preliminares

Por naturaleza, el hombre tiende a clasificar los elementos a su alrededor,
probablemente sin un fin en particular mas alld de mantener un ‘orden’ en
su entorno, para luego estudiarlo y explicarlo. Los problemas surgen cuando
el entorno crece y las cantidades a clasificar se escapan a las capacidades del
observador o ‘clasificador’. Métodos existen, y sobran, que facilitan llevar a
buen término esta tarea; todo depende del contexto en que se trabaje y de
la eficacia del método.

1.1. El problema de muestreo de especies
(PME)

Sin mas preambulo, expliquemos el problema de muestreo de especies
sobre el cual se trabajara:

Primero consideremos una poblacién cualquiera cuyos elementos es po-
sible clasificar en diversas clases disjuntas. Entendemos a una poblacion,
estadisticamente, como un conjunto de elementos de referencia sobre el que
se realizan observaciones de estudio.
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En principio nos es desconocida la cantidad de clases existentes. El poder
llegar a estimar el niumero de clases en la poblacién de interés, se convierte en
un problema principal a resolver cuando no se tiene la informacion de toda
la poblacion.

Para esta tarea sélo tenemos disponible una muestra de la poblacion,
ademas de que se nos pueden presentar varias complicaciones, entre ellas
el tamano de la poblacién total, el cual puede ser demasiado grande y, de-
pendiendo del problema, tedricamente podriamos trabajar con poblaciones
finitas o infinitas.

Dada la situacion, se pueden escoger utilizar diferentes técnicas de mues-
treo. Por ejemplo, para el caso finito se puede aplicar un muestreo multino-
mial, que resulta en una técnica con reemplazo; o un muestreo sin reemplazo,
como el muestreo hipergeométrico o Bernoulli. Si la poblacién es infinita, se
puede usar un muestreo multinomial o Bernoulli.

1.1.1. Estimando el nimero de clases

Supongamos que se obtiene una muestra de n elementos de una poblacion
particionada en K clases, donde K es un nimero desconocido. Se asume que
las clases se podran identificar facilmente, por lo que cada elemento podra ser
emparentado con elementos de la misma clase.

Introduciendo formalmente la notacién, la muestra obtenida, después de
haber sido clasificada, puede representarse en el siguiente vector aleatorio de
frecuencias: n := [ny,...,ng|’, donde n; es el nimero de elementos de la i-
ésima clase, i = 1,..., K. Es importante notar que la i-ésima clase pertenece
a la muestra si y sélo si n; >0, y no es posible conocer de la muestra cuales
n.s son cero. Esto indica que n no es observable.

Ahora, si consideramos el siguiente vector aleatorio k := [ky,... k],
donde k; es el nimero de clases obtenidas j veces en la muestra; es decir,
ki =4#{n;, :n; =j}, j =1,...,n; asi obtendremos un vector observable. El
problema es estimar K solamente a partir de k.
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Siguiendo con la notacion anterior y considerando a ¢ como el niimero
total de clases en la muestra, tenemos que:

Lok=S"k

=1

2. n= Zfil n; = n; = Z?:ljk:j

Es comun considerar como hipétesis que todas las clases son del mis-
mo tamano, situacién que se conoce también como tratamiento homogéneo.
Ademas hay que notar que K es un nimero desconocido, dado desde el inicio
y representa todas las clasificaciones de la poblacion, que en otro contexto
podremos llamar especies.

Existen varias teorias y técnicas de muestreo, dependiendo del contexto
del problema, sin que se pueda afirmar que exista una forma de muestreo
optima. La eleccion final dependera del problema o hipotesis planteadas, de
los supuestos propuestos, la experiencia adquirida y la facilidad de uso de la
herramienta.

La problematica del muestreo se centra en parte a la eleccion de la técnica
adecuada, ademas de determinar un tamano adecuado de muestra. En el caso
de la estimacion de clases, diferentes tipos de muestreo afectaran directamen-
te los estimadores que aproximen el nimero de clases en una poblacion.

Se le hace referencia como ‘El problema de muestreo de especies’ dadas
las aplicaciones que se le han dado en el campo biolégico y ecologico para
la estimacion del nimero de especies. Se trata de un problema con amplia
historia y que recientemente ha vuelto a generar interés por su importancia
en el campo genético.

1.1.2. Labor predictiva

Como segunda parte, consideremos una extension al problema de estimar
el nimero de clases. Suponiendo que se ha obtenido un estimador confiable
del niimero de clases después de un primer muestreo, o partiendo del hecho de
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que el problema permite conocer esta informacion, surgen los cuestionamien-
tos: jexistiran atun clases desconocidas?, si es asi, jcudl es la probabilidad
de encontrar nuevas clases y el valor esperado del niimero de nuevas clases
al realizar un segundo muestreo?, y finalmente jcual es la probabilidad de
obtener una nueva clase en un tiempo determinado?.

En si estos cuestionamientos pueden ser un tanto simples y vagos en
primera instancia; para lograr mayor claridad habrd que sintetizar un poco
las ideas:

Consideremos una muestra de tamano n, digamos Xy, Xs, ..., X,; supo-
nemos que podemos exhibir K,, € 1,...,n especies distintas. Como cada
especie o clase distinta puede aparecer en mas de una ocasién, cada una
serd exhibida con frecuencia aleatoria (IVy,..., Nk, ); la frecuencia es alea-
toria dado que se obtienen de una muestra aleatoria, donde tenemos que
S KN, =ncs.

Ahora, dada la primer muestra, interesa estimar el nimero de nuevas
especies que se podran observar si se realiza un nuevo muestreo. Esto es, dado
el muestreo de tamano n y un nuevo muestreo de tamano m, obtendremos
K,(ff )= K,, — K,, especies distintas a las observadas en el primer muestreo.

Esto es lo que consideraremos finalmente como el problema de descubri-
miento de nuevas especies. Y lo que interesara conocer es:

P(K\Y = k| K, = j)
de donde podemos obtener
E(K|K, = j),

la probabilidad de descubrir k nuevas clases y el valor esperado del ntimero
de nuevas clases, respectivamente. A esto se le relaciona el problema de de-
terminar el tamano éptimo de la muestra, tanto para la muestra principal
como para la adicional, sobre todo trabajando en un marco de muestreo de
especies.

Esta es la problematica principal sobre la cual tratara este trabajo. Al
respecto existe una amplia documentacién sobre los diferentes acercamientos
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tedricos y metodoldgicos que se han llegado a implementar, de los cuales se
comentara mas adelante. En lo particular, este trabajo se centrara en el enfo-
que dado desde el punto de vista de la estadistica bayesiana no paramétrica,
teoria que ha probado tener buenos resultados en su aplicacién a problemas
reales y se basa en supuestos relativamente flexibles.

1.1.3. Dodnde se aplica

El problema de muestreo de especies tiene diversas aplicaciones al mundo
real; como ya fue mencionado, tiene importantes referencias sobre estudios
ecologicos y bioldgicos. Sin embargo también existe ingerencia en otros cam-
pos, tales como educacién, numismatica, sistemas, bases de datos (resaltando
el caso de datos duplicados), estudio de algoritmos, lingiiistica, entre otros.

JEn general qué es lo que interesa? En la mayoria de los casos a los
investigadores, independientemente del area de estudio en que trabajen, les
interesa conocer el nimero de ‘especies perdidas’ o especies desconocidas
dado un muestro basico de la poblacién de interés. Esto con la intencién de
obtener una prediccién acertada que indique si existe la necesidad de realizar
un nuevo muestreo, lo cual adquiere importancia dado el costo que supone
realizar muestras dependiendo del campo en que se trabaje.

En el caso de la lingiiistica es posible estimar el niimero total de palabras
que un autor conoce pero no empled en sus obras, y por lo tanto desconoce-
mos. Tenemos un ejemplo llamativo mencionado por Efron y Thisted (1976)
[7] vy Efron (2003) [6], en el cual los autores se fijan en la obra escrita de
William Shakepeare. Siendo un exponente emblemaético de la lengua inglesa,
resulta interesante preguntarse por el nimero de palabras (su vocabulario)
que el autor sabia pero no utilizé. Dentro del problema de muestreo de es-
pecies se cuestiona por el nimero de especies no observadas, en este caso las
especies se intercambian por las palabras.

De estudios previos, se sabe que dentro del canon de Shakespeare (la
lista de obras que se ha demostrado fueron escritas por el autor) escribié un
gran total de 884,647 palabras, las cuales podemos clasificar tal como se
muestra en el cuadro 1.1, donde x es el niimero de veces en que aparecié una
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palabra distinta, es decir, tenemos que 14,376 palabras distintas aparecieron
exactamente una vez, 4,343 aparecieron exactamente 2 veces, etc.

Asi se obtiene que el autor de obras como Hamlet, utilizé6 un total de
31,534 palabras distintas. Utilizando un modelo bayesiano empirico, Efron
encontrd que la probabilidad, bajo su modelo, de encontrar una nueva palabra
no existente dentro del canon de Shakespeare, en el supuesto de encontrar
una nueva obra, resulto ser ~ 0.016.

Cuadro 1.1: Frecuencia de las distintas palabras utilizadas por William Sha-
kespeare

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

0+ 14376 4343 2292 1463 1043 837 638 519 430 364 26305
10+ 306 259 242 223 187 181 179 130 127 128 1961
20+ 104 105 99 112 93 T 8 76 72 63 881
30+ 73 47 56 59 53 45 34 49 45 52 513
40+ 49 41 30 35 3721 41 30 28 19 331
o0+ 25 19 28 27 31 19 19 22 23 14 227
60+ 30 19 21 18 15 10 15 14 1 16 169

1
70+ 13 12 10 16 18 11 7 12 9 8 122
80+ 13 12 11 8 10 11 7 12 9 8 101
90+ 4 7 6 7 10 10 15 7 7 ) 78
100+ 846
31534

Para la ecologia, la aplicaciéon del problema resulta tener un rango de

implementacion mas amplio, puesto que la idea fundamental es encontrar
especies desconocidas por el hombre en un cierto contexto. Ejemplos existen
muchos, pues hipotéticamente podemos tomar cualquier region natural en
la cual se sospeche de una alta densidad poblacional animal y/o vegetal. El
PME puede ser aplicado con la intencién de estimar el nimero de especies
localizadas en esa region, ademés de poder predecir el niimero de especies
no observadas; esto con el fin de ahorrar trabajos extensivos de observacién,
que en este caso puede consumir demasiados recursos.

Brevemente, como ejemplo practico, podemos referirnos a la pagina electroni-
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ca de la doctora Anne Chao (http://chao.stat.nthu.edu.tw/indexE.html), in-
vestigadora de la universidad nacional de Tsing Hua, en Taiwan. En ésta, al
momento de escribir esta tesis, en el portal principal se explica un pequeno
ejemplo: se tiene el dato que en Taiwan existen 458 especies de pajaros; en
las cercanias del estuario de Ker-Yar se pudieron observar 155, pero la esti-
macién regresa un total de 180 especies en el drea, arrojando una diferencia
de especies no observadas. Mas alla de este ejemplo, en la pagina también se
encuentra documentacion interesante sobre el PME.

En el caso de la biologia y de la microbiologia, recientemente ha habido un
renovado interés en el area de la genética. En un caso especifico encontramos a
los microarreglos, herramienta utilizada en la biologia molecular que permite
observar cambios en los niveles de expresion de los genes, esto es, qué tan
activo resulta un gen en determinada célula.

Ligado a los microarreglos, tenemos otra aplicacion en la genética. En este
caso, encontramos lo que se denomina como marcador de secuencia expresada
o expresed sequence tags, EST por su acrénimo en inglés, que en resumen son
pequenas sub-secuencias de una secuencia nucleotidica transcrita (codificante
de una protefna o no), las cuales se obtienen de secuenciar librerfas ADNc!
consistente en millones de genes; siendo mas especificos, se trata de clones
consistentes en ADN que es complementario al ARNm?. Son utilizados para
descubrimiento, prediccién y mapeo de genes o determinacién de secuencias?,

entre otros.

Dado que los EST’s son pequenas partes de informacién de ADN, y de-
bido a costos, los investigadores se interesan en conocer estimadores para la
probabilidad de descubrir un nuevo gen, con el fin de ayudar en la decision
de realizar, o no, secuencias adicionales. También, en casos donde la secuen-
ciacion ya no es viable, la estimacién se utiliza para determinar el genoma.

TADN complementario
2ARN mensajero
3como lo realizado para construir el mapa del gen humano
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1.2. Poblacion de una muestra

La palabra poblacion se utiliza para denotar el agregado del cual la mues-
tra a estudiar serd obtenida. Asi mismo, la poblaciéon que serd muestreada
(poblacion muestra) deberd coincidir con la poblacién de la cual se desea
obtener informacién (poblacion objetivo). En ocasiones, por cuestiones de
practicidad o conveniencia, la poblacion muestra esta més restringida que la
poblacién objetivo. Si es el caso, debe tomarse en cuenta que las conclusiones
obtenidas seran sélo aplicables a la poblaciéon muestra. El extender estas con-
clusiones a la poblacién objetivo dependera de otras fuentes de informacién.

El estudio, desde el punto de vista estadistico, de una poblacion cualquiera
podria resultar demasiado laborioso si no hiciéramos uso de la herramienta
del muestreo, la cual permite obtener una muestra o subconjunto de casos o
individuos de la poblacion. Para que la muestra sea de utilidad, ésta tiene
que permitir interpolar o inferir la mayoria de las propiedades de la poblacion
total. En otras palabras, la muestra tiene que ser representativa, de lo cual
nunca estaremos totalmente seguros y dependera directamente de la técnica
de muestreo. Es importante verificar que la informacion a obtener es relevante
para el estudio y que ninguna informacién esta siendo omitida.

Resulta de gran importancia definir el tamano de poblacién sobre la que
se esté trabajando, acotando: existen poblaciones finitas e infinitas. Definir
este aspecto repercute directamente sobre el trabajo de investigacion, puesto
que cada una de ellas debe ser tratada de diferente manera aplicando distintos
métodos y modelos estadisticos. En algunos casos de aplicacién, el tema de
los recursos influye junto con estos aspectos.

Al hablar de poblaciones finitas e infinitas, surge una duda bésica: jcémo
es posible pensar en la existencia de poblaciones infinitas? En el caso de la
bioestadistica, la duda es razonable, por ejemplo, pensando en el estudio de
poblaciones de especies conocidas cuyo numero es delimitado. Sin embargo
existen casos en que el tamano de poblacion es inimaginable, muy grande, o
por diversas cuestiones no contable; es cuando se hace notar la necesidad de
suponer una poblacién infinita.
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1.2.1. Poblacion finita

Se describe como aquella poblacién cuyo niimero de elementos se mantiene
finito durante un tiempo particular. Su nimero es imaginable y manejable,
en otras palabras: contable.

Dentro de los estudios mas comunes aplicados sobre este tipo de pobla-
ciones se encuentran las encuestas y los cuestionarios, que mas bien hacen
referencia a estudios muestrales sobre la poblacién, y los censos, que impli-
can un estudio global de la misma. Una forma sencilla de estudio de estas
poblaciones se da cuando se hace uso de muestras con reemplazo, lo cual no
siempre sucede.

El estudio de poblaciones finitas generalmente (y es mas cierto con pobla~
ciones biolégicas) se restringe a un tiempo en particular, se describen procesos
para una determinada ventana de tiempo, lo cual quita cierta generalidad a
su interpretacion.

1.2.2. Poblacion infinita

Como ya se menciond, el estudio de una poblacién infinita surge cuan-
do se tienen poblaciones cuyo nimero de elementos es inimaginable y poco
manejable; simplificando, se trata de aquella poblacién cuya cantidad de ele-
mentos es no contable. Ejemplos los encontramos en economia, biologia e
ingenieria, entre otros.

El estudio para estas poblaciones se simplifica cuando en el muestreo
las observaciones son estocasticamente independientes y siguen una misma
distribucién tedrica.

En el caso infinito, la interpretacién de su estudio tiene un caracter mas
amplio y general, al no estar ligado directamente a un sector o elemento en

particular o a un tiempo especifico.

El campo genético es un buen ejemplo de manejo de poblaciones infini-
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tas; si bien el nimero de genes puede representar un numero finito, en la
aplicacion considerar una poblacién infinita puede facilitar ciertos calculos y

razonamientos.



Capitulo 2

Enfoques para modelar el PME

Existen diferentes modelos con los cuales es posible realizar un acerca-
miento al problema de muestreo de especies. La diversidad de los modelos
parte de dos supuestos principales: tamano de la poblacién (finita o infinita) y
los métodos de muestreo. Por otra parte, los modelos existentes se extienden
a través de variadas ramas de la estadistica: estadistica clasica o frecuentista,
el enfoque bayesiano, via procesos de Poisson (solucién més apegada a herra-
mientas probabilisticas) y solucién via distribuciones aleatorias, este ltimo
relacionado con un enfoque bayesiano no paramétrico.

2.1. Enfoque frecuentista

La documentacién de este apartado se basa ampliamente en el articu-
lo elaborado por Bunge y Fitzpatrick (1993) [2], en el cual se describen y
resumen los métodos con enfoque frecuentista méas estudiados.

Para cada escenario se describen distintos modelos y estimadores para el
valor de K (el numero de clases en que se divide la poblacién), senialando
sus respectivas fortalezas y debilidades. A continuacién se enlistaran dichos
escenarios, de los cuales parten los modelos.

15
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Poblacién finita, muestreo hipergeométrico

Este modelo fue propuesto por Goodman (1979) [14]. Supongamos que la
poblacién es finita con tamano conocido 7T'. Sea N; la variable que denotara el
nimero de unidades en la clase i-ésima, con i = 1, ..., K, tenemos entonces
que SF N, = T, y consideraremos M = max;<;<x{N;}. Si obtenemos
una muestra de n elementos de forma aleatoria sin reemplazo, entonces n
tendra una distribucion hipergeométrica multiple, con respectiva funcién de

o= (7)< 11()

Recordemos que n es el vector aleatorio de la forma [ng,...,ng]’, donde
n; es el nimero de elementos de la i-ésima clase, bajo la muestra de tamano
n (T > n).

Para este modelo, sin > M, entonces existe un unico estimador insesgado
para K; en caso contrario no es posible conseguir tal estimador. El estimador
(cuando n > M) es

T—n+j—1l(n—j)!

K =k _pyi ki
GOODMAN1 + jzl( ) T—n= D z
donde k;, j-ésimo elemento del vector observable k:[k1, ..., k,]’, es el nimero
de clases obtenidas j veces en la muestra y k = Z?:l k;.

Aunque el estimador, que al ser inico entonces también es un estimador
insesgado uniformemente de minima varianza (UMVUE), en algunos casos
su varianza es demasiado grande, de tal forma que se llega a desechar su
utilidad.

Tomando como base este estimador, Shlosser utiliz6 una aproximacion

asintética en donde T,n — oo de tal forma que 2 — ¢ € (0,1). De esta

T
forma obtuvo lo siguiente:

n n

-1
Ksurosser =k + ki (Z iq(1 — q)i_lki> Z(l —q)k;,

i=1 j=1
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de donde IA(SHLOSSER 2 k.

En este caso no se calculé el sesgo o varianza del estimador, sin embargo
en simulaciones con porcentajes de muestreo cercanos al 10% funcioné ra-
zonablemente bien. Hay que agregar que un estimador insesgado, obtenido a
partir de aproximaciones asintéticas, aparentemente mejora al UMVUE ya
mencionado, aunque, esto no se comprobé formalmente y las simulaciones de
Shlosser no fueron extensivas.

Poblacién finita, muestreo Bernoulli

Supongase ahora que los T elementos pertenecientes a la poblacion se
introducen a la muestra de forma independiente, cada uno con probabilidad
p. De esta forma, el tamano total de la muestra se puede tomar como una
variable aleatoria binomial (7', p), donde la i-ésima clase contribuird indepen-
dientemente con un nimero aleatorio de elementos a partir de una variable
aleatoria binomial (/N;, p). Esto suponiendo que las clases o especies son in-
dependientes.

En este caso la funcion de masa la podemos ver como
K
N,
,(n) = (] — T—n ? ’
it == 1 (V)

donde Zfil n; = n. Suponiendo que se conoce el valor de p, Goodman
aporto un estimador insesgado diferente para K:

. n ) 1—p\’
Kacoopmana = k + Z:(—l)ﬁrl (Tp) k;.

J=1

La utilidad de este estimador resulta no ser muy buena, presentandose
propiedades indeseables similares a Kgoopyant-

Otra propuesta, de mayor utilidad, fue dada por Esty, que considerd el
muestreo Bernoulli en el contexto de un modelo de ‘superpoblacién’, donde
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Ny, ..., Nk son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas

(v.a.i.i.d.) binomiales negativas con parametros (6, 6;) y funcién de masa
o, (N;) = T(6; + N;) x 651 (1 — 65)™ /(T(8,N;)).

Entonces nq, ..., ny son variables aleatorias binomiales negativas (61, 0/ (62 +

p — 09p)) i.i.d. Esto es un caso especial de una distribucién invariante de la

abundancia !. Bajo estas bases Esty produjo el siguiente estimador,

. n
Kpn = —

para valores conocidos de 61, donde p y 65 estan siendo implicitamente esti-
mados, y donde /i es la solucién a la ecuacién n/k = pu/(1 — (14 pu/6,)7%).
Sin embargo, a partir de simulaciones, se concluyé que K gy no es muy reco-
mendable.

Poblacién infinita, muestreo multinomial

En este caso, supongamos que obtenemos una muestra aleatoria de n
elementos a partir de una poblacién infinita particionada en K clases bajo
.. . / K
el siguiente vector de proporciones m = [my,...,mg]’, con > .-, m = 1. En
este caso, n tiene una distribucion multinomial K-dimensional, con funcién

de masa
K K
_ Ni n; _
pn(n) = . i Ty ng=n.
b UK/ i=1

Poblacion Infinita, muestra multinomial, clases del mismo tamano

Al dividir el nimero de clases, podemos asumir que éstas son del mismo
tamano, o bien, cada clase tiene una distribucién distinta. Como ya se men-
ciond anteriormente, es comin asumir la hipotesis que acepta clases de igual
tamano, que aunque no se acerca a modelos reales, es bastante manejable.

I Invariant abundance distribution
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Sea H_ :m =---=mg = K™, que representa la hipétesis ya menciona-
da. Tenemos que problemas clésicos como «el coleccionista de cupones» son
ejemplos de muestreo multinomial bajo H—. Bunge y Fitzpatrick mencionan
que es dificil dar un recuento de los modelos que estiman K de forma satis-
factoria; en este caso particular solo seran mencionados de forma resumida
los resultados méas importantes:

Estimador de Maxima Verosimilitud

En este caso se tiene que el estimador de méxima verosimilitud, para K,
denotado como K gy —, se puede obtener a partir de la soluciéon de K* dada

la ecuacién
k= K*(1—e ™K.

UMVUE

Si se conoce que n > K, enconces el estimador se denota como

Sk,nJrl
)
Sk,n

donde S; ; es el nimero de Stirling de segunda especie 2. Se ha mostrado que

KUMVUE: =

asintéticamente Kpyv= ~ Kypyvue=.
Cobertura

La cobertura, U, de una muestra es la suma aleatoria de las m;’s correspon-
dientes a las clases observadas. La cobertura se toma como la proporcién de
la poblacion representada en la muestra aleatoria, lo cual nos sirve como in-
dicador para determinar si se obtuvieron, en la muestra, todas (o casi todas)
las clases de la muestra. Entonces

K
U= E Uy ]Ini>0'
=1

2Se definen como la cantidad de maneras que existen de hacer una particién de un
conjunto de n elementos en k subconjuntos.
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Bajo H_, U = k/K; si se obtiene un estimador U, el estimador que aproxime
a K serd dado por k/U. Good y Toulmin (1956) [13], propusieron el siguiente
estimador Ugoop = (1 — k/n). Entonces, bajo H_, se obtiene:

. k
Kcoy==—+—.
GooD

Poblacion infinita, muestra multinomial, modelos paramétricos

En las aplicaciones es poco realista pensar en clases del mismo tamano;
la dificultad se muestra cuando la variacién entre tamanos es grande. Para
trabajar este problema se han propuesto un par de modelos paramétricos.

El primero asume que las 7;’s tienen una estructura funcional, depen-
diente de un ndmero reducido de pardmetros; es decir, 7, = f(i;0,K) ,
it =1,..., K, donde # es un vector parametro y f es decreciente en los va-
lores de 7. En este caso no existe un estimador concreto o que sea facil de
calcular.

En el segundo modelo paramétrico se puede aproximar el histograma de
las 7;’s por medio de una funciéon de densidad que depende de algiin parame-
tro 6. Sichel desarrollé un modelo de este estilo, utilizando la distribucion
gaussiana inversa generalizada 3. Se encontré que la expresién obtenida de-
pendia de 3 pardametros, uno de los cuales podia fijarse en casos de aplicacién,
obteniéndose la funcién de densidad de una gaussiana inversa como sigue

2
T (avPin),
92 (471' )

P(m;01,0:) = 6, \/gexp{el —
donde Pi ~ 3.1416 .
Si la distribucién de las 7;’s esta aproximadamente dada por (m; 6y, 6),

entonces K ~ (Ey(m))~! = 2(6102)"'. Dado que la probabilidad de que una
clase arbitraria puede aparecer j veces en una muestra aleatoria de tamano n

3También conocida como la distribucién Wald, es una familia de distribuciones conti-

nuas con soporte en (0,00) consistente en 2 pardmetros:
“Aw—pm)?

1/2 5
f(x) = [27r)\w3] e e H(O’OO)(]:)
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esta aproximadamente dada por una distribucién Poisson ¢-mezclada, Sichel
encontré los estimadores (01, 65), y asi obtuvo el estimador

Ksicupr = .
1V2

Hay que marcar que, dadas las pruebas realizadas sobre el estimador, el
tamano de muestra a utilizar deberia ser mayor a 1500 elementos. De las dos
opciones paramétricas, es esta ultima la que resulta mejor en aplicaciones.

Poblacion infinita, muestra multinomial, modelos no paramétricos

Los modelos no paramétricos se centran en estimar K sin ningin supuesto
acerca de 7. Dado ésto, no se ha encontrado un estimador insesgado. Sin
embargo Anne Chao (1984) [3], usando estimadores de los momentos de la
forma E(k;), obtuvo una cota inferior para estimadores no paramétricos de
K,

ki

K, =k + L.
CHAO1 + %y

Posteriormente, Chao y Lee (1992) [4] usaron la idea de la cobertura para
encontrar el estimador

22
Y

~ k n(l — '&GOOD)
Kcrao2 = = + =
UcooD UcooD

donde 7 es el estimador del coeficiente de variacién « de las 7s. Entonces el
estimador anterior es una variacion de Kgcoy— més una correccion sesgada
que depende de 7.

Poblacién infinita, muestreo Poisson

Ahora suponga que el nimero de representantes de la i-ésima clase en la
muestra son variables aleatorias independientes Poisson con media A;, i =
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1,..., K. En este caso la muestra total es una variable aleatoria Poisson con
. K .z
media A =377, Aj, con funcién de masa

A

n;
]

K
pn(n) = exp —A H
i=1

En este caso, para poder encontrar un estimador, habra que asumir que
las A;’s son en si una muestra aleatoria de alguna distribuciéon F'; entonces

E(k) = C(1 — po(F)), donde po(F) es la probabilidad de que una variable

~

aleatoria Poisson F-mezclada sea igual a cero. Asi, dado un estimador po(F'),

el estimador de K es
R k
Kporsson = —————.

1 — po(F)

Bajo un acercamiento empirico bayesiano no paramétrico, Efron y Thisted
(1976) [7] presentaron ideas para aproximar un estimador de K. Sea Kpo(F')
el valor esperado del nimero de clases no observadas; se propusieron formas
para obtener un valor K* y una distribucién F* tal que minimicen Kpo(F).
Esto resulta en un una cota inferior estimada para K:

KET = kagj + K po(F7),

donde kqq; es una versién ajustada de k. Se amplia la idea de este modelo
mas adelante.

Poblacién infinita, muestreo Bernoulli miltiple

Teniendo una poblacién infinita (bajo el mismo supuesto de estar parti-
cionada en K clases), supéngase que es observada en n ocasiones (o bien,
por n observadores), en cada ocasién cada una de las clases es observada (o
no). Dado ésto, la muestra puede ser representada por una matriz [z;;] de
dimension K x n, donde la entrada z;; = 1 si la i-ésima clase es observada
por j-ésima ocasion, i = 1,..., Ky j =1,...,n. Sélo filas con al menos un
1 son observadas, de hecho, k; = ntimero de filas con exactamente [ 1’s.
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Sea un modelo en el que se consideran a las entradas x;; todas indepen-
dientes, con P(x;; = 1) = m y j = 1,...,n. Entonces la contribucién de

cada clase a la muestra, n; = 7| 7, es una variable aleatoria binomial

con parametros (n, m;) y funcién de masa

donde las 7}s las tomamos como una muestra aleatoria de alguna distribucién
F. Con estos supuestos se obtiene el estimador jackknife * K go., por ejemplo

parac=1
. n—1

2.2. Enfoque bayesiano

2.2.1. Modelo de Hill

Existen propuestas bayesianas desde el punto de vista paramétrico. Pri-
mero consideramos el modelo propuesto por Bruce M. Hill de la universidad
del Michigan y que es resumido por Bunge y Fitzpatrick (1993) [2].

Témese la siguiente funcién de distribucién inicial:

(K, Ny, Ni) s [J(K Nu, . Ng) =

II .. NelK, D) [](K,T) = ([7;:11)_ [[x 1),

N1,....Ng|K,T K,T KT

donde [[x (K, T) es una distribucién arbitraria en T x T. Esta expresién
inicial o a priori no da mucha informacién sobre si cada particién dividida
en C clases es igualmente probable.

4La técnica de jackknife, basicamente hace referencia a una técnica de remuestreo.
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Basandose en una poblacion finita a partir de un muestreo multinomial
y el modelo anterior, hay que fijar 7'y tomar a

[, 1) =]]K)
K,T K
como una distribucién binomial negativa truncada, tal que
K )
g( ) X ( K > 2

con K =1,...,T; 6, € (0,00),6, € (0,1]. Con estos supuestos, es posible
obtener una funcién a posteriori para el caso de poblaciones infinitas; esto
mientras 7" — oo.

Se puede extender este modelo, tomando como distribucion inicial
[[(5,7) = D K. 65),
K,

donde D(7; K, 03) es la densidad simétrica Dirichlet K-dimensional, con pardme-
tros 03 € (0,00) y [[x(K) es una funcién a priori en T. De lo anterior se
deriva la siguiente funcién a posteriori pxk (K'k) = prp(K k). En particular,

si [[(K) es la distribucién binomial negativa truncada, entonces

prei(K k) = pry(Kk) o< 05 <K +I9(1 ) 1) ([2>/<63K . 1)'

n

Se considerd a la moda de pg (K |k) como el estimador de K.

2.2.2. El modelo de Efron y Thisted

Es importante mencionar el trabajo de Efron y Thisted (1976) [7] dada su
relevancia histérica. El articulo Estimating the Number of Unseen Species:
How Many Words Did Shakespeare Know? es uno de los primeros estudios
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en tratar el problema de muestreo de las especies, por medio de un ejemplo
practico, a la vez de resultar interesante.

En el apartado 1.1.3 de esta tesis Donde se aplica, se hablé un poco sobre
el problema, que basicamente se puede resumir de la siguiente forma: de las
palabras que Shakepeare conocia como escritor, ;cudntas palabras utilizé en
sus obras? y ;jcuantas mas pudo haber utilizado de haber escrito una nueva
obra? Este también corresponde un primer acercamiento para resolver el
problema de estimar el descubrimiento de una nueva especie dentro del PME.

De las obras de Shakespeare, se conoce que utilizo un total de 884,647
palabras; definamos a n, como el nimero de diferentes tipos de palabras que
aparecen exactamente x veces (vease la tabla 1.1), con (x = 1,2,...). En-
tonces tendremos un total de Y >°  n, = 31,534 diferentes tipos de palabras
dentro del trabajo conocido de Shakespeare (o canon).

Ahora supongamos que se descubre una cantidad considerable de traba-
jos desconocidos del autor; poniéndolo en nimeros supongase un total de
884,647 = t palabras, donde t se entiende como una unidad de tiempo. En-
tonces jcuantos tipos diferentes de palabras Shakespeare conocia ademas de
las 31,5347 En este caso las especies no descubiertas son las palabras que
Shakespeare sabia pero no utilizo. La primer cuestion es facil de determinar
revisando sus escritos, la segunda constituye el problema a resolver.

Utilizando un acercamiento bayesiano a partir de las ideas de Fisher
(1943) [11], que provee una idea paramétrica, y el modelo no paramétrico
de Good y Toulmin (1956) [13], se da un acercamiento a la solucién del pro-

blema. A continuacion se resumen las ideas y herramientas utilizadas por
Efron y Thisted.

Modelo Basico

Partiendo de un modelo basico, supongamos que existen K especies y que
después de realizar una captura (en otras palabras un muestreo), de tamano
n en una unidad de tiempo, entonces habremos capturado n; individuos de
la especie 7, con ¢ = 1,..., K. Como en modelos anteriores, s6lo habremos
observado aquellos valores n; mayores que cero. En este caso, asumimos que
los individuos fueron capturados de acuerdo a una distribucion Poisson con
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media A;, es decir, se propone que el uso de procesos Poisson para la descrip-
cion de la captura. Los individuos aparecen en la muestra de acuerdo a un
proceso Poisson no homogeneo.

Para el modelo habria que suponer el periodo de muestreo o captura desde
el tiempo -1 hasta el tiempo 0. La idea es extrapolar las cuentas de [—1, 0]
a un tiempo t en el futuro. Sea n;(t) el nimero de veces que la especie ¢
aparece en el periodo completo [—1,¢]. El asumir un proceso Poisson implica
lo siguiente:

(i) que n;(t) tiene una distribucién Poisson con media \;,

(ii) dado n;(t), n es condicionalmente binomial con pardmetros
(ni(t), )-

Sea G(\) la funcién de distribucién empirica de los nimeros Ay, ..., Ax.
Ademds, sea k;, j = 1,...,n, el nimero de especies observadas exactamente
j veces en [—1,0], donde

w=El) =K [ (W /)60, 2.1)

y sea A(t) el nimero esperado de especies observadas en (0, ¢] pero no en
[_LO]:

Alt) = K/OO e M1 — e M) dG(N). (2.2)

Lo que se desea estimar es A(t) = K, el numero esperado de especies a
obtener en las préximas ¢t unidades de tiempo. No sobra remarcar que esta
ultima meta es intrinseca a la descripcién que se dio sobre el problema de
muestreo de las especies.

Si se substituye la expansion

A2t2 N33
_)\t f— —_— — — — e e e
1—e =\t 5 + 3l
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en (2.2) y lo comparamos con (2.1), obtenemos que

A(t) = mt — mot® +mst® — ... (2.3)

Si se asume convergencia en el lado derecho de la expresién anterior, es
posible obtener el siguiente estimador insesgado de A(t)

A(t) = byt — kot® + kst® — ...

En el caso préactico de Shakespare, si t = 1 el estimador es A(l) = 11430.

Sin embargo la expresién (2.3) no es funcional para valores de ¢ mayores
a uno. El crecimiento geométrico de t* produce oscilaciones considerables al
aumentar el nimero de términos.

Modelo Binomial Negativo

De Fisher se toma el siguiente modelo. Al modelo bésico se le agregan las
siguientes suposiciones:

1. La funcién de distribucién G(\) se aproxima por una distribucién
Gamma con funcion de densidad:

gas(N) = {B°T (@)} TA e P, (2.4)

2. Los pardametros Ay, ..., Ak son independientes e idénticamente dis-
tribuidos con densidad g,z(\)

Entonces de (2.1) se obtiene que

L'(j+ ) -1
C= e L AL 2.5
para~y’/ = 3/(1+/3). Esta expresion es proporcional a la distribucién binomial
negativa con parametros « y 7, escrita de tal forma para el problema de las
especies, en cuyo caso j = 0 no se considera.
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Es entonces que podemos escribir a la expresion (2.2) de la forma

[0 e M1 — e M)dG(N)

0

[ AedG(N)

A) = (2.6)

Si en la expresién anterior se sustituye dG(\) por la densidad definida en
(2.4), obtendremos A, (t) = —m{(1 +~t)"* —1}/(y«), a menos que o = 0,
en cuyo caso se tiene que Ay, (t) = (m1/7)log(1 + 7).

Sia > 0, Ay, (t) se acerca a su valor limite 7, /a mientras ¢ se aproxima a
infinito. El caso a < 0 se tiene que A, () crece sin alguna cota mientras ¢ se
incrementa. Las oscilaciones infinitas de g,(\) cerca de A = 0 producen un
numero no acotado de nuevas especies mientras se examinan periodos cada
vez mas largos.

La idea de Fisher, de aplicar una distribucion binomial negativa, da un
mejor acercamiento al estimador A(t), sobre todo por el hecho de que G(t)
no estd indeterminada.

Nos quedamos con estos modelos, remarcando que Efron y Thisted se
extienden aplicando la transformacién de Euler para mejorar a A(t) y evitar
las oscilaciones que se obtienen en algunos puntos.

2.3. Solucién via procesos de Poisson

Dando pie ahora al problema de descubrir una nueva clase o una nueva
especie, Mao (2004) [23] estudia un estimador basado en la cobertura de mues-
treo, de lo cual ya se tuvo mencién previa en la seccién 2.1 y es adjudicado
al trabajo de Good y Toulmin.

Considérese nuestra ya conocida poblacién compuesta por K, clases dis-
juntas. Se obtuvo previamente una primer muestra o muestra basica de ta-
mano n = s, la cual es ampliada a una muestra de tamano m = (1 +t)s con
t > 0. La muestra basica corresponde al caso particular en que ¢t = 0. Sea 7;
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la proporcién que ocupa la i-ésima clase en el muestreo, donde Zfi"l m = 1.
Finalmente, considérese N;(t) como el nimero de individuos en la i-ésima
clase dentro de la muestra ampliada. Condicionando a la muestra de tamano
m, la probabilidad de descubrir una nueva clase es

K,
Ut) =Y mill,m=o-
=1

Nétese que 1 — U(t) representa el total de proporciones de las clases
yva identificadas en la muestra ampliada; en este caso a esto le llamamos
cobertura. El problema que se presenta ahora es el de predecir o estimar
U(t) a partir de ideas de procesos de Poisson.

Si tomamos N; = N;(0), y k; es el nimero de clases que tienen [ individuos
en la muestra basica, con [ =1,...,n, donde

Kn
k= Z]I{Ni(t):l}a
=1

este caso se acerca a la idea de cobertura explicada anteriormente.

Las cantidades ko y K, serdn tratadas como cantidades desconocidas.
Estaremos entonces interesados en predecir la probabilidad condicional U (t)
basada en la observacién de k, para x > 1. Un estimador propuesto por
Good y Toulmin es el siguiente:

Ut)=s") (—t)" 'ak,,

r=1

que Mao (2004) [23] muestra puede ser visto como un estimador empirico
bayesiano no paramétrico del valor esperado de la probabilidad de descubrir
una nueva clase, en un modelo multinomial.

Mao (2004), y Mao y Lindsay (2002) [24], dieron un acercamiento sobre el
problema de cobertura por medio de modelos de Poisson. En forma resumida,
el nimero de individuos de cada clase se toma como un proceso Poisson con
intensidad dada segin la clase especifica. En otras palabras, cada X;(t) se
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asume como un proceso Poisson homogéneo con intensidad A; y esperanza
(1 + ¢)A;. La muestra béasica y la ampliada consisten de individuos identi-
ficados en los intervalos de tiempo (0,1] y (0,1 + ¢] respectivamente. Como
resultado de la reinterpretacion del problema tenemos que:

c
j=1
con i = 1,2,...K,. Mientras que la representacién de U(t) queda como:

C
_ 2im Ailxp-o
Kn A,

i=1

U(t)

Se dice que A; surge como una variable aleatoria de una distribucion F. El
analisis del problema de descubrir una nueva clase es no paramétrico, en el
sentido de que la distribucion F' puede ser cualquier distribucion discreta en
el intervalo (0, 00) con un nimero finito de puntos de soporte.

Mao (2004) menciona que la nueva estructura de U(t) permite que el
estudio del problema sea un tanto mas sencillo. A partir de la introduc-
cién de modelos Poisson, se proponen nuevos estimadores de U(t), basados
en: inferencia sobre modelos multinomiales, modelos bayesianos empiricos y
distribuciones empiricas, aproximacién de momentos, aproximacion de vero-
similitud. Cada nuevo estimador tiene su complicacién y su explicacion es
extensa, por lo que no se describiran a continuacion. Estos han sido descritos
por Mao (2004) [23].

2.4. Solucion via distribuciones aleatorias

La soluciéon al problema de muestreo de las especies via distribuciones
aleatorias se liga a la teoria de estadistica bayesiana no paramétrica. Tal
como se describe en Lijoi, Mena y Priinster (2007) [19]. Este apartado dis-
cute otro enfoque para encontrar una solucién especifica del PME sobre el
descubrimiento de nuevas especies, descrito en el articulo mencionado. A di-
ferencia de los modelos anteriores, éste trata la idea desde un punto de vista
predictivo.
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No sélo se trata de encontrar un estimador, el modelo involucra evaluar
la probabilidad de descubrir un nimero desconocido de nuevas especies en
una nueva muestra de una poblacién, condicional al niimero de especies re-
gistradas en una muestra inicial o basica.

Consideremos una poblacién de individuos que pueden ser agrupados en
K = N diferentes clases o especies. Retomando la idea de cobertura de mues-
treo, denotaremos a las proporciones desconocidas de individuos de la i-ésima
especie como 7;. Ahora supongamos que se obtiene una muestra de tamano n,
y el nimero de especies identificadas determinado por j =1, ..., N. Mientras
que N; representa el nimero de individuos de la poblacién contenidos en la
1-ésima clase. Como ya se menciond, el interés elemental se centra en realizar
una inferencia sobre el nimero de especies no observadas o no descubiertas,

es decir
1-Un)= Y _ m,

que resulta ser la proporcién de especies o clases no observadas y donde U(n)
es la cobertura de muestreo.

El acercamiento a través de distribuciones aleatorias comienza al hacer
a las probabilidades 7; elementos aleatorios. Enseguida suponemos que las
observaciones realizadas a la poblacién, y que denotaremos como { X, },>1,
son independientes e idénticamente distribuidas dada una medida aleatoria
P =" m0x,. La distribucién correspondiente a P representa a una distribu-
cién inicial utilizada en inferencia bayesiana no paramétrica. En aplicaciones,
sobre todo en ciencias gendmicas, si el nimero de clases es considerablemente
grande, resulta apropiado suponer el tamano de N infinito.

En este caso es necesaria una distribucion inicial no paramétrica. Un ejem-
plo bien conocido de distribucién inicial es el llamado proceso de Dirichlet.

2.4.1. Distribuciones iniciales tipo Gibbs

La siguiente construccién es un tratamiento no paramétrico que considera
a una clase de distribuciones iniciales o a priori que inducen una particion
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aleatoria, para observaciones tipo Gibbs. La conexién entre modelos de par-
ticiones aleatorias y estadistica bayesiana no paramétrica se revisara en el
siguiente capitulo.

Sea {X,}n,>1 una sucesiéon de observaciones intercambiables, cada una
tomando valores en algin espacio X. Suponemos que existe una medida alea-
toria, ]5, cuya distribucién se puede entender como una distribucién inicial
no paramétrica tal que

]P(Xl € Ala"-axn € An’ﬁ> = HP(A1)7
i=1

para cualquier n > 1y cualquier subconjunto Ay, ..., A, de X. Asumimos que
P es discreta con probabilidad uno y E[P(-)] = Py(-), donde Py es no atémico,
es decir Py(xz) = 0 para todo z € X. El nimero de distintas observaciones,
representada por K,,, es un entero menor o igual a n, que identifica las K,

distintas especies registradas.

Cuando se observan K, = k diferentes especies se etiquetan como X7, ..., X}
y IN; representa el nimero de individuos que pertenecen a la j-ésima especie.
Las distribuciones iniciales que seran consideradas inducen una distribucién
conjunta de K, y del vector (Ny, ..., Ng,) de la forma

P[Kn:kﬂNj:njvj:17"'ak]:Vn,k (1_0-)7%‘*1’ <27)

k
=1

J

para alguna o € (0, 1), y para algin conjunto de pesos no negativos
Vorpin>1,1<k<mn,
que satisfacen la ecuacién
Vn,k = (7’L - kU)Vn+1,k + Vn+1,k+1~
Esta distribucién es invariante bajo permutaciones de (nq,...,n;). La

probabilidad anterior genera particiones aleatorias intercambiables identifi-
cadas como tipo Gibbs, ademas de permitir obtener la siguiente distribucién
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predictiva para las observaciones de la muestra:

k
= Vatikn Vit1k
P(Xnt1 € AlXa, ..., Xp) = WPO(A)+W ;(”j—0)5x;(14)7 (2.8)
dado que (X1,..., X,,) es una muestra de tamano n con K,, = k observaciones
diferentes (X7,..., X)) y con respectivas frecuencias ny, ..., ng.

Es importante resaltar que el esquema de muestreo es tal que la probabi-
lidad de muestrear una nueva especie depende solamente de n y de k, dado
que una nueva especie va a ser observada. Ademads, cada particién tipo Gibbs
determina de forma unica una distribucién inicial discreta no paramétrica.
Algunas distribuciones iniciales que caen en esta clase y vale la pena men-
cionar son el proceso de Dirichlet, el proceso Poisson-Dirichlet y el proceso
gaussiano inverso normalizado.

2.4.2. Estimando la probabilidad de descubrir una nue-
va especie

Consideremos una poblacién compuesta idealmente por un nimero in-
finito de especies y una muestra aleatoria X1i,..., X, de tamano n, que se
tomarda como la muestra basica, donde tendremos que la muestra contiene
J < n valores distintos X7,..., X7 que identificaran a cada especie distinta.
La distribucién del nimero de especies K, presentes en la muestra, bajo la
idea de que las X;’s son generadas por una distribucién inicial tipo Gibbs, es

P(K, = k) = V"”“cm, k; o)

o

donde C(n, k;o) es un coeficiente factorial generalizado®. Esta se puede in-
terpretar como la distribucién inicial del niimero de especies en la muestra a
ser observada.

Como siguiente paso, se obtendra una muestra adicional de m individuos,
asi obtendremos la «muestra ampliada» de tamano n + m. Una vez que se

5Més adelante se dara una explicacién sobre el coeficiente factorial generalizado
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conoce el nimero de especies observada en la muestra basica y la frecuencia
con la que cada especie ha sido observada, interesara conocer:

1. La probabilidad de observar nuevas especies en la muestra ampliada
Xn-l—la s 7Xn+m-

2. La probabilidad de observar una nueva especie en la extracciéon nimero
n + m + 1, sin haber observado los elementos anteriores de la muestra
Xn—i—la s 7Xn+m~

Denotamos como Xj(»l’”) = (X1, ..., X,,), una muestra bésica de tamano n
que contiene j distintas especies, con j = 1,...,n. Similarmente tendremos
que X®" = (X, 11, ..., Xnim) s la segunda muestra de tamafio m, la cual
se considera como no observada. Por ultimo, tomamos la diferencia K =
K,, — K,, como el niimero de nuevas especies en X>™ entonces denotamos
por X,S,Q’") a la muestra de tamano m con KT(,?) = k.

Por lo tanto, podemos reinterpretar el punto 1 como encontrar la proba-
bilidad IF’(Ky(,?) = /<:|X](1’")) que se puede reescribir como IF’(K,(JJ) =k|K, =7),
para cualquier £ = 0,1,...,m y para cualquier j = 1,...,n, lo cual se puede
entender como la distribucién posterior del niimero de especies a ser observa-
das en una muestra de tamano m. Lo anterior arroja la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1 Sea {X,,},>1 una sucesion de observaciones intercambia-
bles bajo una distribucion inicial tipo Gibbs. Entonces, para toda k € 0,1,...,m,

Viamoizr 1 L
P(K™ = k|K, = j) = —J{/ ”*k—k (m,k;0,—n+jo)jel,....n. (2.9)
n,J 9

De la funcion anterior se puede inferir que K, resulta «suficiente» para
predecir el nimero de distintas nuevas observaciones. Aqui C(m, k; o, —n +
jo) es el coeficiente factorial generalizado no centralizado, del cual se puede
encontrar una explicacion en el apéndice de esta tesis.
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Pasando ahora al punto 2, lo que se desea obtener es un estimador baye-
siano para la probabilidad de descubrir una nueva especie en la extraccién
nimero (n + m + 1), dada la muestra bésica X](l’"). Si suponemos que ya
han sido observadas las dos muestras obtenidas, la probabilidad de descu-
brimiento estard dada por P(K?+W|X;1’n),X ,52’")). Pero recordemos que el
problema implica el no haber observado los elementos de la segunda mues-
tra X (2™ asi que, tomando el hecho de que el nimero de distintas especies
K™ es suficiente, la probabilidad de descubrimiento se puede reescribir co-
mo P(K{" K, = j, Kr(,ff)). Sin embargo, el haber omitido la observacion de
X ,5,2’n) obliga a obtener un estimador para

Dy = P(E{H" | K, = j, KLY).

Decimos que esta expresion regresenta una «probabilidad aleatoria» la cual
obtiene su aleatoriedad de K,(ff :

El estimador representa una version bayesiana no paramétrica del esti-
mador de Good y Toulmin, es decir, se trata de un estimador para

Uln+m)=>_ pilo(Ninim),
i>1
la cobertura de muestreo para una muestra consistente en n + m observacio-
nes. Asi tenemos una nueva proposicion:

Proposicion 2.2 Sea una sucesion de variables aleatorias intercambiables
bajo una distribucion inicial tipo Gibbs. Entonces el estimador bayesiano,
bajo una funcion de pérdida ajustada, de la probabilidad de observar una
nueva especie en la extraccion nimero (n+m+ 1), condicional a la muestra
basica X](l’n) con j distintas especies, estd dado por

m

A(n.d Vn m+1,7+k+1 1 -
P =3 %Ec(m’ kio,—n + jo). (2.10)
k=0 "

Los estimadores, obtenidos via distribuciones aleatorias, tienen la ven-
taja de que las expresiones (2.1) y (2.2) pueden ser calculadas de forma
exacta con pocos esfuerzos computacionales, obteniendo una expresion ce-
rrada de los pesos V,,;’s. Distribuciones iniciales tipo Gibbs que permiten
tener casos favorables para los pesos V,, ’s son los procesos de Dirichlet y
Poisson-Dirichlet.






Capitulo 3

Enfoque bayesiano no
paramétrico

A partir de este capitulo trabajaremos con variables aleatorias X, Xs, ...
en un espacio de probabilidad (2, F,P), con Q el espacio muestral, F una
o-algebra y P una medida de probabilidad.

La inferencia bayesiana no paramétrica es un area relativamente joven que
ha adquirido importancia en los tultimos anos. Esto se debe, en gran parte,
a la flexibilidad que muestra en el modelado estadistico, comparado con la
alternativa paramética; ademés del surgimiento de técnicas de simulacién
eficientes que le dan a los modelos no paramétricos fortaleza en problemas
aplicados. Por mencionar algunas de las técnicas tenemos la simulacién Monte
Carlo via Cadenas de Markov (MCMC, por sus siglas en inglés), que ha tenido
un desarrollo importante en los ultimos afnos.

Este capitulo se centra en mostrar la aportacion de la estadistica baye-

siana no paramétrica al PME, via los procesos Dirichlet y Poisson-Dirichlet,
el primero considerado parteaguas en esta area de la estadistica.

37
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3.1. Teorema de Bruno de Finetti

A continuacién se da un resumen al teorema de Bruno de Finetti, el cual
es ampliamente utilizado en la teoria bayesiana y cuyo nombre lo obtiene
de Bruno de Finetti, probabilista italiano. Una revision mas detallada sobre

la teoria que envuelve las siguientes ideas pude encontrarse por ejemplo en
Aldous (1985) [1] y en Fristedt et al. (1996) [12].

3.1.1. Concepto de intercambiabilidad

Una sucesién finita de variables aleatorias (Xi, ..., X,) se denomina in-
tercambiable si
D
(X17 cee 7Xn) = (Xﬂ'(l)7 cee 7X7r(n))7
i.e., sus distribuciones finito-dimensionales son iguales en distribucion, para
toda permutacién 7 del conjunto {1,...,n}.

Por otro lado, si tenemos una sucesién infinita (X7, Xs,...), se le deno-
mina intercambiable si

(X1, Xa, ) 2 (Xar), Xeay, - )

esto, para toda permutacién m de {1,...,n}, n > 1; en otras palabras, toda
permutacién para la cual #{i: w(i) # i} < 0.

Un ejemplo bésico de intercambiabilidad puede observarse en ejercicios
de muestreo. Supongase el siguiente experimento: se tiene una urna que
contiene n bolas marcadas como (x1,...,x,). Los resultados obtenidos de
(X1, X5, ...), una sucesién infinita de extracciones con reemplazo, representa
una sucesion infinita intercambiable; mientras que los resultados provenien-
tes de (X1,...,X,), sucesion consistente en n extracciones sin reemplazo,
forman una sucesion finita intercambiable (o n-intercambiable).

Generalizando, en el primer caso, {X;};>; representa una sucesién de va-
riables aleatorias independientes idénticamente distribuidas (i.i.d) uniformes
en rq,...,x,; de donde vemos que cualquier sucesion i.i.d. es intercambiable.
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En el segundo caso podemos escribir

(X17 s aXn) = (':Eﬂ'*(l)a cee ’xﬂ*(’n))7

donde 7* denota la permutacion aleatoria uniforme en {1,...,n}, es decir,

P(7* = 7) = & para cada 7. De forma mas general, sean (Y7,...,Y;) varia-
n:

bles aleatorias arbitrarias y tomemos 7* independiente de {Y;};>;. Entonces

<X17 s 7XTL) = (Yﬂ'*(l)> S an*(n))

define una sucesién n-intercambiable. Esto no es posible trasladar al caso
infinito, dado que no podemos obtener una permutacién uniforme de un
conjunto infinito contable.

Finalmente, hay que resaltar el siguiente resultado: si (X1, X,,,...) es una
sucesion de variables aleatorias i.i.d., entonces éstas son intercambiables. El
reciproco no es necesariamente cierto.

3.1.2. Mezclas de sucesiones 1i.i.d.

El teorema de Bruno de Finetti descrito con palabras béasicamente se
leeria asi: «una sucesion infinita intercambiable es una mezcla de variables
aleatorias i.i.d.», lo cual representa el camino inverso a la idea de intercam-
biabilidad. Este es un primer acercamiento al teorema, pero habria que for-
malizar esta idea bajo una estructura matematica, sobre todo cuando la idea
de ‘mezcla de variables aleatorias i.i.d.” no es del todo clara y la obtenciéon
de dichas mezclas es clave para el teorema.

Sea una sucesién infinita de variables aleatorias X () = {X,,},>1, defini-
da en algun espacio de probabilidad (€2, F,PP), donde cada X; toma valores
en un espacio polaco! medible X con su respectiva o-algebra de Borel X.
Consideremos a Px como el espacio de todas las medidas de probabilidad en
(X, X) y supongamos a P una distribucién de probabilidad.

Entonces podemos describir a la sucesion { X, },>; de la siguiente forma:

IEspacio topoldgico metrizable que es completo y separable; es decir, un espacio ho-
meomorfico a un espacio métrico completo.
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(i) Tomemos P de forma aleatoria de Px;

(ii) entonces { X, },>1 serd una serie i.i.d. con distribucién Q.

Visto de una forma mas general, considérese a X nuestro espacio polaco
y a Px; sea Q una distribucién sobre Px, entonces podemos reinterpretar (i)
como

(i’) Escogemos a P aleatoriamente de la distribucién de probabilidad

Q.

Lo anterior representa también una idea bayesiana, en la que se define
una sucesion {X; };>1 como i.i.d. con respecto a P con una distribucion inicial
o a priori (). Formalizando esta idea, podemos escribir

P(X®™) e A) = / [[Pa)Qap); (3.1)
Px =1

con A = Ay x -+ x A, xX*® vy A, € X para cualquier i1 = 1,...,n, y

X® =X xXx---. Esta expresion se trata de la distribucion de una sucesion

como una mezcla de variables aleatorias i.i.d. donde X () := {X;}%° = X, con

valores en X.

En realidad, la idea anterior se trata de un caso especial de la siguiente
idea més general que vale la pena mencionar: dada una familia {u, : v €
I'} de distribuciones en un espacio S, llamaremos a una distribucién v una
mezcla de las p., si

v() = / 1,()0(d),

para alguna distribucion © en I'.

3.1.3. Medidas aleatorias de probabilidad

Para definir cabalmente nuestra serie de variables aleatorias { X, },>1 co-
mo una mezcla i.i.d., necesitamos conocer lo que son las medidas aleatorias.
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Definicién Una medida de probabilidad aleatoria es simplemente una va-
riable aleatoria Px-valuada.

De forma maés precisa, consideremos un campo P en P; el campo natural
seria el generado por el mapeo

0 — 0(A),

medible en A C R. En otras palabras, una medida aleatoria es una distribu-
cion de probabilidad definida en el espacio de funciones de distribucién.

De forma equivalente podemos decir que una medida aleatoria es una
funcién P(w, A), w € Q, A C X tal que

(i) P(w,-) es una medida de probabilidad V w € (2.

(ii) P(-, A) es una variable aleatoria V A C R.

Considérese P, y Py, con Pi(-, A) = Py(-, A) casi seguramente (c.s.) para
cada A C X i.e. son iguales casi seguramente como variables aleatorias en

Px.

Antes de enunciar el Teorema de de Finetti, habria que mencionar algunas
proposiciones y condiciones que se deben cumplir {X,,},,>1.

Definicién Sea P una medida aleatoria y sea X*° = {X,,},,>1 una sucesién
de variables aleatorias. Decimos que X *° es una mezcla de variables aleatorias
i.i.d.’s moduladas por P si

P(X; € A, 1< i <n|P) =[] P(w, 4):

1>1

para todo Aq,..., A, yn > 1. Esto basicamente dice que la distribucién de
X es de la forma (3.1), donde @ es la distribucién de P.

Lo anterior se puede reinterpretar dadas las condiciones siguientes:
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Lema 3.1 Sea G = o(P), una o-dlgebra. Entonces X*° es una mezcla de
variables aleatorias i.i.d.’s moduladas por P si y solo si

(1) Las variables aleatorias { X, }n>1 son condicionalmente independien-

tes dada G, esto es P(X; € A;; 1 <i <nlG) = [[;5, P(Xi € Ai]G).

(11) La distribucion condicional de X; dada G es P; es decir, P(X; €

Proposicién 3.2 Sea X sea una sucesion de variables aleatorias infinita
intercambiable tomando valores en el espacio (X, X). Entonces

1 n
P=1lim P, = lim — dx. C.S.
Ji B = Jim 5D 0x
La distribucion de P la conoceremos como la medida de de Finetti de X,
donde P es la medida empirica limite de X.

En este caso, notemos que P, converge débilmente a P c.s., es decir,
P[P, — P| =1, con P la medida empirica de X.

Las condiciones anteriores aclaran un poco el panorama sobre la idea final
que sera el teorema que se enuncia a continuacion.

3.1.4. Teorema de representacién

Teorema 3.3 Teorema de representacion 1.

Sea Px el espacio de todas las medidas de probabilidad en el espacio X. La
distribucion de una sucesion infinita de variables aleatorias intercambiables
X, estd determinada de forma unica por su medida de de Finetti dado lo
siguiente:

(i) La sucesion X es condicionalmente i.i.d. dada la distribucion de
la medida empirica limite P, y
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(i1) la distribucion condicional de cada término de la sucesion es la
distribucion de P.

La familia de las medidas de de Finetti consisten en todas las medidas de
probabilidad en Px.

El teorema de Bruno de Finetti, otro nombre para el teorema de repre-
sentacion, tiene otra reinterpretacién que permite entenderlo desde este otro
enfoque:

Teorema 3.4 Teorema de representacion 2.

La sucesion infinita de variables aleatorias X () es intercambiable si y sdlo si
existe una medida de probabilidad () sobre el espacio Px de todas las medidas
de probabilidad en X tal que , para cualquiern >1y A= A; x...x A, x X,

entonces
n

P e 4= [ ] Padaur)

Px =1
donde A; € X para todo i € N.

. . . , . C.8
Entonces, si X(®) es intercambiable, Q es tnica y P, <3 P. En otras
palabras, dada P ~ @ las variables aleatorias X; son i.i.d. y cada X; pueden
pensarse como «réplicas o repeticiones del mismo fenémeno».

Esto nos remite directamente a la expresion (3.1) que ya nos habia dado
una idea clara del teorema. Es importante ver que la probabilidad @) es la
medida de de Finetti de la sucesién de variables aleatorias X (*) = {X,},,>1,
y como ya se menciond, puede interpretarse como la distribucién inicial en
inferencia bayesiana. Cuando el soporte de () es infinito dimensional entonces
nos encontramos en un problema inferencial no paramétrico.

Existen varias familias de distribuciones iniciales @), algunas de ellas bas-
tante conocidas en aplicaciones de la estadistica bayesiana no paramétrica.
En especifico, existen clases que generalizan el proceso Dirichlet y Poisson-
Dirichlet de los cuales se hablara mas adelante.
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Una forma de reinterpretar el supuesto de intercambiabilidad sobre una
sucesién de variables aleatorias {X,,},>1 en términos de independencia con-
dicional, se puede ver por medio del siguiente modelo:

X;|P R p

P~Q (3.2)

En donde pr =ITi., P representa la distribucién condicional de { X, },>1
dado P. Entonces P es alguna medida de probabilidad aleatoria en (2, F,P),
tomando valores en Pk.

Existen varios métodos para construir las medidas de probabilidad @), en-
tre los que nombramos: transformaciones de procesos estocasticos conocidos,
representacion directa infinito dimensional; un método importante y en el
que detallaremos mas adelante, es via distribuciones predictivas obtenidas a
partir de particiones intercambiables.

3.2. Proceso Poisson-Dirichlet

En el teorema de Bruno de Finetti, se sientan bases para poder enten-
der el concepto de medidas aleatorias, que representan el preambulo para
adentrarnos en dos procesos importantes que se utilizan para la solucién del
problema de muestreo de especies (PME), el proceso Dirichlet y el Poisson-
Dirichlet. A continuacién se da un introduccién a los procesos, revisando
ideas presentadas por Ishwaran y James (2001) [16]; Navarrete, Quintana y
Miiller (2008) [22], y, Lijoi y Priinster (2009) [21].

El hecho de que gran mayoria de la literatura que refiere al proceso
Poisson-Dirichlet haya aparecido fuera del &mbito estadistico, resulto en que
ciertas propiedades que el proceso poseia y que lo hacian potencialmente 1til
como una distribucién inicial dentro de la estadistica bayesiana no paramétri-
ca, fueran desapercibidas.
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Junto con el proceso Dirichlet, al proceso Poisson-Dirichlet se le reconoce
como un modelo de muestreo de especies (MMS) (species sampling models

o SSMs).

Distribucion Dirichlet

La distribucién Dirichlet se trata de la versién multivariada de la dis-
tribucion Beta. Consideremos la distribucién de orden K > 2, sean X =
(X1,...,Xk) ~ Dir(aq,...,ak), con ay,...,ax > 0, entonces su funcién
de densidad se ve como

K
1 .
flz, . 215010, ..., ag) = WH;E? , para toda x1,...,Trx_1 > 0,
i=1

que satisface 1 + ... + g1 < 1, donde xx es una abreviacion de 1 — z; —
... — ZTx_1. La densidad es cero fuera del simplex ? (K — 1)-dimensional.

Aqui, B(a) es la funcién beta multinomial, que puede ser expresada en
términos de la funcién gamma:

3.2.1. El proceso Dirichlet

La existencia de un proceso con las distribuciones finito dimensionales
del tipo Dirichlet fue establecida por Ferguson (1973) [10]. Se le conoce sim-
plemente como proceso Dirichlet, y su importancia radica en su uso dentro
de la estadistica bayesiana no paramétrica que posteriormente llevaria a la
obtencion del proceso Poisson-Dirichlet. A continuacién se da una pequena
descripcion de la construccién del proceso.

2 Un simplex o n-simplex es el andlogo en n dimensiones de un tridngulo. Més exacta-
mente, un simplex es la envoltura convexa de un conjunto de (n+1) puntos independientes
afines en un espacio euclideo de dimensién n o mayor.
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Sea un espacio medible (X, X), y sea a una medida finita no negativa
en X. Entonces un proceso estocastico P indexado por elementos C' de X,
se dice que es un proceso Dirichlet en (X, X) con pardmetro a si para
toda particién (C4, ..., Cy) de X, el vector aleatorio (P(Cy), ..., P(Cy)) tiene
una distribucién Dirichlet con parametros (a(Ch),...,a(Ck)). P se puede
considerar una medida de probabilidad aleatoria en el espacio medible.

Una propiedad atractiva, con la que nos podemos encontrar, es que si
P es un proceso Dirichlet con pardmetro a en (X, X), y si Xq,..., X, es
una muestra obtenida a partir de P, entonces la distribucién posterior de P
dada la muestra es también un proceso Dirichlet con pardmetro o+ . dx,,
donde §,, es la medida de Dirac sobre x.

3.2.2. Distribuciones iniciales stick-breaking

Existen diferentes maneras de poder entender al proceso Poisson-Dirichlet,
como por ejemplo a partir de distribuciones iniciales del tipo Gibbs, que se
mencionaron en el apartado 2.4.1. Por otro lado, el proceso también se puede
explicar por medio del concepto de distribuciones iniciales conocidas como
stick-breaking. Se tratan de formas o clases especiales de medidas aleatorias
de probabilidad con la caracteristica de ser ricas y flexibles, las cuales pueden
ser construidas a partir de sucesiones de variables aleatorias independientes
con distribucién beta. Como ejemplos de estas medidas aleatorias esta el pro-
ceso Dirichlet, su variante de dos parametros, el proceso Poisson-Dirichlet de
dos parametros y el proceso Beta de dos parametros.

Las distribuciones iniciales stick-breaking son medidas aleatorias casi se-
guramente discretas P que pueden ser representadas como

P() =) pidz (),

donde 0z, (-) denota la medida discreta concentrada en Zi, o medida de Dirac.
Ademés py, son variables aleatorias (conocidas también como pesos aleatorios)
de tal forma que son independientes de Z, y tales que 0 < pp, <1y > o2 pp =
1 casi seguramente. Se asume que los elementos Zj son variables aleatorias
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con distribucién H sobre un espacio polaco medible (), B())), donde también
se asume que H es no atémica (i.e. H(y) = 0 para toda y € )).

Lo que diferencia a las distribuciones iniciales stick-breaking de medidas
aleatorias generales de la forma (3.2), es el método de construccion de los
pesos aleatorios. Consideremos a P una medida aleatoria denotada como una
funcién Py(a,b) de la forma (1) y

(H)pr=W
2)pr=1-V)A=Va) - (1 = Vet ) Vi, k > 2,

donde V} son variables aleatorias independientes Beta(ag,by) para pardme-
tros ax, b > 0, y a = (ay,as,...), b = (b1,bs,...). La construccién de los
pesos definidos en la lista anterior puede pensarse como un proceso stick-
breaking o del ‘rompimiento de una vara’; informalmente ésto se puede ex-
plicar como el proceso en que a cada paso, aleatoria e independientemente,
rompemos una vara de longitud total uno, la longitud que resulta del pedazo
roto la agregamos al valor p; en el rompimiento ntimero k.

La ventaja de las distribuciones iniciales stick-breaking es la utilidad que
ofrecen a la estadistica bayesiana no paramétrica. La construccién stick-
breaking del proceso Poisson-Dirichlet resulta ser la forma mas sencilla e
intuitiva para definirlos.

3.2.3. El proceso Poisson-Dirichlet via distribuciones
iniciales stick-breaking

El proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros, es una familia de medi-
das aleatorias que fue introducida por Pitman (1995) [25], que a su vez se
basa en el proceso PD de un parametro propuesto en el trabajo de King-
man (1978) [17]. Se trata en una clase de modelos bastante populares que ha
encontrado ciertas aplicaciones en areas como teoria de excursion, combina-
toria, modelos bayesianos mezcla y genética de poblacion, particularmente
en fragmentaciones y coalescencia.
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A continuacién se expresa la construccién del proceso Poisson-Dirichlet
por medio de la idea de distribuciones iniciales stick-breaking.

Considérese dos parametros (o,6) tales que o € (0,1) y § > —o, sea
{Vk }k>1 una sucesién de variables aleatorias independientes, con

Vi ~ Beta(0 + ko,1 — o).

En este caso definimos los pesos stick-breaking como

(1) p1 = Wi,
(2) p; =V TIZ (1= Vi)

Por otra parte, supéngase que {Y, },>1 es una sucesién de variables in-
dependientes idénticamente distribuidas, que ademads son independientes de
los pesos p; v cuya distribucion denotada por Fy es no atémica. Definiendo a
d, como la funcién de masa (o medida discreta) concentrada en el punto a,
la medida aleatoria discreta definida como

PG,O = Zﬁjéyj

Jjz1

es un proceso Poisson-Dirichlet con pardmetros (o, 6). Para conveniencia en
la escritura, en adelante se referird al proceso como PD(o,6).

3.3. Funciones de probabilidad sobre parti-
ciones intercambiables

Una vez que se ha introducido el proceso Poisson-Dirichlet, estamos a
medio camino de comprender cémo utilizar este proceso como herramienta
para poder dar una solucion al PME. Sin embargo el proceso por si sélo no da
la solucién, tenemos que hacer uso de cierta teoria que nos llevan a funciones
de probabilidad predictivas que tienen una fuerte relacion con funciones de
probabilidad sobre particiones intercambiables.
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Como se hizo referencia implicita en la seccion 2.4 del capitulo 2, la so-
lucion al PME via distribuciones aleatorias involucra el uso de funciones
predictivas y particiones intercambiables.

Lo siguiente es sélo una idea basica, que necesariamente tendra que ser
ampliada:

Tomemos los siguientes elementos aleatorios K, y (N, ..., Nk, ), los cua-
les son definidos en la secciéon 2.4.1 como parte de la solucién al PME via
distribuciones aleatorias. Cuando su funcién de distribucién conjunta (2.7)
es calculada en algin punto (k,nq,...,n) y ésta es invariante con respecto a
cualquier permutacion de los valores (nq, ..., nx) sobre los enteros, entonces
dicha distribuciéon es conocida como una funciéon de probabilidad sobre una
particion intercambiable.

En general, cuando se tiene una funcion de distribucion conjunta evaluada
en algin punto y sucede lo antes descrito, entonces podemos hablar de fun-
ciones de probabilidad sobre particiones intercambiables. Una funcién de este
estilo identifica la «ley» intrinseca en una particién aleatoria intercambiable
IT en el conjunto de los enteros positivos.

A continuacién se presenta una concepciéon mas amplia, comenzando por

explicar qué son las particiones intercambiables y cémo se construyen; ter-
minando con las funciones de nuestro interés.

3.3.1. Particiones intercambiables

Para un entero positivo n, una particiéon de n es una coleccién no ordenada
de enteros positivos con suma n. Existen dos formas comunes de determinar
una particién de n:

(1) Por una sucesién decreciente de términos,

Ny 2 N2y = -0 2 Nk
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(2) Por el nimero de términos de varios tamanos,

mj:#i:n(i),jzl,...,n,

donde Y m; =k, y > jm; = n. Una particién aleatoria de n es una variable
aleatoria que denotaremos por II,, con valores en el conjunto de todas las
particiones de n.

Sea {1,...,n}, un conjunto finito. Una particién de {1,...,n} es una
coleccion no ordenada de subconjuntos disjuntos no vacios de N,,, que llama-
remos {C;};>1, con U;C; = {1,...,n}, donde los conjuntos C; se conoceran
como clases de la particiéon. Ahora, dada una particién {C;};>1 de {1,...,n},
ésta la consideraremos como una posible realizacién de IL,.

Decimos que II,, es intercambiable si la distribucién de II,, es invariante
bajo todas las permutaciones de NN,,.

Un resultado interesante que relacionan las particiones aleatorias con la
estadistica bayesiana no paramétrica es el siguiente: las particiones aleatorias
determinan distribuciones iniciales discretas no paramétricas. Para terminar
de comprender esto hay que explicar qué son las funciones de probabilidad
sobre particiones intercambiables.

3.3.2. Funciones de probabilidad sobre particiones in-
tercambiables

La realizacién de medidas de distribucién discretas, en general, llevan a
analizar las estructuras de particion sobre las observaciones que generan.

Para hablar de este tipo de funciones, hay que tomar en cuenta un es-
pacio con respecto a las particiones intercambiables descritas en el aparta-
do anterior, considerando la particion aleatoria II,,. Tomemos una sucesién
consistente en n observaciones X, ..., X, que asumen intercambiabilidad y
pueden ser representadas por el modelo 3.2, entonces tenemos que la medida
P, proveniente de dicho modelo, implica que deben existir empates en los
datos, i.e. P[X; = Xj] > 0 para i # j.
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En otras palabras, nos encontramos en un subespacio P¢ C Px, com-
puesto sélo de medidas atémicas. Entonces 11, es tal que ¢ y j pertenecen al
mismo conjunto en la particion si y sélo si X; = X;.

Sea cualquier nimero k € {1,...,n}ysupongamos una particiéon {C1, ..., Cy}
es una particién de {1,...,n} en k conjuntos C;. Siendo que una particién
aleatoria II,, se puede considerar una variable aleatoria, una forma de obtener
su funcion de distribucién consiste en tomar las frecuencias de cada conjunto
de la particion.

Es decir, para n; = #C;, entonces (n;,...,n;) € {(ng,...,ng) : n; >

k
0, n; =n} y entonces
i=1

]P’[Hn:{Cl,,C’n}] :p(’C'1|,,|C']|), (33)

para alguna funcién simétrica p de composiciones (ny,...,ng) de {1,...,n}.
Esta funcién se conoce como funcion de probabilidad sobre particiones inter-
cambiables.

Definicién Sea {X,,},>1 una sucesién intercambiable. Entonces,
{H;n) 1<k<n,n>1},

donde H,(C”) (n1,...,ng), proviene de la funcién p definida en (3.3), la co-
nocemos como la funcién de probabilidad sobre particiones intercambiables

(FPPI).

Notemos que esta funcién se satisface la regla de adiciéon

k
H,(cn)(nl, Ce ,’I"Lk) = H,(g_ﬁl)(nl, ey N, 1) + ZH](;H_I)(TLM e ,nj+1, Ce ,’I"Lk).
j=1

Se puede decir que cualquier funcién simétrica no negativa que satisface la
regla anterior, es la FPPI sobre alguna sucesién intercambiable.



52 CAPITULO 3. ENFOQUE BAYESIANO NO PARAMETRICO

Aplicando a un contexto biolégico, en este caso al problema de mues-
treo de especies, sea la sucesion (Xq,...,X,,) una muestra de una poblacién
bioldgica. No nos interesa mucho la realizacién de las X!s, més bien in-
teresa la probabilidad de observar K,, = k distintas especies que reduce la
muestra a (X7, ..., X) valores tnicos con frecuencias (IVy,. .., Nk, ), donde

> Ni=n.

Ademas podemos reinterpretar
n
Nj= ) I(X,, = X)),
m=1
el nimero de veces que el j-ésimo valor distinto X7 aparece entre la sucesion
Xi,...,X,. Entonces N; también se puede ver como el nimero de elementos
en la j-ésima clase de II,,.

Distribuciones predictivas

La existencia de una FPPI conlleva a un sistema de distribuciones predic-
tivas inducidas por @ (funcién a priori definida por el modelo 3.2). Ademds
suponga H,in) como la FPPI asociada; si (X7,...,X,,) contiene k distintas
valores (X7,..., X)) y n; de esos valores son iguales a X entonces se tiene
que

H(n+1) Ny, ...,n ,1
P[X, 1 = nueva especie| X, ..., X,] = k+(1n)( 1 k> 1)
I, (. ny)

Pl = X1X,. . X = T (it 1),

H,E:n)(nl, cey )

Formula de muestreo de Ewens

Probablemente el ejemplo més conocido de funciéon de probabilidad sobre
particiones intercambiables es la férmula de muestreo de Ewens, desarrollada
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por Warren J. Ewens (1972) [8], y la cual se considera una piedra angular en
la teoria de la genética de poblaciones. A continuacién se resume la idea de
la formula y sus alcances.

Ewens especifica que, bajo ciertas condiciones, si una muestra aleatoria de
n gametos es tomada de una poblacion y clasificada de acuerdo al gen bajo un
locus® en particular, entonces, si definimos el evento de que existan a; alelos
representados una vez en la muestra, y que existan a, alelos representados
dos veces, y continuando con la idea, la probabilidad del evento es

n! 0%
P(ay,...,a,) = —
6(9+1)-"(9+n—1)£[1j0‘2aj!
para algin ntmero # > 0, cuando ag,...,a, es una sucesiéon de enteros no

negativos tales que

a, + 2a2 + 3as + - - - + na, = n.

Cabe mencionar que la probabilidad conjunta anterior corresponde a la
probabilidad conjunta que se obtiene en la construccién del proceso de Diri-
chlet.

Las condiciones a las que se refiere el enunciado inicial son las siguientes:

(1) El tamano de la muestra n es «pequeno» en comparacién con el
tamano de la poblacién total,

(2) la poblacién esté en equilibrio estadistico bajo mutacién y deriva
genética, ademas de que la injerencia del locus para la clasificacion es
insignificante,

(3) cada alelo mutante es «nuevo».

Sabemos que es una funcién de probabilidad sobre particiones intercam-
biables, dado que se trata de una distribucion definida en el conjunto de todas

3Localizacién particular de un gen o secuencia de ADN en un cromosoma
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las particiones de los primeros n enteros, invariante ante cualquier permuta-
cién de las particiones. La férmula también es conocida como la distribucién
de Ewens.

La féormula de Ewens surge naturalmente del ‘proceso del restaurante
chino’, el cual resulta ser un método para obtencion de funciones de proba-
bilidad sobre particiones intercambiables.

3.4. Solucion al PME

Las ideas propuestas a continuacién provienen en gran mayoria del articu-
lo de Favaro, Lijoi, Mena y Priinster (2009) [9]. Retomemos el problema de
muestreo de las especies (PME) descrito en la seccién 1.1 en el capitulo 1y
el problema especifico tratado en la secciéon 2.4.

Sea {X, },>1 una sucesién de observaciones intercambiables, que toma
valores en un espacio X. K, € {1,...,n} identifica las distintas especies re-
gistradas en esta muestra de observaciones y el vector (Ny,..., Nk, ), donde
cada entrada N; representa el nimero de individuos en la n-ésima observa-

) K
cién, es tal qued ;" N; = n.

Al ser la sucesiéon {X,,},>1 intercambiable, por el teorema de Bruno de
Finetti { X, },>1 puede ser caracterizada por un modelo jerarquico, tomando
a las X,, como elementos de una muestra aleatoria de alguna distribucién P
y una distribucion inicial () en P. Esto se puede ver como 3.2:

X,|PE P

P~

Ya hemos visto dos formas de construir distribuciones iniciales. Por un
lado, en la seccién 2.4.1 se hace referencia a las distribuciones iniciales de
Gibbs, y por otro, por medio de distribuciones iniciales stick-breaking. La
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construccién de Gibbs permitié obtener la expresion general (2.7), donde los
pesos no negativos V,,  :n > 1,1 < k < n son no definidos.

Bajo el modelo anterior y tomando a P como un proceso Poisson-Dirichlet
PD(0,0) como una distribucién inicial del tipo Gibbs, los pesos toman el
siguiente valor

v (0 +io)
nk — (6+ 1)n—1 .

Entonces (2.7) se reescribe como

k
n 0 +io)
H( ) = H H nj—17 (34)

(N1, yng) Q—l-l n 1

la cual resulta ser la FPPI que caracteriza la particion aleatoria inducida por
el PD(a, ). Esta también es la forma de ver a la funcién de distribucién de un
proceso PD(a,0), bajo los supuestos anteriores, conocida como la férmula de
muestreo de Pitman. En la expresion anterior se tiene que, para todo entero
no negativo N, decimos que (a)y = % =ala+1)---(a+N—1)esel
n-ésimo factorial ascendente de a, con (a)g = 1. Para k = 0 se conviene que

1%, (0 + io) = 1.

Analizando la expresion se puede llegar a la conclusién de que se compone
por el producto de dos factores, el primero dependiente sélo en (n,k) el
nimero de la muestra y el nimero de distintas clases o especies, mientras
el segundo factor depende en las frecuencias (Ny,..., NN, ) via el producto

H?:l(l - U)nj—l'

Nétese que si o« — 0 entonces la FPPI se reduce a

k

0 k

(n) _

H(n1,~-~7nk) - (@)n HF n
j=1

que coincide con la FPPI de un proceso Dirichlet.

Por otro lado, en la seccién 2.4.1 también se introdujo la distribucion
predictiva (2.8) inducida por particiones aleatorias del tipo Gibbs. Enton-
ces, bajo la perspectiva del PME, sea (X7, ..., X,,) una muestra poblacional
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consistente en K, = k distintas especies X{,..., X[ y n; de ellas iguales a
X7, y considerando el valor dado a los pesos V, x, entonces la distribucion
predictiva asociada al proceso PD(0,6) se ve como

0+ ko 1
P(Xnp1 € A[X, o, X)) = == Po(A4) + D (n; = 0)dx: (A).
i=i

Para el proceso PD(c,0) la probabilidad de observar un nuevo valor de-
pende del numero de distintas observaciones, en contraste al proceso Di-
richlet. Otra diferencia se representa por el comportamiento asintético del
nimero de clases o especies K, generado por las primeras n observaciones;
entonces, si n — 00, tenemos que K,, ~ S,9n’, donde S, es una variable
aleatoria positiva con densidad en R dependiente de o y 6.

En comparacién, si consideramos que las observaciones se rigen bajo un
proceso Dirichlet, y si n — oo entonces K, ~ 6log(n) c.s.; es decir, el niimero
de distintas observaciones se incrementa con una tasa logaritmica.

Es facil ver que bajo un proceso PD, en comparacion al proceso Dirichlet,
el nimero de distintas observaciones se incrementa con una tasa mayor, n.

Ahora, sin perder de vista al modelo (3.2) y siendo que P es un proceso
Poisson Dirichlet (o, #), la cobertura de muestreo estara dada por

(3.5)

Y la distribucion del nimero de observaciones distintas, dentro de un
muestreo de tamano n, es

P(K, =k) = WCW, k;o).

Asi, la distribucién de K& = K,, — K, el nimero de especies distintas
que seran observadas en una muestra adicional de tamano m, condicional
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a una muestra basica de tamano n que ya nos presenté K, = k especies
distintas, seré:

Pd) (k) = (3.6)
=P(K = k|K, = j)
0+1), 1 [0 +io0)

— 01D, e Cim,k;o,—n+ jo),

para k =0,...,m, donde C(m, k; 0, —n + jo) es el coeficiente factorial gene-
ralizado no centralizado. Esta expresion es la clave para evaluar estimadores
bayesianos utiles para la inferencia dentro del PME, la cual proviene direc-
tamente de la proposiciéon 2.1 que aparece en la seccion 2.4.2, en donde se
presenta una expresiéon general para la distribucion de K. Existe una de-
mostraciéon para el caso general indicado en (2.1) que podemos encontrar
en Lijoi et al. (2007) [19]; pero para el caso del proceso PD(o,0) existe la
siguiente

Demostracion La demostracion se basa en la idea de la representaciéon de
la distribucion posterior o a posteriori de f{,’g, dada una muestra Xi,..., X,
con distribucion ]5(,79. Si las observaciones X; son i.i.d. condicionales dada
150,9 y ademas sabemos que la muestra Xi,..., X, contiene j < n valores
distintos X7, ..., X7, entonces

J
Prpl(X1, ..., Xy) = Zwi(SX; + w15 040, (3.7)

=1

donde los valores (w; ..., w;) surgen de una distribucién Dirichlet con j va-
riables y pardmetros (ny —o,...,n; — 0,0 + jo), n; = #r: X, = X7 es la

frecuencia de X7 en la muestra y wjp1 =1 — Y7 w;.

Para poder llegar a la expresion deseada, utilizaremos la representacién
a posteriori que se definié en (3.7), y las propiedades distribucionales de K,
para cualquier i. Entonces, de (3.7) se puede notar que, dado

w ~ Beta(0 + jo,n — jo),

una observacion que denotaremos como X,,.;, con ¢ = 1,...,m, no coincide
con ninguna de las especies distintas K,, = j observadas en la muestra bésica
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con probabilidad w. Asi

: '@+ n)
D0+ jo)l(n — jo)

1
®/ ]P)<K7(7?) = k’Kn = jaw) X w0+j071(1 — w)nijd*ldw.
0

Para poder obtener K& = k, al menos k elementos de los m en la mues-
tra X,11,..., Xpem, deben coincidir con las k& nuevas especies distintas no
observadas en las K, = j especies distintas de la muestra basica. Entonces

P(KM = kK, = j,w) = Z (T) w'(1 —w)™"P(K; = k), (3.8)

donde Kj; es el nimero de especies distintas dentro de ¢ observaciones gene-
radas por un proceso PD(c,0 + jo).

En este caso se deriva que

k-1 4
(0 + jo +lo) . .

P(K, = k) = : ko) i=k ....m, .

( ) HO’“(9+]0+1)1-:16(2 0) i m (3.9)

1=

donde el coeficiente factorial generalizado es C(i, k; o) = ~ Z]::o(_l)r (k) (—r0);.

Si sustituimos (3.9) en (3.8) obtenemos

B () =
DR (M s kot o
~ a2 (7)ot o)
_ G+ . -
- (9+n)m6(z,kz,a, —n+jo),

donde el coeficiente factorial generalizado no central se ve como:

C(i,k;o0,—n + jo) = % Z(—l)r (l;) (n—0o(r+7))m
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Una caracteristica importante de (3.6), es que podemos obtener el si-
guiente estimador

B0 = E[KW|K, = j] = Y kP& (k), (3.10)
k=0

el cual resulta ser el nimero esperado de nuevas especies, importante dentro

del PME.

Ademas es posible obtener la probabilidad de descubrimiento, es decir, la
probabilidad que en la observacién (n+m + 1) se obtenga una nueva especie
o clase, sin haber tenido que observar los m registros intermedios (entre las
primeras n y n+m-+ 1 observaciones). Esta probabilidad proviene de evaluar
el PD(o,0) en la expresiéon general de la Proposicién 2.2.

0+ 1)1 o= [0 +i0)

ﬁg’zaj) _ ( C(m’kj;o'7 —n—}—ja) (311)

g
n+m k=0

Es entonces, que la cobertura de muestreo después de realizar n+m obser-

. e Ang) 1 Png) ; ;
vaciones puede escribirse como Cr, ™’ = 1— Dy, Las expresiones anteriores
de B v DI tienen la ventaja de ser explicitas y pueden ser evaluadas de
forma exacta. El problema surge cuando el tamano de la muestra adicional
es demasiado grande, lo que causa que el cdlculo computacional de evaluar
(3.6) y (3.11) resulte ser una carga pesada. Sin embargo, es posible obtener
versiones simplificadas de las dos ecuaciones mencionadas.

Como primer paso hay que considerar a los nimeros de Stirling no cen-
trales de segundo tipo cuya expresion es

Strim) = @'Z <> (I+)

parar =0,1,...;i=0,...,r; y donde S(r,i;7) =0parai =r+1,r+2,....
A partir de esta expresion es que podemos ver los momentos para K , dado
K, y asi obtener expresiones simplificadas a partir de (3.10) y (3.11).
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Proposicion 3.5 Bajo el modelo del proceso Poisson-Dirichlet de dos pardme-
tros (0,0), se obtiene

T

y r—v . 0
BIKEY 1 = 1= 301 (54 2) Spues

v=0

O+n+vo)n,
(0 +n)m

(3.12)

recordando que, para todo entero no negativo N, decimos que (a)y es el n-
ésimo factorial ascendente de a.

. . 3 . n
Entonces, un estimador bayesiano no paramétrico de K momento de-

rivado de (3.12)

E[KM|K, = j] = (j+§> {W—l}. (3.13)

Este estimador sera el mas utilizado, pues es una version simplificada de la
expresion que indica el numero esperado de nuevas especies, cuyo calculo
resulta ser bastante accesible en casos aplicados, como se vera mas adelante.

Igualmente, la probabilidad de descubrimiento es posible verla como

iy O+jc(@+n+o)m

D) = :
" 0+n 0+n+1),

(3.14)

Tomando en cuenta que una forma de entender a la cobertura de muestreo
(que se present6 en esta seccién como 3.5) es en funcién de DS]{L " ), también
ésta se simplifica.

Interpretacién probabilista de 3.13

Notese que el estimador del nimero esperado de nuevas especies, como
se tiene expresado en (3.13), puede ser interpretado desde el punto de vista
probabilistico como

E[K™|K, = j] = P(X,;1 = nueva especie| K, = 5)Eq g0 [Kom),
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donde E, g4, [K;,] es la esperanza no condicional del nimero de distintas
especies, considerando m observaciones, con respecto a la distribucion de
probabilidad de un proceso PD(o,0 + n). La obtencién de los momentos
de la distribucién no condicional, E[K]], es posible a partir de (3.12) si se
considera an =7 = 0.






Capitulo 4
Aplicacién

En los capitulos previos se ha delineado el camino para modelar el PME.
Es entonces que, dada una poblacién y una muestra de cierto tamano, de
la cual hemos podido clasificar sus elementos en categorias ajenas, ahora
conocemos estimadores que surgieron a partir del proceso PD(0,0) y que
nos permiten obtener 1) la probabilidad de encontrar nuevos elementos de
clasificacién unica en una nueva muestra, 2) el nimero esperado de nuevas
especies y 3) la probabilidad de descubrimiento.

La aplicacion de dichos estimadores con datos reales es necesaria para
corroborar su utilidad y demostrar que las herramientas funcionan, tomando
las reservas necesarias que todo trabajo estadistico demanda. En este apar-
tado la teoria previa obtiene justificacion, pero sobre todo, se cumple uno de
los objetivos principales de esta tesis.

Para dar una idea sobre el funcionamiento de estos estimadores, tomare-
mos datos reales obtenidos a partir de marcadores de secuencia expresada o
EST que, como se resumio en el apartado 1.1.3, resultan ser una herramienta
importante para la identificacién y descubrimiento de genes en distintos or-
ganismos. Los EST’s ! representan porciones de genes expresados, que para
fines estadisticos podremos tomar como nuestra muestra.

1Se utilizaré el acrénimo en inglés para unificar con la literatura existente.

63
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Entonces, dados los datos de un EST de una cierta libreria de ADNc, los
procedimientos de estimacién predictiva descritos por el PME (y resumidos
en los tres puntos del primer péarrafo) pueden ser aplicados, dado que estos
estimadores permitiran tomar decisiones tales como: si es factible seguir se-
cuenciando la libreria para la obtencién nuevos genes. Asimismo, es posible
establecer el grado de redundancia de una libreria EST que determinara la
eficiencia del proceso de secuenciacion.

Dado el hecho de que los métodos de secuenciacion del ADN son bastante
caros en su costo de realizacién, tener herramientas que permitan determinar
la eficiencia de futuras implementaciones resulta fundamental para investi-
gaciones actuales.

Los datos e ideas principales para representar las aplicaciones fueron ob-
tenidos a partir de Lijoi, Mena y Priinster (2007) [20]. Los supuestos y resul-
tados numéricos que apareceran a continuacién se extrajeron de mencionado
articulo. No se describe explicitamente el desarrollo de las formulas que llevan
a esos numeros, siendo que un resumen es suficiente para el analisis sobre los
estimadores obtenidos.

Asi mismo, no se realizaron pruebas ni simulaciones propias considerando
que la bibliografia existente cubre apropiadamente los fines de este apartado.
Por otra parte, al final de este capitulo, se hace referencia a los programas y
paquetes computacionales utilizados para realizar las simulaciones originales.

Entrando en materia y con la intencién de unificar la teoria con la apli-
cacion consideremos lo siguiente:

a) Cobertura: en secuencias de ADN la cobertura puede verse como
la proporcién de genes en una libreria representada en una muestra
inicial; de forma equivalente se puede tomar como la probabilidad de
que una nueva lectura de la libreria no produzca un nuevo gen. Permite
un primer acercamiento al andlisis de la redundancia de datos en la
libreria.

Recuperemos la expresién (3.5) del capitulo anterior, la idea de co-
bertura sobre la cual nos orientaremos. Para obtener un estimador de
la cobertura hacemos referencia directa a la probabilidad de descubri-
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miento representada en (3.11), por lo que 1 menos la probabilidad de
descubrimiento sera el estimador deseado.

b) Numero esperado de nuevos genes: después de observar una
muestra EST inicial de tamafio n generada de una libreria de ADNc,
y estimada su cobertura, es posible realizar la prediccion sobre futuras
lecturas o muestras. Entonces interesa conocer el niimero esperado de
nuevos genes Unicos en una nueva muestra EST de tamano m. Esto nos
da una medida més aproximada sobre la redundancia de la libreria.

Hacemos referencia directa a la expresién (3.10) y a su forma simplifi-
cada (3.13).

c) Tasa de descubrimiento: resulta importante conocer la tasa a
la cual la probabilidad de descubrir un nuevo gen decae mientras se
realizan mayor nimero de observaciones o lecturas de una libreria. Es
decir, interesa determinar la probabilidad de que la lectura (n+m+1)
origine un nuevo gen, dada la muestra EST inicial de tamano n, sin
importarnos el resultado de realizar la muestra intermedia de tamano
m.

De nuevo nos remitimos a la expresiéon (3.11) de la probabilidad de
descubrimiento, considerando que la tasa se podra determinar conside-
rando diferentes tamanos de la muestra inicial n.

Noétese entonces que b) y ¢) permiten dar una idea sobre el valor a tomar de
m, el tamano de la muestra adicional.

En la seccion 2.1 se describieron varios métodos que parten de un enfoque
frecuentista y que han tratado el PME; entre ellos resaltan las ideas propues-
tas por Good y Toulmin, de donde se obtiene un estimador bastante popular
en estos ambitos, el cual es estudiado por Mao (2004) [23] y retomado en
Lijoi et al. (2009) [21] desde el punto de vista bayesiano no paramétrico.

La recopilacién de las ideas frecuentistas nos permite razonar sus debili-
dades frente a las incognitas que se nos presentan en el PME, en particular
en la aplicacién sobre secuencias genéticas. Entre estas debilidades, tenemos
que varios estimadores solo funcionan bajo ciertas hipdtesis del tamano de
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las muestras. Una falla importante es la dificultad de los modelos frecuen-
tistas para incorporar genes unicos ain no observados, es decir, elementos
de clasificacion unica aun no muestreados. Esto conlleva comportamientos
erraticos de los estimadores.

Por otro lado, la idea en la inferencia bayesiana se centra en tomar la
informacion conocida y obtener datos que permitan prediccién. Como ya se
menciond, los estimadores bayesianos no paramétricos que utilizaremos para
la aplicacion seran los que se obtuvieron a partir del proceso Poisson-Dirichlet
de dos parametros.

Aplicando al contexto genético, se considera que el proceso PD(0o,0) es
la distribucion inicial de las proporciones de los genes dentro de la libreria.
Entonces, esto implica que las etiquetas de los genes de las secuencias son
intercambiables, y que el orden de aparicién de la etiquetas no influye en el
calculo de las probabilidades.

En la teoria consideramos a las etiquetas de las secuencias como infinitas.
Sin embargo, en la practica tenemos, como cota superior para el nimero de
genes Unicos que seran observados, el tamano total de la libreria secuenciada
que siempre sera finita.

4.1. Datos y analisis

Los datos que se aplican consisten en muestras de EST’s obtenidas de
librerias de ADN de dos diferentes organismos: el Mastigamoeba balamuthi
un protista amitocondrial, de la cual se consideran librerias normalizadas y
no normalizadas; y librerias de la Naegleria gruberi, obtenidas de cultivos
bajo condiciones aerdbicas y anaerdbicas.

Cada muestra EST consiste en n lecturas con K,, = k genes tnicos y sus
correspondientes frecuencias nq, . .., ng, es decir, n; es el nimero de etiquetas
que identifican al i-ésimo gen dentro de la muestra inicial, donde claramente
kel ....,ny Zle n; = n. Asimismo, las lecturas pueden ser clasificadas de
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acuerdo a su etiqueta que representa el nivel de expresiéon, de tal forma que

Kn
k=) Tgn-my, paral=12,...s,

i=1

donde s es el méaximo nivel de expresién para genes unicos.

Como nota adicional, es posible aplicar el llamado protocolo de ‘norma-
lizacién’ a los datos obtenidos a partir de EST’s, lo cual tiene como objetivo
hacer uniformes las frecuencias de genes dentro de la libreria, y con ésto
mejorar la tasa de descubrimiento. Sin embargo este tipo de procedimien-
tos resulta tener también un costo alto en la practica. Los datos de uno de
los ejemplos que tomaremos como referencia ya han sido tratados con dicho
protocolo.

Cuadro 4.1: Muestras de EST’s clasificadas segin su nivel de expre-
sién

Libreria [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Naeglaria 346 57 19 12 9 5 4 2 4 5 4
Aerébica

Naeglaria 491 72 30 9 13 5 3 1 2 0 1
Anaerébica

Mastigamoeba 37 33 21 9 6 1 3 1 1 1 0
No normalizada

Mastigamoeba 200 2114 4 3 3 1 0 1 0 0
Normalizada

Libreria [ 12 13 14 15 16 17 18 27 55 k n
Naeglaria 1 O 0 o 1 1 1 1 1 473 959
Aerébica

Naeglaria 0 1 3 0 0 0 0 0 0 631 969
Anaerébica

Mastigamoeba 0 1 0 5 0 0 0 0 0 460 715
No normalizada

Mastigamoeba o o0 1 o0 0 0 0 0 0 248 363
Normalizada

El cuadro 4.1 caracteriza los datos de las 4 muestras EST, que organiza a
los genes en 20 clasificaciones segtin su nivel de expresion, del 1 al 18, 27 y 55.
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En el caso de la Mastigamoeba normalizada, para el primer nivel de expresion
tenemos m = 200, lo que quiere decir que 200 genes (tinicos) aparecen s6lo

una vez, lo cual se puede representar como n; = ng = ... = Ngyy = 1;
siguiendo ese proceso, para el segundo nivel de expresion tenemos ro, = 21,
21 genes (Uinicos) aparecen 2 veces, entonces ngg; = ... = Ngg; = 2. También

de esta muestra tenemos que el total de genes encontrados es n = 363 y el
numero de genes unicos es k = 248.

Ahora analicemos los resultados que surgen después de aplicar las he-
rramientas bayesianas no paramétricas para obtener la cobertura, el nimero
esperado de nuevos genes y la tasa de descubrimiento.

Cobertura

Los estimados para la cobertura correspondientes a las muestras de la
Mastigamoeba no normalizada (con n = 715) y normalizada (n = 363), son
0.47 y 0.45 respectivamente. Podemos ver que no existe gran diferencia entre
las dos muestras; sin embargo, la ‘normalizacién’ es lo que hace la diferencia
se puede concluir que una muestra inicial de la mitad del tamano produce
practicamente la misma cobertura. En el caso que de las muestras de la
Naegleria aerébica (n = 959) y anaerdbica (n = 969) se obtiene 0.64 y 0.49
de cobertura respectivamente. En este caso la cobertura del cultivo aerdbico
es mejor, pero es posible que ésto indique mayor redundancia en la libreria.

Numero esperado de nuevos genes y la tasa de descubrimiento

Recordemos que el ntimero esperado de nuevos genes en una muestra
adicional de tamano m nos puede indicar una medida general de redundancia,
mientras que la tasa de descubrimiento predice la tendencia a la cual la
probabilidad de descubrimiento decae mientras mas lecturas de la muestra
son consideradas.

En la figura 4.1 se da la comparaciéon entre métodos frecuentistas y baye-
sianos. En este caso, para las 2 muestras de la Naegleria gruberi se obtiene
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Figura 4.1: Numero esperado de nuevos genes, comparacién con estimador
Good-Toulmin

el niimero esperado de nuevos genes, aplicando el estimador Good-Toulmin
contra el estimador bayesiano no paramétrico basado en el proceso Poisson-
Dirichlet. En la grafica se registra el comportamiento de los estimadores para
el nimero esperado de nuevos genes dado el nimero de la muestra adicional.
De inmediato se puede observar que, si el tamano de la muestra adicio-
nal m es mas grande que el tamano de la muestra inicial n, el estimador
Good-Toulmin adquiere comportamientos erraticos. En general el estimador
se comporta erréneamente para n > 2m.

En los cuadros 4.2 y 4.3 se muestran los principales resultados de las
cuatro muestras; la primera se refiere a las muestras de la Mastigamoeba
normalizada y no normalizada, mientras que la segunda agrupa los resultados
de la Naegleria aerébica y anaerdbica. Se toman varios casos en los que varia
el tamano de la muestra inicial.

En la primer columna aparece el porcentaje que se toma sobre el tamano
de la muestra inicial n, desde la mitad de la muestra hasta tres veces su
tamano original; la segunda despliega el tamano de la muestra adicional
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Cuadro 4.2: Estimaciones para libreria de la Mastigamoeba

%n  m Nimero esperado Probabilidad
de nuevos genes de descubrimiento
Mastigamoeba no normalizada
50 358 180 0.481
100 715 346 0.452
150 1072 503 0.430
200 1430 654 0.412
250 1788 799 0.398
300 2145 939 0.386
Mastigamoeba normalizada
50 182 94 0.493
100 363 180 0.456
150 544 260 0.428
200 726 336 0.406
250 908 408 0.389
300 1089 477 0.374

m que varia dependiendo del valor que indica la primer columna y de la
libreria; la tercera representa el nimero esperado de nuevos genes y la cuarta
la probabilidad de descubrimiento de nuevos genes en la n+m+1 observacion
o lectura de la libreria.

Resaltamos del cuadro 4.2 el hecho de que la muestra Mastigamoeba nor-
malizada, en su probabilidad de descubrimiento o tasa de descubrimiento, se
reduce de forma mas precipitada que la no normalizada. Esto se puede no-
tar simplemente comparando el comportamiento del estimador, en la cuarta
columna, dado el porcentaje de la muestra inicial; para el 50 % y 100 % la
tasa de descubrimiento es mayor para la libreria normalizada, a partir del
150% de n la tasa es menor en comparacién a la libreria no normalizada.
Sin embargo, tenemos que notar el tamano de la muestra adicional dado el
tamano de la muestra inicial; para la muestra no normalizada el tamano de
m es mds del doble que la normalizada para el 300 % de n, lo cual implica
un cierto costo de aplicacién.

La comparacién de estas 2 librerias se centra en ayudar a decidir si se
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Cuadro 4.3: Estimaciones para libreria de la Naegleria

%n  m Nuimero esperado Probabilidad
de nuevos genes de descubrimiento
Naegleria aerdbica
50 480 162 0.318
100 959 307 0.290
150 1438 441 0.270
200 1918 566 0.254
250 2398 685 0.242
300 2877 798 0.231
Naegleria anaerdbica
50 484 231 0.450
100 969 440 0.412
150 1454 632 0.384
200 1938 812 0.362
250 2422 983 0.344
300 2907 1146 0.330

efectiia el protocolo de normalizacién, que ya se mencioné tiene costo propio.
Entonces es notable que para esta decision el tamano de las muestras de las
librerias en cuestién es una variable importante para tomar en cuenta.

Ahora, sobre las librerias de la Naeglaria, nos gustaria conocer cual es
mejor en el sentido de la obtencién de nuevos genes. En primer lugar com-
paremos la segunda columna entre el caso aerdébico y anaerdbico. Vemos que
el tamano de la muestra adicional, para cada tamano de muestra inicial,
no varia demasiado. El niimero esperado de nuevos genes es mayor para la
libreria anaerdbica, mientras que la probabilidad de descubrimiento que se
obtiene es sensiblemente mayor. Aunque en la libreria aerébica se encuentra
la ventaja de tener menor decaimiento en la tasa de descubrimiento, este he-
cho se opaca al necesitar un tamano de muestra adicional mayor para obtener
un numero esperado de genes ‘aceptable’.

Como nota final, hay que resaltar el hecho de que, si bien los datos anterio-
res pueden resultar un tanto crudos, su andlisis muestra que los estimadores
obtenidos son ttiles y confiables bajo situaciones reales complejas.
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4.2. Parametros del proceso PD(o,0)

Es necesario aclarar un punto importante sobre la aplicacion y célculo de
los estimadores. Se trata de la obtencién del valor de los dos parametros del
proceso PD(o,0) sobre el cual se estd modelando el problema. Es necesario
encontrar o y 6 tales que maximicen la formula de muestreo de Pitman (3.4),
bajo la muestra observada (k,nq,...,ny), es decir

= v L (0 i0)
(0,6) = arg méx = 0 — [T =0)n1

Para las librerias Naegleria gruberi, los parametros que maximizan re-
sultan ser (6,0) = (0.67,46.3) para el caso del cultivo aerébico y (6,6) =
(0.66, 155.5) para el caso anaerdbico. Por el otro lado, las librerfas de la
Mastigamoeba balamuthi se obtienen los pardmetros (6,0) = (0.7,57) y

(6,0) = (0.77,46), para los datos normalizados y no normalizados respecti-
vamente.

La eleccion de los parametros en realidad esta determinada por los datos a
muestrear. El valor de 6 se relaciona al nimero de distintos genes observados
en la muestra inicial n; entre més grande sea la relacién k/n mayor serd 0.
De forma similar, o se determina por la configuracion de las frecuencias de
aparicién de genes unicos ny,...,n;. Ademads, se puede probar que para un
cierto valor de 6, el nimero esperado de valores de nuevos genes, es una
funcion creciente de o, es decir, mientras o se incrementa se espera registrar
un mayor numero de nuevos genes en una muestra adicional m.

4.3. Algunos aspectos técnicos

Sin entrar en detalles, a continuacién se describe el lenguaje y compila-
dores utilizados para la obtencion de los datos previamente expuestos.

En particular consideremos a la expresion (3.6), clave en la inferencia del
PME. Si n y m, resultan ser demasiado grandes, la expresion anterior resulta
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dificil de calcular. Para esta labor se utilizaron compiladores del lenguaje
C, librerias PARI y el sofware R instalados. PARI es una biblioteca que
colecciona rutinas en C permitiendo calculos rapidos, funciona en sistemas
windows pero tiene mejor desempeno en sistemas basados en linux.

Se compila la funcién C/PARI PDpkj.c para generar una libreria dindmica
(i.e. libPDpkj.so). Esta funcién contiene el cédigo en C que relaciona las
librerias PARI. Incluimos la libreria dinamica a una rutina en R, creando el
archivo discovery.r. La libreria resultante contiene en particular la funcion

Pkj(n, m, k,theta, sigma, j, precision),

la cual calcula (3.6). La notacién de los argumentos proviene de la expre-
sién original, el tnico desconocido es precision, el cual es un argumento de
precision utilizado por PARI.

Para poder calcular el valor esperado de (3.6) que podemos obtener de la
expresion simplificada (3.13), es posible utilizar Maple o Mathematica defi-
niendo la funcion
E:=(j,t,s,n,m)— >(k+t/s)*(pochhammer(t+s+n,m)/pochhammer(t+n,m)-1),
donde t y s reemplazan a theta y sigma, respectivamente.






Conclusiones

El enfoque bayesesiano no paramétrico nos provee de un modelo proba-
bilistico completo, que permite tomar informacién conocida y transformarla
en informacién predictiva. Su implementacion a la solucién del problema de
muestreo de especies ha quedado ampliamente justificado y ha demostrado
no tener problemas notables ante cualquier cambio de las variables, hablando
especificamente sobre el tamano de las muestras.

Se ha logrado dar una idea concisa y completa sobre el modelo no pa-
ramétrico basado en el proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros, abarcan-
do un contexto tedrico amplio que describe las bases matematicas necesarias
para comprender la esencia de los estimadores obtenidos. Desde ideas proba-
bilisticas béasicas que envuelven la teoria de la estadistica bayesiana, hasta la
introduccién de procesos que derivan funciones predictivas.

Por su parte, el contexto que se da sobre estudios previos, permite re-
saltar las ventajas del enfoque bayesiano sobre otros estimadores, evitando
las debilidades de acercamientos frecuentistas y teniendo mejores resultados
sobre aplicaciones comparado a los enfoques estocasticos. Otra fortaleza del
modelo no paramétrico es que no utiliza ningin supuesto paramétrico para
funcionar.

Uno de los puntos més importantes a resaltar, consiste en que la imple-
mentacién del proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros origina estimado-
res completamente explicitos, en particular para el nuevo ntiimero de especies,
la tasa de descubrimiento y la cobertura.
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76 CONCLUSIONES

La aplicacion de estos estimadores a cuatro librerias genéticas EST re-
sultan en predicciones interesantes que, en nuestro analisis, son coherentes
bajo secuencias o muestras adicionales, lo cual se buscaba y esperaba obtener
dentro de los objetivos del trabajo.

Esta informacion sugiere que implementaciones futuras sobre otro tipo
de librerias arrojaran resultados de gran valor para investigadores en estos
campos, proveyendo guias para tomar decisiones tales como determinar si
resulta viable volver a secuenciar una cierta libreria, determinando ademas
el tamano 6ptimo de la nueva muestra EST; o también tomar la decision de
efectuar el llamado protocolo de normalizacién, lo cual, en términos vanos,
representa ahorro de recursos.

Un tema complementario a los estimadores, del cual no se discute en esta
tesis, es el uso de los intervalos HDP (highest posterior density intervals);
que de forma simple se pueden explicar como la contraparte bayesiana de los
intervalos de confianza en el caso frecuentista. Su importancia no se desesti-
ma, pues complementan los resultados dando cotas de accion y dando mayor
rango de decision en el andlisis de los datos. Si se desea completar la teoria
sobre su construccion, bajo el contexto de este trabajo, es posible investigarla
en Favaro et. al. (2009) [9].

La tesis presenta versiones simplificadas de los estimadores deseados, que
resultan ser bastante buenos en la aplicacién. Sin embargo, ésto no implica
que su estudio se haya detenido, pues toda herramienta matematica puede
ser perfectible.



Apéndice A

Coeficiente factorial
generalizado

Coeficiente factorial generalizado central
Para todon > 1y k = 0,...,n, el coeficiente factorial generalizado
C(n, k; o) se define como el coeficiente factorial del k-ésimo orden de t en la

expansion del factorial generalizado de n-ésimo orden de ¢ con parametro de
escala denotado por o, i.e.

= C(n k;o)(t)

De la determinacién sobre la distribucion del niimero de distintas especies
K,, que aparecen en una muestra de tamano n,

nka—klf: () o),

5=0
aclarando que C(0,0;0) =1y C(n,0;0) = 0.
Coeficiente factorial generalizado no central
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Se define como el coeficiente factorial del k-ésimo orden de ¢ en la expan-
sion del factorial generalizado no central de n-ésimo orden de ¢, denotado
como C(n, k;0,7), con pardmetro de escala o y pardmetro no central v, i.e.

(0t =) = 3 Cln. k0.7 (D).

Entonces

Cln kio.) = %i(—w (%)== .

Es posible obtener una expresion del Coeficiente factorial generalizado no
central a partir de la expresion central

n

Cn,k;o0,7) =Y (Z)C(S’ k;0)(=7)n—s-

s=k
Expresiones a partir de nimeros de stirling

C(n,k;o)

lim = -

o—0 o

= ’Sn,k‘7

donde |5, k| es el valor absoluto de los nimeros de stirling de primera especie.

Adem3s .
{ _— n . —_ .
lim = <Z.)|Sz,kl( V-

i=k
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