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Introduccion

El color es el complemento de la forma y
la manifestacion mds clara de la vida.
Antoni Gaudi (1852-1926)

La historia de la Teoria de Graficas se remonta a 1736, cuando Leonhard
Euler presenté un trabajo sobre el problema de los puentes Konisberg.
Este es considerado el nacimiento de la teorfa. Desde ese momento se han
desarrollado conceptos, como las digrdficas, que han encontrado lugar en
areas como ciencias sociales, fisica, computacién y economia. Sin embargo,
en ocasiones, el fendmeno se presenta al revés, es decir, las definiciones
nacen de algtin problema especifico. Tal es el caso de los nicleos, concepto
introducido en 1944 por von Neumann y Morgenstern en su articulo Theory

of Games and Economic Behaviour.

Posterior a eso, en 1996, aparece el concepto de ntcleo por trayectorias
monocromaticas, introducido por Hortensia Galeana Sanchez en su articulo
On monochromatic paths and monochromatic cycles in edge colored tour-
naments [7]. Podemos pensar que este concepto es resultado de la fusién
de dos definiciones: nicleo y trayectoria monocromdtica, siendo este ltimo
un concepto que nace de un problema propuesto por Paul Erdés. Una gran
cantidad de trabajo e investigacion se ha desarrollado alrededor de este

concepto matematico de los nicleos por trayectorias monocromaticas.

El objetivo de este trabajo es presentar varios resultados relacionados con
el concepto y mostrar algunos de los diversos caminos que se han tomado

en la investigacion. La tesis esta organizada de la siguiente manera:

Los primeros dos capitulos tienen como finalidad presentar las definiciones



basicas de la Teoria de Gréficas y algunos resultados que serdn esenciales

a lo largo del trabajo.

En el capitulo tres, presentamos uno de los primeros teoremas mas impor-

tantes y la linea que se desarrollo a partir de él, llegando a resultados muy

bellos.

Los capitulos cuatro y cinco se enfocan en exponer varios teoremas que
muestran condiciones suficientes para la existencia de nicleos por trayec-

torias monocromaticas en torneos y cualquier digrafica, respectivamente.

En el capitulo seis introducimos y se revisan nuevas definiciones relaciona-

das con el concepto, en una busqueda de cierta generalidad.

Finalmente en el capitulo siete se presenta una forma distinta de abordar el
problema, desarrollada por los matematicos Peter Arpin y Véaclav Linek y
que, a nuestro parecer, es muy interesante. En él se definen ciertos grupos
de digraficas y se estudian esos grupos dando lugar a condiciones necesarias

para la existencia de nicleos por trayectorias monocromaticas.






Capitulo 1

Definiciones basicas

1.1. Graficas dirigidas

Una grdfica dirigida D es un par D = (V,; A) tal que A C V x V, es de-
cir, los elementos de A son subconjuntos ordenados de 2 elementos. Los
elementos de V son llamados vértices de la grafica dirigida y los elemen-
tos de A son llamados arcos o flechas. Es muy comtun utilizar el término
digrdfica para referirnos a una grafica dirigida. La forma usual de repre-
sentar pictéricamente una digrafica es colocar un punto por cada vértice y
por cada elemento de A una flecha cuya direccién depende del orden del
elemento, es decir, si v y v son 2 elementos de V' y (u,v) € A entonces al
par (u,v) le corresponde una flecha que va de u a v. En algunas ocasiones
nos encontramos con arcos que empiezan y terminan en el mismo vértice;
estos reciben un nombre especial, lazos. Decimos que un par de vértices son

adyacentes si existe un arco entre ellos.

Ejemplo

V = {v1,v2,v3,v4}.
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A = {(v1,v4), (v2,03), (v2,v4), (va, v2), (va,v3) }-
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Figura 1.1: Digréfica de los conjuntos V' y A.

El ntimero de vértices de una digrafica D es su orden y lo denotaremos
como |V ; el nimero de arcos o flechas de D es su tamano. Las digraficas
pueden ser finitas o infinitas, todo depende de su orden. En todo el trabajo

trataremos con digréficas finitas salvo que se indique lo contrario.

Una digrafica D es simple cuando no tiene lazos y para cualesquiera dos
vértices adyacentes de D existe un arco y sélo uno. En el resto del trabajo,
exceptuando el capitulo final, se trabajaran con digraficas simples, las cuales
por comodidad sélo llamaremos digraficas.

Sean D = (V,A) y D' = (V', A’) dos digréficas. Decimos que D y D’ son
isomorfas si existe una funcién ¢ : V. — V' biyectiva tal que (u,v) € A
si y solo si (gb(u), (;S(v)) € A’ para todo par de vértices u,v de V. En la
figura 1.2 se ilustran dos digraficas isomorfas cuya funcién es la siguiente:
P(v1) = ws, p(v2) = w2, p(v3) = wa, P(v4) = w1, ¢(vs) = ws.

Si V! CVyA C A sedice que D' es una subdigrdfica de D o que D es
una supergrdfica de D’. Es mas comin encontrar el primer concepto en la

literatura. Ademés, si D’ contiene a todas los arcos de G que tienen a sus
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Figura 1.2: Digraficas isomorfas.

dos extremos en V' entonces decimos que D’ es una subdigrdfica inducida
de D y que V' induce a D’. Otra forma de ver la definicién es que D’ se
obtiene de borrar los vértices de V' — V' con sus arcos adyacentes y dejando
intacto el resto de la digréfica. Denotamos a D[U] con U C V como la

digrafica que induce U en D.

VZ._).Va D, 5
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Figura 1.3: D1 y Ds subdigraficas inducidas de D.

Si U es un subconjunto de vértices de V, entonces G[V \ U] lo abreviaremos

como GG — U. En otras palabras, G — U es obtenido de G borrando todos
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los vértices en U y sus arcos incidentes. Si U = {v} es un sélo vértice,

escribimos G — v en lugar de G — {v}.

1.2. Grados en digraficas

La invecindad N~ (v) de un vértice v se define como N~ (v) = {w € D |
(w,v) € A(D)}, es decir, son aquellos vértices que estan unidos a v por un
arco que empieza en v. La exvecindad N (v) de un vértice v se define como
Nt(w) ={w € D | (v,w) € A(D)} y son los vértices unidos a v con una

flecha cuya punta termina en v.

El ingrado de un vértice, al que denotaremos como d~ (v), es el nimero de
arcos que empiezan en v. Analogamente, el exgrado d*(v) de un vértice es
el niimero de arcos que terminan en v.

Dadov € V(D) y S C V(D), diremos que un arco (z,y) de D es un vS-arco
six=vyyes.

Dado U subconjunto de los vértices de D podemos definir N~ (U) y N*(U)

como sigue:

N-U)=|JN (w)-TU. (1.1)
wel

NtU)= | Nt (w) - T. (1.2)
welU

En la figura 1.4 se encuentra la digrifica H; en estd digrafica, N~ (v1) =
{’02,1)4}, N+(1)1) = {1)5,’1)6}, d+(111) =3y d_(’Ug) =2 S1U = {1)1,1)2}
entonces N~ (U) = {vs,v5,v6} y NT(U) = {v4}.

Observemos que los conceptos de vecindades y grados no siempre son igua-

les, las digraficas en donde coinciden son las digréaficas simples.
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Figura 1.4: Digrafica H

Existen algunas proposiciones respecto al ingrado y exgrado que son pare-

cidos a los resultados en graficas simples y cuyas pruebas omitimos.

Proposicién 1.1. Sea D = (V, A) una digrdfica, entonces:
214l = ) (d(w) +d"(w)).
weV
Proposicién 1.2. Si D = (V, A) es una digrdfica entonces:

A= ) d (w) =) d*(w).

weV weV

0~ (v) y A~ (v) las usaremos para denotar el ingrado minimo y méximo,
respectivamente. Cambiando 4+ por — obtenemos los conceptos analogos

para exgrado.

1.3. Conexidad en digraficas

Un camino dirigido en D es una secuencia finita W = (v, a1, v1, ... an, vy)

de vértices y arcos, de forma que el arco a; inicia en v;_1 y termina en
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v;. Muy frecuentemente, en una digrafica simple, un camino dirigido W =
(vo, a1, v1,a, ....an, vy ) se representa por la secuencia de sus vértices W =
(1)0, V1,V2,... ,Un).

Una trayectoria dirigida en D es un camino dirigido que no repite vértices.
Decimos que una trayectoria W es una uv trayectoria si el vértice inicial y
final de W es u y v, respectivamente.Un ciclo dirigido es un camino dirigido
W = (vg,v1,...,v,) que sélo repite el vértice inicial y final, es decir vy = vy,.

La longitud de una trayectoria W = (vg, v1,...,v,) €s n.

Figura 1.5: Digrafica fuertemente conexa.

Dos vértices v y v de una digrafica D estan conectados si existe una uv
trayectoria dirigida o una vu trayectoria dirigida y estdn biconectados si
existen trayectorias en ambas direcciones. Una digrafica D es débilmen-
te conexa si cualesquiera dos vértices u y v de D estdn conectados y es
fuertemente conera si cualquiera dos vértices u y v estdn biconectados.
La biconexién induce una particion de los vértices, cuyos elementos de la

particion son llamados componentes fuertemente conexas.

1.4. Clases de digraficas

Decimos que un arco (u,v) de D es asimétrico si (v,u) no es un arco

de D; de lo contrario decimos que (u,v) es simétrica. El conjunto de arcos
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/

Figura 1.6: Digréafica conexa pero no fuertemente conexa.

asimétricos de una digréfica es conocido como Asym(D) y de forma similar,
Sym(D) es el conjunto de todas las flechas simétricas. Una digrifica D es
astmétrica si todos sus arcos son asimétricos; andlogamente D es simétrica

si todos sus arcos son simétricos.

Una digrafica asimétrica en donde cualesquiera dos vértices estan unidos
por exactamente un arco es conocido como un torneo. Esta clase de digrafi-
cas serd primordial en el resto del trabajo, pues la mayor parte de los

resultados sobre el tema se basan en esté tipo de digréaficas o en digraficas

Figura 1.7: Digréfica transitiva

parecidas.

Finalmente, Una digréfica D es transitiva si siempre que (u,v), (v,w) son
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arcos de D entonces implica que (u,w) es un arco de D.



Capitulo 2

Resultados Previos

En este capitulo se presentan definiciones basicas, algunos resultados pre-

vios y un poco de historia en torno a los nicleos en digraficas.

2.1. Nncleos en digraficas

Definicién 1. Dada una digrafica D y S C V (D), decimos que S es inde-
pendiente si no existe un arco entre ningin par de vértices en S. Es decir,

GIS] es la gréfica de |S| vértices y ningun arco.

Definicién 2. Dada una digrafica D y S C V(D), decimos que S es ab-

sorbente si para cada vértice v en V(D) \ S existe un vS arco.

Definicién 3. Sea D una digréfica. S C V(D) es un nicleo de D si S es

independiente y absorbente.

Ejemplo: En la Figura 2.1, S = {v1,v4} es un nicleo de D, pues S es
independiente y existen los arcos (v3,v1), (v2,v4). Pero S* = {v2} no es un

nucleo, ya que no existe un arco de v3 a va.

9
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Figura 2.1: Digréfica con nicleo.

Definicion 4. Decimos que una digrafica D es ntcleo perfecta si cualquier

subdigrafica inducida de D tiene un nicleo.

Definicion 5. Decimos que D es niicleo perfecta critica si D no tiene
ntcleo y para cualquier subdigrafica inducida propia de D tiene un ncleo,
es decir, s6lo D como tal no tiene ntcleo.

Ejemplo:

La grafica D (Figura 2.1) no es nicleo perfecta, pues la subdigréafica indu-
cida por S = {v1,v2,v3} no tiene nicleo, ya que es un ciclo de orden 3 (es

facil demostrar que todo ciclo dirigido de longitud impar no tiene nicleo).

A continuacién demostraremos un par de teoremas que seran tutiles en lo

que resta del trabajo.

Teorema 2.1. Si D es una digrdfica transitiva entonces D tiene un nicleo.
Demostracion. Dado A C V(D), definimos

£(A) = |{z € V(D) | existe un zA arco}|.

Sea S el subconjunto independiente que alcanza el valor maximo de ¢ y de

cardinal mayor. Esto es, si nos tomamos otro subconjunto independiente
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S’ entonces £(S) > £(97) y si £(S) = £(S') entonces |S| > |S’|. Vamos a

demostrar que S es un nticleo de D.

La prueba es por contradiccién. Por construccién S es independiente, asi que,
si S no es un nicleo entonces debe existir un vértice v € V(D) \ S tal que
no existe un vS arco. Y ademas si no existe un Sv arco, entonces S U v es
un subconjunto independiente tal que £(S'U {v}) =&(S) y [SU{v}| > |S],

contradiciendo la eleccién de S. Por tanto existe un Sv arco.

Ahora, definimos S* = {w € V(S) | existe el arco (w,v)}, S* # 0 por lo
mencionado en el parrafo anterior. Si cambiamos a S* por v en S obtenemos
un conjunto independiente R (i.e. R = {S\S*}U{v}), pues en caso contrario
existe un vw 6 wv arco con w € S\ S*, la primera opcién es imposible pues
v seria absorbido por S y la segunda opcién implicaria que w € S* y fue

removido de S. A continuacién probaremos la siguiente afirmacion

Afirmacién 1. Seau € V(D)\S tal que existe un uS arco. Entonces existe

un uR arco.

Si (u,w) € A(D) con w € V(S)\ S* entonces w € R y la afirmacién es
cierta. Si w € S* entonces (w,u) € A(D) y la transitividad implica que
(u,v) € A(D) con v € R.

La afirmacién anterior nos dice que el conjunto que era absorbido por S
también es absorbido por R, y ademas R también absorbe a S*, por lo
tanto £(R) > £(S) + |S*| > &£(S), contradiciendo la maximalidad de S. Por

lo tanto, S es un ntcleo de D. ]

Teorema 2.2. Sea D una digrdfica. Si cada ciclo dirigido de D tiene un

arco simétrica entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Primero observemos que la propiedad de que cada ciclo di-
rigido de un digrafica D tiene un arco simétrico, se respeta bajo las graficas

inducidas de D, por lo cual es suficiente demostrar la siguiente proposicién:
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Proposicion 2.3. Si cada ciclo dirigido de una digrafica D tiene un arco

simétrico, entonces D tiene ntcleo.

La demostracién sera por induccién sobre el orden de D. Paran = 1,2 la
proposicion es trivial. Supongamos que la proposicién funciona para todas

las digraficas cuyo orden es menor que n.

Sea vy un vértice arbitrario de D. Por hipdtesis de induccién existe Sy C
D — {wp},tal que Sy es un nicleo de D — {vp}. Si no existe un arco entre v
y Sp entonces Sy U {vp} es un nicleo de D. Si una de los arcos de la forma
v9Sp, entonces Sy es un nicleo de D. Asi que podemos suponer que todos

los arcos entre vg y Sy son de la forma Syvyp.

Ahora sea v; € N~ (vg) NSy, y por hipdtesis de induccién existe S} C
D —{v1}, tal que Sp es un nicleo de D — v;. De forma andloga a lo anterior
tenemos que hay arcos entre v; y Si, las cuales son tinicamente de la forma

S1’U1.

Para i > 1 sea v; € N~ (v;—1) N Si—1 y S;i el nicleo de D — {v;_1}, por
razones analogas a lo anterior entre S; y v; Unicamente hay arcos de la

forma S;v;

Lo anterior nos genera una sucesion de vértices vg, vy, ....U con v = v; para
alguna i distinta de k, pues V(D) es finito, y por construccién tenemos que
(vir1,vi) € A(D) v (vi,vix1) ¢ A(D) donde vy = vo, es decir el ciclo
(vo, v1, ....v;) es simple, contradiciendo la hipétesis. Por lo cual alguno de
los S; es nucleo de D. Asi queda probada la proposiciéon y por tanto el

Teorema 77

O

Gracias al teorema anterior podemos encontrar una condicién necesaria y
suficiente para la existencia de nicleos en una clase de digraficas... Las

digréaficas completas.



13 Nicleo por trayectorias monocromaticas

Teorema 2.4. Una digrdfica D completa es nicleo perfecta si y sdlo si

cada ciclo dirigido de D tiene al menos un arco simétrico.

Demostracion. <) Esta parte corresponde al Teorema 7?7 pues es valido

para cualquier digrafica D y ya fue demostrado.

=) Sea v = (v1,v2,...,Up,v1) un ciclo dirigido de longitud n. Como D
es nucleo perfecta entonces D[V ()] tiene un nicleo S. Como cualquier
subdigréfica inducida de una digrafica completa es completa, entonces |S| =
1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que S = {v1}. Ya que v; es
un nicleo, entonces para toda i # {2,...,n} debe existir un v;v; arco, en

particular (ve,v1) € A(T) y (v1,v2) es el arco simétrico. O

Hay otras condiciones suficientes para la existencia de niucleos en digréficas
que, aunque no se usaron en el trabajo, vale la pena mencionarlos por las

condiciones en sus hipdtesis.
Teorema 2.5. Una digrdfica simétrica D es nicleo perfecta.

Teorema 2.6. Una digrdfica D sin ciclos dirigidos es nicleo perfecta, y su

nucleo es unico.

Teorema 2.7. Una digrdfica D sin ciclos impares es nicleo perfecta.

2.2. Nicleo por trayectorias monocromaticas

Definicion 6. Decimos que una digrafica D estd m-coloreada si los arcos

de la digrafica D estan coloreados con m colores.

Definiciéon 7. Dada D una digrafica m-coloreada, decimos que una tra-
yectoria dirigida en D es monocromatica si todos sus arcos tienen el mismo

color.
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Ejemplo: En la Figura 2.2 (ve, vs3,v1) es una trayectoria monocromatica de
vy a vy, ¥ (v1,v2,v3) no es una trayectoria monocromdtica pues la trayec-

toria usa los colores rojo y azul.

rojo v,

Figura 2.2: Torneo 2-coloreado de orden 3

Definicion 8. Dada D una digrafica m-coloreada, decimos que una tra-
yectoria dirigida de u a v es cuasimonocromdtica si todas los arcos de la

trayectoria a excepcién de a lo més uno tienen el mismo color.

Definicion 9. Sea D una digrafica m-coloreada y v un ciclo contenido en
D, decimos que 7 es un ciclo cuasimonocromatico si todos sus arcos excepto

uno tienen el mismo color.

Ejemplo: En la grafica de la Figura 2.3, la trayectoria dirigida Ty = (vs, v1, v2, v3)
que va de vs a vz es una trayectoria cuasimonocromatica pues el arco
(v1,v2) es de color azul mientras el resto son rojas. Las trayectorias di-
rigidas 11 = (vg,v5,v1,v2) ¥ To = (vs,v1,v2,v3,v4) NO son trayectorias
cuasimonocromaticas pues 17 tiene dos arcos azules y dos rojas y 1o usa

tres colores.

Definicién 10. Decimos que S C V(D) es un conjunto absorbente por
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on
/ \
VS’ o V.

2

Figura 2.3: (ve, vs,v4,v5) €s una trayectoria cuasimonocromatica

trayectorias monocromaéticas si para todo v € V(D) existe una trayectoria

monocromatica de v a w con w € S.

Definicién 11. S C V(D) es un conjunto independiente por trayectorias
monocromaticas si para todo v,w € S no existe una trayectoria mono-

croméatica de v a w o de w a v.

Con la definicién anterior podemos observar que si S es un conjunto inde-
pendiente por trayectorias monocromaticas entonces S es independiente en
el sentido de arcos. Lo anterior se debe a que un arco es una trayectoria de

longitud 1 que sélo ocupa un color.

Definicion 12. Un ntcleo por trayectorias monocromdticas de D es un
subconjunto S de V(D), tal que S es absorbente e independiente por tra-

yectorias monocromaticas.

Ejemplo: En la Figura 2.2, S = {v1} es un nicleo por trayectorias mono-
crométicas pues es independiente, y (vg,v3,v1) es una trayectoria de color

rojo que pasa por todos los vértices de la digrafica.
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El estudio de nucleo por trayectorias monocromaticas nace de un clésico

problema propuesto por Erdos.

Problema. Para cada n € N, sExiste un entero positivo f(m) que para
cualquier torneo m-coloreado contiene un conjunto absorbente por trayec-

torias monocromdticas de f(m) vértices? En particular ;f(3) = 3%.

En 1982, B. Sands probé que f(2) = 1, es decir,

Teorema 2.8. Sea T un torneo cuyos arcos son coloreados con dos colores.
Entonces existe un vértice v de T tal que para cualquier w € V(T) \ {v}

existe una trayectoria monocromdtica de w a v.

De forma maés general, probd la siguiente proposicion:

Teorema 2.9. Cualquier digrdfica 2-coloreada tiene un nicleo por trayec-

torias monocromdticas.

Las proposiciones y teoremas aqui probados son el inicio de la teoria de
nicleo por trayectorias monocromaticos. En México se ha trabajado por
anos en busca de condiciones suficientes para asegurar la existencia de
nucleos por trayectorias monocromaticos y algunos teoremas que se ob-

tuvieron han buscado resolver el problema planteado por Erdos.

2.3. Herramienta principal

En esta seccion daremos definiciones y teoremas que resultan en la prin-
cipal herramienta para demostrar que una digrafica tiene un nicleo por
trayectorias monocromaticas. Primero es importante observar la dificultad
para mostrar que un conjunto de vértices es un nicleo por trayectorias
monocromaticas pues se tiene que probar que no existe una trayectoria
monocromatica entre cualesquiera dos de ellos. Trabajar con trayectorias

siempre es dificil, por ello introducimos la siguiente definicién.
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Definiciéon 13. Sea D una digrafica m-coloreada. La cerradura de D es la
multidigrafica C'(D) tal que V(C(D)) =V (D) y (u,v) € A(C(D)) colorea-
da de color ¢ si y sélo si existe una trayectoria monocromaética de color i de

P
\/(/

Figura 2.4: Digréfica D

N
\%

Figura 2.5: Cerradura de D

uavenD.

Es claro que si encontramos un nticleo por trayectorias monocromaticas en

D entonces existe un niicleo en C'(D) y viceversa, resultando en el siguiente
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teorema:

Teorema 2.10. Sea D una digrdfica m-coloreada. D tiene un nicleo por

trayectorias monocromdticas si y solo si C(D) tiene un nicleo.

Trabajar en C'(D) resulta mucho mas sencillo en el sentido que uno no
necesita preocuparse por las trayectorias, sino por ntcleos tradicionales y
con ello utilizar los teoremas de la seccién [2.1]. Ahora, si D es una digrafica
completa entonces C'(D) también es una digrafica completa y podemos

aplicar el Teorema 77, resultando en:

Teorema 2.11. Sea D una digrdfica completa m-coloreada. C'(D) es nicleo

perfecta si y solo si cada ciclo dirigido en C(D) tiene un arco simétrico.

El teorema anterior serd de gran utilidad en capitulos posteriores pues
aquellas condiciones que nos garanticen que C(D) es ntcleo perfecta, por
el Teorema 77, nos sirven para garantizar la existencia de un nicleo por

trayectorias monocromaticas en D.



Capitulo 3

El comienzo...

3.1. Teorema de Shen Miggang

El teorema de estd seccion es un uno muy importante de la teoria de niicleos
por trayectorias monocromaticas y por tal razén se merece un capitulo

completo. Antes de enunciarlo daremos una pequena definicién.

Definicion 14. En este capitulo a los dos torneos de orden 3 , que son
el ciclo dirigido y el torneo transitivo, cuyos arcos estan pintados con tres

colores los llamaremos C3 y T3, respectivamente.

A continuacién enunciamos el teorema de Shen Miggang, que encuentra
una condicién para forzar a que f(m) = 1. La belleza del teorema radica
en la sencillez de la condicién y en su prueba, la cual contiene argumentos

bastante elegantes.

Teorema 3.1. Sea T un torneo m-coloreado que no contiene T3’s y Cs’s.
Entonces existe un vértice v de T tal que para cada otro vértice © de T

existe una trayectoria monocromdtica de x a v.

19
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Demostracion. Probaremos el teorema por induccién sobre el orden del
torneo y asumiendo que existe un torneo 7', de orden n, para él cual resulta
falso el teorema. Cuando n = 1, 2 el resultado es trivial asi que supongamos
que el resultado funciona para todos los torneos m-coloreados de orden
menor a n, donde n > 2. Asi que, por hipétesis de induccién, para cada
vértice v de T existe otro vértice del torneo, al cual llamaremos f(v), de T
tal que para cada vértice x de T'—{v} existe una trayectoria monocromatica
de z a f(v). Otra forma de ver lo anterior es decir que 7" es un torneo minimo

que no cumple la condicién.

Afirmacién 2. Siu # v entonces f(u) # f(v), es decir, f es una funcion

myectiva.

Demostracién. Supongamos que existe u # v tal que f(u) = f(v). Como
v # u entonces v € V(T') \ {u}, y existe una trayectoria monocromética de
v a f(u) pero f(u) = f(v), asi que, existe una trayectoria monocromatica
de v a f(v).

Por definicién, f(v) absorbe a todos los vértices de V(T') \ {v} y por el
parrafo anterior a v, por lo que f(v) es un nicleo por trayectoria mono-

cromaticas de T', contradiciendo nuestra suposicién. O

De la afirmacién anterior, también podemos concluir que no existe una
trayectoria monocromatica de v a f(v). En resumen, f es una biyeccion.

Podemos renombrar los vértices del torneo de forma que f(v;) = viy1.

Si continuamos iterando a f se genera una sucesion de vértices y como la
cantidad de vértices es finita entonces los vértices se repiten y obtenemos

una particién de los vértices en ciclos.

(Vtys Vigs -+ Uty ) (Umas Umgs -+ Umgy )y -5 (Ung s Ungs - -+, Uny, )

donde:
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flon,) = vng, oo ’ f(Unkt) = Umy-

Si existe mas de un ciclo, entonces por hipotesis de induccion hay un vérti-
ce v en el conjunto (Uh,le,...,vlkl) tal que para cualquier otro vérti-
ce = de (vll,vlz,...,vlkl) existe una trayectoria monocromadtica de z a
v, contradiciendo nuestra suposicion, pues v = f(w) para alguna w €
(U4, Uiy s - - - 7vlk1)7 es decir el vértice anterior a v en el ciclo no es absor-

bido por él.

Por lo tanto, todos los vértices estan en un ciclo, a saber (v, v, ....,vy).
Ya que no existe una trayectoria monocromatica de v; a v;41, tenemos que
(vig1,v) € A(D). Sea a; el color del arco (vi+1,v;) respectivamente. Si
a; = ay = az = ... = an—1 entonces v, se puede unir con v; con una tra-
yectoria monocromética (vy, ..., v2,v1) de color aj. Esto contradice nuestra
suposicion (recuerde que f(v,) = v1). Por lo anterior tenemos que existe as
y as_1 con as # as_1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que as_1 = 1

y as = 2 (Véase Figura 3.1).

Como vs—1 € T — {vs} entonces existe una trayectoria monocromatica de
vs—1 & Vsy1 de un color b. Es facil ver que b # 1y b # 2 ya que de lo contrario
podemos unir a v con vs41 con una trayectoria monocromaética de color 1
0 a Vs_1 con vg con una trayectoria monocromaética de color 2. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que b = 3. Sea u1, ug, .., u; la trayectoria mas
corta de vs_1 a vs41 con color 3, donde u; = vs_1 y up = vsy1 (Véase Figura
3.2).

Denotemos a b; el color del arco entre vs y u;, para 1 < ¢ < t. b; no
puede ser 3 pues de lo contrario podemos unir a vs_; con vs 0 Vs CON Vg1
con una trayectoria monocromatica de color 3. Como los arcos {vs,u1} y

{u¢,vs} tienen distintos colores entonces existe i € {1,2,3,...,t} tal que los
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1 2
o/.\ﬁ/.\o/\o ° o/\o
Vl V2 Vs—l Vs s+1 Vn—l Vn

Figura 3.1: Arcos consecutivos cuyos colores son distintos

arcos {vs,u;} y {vs,u;y1} tienen colores distintos. Asi que vsu;u;q1 €s un

tridngulo con tres colores distintos, contradiciendo nuestra hipotesis. Bl

O]

Corolario 3.2. Sea T un torneo 2-coloreado. Entonces existe un vértice
v de T tal que para cualquier otro vértice de 1" existe una trayectoria

monocromatica de x a v.

Corolario 3.3. Supongamos que T, Hy, Ho, . . ., H, son torneos m-coloreados
sin tridngulos 3-coloreados donde V(T') = {vy,v2 ...,v,}. Sea T™ el tor-
neo formado por reemplazar cada vertice v; de T' con H; y dejando todas
los arcos entre H; y H; del mismo color como el arco entre v; y v; pero
con direcciones arbitrarias. Entonces T™ contiene un vertice v tal que para
cualquier otro vértice x de T™ existe una trayectoria monocromatica de x

a v.

Demostracion. Es claro que para cualesquiera tres vertices v;, vj, vy los
triangulos v;v;v; no pueden ser tridngulos 3-coloreados. Asi que tenemos

las hipotesis del Teorema 7?7 y el corolario es verdadero. O
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\) \' \)
s-1 /\ S /\ s+1
° °

Figura 3.2:

Si en el teorema de Shen Miggang omitimos a T3, el resultado falla. Por
ejemplo el torneo G5 de la Figura 3.3 es 5-coloreado, de orden 5 y no con-
tiene 3-ciclos 3-coloreados. Pero G5 no contiene un vértice v tal que para
cualquier otro vértice z de Gy existe una trayectoria monocromética de x

a v. De hecho, v;11 no puede unirse a v; via una trayectoria monocromatica.

Para construir ejemplos mas grandes con m = 5 basta agregarle vértices
uno por uno a G, conectando cada vértice nuevo a los vértices previos por

un arco coloreado con 1.

Similarmente, si insistimos en quitarle la condiciéon de Cs en el teorema de
Shen Miggang , el resultado no es cierto. Por ejemplo, sea D,, el torneo
4-coloreado con vértices vy, vs,...,v, tal que los arcos (vi,ve2), (ve,v3) ¥y
(vs, v1) son coloreados con color 1, 2 y 3 respectivamente, y todas las demés
arcos son coloreados de color 4 y dirigidas como (v;,v;), si i > j (véase
Figura 3.4). Obviamente D,, es un torneo 4-coloreado. Ademds, cualquier
subtorneo transitivo de orden tres ocupa al menos un vértice que no es v1, vy
0 v3, con lo cual tiene al menos dos arcos pintados del color 4, y la digrafica

es un torneo sin 73. Para ver que D,, no tiene un ntcleo por trayectorias
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V L]
5

Figura 3.3: Contraejemplo si omitimos T3

monocromaticas primero observemos que no existe una trayectoria dirigida
de v1 a v, con m > 4, con lo cual, los tnicos posibles candidatos para ser
nucleos son vy, v2 y v3, pero v; no absorbe a v;y; (médulo 3), pues la inica

trayectoria que los une esta conformada con dos arcos de distinto color.

T~ v,
AT/
\"/

Figura 3.4: Contraejemplo si omitimos Cs

@

Asi que si m > 5, la condicion en el teorema “que no contiene T3, o C3”no

puede ser mejorada. En un sentido general el resultado principal es el mejor



25 Generalizando a Shen Miggang

resultado. Para los casos m = 3 , no se ha encontrado un contraejemplo,

asi que el problema mencionado en el principio sigue abierto.

3.2. Generalizando a Shen Miggang

La seccién anterior finalizé con algunos ejemplos los cuales mostraban que,
en cierto sentido, el teorema demostrado por Shen Miggang es el mejor
resultado posible cuando m > 5. Para m = 4 en el 2002 Hortensia Galeana
dio un contraejemplo y mostré que el resultado también fallaba cuando
omitimos la condiciéon de “no contiene a C3”. llustraremos el contraejemplo

en un capitulo posterior.

De este modo, surge otra pregunta: ;Podemos cambiar las condiciones en el
teorema de Shen Miggang?. En estd seccion se mostraran algunos resultados
que comparten alguna condicién de Shen Miggang pero que no son equiva-
lentes, cuando a simple vista uno puede sospechar que son condiciones més
débiles.

Sin mas preambulo presentaremos el siguiente teorema:

Teorema 3.4. Sea T' un torneo m-coloreado. Si cada ciclo dirigido conte-
nido en T de longitud a lo mads 4 es un ciclo cuasimonocromdtico entonces

C(T) es nicleo-perfecta.

Demostracion. Lo demostraremos por contradiccién. Supongamos que C(7")
no es nucleo perfecta. Se sigue del Teorema 77 que existe un ciclo dirigido

~ contenido en Asym(C(T)).

Sea v = (vg,v1,...,Um—1,v0} el ciclo dirigido de longitud minima m con-
tenido en Asym(C(T')). Ahora haremos una serie de afirmaciones sobre el

ciclo 7.

Afirmacién 3. v estd totalmente contenido en T'.
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Si para alguna i € {0,1,2,...,m} se tiene que (v, vi+1) ¢ A(T), como T es
un torneo entonces (vi+1,v;) € A(T') contradiciendo que v C Asym C(T).
]

Afirmacién 4. I(vy) > 5.

Supongamos que /() < 4. La hip6tesis nos asegura que 7 es cuasimono-
cromético y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que (vg,v1) es
el arco con distinto color. Entonces (v1,vs,...,vm—1,v0) €s una trayectoria
monocromética de v; a vy por lo que (v1,v9) € C(T) contradiciendo que
v C Asym C(T). O

Afirmacién 5. v no es monocromdtico.

Supongamos que 7 es un ciclo dirigido monocromético. Entonces (v1, ..., vg)
es una trayectoria monocromética de v; a vg y (vi,v9) € A(T) contradi-

ciendo que v C Asym C(T). O

Afirmacién 6. Para v; € V(v), {(vi,v;), (vj,vi)} € A(C(T)) con j #
i—1i+1.

Sea v;,v; € V(T) tal que j # i+ 1,9 — 1. Como T es un torneo enton-
ces (vi,vj) € A(T) 6 (vj,v;) € A(T). Sin pérdida de generalidad, va-
mos a asumir que i < j y (v;,v;) € A(T). Entonces el ciclo dirigido
v = (vi,vj,Vj41,...,vi—1,v;) tiene longitud menor que m. Se sigue de la
definicién de v que «/ tiene un arco simétrico en C(T). Asi que, (v;,vj) €
Sym C(T). O

Ya que v no es monocromatico, existen dos arcos consecutivos de - con
diferente color. Sin pérdida de generalidad el arco (vg,v1) es rojo y el arco

(v1,v2) es azul.

Si suponemos que (ve, vg) € A(T') entonces (vg, v1, V2, vg) es un ciclo dirigido

de longitud 3 cuasimonocromatico. Como (vg,v1) y (v1,v2) estédn pintados
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de rojo y azul respectivamente, entonces (ve, vg) esta pintado de color rojo
o azul. Si (vg,vp) es azul entonces (vi,v2,v9) es una trayectoria dirigida
de color azul de vy a vy y si (va2,vg) es roja entonces (va,vp,v1) €s una
trayectoria dirigida de color rojo de vy a vy, ambas contradiciendo que
v C Asym C(T). Asi que (va,v9) ¢ A(T'), pero la Afirmacién ?? nos dice
que (vg,v0) € C(T), la combinacién de ambas nos asegura que existe una
trayectoria dirigida monocromética o = (v2 = zp,21,...,%p = vp) cuya

longitud es mayor a 2.

\ /
S

;‘N o/ 2

Zp

Figura 3.5: La trayectoria «

Afirmacion 7. o no es azul.

Si « es azul entonces (vl, vg) U « es una trayectoria monocromaética vy a v

contradiciendo que v C Asym C(T). O

Afirmacién 8. a no es rojo.

Si « es rojo entonces a U (vp, v1) es una trayectoria monocromatica de vy a

v1 contradiciendo que v C Asym C(T'). Asi que podemos decir que « es de
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color negro. O
Afirmacién 9. Para cada i > 0 tal que 2i < p, (v1,22) € A(T).
Supongamos que existe ¢ > 0 tal que (vy,292;) ¢ A(T'). Sea ip el minimo

indice que cumple la suposicién, es decir, (v1, 22i,) ¢ A(T). Como T es un

torneo entonces (z2i,,v1) € A(T). Como (vi,v2) € A(T) entonces 2iy > 2

y (v1, 22iy—2) € A(T) por la eleccién de . O
/ -2

Figura 3.6: Indice g

Entonces v4 = (v1, 22iy—2, 22iy—1, 22i, V1) €s un ciclo dirigido de longitud 4
cuasimonocromatico con (22i,—2, 22iy—1) ¥ (22i9—1, #2i,) arcos de color negro,

por lo que (v, 22i,—2) 6 (22i,,v1) son de color negro.

Si (v1, 22i,—2) es de color negro entonces
(V1, 22i9—2) U (22i9—2, 22i0—1, 22igs - - - » Zp = V0)

es una trayectoria monocromaética de v; a vy, contradiciendo que v C
Asym C(T). Si (z24,, v1) tiene color negro entonces (29, 21, - - - , 22iy )U(22i4, V1)
es una trayectoria monocromatica de ve a vy (recuerde que v = zp) con-

tradiciendo que v C Asym C(T). O]
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Para finalizar la demostracion del teorema analizaremos los casos cuando

p es par o impar.
Caso 1: p es par.

Es este caso p—2 también es par y ya que p > 2 tenemos que p—2 > 0. Por
las afirmaciones antes demostradas tenemos que v4 = (v1, 2p—2, 2p—1,2p =
vg,v1) es un ciclo dirigido de longitud 4 cuasimonocromatico con dos arcos
de color negro (las que pertenecen a ), con lo cual (v1,2,—-2) 6 (vo,v1)
tiene color negro. Ya que (vg,v1) tiene color rojo la tnica posibilidad es
que (v1, 2p—2) sea negra y consecuentemente (v1, 2p—2, Zp—1, 2p = ¥p) €S UNA

trayectoria monocromadtica de v; a vy, contradiciendo que v C Asym C(T).
Caso 2: p es impar.
Afirmacién 10. Sip es impar entonces para cada i > 0 tal que 1 < 2i+1 <

P, (22i41,v1) € A(T).

Sea ¢ el indice mas grande tal que 1 <2¢+1 <py (22941,v1) ¢ A(T). Ya
que p es impar y (zp,v1) € A(T) entonces 2¢ + 1 < p. Asi que (22443,v1) €
A(T) y como T es un torneo entonces (vi, zog+1) € A(T). O

3
2q+3 / 2q+l

Figura 3.7: Indice 2¢g+1
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Del parrafo anterior se tiene que (vi, 2241, 2242, 224+3, V1) €s un ciclo di-
rigido de longitud 4 cuasimonocromatico con dos arcos negros, por lo que
(v1, 22g4+1) 6 (22g+3,v1) es de color negro. Si (vi, 224+1) es de color negro
entonces (v1, 22¢4+1) U (22¢41, 22¢+2; - - -, Zp = Vp) €S una trayectoria mono-
cromética de color negro de v; a vy, contradiciendo que v C Asym C(T'). Si
(22443, v1) es de color negro entonces (v = 29, 21, - . . , 229+3) U (22443, V1) €8
una trayectoria monocromadtica de vy a vy y (ve,v1) € C(T), contradiciendo
que v C Asym C(T).

Afirmacién 11. Sip es impar entonces (z1,v1) tiene color azul.

De la Afirmacién ?? tenemos que (z1,v1) € A(T), asi que v3 = (v1,v2 =
20,21,v1) es un ciclo dirigido de longitud 3 cuasimonocromético. Como
(v1,v2) es azul y (zp,21) es negro entonces (z1,v1) es de color negro o
azul. Si (z1,v1) es negra entonces (ve = zp, 21,v1) es una trayectoria mo-
nocromatica de vy a vy, por lo que (vg,v1) € A(C(T)), contradiciendo que

v C Asym C(T). Asi que (z1,v1) es azul. O

Afirmacién 12. Sip es impar entonces (vi,2p—1) tiene color rojo.

Ya que p es impar, entonces p — 1 es par y la Afirmaciéon 77 implica que
(v1,2p—1) € A(T). De modo que 73 = (v1,2p—1,%2p = Up,v1) €s un ciclo
dirigido de longitud 3 y la hipdtesis nos dice que 3 es cuasimonocromati-
co. Ya que (z,—1,%p) es de color negro y (vg,v1) tiene color rojo, se si-
gue que (v, zp—1) tiene color negro o rojo. Si (v1,2p—1) es negra entonces
(v1, 2p—1,2p = o) €s una trayectoria monocromética de v a vy, contradi-

ciendo que v C Asym C(T). O
Concluiremos la prueba del teorema considerando los siguientes subcasos:

Subcaso 2.1: (21, zp) € A(T). En este caso y4 = (vo, v1,v2 = 20, 21, 2p = Vo)
es un ciclo dirigido de longitud 4, con un arco de color azul, rojo y negro.

Contradiciendo la hipotesis.
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Subcaso 2.2: (zp,z1) € A(T). En este caso y4 = (21,01, 2p—1, Zp, 21) €S U

ciclo dirigido de longitud 4 policromatico, contradiciendo la hipdtesis.

Antes de continuar, introduciremos la definicién de C(D)-monocromatica.

Esto nos servird para presentar un resultado interesante.

Definicién 15. Sea D una digrafica m-coloreada y v, = (v1, v2, ..., Un, V1)
un ciclo dirigido de longitud n contenido en D. Decimos que 7, es C(D)-
monocromética si existe un subconjunto de A(C(D)) tal que (v;,viy1) para

toda i € {1,2,...,n} tienen el mismo color.

Para ejemplificar el concepto de C(D)-monocromética contamos con el
ejemplo de la Figura 3.8. 3 = (ve, v4, vg) es un ciclo que es C(D)-monocrométi-
co, pues en su cerradura podemos encontrar (vg,v2), (v2,v4) y (v4,vg) ar-
cos pintados de color 1. En realidad el concepto de que un ciclo 7, es
C(D)-monocromético, es que el ciclo en la cerradura estd contenido en una
digrafica completa. El ejemplo 3.8 no ilustra este concepto pues la grafica
de la derecha es solo parte de la cerradura, pero si uno termina de llenar la
digrafica uno puede darse cuenta de que esta forma de ver el concepto no

es falsa.

Teorema 3.5. Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de
longitud 3 contenido enT es un ciclo monocromdtico, entonces C(T') es una

digrdfica nicleo perfecta.

Demostracion. Probaremos que cualquier ciclo dirigido de longitud 4 es

cuasimonocromatico y el resultado es inmediato del teorema anterior.

Sea 4 = (v1,v2,v3,v4,v1) un ciclo dirigido de longitud 4, no monocromati-
co. Como T es un torneo entonces (vi,v3) € A(T) 6 (vs,v1) € A(T). Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que (v1,v3) € A(T) y se sigue que
(v3, v4,v1,v3) es un ciclo dirigido de longitud 3 monocromatico, por lo que

(v3,v4) ¥ (v4,v1) tienen el mismo color.
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\\ / \R

3 2 3 2

Figura 3.8: Digréfica D y parte de su cerradura (derecha)

Por otro lado, al menos (vg,v2) 6 (va,v4) es un arco de T y sin pérdida
de generalidad podemos suponer que (ve,v4) € A(T), de modo que v3 =
(v4,v1,v2,v4) es un ciclo dirigido monocromatico y (v4,v1), (vi,v2) tienen

el mismo color.

Por lo tanto, (vs,v4),(v4,v1) y (v1,v2) tienen el mismo color y 74 es cuasi-

monocromatico. O

Teorema 3.6. Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de
longitud 3 contenido en T es C(T)-monocromdtico, entonces C(T) es una

digrdfica niucleo perfecta.

Demostracion. Por el Teorema 77?7 basta demostrar que cualquier ciclo di-

rigido de longitud k contenido en C(T') tiene un arco simétrico.

Sea vy, = (v1,v2,...,Vk,v1) un ciclo dirigido de longitud k y supongamos
quey € Asym(C(T)). Luegoy C T'yseaq = max{i € N| (v1,v;) € A(T)}.
Como (vi,v1) € A(T) entonces ¢ < k'y (vg41,v1) € A(T).
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Por lo tanto v3 = (v1, vq, Vg+1,v1) es un ciclo dirigido de longitud 3 C(T')-
monocromatico, lo cudl implica que y3 € Sym(C(T')), es decir (vg, vg+1) es

un arco simétrico. O

En 1998 se obtiene algo méas general respecto a los teoremas anteriores

Definicion 16. Sea D una digrafica m-coloreada. Decimos que un arco
(z,y) € A(D) esta obligado si no existe una trayectoria monocromaética
de y a x. Al conjunto de arcos obligados de la digréfica D lo denotaremos
como F (D) y F;(D) como el conjunto de arcos obligados de color i de la
digrafica D.

Definiciéon 17. Sea D una digrafica m-coloreada. Definimos la digrafica
subyacente de D como D = [V, F(D)], es decir D es la digrafica inducida
por F(D).

Ejemplo:

En la Figura 3.9 anterior el arco (v1, v4) no es obligado puesto que (v4, vs,v1)
es una trayectoria dirigida de color 1 y el arco (v4,v5) es obligado pues

(vs,v1,v4) es la Unica trayectoria dirigida y no es monocromaética.

A continuacién demostraremos ciertas proposiciones relacionadas con el

concepto de arcos obligados.

Proposicion 3.7. Sea T un torneo m-coloreado. T tiene un nicleo por
trayectorias monocromdticas si'y sélo si 6;{(1') = 0 para alguna x € V(T),

donde (5%(:1:) es el ex-grado del vértice x.

Demostracion. =) Supongamos que T tiene un nicleo S por trayectorias
monocrométicas. Como T es un torneo entonces S = {x} para alguna
x € V(T). Veamos que (5% (z) = 0. Si existe un arco obligado de la forma
(x,y) cony € V(T'), por definicién no existe una trayectoria monocromatica

de y a x, contradiciendo que x es un ntcleo de T
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Figura 3.9: Digrafica D y su digrafica subyacente.

<) Sea z € V(T) tal que 5%@) =0y S={z}. Seay e V(T)\ {z}. Como
T es un torneo y 5%(3;) = 0 entonces el arco (z,y) no es obligado y por
definicién existe una trayectoria monocromatica de y a x, lo cual implica

que S es un nicleo por trayectorias monocromaticas. O

Proposicion 3.8. Sea T la digrdfica subyacente de un torneo T. Si T es

aciclica entonces T tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas

Demostracion. Supongamos que 1" no tiene un nicleo por trayectorias mo-

nocromaticas. Por la proposicién anterior (5%’(1}) # 0 para todo v € V(T).
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Ahora construiremos una sucesion de la siguiente forma: sea vg un vértice
arbitrario, por la observacién anterior existe v1 € V(T') tal que (vg,v1) es
un arco obligado, de forma andloga existe vy € V(D) tal que (v1,v2) es un
arco obligado. Continuando obtenemos una sucesién vg, v, ve,... tal que
(vi, vi+1) es un arco obligado. Como T es finito entonces en algin momento
se repite un vértice, asi que podemos obtener un ciclo v y como todos los
arcos son obligados entonces v C F'(D), contradiciendo que T es aciclica.

Por lo que T tiene un nticleo por trayectorias monocromaticas. ]

Definicion 18. Sea D una digrafica k-coloreada. Decimos que D es se-
mitransitiva si para x,y,z € V(D) e i,j € {1,2,...,k} con i # j tal que
(z,y) € Ai(D) y (y,2) € Aj(D) se tiene que (z,2) € A(D). Observacion:

Si permitimos que ¢ = j entonces hablamos de transitividad.

Ejemplo: La grafica de la Figura 3.10 es semitransitiva pues (v1,v2) es un
arco, aunque se puede pensar que falta el arco (v4, v3). Es necesario recalcar

que en la definicién no se permiten comparar arcos con el mismo color.

3 .Vz
Vv />
1 [ ]
1 2
1 . V3
[ ]
\
4

Figura 3.10: Digrafica semitransitiva pero no transitiva

De alguna forma se busca generalizar los Teoremas 7?7 y 77, y asf fue como
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Robert Woodrow, Pierre Ille y Gena Hahn propusieron en [2] la definicién

de la hipétesis H.

Definicion 19. Se define la hipdtesis Hg como sigue:

(i) Pasa s = 3, H, corresponde a las hipdtesis del Teorema de Shen-

Miggang

(1i) Para s > 4, Hs es que cualquier ciclo de longitud s es cuasimono-

cromatico y cualquier ciclo de longitud menor a s usa solo dos colores.

Ahora, el siguiente Teorema liga la hipdtesis Hy con la definicién de semi-

transitiva.

Teorema 3.9. Sea T un torneo k-coloreado que satisface Hs para s > 3,

entonces T es semitransitiva.

Demostracion. Dados i,j colores distintos y vértices z,y,z con (z,y) €
Fi(D) y (y,2) € Fj(D), como T es un torneo, es suficiente demostrar
que no existe una trayectoria monocromatica de z a xz. Asi que, supon-
gamos lo contrario y sea W = (z = 20,21,...,2, = &) una trayectoria
monocromatica de color k. Si k = i entonces W U (x,y) es una trayectoria
monocromética de z a y, contradiciendo que el arco (y, z) es obligado. Si
k =7, (y,z) UW es una trayectoria monocromética, contradiciendo que
(x,y) es obligado, por lo cual k # i,j. Ademas, si el arco entre y y z; con
1 <1 < n esta pintado de color k entonces (2o, z1, ..., 2;,y) es una trayec-
toria monocromética de z a y 6 (y, 21, 2141, - - -, 2n, = T) €s Una trayectoria
monocromatica de y a x, contradiciendo que los arcos son obligados. Por
otro lado, como (z,y,z = 20, 21,22,...,2n, = &) es un ciclo policromatico
entoncesn+2>s+1lyn>s—1.

Primero supongamos que T cumple Hg para s = 3. Sea m = max{t €

N | el arco entre y y z; tiene color j}, tal m esta bien definida pues (y, zo)
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tiene color j. Como no hay torneos de tamano 3 policromaticos entonces
el arco entre y y 2,41 tiene color k£ 6 j y ya vimos que no puede ser de color
k. Esto contradice la maximalidad de m, asi que no existe una trayectoria
monocromética de z a x y (z,z) € F(T), la idea es similar a la usada para

demostrar el Teorema de Shen-Miggang.

Ahora supongamos que T satisface Hs para s > 4 y probemos la siguiente

afirmacion.

Afirmacién 13. Si (y,z) € A(T) entonces (y,z145—2) € A(T) para | €
{0,1,...,n—s+2}

Supongamos lo contrario, que (z11s—2,v), (y,21) € A(T) entonces el ciclo
dirigido v = (21, 2141, - - - » Zi+s—2, Y, 21) de longitud s es cuasimonocroméatico
y como < tiene al menos dos arcos de color k (pues s — 2 > 2) entonces

(z14s—2,9) 6 (y, z) tiene color k y ya vimos que eso no es posible. O

La Afirmacién ?? y el hecho de que (y, z0) € A(T) implican que (y, z;) €
A(T) para l =0 mod s — 2. Como (zy,,y) € A(T) entonces n # 0 mod s — 2
por lo que existen 7, ¢ enteros tales que n =r +t(s —2) con 0 <r < s—2

y va que (zp,y) € A(T') entonces (z,y) € A(T) para cada |l =7 mod s — 2.

Por lo anterior, (zg,21,...,2%rY,20) €s un ciclo de longitud r + 2 < s,
asi que no es policromdtico y (z,y) tiene color j. De forma similar si
consideramos el ciclo (z(t)(s,Q),...,ert)(S,g),y,z(t)(s,g)) obtenemos que

(Y, 2(1)(s—2)) tiene color i.

Finalmente, si (z, z,) es un arco de la T' (resp. (zn, zr) € A(T')), entonces
(20,215 -+ + 5 2y 20y Y5 20) (T€SD. (2(1)(5—2)» - - - » s 21> Yy Z(1)(s—2)) €8 un ciclo de
longitud r + 2 < s policromatico, contradiciendo la hipotésis H,. Por lo

tanto no existe una trayectoria monocrométicade zax y (z,2) € F(D). O

Teorema 3.10. Sea T un torneo k-coloreado. Si T es semitransitiva en-

tonces T' es aciclica.
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Demostracion. Supongamos que la implicacién no se cumple y sea v =
(ug, . - ., Um, up) un ciclo de longitud minima contenido en i en particular,
~ también estd contenido en Ty por tanto coloreado. Si v no es un ciclo
monocromatico entonces existen dos arcos consecutivos con distinto color,
digamos (ug, u1) y (u1,uz2). Por ser T semitransitivo entonces (up, u2) es un

arco de T'y podemos reducir el ciclo v, llegando a una contradiccién.

Por otro lado, si 7y es un ciclo monocromatico entonces (ug, ua, . . ., Um, ug)
es una trayectoria monocromética de uj a ug, contradiciendo que (ug,uq)

es un arco obligado. O



Capitulo 4

Otras condiciones necesarias

4.1. Colores incidentes en cada vértice

En el capitulo anterior las condiciones suficientes para encontrar un nicleo
por trayectorias monocromaticas en los torneos se basan en las formas de
pintar los ciclos o subtorneos de cierto orden. De forma ma&s general, en
el tipo de coloracién del torneo. Por otro lado, nos podemos preguntar si
existe alguna condicién que sea mas local, es decir, donde no tengamos
que analizar la digrafica en su totalidad, que de cierta forma es un poco
tedioso. En el 2005 Hortensia Galeana y Rocio Rojas presentaron algunos

resultados relacionados con este tipo de condiciones.

Comenzaremos la seccién con una definicién que es primordial en el capitu-

lo.

Definicién 20. Dada un vértice v de una digrafica D, definimos a &(v)
como el conjunto de colores de los arcos que tienen a v como un extremo y

|€(v)| como la cardinalidad del conjunto.

39
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Definicion 21. Decimos que un arco en la digrafica es un uv arco si em-

pieza en u y termina en v.

Py
\/(/

Figura 4.1: £(vy) = {2,3,4}, £(v2) = {1,2} y &(vs) = {1,2,3}

Ejemplo:

El siguiente teorema es el resultado principal de estd seccion y de él se

desprenderan algunas proposiciones que se enunciaran mas adelante.

Teorema 4.1. Sea T un torneo 3-coloreado tal que cada ciclo dirigido de
longitud 3 es cuasimonocromdtico y parav € V(T) tenemos que | £(v) |< 2.

Entonces C(T) es una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que 7' es un torneo
3-coloreado con colores 1, 2 y 3. Primero observemos que si v € V(T') con
|€(v)] < 2, entonces el conjunto de colores asignados a los arcos, con v como

un extremo, en C(7') también tiene cardinalidad a lo més 2.

Probaremos que cada ciclo dirigido contenido en C(7") tiene un arco simétri-

co y el resultado es inmediato por el Teorema ?7.
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Sea v, un ciclo dirigido de longitud n. Si~y,, € Asym C(T) entonces ,, C T,
de lo contrario existen u,v € V(,) tales que (u,v) € A(y) v (u,v) ¢ A(T),
pero T' es un torneo asi que (v,u) € Ty (v,u) € C(T'), contradiciendo que

(u,v) era asimétrico.

Probaremos el resultado por induccién sobre la longitud del ciclo. Supon-
gamos que y3 = (vp,v1,v2,v0) es un ciclo dirigido de longitud 3 tal que
v3 € AsymC(T). Por argumentos ya mencionados 3 C Ty por la hipote-
sis tenemos que 3 es cuasimonocromatico. Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que (vg,v1) es el arco con distinto color, con lo cual (vy,ve,vp)
es una trayectoria monocromatica de v1 a vg y (vo,v1) es un arco simétrico,

contradiciendo que v3 C AsymC(T).

Supongamos que cualquier ciclo de longitud a lo méas n tiene un arco simétri-
co. Ahora sea y,+1 = (vg,v1,...,Upn,vg) un ciclo de longitud n + 1. Pro-
baremos que y,4+1 tiene un arco simétrico por contradiccién. Por la antes

demostrado v,+1 C T

A continuaciéon demostraremos algunas afirmaciones sobre 7y,t1.

Afirmacién 14. 7,41 no es monocromdtico.

Si v,41 €s monocromatico, para cualesquiera dos vértices consecutivos exis-
ten dos trayectorias monocromaticas: El arco que los une y aquella que va
de v;+1 a v; recorriendo el resto de vy,+1. Por tanto v,41 € Sym A(C(T)),

contradiciendo la eleccion de v,41. O

Afirmacién 15. Para vi,vj € V(1) tales que j # i —1,i+ 1 tenemos
que (v4,v5), (vj,v;) € A(C(T)).

Como T es un torneo entonces (v;,v;) 6 (vj,v;) es un arco de T, sin
pérdida de generalidad supongamos que i < j y (vj,v;) € A(T'), enton-
ces (vi,Vig1,...,v5) U (vj,v;) es un ciclo dirigido de longitud menor que

n + 1 que por la hipdtesis de induccién tal ciclo tiene un arco simétrico.
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Ya que (v, Vig1,-.-,05) € Ynp1 € Asym C(T') entonces (vj,v;) es el arco

simétrico del ciclo en C(T) y tenemos el resultado. O

Afirmacién 16. Sea i € {0,1,...,n}. Si (vi_1,v;) € A(C(T)) tiene co-
lor a y (vi,vi41) € A(C(T) tiene color b, entonces todas las trayectorias

monocromdticas de vi—1 a viy1 Yy de vi11 a v;—1 tienen color ¢ # a,b.

Por la Afirmacién ?? {(vit1,vi—1), (vi—1,vi+1)} € A(C(T)), por lo que exis-
te una trayectoria monocromatica T de v;+1 a v;—1, digamos de color c. Si
¢ = a entonces T'U (v;_1,v;) es una trayectoria monocromatica de color a
de vit1 a v y (vig1,vi) € A(C(T)), contradiciendo que yp41 € Asym C(T).
Si ¢ = b entonces (v, v;41) UT es una v;v;—1 trayectoria monocromética y
(vi,vi—1) € A(C(T)), contradiciendo que v,+1 € Asym C(T). Por lo tanto,
c#a,b. O

Lo anterior y ya que £(v) < 2 nos dice que &(v;) = {a,b}, {(vi—1) = {a,c}
y £(vit1) = {b, ¢}, por lo que toda trayectoria entre v;_; y v;11 es de color

§(vim1) N&(vit1) = {c}. o

En resumen las afirmaciones 77, 7?7 y 77 nos dicen lo siguiente: Existen un
par de arcos consecutivos (v;—1,v;) y (vi,vi1+1) con distinto color, digamos
1y 2, tal que todos los arcos entre v;—1 y v;+1 en C(T) son de color 3. Sin
pérdida de generalidad supongamos que ¢ = 0, es decir,i—1 =nei+1=1.
Ademids tenemos que &(vy,) = {1, 3}, £(vo) = {1,2} y &(v1) = {2,3}.

Para continuar con la demostracién vamos a considerar la forma en que
estd coloreado el arco (v1,v2), que por lo mencionado en el parrafo anterior

tenemos dos casos:
Caso 1: (vi,v9) € A(T) tiene color 3.

Definimos:

p =min{j € {2,...,n} | no existe vjv;41 arco de color 3 en C(T')}.
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Notemos que p esta bien definido pues {(vg) = {1,2}. A continuacién de-

mostraremos las siguientes propiedades sobre la eleccién de p.

Afirmacién 17. Existe un vivj arco de color 3 en C(T) con1 <i < j <p.

Como 7, j < p entonces existen v;vi41, Vi41vi42, - - - , Vj—1v; arcos de color 3
en C(T') y por la transitividad de C(T"), existe un v;v; de color 3en C(T"). O

Afirmacién 18. p <n — 2.

Supongamos que p > n — 1. La Afirmacién 77 nos dice que existe un arco
v10,—1 de color 3 en C(T'). Ademés ya mostramos que existe una trayectoria
monocromatica de v,, a v; de color 3 lo cual nos dice que existe un arco v,v1
en C(T') de color 3. Combinando los dos resultados obtenemos que existe

un arco v,v,—1 de color 3, contradiciendo que vy,4+1 € Asym C(T). O]

Afirmacién 19. Todos los vpiqvy, arcos en C(T) tienen color 1.

Primero probemos la existencia de un arco de esa forma. De la afirmacién
anterior y la definicién de p tenemos que 2 < p < n—2. Si p = n—2 entonces
p+l=n—-1y (vh—1,vn) € A(n+1) C A(C(T)); si p < n—2 entonces p+1
y n son dos vértices no consecutivos y se sigue de una proposicién anterior

que existe un arco de vp41 a vy, en C(T)).

Como &(vy,) = {1,3} entonces un vp41v, arco tiene color 1 6 3 en C(T)).
Supongamos que existe un v,41v, arco de color 3. Como existen arcos v,v1
y v1vp de color 3 en C(T') entonces la transitividad de C(7") nos asegura que
existe un arco vp41v, de color 3, contradiciendo que vy,+1 € Asym C(T).

Por lo que, todo v,41v, arco tiene color 1. ]

Afirmacién 20. Todos los vyvg arcos en C(T') tienen color 2.

Como 2 < p < n — 2 entonces v, y vg no son vértices consecutivos en vy,

asi que, existe un arco de la forma v,vy.
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Como &(vg) = {2, 3} entonces un v,vg arco tiene color 2 6 3. Una proposicién
anterior nos dice que existe un vjv, arco de color 3 y si existe un arco v,vg
de color 3, combinando los resultados obtenemos que existe un vgv; arco de
color 3 en C(T'), contradiciendo que 7, € Asym C(T). Por lo tanto, todo

VoV, arco tiene color 2. ]

Afirmacién 21. Todos los vove arcos en C(T) tienen color 1.

Como existen arcos vgvy y vive de color 2 y 3 respectivamente, aplicando
la Afirmacién 7?7 | toda trayectoria monocromatica entre vg y vo tiene color

1, es decir todo vgve arco en C(7T') tiene color 1. O

Afirmacién 22. p > 3.

De la Afirmacién 7?7 y como existe un arco v,—1v, de color 3 vemos &(vp) =

{2,3}. Por otro lado, 1 € £(v2) de las suposiciones que hicimos y p # 2. [

Afirmacién 23. {(vp41) = {1, 2}.

Ya que existe un v,_jv, de color 3 y ya obtuvimos que {(v,) = {2,3}, de
la Afirmacién ?? obtenemos que 1 € &{(vpy1) y como &(vpt1) NE(vp) # 0
entonces 2 € £(vp41), por lo que, {(vp41) = {1,2}. O

Afirmacién 24. Todos los vovy41 arcos en C(T) tienen color 1.

La Afirmacién ?? y que (v1, v2) tiene color 3 nos aseguran que §(v2) = {1, 3}
y como &(vpr1) = {1,2} entonces £(v2) NE(vp41) = 1y todo arco entre vy q
y vy en C(T) es de color 1. O

En resumén todo vove, v2Up41 ¥ Up4+1vy, arco tienen color 2, combinando las
resultados y la transitividad de C(T') nos aseguran que existe un arco de vy

a vy, de color 2, contradiciendo que v,41 € Asym C(T).

Caso 2: (vi,v2) € A(T) tiene color 2.
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Para empezar este caso definimos el siguiente indice:

g=min{j € {2,3,...,n— 1} | no existe vjvj41 arco en C(T") de color 2}.

q estd bien definido pues {(v,,) = {1, 3}, es decir, para j = n — 1 no existe
un v;v;41 arco de color 2. De forma similar al Caso 1, tenemos que existe
un arco v;vj en C(T) con 1 < i < j < g. A continuacién consideraremos dos

subcasos:
Subcaso 2.1: ¢ > 3.

Para este subcaso probaremos las siguientes afirmaciones respecto a q.

Afirmacién 25. {(vg—1) = &(vq) = {1, 2}.

Seai € {g—1,q}. Yaque 3 < g <n—1 (recuérdese la hipSteis del subcaso
2.1), entonces v; y v son dos vértices no consecutivos y por la Afirmacién

?7?, existe un v;vy arco en C(T).

Como &(vg) = {1,2} entonces los v;vg arcos tiene color 1 6 2. Como existe
un v1v; arco de color 2, si para un v;vg arco su color es 2, la transitividad
de C(T) nos asegura que existe un v1vy arco, contradiciendo que 7,41 C

Asym C(T). Asi, todos los v;vg arcos tienen color 1y 1 € £(v;).

De la definicién de ¢, existe un v,—1v4 arco de color 2 y 2 € £(v;), como
&(v;) < 2 se sigue que &(v;) = {1,2}. O

Afirmacién 26. Todos los vgvg41 en C(T') tienen color 1.

La afirmacién anterior nos dice que &(vy) = {1,2} y como no hay un arco
VgUg+1 de color 2 (definicién de ¢) entonces todos los arcos vgvg4+1 tienen
color 1. O

Afirmacién 27. Todos los arcos vg_1vg41 tienen color 3.
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Gracias a la Afirmacion 7?7 y a una parte de la demostracién de la Afir-
macién 77 existen arcos vy—1vq ¥ vqvq+1 de colores 2 y 1, respectivamente.
Aplicando la Afirmacién ?? obtenemos que todos los arcos entre v,_1 y

vg+1 en C(T) tienen color 3. O

De la tltima afirmacién tenemos que 3 € &(vg—1) v &(vg—1) > 3, contradi-

ciendo la hipétesis del teorema. Por lo tanto este subcaso es imposible.
Subcaso 2.2: ¢ < 2.

En este caso ¢ = 2, pues (vg,v1) y (v1,v2) tienen color 2 en el ciclo Yy,41.
Las siguientes afirmaciones estan relacionadas con ¢ y nos servirdan para

concluir con la demostracion de este subcaso.

Afirmacién 28. (v2,v3) € A(T) tiene color 1 y los arcos entre vs y v;

tienen color 3.

Como ¢ = 2, entonces los arcos v9v3 estan pintados de color 1 6 3. Como un
v1v9 tiene color 2, si existe vovg arco de color 3, aplicando la Afirmacién 77
entonces todo arco entre v; y vs tiene color 1y 1 € £(vy), contradiciendo que
&(v1) = {2,3}. Por lo que todo arco entre vjvy tiene color 1, en particular
(’02,113) S A(T) ]

Afirmacion 29. n > 4.

Se sigue de la hipétesis de induccién. O
Afirmacién 30. (v3,v4) € A(T) tiene color 1.

De la Afirmacién ?? obtenemos que &(vs) = {1,3}, por lo que (v3,vq) €
A(T) tiene color 1 6 3. Si (v3,v4) tiene color 3, entonces existen arcos

consecutivos con tres colores distintos y regresamos al Caso 1. Asi que

debemos asumir que (v3,v4) € A(T) tiene color 1. O

Afirmacién 31. Todos los v,va arcos en C(T) tienen color 1.
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Como n # 3, se sigue de la Afirmacion 7?7 que existe un arco de v, a vo
en C(T). De la hipétesis y la Afirmacién ?? tenemos que {(v2) = {1,2} y

&(vn) = {1,3}, asi que todo arco entre ellos tiene color 1. O

Afirmacion 32. n > 5

Cuando n = 4 tenemos, de la afirmacién anterior, que todo arco de vy a v
es de color 1 y como existe un arco de vs a v4 de color 1, entonces existe

un arco de v3 a vy, contradiciendo que vy,+1 C Asym C(T). O

Afirmacién 33. Todos los vav, arcos en C(T) tienen color 3.

Ya que &(v,) = {1,3} entonces un arco vqv, tiene color 1 6 3. Si existe un
arco de esa forma con color 1, de las Afirmaciones 77 y 77 obtenemos que
existe un arco de v3 a v9 de color 1, contradiciendo que v,+1 € Asym C(T).

O

Para finalizar, observemos que todo arco de v4 a v,, de v, a v1 y de v a
v3 tienen color 3 y la transitividad de C(T") nos asegura que existe un arco

de v4 a v3 de color 3, contradiciendo que v,+1 € Asym C(T).

O]

Como una consecuencia del teorema anterior tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2. Sea T un torneo 3-coloreado tal que cada ciclo dirigido
de longitud 3 es cuasimonocromdtico y para cada v € V(T) tenemos que

|£(v)| < 2. Entonces T' tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.

Ahora veamos el siguiente resultado

Proposicién 4.3. Sea T un torneo m-coloreado, con m > 4, tal que para
cada v € V(T), £(v) < 2. Entonces cada subtorneo de orden 3 es cuasimo-

nocromdtico.



Colores incidentes en cada vértice 48

Demostracion. Primero observemos que para cualesquiera u,v € V(T),

&(u) N&(v) # 0, pues el color del arco entre u y v estd en ambos.

Ahora supongamos que existe un subtorneo de orden 3 con vértices digamos
{u,v,w}, el cual no es cuasimonocromético. Sin pérdida de generalidad
supongamos que el arco entre u y v tiene color 1, el arco entre v y w tiene
color 2 y el arco entre w y u tiene color 3. De esta forma &(u) = {1, 3},
E(v) = {1,2} y &(w) = {2,3}. Sea z € V(T) tal que 4 € &(x). Como
£(z)NE(u) # 0y 4 ¢ &(u) entonces {(z) = {1,4} 6 {(z) = {3,4} pero
() Né&(w) = 0 6 &(z) N&(v) = O, respectivamente, contradiciendo la

observacién. ]

De la Proposicién ?7? y el Teorema de Shen Minggang obtenemos el siguiente

resultado de manera directa:

Teorema 4.4. Sea T wun torneo m-coloreado con m > 4, tal que para
cada v € V(T) tenemos que |£(v)| < 2. Entonces T tiene un nicleo por

trayectorias monocromdticas.



Capitulo 5

.Y las digraficas?

5.1. Digraficas transitivas en el borde

En capitulos anteriores hemos encontrado condiciones suficientes para la
existencia de niicleos por trayectorias monocromaticas en torneos m-coloreados.
En este capitulo se dan condiciones suficientes para la existencia de nicleos
por trayectorias monocromaticas en digraficas que no son torneos. Estas
ultimas son mucho més dificiles de estudiar pues no poseen las bondades

de los torneos.

Empezaremos el capitulo con las definiciones de digrafica cuasitransitiva,

cuasitransitivo en el borde y clase cromatica.

Definicion 22. Decimos que una digrifica D es cuasitransitiva si para
cualesquiera vértices x,y y z distintos tales que, (z,v) y (y, z) son arcos de

D | entonces (x,z) 6 (z,z) es arco de D.

En la Figura 5.1 podemos observar la diferencia entre los conceptos de
transitividad y cuasitransitividad, pues la digrafica es cuasitransitiva pero

no transitiva; para la primera parte basta observar que cualesquiera tres

49
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V.7
3

Figura 5.1: Digrafica cuasitransitiva

vértices son un subtorneo de orden tres y no es transitiva ya que hacen
falta los arcos (ve,v4) y (vs,v1). En realidad cualquier torneo de orden n

que no sea transitivo es cuasitransitivo.

Definicién 23. Un ciclo dirigido C' = (uy,ug,...,ux,u1) para k > 3 es
cuasitransitivo en la frontera si para cualquier i = 1,2,...,k, (u;, ujt2)

6 (ujt+2,u;) es un arco de D.

Véase la Figura 5.1 para un ejemplo de la definicién anterior.

Definicion 24. Sea D una digrafica m-coloreada. Una clase cromatica
de D es el conjunto de arcos de un mismo color. Decimos que una clase
cromatica S es cuasitransitiva si la digrafica inducida por S en D es una

digrafica cuasitransitiva.

Abusando de la notacidén, en lo que resta del capitulo, denotaremos la sub-
digrafica inducida por los arcos de la clase cromatica solo con su color. A

continuacién demostraremos la siguiente proposicion.
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AN
\ OT iV

Figura 5.2: Ciclo dirigido cuasitransitivo en la frontera

Proposicién 5.1. Sea D una digrifica cuasitransitiva. Supongamos que
P = (x1,x9,...,2%) es una trayectoria dirigida de longitud minima de x;
a x. Entonces D[V (P)] es una digrdfica semicompleta y (xj,x;) € A(D)
para cualquier 7 > 14+ 1, a menos que k =4, en cuyo caso el arco entre x;

y xp puede estar ausente.

Demostracion. Primero analicemos los casos k = 3 y k& = 4, para des-
pués probar la proposicién por induccién sobre la longitud de la trayectoria
minima.

Para k = 3, P = (x1,x2,x3), y por la cuasitransitividad, tenemos que
(x1,23) 6 (z3,21) es un arco de D. Si (z1,x3) es un arco de D entonces P
no era la trayectoria minima entre x; y x3, por lo que, (z3,21) € A(D) y

la proposicion es verdadera.

Para k =4, P = (x1,x2,3,24), y de forma similar al caso anterior, (x3, 1)

y (x4, x2) son arcos de D y la proposicién es verdadera.
Para k =5, P = (x1, %2, x3, x4, x5). Como (x1,x2,x3,T4) es una trayectoria
de longitud minima, basta demostrar que (z4,21), (z5,2;) para i = 1,2,3

son arcos de D. La cuasitransitividad y la minimalidad de P, nos aseguran
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que (x5, x3) es arco de D y como (x3,x1) € A(D) entonces (x5, 1) es arco de
D. Por otro lado, como (z5,z1), (x1,22) € A(D) entonces (x5, z2) € A(D)
6 (ze,x5) € A(D), la dltima no es posible pues P es de longitud minima,
asi que, (r5,z2) € A(D). Ademas, (x4,5), (x5,21) € A(D), con lo cual
($4,$1) S A(D)

Supongamos que la proposicién es vélida para k > 5. Sea T' = (x1, 2, . . ., Tk,
Zk4+1) una trayectoria de longitud k + 1. Como (z1,z2,...,x) €s una tra-
yectoria de longitud £ minima entre x; y xj, entonces la proposicién es
vélida para ese pedazo de T'. Asi que, basta demostrar que (zxy1,x;) es un
arcode D parai=1,2,...,k— 1.

Como (xg_1,2) y (g, xp41) son arcos de D entonces (g1, Tk—1) €S un ar-
co de D , de lo contrario se contradice la minimalidad de P. Ademaés, ya que
(xg—1,2k—3) € A(D) y P es de longitud minima, se tiene que (Tg4+1,Tx—3) €
A(D). De forma similar, como (zj_3, zx—2) € A(D) entonces (Tp41,xp_2) €
A(D). En resumén, (zji1,Tk—1), (Tkr1, Th—2), (Trr1, Tk—3) € A(D). De es-
ta forma, vamos descendiendo de dos en dos vértices hasta terminar en 1,

y la proposicién queda demostrada. O

Corolario 5.2. Si una digrdfica cuasitransitiva D tiene una trayectoria
dirigida de © a y pero (x,y) ¢ A(D), entonces (y,x) € A(D), o existen
vértices u,v distintos de x y y, tales que (z,u,v,y) y (y,u,v,x) son trayec-

torias dirigidas en D.

Demostracion. Sea P una trayectoria de longitud minima entre z y y. Si
[(P) # 4, entonces (y,x) es un arco de D por la proposicién anterior.

Si l(P) = 4, entonces P = (z,u,v,y) para u,v € V(D) \ {z,y}. Ademas, la
cuasitransitividad y minimalidad de P nos aseguran que (v,z) y (y,u) son

arcos de D,y (y,u,v,x) es una trayectoria dirigida. ]

Una consecuencia inmediata del corolario anterior, es el siguiente
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Corolario 5.3. Si una digrdfica cuasitransitiva D tiene una trayectoria

dirigida de x a y pero no existe una trayectoria dirigida de y a x, entonces

(xz,y) € A(D).

Demostracion. Sea P una trayectoria dirigida minima de x a y y supon-
gamos que [(P) > 2. Si I(P) # 4 entonces (y,z) € A(D) y si l[(P) = 4,
entonces existen vértices u, v tales que (y, u,v,z) es una trayectoria dirigi-
da, en ambos casos contradiciendo que no existe una trayectoria dirigida

de y a x. O

También, gracias al Corolario 77, podemos probar la siguiente proposicién

que nos serd util en las siguientes demostraciones.

Proposicién 5.4. Sea D una digrdfica m-coloreada tal que cualquier clase
cromdtica es cuasitransitiva. St Cy, es un ciclo dirigido asimétrico en C(D),

entonces Cy es un ciclo dirigido contenido en la parte asimétrica de D.

Demostracion. Sea Cy = (uy,us,...,uk, u1), un ciclo dirigido asimétrico
en C(D). Como (u;,u;+1) es un arco en la cerradura de D, entonces existe
una trayectoria dirigida de color A de u; a u;11, y tiene sentido tomarse la

trayectoria P de color A minima entre u; y w;+1.

Si nos restringimos a D[A], P esta contenido en D[A]. Ahora supongamos
que (uj, ui+1) no es un arco de D. Como cada clase cromatica es cuasitransi-
tiva podemos aplicar el Corolario ?? a D[A]. De esta forma, (u;1+1,u;) es un
arco de D[A] (y también arco de D) o existe una trayectoria (w41, u, v, u;)
en D[A], pero como pertenece a D[A], tal trayectoria tiene color A, en am-
bos casos se tiene que (u;j+1,u;) € A(C(D)), contradiciendo la asimetria de
C. Entonces (u;,u;+1) es un arco de D que ademds es asimétrico pues es

asimétrico en C(D). O

Proposicion 5.5. Sea D una digrdfica m-coloreada tal que
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(1) Cualquier ciclo dirigido es cuasitransitivo en el borde.

(1) D no contiene triangulos policromdticos.

Supongamos que para k > 3, C, = (u1,ua,...,ug,ui) es un ciclo dirigido
asimétrico en C(D) de longitud minima y para alguna i € 1,2,...,k , u; es

un vértice donde Cy, cambia de color B a R. Entonces:

a) (uit1,ui-1) ¢ A(D) y (ui-1,uit1) € A(D);

b) Existe una trayectoria monocromdtica de uit1 a u;—1 de color G dife-
rente de B y R.

Demostracion. Por la Proposicién 77, Cy, es un ciclo dirigido en D. Ademés,
podemos pedir que Cf sea un ciclo dirigido de longitud minima. Ya que Cj
es asimétrico en C(D) entonces C no es monocromético y existe un vértice

u; tal que (u;—1,u;) v (ui, uiy1) tienen color B y R, respectivamente.

Primero demostraremos el inciso a) por contradiccién. Supongamos que
(wit1 ,ui—1) € A(D). Entonces C3 = (u;—1, uj, uit1,u;—1) es un ciclo dirigi-
do de longitud 3 y por el inciso (ii), C3 no es policromético, y (w1, u;—1)
tiene color B 6 R. Si (ujy1,u;—1) tiene color B entonces (i1, ui—1,u;)
es una trayectoria dirigida de color By (ujt+1,u;) € A(D), contradicien-
do que C}% es un ciclo dirigido asimétrico. De forma similar, si (w41, u;—1)
tiene color R entonces (uj,u;—1) es un arco de C(D), llegando a la misma

contradiccién.

Como C}, es cuasitransitivo en el borde, entonces (u;—1,ui1+1) 6 (Wi+1,ui—1)
es un arco de D. Por el parrafo anterior, la segunda opcién no es posible,
y (wi—1,uiy1) € A(D). Y el inciso a) queda demostrado.

Para el inciso b), como (u;j—1,u;+1) € A(D) entonces (u;—1,ui+1) € A(C(D)).
Asi que, (u1,ug, ..., Ui—1,Uit1,-..,u) es un ciclo dirigido de longitud k£ —1

en C(D), y tal ciclo tiene un arco asimétrico pues de lo contrario contradice
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la elecciéon de Cj. Como todos los arcos a excepcion de (u;—1, uij+1) perte-
necen a C}, entonces ese arco es el arco simétrico. Es decir, (ujy1,ui—1) €

A(C(D)) y existe una trayectoria dirigida T" de u;+1 a u;—1 de color G.

Si G = B entonces T'U (u;—1,u;) es una trayectoria dirigida de color B y
(uiy1,ui) € A(C(D)), lo cual es absurdo pues C}, es asimétrico. De forma
andloga, si G = R se tiene que (u;,u;—1) es un arco de C(D), llegando a la

misma contradiccién. Asi la proposicién queda demostrada. O

Con todo lo demostrado, estamos listos para probar el primer teorema para

digraficas generales.

Teorema 5.6. Sea D una digrdfica m-coloreada tal que

(i) Las clases cromdticas son cuasitransitivas;
(i) Los ciclos dirigidos son cuasitransitivos en el borde;

(7i1) D no contiene tridngulos policromdticos.
Entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion. Para este teorema probaremos que cualquier ciclo dirigido
en la cerradura de D tiene un arco simétrico y el Teorema ?7 nos asegura

el resultado.

Supongamos que existe un ciclo dirigido asimétrico C = (uy,ug, ..., ug, u1)
en la cerradura de D y podemos pedir que C} sea de longitud minima.
Gracias a la Proposicién 7?7 C} estd totalmente contenido en D. Ademsds,
Cr no es monocromatico, pues en caso contrario todos sus arcos serian

simétricos.

Como Cj, cumple las condiciones (i7) y (4i7), podemos aplicar los resultados

de la Proposicién ??. Es decir, sea u; un vértice de C tal que (u;—1,u;)
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tiene color By (u;,u;+1) tiene color R. Entonces (ujt1,u;—1) no es un
arco de D, (u;—1,u;4+1) es un arco de D y existe una trayectoria dirigida
T de color G de u;t1 a u;—1 con G distinto de By R. u; ¢ V(T), de lo
contrario (u;, u;—1) es un arco de la cerradura de D, contradiciendo que Cj,

es asimétrico.

El arco (u;—1,ui+1) no estd pintado de color G, por que si no, tenemos
que D(u;—1,u;,u;+1] es un torneo transitivo de orden 3 policromético. De
este modo, (u;—1,u;+1) estd pintado de color B 6 R y la clase cromati-
ca de GG no contiene a ese arco. Por otro lado, podemos pedir que T sea
una trayectoria de longitud minima, y ya tenemos las hipétesis del Co-
rolario ?77. Asi que, existen vértices v, w distintos a u;—1,u;4+1 tales que

(Uig1,v,w,u—1) Y (wi—1,v,w,u;41) son trayectorias dirigidas en G.

De lo anterior obtenemos que (u;, w1, v, w, u;—1,u;) es un ciclo dirigido y
la condicién (#i7) nos asegura que es cuasitransitivo en el borde. Por lo que,

(ui,v) 6 (v,u;) es un arco de D.

Caso 1. (uj,v) es un arco de D. En este caso (u;,v) no estd pintado de
color G, pues en caso contrario, (u;,v,w,u;—1) es una trayectoria dirigida
de color Gy (uj,u;—1) € A(C(D)), contradiciendo que C, es asimétrico. Por
otro lado, D[u;, u;11,v] es un torneo transitivo de orden 3 con (u;, u;y1) de
color By (uj41,v) de color G, asi que (u;,v) tiene el color B. De forma
similar, D[u;—1,u;,v] es un torneo transitivo de orden 3 con (u;—1,v) de
color G y tenemos que (u;,v) es de color R. Contradiciendo que B y R son

colores distintos.

Caso 2. (v,u;) es un arco de D. Tampoco (v, u;) esta pintado de color G,
pues de lo contrario, implicaria que (u;+1,u;) es un arco de la cerradura de
D. De igual forma al inciso anterior (v, u;) estd pintado de color B y R,

contradiciendo que son colores distintos. O

Del tdltimo teorema obtenemos el siguiente corolario, que es una condicién
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mas débil del teorema de Shen Miggang,

Corolario 5.7. Sea T' un torneo m-coloreado tal que

(1) Las clases cromdaticas son cuasitransitivas;

(ii) T no contiene tridngulos policromdticos.
Entonces T tiene un niucleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion. Para aplicar el Teorema 7?7, hace falta demostrar que cual-

quier ciclo dirigido es cuasitransitivo en el borde.

Sea Cj un ciclo dirigido de longitud k, basta observar que T[V(Cy)] (la
grafica inducida por los vértices del ciclo) es un torneo de tamano k, y Cy

cumple la definicién de cuasitransitividad en el borde. O

En capitulos anteriores , la condiciéon de tridangulos policrométicos en el
teorema de Shen Miggang se ha podido sustituir por la hipdtesis Hs. A
continuacién se presenta un teorema similar para digraficas m-coloreadas

con sus clases cromaticas cuasitransitivas.

Teorema 5.8. Sea D un digrdfica m-coloreada tal que

(1) Cualquier clase cromdtica es cuasitransitiva;
(i7) Cualquier ciclo dirigido es cuasitransitivo en el borde;

(1i1) Existe una k > 4 tal que, cualquier ciclo dirigido de longitud k es
cuasimonocromdtico y cualquier ciclo dirigido de longitud I con 3 <

[ < k—1 no es policromdtico.

Entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.
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Demostracion. Comenzaremos la prueba del mismo modo que los anterio-
res. Supongamos que existe un ciclo asimétrico C = (u1,ug, ..., ug, u1) en
C(D) y que ademés sea un ciclo de longitud minima. Por la Proposicién 77,

C es un ciclo dirigido contenido en D.

Por otro lado, existe u; en los vértices del ciclo Cy tal que (u;—1,u;) y
(u;,ui4+1) son arcos con colores distintos, digamos B y R. Ya que D y Cj
satisfacen las hipétesis de la Proposicién ?7? tenemos que (u;—1,u;r1) €
A(D), (tuit1,ui—1) ¢ A(D) y que existe una trayectoria dirigida de color G
de u;4+1 a u;—1 con G distinto de B y R. Denotaremos a tal trayectoria por
P = (uj41,v1,v2,...,0,u;—1) vy podemos pedir sin problemas que P sea
de longitud minima. Para concretar la prueba se analizaran los siguientes

casos:
Caso 1. El arco (u;—1,u;y+1) no estd pintado de color G.

Por la hipdtesis (ii), las clases crométicas de D son cuasitransitivas. Co-
mo P es de color GG, estd completamente contenida en la digréfica in-
ducida por la clase cromatica de color G, ademas es de longitud mini-
ma en la digrafica inducida. Aplicando el Corolario ?? (recordemos que
(wiy1,ui—1) ¢ A(D)) existen vértices vy, ve, ambos distintos de w;_1, uit1,
tales que (uj—1,v1,v2,ui+1) ¥ (Uit+1,v1,V2,ui—1) son trayectorias dirigidas
de color G.

Entonces, (u;, u;t1,v1,v2,u;—1,u;) es un ciclo dirigido de longitud 5 poli-
cromatico, pues en €l aparecen los colores G, B y R. Si k > 5, llegamos a
una contradiccién con la hipétesis (iii) . Por lo que, basta revisar este caso
cuando k = 4. Para ello, construiremos un ciclo de longitud 4 policromatico

y necesitaremos la ayuda de las siguientes afirmaciones:

Afirmacién 34. (vi,u;) es un arco de D y tiene color R.

Por la hipétesis (i7), (u;, wi+1, v1, v2, ui—1, u;) es un ciclo dirigido cuasitransi-

tivo y (u;,v1) 6 (v1,u;) es un arco de D. Si (u;,v1) es un arco de D, entonces
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(ui, v1,v2,u;—1,u;) es un ciclo dirigido de longitud 4 y por la suposicién es
cuasimonocromatico. Como (v1,v2) y (ve,u;—1) tienen color G y (u;—1,u;)
color B entonces (u;, v1) tiene color G, lo cual implica que (u;, v1, va, u;—1)
es una trayectoria dirigida de color G'y (u;,u;—1) € A(C(D)), contradicien-

do que C} es asimétrico.

Entonces (v1,u;) es un arco de Dy (vy,u;, ui+1,v1) es un ciclo dirigido de
longitud 3 que no es policromatico. Como tal ciclo tiene un arco de color
G y un arco de color R entonces (v, u;) tiene color G 6 R. Si (v1,u;) tiene
color G entonces (u;+1,v1,u;) es una trayectoria de color G, contradiciendo
la asimetria de C%. Asi, la tnica posibilidad es que (v1,u;) este pintado de
color R. O

Afirmacién 35. (u;,v2) es un arco de D y tiene color B.

Considerando el ciclo (u;, wit1, v1, v2, ui—1, u;), obtenemos que (ve, u;) 6 (u;, v2)
es un arco de D, pues todo ciclo es cuasitransitivo. Si (v2,u;) es un arco
de D entonces (u;, uit1,v1,v2,u;) es un ciclo dirigido de longitud 4 cua-
simonocromético y (vg,u;) es de color G. Lo anterior nos asegura que
(wit1,v1,v2,u;) es una trayectoria dirigida de color G, contradiciendo la

asimetria de C}.

Asi que, (u;,v2) es un arco de D y si consideramos el ciclo (vg, u;—1,u;, v2)

obtenemos que (u;,v2) tiene color B. O
?

Con las afirmaciones 77 |, 77 y recordando como elegimos a vy, va, conclui-
mos que (u;, v2,ujt1,v1,u;) es un ciclo dirigido de longitud 4, que tiene a
(uj,v2) de color B, (vi,u;) de color Ry (ve,uit+1) de color G, es decir, es

un ciclo policromético, contradiciendo la condicién (iii) del teorema.
Caso 2. El arco (u;—1,uit+1) estd pintada de color G.

Para este caso encontraremos un ciclo dirigido policromético de longitud
menor o igual a k, para lo cual, utilizaremos ideas basadas en pruebas

anteriores.
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Recordando que P es de longitud minima en la digrafica inducida por la
clase cromdtica de G, tenemos que D[V(P)] es una digrafica completa (no
olvidemos que en este caso (u;j—1,u;+1) es un arco de color G), y (uj—1,v;) €
A(D) para j = 1,2,...,t — 1, (vm,vj) € A(D) parat > m > t+ 1y
(vj,ui+1) € A(D) para cualquier j € {1,2,...,t—1}.

Por otra parte, si existe j € {1,2,...,t} tal que (u;,v;) es un arco de D
entonces (Uj, Vj, Vj41, ...,V Ui—1,U;) es un ciclo dirigido y con la hipétesis
(i1), tenemos que (s, vj41) 6 (vj41,u;) es un arco de D. Similarmente, si
existe j entre 1y ¢ tal que (vj, u;) es un arco de D entonces (u;, v1, ..., vj, u;)

es un ciclo dirigido y (vj—1,u;) 6 (us,vj—1) es un arco de D.

Las ltimas aseveraciones nos serviran para probar las siguientes afirma-

ciones que seran cruciales para terminar la prueba.

Afirmacién 36. o = min{j € {1,2,...,t} : (vj,u;) € A(D)} estd bien
definido y o < k — 2.

Veamos que « estd bien definido. Como (u;, 1,01, ...,V Ui—1,U;) €S Un
ciclo dirigido de longitud ¢+ 3 policromético entonces t > k—3 y la hipétesis
(1) nos asegura que (u;,v1) 6 (v1,u;) es un arco de D. Si (v1,u;) es arco de
D, « estd bien definida. Si (u;,v;1) es arco de D entonces (u;, v2) 6 (va,u;)
es un arco de D y asi sucesivamente. Por lo anterior, si a no esta definida
entonces (ui,vj) para toda j € {1,2,...,t} y como t > k — 3 entonces
(Wi, Ve (k—3) V—(k—a)> - - - » Vb, Ui—1, u;) es un ciclo dirigido de longitud & que
no es cuasicromatico pues (u;, v;—(;—3)) no tiene color G'y (u;—1,u;) tiene

color B, contradiciendo la condicién (iii).

Ahora probemos la segunda parte de la afirmacién por contradicciéon. Su-
pongamos que « > k — 2. De la definicién de «, para k < a, (u;,vg) es un

arco de D. De modo que:

Ck = (Wis Va— (k—2)s Va— (k—3)s - - - » Vas Ui)
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es un ciclo dirigido de longitud k& que no es cuasicromético, pues (u;, ’Ua_(k_g))

v (va,ui) no tiene color G, contradiciendo la condicién (#4i). O

Afirmacién 37. f = max{j € {1,2,...,t} : (u;,vj) es un arco de D}
estd bien definida y >t — (k — 3).
Se usa un argumento similar a la Afirmacién ?7. O

Para terminar la prueba del Caso 2 analizaremos los subcasos cuando o > 3
ya<f.
Subcaso 2.1 a < 3

Sif—a>k—2, entonces

(Uiy V35 VB (k—3)> VB—(k—2)» - - - » UG—15 Vars Ui)

es un ciclo dirigido de longitud k (recordando las primeras observaciones de
este caso) que no es cuasicromatico, pues (va,u;) y (s, vg) no tienen color

G.

Si B —a < k-3, entonces
(uivv’Y7U’Y+17 <oy Uay -5 U3, UB41y - - - ,’U(S,Ui)

con 6 —y =k — 2, es un ciclo dirigido que no es cuasimonocromatico.
Subcaso 2.2 a > (.

Es este caso, por las definiciones de « y (3, se tiene que 8 = a — 1. Asi que:

(uivv’yav’\/-f-lu <oy Vay U3, UB+1, - - - 7U57u’i)
es un ciclo dirigido de longitud k& que no es cuasimonocromatico, contradi-
ciendo la condicién (7ii).

Por lo tanto, (u;—1,u;+1) no puede estar pintada de algun color, y la con-

tradiccién viene de suponer que C} es asimétrico. ]
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Proposicion 5.9. Sea D una digrdfica asimétrica m-coloreada tal que

(1) Cualquier clase cromdtica es cuasitransitiva;

(1i) D no contiene torneos de orden tres policromdticos.

Si (u,v) € A(D) es asimétrica en C(D), entonces no existe un ciclo dirigido

de orden 3 que contenga a (u,v).

Demostracion. Probaremos esta afirmacién por contradiccion. Supongamos
que existe un arco asimétrico (u,v) en D y un ciclo dirigido C5 = (u, v, w, u)
(es decir C3 contiene a (u,v)). Por la condicién (i), Cs tiene a dos de sus
arcos pintados del mismo color, digamos B, y sin pérdida de generalidad

supongamos que (u,v) y (v,w) son los arcos de C3 con color B.

Como la clase monocromatica de color B es cuasitransitiva entonces (u, w)
6 (w,u) es un arco de D con color B. Si (u,w) es un arco de D entonces
el arco (u,w) es simétrico ((w,u) estd en C3), contradiciendo la asimétria
de D. Por lo tanto, la inica posibilidad es que (w,u) es un arco pintado de
color B. Lo anterior nos dice que Cs es un ciclo dirigido monocromaético y

(u,v) es un arco asimétrico, contradiciendo la hipétesis. O

Teorema 5.10. Sea D una digrdfica m-coloreada tal que

(1) Cualquier clase cromdtica es cuasitransitiva;
(13) Cualquier ciclo induce una digrdfica cuasitransitiva;

(131) D no contiene ciclos dirigidos policromdticos de orden 3.

Entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.
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Demostracion. Para demostrar esté teorema haremos uso del Teorema 77,
es decir, probaremos que cualquier ciclo dirigido contenido en C(D) tiene

un arco simétrico.

Supongamos que la afirmacién anterior no es cierta para la digrafica D, es
decir, existe Cx = (uy,ug,...,ug,ur) ciclo dirigido en C(D) tal que Cj C
Asym C(D). Por la Proposicién ??, C es un ciclo dirigido contenido en
D. Por (ii), C) induce una digrafica cuasitransitiva y entonces (ui,us)

6 (us,up) es un arco de D.

Si (ug,u1) es un arco de D entonces (uj,us,us,u1) es un ciclo de orden
3, contradiciendo la Proposicién 77, pues (uj,ug) es un arco asimétrico en
C(D) y las condiciones (i) y (ii) de la proposicién son las condiciones (i)
y (#i) del teorema. Asi que, el tinico chance es que (u1,u3) es un arco de
D. Como (ui,us) y (us,us) son arcos de D y los vértices pertenecen a Cj,
entonces (ug,u1) 6 (uj,uq) es un arco de D. Si (ug,u1) es un arco de D
se tiene que (uj,us,uq,u1) es un ciclo de orden 3 que contiene a (us,uy),
llegando a la misma contradicciéon. Continuando de esta manera obtenemos
que (ui,u;) con j € {1,2,...,k — 1}. Pero entonces (u1,up—1,uk,u1) es
un ciclo dirigido de orden 3 que contiene a (ug_1,ug), contradiciendo la

Proposicion 77.

Por lo tanto, C} tiene un arco simétrico y el Teorema ?? nos asegura la

existencia de un ntcleo por trayectorias monocromaticas. O

El teorema anterior nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 5.11. Sea T un torneo m-coloreado tal que

(1) Cualquier clase cromdtica es cuasitransitiva;

(ii) D no contiene ciclos dirigidos policromdticos de orden tres.

Entonces T tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas
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Demostracion. Como T es un torneo entonces cualquier ciclo dirigido CY
induce un torneo de orden k y todo torneo es una digrafica cuasitransitiva
por definicién. Por lo tanto, podemos aplicar el Teorema ?7 al torneo 1"y

entonces existe un nucleo por trayectorias monocromaticas.

O]



Capitulo 6

Mas alla de trayectorias

monocromaticas

6.1. Trayectorias cuasimonocromaticas

Después de estudiar los nicleos por trayectorias monocromaticas uno puede
plantear definiciones similares sustituyendo la palabra ”monocromaéticas”.
Utilizaremos la definicién de cuasimonocromaéticas, ya usada en capitulos

anteriores, para dar una definicién andloga de ntcleo.

Definicién 25. Sea D una digrafica m-coloreada. Decimos que S C V(D)
es un conjunto absorbente por trayectorias cuasimonocromaticas si para
todo v € V(D) \ S existe una trayectoria cuasimonocromadtica de v a w con
weS.

Definicién 26. Sea D una digrafica m-coloreada. Decimos que S C V(D)
es un conjunto independiente por trayectorias cuasimonocromaticas si, para
todo v, w € S, no existe una trayectoria cuasimonocromatica de v a w y de

w av.

65
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Definicién 27. Sea D una digrafica m coloreada. Decimos que S C V(D)
es un nucleo por trayectorias cuasimonocromdticas si S es un conjunto

absorbente e independiente por trayectorias cuasimonocromaéticas.

Ejemplos:

Vi

<
N\

r
*« —>
C— o
r

o<
=<

Figura 6.1: Digrafica con nticleo por trayectorias cuasimonocromaéticas

En la Figura 6.1, si tomamos S = {v1,v4}, S es un nicleo por trayectorias
cuasimonocromaticas, pues para todo w € V(D) \ S existe una trayectoria
de longitud 2 a S y las trayectorias entre v; y v4 son todas de longitud al

menos tres que por la construcciéon usan exactamente tres colores.

En la Figura 6.2, no existe un vértice v; tal que absorba al resto por tra-
yectorias cuasimonocromaéticas. Basta tomar el vértice v;_1, el cual tiene
una Unica trayectoria dirigida de longitud 4 a v; y si esta fuera cuasimono-
croméatica implicaria que existen tres arcos coloreados por el mismo color,
lo cual por construccién no se tiene . Por tanto, si existe nicleo este tiene
al menos dos vértices pero, para cualesquier par de vértices v, w se tiene
que d(v,w) < 2 6 d(w,v) < 2 lo cual implica que S no es independiente por
trayectorias cuasimonocromaticas y por lo tanto que la digrafica no tiene

ntcleo por trayectorias cuasimonocromaticas.
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° V1
/ \
V5 L4 L V2

Figura 6.2: Digrafica sin nticleo por trayectorias monocrométicas

Con los ejemplos anteriores vemos que existen casos en que hay nucleos por

trayectorias cuasimonocromaticas y casos en los cuales no.

Pregunta. ;Son equivalentes las definiciones de ntcleo por trayectorias

cuasimonocromaticas y por trayectorias monocromaticas?

La respuesta a esta pregunta es no. De hecho los siguientes ejemplos nos

muestran que no tenemos ninguna de las implicaciones.

En la Figura 6.3, si tomamos S = {v1,v4,v7}, para cada v € V(D) \ S
existe una trayectoria de v a .S de longitud menor o igual a 2 y los vértices
de S estan separados por trayectorias dirigidas de longitud al menos 3, las
cuales, por la construccién usan al menos tres colores, por lo tanto .S es un
nucleo por trayectorias cuasimonocromaticas. Por otro lado, cada vértice
v € V(D) absorbe a lo mas un vértice por trayectorias monocromaticas,
precisamente al que pertenece a su invecindad, asi que si D tiene un ntcleo
por trayectorias monocrométicas W entonces | W |> 5, pero si tomamos
cualesquiera 5 vértices en D al menos 2 estan a distancia uno, contradicien-
do la independencia de W, por lo tanto D no tiene nticleo por trayectorias

monocromaticas.



Cuasimonocromaticas 68
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Figura 6.3: Si cuasimonocromética, no monocromaética

En la Figura 6.4, tomando @ = {v1,vs,vs,v7}, @ es un ntcleo por trayec-
torias monocromaticas. Supongamos que la digrafica tiene un nicleo por
trayectorias cuasimonocromaticas, digamos R. Solo vo absorbe a 3 vértices
de la digrafica por trayectorias cuasimonocrométicas mientras el resto ab-
sorbe exactamente a 2, asi que | R |> 3. Pero si tomamos 3 vértices en la
digrafica entonces 2 vértices quedan a distancia menor o igual a 2, contradi-
ciendo la independencia por trayectorias cuasimonocromaticas de R. Por lo

tanto la digrafica no tiene un ntcleo por trayectorias cuasimonocromaticas.

Pregunta. ;Todo digrafica D tiene un nicleo por trayectorias cuasimono-

cromdticas?

La respuesta a la pregunta es no, y de ejemplos funcionan las figuras 6.4 y

6.2, pero si podemos obtener un resultado importante en este sentido:

Teorema 6.1. Toda digrdfica D m-coloreada tiene un conjunto absorbente

por trayectorias cuasimonocromdticas.

El cual es un resultado inmediato del siguiente Teorema de Bollobas:
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Figura 6.4: No cuasimonocromatica, si monocromatica.

Teorema 6.2. Toda digrifica D tiene un conjunto S C V (D), tal que S
es independiente y siv € V(D) \ S entonces d(v,S) < 2.

Ejemplo: En la Figura 6.4, S = {v1,v4, v6} puede ser uno de los conjuntos
que cumplen el teorema 2 pero S no es un independiente por trayectorias

cuasimonocromaticas.

De hecho el Teorema ?? habla de independencia por arcos, lo cual no equi-
vale a la independencia por trayectorias cuasimonocromaéticas y es por ello
que el teorema no nos asegura la existencia de un ntcleo por trayectorias
cuasimonocromaticas. En la otra direccién, la implicacién es verdadera. A
pesar de esto, el teorema de Bollobas nos sirve para un tipo de digraficas,

los torneos.

Teorema 6.3. Todo torneo T m-coloreado tiene un nicleo por trayectorias

cuasimonocromdticas.

Demostracion. Por el Teorema 7?7, existe S C V(T') tal que S es absor-

bente por trayectorias cuasimonocromaticas. Ademads por ser T un torneo
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tenemos que | S |= 1 por el cual S es independiente por trayectorias cua-

simonocromaticas. O

6.2. Trayectorias k-cromaticas

Definicion 28. Dada una digrafica D m-coloreada, decimos que una tra-
yectoria dirigida 7" de u a v es k-cromdtica si los arcos de T usan exacta-

mente k colores.

Ejemplo:
\
1
[ ]
SN
V5 . r 0V2
v
a
L) L)
V4 V3

Figura 6.5: Digréfica con trayectorias 3-cromaéticas.

En la digrafica de la Figura 6.5, las trayectorias T = (v1,v4,v2,v3), Ty =
(vs,v1,v2) y T3 = (v1,v2,v3) son trayectorias dirigidas 3-cromética, 2-

cromatica y 1-cromatica, respectivamente.

A continuacién presentamos la definiciéon de ntucleo por trayectorias k-

cromaticas.
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Definicién 29. Dada D una digréfica m-coloreada y S C V(D), decimos
que S es un conjunto absorbente por trayectorias k-cromaticas si para todo
v € V(D) \ S existe una trayectoria dirigida j-cromética de v a w con
1<j<kywes.

Definicién 30. Dada D una digréfica m-coloreada y S C V(D), decimos
que S es un conjunto independiente por trayectorias k-crométicas si para
todo u,v € S no existe una trayectoria dirigida j-cromética de u a v con
1<j<k

En relacion a estas dos definiciones debemos hacer unas cuantas obser-
vaciones para entenderlas mejor. La primera es que, dado un conjunto S
absorbente por trayectorias k-cromaticas , S también es un conjunto absor-
bente por trayectorias [-cromaticas para [ > k. Para ello podemos sustituir
k por cualquier nimero mas grande en la desigualdad de la Definicién 77

sin afectar a las trayectorias j-cromaéticas.

La segunda observacién estd relacionada con la Definicién ?7. Si un subcon-
junto S es independiente por trayectorias k-cromaticas entonces S también
es independiente por trayectorias m-cromaticas para m < k. De forma simi-
lar a la observacién anterior, basta sustituir & por un nimero m&s pequeno
en la desigualdad para darse cuenta que la independencia del conjunto S

no es afectada.

La tercera observacién es, dado un subconjunto S, siempre podemos en-
contrar ;s € N tal que S es un conjunto absorbente por trayectorias
r-cromaticas e independiente por trayectorias s-cromaéticas. Estas obser-

vaciones veran su utilidad con la siguiente definicién.

Definicién 31. Dada D una digrafica m-coloreada y S C V(D), deci-
mos que S es un ntcleo por trayectorias k-cromaticas, si .S es un conjunto

absorbente e independiente por trayectorias k-cromaéticas.
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Con la tercera observacién puede pasar por la mente de uno que todo sub-
conjunto S es un nicleo por trayectorias k-cromaticas para alguna k € N,
sin embargo esta afirmacién es incorrecta. Dados 7, s € N segtin la obser-
vacion 3, la observacién 2 nos afirma que S es absorbente por trayectorias
m-crométicas con m € {r,r + 1,...} y que es independiente por trayec-
torias n-cromdticas para n € {1,...,s}. Si {r,r+1,...} N{l,...,s} =10
entonces S no puede ser un nucleo por trayectorias k-cromaticas, por ello
es necesario buscar la minima r y la méxima s para que tal interseccion

pueda dejar de ser vacia.

Ejemplos:

Figura 6.6: Digréafica con nicleo 2-cromético

En la Figura 6.6, veamos que S = {v1, v4, v7} es un nicleo por trayectorias
2-crométicas para la digréfica. Para todo v € V(D)\S existe una trayectoria
de longitud menor o igual a 2 a algin elemento de S por lo que S es
absorbente por trayectorias 2-crométicas. Por otro lado, dados u,v € S, u
y v estan separados por al menos una trayectoria de longitud 3 que, por
la construccién, usa 3 colores asi que no existe una trayectoria k-cromética

con k <2y S es independiente por trayectorias 2-crométicas.
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Figura 6.7: Digrafica sin ntcleo 2-cromaético

En la Figura 6.7, primero observemos que cada v € V(D) absorbe exacta-
mente a 2 vértices por trayectorias k-cromaticas con k < 2 por lo que si la
digréfica tiene un nticleo por trayectorias 2-crométicas entonces | S |> 3;
pero si tomamos tres vértices en la digrafica podemos encontrar v,w € S

tal que d(v, w) < 2 contradiciendo la independencia de S.

Observacion. Toda trayectoria cuasimonocromdtica es una trayectoria 2-

cromdtica pero no viceversa. Fsto nos lleva a la siguiente prequnta.

Pregunta. ;Todo nicleo por trayectorias cuasimonocromdaticas es un nicleo

por trayectorias 2-cromdticos?

La respuesta es no y la Figura 6.8 nos sirve como ejemplo. Cualquier v; es
un nicleo 2-cromadtico y S = {v1,v5} es un nucleo por trayectorias cuasi-
monocromaticas. Es decir, v1, como tal, no es un nicleo por trayectorias

cuasimonocromaticas pues no puede absorber a vs, vy, v3 y V2.

Ademsds, existen digréficas las cuales tienen un nicleo por trayectorias 2-

cromaticas pero sin nucleo por trayectorias cuasimonocromaéticas. En la



Trayectorias k-cromaticas 74

Figura 6.8: v; es un nicleo 2-cromatico pero no cuasimoncromaético

Figura 6.9, cualquier v; es un ntcleo 2-cromético. Por otro lado, suponga-
mos que tiene un nucleo por trayectorias cuasimonocromaticas S, cualquier
vértice en la digrafica absorbe a sus tres anteriores por trayectorias cua-
simonocromadticas. Por tanto, | S |> 3 pero esto implica que existen cuya
distancia es menor igual a 3, y por tanto no son independientes por trayec-

torias cuasimonocromaticas.

La siguiente pregunta nace de forma natural para analizar que las defini-

ciones 29 y 30 estén bien definidas.

Pregunta. Sea D es una digrdfica m-coloreada, ;D tiene un nicleo k-

cromdtico siy s6lo si D tiene un nicleo (k+ 1)-cromdtico?.

La respuesta es no, en ambas direcciones, y los siguientes teoremas nos
ayudaran a visualizarlo. La idea detras de cada uno de los teoremas radica

en dos cosas:

i) Colorear la digrafica de modo tal que la longitud de la trayectoria

corresponda con el niimero de colores usados en ella.
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Figura 6.9: Digrafica con un nicleo 2-cromatico pero no cuasimoncromaético

i1) El argumento usado para observar que la digrafica de la Figura 6.8
no tiene un nucleo por trayectorias cuasimonocromaticas. Es decir,
encontrar una cota para el tamano del nucleo, si es que existe, y

contradecir la independencia.

El primer inciso nos servira para no preocuparnos por la coloracién sino por
la longitud de la trayectoria y de esta forma saber cuantos vértices absorbe
cada uno y el segundo, adecuando, para demostrar que no es un n-nicleo

con la n que requerimos.

Teorema 6.4. Para toda k € N, existe una digrdfica D y una coloracion
de sus arcos, tal que D tiene un nicleo k-cromdtico pero D no tiene un
nicleo (k+1)-cromdtico.

Demostracion. Sea v = (v1,v2,...,Um,v1} €l ciclo dirigido con m vértices
donde m = (k+1)(k+3). Al arco (v;, v;4+1) le asignaremos el color i médulo
(k 4 3), es decir, v es una digrafica (k + 3)-coloreada. Como k + 3 divide

a m entonces la digréifica estd pintada de forma que cualquier trayectoria
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de longitud I < k + 3 esta pintada con exactamente [ colores y cuando
Il > k + 3 la trayectoria contiene los k + 3 colores y arcos cuyos colores
se repiten. Supongamos que < tiene un nicleo S por trayectorias (k + 1)-

cromaticas.

Afirmacién 38. | S |[> k+2

Cada v € S absorbe a a lo méas a (k+ 1) vértices por trayectorias j-cromati-
cas con 1 < j < k+ 1 pues estamos en un ciclo dirigido y cualquier vértice
a distancia al menos k + 2 usa al menos k + 2 colores. Si la afirmacién fuera
falsa entonces S absorbe a lo més a (k + 1)(k + 1) vértices lo cual implica
que | V(y) |=m < (k+1)2+ (k+1) = (k+ 1)(k + 2), contradiciendo la
eleccion de m. O

Afirmacién 39. Existen v,w € S tal que d(v,w) <k +1

De lo contrario y ya que | S |> k + 2 tendriamos que I(y) > (k + 2)2,
recordando que estamos eligiendo al menos k + 2 puntos en un ciclo cuya
distancia es al menos k + 2 entre elllos. Pero lo anterior implica que m =
I(y) > (k+2)?> (k+1)(k + 3) = m, contradiciendo la eleccién de m.

La afirmacion anterior nos dice que esos dos vértices estan unidos por una
trayectoria de longitud a lo mas k£ 4+ 1 y que por tanto tal trayectoria usa

a lo mas k + 1 colores, contradiciendo la k-independencia de S.

Por otro lado, S = (v1, V42, V2435 - - - » V(k+1)(k+2)+1} €S un niicleo por tra-
yectorias k-cromaticas, pues vy x+1)+1 con 0 < ¢ < k + 2 absorbe a todos
los vértices entre v(g_1)(x+1)4+1 Y €l mismo por trayectorias j-cromadticas con
1 < j < k.Y entre elementos de S hay al menos una distancia mayor o
igual a k + 1 que por la coloracién tales trayectorias usan al menos k + 1

colores. Asi que S es un nicleo por trayectorias k-cromaticas.

Teorema 6.5. Para toda k € N, existe una digrdfica D y una coloracion de

sus arcos, tal que D tiene nicleo (k + 1)-cromdtico pero D no tiene nicleo
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k-cromdtico.

Demostracion. Sea v = {v1,va,...,vm,v1} €l ciclo dirigido con m = k(k +
2) donde el arco (v;,v;4+1) estd pintada de color i médulo k + 2. De forma
similar al teorema anterior, pintamos los arcos de esta forma para que
la longitud represente el nimero de colores usados en la trayectoria. Esto
ultimo, gracias a que k+2 divide a m. Para probar que ~ no tiene un nicleo
k-cromético procederemos por contradicciéon. Supongamos que existe S es

un nucleo por trayectorias k-cromaticas.

Afirmacién 40. | S [> k+1

Primero observemos, que al igual que la afirmacion 38, para v € S v absorbe
a lo mas a k vértices por trayectorias j-cromaticas con 1 < j < k. Si la afir-
macién no es cierta entonces | S |< k y como S es niicleo entonces V(7y) =|
S | + | {vértices absorbidos por S} |< k + k(k) = (k)(k+ 1) < k(k + 2)
(los vértices totales son los que absorbe S y los de S) , contradiciendo la

eleccion de m.

Por otro lado como S es independiente entonces para todo u,v € S tenemos
que d(u,v) > k 4+ 1, pero como tenemos que tomar k + 1 vértices en un
ciclo cada uno separado por al menos k + 1 de los otros entonces [(y) >
(k+1)? > k(k+2), contradiciendo la eleccién de m. Por lo tanto v no tiene

nucleo k-cromatico.

Ahora, sea S = {V1, V(h42)4+1, V(2k+4)+15 - - - » V(k—1)(k+2)+1}- S en un niicleo
por trayectorias k + 1-crométicas, pues para toda v € V() \ S existe w € S
tal que d(v,w) < k+1, y para todo z,y € S tenemos que d(z,y) > p(k+2)

con p > 1 lo cual implica que usan los k4 2 colores por la construccién. [

Ahora nos podemos preguntarn sobre la equivalencia de la definicién para

nimeros mas grandes. Para ello tenemos el siguiente par de teoremas:
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Teorema 6.6. Para toda k,s € N con k < s, existe una digrdfica D tal

que, D tiene un nicleo k-cromdtico pero D no tiene un nicleo s-cromdtico

Demostracion. Usaremos las ideas de las afirmaciones anteriores. Denota-
remos a y = (wq,wa, ..., Wy, w;) donde m = (k + 1)(s + 2) y pintamos al
arco (v, viy1) del color n modulo s+ 2. Supongamos que la digrafica tiene
un nucleo G por trayectorias s-crométicas, de forma similar a los dos teo-
remas anteriores, tenemos que |G| > k + 2 pues cada vértice en v absorbe

a lo méas s vértices por trayectorias s-cromaticas.

Por otro lado, cada vértice de G tiene que estar a distancia al menos
s + 1 de los otros vértices del nicleo G debido a la independencia. En-
tonces la longitud del ciclo v > (k + 2)(s + 1) > (k + 1)(s + 2), ya
que k < s, contradiciendo la eleccién de m. Ademas, el conjunto S =

{W1, Wt 1) 41, Wa(kt 1) 415 - - » W(s41)(k+1)+1) €S un nicleo por trayectorias
k-cromaticas. O

Con una prueba similar, que ya no mencionaremos, se puede demostrar

que:

Teorema 6.7. Para toda k,s € N con k > s, existe una digrdfica D y una
coloracion de sus arcos, tal que tiene un nicleo s-cromdtico pero D no tiene

un nucleo k-cromdtico.



Capitulo 7

Otro punto de vista...

7.1. Introduccion.

En capitulos anteriores hemos estudiado algunas condiciones suficientes
para obtener nticleos y conjuntos absorbentes en torneos ¢ digraficas m-

coloreadas.

Es esta parte abordaremos el problema de una manera distinta. Para ello

introduciremos algunas definiciones sobre operaciones en digraficas.

Definicion 32. Sean D, D5 dos digraficas. La digrafica Dy e Dy, definida
como V(Dl . Dg) = V(Dl) U V(Dg) y A(Dl ° DQ) = A(Dl) U A(Dg) U
(V(Dl) X V(Dg)), es la suma lineal de las digraficas Dy y Ds.

Definicién 33. Dada una digrafica D. El reverso de D es la digréafica D~*
tal que V(DY) = V(D) y A(D™Y) = {(2,y) : (y.2) € A(D)}.

Definicién 34. Sea G una digrafica y C,Cs,...,C, C V(G) tales que:
(1) C1UCy...UC, es una particién de V(G)

79
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(1) Cada digréfica inducida por C; es un torneo simétrico.

(143) Si (C; x Cj) NA(G) # 0 entonces C; x C; C A(G).

Entonces la digrafica G, con V(G') = {C1,Ca, ...,Cp} y (Ci, C)) € A(G')
siy sélo si (C; x C;) NA(G) # 0, es la contraccion de G.

Las definiciones anteriores nos ayudaran a establecer algunos teoremas pa-
ra conocer y trabajar mejor con los elementos de algunas estructuras. A
continuacién se presenta la definicién principal de esta seccién, la digrafica

de restricciones.

Definicion 35. Sea D una digrafica coloreada en sus vértices y G una
multidigrafica cuyos arcos son coloreados con los vértices de D, es decir,
existe una funcién ¢ : A(G) — V(D). En este caso decimos que G es un

multidigradfica coloreada por D.

Definicion 36. Sea GG una multidigrafica coloreada por D. Decimos que un
camino o trayectoria (vg,v1,...,v,) en G es un D-camino o D-trayectoria

si y sélo si (¢((vo,v1)), ¢((v1,v2)),...,¢((vp—1,v,))) es un camino en D.
En este caso decimos que el camino o trayectoria es D-admisible.

En las definiciones anteriores también podemos llamar a D la digrafica de
restricciones de GG, pues D nos dice que cambios de colores estan permitidos
en las trayectorias dirigidas de G. Por ejemplo, si queremos obtener una
digrafica de restricciones que represente a las trayectorias monocromaticas
basta dibujar m vértices y un loop en cada uno de ellos, el loop indica que

solo podemos formar trayectorias admisibles con arcos del mismo color.

Algo muy importante a notar en la definicién de D-camino y D-trayectoria,
es que todo arco es una D-trayectoria. Es decir, dado (vg,v1) en G bajo la
funcién ¢ se ve como ¢((vg,v1)) en D, el cual es un camino trivial. Esta

observacién nos servird mas adelante para probar un teorema.
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Figura 7.1: Gréfica de restricciones de las trayectorias monocromaticas

Después de las definiciones anteriores es natural pensar en dada una grafica
de restricciones D y G coloreada por D, cudndo podemos encontrar un
nicleo respecto a las trayectorias permitas por D, pero antes que nada

tenemos que reformular la definicién de ntcleo.

Definicion 37. Sea G una multidigrafica coloreada por D. Decimos que
un subconjunto P C V(G) es un conjunto D — absorbente si para cada
x € V(G) — P existe un D — camino de x a un elemento de P. Un subcon-
junto R C V(G) es un conjunto D-independiente si entre cualesquiera dos
elementos de R no existe un D-camino y un subconjunto S de vértices es

un D-nucleo si S es D-independiente y D-absorbente.

Debemos notar que en la definicién anterior manejamos el término camino
en lugar de trayectoria, que se ha venido manejando en las diferentes defini-
ciones de ntcleo, y es natural pensar que cambia radicalmente lo que hemos
trabajado, pero todo lo contrario. Cuando en la definicién sélo hablamos
de trayectorias monocromaticas el uso de caminos o trayectorias es indis-
tinto, pues de todo camino se puede obtener una trayectoria que ademaés

sigue siendo monocromatica. Pero cuando no sélo hablamos de trayectorias
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monocromaticas puede darse el caso que la trayectoria obtenida del camino

sea no admisible como vemos a continuacién.

La grafica de restricciones D de la Figura 7.2 nos dice que los cambios
permitidos son: 1 al 2, 2 al 3 y 3 al 1. Por otro lado, en la Figura 7.3, la
digrafica G tiene un D-camino entre u y v que es moviéndose por todo la
grafica pero no existe una D-trayectoria pues es necesario pasar del color
1 al 3, lo que no estd permitido. Por eso el uso en nuestra definicién de

camino.

Figura 7.2: Grafica D

Con la digrafica de restricciones podemos enunciar, en su lenguaje, algunos

resultados que se han obtenido, como el siguiente resultado de Sands.

Teorema 7.1. Cualquier maltidigrdfica 2-coloreada G tiene un nicleo S

por trayectorias monocromdticas

El cual podemos traducir, en el lenguaje de digrafica de restricciones, como:

Teorema 7.2. Sea D = (A,V) donde V ={1,2} y A=1{(1,1),(2,2)}. St

G es un multidigrdfica coloreada por D entonces G tiene un D-nicleo.
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u 1 / 3
. T~

ey

Figura 7.3: Gréfica G coloreada por D

7.2. Clasificacion.

La digrafica D usada en el Teorema 77 es muy especial ya que no importa
que digrifica G tomemos, siempre va a existir un D-nicleo en G. Ese tipo de
digraficas van a formar nuestra primera clase y a partir de ella definiremos

las restantes.

Definicion 38. Decimos que una digrafica D es del tipo 3, si cualquier
mulitidigrafica G coloreada por D tiene un D-ntcleo. B3 es el conjunto de

todas las digraficas del tipo 3.

Definicion 39. Una digrafica D es del tipo 2, si cualquier multidigrafica
G coloreada por D tiene un conjunto D-absorbente e independiente (en el

sentido de arcos). Bz es el conjunto de tales digraficas.

Definicion 40. Una digrafica D es del tipo 1, si cualquier torneo T' colo-
reado por D tiene un D-nucleo. Al conjunto de las digraficas del tipo 1 lo

llamaremos B;.

Ahora que contamos con nuestra clasificacién, tenemos que revisar que tales

conjuntos no son vacios. La digrafica D definida en el resultado de Sands
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estd en Bs y en Bj. De hecho, de las definiciones obtenemos el siguiente
resultado:

Teorema 7.3. Con la notacion anterior, B3 C By C By.

Demostracion. La prueba se basa en la observacién que hicimos que un arco
es D-camino y por tanto si un conjunto de vértices es D-independiente, en

particular es independiente en el sentido tradicional. O

Estudiar las estructuras de las clases pueden dar paso a teoremas muy in-
teresantes y de cierta forma equivalentes al de Sands. Probaremos que las
contenciones son propias, algunos teoremas que caracterizan a las graficas
que no pertenecen a las clases y algunas propiedades necesarias para per-
tenecer a alguna. A continuacién se enuncia algunas propiedades basicas y

que involucran operaciones.

Teorema 7.4. Las siguientes propiedades son verdaderas:

(1) Si D € B; para i = 1,2,3, entonces cualquier vértice de D tiene un
loop.

(2) Si D € B; y Dy es una subdigrdfica inducida de D entonces Dy € B;.

(3) Sea D’ una contraccidn de D. Entonces D € B; si y sélo si D' € B;,
i=1,2,3.

(4)SiD € B;,i=1,2y V(D) =V (D), A(D) C A(D1) entonces Dy € B;.

Demostracion. (1) Supongamos que existe una digrafica D € B; y un vérti-
ceenu € V(D) tal que no tiene un loop, es decir, un arco de la forma (u, u).
Retomando una observacién anterior, si un loop falta nos dice que un arco
coloreado por u Tomemos la digrafica C'5 definida en capitulos anteriores.
Coloreemos tal digrafica con el color u, claramente tal coloracion en Cj

no tiene un D-ntcleo pues, gracias a una observacion anterior, al faltar un
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loop los tnicos caminos permitidos son trayectorias de tamamno uno para
arcos coloreados por ese vértice. Por tanto, el D-ntcleo necesita al me-
nos dos vértices, lo que contradice la D-independencia. Por otro lado, la
D-independencia implica la independencia por arcos y entonces tampoco

existe un conjunto S independiente y D-absorbente.

(2) Si Dy ¢ B3 existe una digrafica G coloreada por D; que no tiene un
Di-nucleo. Como D; es una subdigréfica de D entonces G también esta co-
loreada por D. Cuando consideramos a D no hemos agregado arcos entre
los vértices de Dy (pues D es grafica inducida), asi que, los D-caminos que
involucran sélo a vértices de D son los D1-caminos permitidos y G no pue-
de tener un D-ntcleo, contradiciendo que D € Bs. Para i = 1,2 la prueba

es similar.

(3) Supongamos que D € B; y sea V(D) =C;UCyU...UC), la particién
que induce la contraccién D’. Sea G una digréfica coloreada con los vértices
de D’ . Si un arco de G estd pintado con C; repintamos este arco con
cualquier ¢ € C;. Supongamos que (u = ui,ug,us,..., U, = v) es un D’-
camino y que ¢((u;,uit+1)) = b; € V(D) donde b; es el color asignado a la
nueva coloracién. Si probamos que (b;, b;+1) es un arco en D entonces (u =
UL, U2, ..., Uy, = v) es un D-camino. Si b;,b;+1 € Ck como cada elemento
de la particién induce una digrafica completa, en particular (b;,bj+1) es
un arco. Si b; € Cy y biy1 € Cj, como (u = ui,us,us3, ..., U, = v) €s un
D'-camino entonces (Cy,C;) € A(D') y por la definicién de contraccién
Ci x C; C A(D) entonces (b;, bi1) € A(D).

De forma similar podemos demostrar que si existe un D-camino entre x,y
vértices de G entonces existe un D’-camino entre z y y. Sea G una digrafi-
ca coloreada por D. Recoloreamos los arcos de G como sigue: Si el arco
estd pintado con ¢ € V(D) entonces le asignamos el color C; donde C; es el
tnico vértice de la contraccién que tiene a c¢. Claramente existe D’-camino

entre z,y € V(G) si y s6lo si D-camino entre z,y € V(G). Con estas dos
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observaciones obtenemos que D € B; si y sblo si D’ € B; parai=1,2,3.

(4) Como los vértices son los mismos y A(D) C A(D;) entonces cualquier
D-camino también es un Di-camino. La observacion anterior nos dice que
cualquier conjunto D-absorbente es un conjunto Di-absorbente y la inde-

pendencia por arcos de un conjunto también se mantiene. ]

En las siguientes secciones estudiaremos por separado cada una de las cla-
ses, tratando de encontrar caracterizaciones para que una multidigrafica
pertenezca a cierta clase y, de esta forma, obtener ejemplos para probar

que las contenciones del Teorema 77 son propias.

7.3. La clase B,

Comenzaremos nuestro analisis con By, debido a que la clasificacion esta com-
pleta y su caracterizacién no es dificil de establecer. El trabajo de esta sec-
cién nos permitird desarrollar el trabajo de las siguientes secciones donde

se estudiaran las clasificaciones restantes.

Proposiciéon 7.5. Si Dy, Dy € By entonces Dy e Dy € By

Demostracion. Sea G una multidigrafica coloreada por D; e Dy. Para i =
1,2, sea G; la subdigrafica de G con V(G;) = V(@) y sus arcos son los arcos
de G que estén pintados con los vértices de D;. De la hipétesis obtenemos
que G; tiene un subconjunto S; que es Di-absorbente e independiente por
arcos. Si consideramos la digrafica inducida por S; en Gs, la hipdtesis nos
asegura que tal digrafica tiene un subconjunto Ss que es Ds-absorbente e
independiente por arcos. Sz es independiente en G ya que A(G) = A(G1)U
A(G2),y Sz es un Dy e Dy-absorbente pues: 1) Si x € S — .S entonces existe
un Dy-camino de z a algin vértice de Ss. 2) Si z € V(G) — S; entonces

existe un Dj-camino de x a algun vértice w de Sy y el caso anterior nos
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asegura que existe un Ds camino de w a S3, ambos caminos se pueden pegar

por la suma linear, terminando la demostraciéon de la proposicion. O

El siguiente Teorema, del cual omitiremos la prueba, nos enuncia la carac-

terizacién de la clase Bs.

Teorema 7.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(Z). D e B,.

(2). D¢ no tiene ciclos impares.

7.4. La clase B3

Con la ayuda de la caracterizacién de B2 podemos obtener algunas digrafi-
cas que estan en Bs. En esta seccién mostraremos que G donde, V(G1) =
{r,b,g} v A(G1) = V(G1) x V(G1) — {(b,g)}, estd en Bs. Clasificaremos
las 16 digréficas de orden tres con loops no isomorfas y al clasificarlas ob-

tendremos que Bs es un conjunto propio de Bs.

El siguiente teorema es un resultado util para ver si una digrafica esta en

Bs.

Teorema 7.7. Sea W = (xo,x1,22,...,x) un camino en D tal que:
(1) Para xj, con 0 < j <k —1, existe ¢; € V(D) tal que (xj,¢c;) ¢ A(D);

(2) (zk, o) ¢ A(D).
Entonces D ¢ Bs.

Demostracion. Sea G la digréfica dada por:

V(G) = {vy i € {1,2,3} y j € {0,1,...,k}} Uocs
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AG) = {(vij,vi11)) 0< i<k —1}U{(vij,00) i €{1,2,3} y 1 <j <k}
U{(Uik,?)(i+1)0) : Z = {1,2,3}}

Vv \

Figura 7.4: Digrafica G

2(k 1)

Coloreamos los arcos de G como sigue:

(1) Para cada 0 < j < k — 1 pintamos el arco (vij, vi(j4+1)) con v # oo de

color xy;
(2) Para 7 = 1,2,3 pintamos el arco (vik, v(i11)x) de color z.
(3) Para cada 1 < j < k pintamos el arco (w;j,00) de color ¢j_;.

Afirmamos que G no tiene un D-nicleo. Para ver esto observemos que co
es un elemento minimal y si existe un subconjunto S que sea D-nitcleo
entonces oo € S. Todos los v;; con j # 0 son absorbidos por oo, pues
(vi5,00) € A(G), pero ninguno de los vértices v19, v29, U3g es absorbido por
oo con un D-camino por que eso implicarfa el uso de un arco con color ¢; y
esto s6lo se puede lograr si usamos el arco pintado por z;, es decir (z}, ¢;)

es un arco de D, contradiciendo la hipdtesis. Ademads, cualesquiera dos
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vértices de vyg, vog, V30 estan unidos por un D-camino y ninguno absorbe
a los otros dos, recordemos que (xg,xo) ¢ A(D). Asi que, G no tiene un
D-ntcleo. ]

El siguiente resultado descarta algunas digréaficas de pertencer a Bs.

Teorema 7.8. Las siguientes digrdficas no estin en Bs.
(1) V(Dl) = {Tv b>g}: A(Dl) = {(Ta T): (ba b)> (gag)v (T, b)? (Tag)};
(2) V(DZ) = {u’ Ty b,g}, A(DZ) = V(D2)XV(D2)_{(bvu)v (g,r), (b,g), (Q, b)}

Demostracion. Para ver que Dy ¢ Bs consideremos la digréfica Gy:
V(G1) ={0,1,2,3,4,5};

A(Gy) ={(,i+1),(4,i+3) :i€{0,1,2,3,4,5} };

y donde los arcos (0,3), (3,0), (1,4), (4,1), (2,5) y (5,2) estdn pintados de
color r; los arcos (0,1), (2,3) y (4,5) de color g y los arcos (1,2), (3,4) y
(5,0) de color b. Supongamos que existe un D-niicleo, S, y sin perdida de

generalidad que 0 € S. Como 0 no absorbe a 1 entonces |S | > 2 pero:

1) 2,4 ¢ S pues existe un D-camino entre 2, 4 y 0.
2) 1,5,3 ¢ S por que son adyacentes a 0, llegando a una contradiccién.

Por lo que no existe D-nucleo en Gj.

El ejemplo del inciso (2) es la digréafica Gy definida por:
V(G1) ={0,1,2,3,4,5};

A(Gy) ={(,i+1),(4,i+3) i €{01,2,3,4,5}};

y cuyos arcos (0,3), (2,5) y (4,1) estan pintados de u; (3,0), (5,2) y (1,4)
de r; (0,1), (2,3), (4,5) de g v (1,2), (3,4), (5,0) de b. Sea S un D-nicleo
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de G5 y supongamos que 0 € S. Como 0 no absorbe por un D-camino a
4 entonces |S| > 2. Por otro lado, 1,5,3 ¢ S ya que son adyacentes a 0 y
2,4 ¢ S pues existe un D-camino de 0 a 2 y 4, luego S = {0}, llegando a

una contradiccién. O

Notemos que D; no es una contracciéon de Dy. Por otra parte, D{ no tiene

ciclos impares y el teorema 7.6 nos asegura que D € Bo.

Teorema 7.9. Si V(Dl) = {Ta b,g} yA(Dl) = {(T7T)a (b> b)a (9,9)7 (T7 b)a (Ta g)}
entonces Dy € By — Bs.

Con el teorema anterior hemos logrado uno de nuestros objetivos, mostrar
que la contencién entre By y B3 es propia. El siguiente resultado nos da un

ejemplo de una digréfica distinta a la de Sands que se encuentra en Bs.

Teorema 7.10. Sea D5 una digrdfica con V(Ds) = {rojo,azul,verde} y
A(Ds) = V(Ds) x V(Ds) — {(azul,verde)}, entonces D5 € Bs.

Demostracion. Antes de empezar la prueba, definiremos la cerradura de una
digrafica G coloreada por los vértices de Ds. La definicién de cerradura es

distinta a la usada en otros capitulos y sélo la usaremos en esta prueba.

Definicion 41. Consideremos las siguientes dos operaciones:

(1) Si (z,y) esta pintado de color rojo entonces introducimos los arcos (z, y)

pintados de azul y verde si no estuvieran presentes.

(2) Si existe un Ds-camino (z, 2, ..., u,y) de forma que (z, 2) y (u, y) tienen
el mismo color entonces introducimos el arco (z,y) con el mismo color de
(z,2) ¥y (u,9).

Como G es una digrafica finita podemos aplicar las dos operaciones antes

mencionadas hasta no poder agregar otro arco. La digréfica obtenida es G,

la cerradura de G.
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Proposicién 7.11. Sea G una digrdfica coloreada por Ds y G la cerradura
de G. Six # y y x tiene un Ds-camino a y, entonces unos de los siguientes

caminos existen en G

(1) (z,y) pintado de verde.

(
(2) (x,y) pintado de azul.
(3) (z,z,y) donde (z,2) y (2,y) pintados de verde y azul, respectivamente.
(

(4) (x, 21, z2,y) donde sus arcos estan pintados de azul, rojo y verde.

La demostracién de esta proposicién es bastante sencilla. Consideraremos

tres casos que son las posibles longitudes del Ds-camino entre = y y.

Caso 1. 1(C) =1, si el arco (x,y) estd pintado de azul o verde no hay nada
que probar. Si (z,y) estd pintado de rojo entonces en G se introducen arcos

(z,y) pintados de verde y azul, y la proposicién es vélida.

Caso 2. 1(C) = 2. Existen 9 formas posibles de colorear a la trayectoria.
Sin embargo, por la definicién de D5 camino, la sucesién (azul,verde) no
estd permitidad. La deseada es (verde,azul) y en las restantes podemos
aplicar las operaciones para obtener una del tipo (1) 6 (2). Por ejemplo,
si tenemos (azul,rojo) entonces sustituimos rojo por azul y obtenemos

(azul,azul) la cual se ve reducida a un solo arco pintado de azul.

Caso 3.1(C) = 3. Al igual que en el caso 2 podemos aplicar las operaciones
para reducir las trayectorias. Por ejemplo, en la trayectoria (verde, rojo,
azul) el arco rojo se puede cambiar por azul o verde, pues es una operacién
de la cerradura, resultando en (verde, verde, azul) o (verde, azul, azul) y
ambas resultan en (verde, azul) por la operacién (2). En los casos como
(azul, rojo, azul) la operacién (2) la reduce a un solo arco. El tinico que no
se puede reducir es la combinacién (azul, rojo, verde) pero esa corresponde

al punto (4) de la proposicién.
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Caso 4. 1(C) > 4. Por el principio de las casillas al menos dos arcos tienen
el mismo color, usando la operacién 2 reducimos la trayectoria. Aplicamos

repetidamente el argumento anterior hasta llegar a un caso anterior.

Con los cuatro casos abarcados la proposiciéon queda demostrada. O

Afirmacién 41. Si S es D-independiente y D-absorbente en G entonces

S también funge como tal en G y viceversa.

Demostracion. La afirmacion se basa en el hecho de que los cuatro caminos
de la Proposicién 7.11 son Ds-caminos. Esto es, dados dos vértices u, v,
existe un Ds-camino de u a v en G si y solo si existe un Ds-camino de u a
venG. [

De la afirmacién anterior podemos suponer que G = G y ademéas podemos

suponer que (G es un contraejemplo de orden minimo del teorema.

Continuemos con la demostracién. Para x,y € V(G) definimos = <, y si
y sélo si x = y 6 (x,y) tiene color azul en G, y = <p si y sélo si z = y
6 (x,y) tiene color verde. Como G = G no es dificil ver que <, y =,
son cuasiordenes. Sea B C V(G) tal que para cualquier pareja z,y € B
T =4 YV Y =¢ xy maximal con respecto a esa propiedad. Ademas sea

K = {y € V(Q) : existe un arco de y a B con color verde}UB.

Afirmacion 42. Si V(G) — K = () entonces G tiene un D-nicleo.

Basta tomarse S = {x} con x € B, pues para cualquier y € B existe el arco
(y,x) de color azul y si y € K — B entonces existe (y, z) de color verde con

z € By la trayectoria (y, z, ) es un Ds-camino. O

De la afirmacién anterior podemos suponer que Q1 = G[V(G) — K] # 0.

Por induccidn, sea S un D-ntcleo para (1.
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Afirmacién 43. Sean x,y vértices distintos de S. Si existe un Ds camino
en G de x ay entonces hay un camino de la forma (z,z1,z292,2) con los

arcos de color azul, rojo y verde, respectivamente.

Para probar esta afirmacién s6lo necesitamos revisar los casos de la Propo-
sicién 7.11 pues supusimos que G = G. No son posibles los casos cuando
(x,y) es verde 6 (z,y) es azul pues @1 es una subdigréfica inducida de G
y S es independiente en (1. También (x,z,y) con colores verde y azul,
respectivamente, es imposible, pues la Ds-independencia de S en )1 obliga

a z a pertenecer al conjunto K y tenemos los siguientes casos:

Caso 1) z € B. Como (z,z) es de color verde entonces x € K, llegando a

una contradiccién (recordemos que x € S C V(G) — K).

Caso 2) z € K — B. De la definicién de K existe u € B tal que (z,u) es un
arco de color verde. Como (z, z) también es de color verde, la transitividad
nos asegura que (z,u) es un arco y ademdas pintado de verde, por lo que

x € K, llegando a una contradiccién (recordemos que z € S).

Por lo que sélo nos queda la opcién 4 de la Proposicion 7.11 y la afirmacién

queda probada. ]

Para aligerar la notacién, dados dos vértices x,y € V(G) diremos que x — y
es va 6 arv cuando exista una trayectoria de x a y con los colores verde-azul

6 azul-rojo-verde.

Definimos, para z,y € S, que z < y si y sélo si existe un Ds camino de = a
y en G, recordemos que S es un D-ntcleo en @)q. La afirmacion anterior es
esencial para ver que el nuevo orden sobre los vértices de S es un cuasiorden.
Supongamos que x < yy y < 2. Six =y é y = z, no hay nada que probar.
Cuando x # y y y # z entonces aplicando la afirmacién anterior obtenemos
que x — y es arv y y — z es arv; pegando ambas trayectorias y aplicando
la operacion del tipo 2 de la cerradura obtenemos que x — z es arv, es

decir, x < z.
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Sea S1 el conjunto de elementos maximales de S con respecto a <. Entonces
S1 es Ds-independiente, de lo contrario existe un Ds-camino en G de xz a y
y x < y, contradiciendo la maximalidad de . Ademads, para y € 1 existe
un Ds-camino a u € S y sucede que u € S1 6 u € S — 57. En el dltimo
caso existe v € S tal que u < v y pegando los dos caminos llegamos a que
existe un Ds-camino de y a v, en otras palabras, S; absorbe a Q). Para

terminar la prueba consideraremos dos tltimos casos:

Caso 2.1) Para cada z € B existe s € S] tal que x tiene un Ds-camino a s
en (G. En este caso S7 absorbe al resto de K, ya que para y € K — B existe
u € B tal que (z,u) tiene color verde y de u sale un Ds-camino que empieza
con azul o verde pudiéndose pegar ambos caminos. Por consiguiente, S es

un Ds-nicleo.

Caso 2.2) Existe un xy € B tal que zp no se puede unir a ninguna s € S;
por un Ds-camino en G. Ahora sea S5 el conjunto de aquellos vértices de
S1 que son Ds-absorbidos por xp. Aseguramos que {S; — S2} U {zo} es un
Ds-nucleo para G. {S; — S2} U {zp} es Ds-independiente por que asi lo
construimos. Ahora sea z € V(G) — ({S1 — S2} U{zp}). Siz€ KUSs z es
absorbido por xg. Por otro lado, supongamos que z € V(Q1) \ S1 y que z
no es absorbido por S; — S, entonces hay en Ds-camino 1" de z a So. Como
para cada w € Sy existe un arv camino a xo (Afirmacién 44) la unién de

T con el arv es un Ds-camino de z a xg en G.

Con ambos casos revisados, la prueba esta completa.

Con este teorema hemos concluido la seccién referente a la clase Bs.

7.5. La clase B;

En esta seccion se mostraran algunos resultados referente a la estructura

de B; y algunos ejemplos de digraficas que pertenecen a ella, omitiendo la
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demostracién por su longitud. Comenzaremos con el siguiente teorema:

Teorema 7.12. Un torneo T tiene un D-nicleo si y sélo si T~ tiene una
D~ -fuente.

Demostracion. Sea T un torneo coloreado por D y supongamos que 7T’ tiene
un subconjunto S que es D-niicleo. Como T es un torneo entonces S =
{x}. Aseguramos que S es una D~ !-fuente para T~ !. Para cualquier y €
V(T~') = V(T) existe un D-camino de y a = en T, digamos W = (y =
Ui, U2, ..., ux = ), pues {x} es un D-nicleo. Si ¢((ui, ui—1), (wi—1,ui—2)) =
(bi, b;) entonces (b;,bj) es un arco de D! pues (b;, b;) es un arco de D. Por
lo que, W~ !esun D~ !'-caminode zayen T~y S = {2} es un D~ '-fuente.

El inverso de la prueba es similar. ]
Sin embargo, el reverso de un D-camino no necesariamente es un D-camino,
como se muestra en el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo 1. El reverso de un D-camino es un D-camino.

?.1/\? D

:
G
/\
u
1, JUs

En la grafica G, (uy, ug,ug) es un D-camino pero (us, ug, u1) no es D-camino

pues no estd permitido ir del vértice 2 al 1.

A pesar del contraejemplo anterior, tenemos el siguiente resultado que liga

los D-ntcleos y las D-fuentes en torneos coloreados por D.
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Teorema 7.13. Las siguientes proposiciones son equivalente:
(1) Todos los torneos T coloreados por D tienen un D-nicleo.
(2) Todos los torneos T coloreados por D tienen una D-fuente.

(8) Todos los torneos T coloreados por D tienen una D-fuente o un D-

nucleo.

Demostracion. (1) = (2). Sea T}, un torneo de orden n coloreado por D.
Considera la secuencia T,,,T,,_1,...,15,T1 donde T; es el torneo obtenido

de borrar un D-nicleo a Tjy1. Claramente T es la D-fuente buscada.
(2) = (3). En particular todos los torneos tienen una D-fuente.

(3) = (1). Sea T,, como en la primera implicacién. Si 7T}, tiene un D-ntcleo
no hay nada que demostrar y podemos suponer que 7;, tiene una D-fuente
Tyn. T,_1 es el torneo que resulta de borrar x,, a 1,. Si 1T,,_1 tiene un D-
nucleo, S = {y,—1}, entonces S absorbe a todos los vértices de T),—1 y a x,
(recordemos que al ser x, fuente existe un D-camino de x,, a y,—1) y por
lo tanto S es un D-ntucleo de T,,. Otra vez, podemos asumir que 7;,_1 tiene
una D-fuente z,,_1. De forma similar a 7T,,_; construimos la secuencia de

torneos Ty,_9,1p_3,...,11. Claramente T3 es el D-nucleo buscado. O

La combinaciéon de los teoremas anteriores nos da el siguiente resultado

para la clase Bj.

Teorema 7.14. D € B; si y solo si D™! € By.

Demostracién. =) Sea T un torneo coloreado por D y T~! el reverso del
torneo con la misma coloracién de los arcos. T~! tiene un D-niicleo debido
a que D € Bj. Aplicando el Teorema 7.13, T tiene una D~' fuente y
del Teorema 7.14 T tiene un D~ !-nticleo. Como T es arbitrario, entonces
D' e B.

<) Similar al caso anterior. O
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Los teoremas anteriores obviamente son resultados respecto a la estructura
de la clase B;. Los siguientes teoremas son herramientas para buscar un

ejemplo de una digrafica en By y que no esté en Bs.

Teorema 7.15. Si |V (D)| < 4 entonces D € By siy sdlo si D € Bs.

Demostracion. =) Sea D € By por el Teorema 7.7 basta demostrar que
D€ no tiene ciclos impares. Suponiendo lo contrario, existe un ciclo de la
forma (u1,ug,us,ur) en D¢ (recordemos que |V (D)| < 4). Tomemos a Cs
y pintemos sus arcos con ui,us y us. Claramente C3, con esa coloracion,
no tiene D-caminos de longitud 2 y de ahi se ve que no tiene D-nucleo,
contradiciendo el hecho que D € By. Por lo tanto, D € Bs.

<) Se sigue de que By C B O

Si queremos encontrar una digréafica D € By — By entonces D tiene que

cumplir las siguientes condiciones:
(1) El orden de D es mayor o igual a 5.
(2) D¢ tiene un ciclo de longitud impar mayor que 3.

El siguiente teorema nos muestra que la digriafica méas obvia que cumple

ambas condiciones es la buscada.

Teorema 7.16. Sea Dy la digrdfica dada por V(Dy) = {0,1,2,3,4} y
A(Dy) =V(D1) x V(D1) —{(c,c+2) : c € {0,1,2,3,4}}. Entonces D; €
By — Bs.
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N
V=i

3L\_/\)2

Figura 7.5: Digrafica D

La prueba del ultimo teorema la omitiremos por su longitud, es una prueba
muy muy larga y hace uso de una notacién bastante tediosa, ain asi las

ideas que utiliza son maravillosas y se puede consultar en [?].
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