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INTRODUCCION.

El hombre desde sus inicios, ha tratado de dominar las fuerzas de la naturaleza para su beneficio.
Para ello, ha debido aprender a construir y utilizar artefactos ajenos a él, para satisfacer sus
necesidades basicas, alimento, transporte entre otras. Con la llegada de la Revolucion Industrial
entre la segunda mitad del siglo XVIII y principios del XIX, en Inglaterra donde tuvo inicio, y el resto
de Europa continental y de ahi al resto del mundo. La economia que antes de esta estaba basada
en el trabajo manual fue reemplazada por otra dominada por la industria y la manufactura. La
Revolucién comenz6 con la mecanizacion de las industrias textiles con su maquina Spinning la
industria del transporte con el ferrocarrii y su maquina de vapor. Estas nuevas maquinas
favorecieron enormes incrementos en la capacidad de produccién dando pauta para la
produccion y desarrollo de nuevos modelos de maquinaria. En la actualidad nuestra vida diaria
esta intimamente ligada con el funcionamiento de las maquinas, ya que muchos de los productos
que utilizamos a diario tanto para nuestras necesidades basicas como para las que no son tan
basicas tienen todo un proceso detras de ellas. Este proceso generalmente es llevado a cabo por
maquinas bajo la supervision del hombre.

Una maquina la cual es cualquier artefacto capaz de aprovechar, dirigir o regular una forma de
energia para aumentar la velocidad de produccion de trabajo o para transformarla en otra forma
energética. Estas maquinas generalmente transforman un tipo de anergia en otra mediante la
actuacion de uno o varios mecanismos .Las maquinas son dispositivos usados para cambiar la
magnitud y direccion de aplicacion de una fuerza. La utilidad de una méaquina simple (palanca,
cable, plano inclinado, rueda) es que permite desplegar una fuerza mayor que la que una persona
podria aplicar solamente con sus musculos, o aplicarla de forma mas eficaz. La relacién entre la
fuerza aplicada y la resistencia ofrecida por la carga contra la que actlta la fuerza se denomina
ventaja tedrica de la maquina.

El propodsito de este trabajo de tesis es de presentar las fuerzas que ejercen los mecanismos
planos sobre su bastidor o bancada y como pueden reducirse, ya que debido a el movimiento
necesario para transformar un tipo de energia en otra en estos mecanismos transmiten fuerzas de
sacudimiento que estan intimamente ligadas a la vida de la maquina y/o mecanismo, estas fuerzas
dependen principalmente de la inercia de los elementos de estos mecanismos es decir de la masa
de los mismos.

En el primer capitulo se presentan los conceptos basicos que constituyen un mecanismo su
clasificacibn y algunas ecuaciones que nos permiten predecir de manera general si los
mecanismos planos se moverany como lo haran estos.

En el segundo capitulo abarca las ecuaciones cineméaticas de los mecanismos planos que nos
permiten conocer la posicion, velocidad y aceleracion con base a un valor de entrada.

En el tercer capitulo se abordan las ecuaciones para encontrar las fuerzas que los miembros de
los mecanismos transmiten entre ellos asi como las fuerzas que ejercen estos hacia los elementos
que soportan el mecanismo como las fuerzas o pares necesarios para producir el movimiento y la
fuerza que se espera de estos.
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En el cuarto capitulo se abordan los conceptos de balanceo la importancia de este, las causas de
desbalanceo, el balanceo en uno y dos planos, se da una pequefia introduccién a las maquinas de
balanceo, el proceso Yy las tolerancias permisibles en el proceso.

En el quinto capitulo se aborda el balanceo de fuerzas en los mecanismos planos el efecto de
balancear el par de torsion de entrada y el balanceo del momento de sacudimiento ya que tanto la
fuerza y el par de sacudimiento se transmiten directamente al bastidor, es decir transmiten fuerzas
vibratorias al elemento que los soporta.

En el sexto capitulo se abordan las fuerzas y pares de torsion de gas necesarias para el
movimiento de maquinas reciprocantes monocilindricas, las fuerzas de inercia y sacudimiento que
este produce y el cémo se balancea este tipo de mecanismo.

En el séptimo capitulo se abordan el balanceo de maquinas reciprocantes multicilindricas las
diferentes configuraciones de los mecanismos dentro de este tipo de motores asi como la forma
en que se balancean estos tanto por la posicion que ocupan los mecanismo en los motores como
la configuracion de encendido de los mecanismos.

En el octavo capitulo se abordan casos practicos de balanceo en uno y dos planos de elementos
sometidos a rotacion, el balanceo de mecanismos articulados mediante la adiciébn de contrapesos
afin de contrarrestar las fuerzas que estos transmiten a su bastidor o bancada.

Y finalmente se presentan las conclusiones.
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CapituloI MECANISMOS

1.1 INTRODUCCION

La teoria de los mecanismos y las maquinas es una ciencia aplicada que sirve para comprender
las relaciones entre la geometria y los movimientos de las piezas de unas maquinas o un
mecanismo Yy las fuerzas que generen tales movimientos. La historia de los mecanismos se remite
a tiempos de la prehistoria. Artesanos como los herreros y carpinteros también actdan como
disefiadores de mecanismos. Una de las funciones originales de los ingenieros fue el disefio de
mecanismos tanto para la guerra como para usos pacificos. En tiempos del renacimiento
encontramos a Leonardo da Vinci quien describié una gran variedad de mecanismos, la mayoria
de ellos para propésitos militares. La era moderna en el disefio de mecanismos a lo largo de la
ingenieria mecanica como una disciplina distinta, puede ser vista con el comienzo de James Wat.

El disefio de una maquina moderna es a menudo muy compleja .Por ejemplo para disefiar un
nuevo motor, el ingeniero en automovilismo debe dar respuesta a muchas preguntas
interrelacionadas. ¢, Cual es la relacion entre el movimiento del pistén y el del cigiiefial?, ¢ Cudles
seran las velocidades de deslizamiento y las cargas en las superficies lubricadas y que lubricantes
existen para este fin? entre otras muchas cuestiones, es obvio que no todo se puede incluir en esta
tesis, por tanto el propésito de ésta es el estudio de los mecanismos asi como de sus métodos de
balanceo.

1.2 MAQUINA

Es una combinacién de cuerpos resistentes acomodados para hacer que las fuerzas mecanicas de
la naturaleza realicen trabajos acompafiados por movimientos determinados.

Segun la definicién de Reuleaux™ una maquina es un conjunto de mecanismos acomodados para

transmitir fuerza y realizar trabajo. Reuleaux consideraba todos los dispositivos que transmiten
fuerza o energia como méaquinas que utilizan mecanismos, como sus bloques de construccion para
proporcionar las restricciones de movimiento necesarios.

1.3 MECANISMO

Son ensambles de miembros o eslabones sélidos. Los mecanismos transfieren movimiento y
trabajo mecanico de uno o mas actuadores a uno o mas miembros de salida. Para propdsitos del
disefio cinemético, se debe de idealizar un mecanismo como una conexién cinemética, en la cual
se asume que todos los miembros (eslabones) son perfectamente rigidos, y estan conectados por
articulaciones cinematicas (pares cinematicos).

De la definicion de Reuleauxt de un mecanismo “combinacion de cuerpos resistentes conectados
por medio de articulaciones moéviles para formar una cadena cinematica cerrada con un eslabén
fijo, y cuyo propdésito es transformar el movimiento” es evidente que se necesita tener una cadena
cinematica cerrada con un eslabon fijo. Cuando se habla de que un eslabon fijo (bancada) se
quiere dar a entender que se elije como marco de referencia para todos los demas eslabones, es
decir, que los movimientos de todos los demas puntos del eslabonamiento se mediran con
respecto a ese en particular ya que se le considera como fijo. Una vez que se designa el marco de
referencia (y se satisfacen las condiciones anteriores), la cadena cinematica se convierte en un
mecanismo.

1 Reuleaux (1829-1905), especialista aleman en cinematica cuyo trabajo marcé el principio de un estudio sistematico de la cinematica. Para
consultas adicionales, véase A. B. W Kennedy, “ Reuleaux Kinematics of Machinery”, Macmillan, Londres, 1879; publicado nuevamente por
Dover, Nueva York, 1963.
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1.4 TIPOS DE MOVIMIENTO

Un cuerpo rigido libre de moverse dentro de un marco de referencia, en el caso general, tendra un
movimiento complejo, el cual es una combinaciéon simultanea de rotacién y traslacion. En el
espacio tridimensional, puede haber rotacién alrededor de un eje (cualquier eje oblicuo o uno de
los ejes principales) y también traslacion simultanea que se puede resolver en elementos a lo largo
de tres ejes. En un plano o en un espacio bidimensional, el movimiento complejo se vuelve una
combinacion de rotacion simultanea alrededor de un eje (perpendicular al plano) asi como
traslacion descompuesta en elementos a lo largo de dos ejes en el plano .Para simplificar, se
limitara este andlisis al caso de sistemas cinematicos planos (2D). Para este propdsito, se definiran
estos términos en movimiento plano como sigue.

1.4.1 Rotacion pura

El cuerpo posee un punto (centro de rotacién) que no tiene movimiento con respecto al marco de
referencia “estacionario”. Todos los demas puntos del cuerpo describen arcos alrededor del centro.
Una linea de referencia trazada en el cuerpo cambia sélo su orientacién angular.

1.4.2 Traslacion pura
Todos los puntos del cuerpo describen trayectorias paralelas (curvilineas o rectilineas). Una linea
de referencia trazada en el cuerpo cambia su posicion lineal pero no su orientacién angular.

1.4.3 Movimiento complejo

Una combinacion simultanea de rotacion y traslacion. Cualquier linea de referencia trazada en el
cuerpo cambiara tanto su posicién lineal como su orientacion angular. Los puntos en el cuerpo
recorreran trayectorias paralelas, y habra, en todo instante, un centro de rotacién, el cual cambiara
continuamente de ubicacion.

1.5 ESLABONES

Son bloques de construccion basicos de todos los mecanismos. Como se muestra en la figura 1.1
es un cuerpo rigido (supuesto) que posee por lo menos dos nodos que son puntos de unién con
otros eslabones y se clasifican en base al nimero de nodos que poseen.

1.6 ARTICULACIONES CINEMATICAS O PARES CINEMATICOS

Se denomina a la forma de conexién entre dos o0 mas eslabones y ademas es el aspecto mas
importante a examinar del mecanismo durante el andlisis. Los pares cinematicos permiten el
movimiento relativo en varias direcciones mientras lo restringen en otras. Los tipos de movimiento
que permiten estan relacionados con el nUmero de grados de libertad. EI nimero de grados de
libertad de la articulacién es igual al niumero independiente de coordenadas necesarias para
especificar la posicién de la conexion relativa de las otras restricciones de la articulacion.

En la clasificacion de los mecanismos cinematicos por Reuleaux™ (1876).- dividi6 los pares
cinematicos en “pares Inferiores y superiores”.

Nodos - —

Eslabon binario Eslabon ternario EslabSn cuatermnario

Figura 1.1 Eslabones de diferente orden

lReuIeax, F. (1963). The Kinematics of Mechinery A .B .W . Kennedy. Troad. Dover Publications: Nueva York, pp.29-55.
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1.6.1 Pares inferiores
Son aquellos en los cuales el contacto entre los eslabones ocurre en todos los puntos en uno o
mas segmentos de la superficie.

Estos pares estan necesariamente limitados a un ndmero relativamente pequefio de geometrias,
los cuales experimentan un contacto superficial. De aqui que solo existen seis diferentes tipos de
pares inferiores figura 1.2, clasificados en base al movimiento relativo que ellos permiten.

Las articulaciones de pares inferiores son utilizadas frecuentemente en el disefio de mecanismos.
Estos dan un buen servicio debido a que el desgaste es repartido sobre la superficie de contacto y
debido a la pequefia tolerancia entre las superficies, proporcionan buenas condiciones para
lubricacion y un ajuste en la restricciéon del movimiento.

Los pares inferiores tales como juntas de revolucién y juntas cilindricas son frecuentemente
simuladas por mecanismos tales como rodamientos de bolas en los cuales se encuentran varios
elementos actuando en paralelo. El contacto real en las articulaciones de un rodamiento de bolas
se encuentra en un par superior. De esta forma las propiedades de una baja friccion de los
rodillos en contacto son explotados para obtener una articulacién con poca fricciobn y una carga
elevada y una relativa capacidad de velocidad que puede ser posible con una junta plana de
revolucién. Al mismo tiempo, el movimiento total relativo de la geometria de la articulacion se
conserva.

| Conectividad
(No. de Grados de Letra de s Representacion
libertad) Nembie Representacion ~ Forma Tipica Gr:ﬁca
1 Revoluta R & TIE y
Bisagra LA \‘i ,ﬁ
Par q
O (plano) (espacio)
1 Prismatica P Db
Deslizamiento st =k il (R
— =1
s (plano)  (espacio)
1 Tornillo H O
i N
Heliciodal q—-ﬁ%‘ ‘%\/
(espacio)
2 Cilindrica C C 3/
o oy
Q—<Z&~
(espacio)
3 Esferica S %
Junta de Bola /d /
(espacio)
Junta Planar
3 Py

&

(espacio)

Figura 1.2 Pares inferiores
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1.6.2 Pares superiores

Estos experimentan el contacto lineal o puntal como el contacto de rodamiento puro, o que se
aproxima a esta condicion. En el contacto de rodamiento puro, los puntos en una o dos superficies
de articulacion que estan realmente en contacto con la otra superficie en cualquier instante estan
en descanso con respecto a la otra superficie. De hecho el deslizamiento de las superficies no es
relativo, la friccién de la articulacion y el desgaste son minimos. Fisicamente la limitacion de este
tipo de articulaciones es la intensidad del esfuerzo que experimenta el material en contacto. El
esfuerzo es necesariamente alto debido a la pequefia area de contacto. Si los cuerpos fueran
perfectamente rigidos el contacto ocurriria s6lo en puntos discretos o a lo largo de una linea, el
area de contacto seria cero y el esfuerzo creceria infinitamente, observe la figura 1.3

Los pares superiores son algunas veces remplazados por articulaciones de pares inferiores como
en la figura 1.4. Por ejemplo en la articulacién un sujetador en la ranura comienza con una junta
de revolucion y una junta prismatica. Note que esto involucra la adicion de miembros extras al
mecanismo .En los dos casos en los cuales un par inferior es remplazado por un rodamiento de
rodillos, o una articulacidn compuesta, los mecanismos son cineméticamente equivalentes, esto
significa que el movimiento relativo que se permite dentro de los dos cuerpos es el mismo aun
cuando la articulacion sea fisicamente diferente.

Conectividad
(No. de Grados de
Libertad

Nombre Forma Tipica
? Comments
1 PeRodillos Cilindricos /<_‘\ El rodillos rotan sobre esta linea
- s en el momento en que se mueve.
3 ~ El rodillo no se desliza sobre la
superficie que jira
2 Leva La leva jira y se desliza sobre el

seguidor

La esfera rota sin deslizarse

3 De Bolas “ ’/?

De Bolas En Un Cilindro
B La esfera puede rotar sobre

cualquier eje atraves de su
centro y deslizarse a lo largo
del eje del cilidro

5 De Punto Espacial En FR Sl El cuerpo rota sobre cualquier
Contacto eje atraves del punto de contacto
y se desliza en cualquier
disreccion tangente al plano

Figura 1.3 Algunos pares superiores

. ;
laey)) = =0Ld b
U

Figura 1.4 Remplazo de un par superior por una combinaciéon equivalente de pares inferiores
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1.6.3 Pares compuestos

Los pares inferiores tales como juntas de revoluciéon y juntas cilindricas son frecuentemente
simuladas por mecanismos tales como rodamientos de bolas, en los cuales se encuentran varios
elementos actuando en paralelo. El contacto real en las articulaciones de un rodamiento de bolas
se encuentra en un par superior. De esta forma las propiedades de una baja friccién de los
rodillos en contacto, son explotadas para obtener una articulacién con poca friccién y una carga
elevada y una relativa capacidad de velocidad que puede ser posible con una junta plana de
revolucion. Al mismo tiempo, el movimiento total relativo de la geometria de la articulacion se
conserva. Este es uno de los ejemplos de una articulacion compuesta, es un mecanismo complejo
pero es de gran valor cinematico equivalente a una articulacion de revolucion. Algunos ejemplos
de articulaciones compuestas se muestran en la figura 1.5.

Forma
Conectividad Nombre
1 Rodamiento de Bolas
Rodamiento Antifricién
2 Junta Universal

Junta de Hooke
Junta de Cardan

1 Rodillos Deslizantes

Figura 1.5 Algunos ejemplos de pares compuestos

1.7 CADENA CINEMATICA

Cuando varios eslabones estan conectados permitiendo el movimiento entre ellos por medio de
articulaciones llamadas “pares”, de modo que produzcan un movimiento controlado en respuesta a
un movimiento suministrado, se dice que constituyen una cadena cinematica.

Segun el género de movimiento realizado por los puntos de los eslabones, las cadenas
cineméticas se subdividen en planas y espaciales. Las cadenas planas son aquellas cuyos
eslabones se mueven en planos paralelos. Las cadenas espaciales son aquellas en las que los
puntos de los eslabones se mueven por curvas espaciales o por curvas planas que estan en
planos no paralelos.

Las cadenas cinematicas suelen ser abiertas y cerradas. Se llama cerrada, si cada eslabdn de la
cadena se conecta por lo menos con otros dos, esta forma uno o mas circuitos cerrados, de no ser
asi se denomina cadena abierta. Esto se muestra en la figura 1.6.

11
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a) Mecanismo de cadena abierta b) Mecanismo de cadena cerrada

Figura 1.6 Cadena de mecanismos
1.8 CLASIFICACION DE LOS MECANISMOS

1.8.1 Mecanismos planos

Un mecanismo plano es aquel en el cual las velocidades de todos los puntos en los eslabones son
direccionados a un plano paralelo, denominado plano de movimiento. Los Unicos pares inferiores
que son apropiados con el movimiento en un plano son las articulaciones de revolucion vy
prismaticas. Los ejes de rotacién de una junta de revolucién deben ser normales al plano de
movimiento porque de otra forma no permitiran el movimiento en el plano de los otros puntos. La
direccion de deslizamiento de una articulacion prismatica debe ser paralela al plano de movimiento
desde todos los puntos; en un eslabdn conectado a otro por una conexion prismética se mueven
en lineas paralelas a la direccion relativa de deslizamiento al segundo eslabén. Ocasionalmente
otro tipo de pares inferiores apareceran en un mecanismo plano. Pero ellos funcionan solo como
una articulacion de revolucion o prismética.

Un método comun de esquematizacién de los mecanismos planos es representar las articulaciones
de revolucion por pequefios circulos. Conexiones binarias, que tienen dos articulaciones
montadas, son representadas como lineas uniendo a sus dos puntos. Conexiones ternarias, que
tienen tres articulaciones son representadas como triAngulos con las articulaciones en sus vértices,
etc., como se muestra en la figura 1.7.

o—0
R ‘ ‘b =
(a)

aAh;fA

(b)
= ‘4&
)

(c

Figura 1.7 Representacion de eslabonamientos. (a) Eslab6n binario en el cual estan montadas dos
articulaciones. (b) Eslabén ternario. (c) Eslab6n cuaternario; estos tienen tres y cuatro articulaciones
respectivamente.
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El término mecanismo es un tanto intercambiable con eslabonamiento. El uso normal es un término
mas genérico en comparacién con sistemas de pares superiores o combinacion de pares inferiores
y superiores, mientras que el término de eslabonamiento tiende a ser restringido a sistemas sélo
con pares inferiores. Mecanismos o eslabonamiento son generalmente representados por sus
eslabones y articulaciones. Los eslabones son numerados tomando como referencia el marco fijo y
comenzando con el nimero 1 en sentido horario.

Las articulaciones de un solo lazo son dadas a una designacion simbdélica por una secuencia en
sentido horario comenzando y terminando con la articulaciéon montada en el marco de referencia
como se muestra en la figura 1.8.

RRRR Linkage (4R)
R,

2 - | P

\ RRRP Linkage (3R-P)

(b)

Figura 1.8 Designacion de mecanismos de un solo laso debido a sus articulaciones. Las
articulaciones se numeran en sentido horario, comenzando y terminando con el eslabdn fijo (bancada)

Los perfiles de las superficies de contacto de los pares superiores, tales como levas y seguidores,
se representados en conexiones planas como las que se muestran en la figura 1.9. Estas
superficies deben ser generalmente (no necesariamente circulares) cilindricas de quien sus lineas
rectas generadoras son perpendiculares al plano de movimiento. El perfil dibujado es, por lo tanto,
la generacion de la curva del cilindro como se muestra en la figura 1.10. El cilindro es generado por
la traslacion de la curva a lo largo de la linea recta en direccién normal a su plano. La familia de
cilindros con una curva de generacion circular es denominada cilindro circular derecho.

HCA o)

Figura 1.9 Representacion de una leva con su seguidor. La cara del seguidor es un plano, por tanto es
representado por una linea. La leva es representada por su perfil curvo.

1.8.2 Mecanismo esférico

Es aquel en el que cada eslabon tiene algin punto que se mantiene estacionario conforme el
eslabonamiento se mueve, y en el que los puntos estacionarios de todos los eslabones estan en
una ubicacion comuan; en otras palabras, el lugar geométrico de cada punto es una curva contenida
dentro de una superficie esférica y las superficies esféricas estan definidas por varios puntos
arbitrariamente elegidos y son concéntricos. Por ende los movimientos de todas las particulas
se pueden describir por completo mediante proyecciones radiales o “sombras”, proyectadas sobre

13
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Generating line

Generating curve

Figura 1.10 Cilindro general. La curva generadora es una curva plana. Su plano es normal a la linea
generadora

la superficie de una esfera con un centro seleccionado en forma apropiada. La conexién universal
de Hooke es quizéa el ejemplo mas conocido de un mecanismo esférico.

Eslabonamientos esféricos son aquellos que se componen exclusivamente de pares de revolucion.
Un par esférico no producira restricciones adicionales, y por ende seria equivalente a una abertura
en la cadena cinematica, en tanto que todos los demas pares inferiores poseen movimientos no
esféricos. En el caso de eslabonamientos esféricos, los ejes de todos los pares de revoluta se
deben intersecar en un punto.

1.8.3 Mecanismos espaciales

Estos no incluyen restriccion alguna en los movimientos relativos de las particulas, la
transformacion del movimiento no es necesariamente coplanar, como tampoco es preciso que sea
concéntrica. Un mecanismo espacial puede poseer particulas con lugares geométricos de doble
curvatura. Cualquier eslabonamiento que comprenda un par de tornillo, es un ejemplo de un
mecanismo espacial ya que el movimiento relativo dentro del par de tornillo es helicoidal.

La categoria abrumadoramente mas numerosa de mecanismos planos y la de los esféricos son
apenas unos cuantos casos especiales, o subconjuntos, de la categoria general de mecanismos
espaciales. Estos se obtienen como una consecuencia de la geometria especial en las
orientaciones particulares de los ejes de sus pares.

Considere un eslabonamiento de cuatro barras, que cuenta con cuatro eslabones conectados por
cuatro pasadores cuyos ejes son paralelos. Este “paralelismo” es una hipétesis matematica y no
una realidad. Los ejes tal y como se producen en un taller, sin importar lo bueno que este sea
seran aproximadamente paralelos. Si estan muy fuera del paralelismo habra cierto amarre en el
mecanismo y s6lo se movera debido a que los eslabones “rigidos” se flexionan y tuercen,
produciendo cargas en los cojinetes. Si los ejes son casi paralelos, el mecanismo opera debido a la
holgura de los rodamientos o flexibilidad de los eslabones. Una forma comin de compensar las
pequefias faltas de paralelismo es conectar los eslabones con cojinetes autoalineantes, que son en
realidad articulaciones esféricas que permiten rotaciones tridimensionales.

1.9 ANALISIS DE RESTRICCION

El ndmero de grados de libertad de un cuerpo es el nimero de coordenadas necesarias para
especificar Unicamente la posicidn relativa con respecto a un marco de referencia. De manera
similar podemos llamar grados de libertad del sistema al ndmero minimo de coordenadas
necesarias para especificar Unicamente la posicion de todos los miembros de un sistema de
cuerpos rigidos. De hecho utilizaremos el concepto nimero de grados de libertad en tres distintas
pero significativas formas. El primero es el nimero de grados de libertad de un cuerpo relativo
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referidas al marco de referencia el cual debe estar definido. El segundo es el nimero de grados de
libertad de la cadena cinematica. Y el tercero es el nUmero de grados de libertad del mecanismo.

1.9.1 Conectividad

El nimero de grados de libertad de una articulacion o conectividad. En adicion a este término se
aplicara al namero de libertad relativa entre dos cuerpos. Igualmente, se utilizara el nimero de
grados de libertad del mecanismo como la movilidad de la conexion.

Si una articulacion cinematica se forma entre dos cuerpos rigidos que no estan conectados la
conectividad® de la articulacion es el niumero de grados de libertad de movimiento o también de
uno de los dos cuerpos unidos, con respecto al otro.

1.9.2 Movilidad

La movilidad @ de un mecanismo es el numero minimo de coordenadas necesarias para
especificar la posicién de todos los eslabones del mecanismo con respecto a uno de ellos en
particular seleccionado como marco de referencia o eslabdén fijo, o el nimero de entradas que se
necesita proporcionar para crear una salida predecible.

La movilidad, o numero de grados de libertad de una conexion, se utilizada para determinar el
numero de variables necesarias para especificar la posicién de todos los puntos en todos los
miembros de la conexién. Estos se pueden localizar en funcion del tiempo. Una conexion tiene una
movilidad de uno o més. Casi todas las conexiones tienen un grado de libertad. Sin embargo en la
practica del disefio moderno, las conexiones con dos o mas grados de libertad estan comenzando
a ser mas comunes. Si la movilidad es cero, o es negativa, como se determina con las ecuaciones
pertinentes, entonces el ensamble es una estructura. Si la movilidad es cero la estructura esta
estaticamente determinada, lo que significa que ningdn movimiento es posible. Si la movilidad es
negativa, la estructura esta precargada lo que significa que no habra ninglin movimiento y ademas
algunos esfuerzos pueden estar presentes en el momento del ensamble. La figura 1.11 muestra
ejemplos de estos tres casos.

a) Mecanismo - GDL = +1 b) Estructura - GDL =0 ¢) Estructura precargada - GDL = -1
Figura 1.11 a) Mecanismos, b) Estructuras, c) Estructuras precargadas

1.9.3 Movilidad de mecanismos planos

Se debe considerar el nimero de eslabones, el nimero de juntas (pares cinaméaticos o
articulaciones) e interacciones entre ellos. La movilidad de cualquier ensamble de eslabones se
puede pronosticar con una investigacion de la condicion de Gruebler B, Cualquier eslabén en un
plano tiene tres grados de libertad. Por consiguiente un sistema de L eslabones no conectados en
el mismo plano tendra 3L GDL como se muestra en la figura 1.12, donde los dos eslabones no

2KENNETH J. WALDRON & GARY L. KINZEL.(1999). Kinematics, Dynamics, And Design Of Machinery. Jonh Wiley & Sons, Inc New York,
p.12.

3Gru&:—)bler, M. (1917). Getriebelehre. Springer Verlag: Berlin
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conectados tienen un total de 6 GDL. Cuando estos eslabones estan conectados por una junta
completa (en la misma figura inciso b) Ay; y Ay, se combina como en Ay, y Ax; y Ax; en Ax. Esto
elimina dos GDL y deja 4. En la misma figura inciso c) la semijunta elimina sélo un GDL (porque
una semijunta tiene 2 GDL) y deja el sistema de dos eslabones conectados por una semijunta con
un total de 5 GDL. Ademas, cuando cualquier eslabdn esta conectado a tierra o unido al marco de
referencia, se eliminaran sus 3 GDL. Este razonamiento nos lleva a la ecuacion de Gruebler.

a) Dos eslabones desconectados
GDL=6

b) Conectados por una junta
completa GDL =4

c) Conectados por una junta deslizante
y rodante (semijunta) GDL =5

A6,

Figura 1.12 Las articulaciones eliminan grados de libertad

M=3L-2]-3G .......... 1.1
Donde: M=grados de libertad o movilidad
L=numero de eslabones
J=nUmero de juntas
G=numero de eslabones conectados a tierra

Es conveniente observar que en cualquier mecanismo real, aun cuando mas de un eslabén de la
cadena cineméatica esté conectada al tierra, el efecto neto sera crear un eslabén unido a tierra de
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mayor orden y mas grande, ya que sélo puede haber un plano de bancada, por lo tanto G siempre
es uno y la ecuacion de Gruebler se convierte a:

M=3L—-1)—2]....... 1.2

El valor de J en las dos ultimas ecuaciones refleja el valor de todas las juntas en el mecanismo.
Esto es, las semijuntas cuentan con % porque sélo eliminan un GDL. Lo anterior es menos
confuso si se utiliza la modificacién propuesta por Kutzbach a la ecuacion de Gruebler dada por:

M=3L-1)=2]; —Jp cerr..... 1.3
Donde: M=grados de libertad o movilidad
L=nUmero de eslabones
Ji=numero de juntas de 1 GDL
J,=numero de juntas de 2 GDL

El valor de J; y J, en estas ecuaciones debe ser determinado con cuidado para considerar todas
las juntas completas semijuntas y mdltiples en cualquier eslabonamiento. Las juntas mudltiples
cuentan con un GDL menor que el nimero de eslabones unidos en dicha junta y se agrega a la
categoria completa (J;). El GDL de cualquier mecanismo se puede determinar rapidamente a partir
de esta expresion antes de que se invierta tiempo en el disefio mas detallado. Es importante notar
que en esta ecuacién no se incluye informacién sobre tamafios y formas de los eslabones.

1.9.4 Movilidad en mecanismos espaciales

El método utilizado para determinar la movilidad de un mecanismo plano se puede ampliar para
tres dimensiones. Cada eslabdn no conectado entres espacios tiene 6 GDL y uno de los 6 pares
inferiores se puede utilizar para conectarlos, al igual que los pares superiores con mas libertad.
Una junta de un grado de libertad elimina 5 GDL, una de dos GDL elimina 4 etc. La bancada
elimina 6 GDL esto conduce a la ecuacién de movilidad de Kutzbach para eslabonamientos
espaciales.

M=6(L—1)=5J; =4, —3J3—2J4 — Jeurvrrrer.. 14

1.9.5 Paradojas

Como el criterio de Gruebler no presta atencién a las formas y tamarfos de los eslabones , puede
proporcionar resultados equivocados en el caso de configuraciones geométricas Unicas por
ejemplo la figura 1.13 a) muestra una estructura (GDL=0) con los eslabones ternarios de forma
arbitraria. Este arreglo de eslabones en ocasiones se llama “quinteto E” y al hecho de que tiene
cinco eslabones, incluida la bancada.

La figura 1.13 b) muestra el mismo quinteto E con eslabones ternarios rectos, paralelos y con
nodos equiespaciados. Los tres binarios también son iguales en longitud. Como se puede ver, esta
configuracién geométrica peculiar se mover4 a pesar de que la condicién de Gruebler diga lo
contrario.

La figura 1.13 ¢) muestra un mecanismo muy comudn que no cumple el criterio de Gruebler. La
junta entre las dos ruedas puede ser prefijada para que no permita el deslizamiento, siempre que
se disponga de la suficiente friccidon. Si no ocurre deslizamiento, entonces ésta es una junta de un
grado de libertad, o completa, que permite s6lo movimiento angular relativo (A8) entre las ruedas.
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Con esta suposicion, existen 3 eslabones y 3 juntas completas, y de la ecuacion de Gruebler se
predice un GDL cero. Sin embargo, este eslabonamiento si se mueve GDL=1, por que la distancia
entre centros, o la longitud del eslabén 1, es exactamente igual a la suma de los radios de las dos
ruedas.

Q) El quinteto Econ GDL=0
—concuerda con la ecuacién de Gruebler

b) El quinteto Econ GDL =1
—no concuerda con la ecuacion
de Gruebler por su geometria Gnica

Junta completa-
rodante pura
sin resbalamiento

¢) Cilindros rodantes con GDL = 1
—nNo concuerda con la ecuacion
de Gruebler la cual predice GDL=0

Figura 1.13 Paradojas de Gruebler; eslabonamientos que no se comportan como predice la ecuacion
de Gruebler

1.9.6 Inversion
Una inversion es creada por la conexién a tierra de un eslabon diferente en la cadena cinematica.
Por tanto existen muchas inversiones de un eslabonamiento.

Los movimientos que resultan de cada inversiébn pueden ser muy diferentes, pero algunas
inversiones de un eslabonamiento pueden producir movimientos similares a otras inversiones del
mismo eslabonamiento. En estos casos, solo algunas de las inversiones pueden tener movimientos
enteramente diferentes. Se denotara las inversiones que tienen movimientos enteramente
diferentes como inversiones distintas.

La figura 1.14 muestra cuatro inversiones del eslabonamiento de corredera-manivela de cuatro
barras y todas tienen movimientos distintos. La inversion ndmero 1, con el eslab6n 1 como
bancada y su corredera en traslacion pura, es la mas comun y se utiliza en motores de pistones. La
inversibn nimero 2 se obtiene al fijar el eslabén 2 y produce el mecanismo de retorno rapido
Whitworth o limadora de manivela, en el que la corredera tiene movimiento complejo. La inversion
namero 3 se obtiene al fijar el eslabon 3 y da a la corredera rotacion pura. La inversion nimero 4
se obtiene al fijar el eslabén 4 y se utiliza en mecanismos manuales de bombas de pozo, en los
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que la manija es el eslabén 2(extendido) y el eslabén 1 baja hasta la tuberia del pozo para montar
un pistén en su extremo inferior.

a) Inversion nimero 1 b) Inversion nimero 2 o) Inversion nimero 3 @) Inversion nimero 4
traslacion de la la corredera tiene la corredera gira la corredera es
corredera movimiento complejo estacionaria

Figura 1.14 Cuatro inversiones distintas del mecanismo de manivela-corredera de cuatro barras (cada
eslabdn negro es estacionario todos los eslabones de tono claro se mueven)

1.10 CONDICION DE GRASHOF

Con anterioridad se demostré que el eslabonamiento de cuatro barras es el mecanismo articulado
més simple posible para movimiento controlado, con grado de libertad simple. También aparece
con varias formas tales como la de manivela-corredera y la de leva seguidor. De hecho es el
dispositivo mas comdn y omnipresente utilizado en maquinaria. También es extremadamente
variado en funcién de los tipos de movimiento que puede generar.

La sencillez es la marcha de un buen disefio. La menor cantidad de partes que puede realizar el
trabajo en general seré la solucion menos cara y mas confiable. Por lo tanto, el eslabonamiento de
cuatro barras deberé estar entre las primeras soluciones a problemas de control de movimiento a
ser investigado. La condicion de Grashof es una relacion muy simple que predice el
comportamiento de rotacién o rotabilidad de las inversiones de un eslabonamiento de cuatro barras
basado sélo en las longitudes de los eslabones.

Sea:

S= longitud del eslab6n més corto
L= longitud del eslabén més largo
P=longitud de un eslabén restante
Q= longitud del otro eslabon restante
Luego si: S+L<P+Q....... 1.5

4Grashof,F. (1883). Theoretische Maschinenlehre, Vol 2. Voss: Hamburgo
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El eslabonamiento es de Grashof si por lo menos un eslabon sera capaz de realizar una
revolucién completa con respecto al plano de la bancada. Esta se llama cadena cinematica de
clase I. Si la desigualdad no es cierta, entonces el eslabonamiento no es de Grashof y ningan
eslabdn serd capaz de realizar una revolucién completa con respecto a cualquier otro eslabén.
Esta es una cadena cinematica de clase .

Hay que observar que los enunciados anteriores se aplican sin importar el orden de ensamble de
los eslabones. Esto es, la determinacion de la condicion de Grashof puede hacerse con base en un
conjunto de eslabones no ensamblados. Ya sea que se ensamble después en una cadena
cinematica en S, L, P, Q 0 S, P, L, Q o en cualquier otro orden no cambiara la condicién de
Grashof.

Los movimientos posibles de un eslabonamiento de cuatro barras dependeran tanto de la
condicion de Grashof como de la inversion elegida. Las inversiones se definiran con respecto al
eslabén mas corto. Los movimientos son:

1.10.1 En el caso de la clase I, S+L<P+Q
Si se fija cualquier eslabdn adyacente al mas corto se obtiene un mecanismo manivela-balancin,
donde el eslabén mas corto girara por completo y el otro eslabén oscilara pivoteado a la bancada.

Si se fija el eslab6n méas corto, se obtendrd un doble-manivela, en la que ambos eslabones
pivoteados a la bancada realiza revoluciones completas, asi como lo hace el acoplador.

Si se fija el eslabén opuesto al mas corto, se obtendra un doble-balancin de Grashof, en el que
ambos eslabones pivoteados a la bancada oscilaran y solo el acoplador realiza una revolucion

completa.
P N7 \\
- ]?* :

Nuimero 1 Numero 2
a) Dos inversiones no distintas de manivela-balancin (GCRR)

R N Nimero 3 2 Nudmero 4

b) Inversidn de doble-manivela (GCCC) o) Inversidon de balancin doble
(mecanismo de eslabdn de arrastre) (GRCR) (el acoplador gira)

Figural.15 Todas las inversiones del eslabonamiento de Grashof de cuatro barras
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1.10.2 En el caso de la clase II, S+L>P+Q:
Todas las inversiones seran balancines triples Bl en los que ningun eslabéon puede girar por
completo.

=2 —/

@) Triple balancin nimero 1 (RRR1) b) Triple balancin nimero 2 (RRR2)
\
o) Triple balancin nimero 8 (RRR3I) d) Triple balancin nGmero 4 (RRR4)

Figura 1.16 Todas las inversiones del eslabonamiento de cuatro barras de no Grashoft son balancines
triples

5
Paul, B. (1979). A Reassessment of Grashof’s Criterion .Journal of Mechanical Design, 101(3) pp.515-518.

1.10.3 En el caso de la clase III. S+L=P+Q

Conocida como el caso especial de Grashof y también como cadena cinematica clase lll, todas
las inversiones seran dobles-manivelas o manivela-balancin, pero tendra “puntos de cambio”,
dos veces por revolucién, de la manivela de entrada cuando todos los eslabones se vuelven
coliniales. En estos puntos de cambio el comportamiento de salida se volvera indeterminado. El
comportamiento del eslabonamiento es entonces impredecible ya que puede asumir cualquiera de
dos configuraciones. Su movimiento debe ser limitado para evitar que alcance los puntos de
cambio o utilizar un eslabén adicional fuera de fase para garantizar un “arrastre” de los puntos de
cambio, véase la figura 1.17 c.

La figura 1.15 muestra las cuatro inversiones posibles del caso Grashof: dos manivelas-
balancines, un doble-manivela (también llamada eslabén de arrastre) y un doble balancin con
acoplador rotatorio. Las dos manivelas-balancines producen movimientos similares y por lo tanto
no son distintas una de otra. La figura 1.16 muestra cuatro inversiones no distintas, todos los
balancines triples de eslabonamientos no Grashof.

La figura 1.17 a y b muestra las configuraciones de paralelogramo y antiparalelogramo del
eslabonamiento especial de Grashof. El eslabonamiento de paralelogramo es muy Uutil, ya que
duplica exactamente el movimiento rotatorio de la manivela impulsora en la impulsada, un uso
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comuin es el acoplar los dos balancines de salida de limpiaparabrisas a todo el ancho del
parabrisas de un automovil. El acoplador del eslabonamiento de paralelogramo esta en traslacion
curvilinea, y permanece en el mismo angulo mientras que todos los puntos en ella describen
trayectorias circulares idénticas, A menudo se utiliza para este movimiento paralelo, en la puerta
trasera de un camioén y en robots industriales.

ea pura) al

C oie {
a través de los puntos de cambio

Figural.17 Algunas formas del eslabonamiento de Grashof de caso especial

El eslabonamiento en configuracion de antiparalelogramo (también llamado “mariposa” o “corbata
de mofio”) también es una doble manivela, pero la manivela de salida tiene una velocidad angular
diferente a aquella de la manivela de entrada. Se puede observar que los puntos de cambio
permiten que el eslabonamiento cambie de manera impredecible entre las formas de
paralelogramo y antiparalelogramo cada 180 grados a menos que se utilicen algunos eslabones
mas para sostener las posiciones. Esto se puede lograr agregando un eslabonamiento
acompafante desfasado acoplado a la misma manivela, como se muestra en la figura 1.17 ¢). Una
aplicacién comuan de este eslabonamiento de doble paralelogramo fue utilizado en las locomotoras
de vapor, conectaba las ruedas motrices entre si. Los puntos de cambio se manejaban al
proporcionar el eslabonamiento duplicado, 90 grados fuera de fase, al otro lado del eje de la
locomotora. Cuando un lado estaba en un punto de cambio, el otro lo impulsa.

La disposicién de doble paralelogramo mostrada en la figura 1.17 c) es bastante util, ya que
produce un acoplador en traslacion que permanece horizontal en todas las posiciones. Las dos
etapas de paralelogramo del eslabonamiento estan desfasadas, de modo que cada una lleva a la
otra a sus puntos de cambio. La figura 1.17 ¢) muestra la configuracién deltoide o de cometa que
es una doble-manivela en la cual la manivela mas corta realiza dos revoluciones por cada una de
las realizadas por la manivela larga. Este también se llama eslabonamiento is6sceles o
mecanismo Galloway, en honor de su descubridor.

No hay nada bueno o malo con respecto a la condicién de Grashof. Los eslabonamientos de las
tres clases son igualmente Utiles en su lugar. Si, por ejemplo, es necesario un eslabonamiento de
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limpiaparabrisas impulsado por un motor, puede que se desee un eslabonamiento de manivela-
balancin Grashof de caso no especial, con el fin de tener un eslabén rotatorio para la entrada del
motor, mas una etapa de configuracion de paralelogramo para acoplar los dos lados como antes se
describié. Si es necesario controlar los movimientos de una rueda de automovil sobre los baches,
puede que se desee un eslabonamiento de balancin triple no Grashof para movimiento oscilatorio
de desplazamiento corto. Si se desea duplicar con exactitud algin movimiento de entrada en algin
lugar remoto, puede que se desee un eslabonamiento de paralelogramo Grashof de caso especial,
como el que se utiliza en la maquina de dibujo. En cualquier caso, esta condicion determinada de
manera simple dice mucho sobre el comportamiento esperado de un disefio propuesto de
eslabonamiento de cuatro barras antes de la construccién de modelos o prototipos.

1.11 CLASIFICACION DE ESLABONAMIENTOS DE CUATRO BARRAS

Barker™® desarrollo un esquema de clasificacion que permite predecir el tipo de movimiento que se
puede esperar de un eslabonamiento de cuatro barras con base en los valores de sus relaciones
de eslabones. Las caracteristicas de movimiento angular de un eslabonamiento son
independientes de los valores absolutos de las longitudes de sus eslabones. Esto permite que las
longitudes de los eslabones se normalicen al dividir tres de ellas entre la cuarta para crear
relaciones dimensionales que definan su geometria.

Sean las longitudes de los eslabones designados r4, Iy, I3, I4 (todas positivas y no cero), donde el
subindice 1 indica la bancada, 2 el eslabon impulsor, 3 el acoplador y 4 el eslab6n restante (de
salida). Las relaciones de eslab6n se forman entonces al dividir cada longitud de eslabén entre r, y
seobtiene: A, =1 /1y, A3 =13/1y, Ay =1,/T5.

Cada eslabdn se designara con una letra basada en su tipo de movimiento cuando se conecta a
los demas eslabones. Si un eslabdn puede realizar una revolucidon completa con respecto a los
deméas eslabones, se llama manivela (C), y si no, balancin(R). Al movimiento del eslabonamiento
ensamblado basado en su condicion de Grashof e inversion se le puede dar entonces un cédigo de
letra tal como GCRR para una manivela-balancin de Grashof o GCCC para un mecanismo de
doble-manivela Grashof (eslabdn de arrastre). Los disefiadores de movimiento C y R siempre se
mencionan con el fin de eslab6n de entrada, acoplador, eslabon de salida. El prefijo G indica un
eslabonamiento de Grashof, S un caso especial de Grashof (punto de cambio) y sin prefijo un
eslabonamiento de no Grashof.

La tabla 1.1 muestra 14 tipos de eslabonamiento de cuatro barras de Barker basados en este
esquema de designacion. Las primeras cuatro son las inversiones Grashof, las cuatro siguientes
son balancines triples de no Grashof y las Ultimas seis son eslabonamientos Grashof de caso
especial.

Baker también define un “espacio de solucidén” cuyos ejes son las relaciones de eslabdn A;, Az ,A4
como se muestra en la figura 1.18 . Estos valores de las relaciones tedricamente se extienden
hasta el infinito, pero para cualquiera eslabonamiento practico, las relaciones pueden limitarse a un
valor razonable.

Con el fin de que los cuatro eslabones se ensamblen, el mas largo debe ser mas corto que la suma
de los otros tres.

L<(S+P+0Q)
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Tabla 1.1 Clasificacion completa de Barker de mecanismos de cuatro barras planos. Tomada de la

referencia [6], s=eslabdn mas corto, I=eslabon mas largo, Gxxx=Grashof, RRRx=no Grashof, Sxx=Caso
especial

s+ Ivs

Tipo p+qQ Invesrsion Ciase

< {; = 5=Dancodc
2 < {2 = 5=2nrOCq -2
3 < L3 = s=ocopiodoe I
5 L; =I=boncodc |

> l» =1 = enfroda I-2
7 > {3 =] = CCOPEOOCH i

Si L=(S+P+Q), entonces los eslabones pueden ser ensamblados pero no se moveran, asi que esta
condicién proporciona un criterio para separar las regiones de no movilidad de las regiones que
permiten el movimiento dentro del espacio de solucidn. La aplicacién de este criterio en funcion de
las tres relaciones de eslabonamiento definen cuatro planos de movilidad cero que limitan el
espacio de solucion.

1=X 4+ +2,....1.6

A= +1+2,....17

A= +A+ 1. 1.8

M=1+A3+2....... 1.9

La aplicacion de la condicion de Grashoft S+L=P+Q (en funciébn de las relaciones de
eslabonamiento definen tres planos adicionales en los que todos los mecanismos de punto de
cambio.

14+, =2;+2,....1.20

1+ =4 +1,.....1.21

1+A4=/11 +/13 ...... 1.22

El octante positivo de este espacio, limitado por los planos A, — A5, 4, — 44, 43 — 4, y los cuatro
planos de movilidad cero (ecuaciones 16 a 19) contienen ocho volimenes que estan separados
por los planos de punto de cambio (ecuaciones 20-22). Cada volumen contiene mecanismos
Unicos para una de las primeras ocho clasificaciones de la tabla 1.1. Estos ocho volimenes estan
en contacto uno con el otro en el espacio de solucion, pero para mostrar sus formas se “separaron
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las piezas” en la figura 1.18. Los seis mecanismos de punto de cambio restantes de la tabla 1.1
existen sélo en los planos de punto de cambio que son las caras de contacto entre los ocho
volimenes. Para mas detalles sobre este espacio se solucién y el sistema de clasificacién de
Barker de los que permite el espacio en esta tesis, vea la referencia el

1-GCCC
2 - GCRR
3-GRCR
4 - GRRC
5-RRRI
6 - RRR2
7 - RRR3
8 - RRR4

A4

Figura 1. 18 Espacio para la solucion de Barker del eslabonamiento de cuatro barras. Adaptado de la
referencia [6]

6
Barker, C. (1985). A complete Classification of Planar Fourbar Linkages. Mechanism And Machine Theory, 20(6), pp.535-554

25



ADICION DE CONTRAPESOS PARA EL BALANCEO DE MECANISMOS PLANOS

Capitulo II ANALISIS ANALITICO DE MECANISMOS

1.1 INTRODUCCION

Existen varias técnicas graficas para encontrar la posicion, velocidad, y aceleracion de
mecanismos. Sin embargo, hay diversas circunstancias por las cuales es preferible utilizar técnicas
analiticas que pueden emplearse en la realizacion de un programa de computadora, en cualquier
circunstancia en la que la repetividad o un considerable analisis se requieren. El uso de la
computadora es altamente deseable.

Las restricciones geométricas asociadas al mecanismo pueden ser formuladas utilizando vectores
de desplazamiento, velocidad, y ecuaciones cerradas de aceleracion. La ecuacién de
desplazamiento cerrado estd basada en la observacion de que se pueden trazar dos circuitos
equivalentes conectando puntos en el mismo vector de cierre. Por ejemplo en un mecanismo de
cuatro barras como el mostrado en la figura 2.1 se puede llegar al punto C partiendo del punto A
también por el camino del punto B o por el punto D.

Figura 2.1 Cierre de un mecanismo de cuatro barras

Es conveniente representar los términos de las ecuaciones de cierre por los vectores y los
procedimientos desarrollados, especialmente para mecanismos planos y también se pueden
aplicar de la misma forma para aproximarlas a los mecanismos espaciales. Otro método popular
para los mecanismos planos, el cual involucra un poco més de trabajo computacional, es el de
los nimeros complejos, en el que las componentes del vector son expresadas en un término real y
un término imaginario.

La tendencia es trabajar con coordenadas transformando los operadores. Para esta se establece
un grupo de coordenadas del cuerpo fijo en cada junta, y el producto de una serie de
coordenadas de junta-junta transformando los operadores. Cuando este producto continlda
alrededor del cierre del mecanismo entero, este debe ser igualado al operador identidad. La
ecuacion operador resultante puede ser manipulada, si se requiere y equiparar los elementos
correspondientes.

I1.2 REPRESENTACION DE LA POSICION, VELOCIDAD Y ACELERACION.

I1.2.1 Representacion de la posicion.

Para el propésito de desarrollar un modelo analitico, se puede definir la posicion de la cadena de
puntos por una cadena de vectores. El punto serd asociado con la unién en un mecanismo de la
misma manera, pero ellos no deben fijarse a una junta especifica, como se muestra en la Fig. 2.2.
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Figura 2.2 Representacidn de la cadena de puntos para fijar los vectores

La posicién del punto Q en el marco de referencia fijo es:
TQ =T1 +T2+T3 .......... 2.1

Cada vector se representa por una flecha r; y el angulo 8; como se muestra en la figura 2.3. Todos
los &ngulos se miden en sentido anti horario partiendo de la linea paralela que representa el eje x
fijo al marco de referencia.

Figura 2.3 Notacion utilizada para los vectores

De modo que para la ecuacién 2.1 en las componentes x y y haciendo uso de los vectores
unitarios iy |j respectivamente, se tiene:

ry =r1;(cosf;i+sinb,j)
r, =15(cosf,i+sinfh,j)

T3 =13(c0sO3i+sinf3j) 22

Ty =1(cosOpi+sinb,j) , k=1,2,3 ......2.3

I1.2.2 Representacion de la velocidad.
Para determinar la velocidad del punto Q , rq, Se puede diferenciar, de modo que:

‘UQ=1‘Q=1"1+1"2+1‘3 ......... 2.4
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Donde

. _drk

Tk = ez 2.5

Notese que en general, tanto la magnitud como la direccion de r, pueden cambiar cuando se
deriva la ecuacién 2.3 de modo que:

¥y = 7y (cos O i +sinBy j) + 1 (— O sin O i + 6y cos Oy j)........2.6
o
T = (fk cos ), — 13,6y sin Hk)i + (r'ksin 6, + ry By .cos Bk)j.........2.7

Si r¢ es el vector que define la posicion relativa entre dos puntos Py Q , y el cuerpo B esta
moviéndose relativo al marco de referencia R como se muestra en la figura 2.4, de modo que:

Figura 2.4 Vector de posicion entre dos puntos

7 (cos By i+ sinf; j) = BvQ/p..........Z.S
Y

r O (—sin 8y i+ cosby j) = Rwp x14/p.nnnn2.9

La ecuacion 2.8 puede ser verificada reconociendo que ésta da la componente de la velocidad
asociada con la magnitud del vector entre los dos puntos. Esta componente va en la direccion del
vector r,. El segundo término puede ser verificado calculando el producto cruz. Reconociendo

que:

RwB = Hkk

To/p =Ty =1, (cosOp i+ sinbyj)

De modo que
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i j k
Rwp xrg/p = 0 0 6, =—0yrisinby i+ 01y cosByj =01 (—sind i+
1. cosf, 1,sinf, O
cos 6y j)

Asi que la ecuacién 2.4 puede ser expresada como:

vy = Y3 7% (cos@i+sinbj) + T (=0 Sin Oy i + 6y cOSO J)umunnnn. 2.10
(0]

vy = Y3 _1(r cos By — 10y sinBy)i+ (74 sin Oy + 1.0y 05 Oy) Juwrnnnnnn2.11

I1.2.3 Representacion de la aceleracion
Para obtener la expresion de la aceleracion se necesita diferenciar la expresion de la velocidad,
esto es:

ag =Ty = ¥ + 1 + ¥ .. 2.12

_ dzrk
T dt?

Tk

Porque los vectores se han definido de la misma manera como en la figura 2.3, la forma para
derivarlos debe ser la misma. Por lo tanto, se puede desarrollar la expresion con un vector general
8

Cabe hacer notar que una vez mas, ambas magnitud y direccion de r, puede cambiar, de modo
que para diferenciar la ecuacién 2.6 utilizando la regla de la cadena, obtenemos:

Ty = 73(coS Oy i + sin 0y j) + 1.0y (— sin Oy i + cos by j) — 1302 (cos By i + sin By ) +
27 0; (= Sin By i + oS Oy J) wurrvrn 2.13

(o)

rie = (e = 7ic 62) cos O — (ric 6 + 27 63) sin 6] i + [(7ic — 71c67 ) sin 6y, + (1 +
27361) €O By | rrn2.14

Como en este caso para la ecuacion de la velocidad se pueden comparar las componentes del
vector indicado en la ecuacion 2.13.

7. (cos @, i+ sinf j) = BaQ/P S— % 11

71O (— sin Oy, i+ cos Oy j) =Ry X1 p........2.16
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— rkB',%(cos O, i+sinb,j) = Rwy x (Rwp x T p)esseesns 217
Y
27y 0y (—sin B i + cos Oy ) = 2Rwp x Py p ........2.18

Estas pueden ser verificadas por diferentes célculos.

Si se adhieren las componentes individuales, se puede obtener la aceleracion del punto Q

ap=Yi-4 [ﬁc(cos Oy i + sin By j) + 1,0, (—sin By, i+ cosOy j) — rké,%(cos 0, i+ sinf,j) +
27,6 (= sin Oy i + cos Oy j)]........2.19

o

ag =Yi-1 [[(fk -7 9,%) cos By — (1, Oy + 21 6) sin Hk] i+ [(ﬁ( - rké,f) sin 0y, + (1.0 +

kagk) Ccos Bk]]] ........ 2.20

I1.2.4 Casos especiales.

Las ecuaciones 2.6, 2.13 0 2.7, 2.14 son las formas mas generales de las ecuaciones de velocidad
y aceleracion. Sin embargo, en muchos mecanismos algunos términos adquieren el valor de cero
por condiciones especiales asociadas a la forma en la cual los vectores estan definidos. Es posible
para cualquiera de los términos involucrados en las ecuaciones de velocidad y la aceleracion
adquirir el valor de cero; sin embargo, un caso comun es que la magnitud de la posicion del vector
sea constante. Este es el caso cuando el vector define la posicidn relativa de dos puntos en una
conexion. Cuando esto pasa, 7yison cero. Por lo tanto las expresiones de velocidad y
aceleracion son:

T = 130 (—Sin By i + cOS Oy J)errrmrrene 2.21

i = 1.6 (—sin 0y i + os 0)j) — 10Z(cosByi + sin ij) e 002,22

Ty = [—TkQ.}%COSHk — 16y sin Hk] i+ [—rke;g sin 0y, + 13,6y cos 6y ]j .......... 2.23

I.3 ANALISIS DE LA ECUACION DE CIERRE PARA MECANISMOS DE 4
BARRAS.

El procedimiento utilizado para resolver las ecuaciones para mecanismos de 4 barras es similar a
los procedimientos utilizados para las ecuaciones asociadas con la mayoria de los mecanismos
simples.

La condicion de cierre ejemplifica la condicién de que un mecanismo debe de cerrar por si mismo.
Para un mecanismo de 4 barras como el mostrado en la figura 2.5, la ecuacion de cierre seré:
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Ty =T, +T3 =T+ T4 eeunrrnnn. 2.24

r,(cos B, i+ sinb, j) + 13(cos O3 i+ sinB5 j) = r;(cos O, i + sin O, j) + r,(cos B4 i + sin b, j)

Reescribiendo la ecuacion anterior en sus componentes tenemos:
1, 0S8, + 13 c0s03 = 1y cos B4 + 14 c0s O,..........2.26

7, sinf@, + r3sinf3; = ry sinf; + 1, sin 6,..........2.27

Figura 2.5 Condicion de vector de cierre para un mecanismo de cuatro barras. La posicion del punto P
obtenido por la adicion de los vectores ray r3 debe ser la misma que la obtenida por la adicion de los
vectores riy rs. Note que ri es un vector constante que describe el eslabén constante del mecanismo,
de modo que, 0;es constante.

Las ecuaciones 2.26 y 2.27 son las ecuaciones de cierre, y ellas deben de satisfacer totalmente el
movimiento del mecanismo. El vector base serd constante (bancada), de modo que r; y 6; son
constantes. Si 0, es el angulo del eslabén de entrada OQ, es necesario resolver las ecuaciones
2.26 y 2.27 para B3 y 84, en términos de 8,, una vez obtenidas esas expresiones se puede obtener

3 4y 036, en términos 0,, , y,8, por derivacion. Las velocidades y las aceleraciones de los
puntos en los mecanismos pueden entonces ser obtenida de las ecuaciones tipo 2.11 y 2.19,
reconociendo que la magnitud de todos los vectores son constantes (i, = 7, = 0).

Cuando 0; estd dado como el acoplador pero es el eslabon de entrada se resolveran las
ecuaciones 2.26 y 2.27 6,y 8,4, en términos de 8s. El procedimiento para realizarlo es de manera
similar cuando 6, es el eslabén de entrada.

I1.3.1 Solucién de la ecuacién de cierre para mecanismos de cuatro barras cuando el
eslabon 2 es el eslabon de entrada.

El primer paso es identificar la variable a determinar, cuando la ecuacion de posicién involucra dos
angulos desconocidos el procedimiento de solucién es despejar la funcién trigonométrica
involucrando el angulo para eliminar 6; utilizando las ecuaciones 2.26 y 2.27.

13 C0S63; =1, cosf; +1,co0s0, —1,C0S0,......... 2.28
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r38inf; =1y sinf; +1,sin0, —1,Sin6G,.......... 2.29

Note que el angulo 8, es conocido y constante. Ahora elevando al cuadrado ambas ecuaciones,
sumandolas tomando en cuenta que sin “6+cos *6=1:

rZ2=r+1}+712+2rr, (cosH; cosf, + sinb; sinf,) — 2 r;r, (cos b, cosh,
+ sin 6, sin 8,) — 2 rpr, (cos 6, cos B, + sinf,sinb,) ..........2.30

Con la ecuacion 2.30 se encuentra el angulo 6,4, en términos del angulo de entrada 8, y el angulo
constante 6, pero no explicitamente. Para obtener una expresion explicita, se simplifica la
ecuacion 2.30, combinando el coeficiente de cos 6,y sin6, :

A cosf,+Bsing,+C=0.......... 2.31
Donde
A=2rrycosf; — 2r,rycosf,
B =2rir,sinf; — 2r,r,sinf,
C=r?2+1r2+712—1%—2r1r, (c0sO; cosB, +sinf;sinBh,) J............. 2.32

Para resolver la ecuacion 2.31 por identidades trigonométricas se obtiene:

i 2 tan (92—4)
sinf, =—2—.......... 2.33
1+tan? (74)
1- tan? (&2
cos, =G 234

6
1+tan? (?4
Después de sustituir y simplificar se tiene:

(C—At*>?+2Bt+(A+C)=0

Donde t =tan (%)
— 2_ — — 2_c2 2
Resolviendo para t ¢ = 2B B ACAAYE) _,  ZBE VERCHAT 2.35
2(C-A) (C-A)
Y 0, =2tan 't ........... 2.36

Donde o=%*1 es el signo que identifica el modo de ensamble. Note que tan™ t es para un rango
valido de —m/2< tan™ t< /2. De modo que 6,, tomara valores de -TI<6,<T, a menos que el
mecanismo sea del tipo Grashof Il en una posicion en el extremo del rango de movimiento. Tienen
dos soluciones para 6, correspondiente a los valores de o y ambos son validos. Estos
corresponden a las dos formas de ensamblar el mecanismo. Una vez seleccionado el valor para o
correspondiente a la forma de ensamble el signo en el mecanismo permanece del mismo modo
para 6,.

Debido a que la raiz de la ecuacién 2.35, la variable t, puede ser compleja (A*+B?) <C? esto
significa que el mecanismo no puede ser ensamblado en la posicion especificada. Como se
muestra en la figura 2.6.
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Figura 2.6 El mecanismo del tipo Grashof Il no puede ser ensamblado en posiciones que son la
transicion entre la solucion del ramal. La variable t es compleja en este caso

Para obtener el valor de 05 basta dividir la ecuacion 2.29 entre 2.28.

71 8in 6, +7,sin 6,4,—75 sin 6, ] 237
71 €0S 01414 COS O4—15cos 0,177 )

0; = tan™! [

Cabe notar que para encontrar el cuadrante donde se encuentra el angulo 0; es necesario
mantener el signo tanto en el numerador como en el denominador

6y = tan™! [Z22]. ... 2.38

cos 03

Las dos soluciones determinadas por o=*1 se muestran en la figura 2.7.

r ‘\ Y//

Ny
¥

Figura 2.7 Dos posibles posiciones (P y P’) del punto P para un valor determinado de 0,. Note que
QP’R es la imagen de espejo de QPR sobre la linea QR. De modo que son las dos posibles soluciones
diferentes para el angulo 8;y los dos valores de 8, correspondientes a las dos posibles posiciones del
punto P.

Note que las posiciones de r3y ry son simétricas sobre la linea QR: de modo que el angulo y=0,4- 63
tiene la misma magnitud, pero signo opuesto; esto sélo significa la forma en la que fue ensamblado
el mecanismo como se muestra graficamente.

Una vez calculadas todas las variables angulares es relativamente facil calcular las coordenadas
para cualquier punto en el vector de cierre utilizado en la ecuacién de cierre. En particular las
coordenadas Q, P y R estan determinadas por:

To =1, =13(cos0, i +sinb;j)......... 2.39
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rp=1,+1r;=r,(cos0,i+sinb,j)+ rz(cosfzi+sinb, j) }
....... 2.40

rp =1, +1,=1(cos0; i+ sinb,j)+r,(cosb,i+sinb,j)

T =71 =r1y(cos0, i +sinb, j)........ 241

I1.3.2 Analisis cuando el acoplador es el eslabdon de entrada.
Cuando el acoplador es el eslabon de entrada es dificil analizarlo graficamente. El procedimiento
analitico es mas simple. El procedimiento es similar cuando el eslabdn de entrada es el eslabén 2.

Para este procedimiento, se asume que 6, y 65,85, 65 son conocidos y 6,,6,,6, y 6,,8,,0, son las
variables a determinar: Todas las longitudes de los eslabones y 6, son constantes. Para resolverlo
se emplearan las ecuaciones 2.26 y 2.27 aislando cualquier termino 8, o 6, . Es recomendable
seleccionar 8, de forma que:

r,cos8, =1, cos0; +1,c080, —13C0505 .......... 242
,sinf, =r;sinf, +1,sin8, —138inbs.......... 2.43

Comparando las ecuaciones 2.42, 2.43 con 2.28 y 2.29 la Unica diferencia es el intercambio de 2 y
3. De modo que podemos usar directamente las ecuaciones anteriores para determinar las
posiciones y angulos si intercambiamos con cuidado 2 por 3.

Cuando el acoplador el eslabén de entrada, existe un modo de ensamble similar a cuando el
eslabdn de entrada es el eslabdon 2, como se muestra en la figura 2.8. Es necesario conocer el
modo apropiado antes de comenzar el analisis. Sin embargo, una vez ensamblado es lo mismo
para cualquier posicién de entrada del mecanismo.

Figura 2.8 Dos posibles posiciones (P y P’) de el punto P para un valor de entrada de 63 y los dos
posibles valores de 8, y 6, correspondientes a los dos posibles posiciones del punto P.

El movimiento del acoplador como eslabon de entrada en un mecanismo de 4 barras sera menor
de 360° excepto si se trata de un mecanismo de 4 barras del tipo |, donde la base del acoplador
es la méas pequefa del mecanismo, cuando el movimiento del mecanismo alcanza sus limites , los
eslabones 2 y 4 seran paralelos.

I1.3.3 Ecuacion de velocidad para mecanismos de 4 barras.
Derivando la a ecuacion 2.24 se tiene:
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Ty =1y + 15 = Py + Ty v 2.44

La ecuacion escrita en términos de sus componentes, es el resultado de derivar las ecuaciones
2.26y 2.27, recordando que la longitud de todos los eslabones y de 8, son constantes:

7"2 92 Sll’l 92 + T'3 93 Sll’l 93 = T'4 9451n 94 ......... 2.45
1, 8,C08 0, + 1365 C0s ;3 = 1, 0,05 ,.......... 2.46

De modo que si 6, es conocido solo se tiene 85 y 8, y si 83 es conocida las Gnicas incégnitas son
6,y 8, . En ambos casos estas ecuaciones pueden ser resueltas facilmente utilizando un sistema
lineal de ecuaciones. o en forma matricial las ecuaciones 2.45 y 2.46 puede ser reordenada y
reescrita como:

~7jsinb; 7y sin 94] J _ [ Busin by 247
—15c056; 1,c086,]|g, 1oy Bgcos By .

Donde M=2 y J=3 cuando 6, es la velocidad de entrada y M=3 y J=2 cuando 6; es la
velocidad de entrada.

Una vez calculadas las velocidades angulares, es facil encontrar las velocidades lineales para
cualquier punto del vector de cierre. Las velocidades de los puntos P y Q son:

Ty =7, =1,0,(—sin b, i + cos 0,j) ........ 2.48
T'p = r.z + 1:3 = (_ I 9251n 92 - T38.3 sin 93) i+ (TZQIZCOS 92 + T39.3 Ccos 93)]‘
fp = fl + 1"4 = (_ T4é4Sin 94) i+ (T4é4 Ccos 94)]‘ ....... 2.49

I1.3.4 Ecuaciones de aceleracion para mecanismos de 4 barras.
Para encontrar la ecuacién de aceleracién basta con derivar la ecuacion 2.44 de donde:

Ty =715 + 75 =7 + Fy e, 2.50
La derivacién de las ecuaciones 2.45 y 2.46 dan las componentes para las ecuaciones de la
aceleracion.

. . . N . .2

7, 8,5in 0, + 1, 0% cos B, + 1305 sin B3 + 1302 cos §; =1, 0,5in 0, + 1, 4c0S6, ....... 251
. . . N . .2

75 05,0080, — 1, 025sin 6, + 1303 C0s 03 — 1302 sin0; = 1,0,€080, — 1, 4Sinf, ........ 2.52

Cuando 6, es conocida a lo largo de todas las posiciones y de los términos de velocidad, las
Unicas incognitas son 65 y 8, y cuando 65 es conocida a lo largo de todas las posiciones y de los
términos de velocidad, las Gnicas incognitas son 6, y 6,. Una vez mas esto puede ser resuelto con
un sistema de ecuaciones lineales. La forma matricial de las ecuaciones (2.51) y (2.52) se puede
escribir como:
—7;sin6; 71,sin 94] [9]] _ |rubu Sin By + 1y 0 cos By + 1767 cos 6; — 1, " cos, 053
6 =" 7 7 T T .

—7 . . o Lo .2,
7jcos 6 1,050, iy cOS Oy — 1y OF sinBy — 1,07 sin6; + 1, 4sin6,
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Donde M=2 y J=3 cuando 6, es la velocidad de entrada y M=3 y J=2 cuando 6; es la
velocidad de entrada.

Una vez calculadas las aceleraciones angulares, es facil encontrar las aceleraciones lineales para
cualquier punto del vector de cierre. Las velocidades de los puntos Py Q son:

¥y =7, = (—1,0,sin0, — 1, 62 cos6,)i + (r, ,c050, —1, 63 sinBy)j ........ 2.54
Fp =7, + 73 = —(1, 8,5in 80, + 1, 62 cos B, + 1303 sin O3 + 1302 cos B3)i + (1, B,cos6,
—1, 62 sin 6, + 1365 cos B; — 1302 sin 63)j

rp =71, +71, =(—n6,sin0, + r, ,cos8,)i+ (1,6,cos0, —1,8

Tabla 2.1 Resumen de las ecuaciones para posicion, velocidad y aceleracion de mecanismos
de 4 barras. Entiéndase que cuando el eslabén de entrada es el eslabén 2 M=2 y J=3. Cuando el
eslabon de entrada es el eslabon 3 M=3 y J=2. El ndmero de los miembros y puntos fueron
definidos en base a la figura 2.5.

Position
A = 2rrycos 6 — 2ryry cos by

B = 2ryrssin 6y — 2ryry sin Oy

C=r}+ry+ ri—rj — 2rry(cos 8; cos By + sin 6, sin Byy)

-B+ o\ B3—(73+A3]. o

=2tan”!
0, = 2tan [ c=A4

| nsin6 +ry sin By — rygsin Oy
6; = tan -
1 COS 6, + rycos Oy — ry cos Oy
ro =ry=ry(cos 6,i + sin 0, j)
rp=r; +ry=ry(cos ;i + sin 6, j) + ry(cos 63 i + sin 65 j)
=r + ry=ry(cos 6, i + sin 6, j) + ry(cos 6§ + sin 0, j)
re=ry=ry(cos 6,i+sin 6, j)
Velocity
—rysin 6; rysin 6, ] { 0,} 3 {r,‘,(?_\, sin 0\,}
—rycos 6; rscos B ) L6, FarBrs COS Oy
Fo = F, = ry0>(—sin 6, i + cos 65 j)

Fp = (—rsbysin ;)i + (ryfycos 6;)j

Accelerations
: 5 2 o R g . Ly
—r;sin6; rqsin O, {ﬁj} {"\10\/ sin By + ryby cos By + ;87 cos 6; — ryb; cos 94}
—rycos 8; rycos 0; ] 6, Faglrs cOS By — rpg03ssin By — r,67 sin 6, + r463 sin 6,

Fo = i, = (—r2f; sin 8, — 1203 cos 6,)i + (r26, cos 6; — 203 sin 6,)j

Fp = —(rafissin 0 + ry63 cos 0,)i + (r4f; cos 0, — r467 sin 6,)j

11.4. ECUACIONES DE ANALISIS PARA UN CUERPO RIGIDO DESPUES DE
QUE LAS PROPIEDADES CINEMATICAS DE DOS PUNTOS SON CONOCIDAS.

Frecuentemente se requiere conocer los valores cinematicos de un punto fijjo a un cuerpo rigido en
el mecanismo, que no estan relacionados directamente al vector de cierre, estos valores se
pueden conocer en general para cualquier punto.
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Considere la figura 2.9. Se asume que A y B son dos puntos fijos a cualquier eslabon, denominado
eslabén 5 y un tercer punto esta definido relativo a la linea entre los puntos A y B por el angulo
B y la distancia rc;a representado en la figura como rg . Entonces la posicion lineal, velocidad y
aceleracion del punto Cs pueden ser calculadas si se conoce lo siguiente: r, ,7,, 7y, 0s, 05, 05 , de
modo que la posicién del punto C esta definida como:

TCZTA+T6

@) Te =74 +75(cosOg i+ SinOgj)erenenn 2.56

Donde 0g=B+05......... 2.57

r

Figura 2.9 Calculo de las propiedades cinematicas de un punto en un mecanismo después de que las
propiedades de posicién, velocidad, aceleracion del mecanismo son conocidas.

Reconociendo que B es constante, la velocidad del punto C esté determinada por:
Yo =74 + 1405(—sin B4 i + cos B4j) ........ 2.58
Y la aceleracion dada por:
Ty =7y + 14 O5(—sin By i + cos Ogj) — r502(cos Bgi + sin O j)........ 2.59

Note que 85, 85, 65 se asume que son conocidas; sin embargo a veces s6lo se conoce la posicion,
velocidad y aceleracién de dos puntos (A y B), de modo que se pueda calcular 05,685,685 y
proseguir en la realizacién de los calculos. El &ngulo medido a partir del eje x puede ser calculado
con los vectores de posicion de Ay B.

— T,
y A

Tp yJ
er - rAx

fs = tan™!

Y la velocidad angular puede ser calculada reordenando la ecuacion 2.58 en términos de los
puntos Ay B.

Ty = ¥y + 15605 (— sin O i + cos Osj)

. 7B, —T TBy~TA
Donde 65=lB". A"J=l Y yJ
75 Sinfsg 75 oSO

De forma similar se obtiene la aceleracién reescribiendo la ecuacién 2.58.
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Ty =7, + 715 O5(—sin B i + cos Bsj) — 1562 (cos Osi + sin Os j)

. ¥p,—Fa. )+rs0Z cosH g, —Ta +7"59551n95
Donde: 95=l_(3x Ax) +750 5J l y 2y

T5 Sinfsg T5 coSOs

Figura 2.10 Punto arbitrario en un mecanismo

Tabla 2.2 Resumen de ecuaciones para posicion, velocidad y aceleracién para un punto arbitrario

en un cuerpo rigido. Los vectores de posicion estan definidos en la figura 2.10

If ry and rp are given instead of 6s, 65, and s, first com-
pute 65, 65, and 65 using the following:

B, —Ta
fs =tan 1| —
rB.\ - rAl

. Fg,—Fa,  Fg —Fa
b= — _ .
Fssin #s F5 COS fs

p (Fp, = Fa) + rsticos B (Fg — Fa )+ rsbisin s

’ 7ssin fs 75 cos B
Position

re=r4+ re(cos 6, + sin 6 j)

=L+ b

Velocity

Fo = Fa + refs(—sin 65 i + cos 6, j)

Accelerations
Fo =Fa4 + refs(—sin 6 + cos s j) — rqe03(cos 6, i + sin 6 j)
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I1.5 ECUACIONES ANALITICAS PARA MECANISMOS MANIVELA -

CORREDERA.

Después de los mecanismos de 4 barras, el mecanismo biela-manivela es probablemente el
mecanismo mas cominmente utilizado. Esté aparece en los motores de combustién interna figura
2.11 y en numerosos equipos y dispositivos industriales figura 2.12 y otras aplicaciones. Este
mecanismo se presenta en la figura 2.14. Para desarrollar la ecuacion de cierre, se localizan los
vectores r, y r; Para formar la otra parte de la ecuacion de cierre, se dibujan dos vectores, uno
paralelo al eje de deslizamiento ry y r, perpendicular al mismo. Las variables asociadas a esta
ecuacion de cierre se muestran en la figura 2.14 de modo que la ecuacién de cierre para un
mecanismo biela-manivela es:

Figura 2.11 Motor de combustion interna. Un ejemplo de un mecanismo manivela-corredera. Donde la
manivela es el eslabdn de salida.
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Figura 2.12 Eje de arrastre hidraulico .Un ejemplo de un mecanismo manivela —corredera donde la
corredera es el eslabon de entrada

Figura 2.13 Mesa de Ping-Pong. Un ejemplo de un mecanismo manivela-corredera donde el acoplador
es el eslabon de entrada.
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T, =T, +T3=T1+T4....... 2.60
@) r,(cos B, i+ sinb, j) + ri;(cosfz i+ sinfsj) = r;(cosfyi+sinb, j)+r,(cosfyi+sinb,j)
......... 2.61
Donde 0,=6;+m/2...... 2.62

Reescribiendo la ecuacion 2.61 y reordenando sus componentes tenemos:
7, 0S8, + 1300803 = 17080, +1,C080,.......... 2.63

1,sinf, + r38inf; = r;sinf; +1,sinb,.......... 2.64

Figura 2.14 Condicidn del vector de cierre para un mecanismo manivela-corredera. La posicién del
punto P es obtenida por la adicién del vector ray r3, es la misma que la obtenida por la adicidn de los
vectores ryy ra,

El vector r; puede variar en magnitud pero es constante en su direccion. El vector r, sera
constante. Por lo tanto r,, rs, r4, 81y 8, son constantes. Si se tiene 0, es necesario resolver las
ecuaciones 2.63 y 2.64 para 83 y r; en términos de 8,. Si tenemos r; es necesario resolver las
ecuaciones 2.63 y 2.64 para 0, y 0;. Finalmente, si se conoce 0; es necesario resolver las
ecuaciones 2.63 y 2.64 para 0, y r;. Una vez conocidos estos valores se pueden calcular las
velocidades y aceleraciones por derivacion.

I1.5.1 Solucidn para la ecuacion de posiciéon cuando 02 es el valor de entrada.
El procedimiento consiste en eliminar 8; despejando de las ecuaciones 2.63 y 2.64 de modo que:

730803 =1, c0S6; +1,c080, —1,C0S0,......... 2.65
r38inf; =1 sinf, +1,s8in8, —1,Sin6,.......... 2.66

Cabe notar que 0; es un valor conocido pero r; varia y es una incégnita. Ahora elevando al
cuadrado y sumando ambas ecuaciones tenemos:

2 =12 +1}+12+2rr, (cosb; cosf, + sinb; sinf,) — 2 r;r, (cos B, cos b,
+ sin 6, sinB,) — 2 r,ry (cos B, cosf, + sinf,sinb,) ..........2.67

Con la ecuaciébn 2.67 se encuentra r; en una expresion cuadratica en términos de las otras
variables conocidas. Para obtener una expresion explicita, se simplifica la ecuacion 2.67,
combinando los coeficientes en términos de r:

2+ Ar; +B=0.......... 2.68
Donde
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A=2r,(cosb; cosb, +sinb,sinf,) — 21, (cosb; cosf, + sinb; sinb,)
B=1?+71?—1%—2r,r, (cosf, cosf, +sinf,sinf,) ... 2.69
Resolviendo para r; se tiene:

— 2_
= e 2.70
Donde o=%1 es el signo que identifica el modo de ensamble. Para este tipo de mecanismo existen

dos formas de ensamble como se muestra en la figura 2.15.

Figura 2.15 La dos posibles posiciones (P y P’) del punto P para un valor de 8> de un mecanismo de
manivela-corredera.

En este caso como en el mecanismo de 4 barras el signo de o determina el modo de ensamble.
Una vez seleccionado el valor para correspondiente a la forma de ensamble el signo en el
mecanismo real permanece del mismo modo para 6,.

Cuando la raiz de la ecuacién 2.70, la variable r;, es compleja (A’<4B?), esto significa que el
mecanismo no puede ser ensamblado en la posicién especificada, como se muestra en la figura
2.16.

Una vez determinado el valor de r; las ecuaciones 2.65 y 2.66 se pueden resolver para el valor de
0; . Dividiendo la ecuacion 2.66 por 2.65 obtenemos 0.

71 5in 01 +714 5in 04—7; sin 6,

65 = tan™? | ] 2.71

71 €COS 01 +74 COS 04—75 COS 6

Cabe notar que para encontrar el cuadrante donde se encuentra el angulo 0; es necesario
mantener el signo tanto en el numerador como en el denominador al igual que en el mecanismo de
4 barras.
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T

Q

Figura 2.16 Configuracion determinada por la solucion compleja para un mecanismo manivela-
corredera.

Una vez que todos los valores angulares. Se conocen, es relativamente facil calcular las
coordenadas para cualquier punto del vector de cierre en la ecuacion de cierre. En particular las
coordenadas para el punto Py Q estan determinadas por:

Tog =1, =13(Cos0,i+sinb;j)......... 2.72

rp=71,+1r3="r,(cos8,i+sinb,j)+ rs(cosfzi+sinb, j)........ 2.73

I1.5.2 Solucidn para la ecuacion de posicion cuando r; es el valor de entrada.
Cuando se conoce r; se sigue el mismo procedimiento de la ecuacién 2.63 y 2.64 hasta la
ecuacion 2.67 y la simplificacion se da de la siguiente forma:

A cosfB, + Bsinf, +C =0.......... 2.74
Donde A=-2rr,cos8, — 2r,r,cosé,
B =-2rrysinf; — 2r,r,siné,
C=1f+r2+1?2—1%—-2r;1,(cosf; cosf, +sinf;sinf,) / ......... 2.75

Para resolver la ecuacion 2.74 por identidades trigonométrica se pueden utilizar las ecuaciones
2.33y 2.34 de donde se obtiene:

62
2 —
sing, = ——z) 2.33
1+tan? ()
1- tan? (&2
cos 8, = ety 2.34

1+tan? (972)
Después de sustituir y simplificar se tiene:
(C—At*?+2Bt+(A+C)=0
Donde
t =tan (2)
Resolviendo para t
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_ —2B+ J4B?-4(C-A)(A+C) _ ¢t = -B+ VB2-C2+A2 276

t= 2(C-A) (C-A)

Y 0, =2tan 1t ........... 2.77

Donde o=%1 es el signo que identifica el modo de ensamble. Note que el término tan™ t es para un
rango valido de —1/2< tan™ ¢< /2, de modo que 0,, tomara valores de -11<0,<tm1. Se tienen dos
soluciones para 6, correspondiente a los valores de o y ambas son vélidas. Estas corresponden a
las dos formas de ensamblar el mecanismo como se muestra en la figura 2.17. Una vez
seleccionado el valor para o correspondiente a la forma de ensamble el signo en el mecanismo
real permanece del mismo modo para r;.

Figura 2.17 Dos posibles modos de ensamble cuando la posicién ri, de la corredera es el eslabon de
entrada.

Debido a que la raiz de la ecuacion 2.76, la variable t, puede ser compleja (A2+BZ) <C? esto
significa que el mecanismo no puede ser ensamblado en la posicion especificada. Como se
muestra en la figura 2.18.

Figura 2.18 Mecanismo manivela-corredera que no puede ser ensamblado en la posicién seleccionada
parari. En este caso la variable t es compleja

Ahora se pueden resolver las ecuaciones 2.65 y 2.66 para 65, ecuacion 2.71, manteniendo el
signo para ubicar el cuadrante en el que se encuentra el &ngulo, note que la posicion r, y r3 son
simétricas con respecto a la linea OP.

Una vez mas, calculados todos los valores angulares, es facil calcular las coordenadas para
cualquier punto utilizando la ecuacion de cierre. Las coordenadas para los puntos P y Q estan
determinadas por la ecuaciones 2.63 y 2.64.
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I1.5.3 Solucién para la ecuacion de posicion cuando 03 es el valor de entrada.

Cuando el eslabon acoplador es el valor de entrada, los valores para 0; y sus derivadas son
conocidos. El procedimiento para resolver las ecuaciones de posicién, es el mismo empleado
cuando 0, es el valor de entrada. De modo que se puede simplificar éste en una tabla de
resultados

Para este procedimiento, se puede asumir que 04, 83, 83 y 85 son conocidos y ry, ¥; y #¥; seran las
incognitas. Los eslabones r,, r3y 8; son constantes. Para el analisis de posiciones, se comienza a
partir de las ecuaciones 2.63 y 2.64, despejando en términos de 0, o 0,. Es recomendable
comenzar con 0,, el resultado de las ecuaciones es:

1,086, =1, Cc086; +1,C080, —13C0S03.......... 2.78
1, 8inf, = r;sinf; +1,sin0, —1r3sinf;.......... 2.79

De una comparacion con de las ecuaciones 2.78, 2.79 con las ecuaciones 2.65 y 2.66 se puede
observar que el termino 2 esta intercambiado por el termino 3. Por lo tanto, se puede utilizar la el
mismo proceso de solucion de la seccion 11.V.1 si intercambiamos también 2y 3.

Cuando el acoplador es el eslab6n de entrada la forma de ensamble es similar a cuando el eslabén
de entrada es el eslabdon 2, como se ilustra en la figura 2.19. Es necesario conocer el modo
apropiado de ensamble antes de finalizar el analisis. Sin embargo, una vez conocido el modo de
analisis, éste es lo mismo para todas las posiciones de entrada.

Figura 2.19 Dos posibles modos de ensamble cuando el acoplador es el eslabdn de entrada.

I1.5.4 Ecuaciones de velocidad para un mecanismo biela-manivela.
El procedimiento para obtener las ecuaciones de velocidad parte de diferenciar la ecuacién (3.60)
dando por resultado:

fpzfz +f3=f1+f4 ....... 2.80

Cuando esta ecuacion es escrita en términos de sus componentes, el resultado es el mismo que al
diferenciar las ecuaciones 2.63 y 2.64. Reconociendo que r,, 3, 4, 8; y, 84 son constantes , el
resultado sera.

—7, 6, sin6, — 1365 sinf; = 7, cos B;......... 2.81

1, 6,080, + 1365 cos B3 = 7, sinb;......... 2.82
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El procedimiento de solucion depende tanto de 7y, 6, 0 65 .Si 6, (0 85) es la entrada entonces 7,y
8 (0,) seran las incognitas. De modo que la matriz a resolver seria la siguiente:

cos6; 1;sin; 1[7i] [~y Oysin Oy
L =1 T T 2.83

sin 91 b CcoSs 91 9] Ty QMCOS QM

Cuando M=2 y J=3 el eslabén de entrada es 2, y cuando M=3y J=2 el eslabdn de entrada es 3. Si
71es la entrada, entonces 6,y 6;seran las incognitas. De modo que la matriz a resolver seria la
siguiente:

—1,8inf, —r3sin 93] [6'2] B [rl cos 6,
63

7,€080, 7130865 = |7, sin 91] ........ 2.84

Conociendo los valores de las ecuaciones 2.83 y 2.84 se puede calcular las velocidades para los
puntos Qy P con:

Ty =7, =1,0,(—sin b, i + cos 0,j) ........ 2.85
fp = 1:2 + f3 = (_ Tzézsin 92 - T393 sin 93) i+ (TZQZCOS 92 + T3g3 CoS 93)]‘ ........ 2.86

I1.5.5 Ecuaciones de aceleracion para un mecanismo biela-manivela.
El proceso de andlisis para las ecuaciones de aceleracion se obtienen de diferenciar la ecuacion
(3.80) obteniendo:

T, =71, +713 =71 +7,

Cuando es escrita en términos de sus componentes, resultado de derivar las ecuaciones 2.81 y
2.82, se obtendra:

—1, 0, sin0, — 1, % cos B, — 1365 sin B; — 1302 cos B3 = 75 cos B ....... 2.87
1, 8,080, — 1, 62 sin @, + 1305 cos O3 — 1302 sinB; =7, sin b, ........ 2.88

Como fue para el caso de las velocidades el procedimiento de solucién depende tanto de 6, ,65 o
71.Si 6, (85) es la entrada entonces 7,y 65 (8,) seran las incognitas, de modo que la matriz a
resolver es la siguiente:

[cos 0, 1;sing; [1'”'1] B [—rMH','V, sin 0y — 1y 0% cos Oy — 1,67 cos 6,

sinf; —rjcosb;]|

6 ] ........ 2.89

TMQ.I.\/I cos by — 1y 91%4 sin 8y, — r]9]2 sin 0,
Si 7, es la entrada entonces 6, y 6;seran las incognitas y la matriz a resolver sera la siguiente:

[—rz sin@, —rysin 63] [62] _ [rz 62 cos 0, + 1302 cos 65 + 7, cos 6,

1, cos B, 13 COS O3 9'3 ] ........ 2.90

1, 82 sin B, + 1362 sin @5 + 7, sin 6,

Una vez calculadas las aceleraciones angulares, es muy facil conocer las aceleraciones lineales
para cualquier punto del vector de cierre. La aceleracién de los puntos Q y P estan dados por:

¥o =71, = (—1,0,sin0, — 1, 62 cos6,)i + (r, O,c0s0, —1, 62 sinB,)j ........ 2.91
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Tp =7, + 73 = —(r, 6,5in0, + 1, 62 c0s O, + 13605 sin O3 + 1362 cos 03)i + (1, B,c0s8, — 1, B2 sin B, +
7365 cos 03 — 1302 sin03)j ......... 2.92

Ahora que las ecuaciones han sido desarrolladas es muy facil introducir estos valores en un
programa de computadora. Para facilitar esta tarea se resumen estas ecuaciones en las tablas
23y24

Tabla 2.3 Resumen de las ecuaciones para posicion, velocidad y aceleracion para mecanismos
biela manivela. Entiéndase que cuando el eslabon de entrada es el eslabén 2 M=2 y J=3. Cuando
el eslabdn de entrada es el eslabén 3 M=3 y J=2. El nimero de los miembros y puntos fueron
definidos en base a la figura 2.14

Position _
A = 2r4(cos 6; cos 0 + sin 6; sin 6;) — 2ry(cos 6; cos By + sin 6; sin Gy)

B = r3 + r2— r} — 2ryrs(cos Oy cos 6, + sin Gy, sin 6;)
_—A+0VA*-4B

By

L

n o= *1

[ risin 6; + rasin 65 — rysin Oy ]
% =Han [r, cos B; + rycos s — rp oS By
ro =ry=ry(cos ;i + sin 6 )
re=rs+ rs=ry(cos 0, i + sin 6,j) + ry(cos B i + sin 65 )
Velocity
|:cos 6, rysin 6y ]{h} B {—r;,t?,‘, sin 9_‘,}
sin@, —rycos ;L6 o B cOS By
Fo = r2y(—sin 620 + cos 0, f)
= (—r20; in 6, — 30 sin 6:)i + (20, cos 6, + r36; cos 63))
Accelerations
cosf; rysin 6, ]{r’l} {—r_\,f'}"” sin Oy — 703y cos By — 1,63 cos 9,}
[sin 6, —rycos L6 | ragfiay cOS Bng — g3y sin By — 163 sin 6,
7o = (—r26, sin 6, — r263 cos 0,)i + (r26, cos 6, — r,63sin 6,)j

fp = _(736: sin 93 + r;(‘)é COos 93 5 r;()} sin 65 + r_;éf; Ccos 6'{)!’
+ (r265 cos 0, — ro63 sin 6, + r36; cos 65 — r363 sin 65)j
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Tabla 2.4 Resumen de las ecuaciones para posicion, velocidad y aceleracion para mecanismos
biela-manivela cuando la corredera (eslabon 4) es el eslabon de entrada. EI nimero de los
miembros y puntos fueron definidos en base a la figura 2.14

Position
A = =2rr>cos 6, — 2ryrycos 6,
B = —2rr;sin 6; — 2ryrysin by

C=r}+r3+ri—ri+2rrscos 6 cos 0 + sin 6, sin 6y)

—B+oVBI-C*+ A%
#>,=2tan™! = 5 o= %]
: { C-A J
rysin 6; + rysin 6 — ry sin 6,
0 = tan™ : —
ry cos 6 + rycos 6y — {2 cos b,

ro =r,=ry(cos 6, i +sin 0, j)
rp=r,+ry=ry(cos 8,7 +sin 6 j) + ri(cos 6z i + sin 63 j)

Velocity

—rysin 6, —r3sin 8;}{(%} {i'] cos UE}
[ rocos 8, rycos 6x | L6 | #sing
Fo = rabh(—sin 6, i + cos 6, j)
o= (—rs6ssin 6> — r365sin 63)i + (r20; cos 6> + r3f3 cos 63))

Accelerations

—rysin @, —rssin 6 | [ 6, 7203 cos 6> + rs63 cos 05 + #, cos 6;
{ racos 0, ricos s ]{0}} B { r26%sin 0, + rs63sin @; + 7, sin 6, }
7o = (—r:0;sin 6, — 263 cos 0,)i + (r26; cos 0, — r-3sin 8,)j
o= —(r20, sin 6> + 263 cos 0, + rf5 sin 8 + r363 cos 65)i

+ (205 cOs B> — r>03 sin 65 + r3fs cos 05 — r365 sin 63)j

I1.6. SACUDIMIENTO.

La derivada con respecto al tiempo de la aceleracion se llama sacudimiento, pulsacion o choque.
El nombre es apropiado por que invoca la imagen apropiada de este fendmeno. Sacudimiento es
la tasa de cambio con respecto al tiempo de la aceleracion. La fuerza es proporcional a la
aceleracion. Una aceleracién rapidamente cambiante implica una fuerza rapidamente cambiante.
jLas fuerzas rapidamente cambiantes tienden a “sacudir” el objeto de un lado a otro!.
Probablemente ya ha experimentado este fendmeno durante un viaje en automovil. Si al conductor
le gustan los “arrancones” y acelera violentamente cuando se pone la luz verde en el seméforo,
usted sufrira una gran sacudimiento porque su aceleracién ira de cero a un valor bastante grande
de una manera repentina.

El control y reduccién al minimo del sacudimiento en el disefio de maquinas con frecuencia es de
interés, en especial si se desean bajas vibraciones. Las grandes magnitudes de sacudimiento
tienden a excitar las frecuencias naturales de vibracién de las maquinas o estructura en las cuales
estan montados e incrementa la vibracion y los niveles de ruido.

El procedimiento para calcular el sacudimiento en un mecanismo es una extensién directa de los
métodos mostrados en el analisis de aceleracion. Sea el sacudimiento angular representado por:
g d%0 _ d*w _ da

(p:@ —_— = T i 293

T de3 T dez T dt

_@r_dv_da 2.94

Y el lineal por: J=z=2:z=7
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Para obtener el sacudimiento en un mecanismo de cuatro barras, la ecuacién para el lazo vectorial
de la aceleracion, se diferencia con respecto al tiempo. Considérese la siguiente ecuacion:

By =y F = F 4+ e, 2.50

La derivacién de las ecuaciones 2.45 y 2.46 nos da las componentes para las ecuaciones de la
aceleracion:

1, 0,sin @, + 1, 02 cos B, + 1305 sin O3 + 1302 cos B3 =1, 8,sin 6, + 1, 2056, ... 2.51
1, 8,080, — 1, 02 sin @, + 13605 cos O3 — 1302 sinB; = 1, 6,c05 0, — 1, 2Sing, ........ 2.52
Por lo tanto al derivar estas ecuaciones obtendremos la ecuacién para el sacudimiento obteniendo:
(Componente x)
—1, 603 sin 6, + 3r, 8, 8,c056, + 1, 6,sin6,
—1363 sin 63 + 3136565 cos 85 + 13 G sin 6
+1, 63 sin@, — 31, 6, 6,c050, — 1, B,sin6, =0......... 2.95
(Componente y)
—1, 63 cos B, — 3r, 6, 6,sin6, + 1, 6, cos b,
—1363 cos B3 — 31305605 sin6; + 13 G5 cos O,
+1, 03 cos 0, + 31, 0, 0,5in6, — 1, §,cos6, =0......... 2.96

Estas se resuelven simultaneamente para #;y 8,qué son las Unicas incégnitas. El sacudimiento
angular motriz 4, , si no es cero debe ser conocido para resolver el sistema. Todos los demas
factores en las ecuaciones 2.95 y 2.96, estan definidos o fueron calculados en el andlisis de
posicion, velocidad y aceleracién. Para simplificar estas expresiones los términos conocidos se
concederan como constantes temporales.

De esta forma a partir de la ecuacion 2.95 se obtiene:

A= —r,03sin6, D = —1; 63 sin 8, G = —3r, 0, 6,c0s6,
B = 3r, 6, 6,co0s6, E = 3r; 65 65c0560, H = —r, sinf, 2.97
C=r,0,sinb, F=r063sin6, K =13 sinf,

De donde la ecuacion 2.95 se reduce a:

g, = ATBTCDETRGIHG L 2.98

K

Observe que la ecuacion 2.98 define el §; en funcion de , a continuacion se reduce la ecuacion
2.96:

L =1,63cosb, P =13 63sin6; S=r1,03cosb,
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M = 3r, 6, 6,sin6, Q = 313 65 6,5sin 6, T = 3r, 6, 6,sinb, 2.99
N =r, 8,cos6, R =13 cosf; U=r, cosb,
RO; — UG, —L—-M+N—-P—-Q+S+T=0......... 2.100

Sustituyéndola ecuacion 2.100 en la ecuacion 2.98 obtenemos:

—~RA-RB—RC—RD—RE—RF—RG—KL—KM+KN-KP—KQ+KS+KT _
K U+RH -

e, 2.101

Una vez encontrados los sacudimientos angulares se pueden encontrar los sacudimientos en las
juntas del pasador.

J2 = (-1, 63 sin 0, + 31, 6, 6,c050, + 1, B3 5in6,)i + (—13 83 cos 8, — 31, 6, G,5in0, + 1, G, cos6,)j
Js = (—7363 sin 05 + 3136305 cos 05 + 13 O3sin03)i + (—1303 cosO; — 3136505 sin 05 + 13 5 cos 0;)

Ja = (1463 sin@, — 31, 6, 6,c050, — 14 G,5in6,)i + (1, 63 cos 6, + 37, 6, 6,5inb, — 1y b, cos 6,)j

— _
—

2.102

Asi como el sacudimiento en cualquier punto fuera después que se conocen los valores de dos
puntos derivando la siguiente expresion:

15 =7y + 715 O5(—sinBg i + cos Ogj) — 1402 (cos Ogi + sin B¢ j).......... 2.59

50



ADICION DE CONTRAPESOS PARA EL BALANCEO DE MECANISMOS PLANOS

Capitulo III ANALISIS DINAMICO DE FUERZAS

I11.1 INTRODUCCION.

En materia de dinamica de maquinas se debe tomar en cuenta el estudio del movimiento y la
geometria (cinemética) y el estudio de la relacion entre las fuerzas y el movimiento (cinética), y
manejar esta informacién en términos de las fuerzas y torcas que activan el movimiento de la
magquinaria. Esta informacién es esencial para calcular los esfuerzos internos en los miembros de
la maquinaria y la deflexién de los mismos. Debido a que se producen estos esfuerzos, existen dos
causas principales en que un miembro puede fallar, son la deformacioén y la fractura provocada por
esfuerzo excesivo, vibracién e interferencia debida a la excesiva deflexion elastica, esta
informacion es obviamente crucial para el disefio de maquinaria.

El calculo del esfuerzo y deflexion en miembros de maquinaria no esta considerado en esta tesis,
sin embargo, en este capitulo se proporcionaran las ecuaciones para el célculo de las fuerzas
actuando a lo largo de un miembro. Esto incluye fuerzas de reaccion en base a las fuerzas que
son suministradas desde otros miembros, torcas producidas por el mismo peso del elemento y
otras tales como fuerzas centrifugas y fuerzas externas.

III.2 CENTRO DE MASA 'Y GRAVEDAD.

II1.2.1 Centro de masa.

El centro de masa'® el punto donde puede considerarse que esta concentrada toda la masa de un

cuerpo para estudiar determinados aspectos de su movimiento. El centro de masas de una esfera
de densidad uniforme esté situado en el centro de la esfera. El centro de masas de una varilla
cilindrica de densidad uniforme est4 situado a la mitad de su eje. En algunos objetos, el centro de
masas puede estar fuera del objeto.

Figura 3.1 Forma compuesta

Las ecuaciones para encontrar las coordenadas del centro de masa cuando la geometria se puede
descomponer en geometrias conocidas, como en la figura 3.1. Son las siguientes:

Ti) iy szl Ay

x === 3.1 == 3.2

izt 4 y izl 4

El conjunto méas general de las ecuaciones para localizar el centro de masa en un plano, utilizando
la integracion en lugar de la suma son las siguientes:

_[x'aa _ 1. , _[ylaa _ 1,
x=om=gfxdA..33 y="rr=3ydA....34

8.Joseph Edward Shigley & John Josheph Uicker, Jr. (1988). Teoria de maquinas y mecanismos. McGraw-Hill pp448.

51



ADICION DE CONTRAPESOS PARA EL BALANCEO DE MECANISMOS PLANOS

Donde x’y y’ son las distancias al centro del area dA, medidas en direccién paralela a los ejes x y
y respectivamente.

Para cuerpos tridimensionales, las ecuaciones anteriores se pueden escribir en términos de masa
en lugar de areas; de modo que obtendriamos:

_Jxam 1., _Jyldm 1, _JZldm 1.,
e =—[x'dm....3.5 Y= =—[y'dm...3.6 y_fdm_mdem ________ 3.7

II1.2.2 Centro de gravedad

El centro de gravedad Ol es el punto de aplicacion del peso en un cuerpo, y siempre es el mismo
punto, sea cual sea la posicién del cuerpo.

Para determinar el centro de gravedad hay que tener en cuenta que toda particula de un cuerpo
situada cerca de la superficie terrestre estd sometida a la accion de una fuerza, dirigida
verticalmente hacia el centro de la Tierra, llamada fuerza gravitatoria.

Cuando se trata de cuerpos de dimensiones muy pequefias frente a la Tierra, se puede admitir que
las fuerzas gravitatorias que actlian sobre las distintas particulas del cuerpo son paralelas y de
magnitud constante. Por tanto, se puede calcular la posicion del centro de gravedad hallando la
recta de accion de la resultante de esas fuerzas. Si el cuerpo es homogéneo, el centro de
gravedad coincide con su centro geométrico.

Las ecuaciones para determinar el centro de gravedad son muy similares a las del centro de masa:

_Jxlaw 1 ., _Jylaw 1, _JZlaw 1,
_de_fodW ..... 3.8 = Faw —nydW ..... 3.9 y_de_WdeW ______ 3.10

Si un cuerpo es tan pequefio que la aceleracién de la gravedad es la misma para todas las

particulas, entonces el centro de masas y el de gravedad coinciden.

II1.3 MOMENTO Y PRODUCTO DE INERCIA.

I11.3.1 Momento de inercia.

El momento de inercia es la resistencia que un cuerpo en rotacién opone al cambio de su velocidad
de giro. A veces se denomina inercia rotacional. EIl momento de inercia desempefia en la rotacion
un papel equivalente al de la masa en el movimiento lineal.

El momento de inercia ™ se define como la integral del “segundo momento “, en torno a un eje, de

todos los elementos de masa dm que compone el cuerpo. Considérese el cuerpo rigido que
aparece en la figura 3.2, el momento de inercia en torno al eje z es:

9Harry R. Nara (1964). Mecéanica Vectorial Para Ingenieros Parte 1: Estatica. Limusa Wiley S.A Mexico. D.F.p 63

0R.C. Hibbeler. Séptima Edicion (1996). Ingenieria Mecanica Dinamica. Pearson Educacion México Edo. Mex. pp 312, 517
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Figura 3.2 Masa rotando con respecto a un eje
I=[ r?dm ... 3.1
m
El momento de inercia para el elemento diferencial dm del cuerpo en torno a cualquiera de los tres

ejes de coordenadas se define como el producto de la masa del elemento y el cuadrado de la
distancia minima, con respecto del eje, hacia dicho elemento por ejemplo como se observa en la

figura, , = {/y? + z2 de modo que el momento de inercia de dm en torno del eje x es:
g x y q

dl,, = ri’dm = (y* + z*)dm....... 3.12

Figura 3. 3 Masa rotando con respecto a un plano

El momento de inercia |, del cuerpo se determina al integrar esta expresion en toda la masa del
cuerpo. Por lo tanto para cada uno de los ejes se tiene.

L, = fm r%dm = fm (yz + Zz)dm ........ 3.13
Ly=[ ridm=[ (x*+2z%)dm.......3.14

I;; = fm rfdm = fm (xz + yz)dm ......... 3.15

En este caso se observa que el momento de inercia siempre es una cantidad positiva, ya que se
trata de la sumatoria del producto de la masa dm, que siempre es positiva, y del cuadrado de las

distancias.
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I11.3.2 Producto de inercia.

El producto de inercia de un elemento diferencial : dm se define con respecto de un conjunto
de dos planos ortogonales como el producto de masa del elemento y las distancias
perpendiculares (o las mas cortas) existentes desde los planos al elemento. Por ejemplo, con
respecto de los planos y-z y x-z el producto de inercia dly, para el elemento dm que aparece en la
figura 3.3 es.

10]

dl,, = xydm

Tambien es notorio que dI,, = dI,, , Al integrar para el total de la masa el producto de inercia del
cuerpo correspondiente a cada combinacién de planos podria expresarse como

Ly=Ly=[ xydm...316 L,=L,=[ yzdm...347 I,=1IL,=[ xzdm...3.18

A diferencia del momento de inercia, que siempre es positivo, el producto de inercia podra ser
positivo, negativo o igual a cero. El resultado depende de los signos de las dos coordenadas que
varian independientemente una de otra. En particular, si uno o ambos planos ortogonales son
planos de simetria de la masa, el producto de inercia con respecto a los mismos sera cero.

I11.4 METODO DE SOLUCION NEWTONIANO.

El analisis de fuerzas dinamicas se puede realizar con diversos métodos el que proporciona mayor
informacion sobre las fuerzas internas en un mecanismo solo requiere el uso de la ley de newton.
Estas se escriben como la suma de todas las fuerzas y los pares de torsién presentes en el
sistema: Y F = ma.......... 3.19 T = I;a........... 3.20

Donde F es fuerza en N, ag es la aceleracion del centro de masa en m/s?, T es el momento
resultante de la fuerza del sistema actuando en el centro de masa del cuerpo, Ig es la matriz de
inercia cuyos ejes coordenados tienen su origen en el centro de masa, y a es la aceleracion
angular del cuerpo, referida al centro de masa.

También es conveniente sumar por separado las componentes de las fuerzas en la direccién x y y,
con el sistema coordenado elegido a nuestra conveniencia. Todos los pares de torsion en el
sistema bidimensional estan en la direccion Z.

Y F =may ..... 3.21 YF=ma, ... 3.22 T =I«a......3.23

Estas tres ecuaciones deben escribirse para cada cuerpo en movimiento del sistema lo cual
conduce a un conjunto de ecuaciones simultaneas para cualquier sistema. Estas ecuaciones no
consideran la fuerza gravitacional en un eslabén (peso). Si las aceleraciones cinematicas son
grandes comparadas con la gravedad, lo cual a menudo sucede, las fuerzas producidas por el
peso pueden ignorarse en el andlisis dinamico. Si los elementos de la maquina son robustos o se
mueven lentamente con aceleraciones cinematicas pequefias, 0 ambos casos, puede ser
necesario incluir el peso de los elementos en el analisis. El peso se puede tratar como una fuerza
externa que actua en el CG del miembro a un angulo constante.

I11.5 UN SOLO ESLABON EN ROTACION PURA.

Considere el eslabon Unico en rotacion pura mostrado en la figura 3.4. En este tipo de problemas
primero se deberd resolver toda la cinematica del problema .Es decir, todas las aceleraciones de

10R.C. Hibbeler. Séptima Edicion (1996). Ingenieria Mecéanica Dinamica. Pearson Educacién México Edo. Mex. pp 312, 517
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los elementos rotatorios y las aceleraciones lineales de los CG (centros de gravedad) de todos los
miembros en movimiento para todas las posiciones de interés. También, se deben conocer la masa
de cada elemento y el momento de inercia de masa |l .Ademas, pueden existir fuerzas o pares de
torsion aplicados a cualquier elemento del sistema, figura 3.4.

Primero se dispone un sistema de coordenadas local no rotativo en cada elemento maévil localizado
en su CG, (en este ejemplo soélo se tiene un elemento movil).Todas las fuerzas externas aplicadas
ya sea las producidas por otros elementos conectados o por otros sistemas, deben tener sus
puntos de aplicacién localizados en el sistema coordenado local .La figura 3.4 b muestra un
diagrama de cuerpo libre del eslabon mévil 2. La junta de pasador en O, del eslabén 2 tiene una
fuerza Fi, generada por la union del eslabon 1, cuyas componentes X y y son Fqp Y Flzy.Estos

subindices se leen como “la fuerza del eslabdn 1 sobre el 2” en la direccién x o y. El esquema de
notacién con subindices se utiliza para indicar en qué par de fuerzas “accidn-reaccién’ se
determina.

Nota: x,y es un sistema coordenado local no rotatorio (LNCS), unido al eslab6én — Rp

Nota: X, Y es el sistema coordenado global, fijo (CGS) X

a) Diagrama cinemdatico b) Diagramas de fuerzas (cuerpo libre)
Figura 3.4 Anélisis de fuerzas dindmicas de un solo eslabén en rotacion pura

Tambien, existe una fuerza externa Fp aplicada, mostrada en el punto P con componentes Fp_Yy
pr .Los vectores de posicion R,y R, definen, respectivamente, los puntos de aplicacion de estas

fuerzas. Estos vectores de posicién se definen con respecto al sistema coordenado local en el CG
del elemento. Se deben descomponer en sus componentes x y y, y estar disponible un par de
torsiéon fuente en el eslabén para impulsarlo a las aceleraciones cinematicamente definidas. Esta
es una de las incognitas que debe determinarse. El par de torsion fuente es el par suministrado
desde la bancada hasta el eslabén motriz 2, por lo que se designa como Ty,. Las otras dos
incégnitas de este ejemplo son las componentes de la fuerza en la junta de pasador Fy; Y Fyz,.

Se tienen tres incognitas y tres ecuaciones con lo que es posible resolver el sistema. Ahora
escribimos las ecuaciones 3.24 y 3.25 para el eslabon movil 2. Cualquiera de las fuerzas o pares
de torsion aplicadas cuyas direcciones sean conocidas, deben conservar los signos apropiados en
sus componentes. Supdongase que todas las fuerzas y pares de torsion desconocidos son
positivos, sus signos verdaderos “saldran a la luz”.

ZFZFP‘l'FlZ:mZaG ..... 3.24

ZT=T12+(R12XF12)+(RPXFP)ZIGa ....... 3.25
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La ecuacion para las fuerzas puede descomponerse en sus dos componentes. La ecuacién para
los pares de torsion contiene dos términos vectoriales de producto cruz que representan pares de
torsion producidos por las fuerzas aplicadas a cierta distancia del CG. Cuando estas ecuaciones se
desarrollan se tiene:

pr + Flzx = mzan ....... 3.26

pr + FlZy == mZaGy ....... 3.27
le + (RleFlzy - RlZyFlzx) + (RPxFPy - RPyFPx) == IG(I ...... 3.28
De modo que ahora tenemos un sistema de ecuaciones de 3x3.

1 0 0 Fia, Madgy = Fp,
0 1 0|x|Fy,|= Maag, = Fp, L. 3.29
_R12y R12x 1 Ty, Isa — (RPxFPy — prpr)

I11.6 ANALISIS DE FUERZAS DE UN MECANISMO DE 4 BARRAS.

La figura 3.5 muestra un mecanismo de 4 barras. Todas las magnitudes de los eslabones, sus
posiciones, ubicaciones de los centros de gravedad, las aceleraciones de los centros de gravedad
y las velocidades y las aceleraciones angulares, se determinaron previamente con el analisis
cinemético. Se requieren encontrar las fuerzas que actdan en todas las juntas de pasador del
mecanismo para una o mas posiciones. Este mecanismo tiene tres eslabones mdviles de acuerdo
con las ecuaciones 3.19 y 3.20 y proporcionan tres ecuaciones para cualquier eslabén o cuerpo
rigido en movimiento; se espera tener un sistema de ecuaciones de 9x9.

La figura 3.5 b muestra los diagramas de cuerpo libre de todos los eslabones con todas las fuerzas
mostradas, estos incluyen una fuerza externa Fp que actdan en el punto P del eslab6n 3, también
se muestra un par de torsidn externo T, que actla sobre el eslabén 4. Estas cargas externas son
producidas por algun otro mecanismo (dispositivo, persona, cosa, etc.).Que ejerce una fuerza de
empuje o torsion contra el movimiento del mecanismo. Cualquier eslabéon puede tener un sin
numero de cargas y pares de torsidon externos que actian en él. Obsérvese que si estuviera
presente un sistema de fuerzas mas complicado, también se reduciria la combinacién a una sola
fuerza y par de torsién de cada eslabon.

Para encontrar las fuerzas en los pasadores se requiere que las fuerzas y pares de torsion
externos se determinen para todas las posiciones de interés. Se resolvera para un elemento del
par de fuerzas de accién-reaccién y en cada junta, asi como para el par de torsién motriz T,, que
debe suministrarse al eslabén 2 para mantener el estado cinematico como se definié. La
convencion de subindices para las fuerzas es la siguiente: Fy, es la fuerza de 1 sobre dos y F3, es
la fuerza de 3 sobre 2. Las fuerzas iguales y opuestas en cada uno de los pasadores se designan
F,1 Yy Fas, respectivamente. Todas las fuerzas desconocidas en la figura se muestran con angulos y
longitudes arbitrarias ya que sus valores reales aun no se determinan.

Los parametros cinematicos del mecanismo se definieron con respecto a un sistema global X, Y
(GCS) cuyo origen estéa en el pivote motriz O, y cuyo eje X pasa por el motriz O, del eslabén 4.
También se requiere la masa (m) de cada eslabén, la ubicacion de su centro CG y su momento de
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inercia de masa (Ig) con respecto a este CG. EI CG de cada eslabdn inicialmente se define dentro
de cada eslabdn con respecto a un sistema de ejes local rotatorio y movil (LRCS) insertado en el
eslabon porque su CG es una propiedad fisica invariable. El origen de este sistema de ejes x’,y’
esta en una junta del pasador y el eje x’ es la linea de centros del eslabon . La posicion del CG
dentro del eslabén se define por un vector posicion en este (LRCS). La ubicacion instantanea del
CG se determina facilmente en cada posicion dinamica del eslabén, al sumar el angulo del vector
de posicion interno del CG al angulo actual en el sistema global del eslabén (GCS).

Se debe definir cada uno de los parametros dinamicos del eslabén asi como las ubicaciones de las
fuerzas con respecto a un sistema de ejes local movil, pero no rotativo (LNCS) x,y localizado en su
CG como se muestra para diagrama de cuerpo libre en la figura 3.5 b. Las ubicaciones de los
vectores de posicion de todos los puntos de conexion de otros eslabones y los puntos de
aplicacién de las fuerzas externas deben definirse con respecto al sistema de ejes (LNCS). Estos
datos cinematicos y de fuerzas aplicadas difieren en cada posicién del mecanismo. En los
siguientes planteamientos y ejemplos, sélo se considera una posicién del mecanismo, el proceso
es idéntico para cada posicién sucesiva.

Primero se escriben las ecuaciones 3.19 y 3.20 para cada eslab6on mévil. Eslabon 2:
Flzx + F32x = mzanx ..... 3.30

Flzy + F32y = mZany ..... 3.31

le + (RlszIZy - RlZyFlzx) + (R32xF32y - R32yF32x) = Iczaz ...... 3.32

Para el eslabon 3, con la sustitucion de la fuerza de reaccién —F3, en lugar de F»3 el resultado seré:
F43x - F32x + pr = m3aG3x......3.33

F43y - F32y + pr = m3a63y ........ 3.34

(R43XF43y - R43yF43x) - (R23xF32y - stszzx) + (RPxFPy - RPyFPX) =I5,z veeene 3.35

Para el eslabén 4, al sustituir la fuerza de reaccibn —F,3; en lugar de F3; el resultado seréa :
F14x - F43X = m4aG4x........3.36

F14y - F43y = m4a64y ...... 337

(R14XF14y - R14yF14x) - (R34XF43)1 - R34yF43x) + T4 = 164(14 ...... 3.38

Note que el par de torsién T,, s6lo aparecen la ecuacion para el eslabén 2, ya que es la manivela
motriz la que esta conectada al motor. El eslabén 3, en este caso, no tiene un par de torsion
aplicado externamente (aunque podria tenerlo), pero si una fuerza Fy. El eslabon 4, en el ejemplo
no tiene ninguna fuerza externa que actle sobre el (aunque podria tenerla) pero si un par externo
T, .El eslab6n motriz 2 también podria tener una fuerza aplicada externamente sobre él, (aunque
en este caso no la tiene),. Existen nueve ecuaciones y nueve incognitas, que pueden resolverse
simultaneamente, o con un arreglo matricial.
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Figura 3.5 Andlisis de fuerzas dinamicas de un mecanismo de cuatro barras.
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I11.7 ANALISIS DE FUERZAS DE UN MECANISMO DE 4 BARRAS MANIVELA-
CORREDERA.

El método empleado en la solucién del mecanismo de cuatro barras con juntas de pasador es
valido también para un mecanismo de cuatro barras biela manivela. La principal diferencia es que
la corredera no tendra aceleracion angular. La figura 3.6 muestra un mecanismo de este tipo con
una fuerza externa en la corredera, eslabdon 4. Este es representativo del mecanismo
extensamente utilizado en bombas de pistén y en motores de combustion interna. Se requiere
determinar la fuerza en las juntas y el par de torsion motriz necesario en la manivela para generar
las aceleraciones especificadas. Para encontrar la solucién primero se realiza el analisis cineméatico
a fin de determinar los valores de posicion, velocidad y aceleracion en las posiciones a analizar. A
continuacion se dan las ecuaciones para cada eslabén.

Para el eslabdn 2 se tiene:
Flzx + F32x == mzaGZx ...... 3.40

Flzy + F32y = mZaGZy ...... 3.41

T12 + (RlszIZy - RlZyFlzx) + (R32xF32y - R32yF32X) = 1(;2(12 ...... 3.42

Para el eslabén 3, con sustitucion de la fuerza de reaccion —Fs, en lugar de F,3 el resultado es:
F43X - F32X = m3a63x ...... 3.43

F4_3y - F32y = m3aG3y ...... 3.44

(R43XF43)/ - R43yF43x) - (R23XF32}1 - R23yF32x) = 163(13 ...... 3.45
Para el eslabdn 4, al sustituir la fuerza de reaccion —F4; en lugar de F3, se tiene:
F14x - F43x + FPJC = m4a64x ...... 3.46

F14y - F4_3y + pr = m4aG4y ...... 3.47

(R14xF14y — Ry, Fiay ) (R34xF43y — Rya Fis, ) + (R, Fo, = Rp,Fp,) = Ig,04......3.48

Para la inversién del mecanismo manivela-corredera, la corredera o piston esta en traslacion pura
con respecto al plano estacionario de la bancada, por lo tanto no puede tener ninguna aceleracion
o velocidad angular. Por otra parte, todos los vectores de posicion en la ecuacion del par de torsion
ecuacion 3.48 para el eslabon 4 son cero ya que la fuerza Fp actla en el CG. Por lo tanto, esta
ecuacion es cero para esta inversion del mecanismo biela manivela. Su aceleracién lineal tampoco
tiene componente en y.

A =0 ... 3.49 ag,, = 0.....3.50

La Gnica fuerza en la direccién x que puede existir en la interface de contacto entre los eslabones 4
y 1 es la fuerza de friccion. Si se supone friccion de Coulomb, la componente x puede expresarse
en funcién de de la componente y de la fuerza en esta interface de contacto. Se puede obtener una
relacién para la fuerza de friccion f en esta interface de contacto, de modo que f=*uN donde p es
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un coeficiente de friccidbn conocido. Los signos mas y menos en el coeficiente de fricciébn son para
reconocer el hecho de que la fuerza de friccion siempre se opone al movimiento. El analisis
cinematico proporciona la velocidad del eslabon en la junta deslizante. El signo de p siempre sera
opuesto al sentido de la velocidad.

F14_x = i,uF14y ........ 3.51

Sustituyendo las Ultimas tres ecuaciones en las ecuaciones para el eslabén 4 se obtiene:

i,uF14y - F43x + pr = m4aG4x ....... 3.52

F14y - F43y + FPY = O ...... 3.53

a) Mecanismo

b) Diagramas de cuerpo libre

Figura 3.6 Andlisis de fuerzas dindmicas de cuatro barras de un mecanismo manivela corredera.

Esta Gltima sustitucién reduce el sistema de modo que:

10 1 0 0 o o o [ [ e
m,a
[» 0 1 0 1 0 0 0 0 Flzy 2 GZy
_Rlzy Riz, _R32y R3;, 0 0 0 1 F3z, Ig,
0 0 -1 0 1 0 0 0 |Fsz| | "s%s, 354
0 0 0 _1 0 1 o ol* Fio || ™3, [ .
0 0 R23y —Ry3,  —Rss, Raz, 0 0 Fis, Ig as
L O O O 0 _1 0 i‘u 0 F14y m4aG4x - pr
0 0 0 0 0 -1 1 o0 T —Fp
L1 1 L y
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I11.8 ANALISIS DE FUERZAS; MECANISMOS CON MAS DE CUATRO BARRAS.

Este método matricial para analizar fuerzas puede ampliarse con facilidad a ensambles de
eslabones méas complejos. Las ecuaciones para cada eslabén son de la misma forma. Se puede
crear un notacién mas general para las ecuaciones de fuerzas y aplicarlas a cualquier ensamble de
n eslabones conectados con juntas de pasador. Si j representa cualquier eslabén del ensamble,
sea iZj-1 el eslabon previo de la cadena y k=j+1 el siguiente de la cadena; al aplicar la forma
vectorial de las ecuaciones para fuerzas se obtiene:

Fij + Fy + ZFextj =MiAgjeee... 3.55
(Rij X Fij) + (Rjk X ka) +XT; + (Rextj x ZFextj) =gt 3.56
Donde:

j=23,...n i=j—-1 k=j+1, j#n, si j=nk=1

La suma de las ecuaciones 3.57 y 3.58 de vectores de fuerza puede ser descompuesta en dos
ecuaciones de componentes X y Yy, y luego aplicarse junto con la suma de la ecuacion de pares de
torsién ecuacion 3.56 a cada uno de los eslabones de la cadena para crear un conjunto de
ecuaciones simultaneas para su solucién. Cualquier eslabon puede tener fuerzas externas y/o
pares de torsion externos aplicados a €l. Todos tendran fuerzas de reaccion en los pasadores.
Como el n-ésimo eslabon en una cadena cerrada se conecta al primer eslabén, el valor k para el
n-ésimo eslabén sera igual a 1. Para reducir el nUmero de variables a una cantidad manejable, se
sustituyen las fuerzas de reaccién negativas segun las ecuaciones 3.58 y 3.57 cuando sea
necesario. Cuando existen juntas deslizantes, se requerira agregar restricciones en las direcciones
permisibles de las fuerzas en esas juntas, como en el caso de la derivacion del mecanismo
manivela-corredera invertido.

I11.9 FUERZAS Y PAR DE TORSION DE SACUDIMIENTO.

Es importante conocer el efecto neto de las fuerzas dinamicas que se generan en el plano de la
bancada, ya que este puede ocasionar vibraciones en la estructura que soporta la maquina. En los
ejemplos de mecanismos simples de tres y cuatro barras, s6lo existen dos puntos en los cuales
pueden transmitirse las fuerzas dinamicas: al eslabén 1 y al plano de bancada. Los mecanismos
méas complicados tendran mas juntas en el plano de la bancada. Las fuerzas suministradas por los
eslabones moviles al plano de la bancada en los pivotes fijos O, y O, se designan como Fy; y Fa;
por medio de la convencion de subindices definidos en la seccion IIl.V. Como se decidi6 resolver
para F,; y F4 en la solucién, sélo se hacen negativas esas fuerzas para obtener sus contrapartes
iguales y opuestas.

F21 = _F12 ...... 3.59
Fyy = —Fyp4u.....3.60

La suma de todas las fuerzas que acttan en al plano de la bancada recibe el nombre de fuerzas
de sacudimiento (Fs), como se muestra en la figura 3.7, que en estos ejemplos simples es igual a:
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PRTRYSY

2 Purin 32 acoplador = 3 pugadas @ &5°

2 AbertoCruzado = sbier®
La fuerzz ext 3 achia 3 5 puigadas @ 30° vs. CG dslesiaién 3
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Figura 3.7 Datos del mecanismo y curva polar de fuerzas de sacudimiento de un mecanismo manivela-
corredera desbalanceado.

El par de reaccién generado sobre el plano de la bancada recibe el nombre de par de torsiéon de
sacudimiento (Ts), como se ilustra en la figura 3.8. Este es el negativo del par de torsion fuente
T1, que es suministrado por la bancada al eslabén motriz:

Te =Ty = —Tyy.......3.62

La fuerza de sacudimiento tendera a mover el plano de la bancada hacia adelante y hacia atras, y
el par de torsibn de sacudimiento tendera a hacerlo oscilar con respecto al eje de la linea de
transmision. Ambos provocaran vibraciones. En general, se requiere reducir al minimo los efectos
de las fuerzas y los pares de torsion de sacudimiento en la estructura. Esto se puede lograr al
balancear, con la adicion de un volante al sistema, y en ocasiones montando la estructura sobre
amortiguadores para aislar las vibraciones del resto del ensamble. Con mayor frecuencia se utiliza
una combinacion de los tres métodos.

"™ Nim.de longitud Unidades Unidades Posicion a Fuerza a
Par de torsion de sacudimiento desbalanceado 1b-in | eslabén pulg demasa deinercia  delCG grados  ext.lb  grados
; : ; = 1 55
2 20 002 004 0 0
3 8.0 030 060 2:5 30 12 270
4 3.0 010 020 18 0 60 —45

Punto de acoplador = 3 pulgadas @ 45°
Abierto/Cruzado = abierto
La fuerza ext. 3 actia a 5 pulgadas @ 30° vs. CG del eslabon 3
La fuerza ext. 4 actia a 5 pulgadas @ 90° vs. CG del eslabdn 4
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Figura 3.8 Datos del mecanismo y curva polar de torsion de sacudimiento de un mecanismo manivela-
corredera desbalanceado.

I111.10 CONTROL DEL PAR DE TORSION DE ENTRADA: VOLANTES.

La gran variacion de la aceleraciéon en un mecanismo puede provocar oscilaciones significativas en
el par de torsién requerido para impulsarlo a una velocidad constante o casi constante. Loa pares
de torsién pico requeridos pueden ser tan altos como para requerir un motor bastante grande para
suministrarlos. Sin embargo, el par de torsién promedio a lo largo del ciclo, debido a perdidas y al
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trabajo externo realizado, a menudo puede ser mucho menor que el par pico. Se requiere
proporcionar alguna forma para suavizar estas oscilaciones del par de torsién durante el ciclo. Esto
permitira dimensionar el motor para suministrar el par de torsién promedio en lugar del par de
torsion pico. Un medio conveniente y relativamente barato de hacerlo es la adicién de un volante
al sistema.

I11.10.1 Variacion del par de torsion.

La figura 3.9 muestra la variacion del par de torsion de entrada en un mecanismo de cuatro barras
de manivela-balancin con una revolucién completa de la manivela motriz. Funciona a una
velocidad angular constante de 50 rad/s. El par de torsién varia mucho en un ciclo del mecanismo,
desde un valor pico positivo de 341.7 Ib-pulg hasta uno negativo de -166.4lb-pulg. El valor
promedio de este par de torsion durante el ciclo es de soélo 70.2 Ib-pulg, debido al trabajo externo
realizado mas las perdidas. Este mecanismo tiene Unicamente una fuerza de 12 Ib aplicada al
eslabén 3 en el CG y un par externo de 25Ib-pulg aplicado al eslabén 4. Estas pequefias cargas
externas no responden a las variaciones del par de torsion de entrada requerido para mantener la
velocidad constante de la manivela. ¢Cual es entonces la explicacion? Las grandes variaciones
del par son evidencia de la energia cinética almacenada en los eslabones al moverse. Podria
pensarse que los pulsos positivos del par de torsién representan la energia suministrada por el
impulsor (motor) y guardada temporalmente en los eslabones moviles y los pulsos negativos del
par de torsion representan la energia que intenta regresar de los eslabones al impulsor.
Desafortunadamente, la mayoria de los motores se disefian para suministrar energia, mas no para
devolverla. Por lo tanto la “energia regresada” no tiene a donde ir.
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Figura 3.9 Datos del mecanismo y par de torsidon de entrada de un mecanismo de cuatro barras de
manivela- balancin desbalanceado.

La figura 3.10 muestra la curva caracteristica velocidad-par de torsién de un motor eléctrico de CD
de iman permanente. Otros tipos de motores tendran funciones de forma diferente que relaciona la
velocidad del motor con el par de torsién, pero todos los impulsores (fuentes) tendran alguna curva
caracteristica semejante. Conforme cambian las demandas del par de torsiébn del motor, su
velocidad también debe cambiar, de acuerdo con las caracteristicas inherentes. Esto significa que
la curva del par demandado en la figura 3.9 serd dificil de entregar por un motor estandar sin
cambios drasticos en su velocidad.

El célculo de la curva del par de torsion de la figura 3.9 se hizo con base en la suposicién de que la
velocidad de la manivela (y por tanto del motor) era un valor constante. Todos los datos
cinematicos utilizados en el calculo de la fuerza y el par de torsidon se generaron sobre esa base.
Con la variacion del par de torsién mostrada se tendria que utilizar un motor de gran caballaje para
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proporcionar la potencia requerida para alcanzar ese par de torsién pico a la velocidad de disefio
dada por:

Potencia = par de torsion X velocidad angular....... 3.63

o 50 rad Ib pulg
Potencia pico = 341.7lb — pulg % — - 17085 — - 2.59hp

La potencia necesaria para suministrar el par de torsion promedio es mucho mas pequefia:

0rad 0 Ib pulg

5
Potencia pico = 70.2 Ib — pulg X — - 351 = 0.53hp
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Figura 3.10 Curva caracteristica tipica velocidad-par de torsion de un motor eléctrico de CD de iman
permanente.

Seria extremadamente ineficiente especificar un motor con base en la demanda pico del sistema
ya que la mayor parte del tiempo estaria subutilizado. Se requiere algo en el sistema que sea

capaz de almacenar energia cinética. Tal dispositivo de almacenamiento de energia cinética como
ese se llama volante.

I11.10.2 Energia del volante.

La figura 3.11 muestra un volante disefiado como un disco circular plano, conectado al eje de un
motor que también podria ser el eje motriz de la manivela de un mecanismo. El motor suministra un
par de torsiébn de magnitud T\, que seria deseable fuera lo mas constante posible, es decir, igual al
par promedio T,onm .La carga (de un mecanismo), del otro lado del volante, demanda un par de

torsion T, que varia con el tiempo como se muestra en la figura 3.9. La energia cinética de un
sistema rotatorio esta dada por:

E= %1(»2 ........ 3.64

Don de | es el momento de inercia de toda la masa rotatoria en el eje. Este incluye el momento de
inercia del rotor del motor y de la manivela del mecanismo, mas el momento del volante. Se
requiere determinar qué valor de | se debe agregar en la forma de un volante para reducir la
variacion de la velocidad del eje a un nivel aceptable. Para llevar a cabo esto, iniciemos
escribiendo para el diagrama de cuerpo libre mostrado en la figura 3.11
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Pero se requiere:

Ty = Tpromeeenes 3.67
De modo que:
T, — Tyrom = la.....3.68

Pero:

dw _ dw (d@) dw

==\~

do

Al sustituir se tiene:

dw
Ty = Torom = 1 @ Soeenene. 3.69

(T, = Tyrom)d0 = w dw.......3.70
Al integrar se obtiene:

f"@wmaxima(TL — Tprom)dO = [@maxima g gy dy........ 3.7

0@wminima Wminima
0@wmaxima _1 2 2
) (T, — Tyrom)d0 = S (OFax = Ohin) eeeeene 3.72

0@wminima

_~— Motor

— Eje

Volante

Figura 3.11 Volante en un eje motriz.

El primer miembro de la ecuacion 3.72 representa el cambio de energia E entre la w maxima y
minima del eje, y es igual al area bajo el diagrama par torsion-tiempo de la figura 3.12 entre los
extremos de w. El segundo miembro de la expresion 3.72 es el cambio de la energia almacenada
en el volante. La Unica forma en que puede extraerse energia del volante es reduciendo su
velocidad como se muestra en la ecuacion 3.64. Si se agrega energia, se acelerara, por tanto, es
imposible obtener velocidad constante del eje ante las demandas de energia variable impuestas
por la carga. Lo mejor que puede hacerse es minimizar la variacién de la velocidad (Wmax - Wmin)
con el uso de un volante que tenga un momento de inercia suficientemente grandes.
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Par de torsion Area _ Area
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Figura 3.12 Integracion de los pulsos arribay abajo del valor promedio en la funciéon del par de torsién
de entrada.

I11.10.3 Dimensionamiento del volante.

A continuacion se puede determinar cuan grande debe ser un volante para absorber energia con
un cambio de velocidad aceptable. El cambio de velocidad del eje durante un ciclo se llama
fluctuacién (FI) y es igual a:

Fl = Wpax — Omins=-+- 3.73

Es posible normalizar esta ecuacién como una relaciéon sin dimensiones dividiéndola entre la
velocidad promedio del eje, y recibe el nombre de coeficiente de fluctuacion (k).

k = (@max=Omin) 3.74

Wprom

Este coeficiente de fluctuacién es un pardmetro de disefio que debe ser elegido por el disefiador.
Por lo general, se ajusta a un valor entre 0.01 y 0.05 y corresponde a una fluctuacion en la
velocidad del eje de entre 1 a 5%. Mientras méas pequefio sea el valor elegido, mas grande sera el
volante. Esto representa un compromiso de disefio, ya que un volante mas grande aumentara el
costo y el peso del sistema, factores que deben evaluarse para conseguir una uniformidad en la
operacion deseada.

El disefio del volante requiere del desarrollo de una expresion para el momento de inercia de éste
en términos de la energia del sistema. El cambio en la energia E requerido se determina al integrar
la curva del par de torsion:

0@wmaxima

fg@l‘l:)minima (TL - Tprom)d9 =F...... 3.75

Que ahora puede igualarse al segundo miembro de la ecuacion 3.72
1

E= El(wrznax - (Uyzm'n) ...... 3.76

Al factorizar esta expresion:

1
E = El(wmax + Wnin ) (Wmax — Omin) erens 3.77
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Si la funcién del par de torsidn-tiempo fuera arménica pura, entonces su valor promedio podria
expresarse como:

(w +Wmin)
Wprom = 2meomin), | 3.78

Las funciones par de torsién rara vez serdn arménicas puras, pero el error introducido por el uso de
esta expresion como una aproximacion del promedio es aceptablemente pequefio, por ello es
posible sustituir las ecuaciones 3.74 y 3.78 en la ecuacién 3.77 para obtener una expresion para el
momento de inercia de masa |s del volante requerido:

Se puede utilizar la ecuacién 3.80 para disefar el volante fisico y elegir el coeficiente de fluctuacion
deseado k mediante el valor de E obtenido de la integracion numérica de la curva de par de torsién
y la velocidad promedio w del eje para calcular Is del sistema requerido . El momento de inercia de
masa del volante fisico I se iguala entonces al sistema requerido Is, pero si se conocen los
momentos de inercia de los deméas elementos rotatorios en el mismo eje motriz (como el motor), el
I del volante fisico requerido se puede reducir en esas cantidades.

El disefio del volante mas eficiente para incrementar al maximo el Ir con el minimo material
utilizado, es aquel en el cual la masa esta concentrada en su borde y su masa esta soportada por
rayos, como la rueda de un carruaje. Esto ubica la mayor parte de la masa en el radio mas grande
posible y minimiza el peso con un Iz dado. Incluso si se elige un disefio de volante de disco circular
solido , plano , o por simplicidad de fabricacion o para obtener una superficie plana para otras
funciones (como un embrague automotriz)el disefio debera considerar la reduccion del peso y por
tanto su costo. Como en general I=mr?, un disco delgado de gran didmetro necesitara menos libras
de material para obtener un momento dado, que un disco grueso de diametro mas pequefio.

La figura 3.13 muestra el cambio del par de torsion de entrada T;, en el mecanismo mostrado en la
figura 3.9, después de agregar un volante dimensionado para proporcionar un coeficiente de
fluctuacién de 0.05. La oscilacién del par de torsién con respecto al valor promedio no cambiado
ahora es 5% mucho menor de lo que se tenia sin volante. Ahora se puede utilizar un motor de
caballaje mucho menor por que el volante esta disponible para absorber la energia devuelta al
mecanismo durante el ciclo.

Par de torsién de entrada uniformado del volante Ib-puig

(5] S0 180 270 380

Figura 3.13 Curva de par de torsion de entrada del mecanismo de cuatro barras mostrado en la figura
3.9 después de uniformarla con un volante.
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CAPITULO IV BALANCEO.

IV.1 INTRODUCCION.

Cualquier maquinaria, dispositivo, eslabén o elemento que se encuentra en rotacién pura puede
estar perfectamente balanceada para eliminar todas las fuerzas, y momentos de sacudimiento, las
cuales son una fuente significante de vibraciones. Un tema importante en el analisis y disefio de
maquinas dinamicas es buscar minimizar la fluctuacion de fuerzas que dicha maquinaria aplica a
su medio ambiente por medio de su bancada. Masas rotando rapidamente como en los motores
eléctricos, generadores de vapor y turbinas de gas, llantas de vehiculos, y muchas otras pueden
generar fuerzas fluctuantes significantes con una diminuta cantidad de desbalance. En los motores
de combustion interna, bombas, compresores y muchos otros tipos de maquinaria se pueden
encontrar combinaciones de masas reciprocantes y en rotacion. Ellos son grandes generadores de
fuerzas fluctuantes, pero esas fuerzas pueden ser balanceadas principalmente por la fijacion
apropiada de contrapesos. Es necesario discutir el procedimiento utilizado para el balanceo en
€s0s un tanto diversos tipos de sistemas.

Cuando cualquier mecanismo esta operando a altas velocidades, se deben considerar dos tipos de
fuerzas, fuerzas externas aplicadas y fuerzas internas. Las fuerzas de inercia surgen cuando los
miembros individuales estan sometidos a una gran aceleracion. En general, el sistema de fuerzas
de inercia actuando en un miembro puede representarse como una fuerza de inercia actuando en
una linea atreves del centro de masa, junto con el momento de inercia .La fuerza esta determinada
por ma y el momento por la, donde m es la masa del elemento, | es el momento de inercia de
masa sobre el centro de masa, a es la aceleracion lineal del centro de masa y a es la aceleracion
angular de dicho elemento. En maquinaria girando a grandes velocidades, las fuerzas de inercia
pueden ser de mayor magnitud que las fuerzas externas. Consecuentemente, cuando se disefia el
mecanismo, se deben de considerar los dos tipos de fuerzas.

En general, las fuerzas externas estan asociadas con la funcién que representa el funcionamiento
del mecanismo y el manejo del mismo. Es poco frecuente alterar sus magnitudes. Por otro lado, las
fuerzas de inercia son debidas enteramente a la masa y al movimiento caracteristico de los
miembros de la maquina, por lo tanto, la practica del disefio prudente dicta que las fuerzas de
inercia deben ser minimizadas. Esto puede ser logrado tanto por la reduccion de masas y
momentos de inercia del movimiento de los eslabones o por la reduccion de sus aceleraciones
lineal y angular. Las masas pueden ser reducidas por la utilizacion de materiales mas ligeros y
geometrias Optimas. Para dar una geometria cinemética, la aceleracién angular no puede ser
reducida. Sin embargo la aceleracién lineal de los centros de masa se puede reducir, mediante el
movimiento de dicho centro hacia el punto cero de aceleracion. La forma en que esto a menudo se
realiza es adhiriendo masa en forma de pesos de balance para mover el centro de masa total de
un miembro dado a una localizacion de aceleracién reducida.

El balanceo es la técnica de corregir o eliminar fuerzas o momentos de inercia indeseables. La
variacion de fuerzas en un ciclo completo puede provocar vibraciones que a veces pueden
alcanzar amplitudes peligrosas. Incluso aunque no lo fueran, las vibraciones aumentan los
esfuerzos en los componentes y someten a los cojinetes a cargas repetidas que provocan en éste
la falla prematura por fatiga. Por tanto, en el disefio de maquinaria no basta simplemente con evitar
la operacion cercana a las velocidades criticas, sino también, es preciso eliminar o por lo menos
reducir, las fuerzas de inercia que producen estas vibraciones.

Las tolerancias de produccién que se aplican en la fabricacion de maquinaria, se ajustan tan
cerradas como sea posible sin elevar el costo de fabricacion en forma prohibitiva. En general,
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resulta mas econémico producir piezas que no sean tan perfectas y luego sujetarlas a un
procedimiento de balanceo que producir piezas tan perfectas que no requieran correccién alguna.
Debido a esto cada pieza producida es un caso individual en el sentido de que normalmente no se
puede esperar que dos piezas requieran las mismas medidas correctivas. Por consiguiente el
problema principal en el estudio del balanceo es la determinacion del desbalanceo y la aplicacion
de correcciones.

IV.1.1 Importancia del balanceo.
El desequilibrio de piezas en rotacion genera fuerzas centrifugas que aumentan con el cuadrado
de la velocidad de rotacion y se manifiestan por una vibracion y tensiones en el rotor y la estructura
de soporte. Las consecuencias pueden ser muy severas:

e Desgaste excesivo en cojinetes, casquillos, ejes y engranajes.

e Fatiga en soportes y estructura.

e Disminucion de la €ficiencia.

e Transmision de vibraciones al operador y otras maquinas.

Por tanto el equilibrado tiene por objeto:
Incrementar la vida de cojinetes
Minimizar las vibraciones y ruidos
Minimizar las tensiones mecanicas
Minimizar las pérdidas de energia
Minimizar la fatiga del operador.

AN NN NN

IV.1.2 Causas de desbalanceo.
El exceso de masa en un lado del rotor (desequilibrio) puede ser por:

X3

*

Tolerancias de fabricacion en piezas fundidas, forjadas e incluso mecanizadas.
Heterogeneidades en materiales como poros, inclusiones, diferencias de densidad.

Falta de simetria en disefio, tales como chaveteras, etc.

Falta de simetria en uso tales como deformaciones, distorsiones y otros cambios
dimensionales debido a tensiones, fuerzas aerodinamicas o temperatura.

3

*

3

*

3

*

Las piezas en rotacion se deben disefiar para un equilibrado inherente. No obstante la
comprobacion del equilibrado es una operacién complementaria en su fabricacion ya que se
pueden generar heterogeneidades, deformaciones en marcha, etc., que deben ser equilibradas.

En cualquier caso siempre quedara un desequilibrio residual que sera o no admisible en funcion
del tipo de maquina y su velocidad de rotacién. Ese desequilibrio admisible sera funcién, por tanto,
de la velocidad de rotacion. El desequilibrio se mide en gramos x milimetros, aunque también es
muy usada la unidad gramos x pulgada (g-inch).

V.2 BALANCEO ESTATICO O BALANCEO EN UN SOLO PLANO

A pesar del cuidado que se debe tener en el disefio y la manufactura de partes en rotacion, si la
parte es completamente maquinada, fundida o forjada o es ensamblada de varias partes como en
el caso de la armadura de un motor eléctrico, no es comiUn que éste corra suavemente
particularmente si la velocidad de operacion es elevada. Variaciones en dimensiones debido al
magquinado, variaciones de homogeneidad en el material, variaciones de los métodos de ensamble,
la excentricidad de la superficie de los baleros, etc., todo contribuye a la compensacion del centro
de masa desde el eje de rotacion.
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Figura 4.1 Disco rotando.

Obsérvese la figura 4.1 compuesta de un disco y un eje que se supone que es perfectamente recto
y puede rodar sin friccion, se fija un sistema de referencia xyz en el disco que se mueve con él .Un
experimento sencillo para determinar si el disco esta estaticamente des balanceado seria ponerlo a
girar suavemente y dejarlo hasta que vuelva al reposo , marcar con una tiza el punto mas bajo del
disco , repetir la operacion 4 o 5 veces si todas las marcas estan en puntos diferentes, el disco esta
estaticamente balanceado, por el contrario si las marcas coinciden en el mismo punto el disco se
encuentra estaticamente desbalanceado, lo que significa que el centro de masa del eje y del disco
no coinciden . La ubicacion de las marcas con respecto al sistema xy indica la ubicacion angular
del desbalanceo pero no su magnitud.

Si se descubre que existe desbalanceo estatico, éste se puede corregir eliminando material
mediante una perforacion en las marcas sefialadas, o bien agregando masa a la periferia a 180° de
la marca. Debido a que se desconoce la magnitud del desequilibrio, las correcciones deberan
hacerse por tanteo.

La curva de la figura 4.2 muestra el efecto de una pequefia cantidad de desbalance a altas
velocidades, esta figura muestra la fuerza producida por una libra-onza de desbalanceo a varias
velocidades angulares. (Un libra-onza se define como una onza de peso a una pulgada de los ejes
de rotacién). Es evidente que la fuerza centrifuga producida en un rotor de grandes dimensiones
es muy grande, aunque el centro de gravedad esté desplazado sélo una pequefia cantidad del eje
de rotacion, y consecuentemente se produciran grandes fuerzas de agitacién en la estructura de
acuerdo con la ecuacién (4.1). Considérese el ejemplo anterior del disco y su eje, con el disco de
180 kg de peso operando a 16000 rpm y suponiendo que el centro de masa esta a 0.0254mm del
eje de rotacion, esto es 4.572kg-mm (6.4 inch-ounce ) producira una fuerza centrifuga de:

F =mRw®....... 4.1

Donde:

F = fuerza de desbalance en Newton (N)

R = Distancia desde el centro de masa al eje de rotacion en metros(m)
w = Velocidad angular en radianes por segundo (rad/s).

Entonces se tiene

F = mRw? = 180 % 2.54E — 05 * (21 * 16000/60)% = 12835.22N
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Figura 4.2 Efecto de 1 oz-in de desbalance. Esta fuerza puede causar daiios considerables en la maquina.

El eslabon en V de la figura 4.3 forma parte de un mecanismo. Se requiere balancearlo
estaticamente. Es posible modelarlo dinAmicamente como dos masas puntuales m; y m;
concentradas en los centros de gravedad CG locales de cada una de sus dos “extremos” como se
muestra en la figura 4.3 b) .La masa de cada una de las masas puntuales es igual a la del extremo
que reemplazan y son soportadas por las varillas sin masa en las posiciones R; y R, del CG de
cada extremo. Se puede resolver para la magnitud y ubicacién requeridas de una tercera “masa de
balanceo “ my, que se agrega al sistema en algin lugar Ry, para satisfacer la ecuacién 4.2 (que
incluye las fuerzas inerciales de acuerdo con el principio de d’Alembert) que debe ser cero.

Supongase que el sistema gira a una velocidad angular constante w. Las aceleraciones de las
masa seran estrictamente centripetas (hacia el centro), y las fuerzas de inercia seran centrifuga
(hacia afuera del centro) como se muestra en la figura 4.3 .Como el sistema gira, la figura muestra
una imagen de “cuadro congelado”, de la posicién en la cual” se detuvo la accién”. Si se coloca un
sistema coordenado con su origen en el centro de rotacion y se descomponen las fuerzas
inerciales en componentes respecto a ese sistema coordenado, la posicién en algun lugar R, que
satisfacer la ecuacién 4.2 para este sistema es:

Obsérvese que las Unicas fuerzas que actlan sobre este sistema son las fuerzas de inercia. Para
balancearlo, no importan que fuerzas externas actlen en el sistema. Las fuerzas externas no
pueden balancearse al cambiar la geometria interna del sistema. Los términos w? se eliminan.
Para balancearlo, no importa que tan rapido gire el sistema, s6lo que esté girando. (La w
determina el valor de estas fuerzas, pero de cualquier modo se debe lograr que su suma sea cero).
De modo que al dividir entre w? se obtiene:

myR, = —m;R; —myR,.......... 4.4
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Al descomponerla en sus componentes X y y :

myR,, = —(MyRy, + MyR;)

mbRby = —(m1R1y + mszy) .......... 4.5

El angulo al cual se debera colocar la masa de balanceo (con respecto al sistema coordenado) es

0, Yy se obtiene con la ecuacion 4.6. Se puede observar que los signos del numerador y el
denominador se deben mantener individualmente para obtener el cuadrante correcto:

mleb
0, = tan~! 2
mlebx
_1 ~(M1Ry,+MyR,)
6, = tan~! iy tz2ty) ) 4.6

—(m1R1x+mzR2x)'

El producto de m,R;, se determina con la ecuacion 4.7. Ahora existe una infinidad de soluciones
disponibles. Se puede seleccionar el valor de my, determinar el radio necesario R, donde se
debera colocar o elegir un radio deseado y determinar la masa que debe colocarse. Las

restricciones de empaque determinan el radio maximo en algunos casos. La masa de balanceo
esta confinada al “plano Unico” de las masa no balanceadas.

\
R = [+ R
myRp, =my ’(Rlzyx + Rz%y) >
myRy, = fmlz;(Rlz;x + Riy)

myRy = \/(mbbe)z + (MR )2 4.7

Una veza que se elige la combinacién de m, y R, lo que falta es disefiar el contrapeso fisico. El
radio R, seleccionado es la distancia del pivote al CG de la masa contrapeso. El modelo dinamico
simple, utilizado para calcular el producto mR, supone la forma de una masa puntual y una varilla
sin masa. Estos dispositivos ideales no existen. En la figura 4.3c) se muestra una forma posible
para este contrapeso.
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Centro de masa global
en movimiento, Centro de masa global
desbalanceado 7 estacionario, balanceado

o Contrapeso
/ m R w? configurado
b b =
a) Eslabon desbalanceado b) Modelo dindmico <) Eslabdn estaticamente balanceado

Figura 4.3. Balanceo estéatico de un eslabdn en rotacién pura

IV.3 BALANCEO DINAMICO

El rotor de la figura 4.4 se encuentra montado en los cojinetes en A y C. Supongamos que se
colocan dos masas iguales m; y m, a distancias iguales r; y r, del eje de rotacién, para balancear
estaticamente cada disco. Debido a que las masas son iguales y se encuentran en lados opuestos
al del eje de rotacion, el rotor se encuentra estaticamente balanceado en todas las posiciones
angulares.

Ahora el mismo rotor gira a una velocidad angular w rad/s, entonces actlan las fuerzas
centrifugas mir;w y m,r,w respectivamente, en myy m, sobre los extremos del rotor. Estas fuerzas
centrifugas producen reacciones desiguales en los cojinetes Fp y F¢ y todo el sistema de fuerzas
gira con el rotor a la velocidad angular w. Por consiguiente una parte puede estar estaticamente
balanceada pero dinAmicamente desbalanceada. Si la distribucion de masa inercial del rotor no
puede ser considerada como plana, se generaran momentos normales al eje de rotacién y ademas
fuerzas radiales. Aunque el sistema puede estar estaticamente balanceado por la eliminacion de la
fuerza radial resultante, la variacién de los momentos producidos puede continuar siendo una
fuente de vibracion. Las técnicas de balanceo dinamico permiten la eliminaciéon de fuerzas de
desbalance radial y momentos.

k\*“\

Figura 4.4 Eje rotando con dos discos, ambos contienen masas desbalanceadas. El plano del rotor
derecho esta designado como Q, y el del rotor izquierdo como P.
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Considere el eje y los dos rotores montados, como se muestran en la figura 4.4, el eje gira en los
cojinetes A y C tal como se muestra. Primero se calcularan las fuerzas de desbalance, Fpoy Fc
ejercida en el eje por los cojinetes.

El desbalance del lado derecho del rotor es:
Uy, = MpRp........ 4.8

U, = desbalance del lado derecho

mp = masa del lado derecho del rotor

Ry = es la excentricidad del centro de masa

La magnitud de la fuerza de desbalance en rotacion sera:

w= velocidad angular

De forma similar del lado izquierdo:

Ug = MgRyeenenn. 4.10

uq = desbalance del lado izquierdo

my = masa del lado Izquierdo del rotor

R, = es la excentricidad del centro de masa

w = velocidad angular

La magnitud de la fuerza de desbalance en rotacién sera:

— 2
F=uw°....... 4.11
Utilizando como referencia el marco del lado izquierdo, alineando el eje x con la direcciéon del
desbalance u, y teniendo el eje z como eje de rotacion se obtienen las siguientes ecuaciones de
equilibrio:
ZFXZO:FP+FQCOSG+FAx+FCx=0 ........ 4.12
ZFyZO: FQsene+FAy+Fcy=0 ....... 4.13
La sumatoria de momentos se realiza con respecto al punto A de modo que Fc sea la Unica

incOgnita, entonces se tiene:

YM,=0; M=r XF=

ST R~

J
y de modo que:
E, F

ak X Fpi+ (a+b)k x F (cosBi + senBj) + (a + b + o)k X (Feki + Feyj) =0 .........4.14
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Separando las componentes:

—(a+b)Fysin® —(a+b+ c)FCy =0......4.15

af, + (a+b)F, cosf + (a+ b+ c)F;, =0....... 4.16

Se puede resolver para las componentes de F¢ las ecuaciones 4.15 y 4.16 y resolver para las
componentes de F, las ecuaciones 4.12y 4.13.

De la ecuacion 4.15 se obtiene:

_ (a+b)Fgpsin®

Fcy = @b o) ....4.17
La ecuacioén 4.16 nos da:
_ aFp+(a+b)Fgcoso
ch v — ....4.18

A partir de la ecuacién 4.12 se obtendra:

_ _ aFy+(a+b)Fgpcosf
FAx = —Fp - FQCO.S‘Q - FCX = —Fp - FQCOSH + W ...4.19
F, = —&tOfetcloeosd | 420

x a+b+c

Finalmente la ecuacion 4.13 da por resultado:

_ Lo _ , (a+b)Fgsind
Fy, = Fysin6 Fe, = FySin6 + “@rbto ...4.21

_ CFgsin®
FAy = T 4.22

Por lo tanto las fuerzas aplicadas a los rodamientos por el eje son:

((b+C)Fp +cFq cosG)i+( CF@sind)j

Fy=—F, = ..4.23

a+b+c

_ (aFy+(a+b)Focosh)i+( (a+b)FqsinB)j
- a+b+c

Fi= —F, = 222200 I ar o ) .. 4.24

Estas fuerzas rotan con el eje, de modo que fluctian sinusoidalmente en cualquier direccién.

Si el sistema se encuentra estaticamente balanceado por la adicién de un contrapeso en el plano
P, el contrapeso requerido es:

uU=—up—uUy=—Uyl—uy(cosf i+sinbj).....4.25
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La adicion de un desbalanceo de esta magnitud y direccion en el plano P afiade una fuerza al
sistema:

F = w*u=—-Fp—F,...A426

Las ecuaciones de equilibrio dindmico estan dadas por:

ZFxZO _FP_FQCOSH+FP+FQCOSG+FAX+FCX:FAx+FCx:O ........ 4.27
ZFyZO: _FQSin9+FQSin9+FAy+Fcy:FAy‘l'Fcy:O ......... 4.28

Y realizando sumatoria de momentos en el punto A se obtiene:

XMy =0: —akx (Fpi+ Fq (cosBi + sen6j)) + ak X Fpi + (a + b)k X Fg(cos0i + sin6j) +
(@+b+ o)k x (Fc i+ Fe,i) =0 ........ 4.29

o

b Fy(cos j — sinf i) + (a + b + c) (chj - Fcyi) =0........4.30

Por lo tanto:

Fo, = =20 .. 431

Fo, = -0 ..432

Y como se sabe:

Fp, = —Fg, =222, ..433
By, = —Fg, =220 ..434

Como se puede observar, a pesar de que el sistema se encuentra estaticamente balanceado, y
que el resultado de la fuerza radial es cero, la fuerza ejercida en los rodamientos no es cero, asi
gue la vibracion de excitacion continua presente. Ya que F, = —F,, la fuerzas de los rodamientos
forman un par, con la sumatoria de momentos.

M= (a+b+c)kx(Fuj+Fai)=(a+b+c)(Fpf—Fyb)....A435
= (a+b+c)Fy(cosh j + sinb i).......4.36

Este par rota con el eje.

V.4 MAQUINAS DE BALANCEO.

El objeto de una méaquina de balanceo es determinar las dos magnitudes del desequilibrio (gramos
x milimetro o onza-pulgada) y la posicion angular en uno, dos o mas planos de correccion
seleccionados (uno para desequilibrio estatico y dos o0 mas para desequilibrio dinamico).
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Basicamente existen dos tipos de maquinas para balanceo dinamico:
e De cojinetes Flexibles.
e De cojinetes Rigidos.

Las primeras tienen un sistema de fijacion muy flexible permitiendo al rotor vibrar libremente al
menos en una direccion (horizontal, perpendicular al eje de rotacién). Los cojinetes vibran al
unisono con el rotor. La resonancia del sistema rotor-cojinetes ocurre a 1/2 o0 menos de la mas baja
velocidad de equilibrio. A esas velocidades tanto la amplitud de la vibracién como el angulo de fase
se han estabilizado y pueden ser medidos con una fiabilidad razonable.

Las de cojinetes rigidos son esencialmente iguales excepto en el sistema de suspension de
cojinetes que es mucho mas rigido. De esta forma la frecuencia de resonancia del sistema ocurre a
frecuencias varias veces superior a la medida, resultando que estd comprendida en un rango
dentro del cual la amplitud y angulo de fase son suficientemente estables y su medida precisas.

Los sensores de vibracion son basicamente los mismos en ambas maquinas. Suelen ser del tipo
de velocidad o, en algun caso, piezoeléctrico (de aceleracién).

La especificacién correcta de la maquina para una aplicacion concreta supone:
» Describir el tipo de rotores a equilibrar y tolerancias de equilibrado exigidas.
» Especificar condiciones y pruebas de aceptacién de la maquina.

Para ello la norma I1ISO 2953 sugiere un formato apropiado.

IV.5 PROCESO DE BALANCEO.

Un rotor se debe equilibrar:
= A una velocidad tan baja como sea posible para disminuir los requerimientos de potencia,
los esfuerzos aerodinamicos, ruidos y dafios al operador.

= Debe ser lo suficientemente alta para que la maquina equilibradora tenga suficiente
sensibilidad para alcanzar las tolerancias de equilibrado requeridas.

Para ello la primera cuestion a resolver es si el rotor a equilibrar es rigido o flexible.

v Se considera un ROTOR RIGIDO si puede ser equilibrado en dos planos (seleccionados
arbitrariamente) y, después de la correccion, su desequilibrio no excede los limites de
tolerancia a cualquier velocidad por encima de la velocidad de servicio.

v" Un ROTOR FLEXIBLE no satisface la definicion de rotor rigido debido a su deformacién
elastica.

Por lo tanto, un rotor rigido se puede equilibrar a la velocidad estandar de la equilibradora,
cualquiera que sea su velocidad de giro en servicio. En la mayoria de los casos se puede asumir
que un rotor puede ser equilibrado satisfactoriamente a baja velocidad si su velocidad de servicio
es menor que el 50% de su primera velocidad critica. Existe una prueba (test) para determinar, en
otros casos, si un rotor es rigido, para los propésitos de su equilibrado:

» Se equilibra el rotor primero a baja velocidad.

» Se afade una masa de prueba en la misma posicién angular en dos planos préximos a los
cojinetes.

» Se pone en marcha y se miden las vibraciones en ambos cojinetes.
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» Se para el rotor y se mueven las masas hacia el centro del mismo o hacia donde se espera
causar la mayor distorsioén del rotor. En una nueva prueba de giro se vuelven a medir
vibraciones en ambos cojinetes.

> Sila primera lectura fue A y la segunda B, la relacion E’A%A no debe exceder de 0,2. En tal

caso la experiencia muestra que el rotor se puede considerar rigido y, por tanto, puede ser
equilibrado a baja velocidad.

En caso contrario el rotor es flexible y debe ser equilibrado a su velocidad de giro en servicio o
proxima a ella.

El proceso completo de equilibrado consta de los siguientes pasos:
1.- Fijar la velocidad de equilibrado.
Es funcion del tipo de rotor:

o A baja velocidad si es rigido

o Alavelocidad de giro del rotor en servicio si es flexible.

2.- Fijar el sentido de rotacién de equilibrado.
La direcciéon de giro no es importante excepto en caso de rotores con alabes. En ese caso la
direccion debe ser:
o Las turbinas en sentido contrario a su direccion de giro.
o Los compresores en el mismo sentido que su direccién de giro.
o Algunos ventiladores necesitan cerrar el impulsor para reducir los requerimientos de
potencia a un nivel aceptable.
3.- Determinar el numero de planos de equilibrado:
e 102 pararotores rigidos, segun el tipo de desequilibrio existente.
e n+2 para rotores flexibles, siendo n la n-sima velocidad critica por encima de la cual esta la
velocidad de rotacion en servicio.

4.- Realizar la lectura del desequilibrio y de su fase, en cada uno de los planos elegidos.
5.- Llevar a cabo las correcciones correspondientes.

Las correcciones se llevan a cabo tanto afiadiendo como quitando masas. Se debe seleccionar el
método que asegure corregir el desequilibrio inicial a menos de la tolerancia admitida en un solo
paso.

Normalmente se pueden conseguir reducciones de 10:1 quitando masas y de 20:1 y superiores
afiadiendo masas.

La adicién de masas consiste en afadir masas soldadas en superficies apropiadas, procurando no
producir distorsiones en el rotor.

La reduccion de masas se puede conseguir:
e Por taladrado. Probablemente el método mas efectivo. Hay que calcular la profundidad de
taladrado necesaria.
e Por esmerilado e incluso corte, si la geometria del rotor lo permite. Es menos seguro y hay
que hacer varias pruebas.

6.- Realizar una nueva medida del desequilibrio residual.

Se trata de comprobar que el desequilibrio resultante, después de la correccion, esta dentro de las
tolerancias de equilibrado admisibles.

En caso contrario habria que repetir los pasos 5 y 6, hasta conseguir un desequilibrio residual que

se ajuste a la norma aplicada.
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IV.6 TOLERANCIAS DE EQUILIBRADO.
Se trata de fijar el desequilibrio residual admisible para cada aplicacion:

Para rotores rigidos estan establecidos por la norma I1SO 1940 (Calidad de Equilibrado de
Rotores Rigidos).

v' Se definen varios tipos de rotores

v" Se elige el caso mas parecido de la tabla.

v' Se determina el desequilibrio residual admisible por medio de una gréafica.

v" También se pueden usar nomogramas.

Para rotores flexibles se aplica la norma ISO 5343 (conjuntamente con 1SO 1940 e ISO 5406). En
éste caso, ademas del tipo de rotor, se definen:

v' 4 Bandas de calidad (A, B, C, D) segun la calidad de equilibrado requerido.
v' 3 Factores de correccion (C1, C2, C3) segln las circunstancias de las medidas de
vibracién efectuadas.

Para rotores acoplados entre si, con velocidad critica diferentes en cada caso, hay que aplicarle
las normas a cada uno por separado.
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CAPITULO V BALANCEO DE MECANISMOS PLANOS.

V.1 INTRODUCCION

Se puede obtener un balanceo completo de cualquier mecanismo al crear un mecanismo “idéntico”
conectado a él con el objeto de eliminar todas las fuerzas y momentos dinamicos. Ciertas
configuraciones de motores de combustién interna de varios cilindros lo hacen. Los pistones y
manivela de algunos cilindros contrarrestan los efectos inerciales de otros. Sin embargo, este
método es costoso y solo se justifica si el mecanismo agregado tiene algin proposito, como
incrementar la potencia, que es el caso de cilindros adicionales en un motor. La adicién de un
mecanismo “ficticio”, cuyo Unico propédsito sea contrarrestar los efectos dinamicos, rara vez se
justifica econémicamente.

La mayoria de los esquemas practicos de balanceo de mecanismos buscan minimizar o eliminar
uno o mas efectos dinamicos (fuerzas, momentos, pares de torsion, etc.) al redistribuir la masa de
los eslabones existentes. Esto implica agregar contrapesos o cambiar las formas de los eslabones
para reubicar sus CG. Esquemas mas elaborados agregan contrapesos engranados a algunos
eslabones ademas de redistribuir su masa. Como en cualquier esfuerzo de disefio, existen
cambios, por ejemplo, la eliminacion de fuerzas de sacudimiento sélo incrementa el momento de
sacudimiento y el par de torsién motriz.

V.2. BALANCEO DE FUERZAS EN MECANISMOS ARTICULADOS

Los eslabones rotatorios (manivela, balancines) de un mecanismo articulado pueden balancearse
individualmente por medio de los métodos de balanceo rotatorio. Los efectos de los acopladores,
que estan en movimiento complejo, son mas dificiles de compensar. Obsérvese que el proceso de
balancear estaticamente un eslabén rotatorio obliga a su centro de masa CG a estar en su pivote
fijo y, por lo tanto, a estar estacionario. En otras palabras, la condicion de balanceo estatico
también puede definirse como la de hacer estacionario el centro de masa. Un acoplador no tiene
pivote fijo y por lo tanto su centro de masa esta en general siempre en movimiento.

Cualquier mecanismo, sin importar que tan complejo sea, tendra por cada posicién instantanea un
solo centro de masa global localizado en un punto particular. Se puede calcular su ubicacién sélo
mediante las masas del eslabén y las localizaciones de los CG de los eslabones individuales en
ese instante. El centro de masa global normalmente cambiara de posiciébn con el movimiento del
eslabdn. Si de alguna forma se puede lograr que el centro de masa global sea estacionario, se
obtendréa un estado de balanceo estatico de todo el mecanismo.

El método de Berkof-Lower de vectores linealmente independientes ] proporciona una forma para

calcular la magnitud y localizacion de los contrapesos a ser colocados en los eslabones rotatorios,
lo que inmovilizara el centro de masa global en todas las posiciones del mecanismo. La colocacion
de masas de balanceo apropiadas en los eslabones provocara que las fuerzas dinamicas en los
pivotes fijos siempre sean iguales y opuestas, es decir, formen un par, de ese modo se crea el
balanceo estatico (3 F = 0 pero }; M # 0) en el mecanismo movil.

Este método funciona para cualquier mecanismo plano de n eslabones con una combinacién de
juntas de revoluta (de pasador) y prismaticas (de corredera), siempre que exista una trayectoria a

11 . . .
Berkof, R.S., y G.G. Lowen (1969). A new Method for Completely Force Balancing Simple Linkages, Trans Asme J. of Eng. For
Industry(Febrero), pp.21-26
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la bancada desde cada eslabdn que s6lo contenga juntas de revoluta 12 Por lo tanto, si todas

lastrayectorias posibles de cualquier eslabdn a la bancada contienen juntas deslizantes, el método
sera erréneo. Cualquier mecanismo de n eslabones que cumpla con el criterio anterior puede
balancearse con la adicion de n/2 pesos de balanceo, cada uno en un eslab6n diferente (2,
Desafortunadamente al hacerlo incrementa la masa total del mecanismo original.

La figura 5.1 muestra un mecanismo de 4 barras con su centro de masa global localizado por el
vector de posicion R;. Los CG individuales de los eslabones se localizan en el sistema global
mediante los vectores de posicidon R,, R; y R, (magnitudes R,,R; y Ry) fijos con respecto a su
origen en el pivote O,. Las longitudes de los eslabones estan definidas por los vectores de
posiciéon Li, Lo, L3y Ly (magnitudes |4, I, I3 € 1) y los vectores de posicién que localizan los CG en
cada eslabon son B,, B; y B, (magnitudes b,, bs y b,). Los angulos de los vectores B,, Bz y B, son
P, P; y P, medidos internamente en los eslabones que localizan a L,, L3 y L4, en el sistema
global son los angulos 0, ,08; y 6, .La masa total del sistema es la suma de las masas individuales
de modo que :

Y Centro de masa global

Figura 5.1 Balanceo estatico (de fuerzas) de un mecanismo de cuatro barras.
my=m, +ms+my....... 5.1

El momento de masa total con respecto al origen debe ser la suma de los momentos de masa
debidos a los elementos individuales.

XM =Rm,=R,m, + Rzmz +Rym,........ 5.2

La posicion para el centro de masa es:

Rymy;+R3mz+Ram.
Rt = # --------- 5-3

m¢

12 Tepper, F.R.,y G.G. Lowen(1972). General Theorems Concerning Full Force Balancing of planar Linkages by the Internal Mass
Redistribution, Trans Asme J. of Eng. For Industry (94 Series B(3)), PP.789-796.
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Para las coordenadas de los vectores de posicién se tiene:
RZ = bzej(92+¢2) = bzejezej(bz

Ry = 1,679 4 pye/(9:%03) = |, /02  pei030)0s

R4_ = l1€j91 + b4€j(94+®4) = llejel + b4ej64€j®4 .......... 5.4

Se puede resolver para la ubicacion del centro de masa global en cualquier posicion para los
eslabones de los cuales se conozcan sus angulos 0,, 8; y 8,. Se requiere que este vector de
posicién R, sea constante. El primer paso es sustituir las ecuaciones 5.4 en la 5.2.

Rym; = (b,e/%e/%2)m, + (1,e7% + bye/%e/% )m; + (1,€/% + bye/%4e/®)m,......... 55

Ahora al agrupar los términos constantes como coeficiente de los términos dependientes del
tiempo:

R;m, = (my 11e791) + (myb,e/® + myl,y)el% + (mybze/®)el% + (mybye®)el. ... 5.6
Los Unicos términos dependientes del tiempo son los que contienen 6,, 83y 0,.

Ahora escribiendo la ecuacion del lazo vectorial para el mecanismo:

e/ + 1,10 — [,e/% — |, e/ = 0.......... 57

Y resolver para uno de los vectores unitarios que definen la direccion de un eslabén por ejemplo el
eslabon 3, se obtiene:

llejel—lzejGZ +l4:»;'1‘94

I3

6193 — T T isssssass 5-8

Al sustituir estd en la ecuacion 5.6 se puede eliminar el término 8; y reordenando términos queda:

. . . . Lel01-1,e/024],0/04
Rem, = (my 11e791) + (m,b e/ + myl,)el% + (myhzel®) 2 2 +

(mybse/®)eib........ 5.9

5

. . l . . . l . . l
Rm, = (mzbzem2 +mgl, — mybse®s i) el% + (m4b4e1‘2’4 + msbse/®s i) el% + (m3b3em3 i +

M, zl) el ... 5.10

Esta dltima expresion proporciona la herramienta para forzar a que R, sea constante y el centro de
masa estacionario .Para que eso suceda, los términos entre paréntesis que multiplican las dos
Unicas variables dependientes del tiempo, 0, y 0, se deben forzar a cero .(El &ngulo 8, del eslabon
fijo es constante). Por lo tanto, el requisito para el balanceo de fuerzas es:

(mzbzej(bz +mgl; — m3b3€j¢3 i—z) =0........ 5.1

(m4b4€j®4 + m3b3€j®3 llig) = 0uvernennnn 5.12
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Estas expresiones se pueden reordenan para aislar los términos de un eslabén (por ejemplo el 3)
en un lado de cada una de estas ecuaciones:

. 1
mzbze}®2 =mgs (b3e}®3 i_ 2) ........ 5.13
. .
m4b4e}®4 = —m3b3€}®3 li .......... 5.14
3

De modo que ahora se tienen dos ecuaciones que involucran tres eslabones. Se pueden suponer
los parametros de cualquier eslabon y determinar los de los otros dos. Un mecanismo en general
primero se disefia para satisfacer las restricciones de movimiento y empaque requeridas antes de
intentar balancearlo. Por lo tanto, la geometria del eslab6n y las masas ya estan definidas, al
menos en forma preliminar. Una estrategia es considerar la masa y CG del eslabon 3 como han
sido definidas y calcular las masas necesarias y ubicaciones de los CG de los eslabones 2 y 4,
para satisfacer estas condiciones para las fuerzas balanceadas. Los eslabones 2 y 4 estan en
rotacion pura de modo que es facil agregar contrapesos para mover su CG hacia las localizaciones
necesarias, de modo que con esta restriccion los segundos miembros de las ecuaciones 5.13 y
5.14 se reducen a nimeros para un mecanismo disefiado. De acuerdo a lo sefialado se requiere
determinar los productos masa-radio myb, y m4b, asi como las ubicaciones angulares de los
centros CG en los eslabones. Obsérvese que los angulos @; y @, de las ecuaciones 5.13 y 5.14
se miden con respecto a las lineas de centros de sus respectivos eslabones.

Para separar las ecuaciones en sus componentes reales e imaginarias, se emplea la identidad de
Euler asi como para encontrar los componentes x y y de los productos masa-radio, es decir, se
tiene:

(mzbz)x =ms (b3%COS @3 - lz) ........ 5.15
Il .
(mzbz)y = m3 (b3 ZSIH @3) ......... 5.16
(m4b4)x = _m3b3 lliCOS @3 .......... 5.17
3
(m4b4)y = _m3b3 liSll’l @3 ......... 5.18
I3

Se requiere estas componentes del producto mR para hacer que el balanceo de fuerzas del
mecanismo represente toda cantidad necesaria. Si ya se han disefiado los eslabones 2 y 4 con
cierto deshalanceo individual (el CG no es el pivote), entonces el producto mR existente del
eslabon desbhalanceado debe restarse del obtenido con las ecuaciones 5.15 a 5.17 para determinar
la ubicacion y el tamafio de los contrapesos adicionales que se agregan a estos eslabones. Como
se hizo con el balanceo de eslabones rotatorios, cualquier combinacién de masa y radio que
proporcionen el producto deseado es aceptable. Las ecuaciones 5.15 a 5.17 se utilizan para
encontrar la magnitud y angulo del vector mR del contrapeso. Obsérvese que el angulo del vector
mR de cada eslabon sera referido a la linea de centros de ese eslabon. La forma de los
contrapesos fisicos que se pondran en los eslabones se disefia para cumplir un balanceo estatico.
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L1 = 19 pulg
l2=5
L3= 15
L4: 10

Punto de acoplador = 13
@ 63°

w, = 50 rad/s
0a 360 D f— ‘
en 5 grados \

Figura 5.2 Mecanismo de 4 barras balanceado que muestra masas de balanceo aplicadas a los
eslabones 2y 4.

V.3. EFECTO DEL BALANCEO EN FUERZAS DE SACUDIMIENTO Y FUERZAS

EN PASADORES.

La figura 5.2 muestra un mecanismo de cuatro barras al que se agregaron masas de balanceo de
acuerdo a las ecuaciones 5.15 a 5.17. Observe los contrapesos colocados en los eslabones 2y 4
en las ubicaciones calculadas para el balanceo completo de fuerzas. La figura 5.3 a) muestra una
curva polar de las fuerzas de sacudimiento de este mecanismo sin las masas de balanceo. El
maximo es de 462 Ib a 15°. La figura 5.3 b) muestra las fuerzas de sacudimiento después de
agregar las masa de balanceo. Las fuerzas de sacudimiento se redujeron a cero. Las fuerzas
residuales que aparecen en la figura se deben a errores de redondeo.

447 b y 001 b

Y

- 447

Figura 5.3 Curva polar de fuerzas de sacudimiento desbalanceadas en el plano de la bancada del
mecanismo de 4 barras mostrado en la figura 5.2.

No obstante, las fuerzas en los pasadores en los pivotes de la manivela y del balancin no han
desaparecido a causa de las masas de balanceo agregadas. La figuras 5.4 a) y b), muestran las
fuerzas en los pivotes de la manivela y el balancin después del balanceo. Ahora estas fuerzas son
iguales y opuestas. Después del balanced, el patron de las fuerzas en el pivote O, es la imagen
especular del pivote O4. La fuerza de sacudimiento neta es la suma vectorial de estos dos
conjuntos de fuerza en cada intervalo de tiempo. Los pares de fuerzas iguales y opuestas que
actlan en los pivotes de la bancada, en cada intervalo de tiempo, crean en la bancada un par de
sacudimiento variable con el tiempo. Estas fuerzas de pasador pueden ser mayores debido a los
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pesos del balanceo, de ser asi, incrementan el par de sacudimiento en comparacién con su valor
anterior en el mecanismo no balanceado. Los esfuerzos en los eslabones y los pasadores pueden
sufrir un incremento debido al balanceo de fuerzas.

770

| -770 =71
E .

Figura 5.4 Curvas polares de las fuerzas F21 y F41 que actian en el plano de la bancada del mecanismo
de 4 barras con fuerzas balanceadas de lafigura 5.2.

V.4 EFECTO DEL BALANCEO EN EL PAR DE TORSION DE ENTRADA.

El balanceo individual de un eslabén sometido a rotacién pura al agregar un contrapeso, tendra el
efecto de incrementar su momento de masa de inercia. El “efecto volante” en el eslabon aumenta
por este incremento en su momento de inercia. Por lo tanto, el par de torsiéon requerido para
acelerar ese eslabon serda mayor. El par de torsiéon de entrada no sera afectado por ningin cambio
en el momento de inercia de la manivela de entrada, cuando opera a velocidad angular constante.
No obstante, cualquier balancin presente en el mecanismo tendra aceleraciones angulares, incluso
cuando la manivela no la tenga. Por lo tanto, el balance6 individual de los balancines tendera a
incrementar el par de torsion de entrada requerido, incluso con una velocidad constante de la
manivela de entrada.

La adicién de contrapesos a los eslabones rotatorios, necesarios para forzar el balanceo de todo el
mecanismo, incrementa los momentos de inercia de los eslabones y también los desbalancea
(individualmente) para obtener el balanceo global. En ese caso los CG de los eslabones rotatorios
estardn en sus pivotes fijos. Cualquier aceleracion angular en estos eslabones contribuird a la
carga de par de torsion en el mecanismo. El balanceo de cualquier mecanismo completo por medio
de este método puede tener entonces el efecto colateral de incrementar la variacion del par de
torsion de entrada requerido. Es posible que se requiera un volante mayor en un mecanismo
balanceado para lograr el mismo coeficiente de fluctuacion que en la versién desbalanceada del
mismo.

La figura 5.6 muestra la curva del par de torsién de entrada del mecanismo desbalanceado y del
mismo mecanismo después de realizar el balanced completo de fuerzas. El valor pico del par de
torsion de entrada requerido se incremento a consecuencia del balanceo de fuerzas.
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Par de torsién

Ib-pulg
? 60{1;)' N Pico = 1 215 antes
1 del balanceado
1200+ / 3. I
800 1 7. A=
T SN / \i & R
400\ o f’ o \. A 4/ b o Promedio después de! balanceado
__.____../_..._.._._..——/--»-—w—\-r Promedio antes del balanceado
0 — R \ P EEEE — —\ ——
K , 7 6
400 { \ i \ W&
4 / . \ —4a——— Antes de! balanceado
-800 - ft——— Desp eado
-1200 +—— — — = —t
0 90 180 270 360

Angulo de manivela 6 grados

Figura 5.6 Curvas del par de torsion de entrada desbalanceado y balanceado para el mecanismo de 4
barras de la figura 5.2.

Cabe notar que el grado de incremento del par de torsiébn de entrada debido al balanceo de
fuerzas, depende de la eleccién de los radios donde se colocan las masas del balanceo. El
momento de inercia adicional que la masa de balanceo agrega a un eslabén es proporcional al
cuadrado del radio al CG de la masa de balanceo. El algoritmo de balanceo de fuerzas soélo
determina el producto masa-radio requerido. La colocacion de la masa de balanceo en un radio
pequefio minimiza el incremento del par de torsion de entrada. Weiss y Fenton ™3] demostraron que
un contrapeso circular colocado tangente al centro del pivote del eslabén como el de la figura 5.7
es un buen compromiso entre el peso agregado y el momento de inercia incrementado. Para
reducir aun mas las consecuencias en el par de torsion, se podria realizar un balanceo de fuerzas
completo y aceptar alguna fuerza de sacudimiento con el cambio.

Figura 5.7 Mecanismo de 4 barras con contrapesos circulares 6ptimamente localizados.

V.5 BALANCEO DEL MOMENTO DE SACUDIMIENTO EN MECANISMOS.

El momento de sacudimiento Mg en un mecanismo con las fuerzas balanceadas es la suma del par
de torsiébn de reaccion T,; y el par de sacudimiento (ignorando cualquier carga aplicada
externamente) ™, es decir:

Mg = Ty, + (R, X Fyy)......5.19

Donde T,; es el negativo del par de torsiéon motriz Tq,, R; es el vector de posicion desde O, hasta
O, (es decir, el eslabdn 1) y F4 es la fuerza del balancin en el plano de la bancada. En un
mecanismo general, la magnitud del momento de sacudimiento puede reducirse, mas no
eliminarse, por medio de una redistribucién de masa dentro de sus eslabones. El balance6
completo del momento de sacudimiento requiere la adicion de eslabones suplementarios y o
contrapesos rotatorios."

13 Weiss, K., y R.G. Fenton (1972). Minimum Inertia Weight, Mech. Cheam, Engng. Trans. | E Aust,.NC8(1), pp93-96

4 Berkof, R.S (1972). Completely Force and Moment Balancing of inline Four-Bar Linkages , J. Mechanism And Machine Theory , 8
(Agosto),pp.397-410
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Se han desarrollado muchas técnicas que utilizan métodos de optimizacion para determinar una
configuracién mecanismo-masa que minimice el momento de sacudimiento y/o el par de torsién de
entrada. Hockey ™" ™ muestra que la fluctuacién de la energia cinética y el par de torsion de
entrada de un mecanismo puede reducirse mediante la distribucion apropiada de la masa en sus
eslabones, y que este procedimiento es mas eficiente que el de agregar un volante al eje de
entrada. Berkof ! también describe un método para minimizar el par de torsiéon de entrada por
medio de un reacomodo interno de la masa. Lee y Cheng™®, y Qi y Pennestri ¥ muestran métodos
para balancear de forma 6ptima la fuerza y el momento de sacudimiento, asi como el par de torsién
de entrada combinados en mecanismos de alta velocidad, mediante la redistribucion de masa y la
adicion de contrapesos. Porter® sugiere utilizar un algoritmo genérico para optimizar el conjunto
de parametros. Bagcim] describe varios métodos para balancear fuerzas y momentos de
sacudimiento en el mecanismo de 4 barras manivela-corredera. Kochev %2 proporciona una teoria
general para el balanceo completo de fuerzas y momentos. Esat y Bahai 23] describe una teoria
para el balanceo completo de fuerzas y momentos que requieren contrapesos rotatorios en el
acoplador. Arkelian y Smit (24 derivan un método para balanceo completo de fuerzas y momentos
de seis barras de Watt y Stepenson. La mayoria de los métodos requieren recursos de computo
significativos.

El método de Berkof para el balanceo completo de momentos del mecanismo de cuatro barras 4]

es simple y util, pero aun esta limitado a mecanismos en “linea”, es decir, aquellos en los que el
CG de cada eslabén esta en sus respectivas lineas de centros, como se muestra en la figura 5.7.
Esta no es una restriccion extremadamente estricta, puesto que muchos mecanismos practicos
estan hechos de eslabones rectos, incluso si un eslabdn debe tener una forma que se desvia de su
linea de CG aun puede colocarse en esa linea con la adicién de una masa al eslabén en el lugar
apropiado.

En el método de Berkof ademés de ser para mecanismos en linea, el acoplador debe
reconfigurarse para que se convierta en un péndulo fisico, de modo que sea equivalente a un
modelo de masa concentrada como el que se muestra en la figura 5.8. El acoplador que se
muestra en la figura 5.8 a) como una barra rectangular uniforme de masa m, longitud a, y ancho
h, y en la figura 5.8 b) como un “hueso de perro”, son dos de muchas posibilidades. Se requiere
que las masas concentradas se encuentren en los pasadores del pivote conectados por una varilla
“sin masa”. De modo que las masas concentradas en el acoplador estaran en rotacién pura como
parte de la manivela o como parte del balancin. Esto se logra agregando masas como lo indica la
dimension e en los extremos del acoplador.

Los tres requisitos de equivalencia dinamica son: la masa del modelo debe ser igual a la del cuerpo
original, el centro de gravedad debe estar en el mismo lugar que en el cuerpo original, el momento
de inercia debe ser igual al del cuerpo original. El primero y el segundo de estos enunciados son
faciles de satisfacer al colocar m; = m/2 en cada pasador. El tercero puede expresarse en términos
del radio de giro k en lugar del momento de inercia por medio de la ecuacion siguiente:

Si se considera cada masa concentrada por separado como si la varilla sin masa se dividiera en
dos varillas en el CG, cada una de longitud b, el momento de inercia |, de cada masa concentrada
seré:
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m; £ S m m; m;
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a) Eslabdén acoplador rectanguiar b) Eslabon acoplador en forma de hueso «

Figura 5.8 Conversion del eslabén acoplador en un péndulo fisico.

Con la configuracién del eslabdn mostrada en la figura 5.8 a) esto se cumplira si las dimensiones
tienen la siguiente relacién adimensional (si supone un espesor de eslabén constante).

et 3(5)2—1—% ........ 5.24

Donde e se define como la longitud del material que debe agregarse en cada extremo para
satisfacer la ecuacion 5.23.

Cuando la configuracién del eslabén mostrado en la figura 5.8 b), la longitud e del material
agregado de ancho h necesario para convertirlo en un péndulo fisico se determina a partir de:

A(E)3+B(£)2+C(%)+D=O ........ 5.25

h
A=38
B=12(%)+24
c=24(§)+26

3+13(%)+121r—10

a
p=-2()
c
El segundo paso es balancear las fuerzas del mecanismo con su acoplador modificado por el
método de balanceo de fuerzas en mecanismos articulados y definir los contrapesos requeridos en
los eslabones 2 y 4. Con las fuerzas de sacudimiento eliminadas el momento de sacudimiento es
un vector libre, igual que el par de torsion de entrada.
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Masa de péndulo
fisico (dos lugares)

Contrapeso de

inercia (volante)
Contrapeso

de inercia

I,

volante) ;ém
/ S
B o\

Masa de balanceo Masa de balanceo

de fuerzas - ] — de fuerzas

Figura 5.9 Mecanismo de 4 barras en linea con fuerzas y momentos completamente balanceados con
acoplador de péndulo fisico y contrapesos de inercia en los eslabones rotatorios.

Como tercer paso, el momento de sacudimiento puede contraerse al agregar contrapesos de
inercia engranados a los eslabones 2 y 4, como se muestra en la figura 5.9. Estos deben girar en la
direccion opuesta a los eslabones asi que requieren una relacién de engranes de -1. Tal
contrapeso de inercia puede balancear cualquier momento plano que sea proporcional a una
aceleracion angular y no introduce fuerzas de inercia netas que perturben el balanceo de fuerzas
del mecanismo. Los cambios incluyen un par de torsion de entrada incrementado y fuerzas
mayores en los pasadores resultantes del par de torsién requerido para acelerar la inercia
rotacional adicional. También puede haber cargas grandes e impacto en los dientes cuando las
inversiones del par de torsion absorben el juego entre dientes de los engranes que provoca ruido.

El momento de sacudimiento de un mecanismo de 4 barras en linea se derivé en la referencia ¥

como:

M, = 3%, Actie......5.26

Donde :

Ay = —my(k3 + 12 + ay1y)eeeenn. 5.27

A3 = _m3(k§ + T32 - a3T3) ......... 5.28

e
IS
|

= —m,(kZ + 17 + a473)eeeeenn5.29

Donde q; es la aceleracién angular del eslab6én i. Las demas variables se definen en la figura 5.9.
La adicién de dos contrapesos de inercia proporciona:

Mg =Y, A + Lay + Liag....... 5.30

Se puede forzar el momento de sacudimiento para que sea igual a cero, si:

I, =—A,....... 5.31

I, = —Ageeennn.. 5.32
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A3 =0 o k:}? = T3(a3 - T3) ...... 5.33

Esto conduce a un conjunto de 5 ecuaciones de disefio que se deben satisfacer para un balanceo
completo de fuerzas y de momentos de un mecanismo de cuatro barras en linea.

myr, = mgbs (Z—Z) ......... 5.34
m,1, = msb; (Z—:) ....... 5.35

12 = mz(k% + 7"22 + azrz) ........ 5.37
Ly =my(kZ 412 + a7y eeeennnns 5.38

Obsérvese que las ecuaciones 5.34 y 5.35 son los criterios para el balanceo de fuerzas de la
ecuaciones 5.13 y 5.14 para el caso del mecanismo en linea. La ecuacién 5.36 define al acoplador
como un péndulo fisico. Las ecuaciones 5.37 y 5.38 definen los momentos de inercia de masa
requeridos para los contrapesos de inercia. Obsérvese que si el mecanismo funciona a velocidad
angular constante a, serd cero en la ecuacion 5.26 y el contrapeso de inercia en el eslabén 2
puede omitirse

15Hockey, B.A(1972), An Improved Technique For Reducing the Fluctuation of Kinetic Energy In plane Mechanisms, J. Mechanisms,
6,pp.397-410

16Hockey, B.A(1972), The minimization of the Fluctuation of Input In plane Mechanisms, J. Mechanisms And Machine Theory,7,pp.335-346
17 . . . .
Berkof, R.S (1979). The input Torque In Linkage,. Mechanism And Machine Theory , 14(Agosto),pp.61-73

lsLee, T. W., y C. Cheng (1984). Optimum Balancing Of Combined Shaking Forces, Shaking Moment, And torque Fluctuations In High Speed
Linkages, Trans Asme J. Mechanism Transmission, Automation and Design, 106.pp242-251

9Q|,N.M., y E. Penenestri (1991). Optimum Balancing of Fourbar Linkage. Mechanisms And Machine Theory,26(3),pp.337-348

ZOPorter, B., Y cols. (1994). Genetic Design of Dynamically Optimal Fourbar Linkage, Proc. of 23" Biennial Mechanisms Conference,
Minneapolis, MN, p. 413

ZlBagci, C. (1975). Shaking Force and Shaking Moment Balancing of the Plane Slider —Crank Mechanism. Proc. Of The 4" osu Applied
Mechanism Conference, Stillwater, Ok, pp.25-1

22Kochev,l, S (2000).General Theory Of Complete Shaking Moment Balancing of Planar Linkage: A Critical Review. Mechanisms And
Machine Theory,35,pp.1501-1514

23Esat, L,. Y r. BAHAL (1999) .A Theory OF Complete Force Balancing and moment Balancing of Planar Linkages, Mechanisms And
Machine Theory,34pp.903-922

24Arakelian, V. Hy M. R. Smith (1999). Complete Shaking force and Shaking Moment Balancing of Linkage: A Critical Review. Mechanisms
And Machine Theory,35,pp.1501-1514 Mechanisms And Machine Theory,34.pp.1141-1153
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Capitulo VI BALANCEO DE MAQUINAS RECIPROCANTES
MONOCILINDRICAS.

VI.1 INTRODUCCION

Una fuente principal de vibraciones en maquinaria, es la presencia de masas que realizan
movimiento oscilatorio. Obviamente, el caso clasico es el pistdn reciprocante en el motor de
combustién interna, una bomba reciprocante o un compresor.

Aunque el movimiento de masas reciprocantes en una de esas maquinas no es estrictamente
arménico, es costumbre tratarlos como tales con el propésito de tratar de reducir la tendencia
de la maquina a vibrar. Existen muchas razones para considerar esa aproximacion, una de ellas es
que el movimiento arménico simple es facil de modelar y conceptualizar, otra razén es porque la
frecuencia fundamental de oscilacion es realmente muy importante. Si se pudiera imaginar la
aceleracion angular descompuesta en componentes de Fourier, se tendria una gran amplitud
fundamental con el periodo del total de la oscilacion y un tren de mas altas arménicas con
pequefias amplitudes. No sélo son esas arménicas menos efectivas en excitacién vibratoria
debido a pequefias amplitudes, sino sus frecuencias son mas altas que las fundamentales. Las
altas frecuencias vibratorias son mucho mas efectivas sin amortiguamiento en muchas estructuras,
la frecuencia fundamental tiende a dominar la transmisién de vibraciones.

Otra aproximacion que es comunmente utilizada cuando se emplea el modelo dindmico de masas
reciprocantes, es emplear el modelo de las masas en la varilla de conexion, representadas
mediante dos masas equivalentes, una localizada en la manivela y la otra en el pistén. La primera
se encontrara en rotacion pura y la otra en traslacion pura

Esta descomposicién se puede realizar mediante la correcta localizacién del centro de masa de la
varilla de conexion. Sin embargo, el momento de inercia de las dos masas sobre el centro de masa
no sera exactamente el mismo como el de la varilla de conexion. El error introducido en este
procedimiento es minimo en muchos analisis.

VI.2. CINEMATICA DEL MECANISMO BIELA MANIVELA.

En capitulos anteriores se obtuvieron las ecuaciones para encontrar las componentes de posicion,
velocidad, aceleracion y fuerzas en el mecanismo biela manivela mediante ecuaciones vectoriales.
En la figura 6.1 se muestra un mecanismo biela manivela “no descentrado”, porque el eje de
deslizamiento extendido pasa por el pivote de la manivela. Ademas, su corredera se traslada con
respecto al plano de la bancada estacionaria, por lo tanto no existira ninguna componente de
aceleracion de Coriolis.

La geometria simple de esta inversién de este tipo de mecanismo permite una aproximacién directa
al analisis exacto de la posicién, velocidad, y aceleraciéon de su corredera con sélo ecuaciones de
trigonometria plana y escalares. Para presentar un método de solucion alternativo, y ademas por
su simplicidad se analizara una vez mas este dispositivo.

Sir es el radio de la manivela y | la longitud de la biela. El &ngulo de la manivela 8 y el &ngulo que
forma la biela con el eje X es @, para cualquier velocidad angular constante de la manivela w, el
angulo de ésta es 8=wt . La posicidn instantanea del piston es x. De modo que se construyen dos
triangulos rectangulos rgs y lqu, de modo que por geometria:
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Nota:
El eslabén 3 puede considerarse como a) Geometria del mecanismo

un miembro elemento fuerza 2 para este
andlisis de fuerza de gas porque las fuerzas
de inercia se ignoran temporalmente.

Se superpondran mads adelante.

b) Diagramas de cuerpo libre

Figura 6.1 Andlisis de posicion y fuerza del gas en un mecanismo de manivela-corredera

q=rsinf =Ising@....... 6.1
0 = wt........ 6.2

sin@ = Zsin wt........ 6.3

S =T7COSWtrurunsn. 6.4

u = lcos@......... 6.5

x=s+u=rcoswt+1lcos@........ 6.6
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cosP =+1—sin?0 = fl —Gsincut)2 ........ 6.7
x=rcoswt+1[1— (fsin wt)2 ......... 6.8
\J 1

La ecuacién 6.8 es una expresion exacta para la posicion x del pistdn m,en funcion der, | y wt. Al
derivar esta ecuacion con respecto al tiempo se pueden obtener las expresiones exactas para la
velocidad y aceleracion del pistén. Para un andlisis de estado permanente se supondra que w es
constante:

. . in 2wt
X =—Tw [sinwt + - ————|........ 6.9
21 T . 2
1-(7sinwt)
o2 _ r[1*(1-2cos* wt)-r?sin* wt]]
i=-rw [cos wt Gsmenir I 6.10

Las ecuaciones 6.9 y 6.10 son faciles de resolver con una computadora para todos los valores de
wt requeridos. Sin embargo, es mas facil recurrir a la ecuacion 6.10 y visualizar los efectos en los
cambios de los parametros de disefio r y | en la aceleracién. Seria adecuado poder derivar una
expresién mas simple, aun cuando fuera aproximada, que permitiera predecir mas facilmente los
resultados de las decisiones de disefio que implican estas variables. Para ello, se emplea el
teorema binomial para expandir el radical de la ecuacién 6.8 de la posicion del pistén para poner
las ecuaciones de posicidn, velocidad y aceleracién en formas aproximadas mas simples que
aclararan el comportamiento dinamico del mecanismo.

La forma general del teorema binomial es:
n
Gt =" (Drka" . .....6.11
k=0
El radical de la ecuacion 6.8 es:
r . 2 r . 2 1/2
fl - (Tsm a)t) = [1 - (Tsm a)t) ] ....... 6.12
Donde para la expansion binomial:
r . 2
x=1 a=—(751nwt) n=1/2......... 6.13

Y la expansion queda como:

2 4 6
1- l(tsin a)t) + l(Zsin (ut) - i(Esin a)t) + 614
2 \1 g \1 16 \1
2\ . o ™Y 4 re in®
1- (—2) sin® wt + (—4) sin* wt + (—6) sin® wt + ...........6.15
21 8l 161

Cada término no constante contiene la relaciéon manivela-biela r/l para cierta potencia. Si se aplica
el sentido comun de ingenieria a la ilustracién de manivela-corredera de la figura 6.1 a) se observa
que si r/l fuera mayor que 1 la manivela no podria realizar una revolucién completa. De hecho si /|
se aproxima a 1 el pistdbn golpeara el pivote fijjo O, antes de que la manivela complete su
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revolucion. Si r/l es tan grande como 2, el angulo de transmision (11/2-®)(angulo entre el eslabdn
de salida y el acoplador) ser4 demasiado pequefio, y el mecanismo no funcionara bien. Un limite
superior practico del valor r/l es aproximadamente 1/3. La mayoria de los mecanismos de
manivela-corredera tendran esta relacion manivela-biela entre 1/3 y 1/5 para un funcionamiento
uniforme.

Es posible eliminar todos los términos después del segundo en la expansion binomial con un error
minimo. Si se sustituye esta expresion aproximada para el radical de la ecuacién 6.8 se obtiene
una expresion aproximada para el desplazamiento del piston con s6lo una fraccion de uno por
ciento de error, entonces se tiene

x =rcoswt +1 [1 - (%) sin? a)t] ........ 6.16

Al sustituir la identidad trigonométrica:

sin? wt = 1_C°;2wt ........ 6.17
Al simplificar:

72 r
x%l—4—l+r(coswt+4—lc052wt) ........ 6.18

Al diferenciar para la velocidad del piston (con w constante):
X = —rw (sin ot + %sin Zwt) ....... 6.19

Al diferenciar de nuevo para la aceleracion (con w constante):
. 2 T

X=—rw (cos wt + 7 cos Zwt) ...... 6.20

El proceso de expansion binomial, en este caso en particular, conduce a las aproximaciones de la
serie de Fourier de las expresiones exactas para el desplazamiento, velocidad y aceleracién del
pistén. Fourier demostré que cualquier funcion periddica puede aproximarse por una serie de
términos seno y coseno de miltiplos enteros de la variable independiente. Recuérdese que ya se
eliminaron los términos de cuarta, sexta y subsecuentes potencias de la expansion binomial, lo que
habria provisto los términos cos 4wt, cos 6wt, etc., en esta expresion. Estas funciones de angulos
multiples se conocen como armoénicas del término fundamental cos wt. El termino cos wt se repite
una vez por cada revolucién de la manivela y se llama frecuencia fundamental de la componente
primaria, la segunda armoénica cos 2wt, se repite dos veces por cada revolucién de la manivela y
se llama componente secundaria. Las arménicas de orden superior se eliminaron cuando se
suspendio la serie. El término constante en la funcién de desplazamiento es la componente de CD
o valor promedio. La funcién completa es la suma de las arménicas. La forma de series de
Fourier de las expresiones del desplazamiento y sus derivadas permite ver las contribuciones
relativas de las diversas componentes armoénicas de las funciones. Este método demostrara ser
bastante valioso cuando se intente balancear dindmicamente un disefio de motor.

A continuacién se analiza el comportamiento dindmico del motor de un solo cilindro con base en el
modelo cinemético desarrollado. Como se dispone de varias fuentes de excitacion dindmica, se
utiliza el método de superposicion para analizar por separado y luego combinar sus efectos,
primero se consideran fuerzas y pares de torsion, que se deben a las fuerzas del gas explosivo
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en el cilindro, las cuales impulsan el motor. En seguida se analizan las fuerzas de inerciay pares
de torsién producida por el movimiento a alta velocidad de los elementos. La fuerza total y el
estado del par de torsién de la maquina en cualquier instante sera la suma de estas componentes.
Por ultimo, se analizan las fuerzas y pares de sacudimiento en el plano de la bancada y las
fuerzas en los pasadores del mecanismo que resultan de la combinacion de las fuerzas aplicadas
y dinamicas sobre el sistema.

La figura 6.2 a, b, ¢ muestra las gréaficas para posicidn, velocidad y aceleracién del piston con una
w constante de la manivela durante dos revoluciones completas. La curva de aceleracién muestra
los efectos del segundo término armoénico con mucha mas claridad ya que el coeficiente de este
término es mayor que su correspondiente en cualquiera de las dos funciones. Se puede observar
el alto valor de la aceleracion pico del pistén, incluso a velocidad de mediano rango del motor de
3400 rpm jes de 747 g! a 6000 rpm se incrementa a casi 1300 g. Este es un motor de tamafio
moderado, de 3 pulg (76 mm) de cavidad cilindrica y 3.54 pulg (89 mm) de carrera con 25 pulg®
(400 cm3) de desplazamiento cilindrico (un motor de 4 cilindros de 1.6L)

Posicion pulg

0 180 360 540 720

Velocidad puig/s
853 - P

=3

L= T8 o e o o

3

180 360 540 720

Aceleracion pulg/s?

288228 £
'; e S5 1 cilindro
r Ciclo de 4 tiempos
0 Diam. interno de cil. = 3.00 pulg

Carrera =354

r i BS =085

- \ LR =350

=, RPM =3400

288228 7 W
0 180 360 540 720

Figura 6.2 Funciones de posicion, velocidad y aceleracién de un motor de un solo cilindro.

VL.3. FUERZA Y PARES DE TORSION DEL GAS.

La fuerza del gas se debe a la presion de éste por la explosién de la mezcla combustible-aire que
choca en la parte superior de la superficie del piston, como se muestra en la figura 6.3 .Sea Fgy =
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fuerza del gas, Py = presion del gas A, = area del piston y B = diametro interior del cilindro, el cual
es igual al diametro del piston, se tiene:

— Muiién de manivela - Pasador del pistén

— Biela iz
Presién del gas

(3%}

HHite
]
v

— Manivela

v

—— Pasador principal Piston
Cilindro - »

Figura 6.3 Mecanismo de manivela-corredera de cuatro barras a) para un motor de combustién interna
de un cilindro b) Mahle inc... Morristown, NJ.
BZ

Fy=—PApi A,=

INE

Presién Punto de {
atmosférica ignicién — |
J
s | e . = e |
0 180 360 540 720 grados
DC BDC DC BDC DC
e) Curva de presion del gas

Figura 6.4 Ciclo de combustion de cuatro tiempos.

El signo negativo se debe a la eleccién de la orientacion del motor en el sistema coordenado de la
figura. La presion del gas P4 en esta expresion es una funcion del angulo de la manivela wt y esta
definida por la termodindmica del motor; en la figura 6.4 se muestra la curva de presion de gas
tipica de un motor de 4 tiempos. La forma de la curva de fuerza del gas es idéntica a la curva de
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presion del gas, ya que solo difiere por un multiplicador constante, el area del piston A,. La figura
6.5 muestra la aproximacion de la curva de fuerza de gas para motores de 2 y 4 tiempos.

Fuerza del gas b Fuerza del gas b
4241 7\ 4241 : 1 cilindro

; ¢ { ' Diam. interno = 3.00 pulg

: ! | i } | Carrera =3.54

E BS =085

| E fiProm| LR =350

JiPror ‘. =
0| > o S | RPM =340
P =

0 180 0 540 720 0 180 30 540 720 L 500 e

Figura 6.5 Funciones de la fuerza de gas en motores de ciclos de dos y cuatro tiempos.

El par de torsién del gas en la figura 6.6 se debe a la fuerza del gas que actla en un brazo de
palanca con respecto al centro O, de la manivela en la figura 6.1 .Este brazo de palanca varia
desde cero hasta un méaximo conforme gira la manivela. La fuerza del gas distribuida en la
superficie del pistdbn se convirtié en una sola fuerza que actla a través del centro de masa del
eslabdn 4, en los diagramas de cuerpo libre de la figura 6.1 b .El sistema de fuerzas concurrentes
en el punto B se determin6 tomando como referencia el diagrama vectorial que muestra que :

Par de torsion de gas ib-pulg
1 cilindro

Ciclo de 4 tiempos

|  Diém. interno = 3.00 puig
Carrera =3.5¢

=
H
I

|

,,,,, \ S -~ Pom.| BS =083
] | LR =3.50
RPM = 3400

-

.
L
=]
3

180 360 540 720
’ Pme'x =

cuatro tiempos b) Ciclo Cierk de dos tiempos

Figura 6.6 Funciones de par de torsidn del gas en motores con ciclos de dos y cuatro tiempos.

F

g1a = Fytan@ j........ 6.22

Fyo = —Fji—F;tan® j....... 6.23
También, en los diagramas de cuerpo libre de la figura 6.1 se puede observar que:

Fg41 = _Fg14_ ....... 6.24

Fg43 = _Fg34 ........ 6.25

Fyp3 = —Fgazeemmeen. 6.26
Fg32 = —Fg23 ........ 6.27
Fg32=_934=F“gl‘+F2}tan®j ........ 6.28
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Por lo tanto, el par de torsién motriz Ty, en el eslabén 2 generado por la fuerza del gas se puede
determinar a partir del producto cruz del vector de posicién al punto Ay la fuerza en el punto A.

Ty21 = Ry X Fysp......6.29

Esta expresion puede desarrollarse e implicar la longitud de la manivela r y los &ngulos 8 y ®, asi
como la fuerza del gas Fy. Obsérvese a partir del diagrama de cuerpo libre del eslabon 1, que
también puede expresarse el par de torsion en funcion de las fuerzas Fg14 y Fqa1, las cuales actian
siempre perpendiculares al movimiento de la corredera (si omite la friccién), y la distancia x que es
el brazo del momento instantaneo con respecto a O,. El par de torsion de reaccion Tq1, que
corresponde a la fuerza del gas que intenta oscilar el plano de la bancada es:

Tglz = Fg41 X k ....... 6.30

Cuando se acelera de golpe un motor de un automévil, se observa que el motor se mueve hacia
los lados al oscilar en sus apoyos por el par de torsion de reaccion. El par de torsion motriz Tg,; €s
el negativo de este par de torsién reaccién, entonces:

Typr = —Tyrzmeee-6.31
Typ1 = —Fyay - X Kevve..6.32
Fyrs = —Fygpeeneeen. 6.33
Typr = Fpis- xk........6.34

La ecuacion 6.34 proporciona una expresion para el par de torsion del gas en funcion del
desplazamiento x del piston, para el cual ya se tiene una expresiébn 6.18 de tal modo que se
obtiene:

2
Ty = F tan@[l —%+r(cos wt+icos Za)t)] k........ 6.35
La ecuacién 6.35 contiene el angulo de la biela ® asi como el angulo de la manivela wt . Para

contar con una expresion que solo solo implique wt se sustituye para la expresion tan ® generada
por la geometria de la figura 6.1 a:

tang =2 = rsinwt - 6.36

Al sustituir la ecuaciéon 6.7 se tiene:

rsinwt

tan ) = ——————......... 6.37

l I—G sin wt)z

El radical en el denominador se expande por medio del teorema binomial, como se efectué en la
expresion 6.15 y se retienen los dos primeros términos para una buena aproximacion a la
expresion exacta:

1

2
— = 1+ Z_sin? Wt...... 6.38
r . 21
1—(Tsm wt)

De modo que:
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A 2
tan @ = -sin wt (1 + 2z sin wt) ........ 6.39
De modo que se tendré:

Ty = F [11 sin wt (1 + % sin? wt)] [l — Z—j +r (cos ot + flcos Zwt)] k...... 6.40

VI.4. MASAS EQUIVALENTES.

Para realizar un analisis de fuerzas dinamicas completo en cualquier mecanismo se deben conocer
las propiedades geométricas (masa, centro de gravedad y momento de inercia de masa) de los
eslabones moéviles. Eso se facilita si el eslabon se disefié en forma detallada y se conocen sus
dimensiones.

En el caso de mecanismos manivela-corredera, la manivela esta en rotacién pura, y el pistéon en
traslacion pura. Si se suponen algunas geometrias y materiales razonables es posible aproximar
sus pardmetros dinamicos. Sus movimientos cineméticos son faciles de determinar. Ademas, si se
balancea la manivela rotatoria como un eslabén en rotacién pura, entonces el centro de gravedad
de la manivela se mantendra inmévil en su centro O,y ho contribuira a las fuerzas dinamicas.

La biela se encuentra en movimiento complejo. Para realizar un andlisis dindmico exacto, se debe
determinar la aceleracion lineal de su CG en todas las posiciones. Al principio del disefio, la
ubicacion del CG de la biela no esta perfectamente definida. Para “elevar el potencial del disefio”
se requiere un modelo simplificado de esta biela que mas adelante se puede refinar conforme se
genera mayor informacion dinamica sobre el disefio del motor.

Es posible disefiar la biela si se modela como dos masas puntuales concentradas, una en el
pasador de la manivela (punto A en la figura 6.1) y otra en el pasador del pistén (punto B en la
figura 6.1), asi se podra determinar cudles son los movimientos de estas masas concentradas. La
masa concentrada en A estara en rotacién pura como parte de la manivela, y la masa concentrada
en el punto B estard en traslacibn pura como parte del piston. Estas masas puntuales
concentradas no tienen dimensiones y se supone que estan conectadas con una barra ideal, sin
masa pero rigida.

Modelo dinamicamente equivalente. En la figura 6.7 a se muestra una biela tipica. La figura 6.7 b
muestra un modelo genérico de dos masas de la biela. Una masa m; se localiza a una distancia |,
del CG de la biela original, y la segunda masa m, a una distancia |, del CG. La masa de la pieza
original es mj3, y su momento de inercia con respecto a su CG es lgs. Si se expresan
matematicamente los tres requisitos para la equivalencia dinamica en la tabla 6.1, en funcién de
estas variables, se obtiene:

mt + mp = m3 ....... 6.41
myl, = mele....... 6.42

mply + mylf = I, ... 6.43

Tabla 6.1 Requerimientos para la equivalencia dindmica

1.- La masa del modelo debe ser igual a la del cuerpo original
2.-El centro de gravedad debe estar en el mismo lugar que el cuerpo original
3.-El momento de inercia de masa debe ser igual al del cuerpo original
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Centro de
percusién P

Figura 6.7 Modelos dindmicos de masa concentrada en una biela.

Como se puede observar existen cuatro incognitas en estas tres ecuaciones, my, l,, my, l;, Lo que
significa que debe elegirse un valor para cualquier variable para resolver este sistema. Si se elige
la distancia Iy igual a la distancia del pasador del pistén, |, como se muestra en la figura 6.7 c. Esto
pondrd una masa en un lugar deseado. Al resolver las ecuaciones 6.41 y 6.42 simultaneamente se
obtienen expresiones para las masas concentradas:

!
my, =ms——...... 6.44
lp+lp
b
my = My ——....... 6.45
lp'l'lb

Al sustituir las ecuaciones 6.44 y 6.45 en la ecuacion 6.43 se tiene:

lp

) l2 —
3 =
lp+lp

lp+lp

m 15+ m;y

La distancia I, es la ubicacion del centro de percusion correspondiente a un centro de rotacion en
l,. Por lo tanto, la segunda masa m, debe colocarse en el centro de percusion P del eslabon (con
el punto B como su centro de rotacion) para obtener la equivalencia dinamica exacta .Las masas
deben ser como se definen en las ecuaciones 6.44y 6.45.

La geometria tipica de la biela, como se muestra en la figura 6.7 a, es grande en el extremo del
mufion de la manivela (A) y pequefa en el extremo del pasador del piston (B). Esto ubica el CG
cerca del extremo “del mufoén de la manivela”. El centro de percusion P estara incluso mas cerca
del extremo de la manivela de lo que estaria del CG. Por lo tanto, se puede colocar la segunda
masa concentrada, que pertenece al punto P en el punto A con un error relativamente pequefio en
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la precision del modelo dinamico. Este modelo aproximado es adecuado para los calculos de
disefio iniciales, Una vez establecida una geometria de disefio variable, podra realizarse un
analisis de fuerzas completo y exacto con el analisis dinamico de fuerzas.

Si se sustituye la distancia |, por |, y se renombran las masas concentradas en esas distancias
como ms, Y Mgy, para reflejar tanto su identidad con el eslab6n 3 como con los puntos A y B, se
vuelven a escribir las ecuacion 6.44 y 6.45 de la siguiente forma:

lp
M3y = M3 ——riurrnen 6.49
3a 3 latiy
la
M3y = M3z ——.nvruns 6.50
3b 3 latlp

Estas definen las cantidades de la masa total de la biela que se colocara en cada extremo para
modelar aproximada y dinamicamente ese eslabdén. La figura 6.7 d muestra este modelo dinamico.
Si no se cuenta con los datos sobre la forma de la biela al principio de un disefio, se puede obtener
informacion sobre las fuerzas dinamicas con la regla empirica al colocar dos tercios de la masa de
la biela en el extremo del mufién de la manivela y un tercio en el extremo del pasador del pistén.

Puede crearse un modelo similar de masa concentrada de la manivela, aun

cuando se pretenda balancear antes de terminar, al inicio se plantea

m,  — desbalanceada como se muestra en la figura 6.8. Su CG se localiza a cierta

A distancia rg, del pivote O,, sobre la linea que va al mufién de la manivela, A.

Seria deseable modelarlo como una masa concentrada en A en una barra sin

5 masa con su pivote en O,. Si el principal requisito es el del analisis de estado

r S estable, entonces la velocidad de la manivela w se mantiene constante. Sin

7 O3 aceleracion angular en la manivela se puede utilizar un modelo estaticamente

equivalente debido a que la ecuacién T = la sera cero sin importar el valor de

= I. Un modelo estaticamente equivalente sélo necesita ser una masa y

' primeros momentos equivalentes, como se muestra en la tabla 6.2. No es

necesario que los momentos de inercia sean iguales. Se modelara como dos

masas concentradas, una en el punto A y una en el pivote fijo O, .En la tabla
6.2 se escriben los requerimientos para la equivalencia estatica

Figura 6.8 Modelo Tabla 6.2 Requerimientos para la equivalencia estatica

de masa 1.- La masa del modelo debe ser igual a la del cuerpo original
concentrada 2.-El centro de gravedad debe estar en el mismo lugar que el cuerpo
estaticamente original
equivalente a una
manivela.
My = Myq + My, eneees 6.51
Myt = MyTgoenenns 6.52
Myg = ~282 ... 6.53

La masa concentrada m,, puede colocarse en el punto A para representar la manivela
desbalanceada. La segunda masa concentrada en el pivote fijo O,, no es necesaria para cualquier
célculo, ya que ese punto es estacionario.
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Estas simplificaciones conducen al modelo de pardmetro concentrado del mecanismo manivela-
corredera mostrado en la figura 6.9. El mufion de la manivela, punto A, tiene dos masas
concentradas en él, la masa equivalente de la manivela m,, y la parte de la biela ms,. Su masa es
ma. En el pasador del pistén, punto B, también se concentraran sus masas, la masa del piston m, y
la parte restante de la masa de la biela ms,. Su suma es mg. Este modelo tiene masas que estan
en rotacion pura (m,) o en traslacién pura (mg), asi que es facil analizarlo dinamicamente:

my = Myq + m3a ......... 6.54

Mg = Mzp + Myuerernrns 6.55

El valor de construir modelos simples de masa concentrada de sistemas complejos se incrementa
con la complejidad del sistema que se disefiara. Tiene poco sentido dedicar mucho tiempo a
analisis complejos y disefios mal definidos al principio y de los que su viabilidad conceptual aiin no
se ha comprobado. Es mejor obtener una respuesta razonablemente aproximada y rapida que
permita determinar si el concepto debe replantearse, que ocupar mucho tiempo en llegar a la
misma conclusién con mas cifras decimales.

VL.5. FUERZAS DE INERCIA Y SACUDIMIENTO.

Se puede utilizar el modelo simplificado de masa concentrada de la figura 6.9 para desarrollar
expresiones para las fuerzas y pares de torsibn generados por las aceleraciones de las masas
presentes en el sistema. El método de d’ Alembert permite visualizar los efectos de esas masas en
movimiento en el sistema del plano de la bancada. Del mismo modo los diagramas de cuerpo libre
de la figura 6.9 b muestran las fuerzas de inercia de d’ Alembert, que actdan en las masas
localizadas en los puntos A y B. De nuevo se ignora la friccién. La ecuacién 6.20 proporciona la
aceleracion del punto B. La aceleracién del punto A en rotacion pura se obtienen al diferenciar dos
veces el vector posicién Ry, si se supone una w constante del cigliefial, y se obtiene:

R, =rcoswt i+ rsinwt........ 6.56
a, = —rw?coswt i —rw?sinwt j....... 6.57

La fuerza de inercia total F; es igual a la suma de la fuerza centrifuga (de inercia) en el punto A y la
fuerza de inercia en el punto B:

F, = —mya, —mgag........ 6.58

Al descomponerla en sus componentes X y y se obtiene:
F, = —my(—Tw? cos wt) — myk....... 6.59

Fy = —my(—rw? sin wt)....ue.... 6.60

Se puede observar que la aceleracion del piston solo afecta la componente x, al sustituir la
expresion 6.20 en la ecuacion 6.59 se tiene:

Fiy = —my(—rw? cos wt) — myg [—rwz (cos wt + %cos Zwt)] ......... 6.61

Fy = —my(—rw? sin wt)......... 6.62
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Figura 6.9 Modelos dindmico de una masa concentrada del mecanismo de manivela-corredera, las
flechas muestran la direccion y sentido vectorial, los rétulos muestran la magnitud.

Nétese que las fuerzas de inercia en la direccion x tiene componentes primarias en la
frecuencia de la manivela, y fuerzas secundarias (segunda arménica) en dos veces la
frecuencia de la manivela , asi como arménicas pares de magnitud pequefa y grande , las
cuales se interrumpen en la expansién binomial de la funciéon del desplazamiento del
piston. La fuerza generada por la masa rotatoria en el punto A tiene sélo una componente
primaria.

La fuerza de sacudimiento se define como la suma de todas las fuerzas que actian en el plano
de la bancada de acuerdo con el diagrama de cuerpo libre del eslabén 1 en la figura 6.9, de aqui
se tiene

YF, = —my(ro?coswt) —mg [rw2 (cos wt + ?cos Zwt)] ....... 6.63

103



ADICION DE CONTRAPESOS PARA EL BALANCEO DE MECANISMOS PLANOS

YFy = -my(ro®sinwt) + F, — Fj .. 6.64

Se puede observar que la fuerza lateral del piston Fi4; en la pared del cilindro se cancela por una
fuerza igual y opuesta F;;;, que pasa a través de la biela y el cigliefial hacia el mufién principal en
O,. Estas dos fuerzas crean un par que genera el par de torsiébn de sacudimiento. La fuerza de
sacudimiento F; es igual al negativo de la fuerza de inercia, es decir:

F,=—F,......6.65

Notese que la fuerza del gas, segun la ecuacion 6.21 no contribuye a la fuerza de sacudimiento.
Solo las fuerzas de inercia y las fuerzas externas se perciben como fuerzas de sacudimiento. La
fuerza del gas es una fuerza interna que se elimina dentro del mecanismo; actiia de forma igual,
aunque opuesta, tanto en la parte superior del pistén como en la cabeza del cilindro, como se
muestra en la figura 6.1.

La figura 6.10 muestra la curva de la fuerza de sacudimiento del mismo motor desbalanceado,
como se muestra en la curva de aceleracion (figura 6.2 c). La orientaciéon del mecanismo es la
misma de la figura 6.9 con el eje x horizontal. La componente X es mayor que la componente y
producida por la alta aceleracion del piston. Las fuerzas se ven muy grandes a pesar de que es un
motor relativamente pequefio (0.4 litros por cilindro) que funciona a una velocidad moderada (3400

rpm).

Fuerza de sacudimientold y . 9710 Desbalanceado |

= =i 1 cilindro
7% - AN Ciclo de 4 tiempos
Diém. interno = 3.00 pulg
ERC Carrera =354
—9710 | /ario BS -085
\ / LR =350
. RPM =3400
= ma = 00284 bl
mg =0.0116 bl

Figura 6.10 Fuerza de sacudimiento en un mecanismo de manivela-corredera desbalanceado.

VI.6. PARES DE TORSION DE INERCIA Y DE SACUDIMIENTO.

El par de torsién de inercia resulta de la accion de las fuerzas de inercia en un brazo de palanca.
La fuerza de inercia en el punto A de la figura 6.9 tiene dos componentes; radial y tangencial. La
componente radial no tiene brazo de palanca .La componente tangencial tiene un brazo de palanca
igual al radio r de la manivela. Si la w de la manivela es constante, la masa en A no contribuird al
par de torsiobn de inercia. La fuerza de inercia en B tiene una componente distinta de cero
perpendicular a la pared del cilindro, excepto cuando el piston est4 en el PMS o PMI. Como se
hizo para el par de torsion del gas, puede expresarse el par de torsién de inercia en funcion del par
—Fi14, Fia1 cuyas fuerzas siempre son perpendiculares al movimiento de la corredera (al ignorar la
friccion) y de la distancia x, que es su brazo de palanca instantaneo (vea la figura 6.9). El par de
torsion de inercia es:

Tipy = (Figr - )k = (—Fi14 - Xk........ 6.66

Al sustituir por F;14(vea la figura 6.9 b) y por x de la ecuacion 6.18 se tiene:
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Ty = —(—mpXtan @) [l - 2—j +r (cos wt + icos Zwt)] k... 6.67

Al sustituir el valor de la tangente de acuerdo a la ecuacién 6.32 y la ecuaciéon 6.20 para la
aceleracion se obtiene:

2 2
Ty =myg [—rwz (cos wt + %cos Zwt)] [lf sin wt (1 + z%sin2 wt)] [l - Z—l +7r (cos wt +

icos Zwt)] koo, 6.68

El par de torsién de sacudimiento es igual al par de torsion de inercia
TS = TiZl ........ 669

La figura 6.11 muestra la curva del par de torsién de inercia para el motor de 1.6 | de las
figuras anteriores .Obsérvese el dominio de la segunda arménica .La magnitud ideal del par de
torsién de inercia es cero, ya que es pardsita. Su valor promedio siempre es cero, asi que no
contribuye en nada al par de torsibn motriz neto, s6lo crea grandes oscilaciones positivas y
negativas en el par de torsién total que incrementa la vibracién y la aspereza. Es posible eliminar
los efectos del par de inercia con la disposicién apropiada de los cilindros.

Par de torsion de tnercia Io-pulg

1 cilindro
| Ciclo de 4 tiempos
= Di4m. interno = 3.00 pulg
{ Carrera =354
0 e A == B/S =085
! LR =350
RPM =3400
ma =0.0284 bl
mg =0.0116bl

o

Figura 6.11 Par de torsion de inercia en el mecanismo de manivela-corredera.

VI.7. PAR DE TORSION TOTAL DEL MOTOR.
El par de torsién total del motor es la suma del par de torsion del gas y el par de torsién de inercia

Ttotal = Tg + Ti ..... 6.70

El par de torsién del gas es menos sensible a la velocidad del motor que el par de torsion de
inercia, el cual es una funcién de w?, asi que las contribuciones relativas de ambas componentes al
par de torsion total variaran con la velocidad el motor .La figura 6.12 muestra el par de torsion total
del motor a una velocidad en marcha lenta de 800 rpm .Compérese con la curva del par de torsion
del gas del mismo motor ilustrado en la figura 6.6 a. La componente del par de torsion de inercia es
insignificante a esta velocidad lenta comparada con la componente del par de torsion del gas. La
figura 6.12 ¢ muestra el mismo motor funcionado a 6000 rpm. Comparese con la curva del par de
torsién de inercia mostrado en la figura 6.11 .La componente del par de torsién de inercia domina a
esta alta velocidad. A la velocidad de rango medio de 3400rpm (figura 6.12 b), se observa una
mezcla de ambas componentes.
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VL.8. VOLANTES.

Como se ha visto en secciones anteriores las grandes oscilaciones de la funcién par de torsion-
tiempo puede reducirse en gran medida por la adicién de un volante al sistema. El motor de un
cilindro es un excelente ejemplo para el uso del volante, la naturaleza intermitente de sus carreras
de potencia lo vuelven obligatorio, ya que almacenara la energia cinética necesaria para llevar al
piston a través de los tiempos de escape, admision y compresion del ciclo Otto, durante los cuales
se debe realizar trabajo sobre el sistema. Incluso el motor de dos tiempos necesita un volante para
impulsar al pistén que suba en la carrera de compresion.

El procedimiento para disefiar un volante de motor es idéntico al descrito para un mecanismo de
cuatro barras. La funcién del par de torsion total durante una revolucién de la manivela se integra,
pulso a pulso, con respecto a su valor promedio .Estas integrales representan fluctuaciones de
energia en el sistema. El cambio maximo en la energia bajo la curva del par de torsion durante un
ciclo es la cantidad necesaria que se almacenara en el volante. La ecuacién 3.77 expresa esta
relacién. Al realizar la integracion numérica de la funcién del par de torsion total como lo muestra la
figura 3.12. Estos datos y la eleccion del disefiador de un coeficiente de fluctuacion k (ecuacion
3.74) es todo lo que se requiere para resolver las ecuaciones 3.75 y 3.78 para el momento de
inercia requerido para el volante.

Par de torsion total ib-pulg
6093
3 olg 0 et e
-6093 -
180 380 540 720
= Par de torsion total ib-puig
4986
==t 1 cilindro
- Ciclo de 4 tiempos
Diam. interno
L : X = Carrera
0 f \ R B/S
LR
4 RPM
= ma
= mg
—4988 - Prmax
0 180 360 540 720
= Par de tors total ib-puig
9127 \
|
~ ” P i B 2=
—o127 -
(4] 180 360 540 720

Figura 6.12 La forma y magnitud de la funcion del par de torsién total varian con la velocidad del
ciguenal.
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El céalculo debe realizarse a una w promedio de la manivela. Como el motor tipico opera a
velocidades diferentes, se debe considerar la velocidad mas apropiada a utilizar en el calculo del
volante. La energia cinética almacenada del volante es proporcional a w? (véase la ecuacion
3.64).Por tanto a altas velocidades un volante puede tener un pequefio momento de inercia y aun
asi ser efectivo. La velocidad de operacion menor requerira un volante mas grande y debera de
utilizarse para el calculo del tamafio del volante requerido.

En general, un volante de motor se disefia como un disco plano, atornillado a un extremo del
cigiiefial. Una cara del volante se utiliza para que el embrague funcione en contacto con ella. El
embrague es un dispositivo de friccion que permite desconectar el motor del tren motriz (las ruedas
del vehiculo) cuando no sea de salida. EI motor puede permanecer funcionando a una velocidad de
marcha lenta con el vehiculo a dispositivo de salida detenido. Cuando se acopla el embrague, todo
el par de torsidn del motor se transmite a través de él, por friccion al eje de salida.

Uniformado con un volante

Coeficiente de fluctuacion = 0.05

125 721 021 1 |

-918
180 360 540 720

863
cilindro
Ciclo de

TR

Uniformado con un volante

Coeficiente de fluctuacién = 0.05

Uniformado con un volante

Coeficiente de fluctuacion = 0.05

T

-1070
0 180 360 540 720

Figura 6.13 La forma y magnitud de la funcién del par de torsion total varian con la velocidad del
ciguenal.

VI.9. FUERZAS DE PASADOR EN UN MOTOR DE UN CILINDRO.

Ademds de calcular los efectos totales en el plano de la bancada de las fuerzas dinamicas
presentes en el motor, también se requiere conocer las magnitudes de las fuerzas en las juntas de
pasador. Estas fuerzas determinaran el disefio de los pasadores y los cojinetes en las juntas. Aun
cuando es posible concentrar la masa tanto en la biela como del piston, o de la biela y manivela, en
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los puntos A y B para el andlisis global de los efectos del mecanismo en el plano de la bancada, no
se puede hacer lo mismo para calcular las fuerzas de pasador. Esto se debe a que los pasadores
sufren el efecto del jalén de la biela en un “lado” y el pistdn (o manivela) que jala del otro “lado” del
pasador, como se muestra en la figura 6.14 .Por lo tanto, se deben separar los efectos de las
masas de los eslabones unidos por los pasadores.

Debe determinarse el efecto de cada componente debido a las diversas masas y fuerzas del gas, y
luego sustituirse para obtener la fuerza del pasador completo en cada junta. Se requiere un
sistema de registro para rastrear todos estos componentes. Para realizar este analisis es
conveniente realizar una convencion de subindices.

1. Lacomponente de la fuerza del gas, con el subindice g, como en F,.

2. Lafuerza de inercia debida a la masa del piston, con el subindice ip, como en Fi,.

3. Lafuerza de inercia debida a la masa de la biela en el pasador del piston, con el subindice
iw, como en Fj,.

4. La fuerza de inercia debida a la masa de la biela en el pasador de la manivela, con el
subindice ic, como en Fi..

5. La fuerza de inercia debida a la masa de la biela en su pasador, con el subindice ir, como
en F;,.

Pasador del piston

— M4 5 Pistén

Pasador del pistén —

Figura 6.14 Fuerzas sobre un pasador de pivote.

Se agregan numeros a cada subindice, para indicar el eslabén del cual proviene la fuerza como el
primer niumero y el segundo nimero del eslabén que se analizara.

La figura 6.15 muestra los diagramas de cuerpo libre de la fuerza de inercia Fipg producida por la
aceleracion de la masa del piston, my. Por lo tanto:

Fipp = —myap i......... 6.71

Fip14 = —Fppptan@j = myagtan@j......... 6.72

Fip34 = —Fip — Fip1q = myagi —myagtan@j........ 6.73
Fip3p; = —Fjp34 = —myagi + myagtan@j.......... 674
Fipiz = —Fipsy = Fipsgeeeecnens 6.75
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Figura 6.15 Diagramas de cuerpo libre de fuerzas producidas por la masa del piston.

La figura 6.16 muestra los diagramas de cuerpo libre de las fuerzas producidas por la aceleracion
de la masa de la biela localizada en el pasador del pistéon, ms,. Estas componentes son:

Fiwg = —M3pagi.ceceinns 6.76

Fiysa = Fiya1 = Fyyptan@j = —mgagtan@j.......... 6.77
Fiyaz = —Fjy34 = Mgpagtan@j........ 6.78

Fi23 = —Fyyp — Fipaz = Mapagi — mgpagtan@j......... 6.79
Fipi2 = —Fip30 = Fippzeceenens 6.80

Fiugs, ¥
Fiwua : 4 7
4 : Fiias
A F Wy
s I 5

Figura 6.16 Diagramas de cuerpo libre de fuerzas producidas por la masa concentrada de la biela en el
pasador del pistén.
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La figura 6.17 a muestra los diagramas de cuerpo libre de las fuerzas producidas por la aceleracion
de la masa de la biela localizada en el mufién de la manivela, ms,. Esa componente es:

Fii = —Fj; = Fi(p1 = —M3a0Q4..... ... 6.81
Al sustituir la ecuacion 6.57 tenemos:

Ficz1 = —F;p1, = myrw?(coswt i+ sinwt j)........ 6.82
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SReI=10 A Maniv } Q) Vidsa Q

Figura 6.17 Diagramas de cuerpo libre de fuerzas producidas por las masas en el muiidon de la
manivela.

La figura 6.17 b muestra los diagramas de cuerpo libre de las fuerzas producidas por la aceleracién
de las masas concentradas de la manivela en su mufién, m,,. Estas afectan solo al pasador
principal en O,. Esas componentes son:

FiT = _Firlz = FiTZl = —mZaaA ........ 683
Fipq = Mygrw?(coswt i+ sinwt j)......6.84

Las componentes de la fuerza del gas se mostraron en la figura 6.1 y se definieron en las
ecuaciones 6.21 a 6.28.

Ahora es posible sumar las componentes de las fuerzas en cada junta de pasador. Para la fuerza
F41 que ejerce el pistdn en la pared del cilindro se tiene:

F41 = Fg41 + Fip4l + FiW41 ........ 6.85
Fy, = —Fjtan@j —myagtan @ j — mg,agtan@j......... 6.86

Fy = —[(my + map)ap + F| tan @j........ 6.87
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La fuerza total F34 en el pasador del piston es:

F34 = Fg34 + Fip34 + FiW34 ........ 6.88
F3, = (—Fji— F;tan@j) + (myagi — myag tan @ j) + (—mzpagtan @ j)........ 6.89
F34 = (_Pjg + m4aB)i - [P“g + (m4 + m3b)aB] tan @j ........ 6.90

La fuerza total F3, en el pasador de la manivela es:

Fip = Fysp + Fipzy + Fiyysp + Fiogpennenen. 6.91

F3, = (Fji+ Ftan®j) + (—myagi + myag tan @ j) + (—mspapi + my,ap tan @ ) +

[Mmzarw?(cos wt i+ sin @t )] ceeeennnnn 6.92

F3, = [ms,rw? cos wt — (ms, + my)ag + F|i + {ma,ro? sinwt + [(mns), + my)ag + F,| tan 0};...6.93
La fuerza total F,; en el mufién principal es:

Fy, = F3, + Fipy = F3y + myarw?(cos wt i + sin wt j)........ 6.94

Se puede observar que, a diferencia de la fuerza de inercia en las ecuaciones de fuerza 6.58 6.65
de inercia y sacudimiento no fueron afectadas por la fuerza del gas, estas fuerzas de pasador
son una funcién de la fuerza de gas y también de las fuerzas de inercia. Los motores con pistones
de gran diametro experimentan fuerzas de pasador mayores a consecuencia de la presion de la
explosién que actlan en un area mayor.

La figura 6.18 muestra la fuerza del pasador del piston en el mismo ejemplo de motor
desbalanceado mostrado en figuras previas, para tres velocidades del motor. El lazo en forma de
“corbata de mono” es la fuerza de inercia y el lazo en forma de “lagrima” es la parte de la fuerza del
gas de la curva de fuerza. Ocurre un cambio interesante entre las componentes de la fuerza del
gas y las componentes de la fuerza de inercia de las fuerzas de pasador. A una velocidad baja de
800rpm (figura 6.18 a), la fuerza del gas domina, ya que las fuerzas de inercia son insignificantes a
una w pequefa. La fuerza pico en el pasador del piston es entonces aproximadamente de 4200lb.
A velocidades altas (6000rpm), las componentes de inercia dominan y la fuerza pico es
aproximadamente de 4500 Ib (figura 6.18 c). Pero a una velocidad de rango medio (3400 rpm), la
fuerza de inercia cancela parte de la fuerza del gas y la fuerza pico es aproximadamente de 3200
Ib (figura 6.18 b). Estas curvas muestran que las fuerzas del pasador pueden ser bastante grandes
incluso en un motor de tamafio moderado (0.4 litro/cilindro). Todos los pasadores, eslabones y
cojinetes deben disefiarse para soportar cientos de millones de ciclos de estas fuerzas sin falla.

La figura 6.19 muestra més evidencia de la interaccion de las fuerzas del gas y las fuerzas de
inercia en el muiién de la manivela y en el pasador del pistén. Las figuras 6.19 a y ¢) muestran la
variacion de la magnitud de la componente de la fuerza de inercia en el mufién de la manivela y el
pasador del piston, respectivamente, durante una revolucion completa de la manivela, conforme la
velocidad del motor se incrementa desde su marcha lenta hasta una velocidad méxima. Las figuras
6.19 b y d muestran la variaciéon de la fuerza total sobre los mismos pasadores con las
componentes de las fuerzas del gas e inercia incluidas. Estas dos curvas muestran sélo los
primeros 90° de revolucién de la manivela donde ocurre la fuerza del gas en un cilindro de cuatro
tiempos. Cabe observar que las componentes de las fuerzas del gas e inercia se contrarrestan una
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a otra y el resultado es una velocidad particular en la que la fuerza en el pasador es minima
durante la carrera de potencia. Este es el mismo fenédmeno que se presenta en la figura 6.18

Fuerza
Fuerza en el pasador y, 4178 A
del piston Ib i

/’ Velocidad

=S ~\

~-4178 —
|
; |
—4178
Fuerza en el pasador y 322
del piston Ib 1 cilindro
i Ciclo de 4 tiempos
Diam. interno = 3.00 pulg
H Carrera =354
i BIS =085
3 400 rom | :-. @“\‘1 *‘i’\; X LR =350
S -3221 SN N RPM =3400

Fuerza en ¢l pasador y 4488
del pistén b 7

—4488 \

Figura 6.19
Figura 6.18 Fuerzas en el pasador del pistén del motor de un ;/arlacm()jn Ide la
cilindro a varias velocidades. uerza de

pasador.

La figura 6.20 muestra las fuerzas en el muiién principal y en el pasador de la manivela a tres
velocidades del mismo motor de un solo cilindro desbalanceado mostrado en las figuras
anteriores. Estas fuerzas se graficaron como hodégrafo en un sistema coordenado rotatorio local
(LRCS) x’,y’ insertado en el cigliefial. La figura 6.20 a muestra que a 800rpm (velocidad en marcha
lenta) las fuerzas del pasador de la manivela y del pasador principal son en esencia iguales y
opuestas por que las componentes de la fuerza de inercia son pequefias comparadas con la fuerza
del gas que dominan a baja velocidad. Sdélo la mitad de la circunferencia de uno u otro pasador
percibe cualquier fuerza. A 3400rpm figura 6.20 b ,los efectos de la fuerza de inercia son
evidentes y las partes angulares del pasador principal y del pasador de la manivela que perciben
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cualquier fuerza ahora son de 39° y 72°, respectivamente. Los efectos de la fuerza del gas crean
simetria de los hodégrafos de fuerza con respecto al eje x'. La diferencia entre las fuerzas del
pasador principal y la manivela se deben a los términos de masa diferentes en sus ecuaciones
(compare las ecuaciones 6.93 y 6.94).

En la figura 6.20 c el motor esta girando a una velocidad de 6000rpm y las componentes de la
fuerza de inercia ahora son dominantes, elevan los niveles de la fuerza pico y hacen que los
hoddgrafos sean casi simétricos con respecto al eje X’. Las partes angulares de los pasadores
principales de la manivela que perciben alguna fuerza ahora se reducen a 30° y 54°
respectivamente. Esta distribucion de fuerzas provoca que los pasadores de la manivela se
desgasten sd6lo en una parte de su circunferencia.

Es importante hacer notar que los valores numéricos de la fuerza y el par de torsién en las figuras
de este capitulo son Unicos, debido a la seleccion arbitraria de los parametros del motor utilizado
en el ejemplo y no debe extrapolarse a cualquier otro disefio de motor.

pasador principal N

1 cilindro

Jidm. interno = 3.00

Ciclo de 4 tiempos

L / 2 munion de manivela 6 347 Ib max a
— pasador principal Mab

e mufidn de manivela 19 787 b madx
pasador principal

Figura 6.20 Hodografos de fuerzas dinamicas en el pasador principal y en el mufiéon de manivela de un
motor de cuatro tiempos de un solo cilindro desbalanceado funcionando a varias velocidades.
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VI.10. BALANCEO DEL MOTOR DE UN CILINDRO.

Como se ha visto en secciones anteriores se desarrollan fuerzas significativas tanto en los
pasadores del pivote como en el plano de la bancada a causa de las fuerzas del gas, las cuales
son internas, pero pueden tener un efecto importante en las fuerzas de inercia y sacudimiento. Se
puede reducir la fuerza en el pasador principal, pero las fuerzas en el pasador de la manivela y
mufién no se veran afectadas por cualquier balanceo realizado en el ciguefial. La figura 6.10
muestra la fuerza de sacudimiento desbalanceada como se percibe en el plano de la bancada del
motor del ejemplo de un cilindro de 0.4 litros que es aproximadamente de 9700 Ib, incluso a la
velocidad moderada de 3400 rpm. A 6000 rpm se incrementa a mas de 30000 Ib.

La figura 6.21 a muestra un modelo dinamico del mecanismo de manivela-corredera con la masa
de la biela concentrada tanto en el mufién de la manivela A como en el pistén B adecuado para
balanceo estatico. Es facil balancear estaticamente la manivela. Para ello se requiere una masa de
balanceo en un radio a 180° de la masa concentrada en el punto A, cuyo producto es mr, y que
sea igual al producto de la masa en A por su radio r de modo que aplicando la ecuacién para un
eslabdn en rotacion pura se tiene:

mp,

ms, myre-
/‘\
4 ma

j o, r Y my — Pistén
2
y 2
A B . e
b
- B X
r 0, —_— _— L - —
2 = ¥ , )
) 4 i Li—l - mpapg
1 my s s s i st
= |
Cilindro
A -
/ my = My, + Mz,
m \1'1‘1;
a) Manivela exactamente balanceada

my,

marw=

m, Piston

my

Cilindro

S — My = my, + N3 mpg = my + my
nrm*
- 1 2
= <mp< —m
/ g R SRSk
\J

h Maniveln sobrebalaonceadan

Figura 6.21 Balanceo o sobrebalanceo del motor de un cilindro.
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mbaleal = —mARA ........ 6.95

Cualquier combinacion de masa y radio que tenga este producto, colocado a 180° del punto A
balanceara la manivela. Por simplicidad en el ejemplo, se utiliza un radio de balanceo igual a r.
Entonces una masa igual a m, colocada en A’ balanceara con exactitud las masas rotatorias. El
CG de la manivela estara entonces en el pivote fijjo O, como se muestra en la figura 6.21 a. En un
ciguefial real, si se coloca el CG del contrapeso en este radio grande no dara resultado. La masa
de balanceo debe mantenerse cerca de la linea de centros para librar el pistén en el PMI. La figura
6.22 ¢ muestra la forma de los contrapesos de un cigtiefial tipico.

La figura 6.23a muestra la fuerza de sacudimiento del motor de la figura 6.10 después que la
manivela se ha balanceado con exactitud de esa manera. La componente Y de la fuerza de
sacudimiento se redujo a cero y la componente X a 3343 Ib a 3400rpm. Esto implica un factor de
tres reducciones con respecto al motor desbalanceado. Obsérvese que la Unica fuente de fuerza
de inercia dirigida en la direccién Y es la masa rotatoria en el punto A de la figura 6.21 (ver las
ecuaciones 6.58 a 6.65) lo que queda después de balancear la masa rotatoria es la fuerza
producida por las masas del pistén y biela en el punto B de la figura 6.21, que es una traslacion
lineal a lo largo del eje X como lo muestra la fuerza de inercia, -mgag, en el punto B de esa figura.

Figura 6.22 Modelos de elementos finitos de un a) piston de motor b) biela, c) ciglefial.

Para eliminar por completo esa fuerza de sacudimiento desbalanceada oscilante, se requeriria
introducir otra masa alternativa, que oscilara 180° desfasada del piston. Si se agrega un segundo
pistébn y un cilindro, dispuestos apropiadamente, puede lograrse esto. Una de las ventajas
principales de los motores multicilindros es su capacidad para reducir o eliminar las fuerzas de
sacudimiento.
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Fuerza de sacudmiento by, 3343 Balanceado con una Fuerza de sacudimiento b y 1684 Balanceado con una

masa de 0.024 bi — S masa de 0.358 bl

en un radio de en un radio de

1.77 @ 180° .77 @ 180° 1 cilindro
Ciclo de 4 tiempos
Diam. interr

Carrera

-3343 3343 -1684 1684

-3343 -1684

Figura 6.23 Efectos de balanceo y sobrebalanceo sobre fuerzas de sacudimiento en el mecanismo
manivela-corredera.

En el motor de un cilindro, no existe manera de eliminar por completo el desbalanceo alternativo
con so6lo un contrapeso rotatorio, pero si se puede reducir la fuerza de sacudimiento aun mas. La
figura 6.21 b muestra una cantidad adicional de masa m, agregada en el contrapeso en el puto A’,
(obsérvese que el CG de la manivela ahora se alejo del pivote fijo). Esta masa de balanceo extra
crea una fuerza de inercia adicional (-mprwz) como se muestra, descompuesta en las componentes
Xy Y de la figura. Ninguna otra fuerza de inercia presente se opone a la componente Y, pero la
componente X siempre se opondra a la fuerza de inercia reciprocante en el
punto B. Por tanto, esta masa extra, m,, que sobrebalancea la manivela,
reducira la fuerza de sacudimiento dirigida a lo largo del eje X a expensas de
agregar de nuevo alguna fuerza de sacudimiento en la direccion Y. Este es un
cambio util, ya que la fuerza de sacudimiento en general es de menor interés
que su magnitud. Las fuerzas de sacudimiento crean vibraciones en la
estructura de soporte que son transmitidas y modificadas por ella. Como
ejemplo, no es posible definir la direcciéon de las fuerzas de sacudimiento del
motor de una motocicleta con sélo sentir vibraciones resultantes en el manubrio.
Pero si se detectard un incremento de la magnitud de las fuerzas de
sacudimiento, por una amplitud mayor de las vibraciones que provocan en el
bastidor de la motocicleta.

97101b

pasador
principal <

La cantidad de masa de “sobrebalanceo” adicional necesaria para minimizar la
fuerza pico de sacudimiento, sin importar su direccién, variara con el disefio del

33431b i , . i
/"(\ motor particular. En general, lo hara entre un medio y dos tercios de la masa
R reciprocante en el punto B (pistbn méas biela en el pasador del piston), si se
P - / coloca en el radio de la manivela r. Desde luego, una vez que se determina este

K\ﬁ producto de masa-radio, se puede lograr con cualquier combinacién de masa y
radio. La figura 6.23 b muestra la fuerza de sacudimiento minima lograda para
b) Balanceo exact este motor con la adicién de 65.5% de la masa en B que actta en el radio r. La
fuerza de sacudimiento se redujo a 1684 Ib a 3400rpm, la cual es 17% de su
valor desbalanceado original de 9710 Ib. Los beneficios de balancear y
sobrebalancear en el caso de motor de un solo cilindro, ahora deben ser obvios.

VI.11. EFECTO DEL BALANCEO DEL CIGUENAL EN LAS

o sorebaioncease T UERZAS DE LOS PASADORES.

Figura 6.24 De las fuerzas en los pasadores, sélo la fuerza del pasador principal es afectada
Fuerzas sobre el por la adicion de masas de balanceo al cigliefal. Esto se debe a que su
pasador principal  ecuacion (6.94) es la Unica de las ecuaciones para fuerzas en los pasadores
a 3400 rpm con

diferentes

estados de 116
balanceo en la

manivela,

mostrados a la

misma escala
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(6.86 a 6.94) que involucran masa de la manivela. La tabla 6.3 muestra magnitudes de las fuerzas
de sacudimiento y las fuerzas en el pasador principal del ejemplo del motor de un solo cilindro de la
figura 6.20 a tres velocidades del motor y en tres condiciones de balanceo: desbalanceado;
exactamente balanceado, con una masa de contrapeso igual a la masa total m, en el pasador de
la manivela (figura 6.23 a) y sobrebalanceado, con la masa necesaria para reducir al minimo la
fuerza de sacudimiento (figura 6.23 b). Obsérvese que tanto en el balanceo como en el
sobrebalanceo se reduce la fuerza en el pasador principal, aunque en menor grado del provocado
por la fuerza de sacudimiento en algunos casos. A velocidad en marcha lenta, la fuerza de gas
excede por mucho la fuerza de inercia y, como el balanceo solo puede afectar a la Ultima, la
reduccion de la fuerza del pasador principal es menor a la velocidad en marcha lenta que a
mayores velocidades del motor. Las fuerzas en el pasador principal en el caso sobrebalanceado se
asemejan mas a las fuerzas de sacudimiento a la velocidad maxima, donde la fuerza de inercia
dominan a las fuerzas del gas. Obsérvese Observe que el sobrebalanceo de la manivela reduce la
fuerza en el pasador principal por debajo de la del caso de balanceo exacto a todas las
velocidades.

La figura 6.24 muestra el efecto del balanceo y sobrebalanceo sobre las magnitudes y distribucion
de la fuerza que actla en el pasador principal. No sélo la fuerza pico desbalanceada en el pasador
principal (figura 6.24 a) es tres veces la magnitud del caso exactamente balanceado (figura 6.24
b), sino que las fuerzas en el caso desbalanceado se concentran en una pequefa parte de la
circunferencia del pasador. El cigliefial exactamente balanceado tiene la fuerza que actla en su
pasador principal distribuida en ma&s de la mitad de su circunferencia y el ciglefal
sobrebalanceado concentra la fuerza por completo alrededor de la circunferencia del pasador,
como se muestra en la figura 6.24 c.

Tabla 6.3 Efecto de la masa de balanceo de la manivela sobre la fuerza de sacudimiento y en la fuerza del
pasador principal.

Magnitud de la fuerza de sacudimiento pico Magnitud de la fuerza en el pasador principal
(Ib) pico (Ib)

Velocidad en  Rango Méaxima Velocidad en  Rango Maxima
Modo de balanceo marchalenta medio marcha lenta medio
Desbalanceado 538 9710 30239 3481 9710 30239
Balanceado exacto 185 3343 10412 4095 3343 10412
Sobrebalanceado 88 1684 5246 3675 2868 5886
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Capitulo VII. BALANCEO DE MAQUINAS RECIPROCANTES
MULTICILINDRICAS.

VII.1. MOTORES DE COMBUSTION INTERNA.

Los motores multicilindricos estan disefiados en una amplia variedad de configuraciones, desde la
disposicion en linea simple hasta disposiciones en V, opuestas y radiales, algunas de las cuales se
ilustran en la figura 7.1. Estas disposiciones pueden utilizar cualquiera de los siguientes ciclos.
Clerk (dos tiempos), Otto (gasolina cuatro tiempos) o Diesel (cuatro tiempos).

Figura 7.1 Diversas configuraciones de motores multicilindricos.

VII.2. MOTORES EN LINEA.

El arreglo mas comdn y mas simple es un motor en linea con todos sus cilindros en un plano
comuan, como se muestra en la figura 7.2 .Los motores en linea de dos, tres, cuatro, cinco, seis y
ocho cilindros son los mas comunes. Cada cilindro tendra su mecanismo de manivela-corredera
individual compuesto de una manivela, biela y un pistén. Las manivelas estan formadas juntas en
un cigliefial comdn, como se muestra en la figura 7.3. Cada manivela de cada cilindro en el
ciguefial se conoce como codo de ciguefial. Estos codos de cigliefial estan dispuestos con cierta
relacion de angulo de fase entre ellos con el fin de escalonar los movimientos de los pistones en el
tiempo. Del andlisis de las fuerzas de sacudimiento y balanceo del capitulo anterior, se desprende
gue convendrd tener los pistones moviéndose en direcciones opuestas uno con respecto al otro al
mismo tiempo, con la finalidad de eliminar fuerzas inerciales reciprocas. Las relaciones de angulo
de fase Optimas entre los codos de ciguefal diferiran segun el nimero de cilindros y el ciclo de los
tiempos del motor. Por lo general habra una (o un pequefio nimero de) disposicion de los codos de
ciguefial viable para una configuracion de motor dada, para lograr este objetivo. La figura 7.2
muestra un motor en linea de cuatro cilindros y ciclo de cuatro tiempos con sus codos de cigiefial
a angulos de fase 0°, 180°,180°, 0° que como se vera son los 6ptimos para este motor. La figura
7.3 muestra el cigliefial, las bielas y pistones para el mismo disefio de motor de la figura 7.2.
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Figura 7.2 Vistas en corte de un motor de cuatro cilindros en linea de cuatro tiempos.
Se debe establecer una convencion para la medicién de los angulos de fase, por ejemplo:

1. El primer cilindro (frontal) sera el nimero 1 y su &ngulo de fase siempre sera cero. Es el
cilindro de referencia para todos los demas.

2. Los angulos de fase de todos los demas cilindros se mediran con respecto al codo del
ciguiefial del cilindro 1.

3. Los angulos de fase se midieron internos al cigtiefial, es decir, con respecto a un sistema
coordenado rotatorio insertado en el primer codo del cigiiefial.

4. Los cilindros se numeraran consecutivamente de adelante hacia atras del motor.

Biela Pist6n

Volante

Nariz del
cigiienal

Cojinete radial

ey \ Conductos
Cojinete \ _ .\ de aceite [
radial \ de cigiiefial \

\ —— | Masas de balanceo de cigiienal

del muién

de manivela

Cosulla

principal

Figura 7.3 Ciguefial de un motor de cuatro cilindros en linea con pistones, bielas y volante.

VII.2.1.Fuerza de sacudimiento en motores en linea.

Se requiere determinar la fuerza de sacudimiento total que resulta de la disposicién de &angulos de
fase del cigliefial elegida. Cada uno de los cilindros contribuir4 a la fuerza de sacudimiento total. Es
posible superponer sus efectos, si se consideran los cambios de fase, las ecuaciones 6.63 y 6.64
definen la fuerza de sacudimiento de un cilindro cuyo cigliefial gira a w constante.
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F, = |m,(rw? cos wt) + mg [rwz (cos wt + %cos Za)t)” i+ [m,(rw?sinwt)]j......... 7.1

Esta expresién es para una manivela desbalanceada. En motores multicilindros cada codo del
cigliefial esta por lo menos contrapesado para eliminar los efectos de la fuerza de sacudimiento de
la masa combinada m, de la manivela y biela que se suponen estan concentradas en el mufién de
la manivela. La necesidad de sobrebalancear es menor si los angulos de fase del cigliefial se
disponen de modo que cancelen los efectos de las masas reciprocas en los pasadores del piston.
Este balanceo inherente es posible en motores de tres o mas cilindros en linea, pero no en algunos
de dos cilindros en linea. En ocasiones, los codos de la manivela en un motor multicilindros
inherente balanceado también se deben sobrebalancear para reducir las fuerzas de apoyo en el
mufién principal.

Si se afiaden masas de balanceo con un producto mr igual a mar, en cada codo del cigiiefial como
se muestra en la figura 7.3 Los términos de la ecuacién 7.1 que incluyen m, seran eliminados y la
fuerza se reduce a:

F, =my [rwz (cos wt + %cos Zwt)] leverenn 7.2

Si todos los cilindros del motor son de igual desplazamiento y todos los pistones y bielas son
intercambiables, esto es adecuado tanto para balanceo dindmico como para la reduccién de costos
de produccion. Si se logra que el angulo wt de la manivela represente la posicion instantanea del
codo del ciglenal de referencia del cilindro 1, las posiciones de referencia de los demés codos
pueden definirse por sus angulos de fase como se muestra en la figura 7.4,

= FPALS >
Angulo ALS

r°A1S PALS

PALS PALS

180 3 ; ‘ -

PPALS

m

O 180 30 540 720

Figura 7.4 Anglos de fase de manivela y diagrama de fase.

La Fuerza de sacudimiento total en motores multicilndros en linea es:
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Fy = mgro? Y, [cos(wt - @)+ %cos 2(wt — (Z)i)] | S 7.3
Donde n = namero de cilindros y @, = 0. Al sustituir la identidad:
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb

Y factorizar se obtiene:

F, =
mprw? [cos wt Y, cos@; + sinwt Y-, sin@; + ; (cos2wt Y-, cos2@; + sin2wt Y-, sin 2(Z)i)] i
....... 7.4

El valor ideal para la fuerza de sacudimiento es cero. Esta expresion sélo puede ser cero para
todos los valores de wt si:

i=1C0s@; =0 ", sin@; =0........7.5
r,cos20; =0 1sin2@; = 0........ 7.6

El célculo en un ejemplo de un motor de cuatro cilindros con angulos de fase de
O, = 0°,0, = 90°,0; = 180° y @, = 270° muestra que las fuerzas de sacudimiento son ceo para la
primera segunda y sexta arménica, y diferentes de cero para la cuarta arménica, por lo tanto la
eleccion de éste demostrd ser adecuada en lo referente a fuerzas de sacudimiento,Como se
demostré en el capitulo anterior , los coeficientes de los términos de la cuarta y sexta armonicas
son minimos, asi que sus contribuciones, si las hay pueden ignorarse observese la tabla 7.1.. La
componente principal es de mayor interés, debido a su magnitud potencial. El termino secundario
(segunda armonica)es menos critico que el primario, ya que se multiplica por r/l, que en general es
menor que 1/3. Una armonica secundaria desbalanceada de la fuerza de sacudimiento no es
apropiada, pero puede aceptarse si el motor es de pequefio desplazamiento (menor a % litro por
cilindro) .

Tabla 7.1 Estado de balanceo de fuerzas de un motor de cuatro cilindros en linea con ciglefial de
0,90,180,270°

Fuerzas primarias " i
Zsin®i=0 Zcos®i=0
=1 i=1

Fuerzas secundarias n
Zsin2®i=0 ZC052®i=0
i=1 i=1

Fuerzas de la cuarta arménica n n
ZSiH‘W)i =0 2cos4®i =4
i=1 i=1

Fuerzas de la sexta arménica

n

Z sin6@; =0

i=1

n

ZCOS 60; =0

i=1

VII.2.2Par de torsién de inercia en motores en linea.

El par de torsiébn en motores en linea de un solo cilindro se ha definido en la ecuacién 6.68. Es
necesario reducir este par de torsién de inercia, de preferencia a cero, ya que se combina con el
par de torsién del gas para formar el par de torsion total. El par de torsion de inercia no agrega
nada al par de torsiébn motriz neto, ya que su valor promedio siempre es cero, pero si produce
grandes oscilaciones en el par de torsion total que perturban su uniformidad. Las oscilaciones
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producidas por el par de torsién de inercia pueden encubrirse hasta cierto punto con la adicién de
un volante suficiente al sistema, o0 en su efecto externo neto puede cancelarse con la eleccion
apropiada de los angulos de fase. Sin embargo, las oscilaciones creadas por el par de torsién, aun
si estan ocultas para un observador externo, 0 se hace que sumen cero siguen presentes en el
ciguefial y pueden conducir a fallas por fatiga torsional si la pieza no estd apropiadamente
disefiada. La ecuacion para el par de torsion de inercia de un cilindro con tres arménicas es:

Ty = 2mpr2e? (L sin wt — sin 20t — = sin 3wt ) k....... 7.7
21 =, "B 21 21

Al sumar para todos los cilindros e incluir sus angulos de fase:

~ 1 2. 2 n o, . 3r .
Ty = Smprio® X, [2—l sin(wt — @;) — sin2(wt — 9;) — 2, Sin 3(wt — (Dl-)] k........ 7.8
Al sustituir la identidad: sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

Al factorizar se tiene:

Tiy =
%mBrsz [% (sinwt Y}, cos@; — cos wt Y-, sin @;) — (sin 2wt Y;i=, cos 20; — cos 2wt Y}, sin 2Q;) —

%(sin 3wt Y-, cos 30; — cos 3wt Y7, sin 3(Di)] k........ 7.9

que solo puede ser cero para todos los valores de wt si:
i=18in @; =0 *,cos B; = 0........ 7.10
L18in 20; =0 .y cos 20; = O........ 7.11
™ ,sin 39, =0 ™, cos 3@; = 0....... 7.12

Estas ecuaciones 7.10 a 7.12 predicen el comportamiento del par de torsion de inercia de cualquier
disefio del motor en linea propuesto. El calculo para el ejemplo de un motor de cuatro cilindros con
angulos de fase ®; = 0°, ®, = 90°, ®; = 180° y @, = 270° muestra que las componentes del par de
torsién de inercia son cero para la primera, segunda y tercera armoénicas. Asi que el ejemplo
también es bueno con respecto a los pares de torsién de inercia.

VII.2.3.Momento de sacudimiento en motores en linea.

Se puede considerar que el motor de un solo cilindro es un dispositivo en un solo plano, o
bidimensional, y por tanto puede balancearse estaticamente. El motor multicilindros es
tridimensional. Sus mudltiples cilindros se distribuyen a lo largo del cigiefal. Aunque es posible
cancelar las fuerzas de sacudimiento, aun puede haber momentos desbalanceados en el plano del
blogue del motor. Se deben aplicar criterios de balanceo dinamico. La figura 7.5 muestra el
esquema de un motor de cuatro cilindros en linea con angulos de fase de ®; = 0°, ®, = 90°, ®; =
180° y @, = 270°. El espacio entre los cilindros normalmente es uniforme. Puede sumarse los
momentos en el plano de los cilindros con respecto a cualquier punto conveniente, tal como L en la
linea de centros del primer cilindro.
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XA Fod E

w + : -

=

Figura 7.5 Brazos del momento de sacudimiento.
ZML = Z?zlziFSij ......... 7.13

Donde Fg; es la fuerza de sacudimiento y z; es el brazo del momento del i-ésimo cilindro. Al sustituir
la fuerza de sacudimiento de la ecuaciéon 7.4 en lugar de Fg; se tiene:

Y M, = mpro? [cos wt Yi=,7zicos@; + sinwt Y-,z sin@; + % (cos2wt Y1,z cos20; +
sin 2wt Xy 2; S0 26 [jeeeurenns 7.14

Esta expresion sélo puede ser cero para todos los valores de wt si;
Yiqizicos@; =0 Y17iSin@; = 0.eunee 7.15
2i=12i€0s20; =0 XL, 7sin20; = 0........ 7.16

Esto garantiza que no hay momentos de sacudimiento hasta el segundo armoénico, pudiéndose
ampliar para arménicas superiores

Yi-izicos40; =0 1Z;sin4@; = 0....... 717
Yizicos60; =0 *12iSin 6@; = 0....... 7.18

Se puede observar que tanto la suma del seno como la del coseno de cualquier multiplo de
angulos de fase deben ser cero para que esta armoénica del momento de sacudimiento sea cero. El
célculo en el caso de un motor de 4 cilindros con angulos de fase de ®, = 0° ®, =90°, ®; = 180° y

4, = 270° y un espaciamiento entre los cilindros supuesta una unidad de longitud (z, = 1, z3 = 2, z4
= 3) en la tabla 7.2 muestra que los momentos de sacudimiento no son cero con cualquiera de
estas armonicas. Por lo tanto, la eleccidn de los angulos de fase, que es buena para fuerzas y
pares de torsién de sacudimiento no pasa la prueba para momento de sacudimiento cero. Los
coeficientes de la cuarta y sexta arménicas en las ecuaciones de momento son minimos, de modo
gue pueden ignorarse. El termino secundario (segunda armoénica) es menos critico que el primario
ya que se multiplica por r/l. Una arménica secundaria de momento de sacudimiento desbalanceado
no es apropiada, sin embargo puede aceptarse, en especial si el motor es de desplazamiento
pequefio (menor de ¥ litro por cilindro). El componente primario es de interés primordial debido a
su magnitud. No es apropiado un gran momento de sacudimiento, pues ocasionara que el motor
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cabecee hacia adelante o hacia atras debido a que el momento oscila de positivo a negativo en el
plano de los cilindros. No se debe confundirse este momento de sacudimiento con el par de torsion
de sacudimiento que actla para hacer rodar el motor hacia adelante y hacia atras con respecto al
eje Z del ciguenal.

Tabla 7.2 Estado de balanceo de momentos de un motor de cuatro cilindros en linea con cigiefial de
0,90,180,270° y z1=0, z,=1,23=2,24=3

Momentos primarios L i

Zzisin P; =—2 Zzicos P; = —2

i=1
n

=Tl
n
ZzisinZQ)i =0 Zzi cos2Q; = —2
i=1

i=1

Momentos secundarios

VII.2.4 Encendido uniforme.

Las fuerzas, pares y momentos inerciales son sélo un conjunto de criterios que se deben
considerar en el disefio de motores multicilindros. Las consideraciones sobre el par de torsion y
fuerza del gas son igualmente importantes. En general debe crearse un patrén de encendido entre
los cilindros uniformemente espaciados en el tiempo. Sl los cilindros encienden de forma desigual
se crearan vibraciones molestas. Es preferible la uniformidad de los pulsos de potencia. Los pulsos
de potencia dependen del ciclo de tiempo. Si el motor es de dos tiempos, habr4 un pulso de
potencia por revolucién en cada uno de sus n cilindros. El angulo de fase delta éptimo entre los
codos del ciguenal de los cilindros para que el pulso de potencia sea uniformemente espaciado
serd entonces:

360°
Amdgs tiempos — T rreees 7.19

n
En un motor de cuatro tiempos habra un pulso de potencia en cada cilindro cada dos revoluciones.
El angulo de fase optimo para los codos del cigiiefial para que los pulsos de potencia ocurran
uniformemente espaciados sera entonces:

A =22 ....1.20
chatro tiempos — T treeee .

n
Un motor de de dos tiempos puede tener tanto un encendido uniforme como un balanceo de
inercia, pero uno de cuatro tempos enfrenta un problema entre ambos criterios, por lo tanto es
necesario realizar algunos ajustes de disefio para obtener el mejor compromiso entre estos
factores en el caso del motor de cuatro tiempos.

VIL.2.5.Motor de dos tiempos.

La figura 7.6 muestra los pulsos de potencia de un motor de cuatro cilindros con un motor de
dos tiempos con la configuracion de angulo de fase ®; = 0, 90, 180, 270° Observe que cada
blogue negativo del cilindro en la figura esta desplazado a la derecha en su angulo de fase con
respecto al cilindro 1. Como se puede observar sélo los bloques negativos que aparecen en el
diagrama estan disponibles para pulsos de potencia, ya que representan la carrera descendente
del piston. Por convencion, el cilindro 1 enciende primero, por lo que su bloque negativo en 0° se
llama potencia. Los demas cilindros pueden encenderse en cualquier orden, pero sus pulsos de
potencia deben estar tan uniformemente espaciados como sea posible durante el intervalo.
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Figura 7.6 Diagrama de fase de manivela de un motor de cuatro cilindros en linea con ®; = 0, 90°, 180°,
270°.

Los angulos de fase del cigiiefial dictan los espaciamientos de los pulsos de potencia disponibles.
Puede existir mas de un orden de encendido que produzca un encendido uniforme, sobre todo con
un nimero mayor de cilindros. En este ejemplo simple el orden de encendido es 1, 2, 3, 4
funcionara ya que proporciona pulsos de potencia sucesivos cada 90° a través del intervalo. Los
angulos de carrera de potencia W; son los dngulos en el ciclo a los cuales encienden los cilindros
y estén definidos por los &ngulos de fase del ciglenal y la elecciéon del orden de encendido en
conjunto, para este ejemplo son ¥; = 0°, 90°, 180°, 270° .En general, los ¥, no son iguales a ®;, en
este caso, su correspondencia con los angulos de fase se deriva de la eleccién del orden de
encendido consecutivo 1, 2, 3, 4.

Para un motor de dos tiempos los angulos de carrera de potencia ¥; deben estar entre 0 y 360°.
Siempre deben estar uniformemente espaciados en este intervalo con un angulo de carrera de
potencia delta definido por la ecuacién 7.21. Para el motor de dos tiempos de cuatro cilindros, los
angulos de carrera de potencia ideales son entonces W; = 0°, 90°, 180°, 270° que corresponden a
los del ejemplo.

El angulo de carrera de potencia delta se define de manera diferente para cada ciclo. Para el
motor de dos tiempos esta dado por:

Aq”dos tiempos = ... 721

Para el motor de cuatro tiempos:

720°
A% yatro tiempos =

...... 7.22

n

El par de torsion del gas para un motor de un cilindro se definié en la ecuacion 6.40. El par de
torsion del gas combinado de todos los cilindros debe ser la suma de las contribuciones de los n
cilindros con cada fase desplazada en su angulo de carrera de potencia W;;
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Ty = Fyr X, {sin(wt -¥) [1 + %cos(wt — lPi)]} k....... 7.23

Cuatro cilindros en linea Momento ario Ib-pulg
Diam. interno = 3.00 pulg 7355 g 8 1486

Carrera =354 E
B/S =
R

Prax 0 0

RPM r

Angulos de fase =

090 180 270 ¥ -

Carreras de potencia £ i ‘
090 180 270 -7355 X > -1486 ¢ v -

0 180 360 540 720 0 180 360 540 720

Figura 7.7 Momentos primarios y secundarios en el motor de cuatro cilindros con cigiefal 0°, 90°,
180°y 270°.

La figura 7.8 muestra el par de torsion del gas, el par de torsién de inercia y la fuerza de
sacudimiento de este motor de dos tiempos de cuatro cilindros. Las componentes del momento de
sacudimiento se muestran en la figura 7.7. La fuerza y el par de torsion de inercia son cero, lo cual
es ideal. El par de torsion del gas se compone de pulsos de forma y separaciones uniformes a
través del intervalo cuatro por revolucion.
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Par de torsion de gas fb-pulg
8428 th AN AL ALA A
/ f i

AT
LA

-6428

T T

Par de torsidn de inercia 1b-pulg Cuatro cilindros en linea
£ : i Ciclo de dos tiempos

Diam. interno = 3.00 pulg
i == Carrera =354
El par de torsién de inercia : B/S =085
£ £s cero en todas partes LR =350
ma =0.0284 bl
mg =00116 bl
Prnax =600 psi
RPM =3400

Angulos de fase
090180270

o
o0 1t

Carreras de potencia
090180 270

8
g
2
8

Fuerza de sacudimiento b y 0 Balanceada con una
: masa de 0.028 en
| unradic de 1.77 @
| 180 grados

Figura 7.8 Par de torsion y fuerza de sacudimiento en el motor de dos tiempos de cuatro cilindros en
linea.

VII.2.5 Motor de cuatro tiempos.

La figura 7.9 muestra un diagrama de fases de la manivela del mismo disefio de ciguefial de la
figura 7.6, excepto que se disefio como un motor de cuatro tiempos. Sélo hay una carrera de
potencia cada 720° para cada cilindro. El segundo bloque negativo para cada cilindro debe
utilizarse para la carrera de admisién. De nuevo el cilindro 1 enciende primero. Se requiere también
un patréon de pulsos de potencia uniformemente espaciados entre los demas cilindros, que no es
posible con este cigliefial. Si el orden de encendidoes 1, 3,4,201, 2,4,3 01, 4, 2, 30 cualquier
otro que se elija, habra tantos espacios como traslapes en los pulsos de potencia. Se selecciona el
primer orden de encendido ilustrado 1, 3, 4, 2 para este ejemplo, que da por resultado el conjunto
de angulos de carrera de potencia W; = 0°, 180°, 270°, 450°. Estos angulos de carrera de
potencia definen los puntos en el ciclo de 720° donde se enciende cada cilindro. Por tanto, en un
motor de cuatro tiempos, los angulos de carrera de potencia W; deben estar entre 0 y 720°. Deben
estar uniformemente espaciados en ese intervalo con un angulo delta definido por la ecuacion
7.21. Para el motor de cuatro tiempos de cuatro cilindros, los angulos de carrera de potencia
ideales serian W; = 0°, 180°, 360°,540°. Esto no se ha logrado para este ejemplo. La figura 7.10
muestra el par de torsién resultante del gas.
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Figura 7.9 Diagrama de fase de manivela de un motor de cuatro tiempos de cuatro cilindros en linea
con @; = 0°, 90°, 180°, 270°.

El encendido desigual en la figura 7.10 es obvio. Este par de torsidon de gas desigual seré percibido
por el operador de cualquier vehiculo con este tipo de motor como un funcionamiento esperado y
con vibracién, en especial a velocidad en marcha. A velocidades mas altas del motor, el volante
tendera a encubrir esta vibracion, pero los volantes son ineficaces a bajas velocidades. Lo anterior
provoca que la mayoria de los disefiadores de motores favorezcan el encendido uniforme sobre la
eliminacién de los efectos de inercia, en su seleccion de angulo de fase del ciguefial. Las fuerzas,
pares de torsion y momentos de inercia son funciones de la velocidad del motor al cuadrado. Sin
embargo, conforme la velocidad del motor incrementa la magnitud de estos factores, la velocidad
también incrementa la capacidad del volante para encubrir sus efectos. No es asi con la aspereza
del par de torsién del gas, ya que el encendido es desigual. Es defectuosa a todas las velocidades
y el volante no la ocultara a baja velocidad.

Cuatro cilindros en linea Par de torsidn de gas lb-puig

Ciclo de cuatro tiempos 6428 - A\

Diam. intero = 3.00 pulg

Carrera =354 H

B/S =085 )

LR =3.50

ma =0.0284 bl L =
mg =0.0116bl 07 13 3
Prsi =600 psi s

RPM =3400 L

Angulos de fase: r

090 180 270

Carreras de potencia -6428 -

090 180 270 0 180 360 540 720

Figura 7.10 Motor de cuatro cilindros en linea de cuatro tiempos con encendido desigual y cigiefial de
0°, 90°, 180°, 270°.

Por consiguiente, debe rechazarse este disefio de ciguefal para el motor de cuatro tiempos y
cuatro cilindros. La ecuacion 7.19 indica que se requiere un angulo de fase delta A®; = 180° en el
ciguefial para obtener un encendido uniforme. Por lo tanto, deberan repetirse algunos angulos si se
emplea un angulo de fase delta de 180°. Una posibilidad es ®; = 0°, 180°, 0°, 180° para los cuatro
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codos del ciglefal. El diagrama de fase de la manivela para este disefio se muestra en la figura
7.11. Las carreras de potencia ahora pueden espaciarse regularmente en el intervalo de 720°. Si
se elige un orden de encendido 1, 4, 3, 2, que proporciona la secuencia requerida de angulos de
carrera de potencia W; = 0°, 180°, 360°, 540° (observe que un orden de encendido de 1, 2, 3, 4
seria otra resultante con este motor).

PMS

— PMS

¥ Escape Compresion
0 1 ! e 1 M
Potencia Admision
— PMS PMS
Escape Compresion
180 ) . y
Admision Potencia
— PMS PMS
Dresio =
J Compresion Y Escape
0 3 — ; = == -
Admision Potencia
PMS — PMS
Compresion Escape
~180 4 e = A
Potencia Admisién
0 180 360 540 720

Figura 7.11 Diagrama de fase de manivela de un motor de cuatro tiempos de cuatro cilindros en linea
con @; = 0°, 180°, 0°, 180°.

Ahora debe verificarse la condicién de balanceo inercial de este disefio con las ecuaciones 7.5,
7.6,7.10,7.11, 7.12, 7.15, y 7.16. Estas demuestran que la fuerza de inercia primaria es cero, pero
el momento primario, la fuerza secundaria, el momento secundario y el par de torsién de inercia no
son cero, como se muestra en la tabla 7.3. Porlo tanto, este disefio de encendido uniforme
compromete el estado de balanceo inercial del disefio previo para lograr un encendido uniforme.
Las variaciones del par de torsion de inercia pueden ocultarse mediante un volante. Las fuerzas y
momentos secundarios son relativamente pequefios en un motor pequefio y pueden aceptarse. El
momento primario que no es cero es un detalle que debe atenderse. Para ver los resultados de
esta configuracién de motor.

Tabla 7.3 Estado de balanceo de fuerzas y momentos de un motor de cuatro cilindros en linea con
ciglenal de 0,180, 0,180°y z:=0, z,=1,23=2,24=3

Fuerzas primarias " i

Zsin®i=0 Zcos®i=0

i=1 i=1

n n

Zsin2®i=0 Zc052®i=4
i=

i=1 1
n

Z zisin@; = 0

n
i=1 i=1
n n

Z z;sin20; = 0 ZZiCOS P =6

i=1 i=1

Fuerzas secundarias

Momentos primarios
Zicos P; = —2

Momentos secundarios

Existe una forma de contrarrestar un momento de desbalanceo con la adicion de ejes balanceados,
pero existe un método mas directo disponible en este ejemplo. La figura 7.12 muestra que el
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momento de sacudimiento, se debe a la accion de fuerzas de inercia de los cilindros individuales
que actlan con brazos de palanca con respecto a algun centro. Si se considera que ese centro es
el punto C en medio del motor, debera ser aparente que cualquier disefio de cigiiefial con fuerzas
primarias balanceadas, que sea un espejo simétrico con respecto a un plano transversal que pasa
por el punto C, también presentara momentos primarios balanceados, en tanto todos los
espaciamientos entre cilindros sean uniformes y todas las fuerzas inerciales iguales. La figura 7.12
a muestra el cigiiefial con angulos de fase 0°, 180°, 0°, 180°, el cual no es simétrico. El par Fs,Az
creado por los cilindros 1 y 2 tiene la misma magnitud, y sentido que el par Fs;Az creado por los
cilindros 3 y 4, por lo que se suman. La figura 7.12 b muestra el cigliefial con angulos de fase 0°,
180°, 180°, 0°, que es una imagen especular simétrica. El par Fs;Ax generado por los cilindros 1y
2 tiene la misma magnitud pero sentido opuesto al par Fs3Ax generado por los cilindros 3y 4, por
tanto, se cancelan. Es posible lograr tanto un encendido uniforme como momentos primarios de
balanceo al cambiar la secuencia de los angulos de fase del codo del ciglefial a ®; = 0°, 180°,
180°, 0°, el cual es una imagen especular simétrica.

Figura 7.12 Los cigliefiales simétricos especulares cancelan los momentos primarios.

El diagrama de fase de la manivela para este disefio se muestra en la figura 7.13. Las carreras de
potencia aun pueden estar uniformemente espaciadas en el intervalo de 720°. Si se eligié un orden
de encendido de 1, 3, 4, 2, que proporcionan la misma secuencia deseada de angulos de carrera
de potencia, W; = 0°, 180°, 360°, 540°. (obsérvese que el orden de encendido de 1, 2, 4, 3 también
funcionaria en este motor). Las ecuaciones 7.5, 7.6, 7.10, 7.11, 7.12, 7.15, y 7.16, asi como la
tabla 7.4 muestran que la fuerza de inercia primaria y el momento primario ahora son cero, pero la
fuerza secundaria, el momento secundario y el par de torsion de inercia aun son distintos de cero.
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Figura 7.13 Diagrama de fases del ciglefial de un motor de cuatro tiempos de cuatro cilindros con
encendido uniforme y cigliefial simétrico especular de 0°, 180°, 180°, 0°.

Este ciguiefial ®; = 0°, 180°, 180°, 0° se considera como el mejor disefio y se utiliza universalmente
en la produccién de motores de cuatro tiempos y cuatro cilindros en linea. Las figuras 7.2y 7.3
muestran tal disefio de un motor de cuatro cilindros. El balanceo de inercia se sacrifica para ganar
un encendido uniforme por las razones antes citadas. La figura 7.14 muestra el par de torsion del
gas, el par de torsién de inercia y el par de torsion total para este disefio. La figura 7.15 muestra el
momento de sacudimiento secundario, la componente de fuerzas de sacudimiento secundaria y
una curva polar de fuerzas de sacudimiento total para el disefio. Obsérvese que las figuras 7.15 b
y ¢ son simplemente vistas diferentes del mismo parametro. La curva polar de la fuerza de
sacudimiento en la figura 7.15 ¢ es una vista de la fuerza de sacudimiento vista hacia el extremo
del eje del cigliienal con el movimiento del piston horizontal. La curva cartesiana en la figura 7.15 b
muestra la misma fuerza en el eje del tiempo, como la componente primaria es cero, esta fuerza
total se debe sélo a la componente secundaria.

Tabla 7.4 Estado de balanceo de fuerzas y momentos de un motor de cuatro cilindros en linea con
ciglefal de 0,180, 180,0°y z:=0, z,=1,23=2,24=3

Fuerzas primarias " i
Zsin®i=0 Zcos®i=0
i=1 i=1

Fuerzas secundarias i "
Zsin2®i=0 2c052®i=4
i=1 i=1

Momentos primarios " i

ZZiSiHQ)i =0 Zzicos P;=0
1 i=1

n

£1=
Z z;Sin20; =0 Zzicos P, =6
i=1

i=1

Momentos secundarios
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0°, 180°, 180°, 0°.

VIL.3 CONFIGURACION DE MOTORES EN V.

Los mismos principios de disefio que se aplican a los motores en linea también se aplican a las
configuraciones en V y opuestas. El encendido uniforme tiene prioridad sobre el balanceo de
inercia y la simetria de espejo del cigiiefial que balancea los momentos primarios. En general, un
motor en V tendra un balanceo de inercia similar al de los motores en linea, a partir de los cuales
se constituye. Un motor V-6 es en esencia un motor compuesto de dos motores de tres cilindros en
linea en un ciguefial comun un V-8 es un motor compuesto de dos motores de cuatro cilindros en
linea, etc. EI mayor nimero de cilindros permite tener mas pulsos de potencia en el ciclo para un
par de torsién de del gas mas suave (y promedio mayor) . La existencia del &ngulo en V entre los
dos motores en linea introduce un desplazamiento de fase adicional de los eventos iniciales y de
gas, la cual es analoga, pero independiente de los efectos del angulo de fase. Este angulo en V es
elegido por el disefiador pero existen buenas y malas elecciones. Se aplican los mismos criterios
de encendido uniforme y balanceo de inercia a su eleccion.

El angulo en v = 2y se define como se muestra en la figura 7.16. Cada banco esta descentrado
por su angulo de banco y con respecto al eje central X del motor. El &ngulo de manivela wt se mide
con respecto al eje X. El cilindro 1 en el banco derecho es el cilindro de referencia. Los eventos en
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cada banco ocurren desfasados en su angulo de banco y también en sus angulos de fase del
cigliiefial. Ambos desfases se superpondran. Si se considera cualquier cilindro en uno u otro banco,
su angulo de manivela instantaneo se representa por:

0 = (wt — 0)).......7.24

| X — Angulo de bancoy 4
2

\/ E——— - Angu]() enV <
) a“ = Vv %
\\ HI +7V = HR‘I /

n

/

» \ - s <™ /
6 Ay L,
WE NS L, / — Banco B

R, /A derecho

Banco izquierdo

Figura 7.16 Geometria de un motor en V.

VII.3.1 Fuerza de sacudimiento en motores en V.

Considérese primero un motor en V de dos cilindros con un cilindro en cada banco donde ambos
comparten un codo de ciguefial comun

La fuerza de sacudimiento para un solo cilindro en la direccion de movimiento del piston @ con 6
medido con respecto al eje del pistdn es:

F, = mgrw?(cosf + %cos 26)1......7.25

La fuerza de sacudimiento total es la suma vectorial de las contribuciones de cada banco:

Fy=Fg + Fep....... 7.26

Ahora se desea considerar el angulo de manivela con respecto al eje central X. Las fuerzas de

sacudimiento para los bancos derecho (R) e izquierdo (L) en los planos de los bancos de cilindros
respectivos, se expresan entonces como:
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Fyp = mpro?® [cos(@ +y)+ %cos 200 +7y) ] Prwnan 027
Fg = mpro? [cos(@ -+ %cos 200 +y) ]i ....... 7.28

Obsérvese que el angulo y del banco se suma o resta del angulo de manivela para cada banco de
cilindros con respecto al eje central X. Las fuerzas continlan dirigidas a lo largo de los planos de
los bancos de cilindro. Al sustituir las identidades:

cos(@ + y) = cos 6 cosy —sin @ siny
cos(@ —y) = cos 6 cosy + sin @ siny

Se obtiene

Fp = mpro? [cose cosy —sinfsiny + % (cos 26 cos 2y — sin 20 sin 2y) ] | . 7.29

Fy = mgro? [cose cosy +sinfsiny + % (cos 26 cos 2y + sin 26 sin 2y) ] l....... 7.30

Ahora para considerar la posibilidad de que cilindros multiples se desfasen dentro de cada banco,
se sustituye la ecuacion 7.24 en lugar de 8, se reemplazan las sumas de los términos de angulo
con los productos de las identidades:

cos(wt — B;) = (cos wt cos @; + sin wt sin @;)
sin(wt — @;) = (sin wt cos @; — cos wt sin @;)

Después de varias sustituciones, las expresiones para las contribuciones de los bancos derecho e
izquierdo se reducen a:

Para el banco derecho:

Fgp =

(coswt cos Y — sin wt siny) Z:lz/f cos @; + (cos wt siny + sin wt cosy) Z:lz/f sin @;

n/2 r . . /2 . r
21 €0S20; + Z(cos 2wt sin 2y + sin 2wt cos 2y) X,;/7 sin 20;

L

2

mgrw r . . F
+7 (cos 2wt cos 2y — sin 2wt sin 2y) ),

........ 7.31

Para el lado izquierdo:

F, =

(coswtcosy + sin wt siny) Z?—E+1 cos @; — (cos wt siny — sin wt cosy) Z?—2+1 sin @;
T2 T2

D

mprw?| - ) ) n r . . n .
+7 (cos 2wt cos 2y + sin 2wt sin 2y) Zi:2+1 cos20; — 7((:05 2wt sin 2y — sin 2wt cos 2y) Zi:2+1 sin 20,
2 2

......... 7.32

La suma de las dos ecuaciones anteriores proporcionan un conjunto de criterios suficientes para
una fuerza de sacudimiento cero por medio de la segunda arménica para cada banco, similares a
las del motor en linea de la ecuacién 7.5y 7.6. Es posible resolver las fuerzas de sacudimiento
para cada banco en componentes a lo largo y normal al eje central X del motor en V, de donde se
obtiene
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Fgs, = (Fsp + Fgg) COSY urrnnnne 7.33
FSy = (FSL - FSR) sin yi ....... 7.34
FstSxi+FSyj ....... 7.35

La ecuacion 7.35 proporciona oportunidades adicionales para la cancelacion de las fuerzas de
sacudimiento mas alla de la eleccion de los angulos de fase; por ejemplo, incluso con valores no
cero de Fg, vy Fsr, Si y s 90°, entonces la componente x de la fuerza de sacudimiento sera cero.
También, si Fg. = FgR, la fuerza de sacudimiento sera cero para cualquier valor y. Esta situacion
prevalece en el caso de un motor horizontalmente opuesto. Con algunos motores en V u opuestos
es posible cancelar las componentes de la fuerza de sacudimiento aun cuando las sumas en la
ecuacion 7.35 no sean cero.

VIL.3.2. Momento de sacudimiento en motores en V.

Las ecuaciones del momento de sacudimiento son faciles de formar a partir de las ecuaciones de
fuerza de sacudimiento al multiplicar cada termino de las sumas por el brazo de palanca, como se
hizo con la ecuacién 7.14. Los momentos existen en cada banco y sus vectores seran ortogonales
con respecto a los planos de los cilindros respectivos. Para el banco derecho se define un vector
unitario 1t perpendicular a # en el plano Z de la figura 7.16. Para el banco izquierdo se define un
vector unitario de momento i perpendicular a £ en el plano de la figura 7.16.

Para el banco derecho:

My, =
5 (coswt cos y — sin wt siny) Z?:/f z; cos @; + (cos wt siny + sin wt cosy) Z?:/f z;sin @;
Mprw n
B + % (cos 2wt cos 2y — sin 2wt sin 2y) Z?:/f z;cos 2 Q; + %(cos 2wt sin 2y + sin 2wt cos 2y) Z?:/f z;Sin 20;
....... 7.36

Para el lado izquierdo:

M =
(coswtcosy + sin wt siny) Z?=2+1 z;cos @; — (cos wt siny — sin wt cosy) Z?:EH z;sin @;
mBrw2 T . . n : r . . ’ n . m
+7 (cos 2wt cos 2y + sin 2wt sin 2y) Zizﬁ+1 Z;cos 2 Q; — Z(cos 2wt sin 2y — sin 2wt cos 2y) Zi:EH z;Sin 20;
2 2
........ 7.37

Las sumas en las ecuaciones anteriores 7.36 y 7.37 proporcionan un conjunto de criterios
suficientes para el momento de sacudimiento cero por medio de la segunda armdnica para cada
banco, semejantes a las encontradas para el motor en linea de las ecuaciones 7.13 y 7.14. Al
resolver los momentos de sacudimiento para cada banco en componentes a lo largo y normales al
eje central X del motor en V se obtiene:

MSx = (MSL - MSR) Sln)/i ..... 7.38
M, = (—Mg;, — Mgg) cOSY j......7.39
Ms:MSxi+MSyj ..... 7.40

La ecuacion 7.40 permite la posible cancelacion de las componentes del momento de sacudimiento
en algunas configuraciones en V y opuestas aun cuando las sumas en las ecuaciones 7.36 y 7.37
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no sean cero: por ejemplo si y es de 90°, entonces la componente y del momento de sacudimiento
es cero.

VIL.3.3. Par de torsion de inercia en motores en V.
Los pares de torsién de inercia de los bancos derecho e izquierdo de un motor en V son:

Para el banco derecho:
% (sin(wt +v) Zl?_zl cos @; — cos(wt +y) Zl?_zl sin (Z)i)
n n
Tz, = %mBTZwZ - (sin 2(wt+y) X7, cos2@; —cos2(wt+y) X7, sin 2(Z)i) k...... 741
n n
— % (sin 3(wt+y) X7, cos3@; —cos3(wt+Yy) X7, sin 3(Z)i)
Para el lado izquierdo:
{ r n n
7 (s _ p _ — 2 in@.
o (sm(u)t Y) Zizgﬂ cos @; — cos(wt —y) Zizgﬂ sin Q)l)

n n
Ty, = %mBrZwZ - (sin 2(wt—vy) Ziz:ﬂﬂ cos 20; — cos 2(wt —y) Ziz:ﬁﬂ sin ZQ)i) k....... 7.42
2 2

n n
3 (g _ 2 L - B i .
L ” (sm 3(wt—v) Zizgﬂ cos 3@; — cos 3(wt —y) Zizgﬂ sin 3@1)_

Se suman las contribuciones de cada banco para el total. Para que el par de torsién de inercia
sea cero a través de la tercera arménica en un motor en V es suficiente (pero no necesario) que:

YH2sing; =0 X/ cos@; =0 Z?ﬁﬂ sin@; = 0 Z?ﬁﬂ c0sP; =0 ... 7.43
2 2

Z?z/f sin2@; =0 Z?z/f cos2@; =0 Z?_/;H sin2@; =0 Z?_@H cos20; = 0....... 7.44

Yi/isin3; =0  X/fcos3g;=0 XV sin3@;=0 X% cos3@; =0.......7.45
2 2

Obsérvese que cuando se suman las ecuaciones 7.41 y 7.42 algunas combinaciones particulares
de @, y y pueden cancelar el par de torsiéon de inercia incluso cuando algunos términos de la
ecuaciones 7.43 a 7.45 no son cero.

VIIL.3.4.Par de torsion del gas.
El par de torsién del gas es:

Ty = Fyr Y1y sinfwt — (W + yi0)] {1 + %cos[wt — (¥ + yk)]}E ........ 7.46

Donde el banco izquierdo tiene un angulo de banco, y, = +y y el derecho, yy = -v.

Es posible disefiar un motor en V que tenga tantos codos de cigtiefial como cilindros, aunque por
varias razones esto no siempre es posible. La principal ventaja de un motor en V sobre uno en
linea del mismo nimero de cilindros es su tamafio mas compacto y una mayor rigidez. Puede ser
aproximadamente la mitad de la longitud de un motor en linea a expensas de un mayor ancho,
siempre que el ciguefal se disefie para acomodar dos bielas por codo de ciglefial, como se
muestra en la figura 7.17. Entonces los cilindros en bancos opuestos comparten un codo de
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cigiiefial. Un banco de cilindros se desplaza a lo largo del cigiiefial en una distancia igual al
espesor de una biela. El bloque de cilindros mas corto y mas ancho y el cigiiefial mas corto son
mucho mas rigidos tanto en torsion como a flexiéon que los de un motor en linea similar. La figura
7.18 muestra simulaciones de computadora de varios modos de flexion y un modo torsional de
vibracion para un ciglefial de cuatro codos. Las deflexiones estan muy acentuadas. La forma
necesariamente contorsionada de un ciglefial dificulta el control de estas deflexiones con el
disefio. Si son de magnitud excesiva, pueden conducir a fallas estructurales.

Biela Biela Bielas
1 2 {42

Mundén
de manivela

— Codo de manivela — Mufién principal ——
Figura 7.17 Dos bielas en un codo de manivela comun.

VII.4. BALANCEO DE MOTORES MULTICILINDROS.

Un motor puede ser balanceado con un nimero m suficiente de cilindros, apropiadamente
dispuestos en un banco de n cilindros en un motor de varios bancos. En un motor de dos tiempos
con sus codos de cigliefial dispuesto para encendido uniforme, todas las arménicas de la fuerza de
sacudimiento pueden balancearse, excepto aquellas cuyo nimero arménico sea mdltiplo de n/2.
Las componentes del momento de sacudimiento primario pueden balancearse si el ciglefial es
simétrico especular con respecto al plano central transversal. Una configuracién en linea de cuatro
tiempos requiere entonces por lo menos seis cilindros para que esté inherentemente balanceado
hasta la segunda armoénica. Ya se analizo que un cuatro en linea con cigiefal 0°, 180°, 180°, Q°
tiene fuerzas y momentos secundarios no cero y también par de torsion de inercia no cero. El seis
en linea con una manivela simétrica especular con ®; = 0°, 240°, 120°, 240°, 0° tendra fuerzas y
momentos de sacudimiento cero hasta la segunda armoénica, aunque el par de torsién de inercia
hasta la tercera arménica aun estara presente.

VII.4.1. Pares de torsion de inercia desbalanceados.

Pueden reducirse con un volante, como se demostré para el motor de un solo cilindro. Incluso un
motor que tiene un par de torsidn inercial cero puede requerir un volante para reducir las
variaciones de su par de torsidn de gas. Se debera utilizar la funcién del par de torsion total para
determinar las variaciones de energia a absorber por el volante, ya que contiene tanto par de
torsién del gas como par de torsién de inercia (si los hay). El método de la seccién 3.10 también
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se aplica en el tamafio de volante requerido en un motor, con base en la variaciéon de su funcion
del par de torsién total.

MODO 7 - 141 HZ MODO 11 - 400 HZ

Figura 7.18 Métodos de vibracion por flexion y torsional en un cigiefial de cuatro codos.

VII.4.2.Fuerzas y momento de sacudimiento desbalanceados.

Pueden cancelarse con la adicion de uno o méas ejes rotatorios balanceados dentro del motor.
Para cancelar las componentes primarias se requieren dos ejes de balanceo que giren a la
velocidad del ciglefial, uno de los cuales puede ser el mismo ciglefial. Para cancelar las
componentes secundarias se requiere por lo menos dos ejes de balanceo que giren a dos veces la
velocidad del cigliefial, impulsados por engranes o cadenas desde el cigiiefal. La figura 7.19 a
muestra un par de ejes contrarrotatorios con masas excéntricas dispuestas desfasadas a 180°
entre si, como se muestra, las fuerzas centrifugas desbalanceadas se suman para producir
componentes de fuerzas de sacudimiento en la direccion vertical de dos veces la fuerza
desbalanceada producida por cada masa, mientras sus componentes horizontales se cancelan
exactamente. Se puede utilizar pares de excéntricos contrarrotatorios para producir una fuerza
arménicamente variable en cualquier plano. La frecuencia arménica sera determinada por la
velocidad de rotacion de los ejes.

Si se disponen dos pares de masas excéntricas, con un par desplazado a una cierta distancia a lo
largo del eje del otro, y también girado 180° alrededor del eje con respecto al primero, como se
muestra en la figura 7.19, se obtiene un par armoénicamente variable en un plano. Las fuerzas se
cancelan en una direccién y se suman en una direccion ortogonal.
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— Engranes

Figura 7.19 Las masas excéntricas contrarrotatorias pueden balancear fuerzas y momentos.

Por tanto, para cancelar el momento de sacudimiento en cualquier plano, puede acomodarse un
par de ejes, cada uno con dos masas excéntricas desplazadas a lo largo de ellos, desfasadas
180°, y engranarlas para que giren en direcciones opuestas a cualquier multiplo de la velocidad del
cigliefial . Para cancelar las fuerzas de sacudimiento, lo Unico que se requiere es proporcionar una
masa suficiente de desbalanceo adicional en uno de los pares de masas excéntricas para generar
una fuerza de sacudimiento opuesta a la del motor, por encima de la que se requiere para generar
las fuerzas del par.

En un motor en linea, todas las fuerzas y momentos desbalanceados estan confinados al plano
Unico de los cilindros, ya que se debe a la reciprocidad de las masas que se concentran en el
pasador del piston. (Se supone que todos los codos de manivela estdn exacta y rotacionalmente
balanceados para cancelar los efectos de la masa del mufion de la manivela). Sin embargo, en un
motor en V las fuerzas y momentos de sacudimiento tienen componentes en X y y como se
muestra en las ecuaciones 7.31y 7.32 y en la figura 7.16. Los efectos de sacudimiento del piston
de cada banco actuan en su plano, y el angulo de banco y se utilizan para descomponerlos en sus
componentes X y y.

VIIL.4.3.V doce.

Es el motor en V mas pequefio, con un estado inherente de balanceo casi perfecto, ya que esta
compuesto por dos motores de seis cilindros en linea en un cigtiefial coman. Ya se explico que los
motores en V adquieren las caracteristicas de balanceo de los bancos en linea a partir de los
cuales estan construidos. Los pares de fuerzas y momentos de sacudimiento de las
configuraciones en V no introducen nuevos criterios para el balanceo en el motor en V sobre los ya
definidos para balanceo de fuerzas y momentos de sacudimiento en el motor en linea.
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VIL.4.4.V en ocho.

El motor V-8 a 90° con cigliefial de 0°, 90°, 270°, 180° que tiene s6lo un momento primario
desbalanceado, presenta un caso especial. El angulo de 90° entre los bancos produce
componentes horizontales y verticales iguales del momento de sacudimiento primario que lo
reduce a un par de magnitud constante que gira alrededor del eje a velocidad del cigliefal y en la
direcciéon de éste, como se muestra en la figura 7.20. En el motor V-8, la componente primaria
puede balancearse simplemente con agregar solamente contrapesos excéntricos del tamafio
apropiado y direccidon opuesta al ciguefial. No se requiere un segundo eje independiente de
balanceo en el motor V-8 de 90° con este cigliefial.Los contrapesos desfasados 180° se colocan
cerca de los extremos del cigiiefial para obtener el brazo de momento mas grande posible y reducir
su tamafio.

Ocho cilindros en V de 90 grados Momento primario Ib-puilg 5921
y un ciclo de cuatro tiempos e

Diam. interno = 2.50 pulg

Carrera =255

B/S = 0.98

LR =3.50

ma = 0.0418 bl X
mg =0.0116 bl — 5921 5921
RPM =3 400 A

Angulos de fase:
0 S0 270 180 0 90 270 180

Carreras de potencia: S o e
0 90 180 270 360 450 540 630

Figura 7.20 Momento primario en el motor V-8 de 90° (visto hacia el extremo del eje del ciglefial).

VIL.4.5.V seis.

Motores con ciguiefial de 0°, 240°, 120°, de tres codos y dos bielas por codo que tiene momentos
primarios y secundarios desbalanceados, como el motor de tres cilindros en linea. Este V-6
necesita un angulo en V de 120° para balanceo inherente. Para reducir el ancho del motor , los
motores V-6 con frecuencia se fabrican con angulos en V de 60° que produce un encendido
uniforme con un ciguenal de 0°, 240°, 120° 60° 300° 180° y seis codos . Este motor tiene
momentos primarios y secundarios desbalanceados, y cada uno es un vector de rotacién de
magnitud constante, como el del V-8 mostrado en la figura 7.20. La componente primaria puede
balancearse por completo con la adicién de contrapesos al cigiiefial, como se hizo en el V-8 a 90°.
Algunos V-6 utilizan angulos en V de 90° lo que permite ensamblarlos en la misma linea de
producciéon de los V-8, pero los V-6 de 90° y tres codos funcionan asperamente debido al
encendido desigual, a menos que se vuelva a disefiar el cigliiefial para desplazar 30° las bielas en
cada pasador. Esto resulta en un cigiiefal de 0°, 240°, 120°, 300°, 270°, 150° con cuatro cojinetes
principales y seis codos que producen encendido uniforme, pero con momentos de sacudimiento
primarios y secundarios no constantes. Algunos fabricantes afiaden un eje de balanceo en la
superficie del V-6, impulsado por engranes a la velocidad del ciglefial para cancelar la
componente Y, y con contrapesos en el cigiefial para cancelar la componente X del momento de
sacudimiento primario no circular.

El calculo de la magnitud y ubicacion de las masas de balanceo excéntricas necesarias para
cancelar cualesquiera fuerzas y momentos de sacudimiento es un ejercicio simple de balanceo
estatico (de fuerzas) y balanceo dinamico en dos planos (de momento). Las fuerzas y momentos
desbalanceados para la configuracion del motor se obtienen con las ecuaciones correspondientes
de este capitulo. Se debe seleccionar dos planos de correccion a lo largo de los ejes de
balanceo/cigiiefial que se va a disefiar. La magnitud y las ubicaciones angulares de las masas de
balanceo se determinan con los métodos descritos en el capitulo VI.
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Capitulo VIII CASOS PRACTICOS

VIIL.1 CASO PRACTICO BALANCEO ESTATICO

Concidere las siguientes figuras para balanceo estéatico el eje de giro es el eje z que es
perpendicular a la hoja de papel los datos de masa y sus coordenadas del centro de masa se

especifican al pie de la figura 8.1.

ON ¢

Coordenadas del centro de masa con respecto a su origen.

K=0.000719289367Tmm X =-15.19mm X ="153.18 mm
Y=10.275326206mm ¥ =23.55mm Y = 23.55 mm
7=4.99049516 =500 mm Z=5.00mm

Masa = 10.23 gramos Masa= 1110 gramos Masa = 11.10 gramos

Figura 8.1.Masas que componen el sistema a balancear.

Una vez ensamblado el sistema queda como se observa en la figura 8.2. Se debe encontrar el
producto mR que balancee este sistema asi como los valores de las fuerzas antes y después del
balanceo que cada una de las masas ejerce sobre su eje de giro.

Coordenadas del centro de masa con respecto al origen
masa en gr. X (mm) y(mm) z(mm)
Pieza 1 10.23 0 -0.28 4.99
Pieza 2 11.1 -15.19 23.55 5
Pieza 3 11.1 15.19 23.55 5

Coordenadas del centro de masa con
respecto a su origen.
X = 0.00mm
¥ = 16.04mm
Z=5.00mm
Masa = 32.43 gramos

Figura 8.2 Sistema a balancear.
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Solucion:

Descomponiendo los vectores de posicion en componentes xy en el sistema coordenado arbitrario
asociado con la posicion congelada del mecanismo elegido para el analisis.

R; =0.28@ < 270 mm Ry, =0 R,y = —0.28
R, = 28.02@ < 122.82mm R;, = —15.19 Ry, = 23.55
R; = 0.28@ < 57.177 mm Rz, =15.19 Rz, = 23.55
Ahora se resuelve la ecuacion 4.5 para encontrar el producto mR que balancee el sistema:

-miR; —myR, —m3R; —m,R, =0

myR, = —mRy —myR, —m3R,
mgR,, = —miRy —myR, —m3zR;3,
mgR, = —(10.23)(0) — (11.1)(—15.19) — (11.1)(15.19)
myR, = 0grmm

maR = _mlRly - mszy - m3R3y

ay
mgRy, = —(10.23)(—0.28) — (11.1)(23.53) — (11.1)(23.53)
mgR,, = —519.9456gr mm

Este producto de m R, es el que debe agregarse en la direccion negativa del eje y /o bien eliminar
en la direccion positiva del mismo.

mgR
0, =tan"t ——2
maRax
_, —519.9456
6, = tan — 0

Ro= [(R2, +R2)
myR, =mg (Rzzzx + ng)

myR, = mé(Rzzzx + ng)
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myR, = \/(maRax)z + (maRay)z

mgRy = /(0)2 + (—519.9456)2
mgR, = 519.9456gr mm

Ahora con la ecuacion 4.1 determinaremos los valores de las componentes de las fuerzas que
cada una de las masas sin balancear ejercen sobre su eje de giro (bancada), suponiendo que
nuestro sistema gira a una velocidad angular constante w=100rad/s.

F =mRw?....... 4.1

F,= (11‘;;?) (100’2 @ < 270 )kgm/s? Fi, =0 Fi, = —0.028644
F, = (1101010) (100?22 @ < 122.82)kgm/s?  Fy, = —1.68579  Fp, = 2.6137
Fy= (1101010) (100?22 @ < 57.177 )kgm/s?  Fy = 1.68579 Fsy = 2.6137
Fr =5.1986@ < 90 N Fpe =0 Fry = 5.1986

En la gréfica 8.3 se observan las componentes de las fuerzas en la bancada antes de ser
balanceado el sistema al dar una revolucion completa, recordemos que este rota a una velocidad
angular de w=100rad/s:

Fuerza En Los Pasadores
Desbalanceado

AN

? \\ // 7\
> cxso 60 9&20 159430 210 245/70 300330360

! \\X//

Grafica 8.3 Fuerzas en el pasador del sistema sin balancear.

Componente x

Componente y

Newtons
o

Ahora con la ecuacién 4.1 determinaremos los valores de las componentes de la fuerza de
balanceo que ejerce sobre su eje de giro (bancada), F = mRw?....... 4.1

_ (519.9456
=

1000000) (100)*(@ < 270 )kgm/s* Fgx =0 Fg, = —5.1986
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En la gréfica 8.4 se observan las componentes de las fuerzas de balanceo en la bancada.

Fuerza en los pasadores
Masa de Balanceo

4 /N N\

L AN\

LN\

, 0 30 evo 12015018}\21024027}60033%60
/ N\

-4 /

Componente x

Componente y

Newtons

Grafica 8.4 Fuerzas en el pasador de la masa de balanceo.

Como podemos observar esta componente contrarresta a la sumatoria del sistema sin
balancear.En la grafica 8.5 se observan las componentes de las fuerzas del sistema balanceado.

Furza En Los Pasadores
Balanceado

A /\/\/\
NALE Lﬁ%/k

Componente x

Componente y

Newtons

150
180
210

-6E-15

Grafica 8.5 Fuerzas del sistema balanceado.

Como se puede observar nuestras resultantes son practicamente cero, las variantes se deben a el
redondeo del programa donde se genero.

Con base a los resultados obtenidos, ahora existen una infinidad de soluciones disponibles. Se
puede seleccionar el valor de m,, determinar el radio necesario R, donde se debera colocar o
elegir un radio deseado y determinar la masa que debe colocarse. En este caso la pieza con la
que estamos tratando es de aluminio y propondremos un radio de 30.8mm cabe recordar que la
seleccién apropiada de el contrapeso depende en gran medida de la forma de ensamble apropiada
ylo interferencias que pudieran generarse con cualquier otra parte del mecanismo o0 maquina.
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VIII.2 CASO PRACTICO BALANCEO DINAMICO

Considere el sistema de tres masas concentradas, dispuestas alrededor y a lo largo del eje de la
figura 8.6. Este eje rota a una velocidad angular constante de 600rpm (62.83185307rad/s)
Determinar las reacciones en los rodamientos antes y después del balanceo dinamico. Supdngase
que, por alguna razén, no pueden balancearse estaticamente en forma individual dentro de sus
propios planos. Por tanto, se pueden crear dos planos de correccion designados como A y B.
Como podemos observar en este ejemplo de disefio las masas desbalanceadas my, m,, y mzy sus
radios R1,R,, Yy Rs se conocen, o mismo que sus ubicaciones angulares O; ,0, y Oszse requiere
balancear dinamicamente el sistema.

1 2 2 n $ §

m1l

: 1354 2
| Plano B
o AP o Bianek D
v N [ \ 12 ‘
e Plano Q
/ 854
Plano P " 500
500 1707 m3 il
< 10 5 12 2% B ¢
i 3097
M,
15
Figura 8.6 Sistema de masas a balancear en los planos de Ay B.
m;=1.2kg R.=1.135m@<113.4°
m,=1.8kg R,=0.822m@48.8°
ms=2.4kg R;=1.04m@251.4°
Las distancias en metros al plano P son:
I'e=0.5m I';=0.5+0.854m=1.354m I'’,=0.5+1.701m=2.201m
I'3=0.5+2.396m =2.896m I';=0.5+3.097m=3.597m I's= I',2+0.5m=4.907m
Las distancias en metros al plano A son:
1,=0.854m 1,=1.701m 1;=2.396m 1,=3.097m

Descomponiendo los vectores de posicion en sus componentes xy en el sistema coordenado.
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R,=1.135m@<113.4° R.,=-0.451 Ry,=1.042
R,=0.822m@<48.8° Ry,=0.541 R,,=0.618
Rs=1.04m@<251.4° R3,=-0.332 Rs,=-0.986

Se procede a encontrar las fuerzas que generan las masas sobre los rodamientos.
Estableciendo las ecuaciones de equilibrio para el sistema tenemos:
R,+Ry+F{+F,+F3=0

R,+Ry=—F,—F,—F;

Recordando que: F=mRw?....... 4.1

F1=5376.96048@<113.4°

F1,.=(1.2)(-0.451)(62.831)% = -2135.44851 F1,=(1.2)(1.042) (62.831)" =4934.730351
F,=5841.22667@<48.8°

F2=(1.8)(0.541) (62.831)> =3847.55444 F,,=(1.8)(0.618) (62.831)"=4395.02603
F3=9853.81303@<251.4°

Fa=(2.4)(-0.332) (62.831)* =-3142.9654 F2,=(2.4)(-0.986) (62.831)” =-9339.13271
Descomponiéndolas en sus componentes cartesianas tenemos:

Rpy + Rox = —Fix — Fo — F3y

Rpyx + Roy = —(—2135.44851) — (3847.55444) — (—3142.9654)

Rpy + Royx = 1430.89636

Rpy + Rgy = —Fyy, — Fyy, — F3,,

Rpy + Ry, = —(4934.730351) — (4395.02603) — (—9339.13271)

Rpy + Rgy = 9.376329

Ahora realizando sumatoria de momentos con respecto al punto P para encontrar la fuerza que de
reaccion en el rodamiento en el puto Q tenemos:
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I'\xFq
Masal
Componentes Resultantes (Nm)
i j k | J K
0 0 1.354
-2135.44851  4934.73035 0 -6681.62489 -2891.39728 | 0
|’2XF2
Masa3
Componentes Resultantes (Nm)
i j k | J K
0 0 2201
3847.5544  4395.02603 0 -9673.4523 8468.46732 |0
|’3XF3
Masa3
Componentes Resultantes (Nm)
i j k | J K
0 0 2.896
-3142.9654 -9339.13271 0 27046.1283 -9102.0278 | 0
I'sxRq
Reaccién en el punto Q
Componentes Resultantes (kgm)
i j k | J
0 0 4.097
Rox Roy 0 -4.097 Roy +4.097 Ro,

Se proceden a igualar la suma de los momentos a cero a fin de encontrar el valor de la reaccién en

el punto Q.

Y M, =0 = —6681.62489-9673.4523+27046.1283-4.097 Ro, =0

=10691.05111--4.097 Rqy =0

Roy =

_ —10691.05111
—4.097

= 2609.482819

XM, =0 =-2891.39728+8468.46732-9102.0278+4.097 Rqy =0
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=-3524.95776+4.097 Rox =0

_3524.95776

Rox = 1097 860.3753381

Para encontrar la magnitud tenemos:

Ry = ’(RQx)z + (Rgy)?

R, = /(2609.482819)? + (860.3753381)? = 2747.661971N m

Para encontrar el angulo tenemos:

R
6 =tan~1 -2
Qx

_,2609.482819

0 =t 203753381

= 71.752°
Para encontrar la reaccién en el punto P se procede a resolver las ecuaciones de equilibrio:
Rpyx + Rgx = 1430.89636 Rpyx = 1430.89636 — R,

Rp, = 1430.89636 — 860.3753381 = 570.5210219
Rpy + Rgy = 9.376329  Rp, = 9.376329 — Ry,

Rp, =9.376329 — 2609.482819 = —2600.10649

RP = ,(RPx)z + (RPy)2

Ry = /(570.5210219)? + (—2600.10649)% = 2661.963185N m

Para encontrar el angulo tenemos:

R
6 = tan 1 —X

Px
, —2600.10649
= —77.624°

0 = tan ™ 10219

En la grafica 8.7 y 8.8 se observa el comportamiento de las componentes de las reacciones en los
puntos Py Q alrealizar una revolucién completa .Los intervalos de esta grafica son de 5°.
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Fuerzas de reaccion X
Sin balancear
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Grafica 8.7 Fuerzas de racion x en los rodamientos del sistema desbalanceado.
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Grafica 8.8 Fuerzas de racion y en los rodamientos del sistema desbalanceado.

Como podemos observar en las graficas anteriores las magnitudes de las reacciones en el sistema
oscilan alrededor de los +-3000N, estas fuerzas ocasionan una falla prematura por fatiga en los
rodamientos. En las maquinas este tipo de fallas ocasionan dafios mayores a otros componentes
ademas de el gasto que representa el paro de la maquina, el costo de las refacciones y honorarios
del especialista en reparacion de la maquina. Con el procedimiento de adicién de contrapesos
podemos reducir la magnitud de estas fuerzas, aumentar la vida de los rodamientos en el sistema
y por ende reducir los tiempos de paro de las maquinas y cada uno de los gastos que representa el
mantenimiento de la misma.

Ahora pretendemos balancear este sistema en los planos A y B .Recordando que la fuerza de
desbalanceo es F = mRw?....... 4.1 pero como la velocidad afecta todo el sistema el desbalanceo
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€S U, = MyR,........ 4.8 de modo que esta ecuacion se debe aplicar a cada una de las masas que
se encuentran rotando, por tanto tenemos:

m Uy = mR, u, = mR,
m;=1.2kg U= -0.5409154 U= 1.2499818
m,=1.8kg Uz= 0.9745969 uy=1.1132731
mz=2.4kg Us,=-0.7961224 Usy= -2.3656300

Estableciendo ecuaciones de equilibrio para el sistema tenemos:
Ug+up+us+u, +uz3 =0

Descomponiéndola en sus componentes cartesianas tenemos:
Ugy + Upy + Ugy + Uy + Uz, =0

Ugy + Upy —0.5409154 + 0.9745969 — 0.7961224 =0
Ugy + Upy =0.3624409

Ugy + Upy + Upy + Uy + U3, =0

Ugy + Upy +1.2499818 + 1.1132731 — 2.3656300 = 0
Ugy + Up, =0.002375052

Realizando el producto cruz de cada una de las masas con respecto al punto A, a fin de encontrar
el producto mR que se agregara al plano B se tiene:

IlX u,
Masal
Componentes Resultantes (kgm)
i j k | J K
0 0 0.854
-0.54091543 1.2499818 0 -1.06748446 -0.46194177 |0
I,X U,
Masa2
Componentes Resultantes (kgm)
i j k | J K
0 0 1.701
0.974596925 1.113273099 0 -1.893677542 1.65778937 |0

150



ADICION DE CONTRAPESOS PARA EL BALANCEO DE MECANISMOS PLANOS

IsX U3
Masa3
Componentes Resultantes (kgm)
i j k | J K
0 0 2.39
-0.79612244 -2.36562995 0 5.668049364 -1.907509357 | 0

Ahora se realizara el producto cruz de 14x myR,, con respecto al punto A.

I4X up
Masa en el plano B
Componentes Resultantes (kgm)
i j k | J K
0 0 3.097
My Rox MuRoy 0 -3.097 MyRy, +3.097 MRy | O

Se proceden a igualar la suma de los momentos a cero a fin de encontrar el producto myR, que
tendra que agregarse en este plano.

Y M, =0 = —1.06748446-1.893677542+5.668049364-3.097 M,R;,,=0
=2.7068-3.097 M,Ry,,=0

—2.7068

myRy, =
Y M, =0 =-0.46194177+1.65778937-1.907509357+3.097 m,R,,=0
y

=-0.7116+3.097 MyRy,=0

0.7116

mbbe = W =0.229

Para encontrar la magnitud tenemos:

myR;, = \/(mbbe)z + (MpRpy)?

myR, = /(0.2297907)2 + (0.87403)2 = 0.90373751kg m

Para encontrar el angulo al que deben colocarse tenemos:

mbRbD,
mbRb,

6 =tan~!

0 =tan~! 0.87403 = 75.2698°
= 92297907
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Para encontrar la masa de balanceo que se tiene que agregar a el plano A tenemos:
Ugy T Upy + Uy T Uz Uz, =0

Ugy = —Upxy — Upx — Uy — Usy

Uge = —(0.2297907) — (—0.5409154) — (0.9745969 )- (—0.796122) = 0.1326502
Uqy + Upy + Uypy + Uy, +Usy, =0

Ugy = —Upy — Uy — Uy — Uzy

Ugy, = —(0.874) — (1.2499818) — (1.1132731)- (—2.365630) = —0.8716603kg m

Para encontrar la magnitud tenemos:

meRq = J (MaRex)? + (MaRay)?

mqR, = +/(0.1326502)2 + (—0.8716603)2 = 0.88169595kg m
Para encontrar el angulo al que deben colocarse tenemos:

mbRb,,
mbRb,

@ =tan~?!

—0.870

01334 —81.3470537

6 =tan?!

Una vez calculados y adheridos los contrapesos procedemos a validar la reduccion de la fuerza en
los rodamientos calculando una vez mas con las ecuaciones de equilibrio como a continuacién se
detalla:

Recordando que: F=mRw?....... 4.1
FA=(O.88169595)(62.831)2@<—81.2825°=34780.79598@<-81.3470537°
FAX=(0.1326502)(62.831)2= 523.6821948 Fay=(-0.8716603) (62.831)2 =-3441.17678
F,=5376.96048@<113.4°

F1,=(1.2)(-0.451)(62.831)% = -2135.44851 F1,=(1.2)(1.042) (62.831)?=4934.730351
F,=5841.22667@48.8°

F2=(1.8)(0.541) (62.831)% =3847.55444 F2,=(1.8)(0.618) (62.831)* =4395.02603
F;=9853.81303@251.4°

F3=(2.4)(-0.332) (62.831)=-3142.9654 F3,=(2.4)(-0.986) (62.831)?=-9339.13271
Fg=3567.81269@<75.2698401°

Fe=(0.2297907)(62.831)? = 907.17725 Fg,=(0.8740353) (62.831)?=3450.553057
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R,+Ryg+Fy+F +F,+F;+Fz=0

R,+Ry=—-Fy—F,—F,—F;—Fp

Descomponiéndolas en sus componentes cartesianas tenemos:

Rpy + Rox = —Fyux — Fix — Fox — F3x—Fpy

Rpy + Rox = —Fix — Fox — Fay

Rpy + Rox = —(523.6821948) — (—2135.44851) — (3847.55444) — (—3142.9654) — (907.17725)
Rpyx + Rgx = 0.00278219

Rpy + Roy = —Fpy — F1y = Fay — F5,—Fp,y

Rpy + Ry, = —(—3441.17678) — (4934.730351) — (4395.02603) — (—9339.13271) — (3450.553057)
Rpy + Ry, = 0.0004234

Ahora realizando sumatoria de momentos con respecto al punto P para encontrar la fuerza que de
reaccioén en el rodamiento en el puto Q tenemos:

|,0XFA
Masa balanceo A
Componentes Resultantes (Nm)
i j k | J K
0 0 0.5
523.679413 -3441.1772 0 1720.5886 261.839706 | 0
'\ xF;
Masal
Componentes Resultantes (Nm)
i j k | J K
0 0 1.354
-2135.44851  4934.73035 0 -6681.62489 -2891.39728 | 0
I'>XF»
Masa2
Componentes Resultantes (Nm)
i j k | J K
0 0 2.201
3847.5544  4395.02603 0 -9673.4523 8468.46732 |0
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I'sxF3
Masa3
Componentes Resultantes (Nm)
i j k | J K
0 0 2.896
-3142.9654 -9339.13271 0 27046.1283 -9102.0278 |0
|,0XFB
Masa balanceo B
Componentes Resultantes (Nm)
i j k | J K
0 0 3.597
907.177275 3450.55311 0 -12411.6395 3263.1166 |0
|’5XRQ
Reaccién en el punto Q
Componentes Resultantes (kgm)
i j k | J K
0 0 4.097
Rox Roy 0 -4.097 R, +4.097 Roy | 0

Se proceden a igualar la suma de los momentos a cero a fin de encontrar los valores de las
reacciones en el punto Q.

2. M, =0=1720.5886 — 6681.62489-9673.4523+27046.1283-12411.6395-4.097 Rq, =0

=+0.0002117--4.097 Rgy, =0

_—0.0002117

Roy = 2097 0.000051671

Y. M, = 0 = 261.839706-2891.39728+8468.46732-9102.0278+3263.1166
4.097 Rgy =0

=-0.0013919+4.097 R« =0

~0.0013919
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Para encontrar la magnitud tenemos:

Ry = ’(RQx)z + (Rgy)?

R, = /(0.00033954)2 + (0.000051671)% = 0.0003397N m

Para encontrar el &ngulo de esta reaccién tenemos:

-1 Ry
Qx
1 0.0000516716

0 = tan W = 8.6529

6 = tan

Para encontrar la reaccién en el punto P se procede a resolver las ecuaciones de equilibrio:
Rpy + Roy = 0.0278219 Rpy = 0.0278219 — R,
Rp, = 0.00278219 — 0.00033954 = 0.00244
Rpy + Rgy = 0.004234  Rp, = 0.004234 — R,
Rpy, = 0.0004234 —0.000051671 = 0.000371129

Para encontrar la magnitud tenemos:

RP = ,(RPx)z + (RPy)2

Ry = /(0.00244) + (0.000371129)% = 0.002468N m

Para encontrar el angulo al que deben colocarse tenemos:

R
0 = tan~! —

Px

,0.000371129

0.00244 56429

6 = tan~
En la grafica 8.9 y 8.10 se observa el comportamiento de las componentes de las reacciones en
los puntos P y Q una vez balanceado el sistema al realizar una revolucién completa .Los
intervalos de esta grafica son de 5°. Como se puede observar las fuerzas son reducidas a cero las
pequefas fuerzas residuales que aparecen en la figura se deben a errores de redondeo.
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Fuerzas de reaccion en X una vez balanceado

el sistema
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Grafica 8.9 Fuerzas de racion x en los rodamientos del sistema balanceado.
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Grafica 8.10 Fuerzas de racion y en los rodamientos del sistema balanceado.
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VIIL.3 CASO PRACTICO BALANCEO DE UN MECANISMO DE 4 BARRAS

El mecanismo que se muestra en la figura 8.11 se cumple con la condicién de GRASHOF S + L <
P+Q...... 1.5 y es de la clase | es decir un manivela balancin, donde el eslab6n més corto girara
por completo y el otro eslabdn oscilara pivoteado a la bancada, se le puede dar entonces un codigo
de letra tal como GCRR de acuerdo a la clasificacion de Barker.

La longitud de los eslabones es:

r1=139.8mm r, =50.800mm r; =152.4mm r,=76.2mm

1 2 2 4 $ $

Figura 8.11.Mecanismo a balancear.

Con las ecuaciones 2.32, 2.35y 2.36 donde o=-1procedemos a calcular el valor de 8, (tenemos
una configuracién de ensamble abierto esta configuracion se muestra en la figura 8.11).

A=2rrycosf; — 2r,rycosf,

B=2rr,sinf, — 2r,r,sinf,

C=12+1r2+12—1%—2r15 (COSH; 0SB, +sinf;sinf,) ............. 2.32
— 2_ — — 2_(C2 2
¢ = 22BE V4P He-AH@A+0 _ g = BEVBCHA L 2.35
2(C-A) (C-A)
Y 0, =2tan "t ........... 2.36
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A =2(139.8)(76.2) cos(0) — 2(50.8)(76.2) cos(0) = 13563.6
B = 2(139.8)(76.2) sin(0) — 2(50.8)(76.2) sin(0) = 0

€ = (139.8)2 + (50.8)% + (76.2)2 — (152.4)2 — 2 (139.8)(50.8) (cos 0 cos 0 + sin 0 sin 0) = —9498.32

—2B+ J4BZ—4(C—A)(A+C) —0— /02 —9498327 + 13563.62
t= =t= = 0.4198532
2(C—A) (—9498.32 — 13563.6)

0, = 2 tan~1. 4195532 = 45.5505°
0, = 45.5505

Con la ecuacién 2.37 encontramos el valor de 85:

9. = tan‘l 71 5in 01474 5in 0475 sin 6,
3 =

] .......... 2.37

71 COS 01 +74 COS 0,4—1 COS O,

0. = tan-1 [ 139.8sin0 + 76.2sin45.5505 — 50.8sin07 20.912
3 =M 11398 cos0 + 76.2 c0s 45.5505 — 50.8cos 0] <

65 = 20.9120

En esta tesis realizo un programa en Excel a fin de encontrar los valores de de 6,y 0; en la
posicién mostrada del mecanismo y en una revolucién completa es decir en un rango de manivela
de 0° a 360° para el angulo 6,. En la grafica 8.12 se muestra el cambio de los angulos 63 y 0,
conforme gira el mecanismo:

Valores de O3 y ©04
en funcion de 02
160
140
3 120 //-\\
> 100
2 80 / \ 04 con-o
£ o / \
g 20 \/ o~ N, —63 conto
20 s — AN
\_/
0

0 30 60 90 120150180 210240270 300 330360

Grafica 8.12.Cambio de los angulos ©; ©, para una revolucion completa del mecanismo.
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Como conocemos el valor de la velocidad angular 8, = @ = 10 rad/s se procede a encontrar los
valores de 65y 8, es decir las velocidades angulares resolviendo el sistema de ecuaciones 2.47
para la posicién mostrada. De modo que se tiene:

[_Tj sin6;  73sin 94] 0] _ [ Ousin Oy 247
_T) cos 9] T4 CosS 94 ) ,r,M Q}WCOS 9M ......... .

A
Para este caso M=2 y J=3 lo que significa que M es el eslabon 2 y J es el eslabén 3 por lo tanto:
é]
64

_ [(50.8) (10) sin 0

[—152.4 sin20.912 76.2sin45.5505 _
— (50.8) (10) cos 0

152.4c0s20.912 76.2 cos45.5505

6; = —5.7078 rad/s
6, =—-5.7078 rad/s

En base al mismo programa de Excel que se hiso referencia en péarrafos anteriores tenemos los
valores para 6,y 68, para una revolucion completa del mecanismo y se muestran en la gréfica 8.13:

Valores de d®3 y dO©4 en funcion de
02

10
3
> 5
(32}
(0] /\
2 0 — do4 rad/s
2 0 60 90 120 150 180 210 246,270 300,330 360
LA =03 rad/s
8 ’ \/
=
3
< -10 —
>
-15

Grafica 8.13.Cambio de las velocidades angulares d©3 d©®4 para una revoluciéon completa del mecanismo.

Como conocemos el valor de la velocidad angular constante 8, = w = 10 rad/s  se procede a
encontrar los valores de 63 y 6, es decir las aceleraciones angulares resolviendo el sistema de
ecuaciones 2.53 para la posicién mostrada. De modo que se tiene:

6]

04

—r;sinf; 71,sinf
i SInGy T “] ........ 253

T . . .2
O SIn Oy + 1y O €OS By + 1707 cos 6, — 1, 4c0s 6,
—7c050; 1,C0S0, -

iy S Oy — 1y OF sinBy — 1,07 sin6; + 1, 4sin6,
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—152.45in 20.912 76.25in45.5505] 6,
—152.4c0s20.912 76.2 cos45.5505! |4,

_ [(50.8) (0) sin 0 + (50.8) (10)? sin0 +(152.4)(5.7078)? sin20.912 —(76.2)(5.7078)? sin 45.5505
~ 1(50.8) (0) cos 0 — (50.8) (10)2 cos 0 —(152.4)(5.7078)% cos 20.912 + (76.2)(5.7078)? cos 45.5505

05 = 87.95179 rad/s>
0, = 234.64429 rad/s?

En el programa de Excel encontramos los valores para 63 y 8, para una revolucion completa del
mecanismo y se muestran en la gréafica 8.14:

Valores de d203 y d204 en funcion
de ©2

300
250

200 1\ /
150 \ /
\ /

100 d204 rad/s2
0 |\ [/

I/ d203rad/s2

-50 0
-100
-150

Aceleracion angular O3 yo4

Grafica 8.14.Cambio de las aceleraciones angulares d203 d204 para una revolucién completa del mecanismo.

El CG de cada eslabédn inicialmente se define dentro de cada eslab6n con respecto a un sistema
de ejes local rotatorio y movil (LRCS) insertado en el eslabén porque su CG es una propiedad
fisica invariable. El origen de este sistema de ejes x’,y’ esta en una junta del pasador y el eje x’ es
la linea de centros del eslab6én como en la figura 3.5. En la siguiente figura 8.15 se muestra la
ubicacion de los centros de gravedad de cada eslabdn este sistema.

L,=26.663@17.71 L;=80.017@17.71 L,=40@-17.73
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F34=-F43

LNCS
b4 | % LRCS

DETALLECY

F21=-F12
DETALLE B FA1=-F14
o2 O4

% DETALLEE DETALLE F <

1 H 2 4 $ §

Figura 8.15.Ubicacion de los centros de gravedad de cada eslabén referidos a su sistema (LRCS).

Ahora se tienen que encontrar las velocidades y aceleraciones de los centros de gravedad de cada
eslabén, por lo que necesitamos definir un vector con respecto a un sistema global X, Y (GCS)
cuyo origen esta en el pivote motriz O, y cuyo eje X pasa por centro O, del eslaboén 4 realizando
una analogia de la siguiente figura con nuestro ejemplo para encontrar los valores de posicion
velocidad y aceleracion de nuestro ejemplo tenemos.

o3 -

T
App P

n r
Apy Apy

(b)

(a)

Ecuaciones para el centro de gravedad del eslab6n 2:
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Rgo, =Rg = sel(02+82) _ s[cos(ez +8,)+ jsin(8, +8, )]
Legax = 26.663[cos(0 + 17.71)] = 25.399mm

Legzy = 26.663[sin(0 + 17.71)] = 8.1108mm
V, = jse/®2432)g) = s, [7sin(92 +8, )+ jcos(8; +8, )]
mm
Vegax = (26.663)(10)[~sin(0 +17.71)] = ~81.108—
mm
Vegzy = (26.663)(10)[cos(0 + 17.71)] = 253.993—

Ag =50, jej(62 +82) _ sm% /(0282)
= 500y [—sin(ez +52)+jcos(62 +0, )]

- S'(U% [008(92 + 62) +jsin(92 + 82)]

(26.663)(0)[—sin(0 + 17.71)] — (26.663)(100)[cos(0 + 17.71)] = —2539.993";—2

Achx -

Acgzy = (26.663)(0)[cos(0 + 17.71)] — (26.663)(100)[sin(0 + 17.71)] = —811.08672—2n

Ecuaciones para el centro de gravedad del eslab6n 4:
RUO4 = uej(94+54) = M[COS(94 +54)+jSiIl('B4 +84)1
Legax = [40[cos(45.55 — 17.73)]] = 35.476 mm

Legay = [40[sin(45.55 — 17.73)]] = 18.6681 mm

Vu =juej(e“+5“Jm4 =um4[—sin(84 +84)+jcos(84 +84)]

mm
Vegax = [(40)(—5.7078)[—sin(45.55 — 17.73)]]| = 106.552T

mm
Vegay = [(40)(—5.7078)[cos(45.55 — 17.73)]] = —201.9st

AU = Uty jej(84 +54) —u(l)% ej(e4 +84)
= Uully [—Sin(94 +84)+jCOS(94 +84)]
- u&)ﬁ [cos(64 +54)+jsin(94 +84)]

[(40)(234.64429)[—sin(45.55 — 17.73)]] — [(40)(—5.7078 )?[cos(45.55 — 17.73)]]

mm
N

Acg4x
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Acgay = [(40)(234.64429)[cos(45.55 — 17.73)]| — [(40)(—5.7078 )?[sin(45.55 — 17.73)]]
= 7692.7048";—21

Ecuaciones para el centro de gravedad del eslabén 3:
Rp, = pe/(83+33) :p[cos(93 +83)+ jsin(0; +63)]
Lpacgsx = (80.017)(c0s(20.9120 + 17.77)) = 62.4634 113.263 mm
Lpacgsy = (80.017)(sin(20.9120 + 17.77)) = 50.010 62.4634 113.263 mm
Lax = (50.8)(cos(0)) = 50.8 113.263 mm
Ly = (50.8)(sin(0)) = 0 mm
Legsx = Lpacgsx + Lax = 624634 4+ 50.8 = 113.263 mm
Legay = Lpacgsy + Lay = 50.014 + 0 = 50.014 mm

83+83)

Vi = jpell ®3 = porg|—sin(0; + 83 )+ jcos(8; +35)|

mm
Vpacgsx = (80.017)(~5.7078) (= sin(20.9120 + 17.77)) = 285.449 —
mm
Vpacgsy = (80.017)(~5.7078) (cos(20.9120 + 17.77)) = —356.5286 —

V,, = (50.8)(10)(sin(0)) = 0 ms—m
Vegsx = Voncgan + Vax = 285449 + 0 = 285.449 mm
Vi = (50.8)(10)(cos(0)) = 508 ";—m
Vegsy = Vpacgsy + Vay = —356.5286 + 508 = 151.4714 mm

Apy = pos jej(es +83) ~pw? (83 +83)

= poly [—sin(e3 +83)+ jcos(6; +63)]

- po} [cos(93 +83)+jsin(93 +83)]

Apcgsx = [(80.017)(87.95179) (- sin(20.9120 + 17.77))]
mm
— [(80.017)(~5.7078 )*(c05(20.9120 + 17.77))] = ~6437.39 —-

Ay = [(50.8)(0)(— sin(0))] — [(50.8)(10)?(cos(0))] = —5080 ms_m

Acgsx = Apacgsx + Anxy = —6437.39 — 5080 = —11513.548 mm/s>
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Apacgsy = [(80.017)(87.95179)(cos(20.9120 + 17.77))]
mm
~ [(80.017)(~5.7078 ) (sin(20.9120 + 17.77))] = 3864.48 —-

Ayy = [(50.8)(0)(cos(0))] — [(50.8)(10)*(sin(0))] = 0 ms—m

mm
Acg3x = APACg3X + AAX =3864.48+0 = 3864‘4‘85_2

Ahora se muestran graficas, 8.16, 8.17, 8.18, 8.19, 8.20 y 8.21 las componentes de posicion
velocidad y aceleracion década eslabén en una revolucion del mecanismo calculado en el
programa de Excel con respecto al sistema global (GCS) cuyo origen esta en el pivote motriz O, y
cuyo eje X pasa por el motriz O,.

Valores en x para la pocicion de cg de
los eslabones

200
E 150 Posicion de cg2 con
respecto a GCS
3 100 ™\ / .
x \ / Posicion de cg3 con
g 50 \-/ respecto a GCS
§ Posicion de cg4 con
S 0 \ /_ respecto a GCS
o o OM o o o o
Mm O O N N 0 A < N O M O
_50 T < < N N AN "N 0 M

Grafica 8.16.Ubicacion de los centros de gravedad de cada eslabdn referidos a su sistema para una revoluciéon del
mecanismo (LRCS) componente x.
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100

Valores de y en mm
N
o

Valores en y para la pocicion de cg de

los eslabones

N
/ \ Posicion de cg2 con
S/ \ respecto a GCS

X Posicion de cg3 con

— \/ _ respecto a GCS

7 \
J/ Posicion de cg4 con
o

5 0o o oo o o o o (o) respecto a GCS
o ™ o o

Grafica 8.17.Ubicacion de los centros de gravedad de cada eslabdn referidos a su sistema para una revolucion del

mecanismo (LRCS) componente y.

800
600
400
200
0
-200

Valores de x en mm/s

-400
-600

Valores en x para la velocidad de cg

de los eslabones

PN
/ \ Velocidad de cg2 con
\ respecto a GCS
\ A
\ // N\ \ =—Velocidad de cg3 con
respecto a GCS
4 N

o¢ 22833 Velocidad de cg4 con
A HS - N NN YD M
respecto a GCS

Grafica 8.18.Velocidad de los centros de gravedad de cada eslabon referidos a su sistema para una revolucion del

mecanismo (LRCS) componente x.
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Valores en y para la velocidad de cg
de los eslabones

400
. 300
S~ .
£ 200 Velocidad de cg2 con
€ respecto a GCS
s 100
g 0 Velocidad de cg3 con
3 respecto a GCS
»n  -100
g 200 Velocidad de cg4 con
§ ) respecto a GCS

-300

-400

Grafica 8.19.Velocidad de los centros de gravedad de cada eslabon referidos a su sistema para una revolucion del
mecanismo (LRCS) componente y.

Valores en x para la aceleracion de cg
de los eslabones
6000
4000
(o]
é 2000 Aceleracion de cg2 con
£ 0 respecto a GCS
5 2000 Aceleracion de cg3
~ 4000 celeracion de cg3 con
] respecto a GCS
S 6000
Y 8000 Aceleracion de cg4 con
)
S -10000 respecto a GCS
>
-12000
-14000

Grafica 8.20.Aceleracionad de los centros de gravedad de cada eslabdn referidos a su sistema para una revolucion del

mecanismo (LRCS) componente x.
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10000
8000
6000
4000
2000
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-2000

-4000

-6000

Valores de x en mm/s2

Valores en y para la aceleracion de cg
de los eslabones

Aceleracion de cg2 con
respecto a GCS

Aceleracion de cg3 con
respecto a GCS

Aceleracion de cg4 con
respecto a GCS

Grafica 8.21.Aceleracionad de los centros de gravedad de cada eslabon referidos a su sistema para una revolucion del
mecanismo (LRCS) componente y.

Una vez definidos los valores de aceleracion del centro de gravedad para el mecanismo se
procede a encontrar la fuerzas en los pasadores, para ello es necesario definir vectores de
posicion que partan del centro de gravedad de cada eslabén hacia el pasador y recordando

nuestra convencion de signos Rysignifica el vector del eslab6n 2 hacia el eslabén 1,los vectores

asi como las ubicaciones de las fuerzas con respecto a un sistema de ejes local movil, pero no
rotativo (LNCS) x,y localizado en su CG como se muestra para diagrama de cuerpo libre en la
figura3.5b, los valores de estos vectores para nuestro ejemplo se muestran en la figura 8.22.

1

2 2 + s

80.017

Figura 8.22.Vectores que parten del centro de gravedad (sistema LNCS) de cada eslabdn hacia los pasadores.
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Para la posicién que se tienen en nuestro ejemplo tenemos:

R1,=26.63mm@<197.71° R12=-25.38 R12,=-8.1551
R$,=26.663mm@<-17.71° Re2=25.4 Rap,=-8.11
R»3=80.017mm@<218.62° Rosx=-62.46 R23,=-50.010
R45=80.017@<3.08° R43:=79.89 Rus,=4.385
Re,=40mm@<63.11° Ras=17.984 Ra4,=35.728
R1,=40mm@<-152.35° Ry14=-35.376 R14,=-18.668
R,=51.780mm@<110.85° Rpx=-18.482 Rpy=48.369

Ahora se procede a introducir los valores de las componentes de estos vectores asi como los
valores de masa, momentos de inercia zz ya que es eje donde se realiza el movimiento (referidos a
el centro de gravedad de cada eslabén), aceleraciones angulares , vectores de fuerzas externas y
pares externos aplicados al sistema en la matriz 3.39 y encontrar los valores para las reacciones
cabe recordar que estos valores son solo para la posicién congelada que tenemos de la figura ya
que estos vectores cambian de orientacién conforme se mueve el mecanismo, en el programa de
Excel se encuentran todos los valores de estos vectores y las resultantes de los pasadores para
cada posicidbn del mecanismo. La fuerza externa que se aplica a este mecanismo es de
10N@<330° en el punto R, y en nuestro caso este valor asi como su posicion es constante.

M,=0.02607kg lgz22=7.589kg*mm?
M3=0.14327kg lg225=250.313kg*mm?
M,4=.04702kg Igzz4=25.572kg*mm2
Fr=10N@<330°=10000kg*mm/s® Fpx=8660.25 Fp,=-5000
[ 1 0 1 0 0 0 0 0 0] [Fiz,]
0 1 0 10 0 0 o o |Fz
—Riz, Riz, —Rs, Rs, 0 0 0 0 1 F3z,
0 0 -1 0 1 0 0 0 o| |F3z
0 0 0 -1 0 1 0 0 0| X|Fas, | =
0 0 Ra3,  —Ras, —Ruz, Rus, 0 0 0 Fy3,
0 0 0 0 -1 0 1 0 0 Fia,
0 0 0 0 0 -1 0 1 0 Fi,
L 0 0 0 0 R34y —R3y, _R14y Ry, 0] Ty
L 112
" mzaGZx
mzaazy
1(;2042
m3a63x_pr
M3Agy, — Fp, — |...... 3.39
163{13 - RPxFPy + RPyFPX
Mylg,
L 1640.’4—T4
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Para nuestro ejemplo la matriz que tenemos es la siguiente:

Fiy
[ 1 0 1 0 0 0 0 0 0 Fis,
0 1 0 1 0 0 0 0 0 F
8.1551 —25.38 8.11 25.4 0 0 0 0 1 32x
0 0 -1 0 1 0 0 0 0 Fz,
0 0 0 -1 0 1 0 0 0 | x|Fs,|=
0 0 —50.010 62.46 —4.385 79.89 0 0 0 Fys
0 0 0 0 -1 0 1 0 0 F Y
L 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 F“x
0 0 0 0 35.728 —17.984 18.668 —35.376 0. 14y
[ T},
[ —66.2162 1
—21.145
0
—10309.8
5553.6584 |........ 3.39
348495.124
—260.1583
L 361.7109
6000.3685 -
(Fux
Fiz, (—24145.173-
F,, —8258.08
F x 24103.979
32y 8246.83
Fy3,|=| 13897.24
Fis, 13764.705
F 13670.668
T 14082.25
LFHy | 417710.84]
Ty,
Al convertir las fuerzas a coordenadas polares tenemos:
kgmm
Fi, = 25518.33@ < —161.118=" F,, = 25.51833@ < —161.118 N
kgmm
Fs, = 24475.711@ < 18.88 F;, = 24.475711@ < 18.88 N
kgmm
Fy3 = 19560.17@ < 44.725~ F,3 =19.56017@ < 44.725 N
kgmm
Fy, = 19626.43@ < 45.849 F;, = 19.62643@ < 45.849 N

32
Ty, = —417710.84kgmm? /s> T,, = —0.417710.84Nm

A continuacioén se presentan las gréficas, 8.23, 8.24, 8.25 y 8.26 de las componentes de cada una
de estas fuerzas para una revolucion completa del mecanismo, cabe recordad que las unidades
son kg mm/s® de modo gue para expresar estos valores en N basta con dividirlas entre 1000. Asi
también se presenta la grafica 8.27 de el par de entrada necesario para que ese mecanismo
funcione a 10rad/s, las unidades de este par son kgmmzls de modo que para obtener el valor en
N*m basta con dividir estos valores entre 1000000.
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Componente de las fuerzas F12

5000
0
-5000
-10000
-15000
-20000
-25000
-30000

f12x

Kgmm/s2

fl2y

Grafica 8.23.Componentes de las fuerzas que ejerce el eslabon 1 al eslabén 2 las unidades son en Kg mm/sz de modo
que para obtener el valor en N basta con dividir estos valores entre 1000.

Componente de las fuerzas F32

30000
25000

20000 -\ /

\, /
15000 £32x
10000 N\ /

—{32y
>000 %—éﬁ
0

e —————

Kgmm/s2

-5000

Grafica 8.24.Componentes de las fuerzas que ejerce el eslabon 3 al eslabén 2 las unidades son en Kg mm/sZ de modo
que para obtener el valor en N basta con dividir estos valores entre 1000.

Componente de las fuerzas F43
20000

15000

10000 /7
/ / f43x
5000
\ / ——fa3y
i \O.L MO/
000 030 60 90 120 80 210 300 330 360

-10000

Kgmm/s2

Grafica 8.25.Componentes de las fuerzas que ejerce el eslabon 4 al eslabén 3 las unidades son en Kg mm/s2 de modo
que para obtener el valor en N basta con dividir estos valores entre 1000.
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20000

15000

10000

5000

Kgmm/s2

-5000

-10000

Componente de las fuerzas F14

N\ /]
X~——
AN /

0 30 60 90M2M330 360

f14x
—f1dy

Grafica 8.26.Componentes de las fuerzas que ejerce el eslabon 1 al eslabon 4 las unidades son en Kg mm/sZ de modo
que para obtener el valor en N basta con dividir estos valores entre 1000.

600000

400000

200000

0

-200000

Kgmm2/s2

-400000

-600000

-800000

Par de entrada requerido T12

N\

O/ 30 60 90 120 150 18&0 270 300 330 360
\/

—112

Grafica 8.27.Par de torsion de entrada requerido por nuestro Kg mm? /sZ de modo que para obtener el valor en Nm
basta con dividir estos valores entre 1000000.

Ahora se procede a encontrar el valor de las masas de balanceo necesarias para reducir la fuerza
de sacudimiento de este mecanismo.

En base a las ecuaciones para encontrar las masas de balanceo que a continuacion se presentan

tenemos:

ms = 0.14327kg

b; = 80.17mm
l, =50.8mm
[; =152.4mm
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l, =762mm

0y = 17.77°

(mzbz)x = m3 (b3%COS @3 - lz) ........ 5.15

(cos17.77) — 50. 8] —3.6390 kgmm

50.8
(myb,), = 0.14327kg [(80 17mm) (152 4)

(mzbz)y = m3 (b3 %Sin ®3) ......... 5.16

(myby), = 0.14327kg [(80 17mm) ( (sin17. 77)] = 1.1662 kgmm

152. 4)

(myby), = —msbs llicos ) P 5.17

(myby), = 0.14327kg [(80 17mm) ( (cos17. 77)] —5.4585 kgmm

152. 4)

(m4b4)y = _m3b3 lliSll’l ®3 ......... 5.18
3

(myby), = 0.14327kg [(80 17mm) ( (sin17. 77)] —1.7493 kgmm

152 4)

Se requiere estas componentes del producto mR para hacer que el balanceo de fuerzas del
mecanismo represente toda cantidad necesaria. Si ya se han disefiado los eslabones 2 y 4 con
cierto desbalanceo individual (el CG no es el pivote), entonces el producto mR existente del
eslabon desbalanceado debe restarse del obtenido con las ecuaciones 5.15 a 5.17 para determinar
la ubicacidn y el tamafio de los contrapesos adicionales que se agregan a estos eslabones.

De modo que tenemos:
M,=0.02607kg  L,=26.663@17.71 M,y = 0.662kgmm  M,, = 0.21145kgmm
Mesas de balanceo

Myyb,y = —3.6390 — 0.662 = —4.30125kgmm

Myybay = 1.1662 — 0.21145 = 0.95481kgmm

myb, = 4.4059@ < 167.48kgmm

M,=0.04702kg  L,=40@-17.73  M,, = 1.7914kgmm M,, = —0.5727kgmm

Myyby, = —5.4585 — 1.79147 = —7.250kgmm

Myybyy, = —1.7493 — (—0.5727) = —1.1766kgmm

myb, = 7.3448@ < —170.788kgmm
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La suma de todas las fuerzas que acttan en al plano de la bancada recibe el nombre de fuerzas
de sacudimiento (Fs), de acuerdo con las ecuaciones 3.59 3.60 y 3.61 para nuestro ejemplo
tenemos como se muestra en la figura 3.7, que en estos ejemplos simples es igual a:

FS=F21+F41 ...... 3.61
F21 = _F12 ...... 3.59 F21 = 25518.33@ < 18.88 kgmm/sz

Fyi, = 24145173 F,,, = 8258.08

kgmm

F41 = _F14 ...... 3.60 F14_ = 19626.43@ < _134.15

SZ
Fu1, = —13670.668 F,,, = —14082.25
Fg = (24145.173 — 13670.668)i + (8258.08 — 14082.25)j = 10474.05 — 5824.17;

La gréfica 8.28 presenta los valores de las componentes de la fuerza de sacudimiento para una
revolucion de nuestro mecanismo:

Componentes de fuerza de
sacudimiento

15000

10000 =——— —
2 5000 fox
€
=°E=° 0 —fsy

PLY88833888388888¢88%
5000 |0 S N N N N D 0= 0
-10000

Grafica 8.28.Componentes de la fuerza de sacudimiento en Kg mm /s* de modo que para obtener el valor en N basta
con dividir estos valores entre 1000.

Una vez calculados los contrapesos se procede a adherirlos al mecanismo y realizar una vez mas
todos los calculos de posicién, velocidad, y aceleracién de los centros de masa de cada eslabén,
asi como los nuevos vectores que parten del centro de gravedad (sistema LNCS) de cada eslaboén
hacia los pasadores, se introducen estos nuevos valores en la matriz 3.39, se resuelve para todas
las posiciones del mecanismo, asi como también se procede a encontrar la nueva fuerza de
sacudimiento.

En la grafica 8.29 se muestra la fuerza de sacudimiento después de adherir los contrapesos a los
eslabones 2y 4.
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Componentes de fuerza de
sacudimiento

10000
8000 —
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4000
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-4000
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Grafica 8.29.Componentes de la fuerza de sacudimiento del sistema balanceado los en Kg mm /sZ de modo que para
obtener el valor en N basta con dividir estos valores entre 1000.

Al realizar una comparacion de las fuerza de sacudimiento de las graficas 8.28 y 8.29 de nuestro
mecanismo sin balancear y balanceado respectivamente, observamos que nuestra fuerza de
sacudimiento del mecanismo balanceado es mas uniforme con respecto a la fuerza de
sacudimiento del mecanismo sin balancear balancear. La fuerza de sacudimiento neta es la suma
vectorial de estos dos conjuntos de fuerza en cada intervalo de tiempo. Los pares de fuerzas
iguales y opuestas que actuan en los pivotes de la bancada, en cada intervalo de tiempo, crean en
la bancada un par de sacudimiento variable con el tiempo. Estas fuerzas de pasador pueden ser
mayores debido a los pesos del balanceo, de ser asi, incrementan el par de sacudimiento en
comparaciéon con su valor anterior en el mecanismo no balanceado. Los esfuerzos en los
eslabones y los pasadores pueden sufrir un incremento debido al balanceo de fuerzas. Sin
embargo al balancear un mecanismo tenemos un comportamiento uniforme de la fuerza de
sacudimiento, lo que significa que se transmitirdn menores vibraciones al plano de la bancada.
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VI1.4.BALANCEO DE UN MOTOR DE UN CILINDRO

En la figura 8.30 se presenta un motor de un cilindro el cual se pretende balancear, el cual gira a
una velocidad angular constante de 3400rpm (356.04rad/s).

N.* DE B MASA MASA EN EL
- ELEMENTO NADERIET MATERIAL N TARIA gr| ENSAMBLE gr. [CANTIDAD .
Cobre
1 iMetal de biela Beryllium, UNS 43.54 87.08 2
C17300
Acero al
2 M anivela carbono 247614 247614 1
fundido
AZOE SUper
3 Biela aledacién a 92313 92313 1
base de hierro
% 4 Piston Aleacién 1350 463.61 463.61 il <
5 B27.7M - 3BM1-22 Aisi 1010 1.2 2.4 2
& Permo Titanio 124.02 124.02 1
i, C amisa [ 1
AZ& SUper
8 Contra de biela aleacién a 43613 1
base de hierro
BTS.Z5ZM - Formed
2 hexscrew, Mé x1.0x Aisi 1010 13.65 27.3 2
150 -1 BYWN
. 0, [oleeMoElam Aisi 1010 1.32 2.64 2 e
B e R
1 ot MEsx DN Aisi 1010 1.65 33 2
12 TOTALES 4109.62 16
o o

Figura 8.30.Motor de un cilindro a balancear.

Para el balanceo de este mecanismo tenemos que obtener un modelo equivalente de las masas
concentradas en el mufién de la manivela se muestran en la figura 8.31. Para obtener el valor de la
de la biela concentrada en el mufién de la manivela, de acuerdo a las ecuaciones 6.49 y 6.50
tenemos:

m3b=557.65gr

m3a=843.05gr

Figura 8.31.Modelo equivalente de biela para el balanceo de masas.
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l
Mgy = My laflb ........ 6.49
= (1420.07) 99.285 =1029.08
M3a = 237722 +99285 oI
Podemos observar de la figura que:
ms, = 863.05gr
lg
m3b = 3 la+lb ....... 6.50
37.722
map, = 1420.07 = 390.98gr

37.722 + 99.285
Podemos observar de la figura también que:
ms, = 557.65gr

Para la masa de la manivela concentrada en el mufién de la biela que se muestra en la figura 8.32
tenemos:

_ (1395.86)(34.440)
B 54.991

Myg = 874.2gr

Para encontrar la masa que se encuentra concentrada en el mufién de la manivela tenemos:
My = Myg + M3 eennnnees 6.54
m, = 874.2 + 557.65 = 1431.85gr = 1.43185kg
Mg = Mzp + Myuerernnns 6.55
mg = 557.65 + 463.61 = 1021.26 gr = 1.02126kg

El producto de mR resulta de multiplicar m, por la distancia del eje de giro al mufién de la manivela
para nuestro caso tenemos:

myuR = (1431.859g7r)(54.991mm)

Para el balanceo de este mecanismo basta con agregar a 180 grados este mismo producto
siempre y cuando el contrapeso no se trabe con el pistdbn en su pinto muerto inferior como se
observa en la figura 6.21 a.

Ahora procedemos a evaluar los valores de la fuerza de sacudimiento, antes y des pues de ser
balanceado. Cabe destacar que las componentes para nuestro ejemplo se encuentran inveridas es
decir la componente x de la ecuacién 6.63 en nuestro ejemplo en realidad es la componente vy, asi
como la componente y de la ecuacién 6.64 en nuestro ejemplo es la componente x.
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Centro de masa

m2=1395.8&gr

3440

Figura 8.32.Modelo equivalente de la manivela para el balanceo de masas.

La fuerza de sacudimiento se define como la suma de todas las fuerzas que actuan en el plano
de la bancada de acuerdo con el diagrama de cuerpo libre del eslabén 1 en la figura 6.9, de aqui
se tiene

YF, ., = —myu(rw?coswt) —mg [rwz (cos wt + %cos Zwt)] ....... 6.63
YFy=-—my(ro*sinwt) + F,, —Fi e 6.64

Se puede observar que la fuerza lateral del pistén Fi;; en la pared del cilindro se cancela por una
fuerza igual y opuesta Fi;4, que pasa a través de la biela y el cigliefial hacia el mufién principal en
0..

Por lo tanto para nuestro ejemplo tenemos:
2 2 r
Z F, = —my(ro®coswt) —mg [ra) (cos wt + Tcos Zwt)]

Z F,, = —1.43185(0.054991 * 356.04% * cos 0)

54.991
—1.02126 [0.054991 * 356.042 (cos 0+ WCOS(Z * 0))] = —2135.29746 N

= —my(rw? sin wt)

g
B!
R

|

Z F,, = —1.43185(0.054991 * 356.04% * sin0) = 0 N
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En la grafica 8.33 se muestran los valores de la fuerza de sacudimiento de nuestro mecanismo.

15000
10000
5000
0
-5000
-10000
-15000

FuerzaEn N

Fuerza de Sacudimiento

T\
~ \ ~ \
/ /\ / /\_ \

Fuerza de sacudimiento y

Fuerza de sacudimiento x

Grafica 8.33.Componentes de la fuerza de sacudimiento del mecanismo manivela-corredera de nuestro ejemplo en N.

Una vez balanceado el mecanismo se procede a encontrar los valores de la fuerza de
sacudimiento, como hemos visto este es un caso de balanceo estatico, los valores de la fuerza de
sacudimiento se muestran en la gréfica 8.34. Como podemos observar el valor de sacudimiento de
la componente x se reduce a 0 y la componente y se debe al efecto de la masa del pistén.

15000
10000
5000

0
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/\ 4
\ / /
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o O N O in o< AN = O O\ I~ © N ™M N
o~ — N O N O O
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Grafica 8.34.Componentes de la fuerza de sacudimiento una vez balanceado el mecanismo manivela-corredera de
nuestro ejemplo en N.
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TABLA DE RESUMEN DE CASOS PRACTICOS

Balanceo Estatico

Balanceo Dinamico

Balanceo Mecanismo
4 Barras

Balanceo Mecanismo
Manivela Corredera

Fuerza de Sacudimiento sin Balancear En Néwtones

Componente x

Componente y

Fuerza de Sacudimiento Balanceado En Néwtones

Componente x

Componente y

Valor Maximo 5.199456 Valor Maximo 5.199456 Valor Maximo 3.52E-15 Valor Maximo 3.52E-15
Valor Minimo -5.199456 Valor Minimo -5.199456 Valor Minimo -3.52E-15 Valor Minimo -3.52E-15
Valor Maximo Q 2746.37 Valor Maximo Q 2746.37 Valor Maximo Q 3.40E-04 Valor Maximo Q 2.40E-03
Valor Minimo Q -2746.27 Valor Minimo Q -2746.27 Valor Minimo Q -3.40E-04 Valor Minimo Q -2.40E-03
Valor Maximo P 2659.66 Valor Maximo P 2659.66 Valor Maximo P 2.40E-03 Valor Maximo P 2.40E-03
Valor Minimo P -2659.66 Valor Minimo P -2659.66 Valor Minimo P -2.40E-03 Valor Minimo P -2.40E-03
Valor Maximo 10.5641 Valor Maximo -4.229 Valor Maximo 8.717 Valor Maximo -4.886
Valor Minimo 7.954 Valor Minimo -5.959 Valor Minimo 8.344  Valor Minimo -5.058
Valor Maximo 12110.47 Valor Maximo 7847.12 Valor Maximo 0 Valor Maximo 9975.17
Valor Minimo -12110.47 Valor Minimo -3994.62 Valor Minimo 0 Valor Minimo -5074.075
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CONCLUSIONES

En la actualidad nuestra vida se encuentra muy ligada a las maquinas, dependemos mucho de
ellas, para transportarnos, para fabricar productos de consumo humano y algunas otras
necesidades no tan basicas.

Las maquinas son construidas a base de mecanismos los cuales, después de estar sometidos un
gran numero de ciclos de cargas, estas cargas se deben tanto a las fuerzas externas que recibe el
mecanismo como a las fuerzas de inercia debidas a la masa del mismo.

A fin de dar un mayor tiempo de vida a los mecanismos sin que estos fallen, es necesario
someterlos a un proceso de balanceo, bien en el proceso de disefio del mismo o en campo ya que
como se observo en esta tesis las fuerzas del mecanismo desbalanceado pueden llegar a ser de
gran magnitud, y ocasionar el fallo prematuro en estos.

Con los procesos de balanceo que se abordaron en esta tesis se puede lograr que los
mecanismos Yy algunos elementos de méaquina sometidos a rotacién tengan un mayor tiempo de
vida, por ende eliminar costos que ocasionaria el manteamiento de las méquinas tales como:
magquina parada, refacciones, honorarios de servicio técnico etc.

Con el balanceo de mecanismos y elementos de maquina sometidos a rotacion, podemos lograr
mayor vida en los elementos de las maquinas, reduccion costos de mantenimiento, reduccion de
contaminacioén por ruido, fuerzas de vibracion. Por lo tanto con el balanceo podemos obtener un
mayor confort para el ser humano quien finalmente es el usuario de las maquinas.

Y ese confort es el que a nosotros como ingenieros debemos lograr, a fin de hacer més placentera
la estancia del ser humano.
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