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UNA APROXIMACION A LA ENSENANZA
DE CALCULO EN EL CCH SUR

Parte 1
ANTECEDENTES

1. Observaciones durante el servicio social

Motivado por la experiencia de dar asesorias de matematicas en el CCH
Sur durante el servicio social y medio ano mas que permaneci en el plantel
trabajando del mismo modo, es que surge la idea de este proyecto, en gran
medida nace por lo observado durante todas las sesiones y la mecanica de éstas.
Las asesorias consistian en apoyar a todos los alumnos que llegaran con dudas,
se elaboraba un registro que tanto alumno como asesor llenaban, ellos escribian
cuales eran sus dudas o complicaciones respecto al tema que preguntaban y
el que asistia hacia lo propio plasmando cuéles eran los problemas que ellos
presentaban. El registro cuenta con més de 1500 testimonios y dada su vastedad
nos brinda un banco gigantesco de dudas tematicas que van desde como sacar
el drea de un cuadrado hasta como integrar por partes una funcion, pero lo més
importante es que nos arroja una lista de problemas de ensenanza y aprendizaje
de la matemética.

Teniendo en mente que el margen de todos los conflictos es sumamente am-
plio y aunque me limitaré sélo a discutir los referentes a Calculo I, muestro a
continuacién algunos ejemplos que nos contextualizan y que ilustran problemas
que el alumno promedio presenta al estudiar cada asignatura de matematicas
y que por ende aparecen cuando estudian calculo. Ocurre con frecuencia que
al estudiar sistemas de ecuaciones lineales , el maestro les ensena a resolverlos
de distintas formas ! y muchos alumnos son capaces de resolver otro sistema
parecido al que les puso el profesor con el método visto, sin embargo, cuando se
les plantea un problema que de pie al uso de un sistema de ecuaciones lineales
la mision es casi imposible para la mayoria, preguntas como ;Qué tengo que ha-
cer?; Como lo resuelvo? y algunos menos perdidos que preguntan cémo escribir

LE] plan de estudios marca que deben de verse los métodos de sumas y restas, igualacién
y sustitucion. Algunos maestros les ensenan inclusive por determinantes y matrices, métodos
que son igualmente de arbitrarios para ellos pero conceptualmente mas dificiles



las ecuaciones, conducen a una posible interpretacion de que los alumnos apren-
dieron de memoria un mecanismo para resolver algo, pero su razonamiento no
fue mayor a eso, se podria decir que en gran medida no pueden conectar lo hecho
con la realidad; en otras palabras, cuando ven un sistema no saben de dénde
vino, porqué se presenta de esa forma o porqué se resuelve asi, simplemente pue-
den detectar el objeto y resolverlo como les ensefiaron? . Otra posible lectura
que no es excluyente de la anterior es que el proceso de abstracciéon es realmente
complicado, tomar elementos de la realidad, representarlos y manipularlos con
letras y operaciones mateméticas no es nada facil para ellos. Pero precisamente,
esto muestra también que en niveles anteriores de educacién, los alumnos no
maduraron matemaéaticamente y no adquirieron las herramientas y los conoci-
mientos para enfrentar problemas futuros, lo cual se puede deber nuevamente a
la mecanizacion de los procesos para resolver algo en matematicas.

Otro claro ejemplo de dicha mecanizacién se observa cuando deben encontrar
los elementos de una conica (focos, ejes, excentricidad. . . Jo a través de elementos
dados hallar la ecuacion de la misma; los alumnos manejan y manipulan la “"a",
la "b", la "c", la "e" y encuentran seguido lo que se les pide, pero cuando se les
pregunta porqué a? = b*+c? (en la elipse) o de qué depende por ejemplo que una
elipse sea vertical u horizontal se asombran, como diciendo porqué me pregunta
eso, para qué lo quiere. Me parece senal clara de que aprendieron nuevamente un
algoritmo para encontrar lo que se pidi6 en clase, sin cuestionarse porqué es asi o
porqué funciona de esa manera. Esta actitud® desgraciadamente muestra que lo
importante para el alumno en la escuela es responder a lo que pide el profesor, ni
mas ni menos, no es necesario comprender o entender mejor lo visto en clase, sino
pasar examenes y responder bien lo que se le pide, sin cuestionarse ni reflexionar
sobre lo visto. Por iltimo me gustaria mostrar el ejemplo de la “resoluciéon de
limites”, que con preguntas como ;Cémo se resuelven los limites?;Cémo le hago
para saber cuanto vale un limite? ;Qué es lo que tengo que factorizar? ; Como
sustituyo? expone que este proceso se ha visto reducido a otra accién mecéanica,
a una receta que se compone basicamente de los pasos: factorizar y evaluar;
hecho duro que resalta cual es el enfoque que se le ha dado al concepto de limite
y en consecuencia al de derivada e integral.

A las preguntas que hemos visto habria que agregar la famosa ;Asi esta
bien? Que lo primero que expone es que los alumnos tampoco muestran un
juicio propio. Es recurrente que sélo les interesan dos cosas: como hacer lo que
se pidi6 y si lo que hicieron esta bien, estas dos etapas son la base de lo que
hace pensar al alumno que esta aprendiendo y que lo hace sentir bien. Estas dos
etapas también sacan a relucir que no encuentran una razon de ser del estudio
de la matematica que no sea la de “hay que verlo por que esta en el temario” o

2Esto genera usualmente una mala relacién entre alumno y mateméticas y suele crear una
barrera dificil de derrumbar entre ambos, como lo explica Schoenfeld cuando habla de sistemas
de creencia

3Como un comentario marginal la actitud de cuestionarse el porqué de todo y no aceptar
las cosas a ciegas, tiene que ver me parece con una mentalidad del mundo actual y la educacién
que los grupos de poder nos han dado (y nos quieren dar), aceptar-aceptar y seguir funcionando
sin preguntarse porqué ocurren las cosas



“lo voy a necesitar mas adelante”.

2. La experiencia en clases aisladas

Después de terminar el servicio social y de analizar qué temas causaban
mucho conflicto con los estudiantes(sobre todo de Céalculo), dos maestros me
facilitaron sus grupos de Célculo I para dar algunas clases aisladas, especifica-
mente de los temas Regla de la Cadena y Méaximos y Minimos(que fueron los
temas que originalmente trabajé).

La idea de estos talleres y el por qué de estos temas en particular se debe a las
recurrentes dudas sobre ellos en las asesorias, pero sobre todo por el constante
fenomeno de la mecanizacién de ambos procesos. ; Como aplicar la regla? ; Cual
derivo primero? ;Derivo e igualo a 07 jEn donde evalto? fueron preguntas que
impulsaron un primer intento para atacar el problema. Por tratarse de talleres
tal vez aislados dentro de los cursos de los profesores, no queriendo decir con
esto motivados por una génesis ficticia o inventada, los resultados son bastante
limitados, y aunque tuve contacto con el grupo una o maximo dos clases, se
obtuvieron resultados y eso enriquecié este proyecto? . El taller de maximos y
minimos se aplico en tres grupos diferentes, dos de ellos ya habian visto criterios
de derivada y el otro no, la principal diferencia radicé en que precisamente los
primeros hablaban de derivada y los otros no, la similitud es que ninguno de los
3 sabia los criterios, pues de los pocos que los recitaban, casi nadie los entendia.
Esta fué justamente una de las razones que originé la planeacion del taller, los
resultados de éste los considero positivos pues durante la actividad fueron los
alumnos quienes dictaminaron un criterio para encontrar maximos y minimos,
pero sobre todo por que fue a través de un problema que se introdujo y se dio pie
a la teoria. El inconveniente fue que no tuve la oportunidad de dar seguimiento a
lo visto, de tal modo no tuve la certeza de saber si los alumnos habian realmente
construido algo o simplemente se traté6 de un conocimiento pasajero que se dio
en una clase. Con el taller de Regla de la Cadena ocurrié algo diferente, en
primer lugar debo senalar que para esta actividad se utiliz6 el programa de
computadora Geogebra® y en segundo lugar que soélo tuve la mitad del tiempo
que calculaba necesario. Desgraciadamente este taller me sirvié6 mas a mi como
maestro que a ellos como estudiantes, me explico, con la misma intencién de
estudiar la matematica a través de problemas, planteé algunos de éstos pero
con una secuencia tan arbitraria y tan sugerente que hubiera resultado lo mismo
ensenar la teoria de forma directa. Otra dificultad que enfrenté fue que Geogebra
comenzo a mostrar debilidades como software(encimaba graficas de una forma
indeseada y no permitia llamar de cualquier forma a los elementos involucrados).
Sin embargo no todo fue negativo, dentro de lo malo observé que era ttil y

4 Ambos talleres se anexan con detalle en el Apéndice A mostrandose no como eje principal
de este trabajo, pero si como una fuente muy rica de resultados que influy6é en gran medida
para este trabajo

5Se utiliz6 este programa porque el profesor que me presté su grupo lo sugirié y porque los
alumnos ya lo conocian



asequible utilizar dibujos para representar dominios e imagenes e introducir
la notacion y=f(x), z=g(y) y h(x)=f(g(x))=z para trabajar la composicién de
funciones. Este uso y manejo de notacion pareceré sutil, pero es realmente una
ayuda, por que ain habiendo trabajado la composiciéon de esta forma, cuando
todas las funciones dependen de una variable “x” el problema conceptual no es
cosa menor, las confusiones sobre qué depende de qué y qué representa cada
variable son una constante.

En consecuencia con estas experiencias, resulta natural decir que la decisién
entre trabajar en una clase aislada y dar seguimiento a un grupo a lo largo de
todo un curso es optar por lo ultimo. Para enfrentar ese curso fue indispensable
tener una teoria que respaldara dicha ensenanza y se presenta en el siguiente
capitulo.



Parte 11
MARCO TEORICO

3. Comparacion entre el método usual y el pro-
puesto

Como ya se ha mencionado, la ensefianza de la matematicaS en el aula se
ha convertido en una rutina que consiste en que el alumno acuda a tomar clase
y aunado a memorizar hechos matematicos, su tarea fundamental es aprender
a aplicar correctamente algoritmos, si combina los hechos que recuerda y los
datos del ejercicio o problema planteado con el algoritmo aprendido obtiene la
respuesta correcta(que es legitimizada por el maestro o por un libro de texto) y
asi, en el mejor de los casos “ya sabe” matematicas.

Como matematicos sabemos que la estructura del edificio matemético y de
nuestro conocimiento es axioméatica, pero si dicha estructura hace que parezca
que esta adaptada a la ensenanza dice Brousseau, entonces jpor qué "sufrimos"
tanto profesores como alumnos, unos para impartirla y otros para aprenderla?
més alld de aceptar que la abstraccién en matematicas la convierte en un ente
dificil de tratar, el mismo Brousseau contesta

"esta presentacion [la axiomatica] obscurece completamente la
historia de estos saberes, es decir, la sucesion de dificultades y de
interrogantes que han provocado la aparicion de los conceptos fun-
damentales, su uso para plantear nuevos problemas (...) Enmascara
el 'verdadero’ funcionamiento de la ciencia (...) para poner en su
lugar una génesis ficticia (...)y después las transpone al contexto
escolar" (Brousseau, 1986, pp. 5-6).

Es cierto que es importante el aspecto logico-formal al estudiar matematicas,
pero es también de suma importancia la parte historico-intuitiva, pues da una
presentacién mas viva de los axiomas, los teoremas, las pruebas y hace que el co-
nocimiento no parezca per se y salido de la nada como se ensena usualmente. Nos
muestra que son producto de un desarrollo de la humanidad de prueba y error,
de intentos fallidos y de ideas geniales(Medrano,1985), es por eso que resulta
antinatural ensefiar los temas por ensenarlos, sin hacer ver o saber a los alumnos
que tienen un origen y que lo natural fue tratar con un problema(ya fuera mera-
mente matematico o de la realidad) y se desarrollara teoria para resolverlo, no al
revés, ya que de este modo el proceso puede parecer no tener sentido ni rumbo
y es posible que los alumnos no consigan el conocimiento deseado, peor aiin po-
demos estar formando estudiantes con conocimientos cintificos pero sin actitud
cientifica . Empezar por la teoria no les ayuda a los estudiantes a construir un
conocimiento sino los hace repetir el conocimiento que otro ya construyo, sin

6Hablo por supuesto de mi experiencia en el CCH, pero me atreveria a decir que no es un
fenémeno aislado



desarrollarlo en la experiencia propia. Como senala L. M. Santos, aprenderse de-
finiciones o conceptos, resolver sistemas de ecuaciones, graficar funciones, sacar
derivadas,...no es desarrollar matematicas. “Hacer o desarrollar matematicas
incluye el resolver problemas, abstraer, probar, inventar y encontrar el sentido
a las ideas matematicas”.(Santos Trigo, 1995)

En este mismo sentido “puede ser que mas importante que la selecciéon del
material sea la eleccién del estilo de exposicién. El comin estilo deductivo-
axioméatico consiste en que la redaccion de una teoria matemética comienza con
una definiciéon no motivada. Las dificultades sicolégicas que esto produce son casi
insalvables para una persona normal”? . Es por ello que el método tradicional
que podriamos resumir en los siguientes pasos

e Se presenta la teoria,

e Se hacen ejercicios sencillos,

e Luego unos més complicados,

e Finalmente un problema,

presenta a la matematica como una actividad divina, y es que como toda
actividad social y cultural, la mateméatica es un proceso de maduracion de con-
ceptos y conocimientos, de discusion, de prueba y error, ir puliendo lo hecho,
inventando y refinando conceptos, métodos y pruebas; juntando todo ese camu-
lo de experiencias es que se llega a la teoria que ahora tenemos, asi es como ha
evolucionado la matemaética, no de forma discreta dando brincos y apareciendo
s6lo en los anos en que se publico tal libro o en que se demostro tal teorema,
por eso, insisto, ir directo a la teoria carece de sentido para los estudiantes y
dificulta el proceso de abstracciéon. La tarea como educadores debe consistir en
que el alumno juegue el papel de sujeto de conocimiento en el proceso de apren-
dizaje, no de “desnudar [nosotros educadores| el objeto y entregarselo con un
gesto paternalista a los educandos, a los cuales se les negaria asi el esfuerzo de
la busqueda, indispensable para el acto de conocer” (Freire, 1997).

Otro fuerte dano que produce este esquema es que se centra fuertemente en
la manipulacion de algoritmos y de simbolos abstractos, carentes de referentes,
ademaés de que pone a la argumentacion en segundo plano y vacia su significado
pues para los estudiantes solo existe una tnica estrategia de resolucion en cada
problema y argumentar consiste en relatar cémo reprodujeron las operaciones
aprendidas para encontrar “la respuesta”.

Por si fuera poco el dano, siguiendo estos pasos la exploracion carece total-
mente de sentido en una situaciéon probleméatica, ya que esto seria equivalente a
no saber; el saber se demuestra aplicando el algoritmo previamente aprendido.
El hacer una exploraciéon y encontrar un camino que no conduce a la respuesta
correcta, deberfa considerarse un conocimiento valioso, sin embargo para este
esquema es concebido por los estudiantes como una pérdida de tiempo.

Por ello creo que lo importante para el aprendizaje mas que enfrentar a los
alumnos a una situacion que puedan resolver mediante la simple aplicacion de un
esquema conocido (es decir un ejercicio), es retarlos con algo que posea un fuerte
obstaculo para ellos (un problema), de esta manera se veran en la necesidad de

7Arnold



razonar. Como una consecuencia de esto y las criticas hechas anteriormente, el
esquema clasico habria que voltearlo de cabeza y se convertiria en:

e Enfrentamiento de un problema,

e Discusién sobre posibles soluciones,

e Conjeturas y validacion de los procesos utilizados,

e Bautizos y formalidad de lo hecho®.

La principal premisa de esta propuesta es que el conocimiento no se puede
transmitir de un sujeto a otro, es resolviendo problemas y organizando experien-
cias como se construye. Lo que se busca dice Santos (1998b) es que el estudiante
problematice su aprendizaje a través de la reflexion y resolucién de problemas
y para lograrlo es indispensable

“promover un microcosmos en el salon de clase que refleje acti-
vidades propias del quehacer matematico... una actividad natural es
que los estudiantes evaliien, cuestionen y critiquen las sugerencias o
ideas que se presenten tanto por el instructor como por los mismos
estudiantes” (Santos, 1998, pp 433-434).

Contrario al esquema tradicional, atacar problemas(sobre todo aquellos que in-
volucran elementos de su realidad cotidiana) hace més ameno el camino hacia la
abstraccion y menos violento el contacto entre nocién o concepto matematico y
aprendizaje del alumno, ademés de que vincula a la matemética con otras ramas
de estudio del hombre, lo cual la enriquece, la contextualiza con su entorno y
de este modo evita que sea vista como una actividad ritual y autocontenida.
Los problemas se deben entender como situaciones que den pie a soluciones que
no involucren solamente el uso de procesos rutinarios y que —se espera-lleven a
los alumnos a proponer conjeturas y brindar argumentos que sostengan sus afir-
maciones, lo cual -se espera- generara un juicio propio en ellos pues de manera
recurrente el profesor y el libro de texto son los encargados de su evaluacion®. El
problema de esto ultimo es que promueve una creencia errénea de la naturaleza
de la matemaética y de lo que significa aprenderla, por ello los alumnos siempre
esperan la aprobacion o desaprobacion del maestro y se forman una idea de que
matematicas se reduce a correcto o incorrecto. Una forma de promover la segu-
ridad y validacién de sus procesos es que el alumno se dé cuenta de sus errores,
por ejemplo siguiendo una idea falsa y llegando a un absurdo o preguntando al
resto del grupo que piensa para que entre ellos se corrijan y no senalarlos uno,
porque asi el alumno dificilmente entenderé en qué se equivoco y es posible que
repita el mismo error y ademas sentira nuevamente que el error fue error porque
el profesor se lo dijo y no porque realmente observé que algo no estaba bien'C.

8Respecto a la formalidad, debemos ser cuidadosos y consecuentes con el nivel de ma-
durez que presenten, ya que como lo he mencionado puede resultar desastroso introducirles
demasiado rigor

9Cabe sefialar que comentarios como “esa no es la solucion del libro” o “asi no porque asi
no lo hace mi maestro” eran escuchados casi a diario en las asesorias

10Esto reflejaria lo que menciona Freire respecto a una comunidad de aprendizaje, donde
la verdadera ayuda que brinda el “maestro” es aquella donde se ayudan entre si todos los
comprometidos, creciendo de este modo juntos, el que ensefia no se puede negar a seguir



Siguiendo el esquema propuesto, una vez que se han discutido conjeturas,
soluciones, afirmaciones, etc. es de suma importancia concretar el proceso es-
cribiendo todo lo hecho y es ahi donde usar un lenguaje apropiado como las
tablas, las graficas, las expresiones algebraicas cobra mayor sentido, sobre todo
para ser mas precisos y generales.

Durante este proceso de construccion podemos identificar los escalones que
recorreré el alumno, como menciona Vergnaud, dentro del proceso de abstracciéon
encontramos “La dialéctica del objeto-herramienta” (Vergnaud ,1987), que se
refiere al uso que se da cuando se abstrae algo, inicialmente se utiliza como
herramienta para resolver algo en particular, pero posteriormente se le da un
papel de objeto al abstraer sus propiedades. Pero el proceso continta, pues
al obtener el alumno un objeto a partir del estudio de algo descubre nuevas
cosas que, inicialmente, utilizard como herramientas para después abstraer sus
propiedades y convertirlas en objetos, y asi sucesivamente. Los recursos previos
a enfrentar un problema también son muy importantes, evidentemente las dudas
o dificultades que no se resolvieron antes de llegar a cierto nivel, hacen que el
aprendizaje de los temas siguientes se complique'!.

El conocimiento intuitivo, conocimiento de hechos y definiciones, habilidad
para ejecutar un algoritmo o procedimiento, conocimiento sobre las reglas de
los temas involucrados en el problema, todo esto describe qué tan sélidos son
los recursos que tiene el que resuelve problemas, y es que la problemética de
esto radica en que “cualquier idea relevante puede estar asociada con una vaga
sospecha [que bien puede ser cierta pero bien] ...puede ser incorrecta” (Shoenfeld,
1985), lo cual los conduce a afirmaciones sin sustento o a consecuencias falsas.

Una componente involucrada y de presencia innegable no s6lo en nuestras
vidas sino en cualquier rama de estudio de la humanidad es la tecnologia (en este
caso la computadora y la calculadora). Esta herramienta es sumamente utiliza-
da hoy en dia para la ensenanza, la pregunta y motivo de muchas discusiones es
como utilizarla. Para muchos el aprendizaje en la computadora brinda un cono-
cimiento virtual, ya que los alumnos aprenden a manipular programas asi como
podrian aprender a manipular algoritmos sin entender lo que realmente esta
pasando. Sin embargo, otra tendencia sugiere utilizar tecnologia pero precisa-
mente teniendo en mente la premisa principal del planteamiento de problemas,
déndole un papel de generadora de intuiciéon y de ahorradora de cuentas.

De esta propuesta de ensenanza es que surgen las siguientes

aprendiendo con aquel al que esté ensefiando, es cierto, hay un individuo que sabe més que
los demaés en ciertos temas(los ensefiados en clase claro)pero que pretende compartirlos con el
resto, no asumir un rol de un ser superior y el resto del grupo como oyentes o aceptadores de
lo que aquel diga. La discusién en equipos también es util y retribuyente, porque se debate con
gente que habla el mismo lenguaje y maneja las mismas herramientas. Freire Paulo, Cartas a
Guinea-Bissau, Siglo XXI

11 Cabe sefialar que aspectos mecanicos como el manejo de fracciones y resolucién de ecua-
ciones lineales, y aspectos conceptuales como la generalizacién de situaciones sencillas por
medio del algebra (y digo sencillas porque muchos son problemas que se hacen en la secun-
daria o inclusive en la primaria que se supondria ya deberian poder realizar) y la asociacién
entre la expresion analitica de una funcion y su grafica son temas de constante duda en todos
los niveles del CCH



4.

Hipoétesis de trabajo

El alumno aprende razonando, no memorizando

La presentacion de la matemaética a través de problemas fomenta el razo-
namiento y el aprendizaje de la misma

El alumno debe formarse su propio juicio y no depender solamente del
criterio del profesor

El trabajo en equipo resulta més enriquecedor que el individual

La tecnologia sirve como brindadora de intuicién y ahorradora de cuentas
cuando los alumnos ya saben qué hacer
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Parte 111
SUJETOS Y PROCEDIMIENTOS

Como ya he insistido anteriormente, aunque este proyecto se desarrollé en un
grupo de quinto semestre del CCH Sur que curso6 la materia de Calculo Integral
y Diferencial I, habiendo pasado en afios anteriores por cursos de Algebra y
Geometria Analitica, la planeacion de clases estd basada en toda la experiencia
previa ya citada, esta centrada en problemas puntuales observados y enfrentados
anteriormente.

El grupo presenté 32 alumnos inscritos de los cuales la mayoria siempre
asistia a clase y de manera participativa, la primera ocasion que trabajé con ellos
habian visto ejemplos de procesos infinitos, notacion de limite y se encaminaban
hacia la definicién del mismo.

Acordé con el profesor dar en promedio una hora de clase a la semana, lo
que representa un cuarto del tiempo total de horas, situaciéon que cambié con
el transcurso del semestre y se convirtié en aproximadamente dos horas a la
semana. Mi misién en un principio consisti6 en repasar temas, resolver dudas
y hacer ejercicios, es por ello que a veces las clases pueden llegar a parecer
un complemento o un “accesorio” del curso, sin embargo mi trabajo cambid
con el avance del curso y devino en sembrar la semilla de cada nuevo temal'?.
De tal suerte que mi papel dentro del grupo fue como el de otro maestro que
complementaba lo que se veia con el titular, cabe senalar que éste siempre asistia
a clase pero no intervenia dentro del desarrollo de la misma.

Las actividades propuestas estdn planeadas para trabajar en equipos y hacer
discusiones plenarias, para ello algunas veces se dieron hojas de trabajo, otras
se plante6 un problema en el pizarrén y otras tantas se recurrié a la sala de
coOmputo.

Los alumnos utilizaron a lo largo del curso una calculadora cientifica que en-
tre muchas otras funciones: convierte unidades, tabula, deriva, integra y resuelve
matrices y ecuaciones hasta de tercer grado. Respecto a Geogebra es un progra-
ma matemético interactivo libre, basicamente es como Cabri '3, un procesador
geométrico y un procesador algebraico.

Finalmente, antes de entrar de lleno a lo vivido y para darle un poco mas
de sentido a las clases impartidas, quisiera resaltar como De Guzman menciona,
que actualmente la ensenanza esta teniendo un continuo apoyo en lo concreto,
en elementos de la realidad [...| en este sentido la ensefianza no se limita a
conceptos puramente matematicos o pertenecientes sélo a esta disciplina, sino
involucra problemas con un contexto social y que se relacionan con otras ra-
mas del conocimiento. Brindando asi al sujeto herramientas para enfrentar un
problema en general'?.

12 Aspecto formidable para la propuesta de trabajo que tenia en mente, a saber, presentar
la teoria a através de problemas

13Guardando todas las proporciones, ya que durante su uso se encontraron varias limitacio-
nes que se mencionan més adelante

14De Guzman, Ensefianza de las Ciencias y la Matematica
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Parte IV
CONCEPTOS Y TRABAJO EN

CLASE

A continuacion se presenta un analisis clase por clase de aspectos que resultan
importantes para el aprendizaje de los alumnos, a saber: validacion, abstraccion,
trabajo en equipo y lenguaje y uso de la tecnologia.

Antes de comenzar haremos algunos acuerdos sobre los didlogos:

x Cuando aparezca profesor(Prof.) se entendera que se trata del autor. Du-
rante el analisis o recuento de lo hecho, cuando se hable del profesor se
referira al titular del curso

* Cuando hablan “algunos” se trata 5 personas maximo 10
* Cuando hablan varios se trata de méas que algunos pero no la mayoria.

Es importante recalcar que antes de que impartiera esta primera clase el habifan
visto:

* Ejemplos de procesos infinitos

* Limites de forma algebraica, sobre todo del tipo donde P(x) y Q(x) son
polinomios con raiz comun a (P(x) de grado mayor a Q(x)), utilizan herra-
mientas como multiplicar por el conjugado y factorizaciéon de polinomios,
ademés de la sustitucion de valores

* Un estudio cualitativo de %

* Maés ejemplos de limites del tipo ya mencionado y un criterio de existencia
del limite usando la caracterizacion de los limites laterales!®

PRIMERA CLASE

El objetivo es trabajar con el concepto de aproximacion sin hablar de limites
como lo ha hecho el maestro: Se presentara una actividad para que por equipos se
calcule la raiz cuadrada de 2 a través de la aproximacion de lados de recténgulos
de area 2 a un cuadrado de la misma &area. La estrategia sera la discusion grupal
y luego una discusién plenaria.

VALIDACION.

Después de establecer la actividad y ya que se han dividido en equipos, los
alumnos discuten como hacerlo, pasados 5-10 minutos, hay variedad de propues-
tas y se anotan todas en el pizarron.

15Esta es la definicién que aparece en la guia de extraordinario para Calculo I
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1)El lado del cuadrado debe medir raiz de 2

2)El lado mide aproximadamente 17/12

3)El lado es aproximadamente 24 /17

Por comodidad llamaré a los defensores del caso 1 equipo 1 y asi para los
otros 2 casos

Para el caso 1(le digo al equipo que lo propuso -que por cierto dio su solucion
casi inmediatamente después de que di las instrucciones-que piensen cuanto es
raiz de 2),los integrantes del equipo uno usaron la calculadora y afirman que:

Eql: Raiz de 2 es 1.41421356

Prof.: Eso quiere decir que si yo multiplico ese niimero por si mismo, debe
resultar 2 ;Da 27

Eql: No, da 1.99999999

Prof.: {1.99999999 no es 27

Salon: No(al unisono)

Prof.: ;Porqué?

Alumno: Porque nunca llegas

Prof.: {Y si le pongo muchos nueves?

Salén: No
Prof.: ;Y si le pongo infinitos nueves después del punto decimal?
Algunos:. .. .no

Al ver su cara de desconcierto y sabiendo que apenas se estan familiarizando
con la nocién de limite, prefiero pasar a analizar los otros casos. Para el caso 2
y 3 se arma una discusion entre los equipos que propusieron dichas soluciones

Prof.: ;Como le hicieron para obtener sus resultados?

Eq.2 y 3: Con el método de los promedios

Prof.: {Y su cuadrado con la medida de lado que me dieron tiene area 27

Eq.2 y 3: No

Eq.2: Da 1.854671

Eq.3: Da 2.006944

Eq.2: Pero con 24/17 se pasa de 2

Eq.3: ...

Prof.: Entonces no es una buena aproximacion...

Eq.2: No, porque se pasa

Alumno: Pero no importa porque se esta aproximando de todos modos

Prof.: A ellos les sobra y a ustedes les falta, entonces ;Hay una mejor apro-
ximacion que otra?

Eql: La nuestra, nosotros estamos a .00000001 de 2

Prof.: Podrian todos darme una mejor aproximaciéon

Eq2 y 3: Si, tendriamos que repetir lo mismo varias veces

Eql: Tendriamos que ponerle méas cifras decimales a nuestra aproximacion

Como podemos observar, el enfrentarse a un reto asequible, logra que la
validacion de sus argumentos sea mas solida, es decir, aunque trataba de hacerles

16

16Es importante que el maestro hable y vaya introduciendo el lenguaje que se maneja en ma-
temaéticas, para que de este modo los alumnos hablen en primera instancia de aproximaciones
y posteriormente de limites
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preguntas que los confundieran y que dieran paso a una discusion de limite,
ellos se aferraban a su idea intuitiva de identidad y sin que yo determinara si
una aproximacion era buena o no ellos mismos discutieron y notaron que no
importaba si la aproximacién era por arriba o por abajo, lo relevante era cual
se acercaba mejor al valor deseado.

ABSTRACCION.

Podemos observar que pudieron resumir con notaciéon de limite la idea de
obtener raiz de dos, sin embargo, podriamos pensar que ante los ejercicios hechos
con el profesor de calcular limites de manera mecénica, a sabiendas de que el
resultado del limite propuesto es 2 y sin nada que ver con la actividad lograron
escribir lo hecho; lo cual se confirmé cuando se les pidi6 hallar el valor de raiz de
tres, ya que algunos optaron por buscar un limite relacionado con el area de un

circulo y propusieron lém mr? = 3 mientras que otros rescribieron lo que habian

r— 3
™

hecho con raiz de dos. En este punto vale la pena mencionar que el limite antes
propuesto lo conjeturaron ajustando las cuentas para que el resultado fuera 3,
es decir, buscaron qua valor al cuadrado y multiplicado por 7w daba 3.

De lo anterior se observa que la idea de limite(por lo menos la simbolica)
aparece no como la de una aproximacion sino como la de una sustituciéon. Los
alumnos no recrearon el proceso de aproximacién, simplemente jugaron con los
simbolos. Por eso parece mas conveniente que antes de ensenarles a escribir y
resolver limites mecénicamente es preciso, como senala L. M. Santos, construir y
desarrollar el concepto, en este caso con problemas de aproximaciéon, por ejemplo
con sucesiones(tratadas de manera numérica) y con gréficas.

Es importante recalcar que en el proceso de abstraccion de este curso y sobre
todo al principio del mismo el objeto de estudio es el limite, las herramientas
que usan los estudiantes son todo el acervo que obtuvieron durante sus prime-
ros dos afios en el CCH. Basado en ello vale la pena hacer 2 observaciones, la
primera es con qué herramientas cuentan para enfrentar este nuevo concepto de
limite, cudntas tienen, de qué calidad, cudntos alumnos poseen un conocimien-
to minimo para enfrentarlo etc... la idea es que las herramientas adquiridas
al estudiar algebra y geometria analitica, deben forjar a través de problemas
el nuevo concepto de limite, para que éste posteriormente se convierta en una
herramienta para resolver problemas de razones de cambio instantdneo, cum-
pliendo asi el ciclo objeto-herramienta que menciona Vergnaud. La segunda ob-
servacion, mas concerniente con el profesor, es que esas herramientas obtenidas
no les deben servir simplemente para operar como méquinas(como sucede de
forma recurrente con la herramienta “factorizacion”). Menciono esto porque en
estos cursos desafortunadamente, estudiar limites se reduce a saber factorizar y
manipular algebraicamente expresiones.
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TRABAJO EN EQUIPO Y MANEJO DE LENGUAJE

Resulta de suma importancia que trabajen en equipos para desarrollar con-
jeturas, pues esto involucra variedad de ideas y discusiones por establecer una,
el uso de un mismo lenguaje para debatir entre ellos facilita y hace fluir mejor la
disputa. Aunado a ello la discusion en la plenaria entre todos, especialmente en-
tre los equipos que disciernen sobre la forma de aproximarse a raiz de dos obliga
a los alumnos a presentar argumentos para defender puntos de vista, pero sobre
todo una actitud no de convencer al profesor de que saben sino de convencer a
quien sea arguyendo con elementos solidos.

EL USO DE LA TECNOLOGIA

Resulta importante el uso y la interpretacion que le dan los alumnos a los
resultados obtenidos por su calculadora. Lo primero que resaltaria es la utili-
zacion de la calculadora por parte del equipo 1 para resolver el problema de
forma directa(sin hacer los promedios) y el hecho de aceptar que el resultado
solamente era una aproximacion, esto habla de que la calculadora cumplié con
su parte: dar resultados que refuercen o brinden intuicién. Lo interesante resulté
cuando hablamos de que la calculadora hace aproximaciones y les pregunté

Prof.: ;Cuanto es uno entre tres?

Eq2 y3: 0.33333

Prof.: Entonces, como un tercio més un tercio més otro tercio es uno, pues
.33333 sumado tres veces es uno también

Eq2 y 3: jjNoo!! (Caras de asombro) Entonces uno entre tres no es .33333

Prof.: ;Entonces porqué la calculadora dice que si?

Eq2 y 3: Pues quién sabe, pero no es .33333

Prof.: La calculadora hace lo mismo que hicieron ustedes, da una aproxima-
cion.

De todo lo anterior noto un par de cosas, primero que el uso de la calculadora
a veces se convierte en fe ciega, el resultado que arroja la pantalla es la verdad
y ya no es necesario pensar mas; en segundo lugar que el concepto de identidad
esta bien arraigado!” -para bien o para mal- a tal punto que inclusive cuando
hablan de limite afirman que se pueden acercar tanto como quieran pero “sin
llegar” o “sin tocar” el limite. Esto se ve reforzado por los resultados que arroja
la calculadora como que nunca vamos a determinar de forma exacta el valor de
raiz de 2; también me parece es cuestion de madurez (ya que se estan enfrentan-
do a un nuevo concepto nada trivial). En tercer lugar, como consecuencia del
segundo, se observa que la costumbre es poderosa, te lleva a tener ciertos vicios
y en este caso en particular a aceptar hechos tales como que uno entre tres es
.3333(inclusive .3). Contrario a lo que realmente piensan ya que como vimos
afirmaron que 1.999..nunca seria 2 y observaron que un tercio no era .3333.

Después de esta clase ven el Teo. Fundamental de los Limites(operaciones
con limites: suma, resta, producto, divisién y potenciacion) y la clase siguiente

17 Al estilo axioméatico como B. Russell o H. Poincaré, en los Principia Mathematica(1910)
o “La mathematique et la logique”(1905) respectivamente
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presentan el siguiente

EXAMEN DE LIMITES. CALCULO DE LIMITES

1. Se tiene una sucesion infinita dada por la férmula S,, = {2 — %} conn =
1,2,3,4,... . Escribe los términos que consideres necesarios para hallar lim S,.
n—oo

Usa tu calculadora y elabora una tabla para encontrar el limite o concluir
que éste no existe. Asegurate de poner tu calculadora en modo radianes

s tanx
2. ;ZT} o

2
/s Sen3c

0si t<0
1si t>0

[Esta formula recibe ese nombre en honor al ingeniero electricista Oliver
Heaviside (1850-1925) y se puede usar para describir una corriente eléctrica que
inicia en el instante t = 0] Analice la funcion y determine iz_r)rgH (t)

4. La funcion de Heaviside H se define por H(t) = {

Encuentra los siguientes Limites algebraicos:
. 2126
5. £
. 3t2—10t—8
6. fim 14t
7 lim &t -z
h—o P . '
8y9. Dada f(z) = v/bx — 1 Hallar limw cuando z > £
h—0
10. Usa la definicion rigurosa de limite para probar que limmx+b = mc+b
r—cC

Del examen valdria la pena hacer notar que la dltima pregunta solamente la
resolvi6 una persona y que en general los alumnos recurrieron méas a la herra-
mienta algebraica y al calculo literal de limites que a la misma nocién de limite
para resolver los ejercicios.

SEGUNDA CLASE

En miras del tema “continuidad” y de una futura definiciéon de la misma, la
actividad de esta clase gir6 alrededor del Teorema del Valor Intermedio. Para
motivarlo se planteé el siguiente problema a todo el salén:

Un monje recorre diariamente un cerro atravesandolo de base a base -se
dibuja el cerro en el pizarron- ;El monje recorre todas las alturas del cerro?
i Por qué?

Posteriormente la discusion pas6 del problema concreto a algo mas abstracto,
a saber, decidir si un polinomio ciibico recorria todas las “alturas” del eje Y,
déndole especial énfasis a la altura cero. Para esto se recurrio a redefinir una
funcion continua en una discontinua precisamente en los puntos donde la funcion
se anulaba.
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VALIDACION

En esta clase se observé que ante el enfrentamiento de los retos de determinar
si un polinomio ctibico particular cruza el eje X y si lo sigue haciendo cuando no
es continuo en esos puntos, los alumnos reaccionaron de manera muy distinta
en ambos. Claramente cada reto tiene una dificultad conceptual distinta, pues
no se compara algo que es convincente a simple vista(aunque no tan simple de
argumentar rigurosamente) con algo que requiere un mayor manejo del concepto
que apenas se esta trabajando. En consecuencia con lo anterior, podriamos de-
cir que cuando los alumnos sienten que el problema esté a su alcance se sienten
seguros para argumentar pero sobre todo viven un autoconvencimiento, lo cual
en cuestion de actitud es sumamente positivo, pues no necesitan del juicio del
profesor para decidir su postura. Sin embargo, cuando no tienen herramientas
para sostener lo que han dicho al respecto, el aporte de razonamientos y argu-
mentos es casi nulo y la validez de sus afirmaciones muchas veces se traslada del
profesor a la calculadora, como lo muestra el siguiente didlogo

Llamaré Alumno 1 al que explique la gréfica del equipo 1 y asi para los otros
casos

Alumnol: La gréfica es asi porque tabulé y asi salio

Alumno2: Yo también tabulé pero no sale asi,-senalando su grafica dice-
primero sube luego baja, sube, baja y vuelve a subir

Alumno3: Yo la hice asi por que sus raices son -1,2 y 5, luego tabulé

Prof.: ;Qué gréfica escogemos entonces?

Varios: Pues la 2 o la 3 que son iguales. La 1 esta mal tabulada.

Se vuelve més impresionante esta validez, cuando observamos la grafica de
la redefinicion del polinomio del equipo 1 y las razones que dan para explicar
su dibujo
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Prof.: ;Por qué 5 intersecciones?

Eq. 1: Asi sali6 en la calculadora. Sabemos que por ser un polinomio ciibico
deberia tener tres raices, pero en la calculadora nos salen esos valores

Prof.: Entonces el polinomio tiene mas de tres raices. . .

Eq. 1: Si

Esto refleja en gran medida el peso que tienen los resultados de la calculadora
para ellos, ya que el referente de validez no fue ni su teoria ni lo que dijera en su
momento el profesor, sino lo que dictara su calculadora. Esto habla de una teoria
muy endeble si es que existe y de una concepcién errénea de que la calculadora
no se equivoca.

La idea de las 5 intersecciones fue discutida de manera grupal y en base a
la teoria que proporcionaron algunos sus companeros respecto a la cantidad de
posibles raices de un polinomio ctbico con la cual coincidia el equipo 1 pero
sobre todo gracias a la confirmacion de otros sobre los datos que arrojaba la
calculadora al hacer bien los calculos se concluy6 el error del equipo 1.
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ABSTRACCION

Volviendo a los retos de esta clase, para mi gusto existi6é una diferencia cuali-
tativa importante entre éstos. Preguntarles de forma intuitiva por la continuidad
de una trayectoria y pedirles que bosquejaran un polinomio ctbico con raices
reales fue algo que no caus6 mayor problema y en general todos coincidieron
en respuesta, lo cual era de esperarse pues la parte de continuidad involucraba
una idea natural de “no desaparecer” o que “la linea no se corte” aunado a que
el bosquejo de 23 — 622 + 3z + 10 (dado que lo redujeron a la imagen de un
segmento) no era un problema meramente de calculo; lo interesante fue cuando
se involucro el concepto de limite y ante la discusiéon de como era la grafica les
pregunté

Prof.: | Y después? ;Qué le pasa a la funciéon cuando x empieza a crecer?

Alumno: Podria bajar de nuevo

Prof.: ;Como sabremos si baja o sube o como se comporta la funciéon?

Ellos: Seguimos graficando

Prof.: ;Hasta donde?

Ellos:. ..

Prof.: Si x es muy grande ;Qué le pasara a la funcion?

Muchos usando su calculadora...

Ellos: También es grande

Prof.: Entonces ;Cuél es el limite de la funcién cuando x tiende a infinito?

Alumna: No existe, es infinito

Varios: Si, es infinito

Prof.: ;Y de este lado-sefialando el intervalo (-00,-1)7;Qué le pasa a la fun-
cion para valores muy grandes pero negativos de x7

Varios: Se va a menos infinito

Esto muestra que no existe una gran relacion(si es que existe) entre calcu-
lar un limite y las consecuencias que éste tiene, en este caso la interpretacion
grafica es nula, en otras palabras, obtener un limite no va mas alla de eso, de
calcular un valor. Y aunque no deja de ser importante que hablen sin temor de
comportamientos infinitos y de la no existencia de un limite, me parece se trata
de un mero asunto de lenguaje. En resumen, el uso de limite es una herramienta
que todavia no ocupan por si solos para un anéilisis, pero que empiezan a ser
capaces de manejar si se les sugiere la utilicen.

Otro asunto importante fue el intento por acercarse méas a la definicion de
continuidad con limites via la redefinicién de un polinomio,ya que pasar de ejem-
plos e ideas intuitivas a la definiciéon de un objeto es un gran brinco conceptual.
Sin embargo esta peticién fue realmente atroz para su madurez matemaética,
porque aunque no se detuvieron ni se intimidaron con el problema de dibujar
lo pedido, la principal consecuencia fue una total confusiéon al discutir los resul-
tados. Podemos observar lo que le sucedi6 al equipo 1, y en general lo que le
sucedio al resto.
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y es que en general los equipos de nuevo dibujaron una funcién continua con
nuevas raices(la rosa en este caso), lo cual nos indica que la idea de dar distintos
valores a las raices anteriores solo los llevo a deformar su anterior gréfica, solo
que sin usar la calculadora.

EL USO DE LA TECNOLOGIA

Como ya lo he mencionado anteriormente, el uso de la calculadora fue fre-
cuente en esta clase, sobre todo para tabular y en algunos casos para encontrar
los ceros de la funcién, respecto a esto ultimo debo notar que hay una dife-
rencia cualitativa, tal vez sutil, pero importante entre las gréficas; los primeros
simplemente tabularon y de casualidad encontraron uno o mas ceros(pues los
puntos que casi siempre grafican son enteros cercanos al cero), los segundos por
su parte encontraron los ceros y a partir de eso tabularon. En este tltimo ca-
so se muestra un avance, pues mas alla de que la calculadora hace su trabajo,
los alumnos tienen presente que las raices dan informacién importante sobre la
grafica y basados en su nocion intuitiva de continuidad tabulan unos puntos y
obtienen una grafica menos local que la de los otros.

Al mismo tiempo se debe rescatar que la calculadora les da informacion util
pero que generalmente no es aprovechada, precisamente por que no existe una
teoria que respalde esos resultados, por ejemplo, la calculadora les da los ceros
de un polinomio de hasta tercer grado, sin embargo algunos cuando grafican
“misteriosamente” les aparecen mas de tres intersecciones del polinomio con el
eje de las abscisas, algo que contradice su “teoria” pero que tiene més peso por
que lo dice la calculadora. A pesar de lo dicho, la calculadora también aparece
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en esta clase como brindadora de intuicién, pues ante la necesidad de determinar
el comportamiento del polinomio cuando la variable crecia, posterior a la idea
de seguir evaluando, surgié de forma natural(basados en su tabulacion) hablar
de comportamientos infinitos, logrando asi concluir la tendencia de la funcién
e involucrar el concepto de limite. Y me parece mejor senal de esta intuicién,
que cuando bosquejaron la redefinicion del polinomio no necesitaron de ella, la
respuesta inmediata de que solamente se alargaba y el trazo instantaneo del
dibujo lo comprueban, dicho en otras palabras, no sintieron la necesidad del
aparato para lograrlo o se mostraron dependientes de ella para conjeturar algo.
Esto habla de que es realmente tutil usar la calculadora, de que bien puede
ayudar a construir un concepto a través de la intuiciéon y también sirve para
comprobarlo o desmentirlo.

* Ven ejemplos de funciones discontinuas a través de dibujos

TERCERA CLASE

El objetivo de esta clase es seguir trabajando con la idea intuitiva de conti-
nuidad'®, buscando que de forma cualitativa concluyan que para que una fun-
cién sea continua en un punto debe ocurrir que el limite de la funcién cuando
la variable tiende a dicho punto debe ser la funcién valuada en ese punto. El
camino a seguir es construir funciones discontinuas y tratar de volverlas conti-
nuas(cuando sea posible). El primer problema que se trabajaré es algo del tipo
la funcién de Heaviside, buscando retomar con esto la existencia de funciones
discontinuas; para reforzarlo se busca que construyan ejemplos. Para dar mayor
abstraccion a la continuidad y aclarar las dudas que quedaron la clase pasada
debido a la redefinicién de una funcioén, se buscaréa que ellos redefinan funciones
con discontinuidades del tipo removibles, como f(x) = ‘/’;2_;11, que en principio
ya resolvieron en una tarea.

VALIDACION

Discuten y presentan argumentos que no sé6lo son de intuicién y nocién co-
mun como en la clase anterior, hablan con herramientas y lenguaje que ya tenian
de cursos anteriores lo cual les permite determinar a su juicio qué afirmaciones
de las discutidas tienen sustento y cuéles no, este aspecto es fundamental para
avanzar en el aprendizaje como senala Shoenfeld, pues por muy capaces que
sean si no tienen herramientas para enfrentar el reto, éste cambia a otro nivel,
posiblemente uno inferior al que se les presento.

181,a continuidad como concepto matemético aparece “de forma analitica” a mediados del
siglo XVIII con Euler, pero es hasta el siglo XIX con Bolzano y Cauchy, que se asemeja a la
definicién abstracta que conocemos con € y 8, posteriormente y basada en lo anterior aparece
una definicién con sucesiones que es equivalente y maéas similar a la que presentamos aqui
con limites. Es decir, la nocién se formaliz6 cientos de anos después de haberse empezado a
utilizar, por eso sugiere presentar ejemplos méas tangibles sin pensar en € y 8, pues la dificultad
de éstos es muy elevada para este nivel
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Resulta interesante que al no tener un algoritmo o un mecanismo fijo para
determinar la continuidad de una funciéon, los alumnos recurren a sus conoci-
mientos y a su intuicién, pues es esto aunado a las discusiones plenarias lo que
valida lo que piensan.

La discusion de dividir entre cero también fue importante para la validacion
pues al parecer todos estaban concientes de que dividir entre cero no esta defi-
nido(posiblemente establecido como axioma por el maestro), pero lo hacian sin
més, no notaban que en la mayoria de los limites que hacian mecénicamente
cancelaban alegremente sin considerar la divisién entre cero. Cuando se les pre-
sento la demostracion de que a=b implica(tramposamente) que 2=1 algunos se
mostraron escépticos, pero para muchos parecia més cierto que falso por que
el profesor lo habia demostrado. La percepcién de que estaba bien porque el
profesor lo habia hecho cambi6é cuando todos comenzaron a dudar del hecho
2=1 y sobre todo cuando alguien arguy6 que lo que estaba mal era la hipotesis,
pues eso motivo que hicieran un caso particular y precisamente con ese ejemplo
un alumno observo que se trataba de una divisién entre cero, en consecuencia
el resto de sus companeros empez6 a asimilarlo y a convencerse del error. De
esta forma del lado conceptual se concluyé que no siempre es posible cancelar
factores en una division, pero més importante fue que ellos se convencieron de
que estaba mal lo que habia hecho y aun mas, realizaron una labor que realiza
un matematico con frecuencia: probar primero algunos ejemplos para ver si algo
funciona y convencerse del hecho, para después tratar de generalizarlo.

ABSTRACCION

Al ver una gréafica pueden determinar viéndola si es continua o no'®, en

contraste, cuando les defini una funcién simple?® mas de la mitad dibujo lo
siguiente

12 :00
Es decir, geométricamente es clara su percepcién de continuidad pero ana-

liticamente todavia no, queriendo decir con esto que la representacion grafica
de la funcion ( que no sabfan era discontinua), fue la de una funciéon continua.

19Por supuesto que han visto sélo discontinuidades del tipo salto y removibles
20Simple en el sentido de combinacién lineal de funciones caracteristicas
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En otras palabras, hasta este punto de estudio(y me parece normal) todas las
expresiones analiticas de las funciones implican graficar funciones continuas. Por
ello es importante introducir notacién y problemas que involucren funciones que
no lo son.

Otro punto de interés y que es un concepto basico de Calculo, es la nocion
de “pequeno” (en este problema representado con la idea de instante). Cuando
les pedi graficar el caso en que un foco estaba apagado todo el dia excepto el
momento en que alguien prendia y apagaba el switch a las 11 de la manana, los
resultados fueron

|

|

Que muestran que la nociéon de pequeno para algunos ahora es més pequena
que antes(es decir, cercanfa ahora es .01 no 1). Y la nocion de acercarse se ve
més clara cuando presentan sus expresiones algebraicas para este caso, que son

Estas para mi gusto, denotan cierta idea de acercarse pero sin llegar, lo cual
se confirma cuando los que proponen las desigualdades no aceptan los intervalos
porque afirman que el 11 no puede estar en el intervalo, y es precisamente ese
argumento que utilizan aquellos que propusieron la idea de los intervalos para
explicar que por eso el intervalo es abierto y no cerrado. Muchos asumen que
no conocen la notaciéon, pero se las presento y aceptan que ambas expresiones
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son véalidas para la funcion. Posteriormente les presento distintas notaciones
para representar la funcién, a saber, con intervalos, con desigualdades y con “x
distinto de” (i.e la funcion tiene cierto valor cuando la variable es distinta de
cierto ntimero) y la aceptacion y la digestion resulta mucho mejor que la clase
anterior.

En el mismo sentido de la validacién hay que remarcar que usando herramien-
tas anteriores pueden construir nuevos saberes, hablar de intervalos abiertos-
diciendo que no incluyen el punto del extremo-, de indefinicién de funciones,
usar notaciéon de funciones combinada con simbolos de mayor y menor de forma
adecuada, nos dice que bien pueden enfrentar los retos de continuidad usando
conocimientos previos y también nos dice que lo que en su momento fue el obje-
to de estudio(en algebra y geometria analitica) ahora es una herramienta para
discutir la continuidad de funciones. Resalto el aspecto notaciéon porque fue un
problema que enfrentamos la clase pasada y ésta, a saber, redefinir una funciéon
discontinua definida en todo su dominio para que fuese continua?!. Este pro-
blema tiene dos retos simultaneos que posiblemente causaron la confusién, por
un lado esté el discutir intuitivamente la continuidad en un punto(que parece
asimilaron bien puesto que coincide con su nocion comin de continuo ). Por otra
parte esta la introduccion de nueva notaciéon y en consecuencia los conceptos que
ésta involucra. Tratar con nuevos simbolos no es tarea de minutos. Introducir
la notacién de una redefinicion y analizar la funcion desde ahi fue una mision
casi imposible para el alumno promedio, contrario a lo que se hizo en esta clase,
pues se presenté un problema y a través de éste se motivaron las definiciones y
las notaciones, cambiando de este modo la respuesta de los alumnos.

Hay que senalar que los alumnos mostraron cierta madurez para enfrentar
el naciente concepto de continuidad, sobre todo como ya dije, encaminada hacia
la definicion formal(que es lo que el maestro queria). Al principio de la clase
pasada y la primera parte de ésta, la nociéon de continuidad parecia un problema
completamente ajeno al problema de la aproximacion, sin embargo cuando se
problematizo6 el concepto a través de una funcion que ya habian trabajado, la
nocién de que el limite de una funcién en un punto debia ser igual al valor de la
funcion (por supuesto todo esto dicho con datos especificos) les pareci6 natural,
aunque podria decirse que dirigido por mis preguntas(jqué clase de pregunta
no es dirigida?), ya que después de pedirles graficar x1; y preguntarles por los
limites cuando x tendia a 11 por la derecha y por la izquierda, las respuestas
fueron cero y cero, lo que me llevo a preguntar

Prof.: ;Cual es el limite de la funcién cuando x tiende a 117

Ellos: 0

Prof.: {Y cuanto vale la funcién en 117

Ellos: 1

Prof.:; Es continua la funcion

Ellos: No

Prof.: ;Porqué?

2 22

21Leanse polinomios y funciones simples
22Hasta este punto no se ha definido o hablado de funciones continuas, simplemente es un
adjetivo calificativo que queda a la intuicién y concepcion de cada quien
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Ellos: Porque en 11 brinca de cero a uno

Prof.:;Se podria hacer continua?

Ellos:. ..

Prof.: ;Qué tendria que pasar para que fuera continua?

Ellos: No dar ese brinco

Prof.: jPodemos arreglar ese brinco? ;Podemos obligar a la funcién para que
no de ese brinco?

Ellos: Si

Prof.:; Cuanto deberia valer la funcién en 11 para que fuese continua?

Ellos: 0

En esta discusion de redefinir una funcion discontinua los alumnos piensan
que el proceso es posible para todas las funciones como lo muestran las siguientes
imagenes que resultaron de pedirles construir una funcién discontinua

25



Notemos que asumen que el método se puede ejecutar aun para funciones
para las cuales no es posible. Pero también observemos que recurrieron a una
grafica, esto lo podriamos interpretar como un avance en el sentido de ocupar
méas herramientas(en este caso las graficas)para entender y resolver un reto que
en un principio no requiere del dibujo. Para concluir hay que remarcar que una
vez mas un problema, esta vez de indole matemaética, gener6é una idea de como
deben ser las cosas, esta clase les dio intuicién sobre qué debe cumplir una
funcién continua, para ello fue necesario que erraran en algunos de sus ejemplos
y por tanto generar una discusiéon sobre porqué algunas de las funciones que
propusieron son imposibles de redefinir para ser continuas, centrandose en el
aspecto de que el limite de la funcion en la discontinuidad no existia.

TRABAJO EN EQUIPO Y LENGUAJE

Las discusiones en equipo siguen enriqueciendo su aprendizaje, los que no
saben de intervalos o desigualdades se ven ayudados por sus companeros de
equipo y asi tanto el que explica como el que escucha juegan papeles de apren-
dizaje, uno refuerza el otro se familiariza. En este mismo sentido, habria que
senalar que aunque se trabaja en equipos de maximo 4 personas, las discusiones
y las dudas traspasan los equipos, por eso en las discusiones plenarias se sue-
len dividir también en grupos mas grandes que piensan de una manera similar.
En cuestiéon de lenguaje me parece interesante como es sutil pero sustancial el
tipo de respuesta ante las preguntas ;Coémo harian para que la funcion fuera
continua? Y jcuanto deberia valer la funcién en 11 para que fuese continua? De
donde me parece clara la intima relaciéon que guardan entre valuar y limite.

Como ya se menciond en la parte de abstraccion el concepto de pequeno o
instante es fundamental para entender cada vez mejor el concepto de limite y
resulta interesante como denota algo més pequenio “instante” que “momento”.

USO DE LA TECNOLOGIA

La tabulacion es el principal uso que le dan, en este caso les sirve en conse-
. 2_ . . . .
cuencia para graficar = _11 pero también les da la oportunidad de discutir una

divisién entre cero y por supuesto el concepto de continuidad. Dado que en una

tarea (de obtener limites) habian calculado lim ”?2:11 . Escribo y pregunté ;este
z—1 7T

limite existe?
Varios: No, porque estéis dividiendo entre cero
Prof.: Pues en la tarea todos lo hicieron y si existia
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Alumno: Si existe, factorizas, cancelas y sustituyes. El limite es 2

Prof.: A ver, unos dicen que si existe y que vale 2 y otros que no existe. Me
gustaria que dibujaran la grafica de la funcion y que analizaran el limite(que les
acabo de escribir) y me digan qué sucede en x igual a 1

Inmediatamente después muchos me dicen(mostrandome sus dibujos) que
seria como una grafica con un hueco en 1. Un equipo me dice:

Equipo: jNo seria como el ejemplo que nos pusiste de la luz? Que por ejemplo
en x=1 sale que es error, ya en 2 sale 3 y en 3 vale 4. O sea, como que hay un
espacio y ya empieza a crecer

Prof.: Bueno, teniendo eso en mente hagan la grafica.

Les doy unos minutos y este es el trabajo de cada equipo

i

| 7

Prof.: Veo que varios dibujaron un hoyo en el valor que le corresponde a 1
;Cuanto vale entonces la funcién en 17

Ellos: Dice error|refiriéndose a la calculadora], no tiene valor en 1

Prof.: ;Entonces? ;Qué sucede con esta funciéon respecto a su limite en 1y
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su valor en 17

Alumno: Pues existe el limite pero el valor de la funcién no

Prof.: ;Esta funcién es continua?

Ellos: jNo!

Prof.: jPodriamos hacerla continua? ;Qué tendriamos que hacer?

Ellos:. ..

Prof.: ;Qué problema tenemos?

Ellos: No esté definida en 1, pero vale % para x distinta de 1

Prof.: ;Y en 17

Ellos: No esté definida

Prof.: ;Podriamos definirla? Es decir, darle un valor a la imagen de 1

Ellos: Si

Prof.:; Cuanto tendria que valer en 1 para que taparamos el hoyo que dibu-
jaron?; Qué valor le tendriamos que dar para que fuera continua?

Alumnol: z + 1

Alumno?2: 2

Alumno3: Es lo mismo por que x vale 1

Prof.: ;Entonces?

Ellos: Pues si vale 2 cuando x=1 ya se vuelve continua

La calculadora les dice que el valor de la funcién 9”::11 en 1 es error, pero
ellos mecanicamente habian obtenido que el limite valia 2, es decir, los alumnos
creen que es lo mismo el valor de la funcién en un punto y el valor del limite de la
funcion en ese mismo punto. Esto se debe en gran medida al método de resolver
limites factorizando y evaluando, ya que de este modo se suele pasar por alto
en primera instancia la discusion sobre la divisién entre cero, en segundo lugar
el anéalisis del comportamiento infinito y en tercer lugar y no excluyente de las
anteriores el punto central del curso que es ir digiriendo la nocién de limite.

Es de resaltar como al considerar la parte grafica y no solo la algebraica de
los limites su perspectiva cambia, ya no sélo saben que el limite es 2 cuando x
tiende a 1, también pueden apreciar por lo menos que en 1(aunado a lo que dice
su calculadora)hay problemas, pero no sélo eso, pueden conjeturar mejor cuanto
debe valer la funcién en 1 para que sea continua la grafica. En este punto debe-
mos observar que hasta ahora la herramienta limite no les es muy ttil, les parece
maés bien un tema que esté en el temario y hay que ver. También hay que notar
que todavia a varios alumnos les basta con calcular algunos valores(inclusive
de nimeros enteros) para obtener una buena aproximacion de una grafica, por
eso en muchos dibujos solo se ve trazado un segmento de la misma. En este
aspecto podria venir muy bien la ayuda tecnolégica no solo de la calculadora
sino también de la computadora, mas como una auxiliadora en la comprobacion
de lo hecho con teoria, que simplemente como una graficadora.

La siguiente clase que da el maestro se dedica a redefinir funciones dis-
continuas para ser continuas, les da un algoritmo. Les habla de funciones sal-
vables(cuando existe el limite en la discontinuidad) e insalvables(cuando no).
Basado en la siguiente

Definicion. Una funcién f : /8—fR es continua en un punto c si
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* [ esta definida en ¢

x Existe lim f(z)

r—a

* Si lim f(x) = f(a)

HORA DEL EXAMEN...

El profesor me da la oportunidad de cooperar para el examen de continuidad,
propongo ejercicios y los discuto con mi asesor.

La primera propuesta se componia de 4 ejercicios que consistian en contrastar
lo continuo con lo discontinuo, trabajar un poco con limites(en vista de su
desconexion con lo grafico o lo real y su tnica relacién con lo algebraico) y
meter algo de desigualdades para la definicién con Epsilon y Delta, que me
comento el profesor queria ver.

Discuti con mi asesor como debia abordarse la posible redefinicion de una
funcion discontinua para volverla continua-esta idea surgié de introducir un
concepto mas formal de continuidad por medio del limite de la funcién en un
punto, de aproximarse a éste y detectar cuanto deberia valer la funcién ahi para
que estuviera definida y no existiera un hoyo(concepto que graficamente era
muy claro). En esta pregunta se acordé no pedir literalmente que la redefinieran
porque ademas de que el maestro ya habia hecho ejercicios de este tipo en clase
el reto se reducia meramente a un proceso mecanico??; en vez de eso se pidi6
que dijeran si el punto (con el cual la funcion estaria definida y serfa continua)
pertenecia a la grafica, que determinaran el limite en ese punto y dieran una
funciéon que fuera igual a la discontinua pero que fuese continua en todo su
dominio.

Otra pregunta consistia en construir una funciéon discontinua en 3 puntos,
esto con el fin de que dieran ejemplos mas que nosotros se los mostraramos.

La ultima era para cubrir la posible teoria que hubiera visto el profesor sobre
Epsilon y Delta, pero dentro de mi ejercicio se observo que eran 2 cosas simulta-
neas las que se pedian: contrastar continuo con no continuo y hacer el analisis a
través de desigualdades, situacién que se consideré realmente complicada para
ellos, por lo que la pregunta devino en preguntar qué ntimeros cumplian cierta
desigualdad e interpretar geométricamente el resultado. Finalmente el maestro
disena el siguiente

EXAMEN DE CONTINUIDAD.
1. Mi idea de CONTINUIDAD es....

23Me atrevo a hacer esta afirmacion porque inclusive durante la clase previa al examen el
maestro intent6é hacer un ejercicio de redefiniciéon y los alumnos practicamente inventaron la
redefinicién de ésta, al preguntar si h(z) = % era continua en 1 y de no serlo si se
podria redefinir, ellos dijeron que era como las graficas que habian hecho, que en 1 no estaba
definida y que habia que redefinirla. Cuando se les preguntd que valor le darian al 1 unos
dijeron distinto de 1 otros -1, y al momento de escribir la nueva funcién dijeron que valdria
h(x) si x=1 o x=2
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2. Observa con atencion la grafica anexa y argumenta jPor qué no es continua
la funcion? ;Cuél de las tres condiciones de CONTINUIDAD no cumple?

P

3. Construye una funcién que no sea CONTINUA en x = -2y x =7
4. Sea f(x) = ””3;37_”5_10 Calcula a) lz’rréf(x) b) Reescribe f(x) de tal manera

que sea CONTINUA en 5

5. En un estacionamiento se cobran 3 dolares por la primera hora (o fraccion)
y dos dolares por cada hora (o fraccion) subsiguiente, hasta un maximo diario
de 10 dolares.

a) Grafique el costo de estacionar un automoévil como funcion del tiempo que
permanezca alli.

b) Discuta las discontinuidades de esta funcion y su significado para al-
guien que estacione su automovil.

6. Usa la definicion de CONTINUIDAD y el Teorema de Limites para mos-

trar que la funcion es CONTINUA donde se indica. h(z) = fjll enc=1

7. Las funciones siguientes no son CONTINUAS en x= 2 ;Cémo pueden
ser redefinidas para que sean CONTINUAS en ese punto?

. 3-8 . x— x> 2% —6x° T —

i) H(z) = 255 )f(0) = 522 1) glo) = 245 1) Gla) = £=0r2e=s

x—2 r—2 r—2

Ya en el examen, cuando se les pregunta qué quiere decir que una funciéon sea
continua la mayoria habla de una funcién que no presenta desperfectos, hoyos.
Unos diferencian entre su nocion y la nocién de célculo, hablan de “procesos
que no sufren cambios” o “cambios abruptos”. El resto(sélo 5 del total) recita la
definicién que se dio en clase.

La segunda pregunta muestra que tienen clara la idea visual de continuidad,
pueden ver una grafica y determinar a ojo si hay o no continuidad, mejor atn
usan la definicion dada en clase para argumentar sus afirmaciones.

Cuando se les pide dar una funcién que no sea continua en 2 puntos, muchos
ni siquiera lo intentan, los restantes pusieron funciones racionales con denomi-
nador lineal o algo que si era continuo o discontinuo solo en un punto no en los
2. Podriamos decir que en el proceso de determinar si una funcion es continua(al
igual que en el de relacionar una expresion algebraica con una grafica) solo se
tiene claridad hacia un lado, es decir, dada una expresion pueden ver cuando
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no es continua, pero si se les pide dar el ejemplo de una discontinua resulta casi
imposible. Moraleja: “mas importante que dotarlos de ejemplos, es lograr que
ellos los den”

De ahi en fuera el resto del examen era talacha.

De esta secciéon de continuidad podemos decir que en un principio para ellos
no existia relacién entre el problema de continuidad y el problema de aproxi-
macion, sin embargo después de problematizar la continuidad y una vez que se
introdujo la definicién de continuidad los argumentos meramente geométricos
para decir que una funcién no era continua cambiaron bastante por argumentos
de limite pero relacionados solamente con los 2 primeros puntos, afirmo esto por
que la indeterminacion y la discontinuidad de una funcién pensaban se puede
arreglar siempre con un argumento algebraico calculando limites . A pesar de
que el maestro vio ejemplos(solo con dibujos)de casos en que se cumplen las 2
primeras condiciones pero no la tercera, me parece que a los alumnos les faltd
analizar més ejemplos(geométrica y algebraicamente)para que ellos construye-
ran la definicién de continuidad, que aunque no fue algo que los desubicara o
haya sorprendido no fue del todo digerible. Por eso las condiciones mencionadas
no les parecieron naturales, mas bien se trataba de condiciones que se tenian
que cumplir por que asi era la definicion.

CUARTA CLASE

El objetivo de esta clase es trabajar con la nocién y notaciéon de razén de
cambio, vamos hacia el estudio del “limite derivada”. Se insiste en razéon de
cambio porque es una de las raices del concepto de derivada??; en segundo
lugar porque los alumnos en el examen de continuidad presentaron ideas de
continuidad como “procesos sin cambios” o de discontinuidad como procesos
“con cambios abruptos”??, ideas que habria que confrontar con estas nuevas. En
tercer lugar porque el profesor me pidié una introduccion para que él analizara
el problema de la velocidad instanténea.

La forma de trabajar sera analizando situaciones reales y relacionando gra-
ficas con los cambios observados, ya sea haciendo la grafica o interpretando la
misma. Para ello se divide al grupo en equipos y se pide hagan dibujos sobre el
llenado de diferentes recipientes, cilindricos, conicos, en forma de copa y también
un tanque de inodoro.

VALIDACION

Esta clase nos arroja una muestra del peso que tiene en la validacién una
discusion con recursos. Como debatir respecto a los cambios que sufre un reci-
piente al ser llenado requiere basicamente intuicion; las afirmaciones y conjeturas

24Naci6 con problemas de velocidad-Newton- y problemas de calcular tangentes- Descartes-
pero el ejemplo de la velocidad media e instantanea parece més natural y menos genial. Genial
entendido como una idea brillante por parte de Descartes, Leibniz y compania

2530breentiendo que quisieron hablar sobre posibles brincos u hoyos en la grafica, pero de
cualquier modo es importante que sepan expresar de forma mas precisa y acertada lo que
tienen en la mente
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hechas fueron desechadas o aceptadas por los mismos alumnos, asi que mi mi-
si6n consistié simplemente en hacer preguntas incomodas y meter cizana para
enriquecer el debate, por ejemplo al analizar la grafica

A2
e Al del agna
*®

:

Temm e Denado

Prof.: La altura empieza a crecer jcoémo?-dibujo una recta, algo concavo y
algo convexo-;Como crece? ;El nivel sube de forma constante?

Ellos: No, primero se llena méas rapido y luego mas lento

Prof.: Entonces, en el mismo tiempo ;Doénde sube mas el nivel de agua?

Ellos: En la primera parte, debe de ser céncavo?® y en el segundo tramo
convexo por que durante la segunda etapa primero crece mas lento y luego més
rapido

Prof.: ;Si? Yo digo que es al revés

Varios: No, asi esta bien, es justo el crecimiento pero al revés de la primera
parte, que era primero rapido y luego lento.

ABSTRACCION

Es maravilloso cémo reaccionan los alumnos ante los cambios, tienen facili-
dad para distinguir velocidad y tipo de cambio. No les cuesta demasiado trabajo
determinar si es concavo o convexo el trazo que represente el caso estudiado;
al tiempo que representan graficamente lo que sucede en un evento real, esto
muestra madurez y para dar un salto més dentro de ella, habria que debatir las
ecuaciones que corresponderian a sus dibujos. Pasar a la parte cuantitativa de
los fenémenos estudiados es lo que enriquecera su nocién de calculo, es cierto
que entender primero la idea de cambio y sentir dichos cambios en el estémago
es fundamental para dar el paso a lo abstracto y para motivar el estudio del
nuevo objeto con herramientas matemaéticas, cumpliendo asi el ciclo del que ha-
bla Vergnaud, donde ahora el limite sera el escalon para ascender al nuevo piso
de la derivada.

Cabe senalar qué poder tiene la teoria sobre la practica, me explico. Cuando
les dije

Prof.: Piensen en la rueda de la fortuna de Chapultepec Oriente (hago dibujo)
que da una vuelta en 4 minutos. Si reportamos la distancia que existe entre el

260jo, en un principio no hablaban de céncavo y convexo, simplemente lo utilizé para
reportar el movimiento de sus manos
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piso y el carrito que estd mas cerca del mismo conforme pasa el tiempo ;Coémo
seria la grafica?

| . 4

Las graficas se dividen practicamente en 2 tipos, los que afirman que son
segmentos lineales y aquellos que dicen que son curvos, algo del tipo seno

Prof.: Vi sus graficas y encontré 2 propuestas en general-las dibujo. Plati-
quenme el por qué de cada una

Equipo lineal: Son lineas por que la velocidad es constante nunca cambia,
entonces no pueden ser curvas

Equipo curvo: No, pero estamos reportando altura no angulo, al principio
recorre menos y luego en el mismo lapso de tiempo avanza mas, sin que cambie
de velocidad

Equipo lineal: Pero si dibujas curva quiere decir que la velocidad ya no es
constante?”

Equipo curvo:. ..

Prof.: De acuerdo, ;Qué es lo que estamos reportando, altura contra tiempo
o angulo contra tiempo?

Ellos: Altura contra tiempo

Prof.: La velocidad que reporta cambio de édngulo respecto del tiempo se
llama velocidad angular. ;Coémo es la velocidad angular en este ejemplo?

Ellos: Constante

Prof.: Volviendo a nuestro caso de altura contra tiempo, en los primeros 30
segundos por ejemplo ;De donde a donde se mueve? ;Como es el cambio de su
posiciéon respecto del tiempo?

Ellos: Se mueve hasta un octavo de vuelta

Prof.: ;Sera la misma altura que recorre en los siguientes 30 segundos?

Ellos: No recorre més en los segundos 30 segundos

27Como dato curioso, el equipo lineal al principio decia que el comportamiento era curvo y
el equipo curvo decia que era lineal, mi misiéon fue meterles la duda
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Prof.: ;Por qué?

Ellos: Ahi se ve?®

Prof.: ; Asi con el dibujo me creen? ; Qué tal que dibujo diferente la situacion?-
Dibujo algo enganoso

Ellos:. ..

Prof.:; Qué ecuacion le corresponde a esta figura-senalo la rueda de la fortu-
na?

Alumno: Pues como es circunferencia digamos 22 + y2 = 1

Prof.: Entonces-dibujo esa circunferencia-sera cierto que la altura correspon-
diente a % esté justo a la mitad-y sefialo el intervalo [0,1] en el eje Y

Algunos: No, estda mas alto que .5, de hecho la altura que le toca es “raiz
cuadrada de 1 menos .5 al cuadrado”

Prof.: Entonces ;jRecorre la misma altura en los primeros 30 segundos que
en los segundos? ;Coémo es la grafica?

Ellos: Curva, porque no recorre la misma altura en el mismo tiempo

Prof.: Entonces ;Estéa bien la grafica propuesta?

Varios: Si

Otros: No, por que primero sube menos y después mas[refiriéndose a los dos
intervalos de 30 segundos que analizamos| Debe ser primero convexa y luego
concava

Prof.:; Qué sucederia si subo la rueda de la fortuna 5 metros? 2°

Varios: Sube la grafica 5 metros

Prof.: Y si las vueltas ahora son de 2 minutos

Ellos: Pues se apachurra la gréfica, da 2 vueltas en el mismo tiempo que
antes hacia una

Con este didlogo pudimos ver como por un lado la teoria(de geometria anali-
tica) sirvio para argumentar y tener certeza en la afirmacion de que el compor-
tamiento era curvo. Del mismo modo la idea de que cambio constante implica
comportamiento lineal, sustentd los argumentos del equipo lineal y cre6 un rico
debate, y aunque no trascendi6é por que estaba mal el anélisis de qué variable
cambiaba respecto a cual, tuvo lugar una discusiéon en la que un argumento
tedrico estuvo por encima de un dibujo, lo cual es un punto a favor pues los
alumnos muestran que ese tipo de razonamientos(solo con dibujos)no son ar-
gumentos suficientes para convencerse de una verdad. Respecto a esto dltimo,
es de suma importancia que hayan (debatido y)reconocido cuéles eran las va-
riables involucradas, pues es fundamental para hablar de derivada y sobre todo
para estudiar regla de la cadena3’, que hayan reaccionado favorablemente ante
cambios de cambios, como lo fueron la traslaciéon de la rueda y el duplicar la

28Una chica se aferra y se fundamenta en la teoria para afirmar que dado que la velocidad es
constante no puede ser una curva aunque en el dibujo lo aparente. Es interesante esto porque
antepone la teoria a un dibujo y eso muestra un mayor nivel de convencimiento.

29Como un comentario marginal, no result6 raro que la misma chica respondi6 rapidamente
qué le sucedia a la grafica si cambiaba de carrito y me subia al que estaba a 5 metros del piso,
su respuesta fue “nada, la grafica es idéntica pero empiezas a dibujar en 5”

30Desde mi punto de vista la presentacién de suma, resta, multiplicacién y divisién de
derivadas se podria dar como una consecuencia del estudio de la regla de la cadena. Pues de
hecho son casos particulares de ésta
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velocidad de giro, esto habla también de que es posible estudiar y sembrar desde
este momento precisamente la regla de la cadena que tanto trabajo les cuesta.

TRABAJO EN EQUIPO Y MANEJO DEL LENGUAJE

Trabajar en equipo, en ésta como en las clases anteriores, enriquece y afina
la discusién grupal, pues cuando los grupos en que se dividi6 al salén presentan
sus ideas, son ideas que fueron previamente discutidas en el seno del grupo
pequeno, cuando se debate si la grafica de “jalarle al bano” es de un modo u
otro, cada equipo muestra argumentos para sostener sus dibujos. Aunado a lo
anterior como introduzco céncavo, convexo y lineal, su vocabulario aumenta y
dado que la discusién se centra en ver qué tipo de cambios ocurren, los nuevos
términos se vuelven normales y son utilizados por los estudiantes. Dicho de otra
forma, se introdujo nuevo lenguaje como consecuencia de un problema.

Ademés como sugiere Santos3! se promovié un ambiente en el que los alum-
nos evaluaron, cuestionaron y criticaron las sugerencias o ideas que se presenta-
ron tanto por mi como por los mismos estudiantes, logrando de este modo una
simulacion de la actividad matemaética y una construcciéon grupal del concepto
de razén de cambio.

Algo que debo reconocer y que es muy importante, es que en esta clase me
falt6é introducir la notaciéon de razén de cambio. Esto es fundamental porque de
lo contrario todo lo que se trabajo queda en dibujos e ideas pero no aterriza.
Aunado a ello después de introducirla habria que trabajar como expresar cambio
instantaneo con esa nueva notacion.

USO DE LA TECNOLOGIA

En esta clase dado que se hizo un analisis cualitativo de razén de cambio,
no fue necesaria la tecnologia. Sin embargo para la parte cuantitativa(que se
hizo en otra clase), aparecera como auxiliar para visualizar lo hecho a mano y
desarrollar la intuicién.

Durante la siguiente clase con el maestro, se hace un estudio de la veloci-
dad instantanea, trabajando con el problema de velocidad media e instantanea.
Usando sobre todo la calculadora para hacer aproximaciones y construir el limite
derivada sin llamarlo asf.

QUINTA CLASE

En vista de que el profesor estudié la caida libre y la velocidad instantanea,
el objetivo de esta clase seré estudiar el “limite derivada” desde el punto de vista
geométrico, trazar y calcular ecuaciones de secantes para aproximarse de este
modo a la tangente. Se presentara la ecuaciéon de la parabola y = —2%2 + 1y a
través de rectas secantes, empezando por la que pasa por (1,0) y (0,1) se buscara
conjeturar el mismo limite que obtuvieron al calcular la velocidad instanténea.

31Santos, 1998 op. cit.
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VALIDACION

Contrario a lo que sucedi6é durante la cuarta clase en la que a falta de algo-
ritmos para trabajar sus ideas intuitivas y conceptuales fluyeron y fueron sufi-
cientes para trabajar con razoén de cambio, en esta clase la falta de herramientas
aun acompanadas de ideas intuitivas, fueron definitivas para empobrecer su par-
ticipacion en la verdadera discusion(que no era la de cudl es la ecuacion correcta
de cierta recta) y por tanto su validacion de lo obtenido. Una vez que se obtuvo
una expresion para calcular la tangente de una curva especifica en un punto
dado(—2? + 1 en (1,0)) los alumnos sintieron cierta confianza y dieron peso a
lo concluido al obtener como resultado el limite derivada, sin llamarlo asi por
supuesto, porque coincidia con el limite que habian obtenido con el profesor al
estudiar la velocidad instanténea, es decir, se sentian en terreno seguro ya que
no era la primera vez que vefan ese limite y confiados porque inclusive sabian
calcularlo. Dicho de otro modo, la similitud de resultados entre algo que se daba
por cierto y a lo que se lleg6 en esta clase influy6 para asentar més su conjetura
sobre el limite que les permitia calcular la pendiente de la recta tangente.

ABSTRACCION

En esta clase y como podremos ver en el resto del curso la nocién de tan-
gente a una curva fue un concepto turbio para los estudiantes. En el proceso de
construirla a través de la aproximaciéon por medio de secantes, mas alla del gran
problema que se enfrenté porque pocos estudiantes tenian presente la ecuaciéon
de la recta, en primera instancia los resultados fueron favorables ya que los es-
tudiantes concluyeron su analisis obteniendo la ecuacién general de la pendiente
de la tangente(insisto, en un caso particular). Es de llamar la atencién que como
suele pasar en matematicas, por tratar de evitar hacer mas casos en un proble-
ma se lanzaron sobre la generalizacion, ésto por un lado mostré su desgano (ya
que sblo habfamos calculado dos pendientes) pero mostré madurez, que es lo
que mas importaba, ya que no sélo dijeron que habia que hacer el caso general
sino que lo hicieron, como lo muestra el siguiente didlogo

[después de hacer un repaso de la ecuacion de la recta y obtener la pendiente
de la segunda secante]

Ellos: Entonces la ecuacion seria y = —%x + %

Prof.: ;Qué sucedera para el punto medio entre (%, O) y (1,0)?

Alumna: La ecuacion es y = —%:z: + %

Pido otra secante y ante su respuesta de ya no mas

Prof.: Bueno ;Cémo hacemos para que la recta roce sélo en (1,0)7 ;Cuél
serd la ecuacion de dicha recta?

Alumno: Hay que seguir sacando puntos medios y secantes

Prof.: ;Hasta cuando?

Alumna: Pues hay que hacer un limite

Prof.:;Cual? ;De qué?

Alumna: Quién sabe, la cosa es que “x” tiende a 1, “y” a cero y la pendiente
parece que se va a -2
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Todos parecen estar de acuerdo

Prof.:; Como escribimos eso?

Ellos:. ..

Prof.: Dicen que si seguimos sacando secantes podriamos llegar a la tangente
y que eso se lograria con un proceso de limite ;Como fuimos obteniendo las
ecuaciones de las rectas secantes?

Ellos: Pues primero sacamos la pendiente y luego la ordenada al origen. La
pendiente la calculamos con ;’z:gi

Prof.: {Quién era ys, y1, T2 y 217

Ellos: yo era siempre 0, x5 siempre 1, x; era 0, %, % y y1 el punto que le
correspondia

Prof.:; Podrian pronosticar la siguiente pendiente de la recta secante?

Ellos: Pues... 11176?32

Alumno: Como elsaﬁl se esté acercando a 1 podemos escribirlo como 1 menos
un cachito

La mayoria luce convencida

Prof.: ;Como escribimos lo que dijo su companero?

Alumna: Podria ser 1-h y hacer que h se vaya a 0

Alumna2: Noo, h se iria a 1

Varios: No, por que la h es como la distancia que hay entre el punto medio
y el 1, entonces se va haciendo chiquita

Mayoria: Si h se va a cero

Prof.: Entonces jcomo escribo todo esto?

Alumna: Pues con un limite, limite cuando h tiende a cero de 0-f(1-h) entre
1-(1-h)-Lo escribo en el pizarron

Muchos: jjAaahh!! Es ese limite, nos hubieras dicho desde el principio

Prof.: A ver, calculen entonces el limite

Lo hacemos en el pizarrén en vista de que a muchos se les complica, me van
dictando y concluimos que es -2

Prof.: ;Qué es este -2 que nos dio?

Ellos: Es la pendiente de la recta tangente

Prof.: ;Qué tangente? ; Cualquier tangente? ;Tangente de qué curva?

Ellos: No, la tangente de —x? + 1 que pasa por el (1,0)

Prof.: jPodrian calcular la recta tangente de la misma curva pero que pase
ahora por el (2,-3)?

Ante el silencio, pregunto nuevamente

Prof.: ; Podremos repetir el proceso de las secantes?

Alumna: Si, pero mejor utilizamos ese limite que ya encontramos porque
seria lo mismo y ponemos 2 en lugar de 1

Varios: Si mejor asi

Prof.: Haganlo

Varios: Da -4

Prof.: jPueden hacer entonces cualquier caso? Por ejemplo x=10

32Dijeron literalmente “el valor que le corresponde a 7/8”. Resalto este hecho porque mas
adelante esto facilito el caso general
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Mayoria: Si es lo mismo

Alumna: De hecho podemos hacer el caso general, en lugar de poner 1 0 3 o
10 ponemos x

Varios: Ah, pues si

Como podemos ver en este ejercicio, los estudiantes usaron su idea geométri-
ca para obtener la tangente y la llevaron a cabo algebraicamente con esfuerzo,
guiados sobre todo por una alumna. Llevar a cabo los dos procesos simulta-
neamente habla de una concepcién més global del problema y ésta fue una
caracteristica del grupo de aqui en adelante, muchos alumnos sé6lo tenian una o
ambas, pero nunca conjuntas.

Sin duda un problema que comenz6 a tomar relevancia fue el de la asociacion
grafica-ecuacion, pareceria que alumnos de tultimo ano de CCH conciben la re-
lacién biunivoca entre una ecuacién y su grafica, pero no es asi, la relacion sélo
es clara hacia un lado. Seré mas claro: los alumnos pueden operacionalmente
calcular valores de una ecuacion dada, sin embargo con frecuencia no son capa-
ces de determinar si cierto punto esté en la grafica o muchas veces ni siquiera
saben qué valor le corresponde a un valor del dominio. La diferencia es sutil,
pero impactante: dada una funcién, pueden obtener varios valores e inclusive
graficarlos®?, jpero no pueden asegurar si un punto vive en la grafica! Resalto
esto por que ademés de ser grave, fue un problema para generalizar y construir
el limite que permitia calcular la pendiente de la recta tangente.

Aunado a lo ya mencionado, como afirma Brosseau, esta presentaciéon de la
tangente resulté un golpe fuerte(que no esperaba fuera de ese tamafio) al entrar
de lleno a la construccion de la misma, estuvo muy descontextualizada y la razén
de su estudio fue demésiado ficticia.

TRABAJO EN EQUIPO Y MANEJO DE LENGUAJE

En esta clase no se trabajo por equipos, la discusion estuvo abierta todo el
tiempo para todo el grupo, lo cual posiblemente hizo que avanzara més rapido la
clase y que muchos alumnos no procesaran del todo bien lo visto®* ya que algunos
alumnos fueron sugiriendo ideas y argumentando de tal forma que convencian
al resto.

LA TECNOLOGIA

La calculadora sirvi6é para calcular pendientes, lo cual a su vez les dio la idea
de un patrén en el comportamiento de las mismas y en consecuencia los condujo
a la conjetura y construcciéon del limite “derivada”. Aunque no jugd un papel
esencial porque otra vez se tratd de una clase mas cualitativa que cuantitativa,
y eso de hecho se debi6 al camino que tomaron los alumnos, ya que la misma
calculadora les pudo hacer todas las cuentas, pero decidieron atacar el caso
general. Podriamos decir que ante cierta madurez la calculadora que bien puede

330jo, valores que ellos escogen
34Gituacion que percibi hasta escucharlos y ver sus tareas posteriormente
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hacer todos los céalculos pasa a ser una segunda herramienta, la principal son
los conocimientos previos y la idea para resolver el problema en cuestion.

SEXTA CLASE

Sesion en las computadoras con el programa Geogebra. Con el fin de reforzar
su idea geométrica y analitica de tangente se les pedira dada una funcién y un
punto35, encuentren una recta tangente que pase por dicho punto. En primera
instancia so6lo se trata de dibujarla, la segunda etapa consistira en describir con
lenguaje matematico lo que hicieron en la computadora, es decir, escriban paso
a paso la construcciéon de la tangente.

VALIDACION

La discusiéon vuelve a ser fundamental para que los alumnos validen su co-
nocimiento, en este caso durante la descripcién de su trabajo para encontrar la

tangente, ya que seguir la falsa idea de que h en la expresion }llZTf(L) w es la

distancia entre los puntos f(x) y f(x-+h) los llevo a una aberracion, pues después
de repasar la construccion y calcular la distancia entre f(x) y f(x-+h) para x fija
notaron que aunque la distancia efectivamente tendia a cero, no se trataba de la
misma cantidad y con ello concluyeron que h hacia referencia a otra distancia,
aquella que hay entre los puntos de dominio (z,0) y (z £ h,0), logrando de este
modo detectar su error y corregirlo. También la discusiéon plenaria sirvié para
darle mas luz al “limite derivada”, pues a través de la participaciéon expresada
en publico se concluyo al final de la clase qué queria decir y qué significaba cada
“elemento” en la expresion que ya se sabfan de memoria, es decir, que el cociente
de diferencias es una razoén de cambio entre dos puntos proximos del dominio y
sus respectivas imagenes y que para lograr que los primeros puntos se acerquen
hacemos que la distancia entre ellos, h, tienda a cero con un limite.

ABSTRACCION

La idea geométrica esta clara y su idea de limite es buena, pues por un lado
saben graficamente que a través de secantes se pueden aproximar a la tangente
y por otro que un objeto se aproxima a otro si la distancia entre ellos se hace
cero. Esto muestra que se esta digiriendo bien el concepto intuitivo de limite y
que éste empieza a fungir como herramienta para construir nuevos conceptos,
cumpliendo el ciclo que menciona Vergnaud.

Nuevamente parte de la construcciéon y desarrollo de la clase no se dio de
manera adecuada por que varios alumnos no tenian clara la ecuaciéon de la
recta. También se vieron afectados una vez més porque el problema de dada
una grafica y dar puntos sobre la ella se les dificulta(no pudieron inclusive dar
un punto sobre la funcion que estuviera cercano a (-1,-1/2), més aun, al pedirles
que dijeran la imagen de un punto especifico, muchos todavia adivinaban). Esta

35La funcién por estudiar la eligieron ellos y fue f(x)=1/(x-1)
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falta de herramientas son fundamentales para trabajar este tema y en particular
con la computadora. Por ello, como nos recuerda Schoenfeld, para construir los
nuevos conceptos, por mucha creatividad e ideas que tengan, con esta ausencia
de conocimientos es dificil que construyan uno nuevo.

Posiblemente debido a que se recorrié el camino de un problema3® hacia la
teorfa se pudo concluir que al obtener el limite “tangente” el resultado era la
pendiente de una recta, no la recta misma; resalto esto por que al obtener sola-
mente un nimero de manera mecanica se puede dar dicha confusiéon y también
se olvida de paso que el objetivo inicial era encontrar la ecuacién de una recta
tangente a una curva. Confusion que puede aumentar si pasamos rapidamente
de estudiar un caso particular(funcién dada, punto dado) al caso general, ya que
en el primero se obtiene un namero y en el segundo usualmente una incégnita.

TRABAJO EN EQUIPO Y MANEJO DE LENGUAJE

Al trabajar varias personas por computadora se permite la discusiéon usual
sobre qué se tiene qué hacer y como se va a hacer. La diferencia entre este tipo
de sesion y las cotidianas en el salon es que aunque se puede llegar a enriquecer
la vision personal ya que algunos dominan mejor la computadora y la fuente de
ideas es mayor para ejecutar un plan de trabajo, se deben discutir muy bien las
ideas antes de llevarlas a cabo ya que cuando no usan computadora, cada uno
puede ejecutar en su cuaderno o en su calculadora lo que le venga a la mente
y posteriormente discutirlo con su equipo, mientras que en este caso como s6lo
hay una computadora tienen que conciliar para picarle al dispositivo.

Se debe resaltar también que el uso de la computadora los obliga a ser preci-
sos en su lenguaje, ya que para preguntar o para discutir con sus companeros es
necesario mencionar los objetos definidos en el programa y los procesos a seguir.

LA TECNOLOGIA

La computadora sirvié para reforzar y dar intuicién pues permitié ver mas
clara o ver si es que no se habia visto, la idea de aproximacion de rectas secantes.

Es importante recalcar que aunque el programa les permite dibujar la idea
que tienen de aproximaciéon de rectas secantes a la recta tangente o inclusive
la misma recta tangente, esto no quiere decir que han entendido la construc-
cion(que de hecho no habfan entendido). Por eso la computadora se vuelve un
arma peligrosa para generar conocimiento virtual si no se ha trabajado antes
medianamente la teoria o si no se escribe con matematica lo hecho en la pan-
talla. Como una consecuencia natural de ello convendria pedirles que hicieran
una construccion en un macro de Geogebra, elaborando un comando que sirva
para obtener la pendiente de las rectas secantes (y por tanto la de la tangente)
ya que esto al igual que en las hojas de calculo, los obliga a definir objetos
de entrada, operaciones entre ellos y objetos de salida, que es como pensamos
cuando construimos o demostramos algo en matematicas.

La siguiente clase tienen:

36 Aunque haya sido meramente matemético
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EXAMEN DEL LIMITE DERIVADA.

1. ;Cual es el significado de “h” en la definiciéon de velocidad instantédnea?
Velinst(c) = lim L1
ms h—0 h

2. Considere y = —22 + 2

a) Dibuje la gréfica con todo el cuidado posible

b) Dibuje la recta tangente en P(2,-2)

¢) Calcule la pendiente de la recta secante que une P(2,-2) con Q(2.01, -
2.0401)

d) Mediante el proceso de limite, encuentre exactamente la pendiente de la
recta tangente a P(2, -2)

3. Calcule el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva y =
Len (3,3)

4. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = x° en xg = 2

5. El peso en gramos de un tumor maligno en el momento t esta dado por la
funcion W(t) = 1t — .09 donde t se mide en semanas. Encuentre el indice de
crecimiento del tumor cuando t=10

6. Suponga que se deja caer un pelota desde la plataforma superior de ob-
servacion de la torre CN, 450 m sobre el nivel del suelo. Use la ecuacién de
movimiento s = f(t) = —4.9t> para responder

a) {Cual es la velocidad de la pelota después de 5 segundos?

b) ;Con qué velocidad choca con el suelo?

Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba del suelo con una velocidad
inicial de 128 pies por segundo. Su altura S al término de t segundos tiene un
valor aproximado de S = 128t — 162 pies

7. {Cuando alcanza su altura maxima?

8.;,Cual es su altura méaxima?

2

* Resolucion del examen. Presentacion formal de la derivada

SEPTIMA CLASE

Aunque varios alumnos siguen presentando dificultades con el problema de
la tangente y para tratar de seguir avanzando, se intentara a través de problemas
de méximos y minimos retomar y refinar su concepciéon de tangente. Se les pide
que encuentren dado un lazo de 21 unidades de longitud el rectangulo de mayor
area, posteriormente se les pedira hallar el tridngulo y cuadrado de drea minima

y méaxima con el mismo lazo®7.

VALIDACION

Es claro(y un poco triste para la propuesta) que se siguen apoyando en lo que
dice la calculadora o lo que afirma el maestro, expresiones como “lo hice porque

37Se intentara ahora probar con un problema meramente matematico, ya que ante otro
grupo como se puede leer en el Apéndice A se present6 la actividad de maximos y minimos
con un problema de rapidez de un avion, donde el objetivo central fue obtener criterios para
maximos y minimos en términos de crecimiento y decrecimiento
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tu dijiste” o “es asi porque asi dice la calculadora” lo confirman. Un antidoto
ante esto en el primer caso, fue “echarle” la culpa a alguien del grupo, afirmando
que yo habia hecho lo que me dijeron que hiciera, de este modo tuvo lugar
otra discusion para definir porqué se habia hecho asi y como deberia hacerse.
Aunado a ello resulté tutil apoyar la idea de un alumno de calcular un limite
(sin mucho sentido) y ya que hubieron terminado preguntarles el por qué de la
cuenta, porque esto mostré6 que no hay que hacer cuentas por hacerlas. En el
segundo caso de validacion por tecnologia preguntar por la certeza del resultado,
recordando que los aparatos que utilizamos nos dan aproximaciones(como se
analizo el caso de 1/3=.3333), ayudo a hacerlos dudar del mismo y buscar mayor
certeza a través de la teoria.

ABSTRACCION

Lo primero que quiero senalar es que la nocién de limite y “aproximarse
a” contintia siendo buena, pues durante esta clase sugirieron varios limites y
conjeturaron aproximaciones en el proceso de resolucion, entre ellos resalta el
proponer un limite para que los lados se parezcan(haciendo un lado igual a b
y el otro a b+h) y conjeturar que los rectangulos se estan aproximando a un
cuadrado. Creo que hay buenas ideas como la de hallar una grafica para visua-
lizar el punto méaximo y a su vez la de encontrar una funcién para obtener la
grafica, sin embargo parece, como se cansa de repetir Schoenfeld que les faltan
herramientas, esta vez escasean en saber resolver sistemas de ecuaciones o plan-
tear un problema a través de ecuaciones, y es que curiosamente los que tenfan
ideas sufrian problemas técnicos y viceversa, los que sabian resolver ecuaciones
y se sentian mas hébiles con el nuevo concepto de tangente no se mostraron tan
ldcidos como los otros. Esto tal vez se deba a lo que a veces sucede en mate-
maticas, el que enfrenta un reto a veces tiene tantas herramientas que piensa
en lo méas complicado, cuando hay soluciones simples que no requieren de tanta
teoria(no queriendo decir con esto que no convenga tener la mayor cantidad
de herramientas posibles). Volviendo a lo que hicieron los alumnos, después de
dar posibles soluciones al problema usando solamente la calculadora trataron
de conjeturar cémo deberia ser el rectangulo

Ellos: Pues parece que entre mas se parezcan los lados mas grande va a ser
el area, el problema es que un cuadrado no es rectangulo

Prof.: ;Ah no?

Ellos: No porque tiene los lados iguales y los rectangulos tienen los lados
diferentes

Prof.: jAh si?;Cual es la definicién de rectangulo?

Alumno: Debe tener cuatro lados y los lados deben ser paralelos -dibujo un
rombo-

Ellos: No, los lados deben de ser perpendiculares

Prof.: Entonces un recténgulo es un cuadrilatero de lados paralelos y per-
pendiculares 2 a 2 ;Tiene el cuadrado derecho a ser rectangulo?

Ellos:. . .si

Prof.: ; Entonces podrian reformular su conjetura?
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Ellos: Si, el rectangulo de drea méaxima es un cuadrado

Prof.: ;Como probarian que es cierto lo que afirman?

Alumna: Hay que hacer un limite que tienda a 5.25

Prof.: El limite de qué cuando qué tienda a qué

Ellos:. ..

Alumno: (como cambiando la idea del cuadrado) Podemos dibujar una gra-
fica y ahi vemos cudl es el punto mas alto

Prof.: La gréafica de qué

Alumno: La grafica del area, porque de esa queremos el punto mas alto

El grupo parece convencido

Prof.: ;Como encontramos la gréafica?

Alumna: Necesitamos la ecuaciéon del area. . . pues sabemos que el perimetro
es 21 y que el area es base por altura

Prof.: Si jCoémo escribo eso?

Varios: Pues le podemos poner valores, como 5y 5.5 y asi

Prof.: ;Como vamos a saber cudl es el drea maxima?

Alumna: Perimetro es 2b + 2h, despejamos b y sustituimos en la ecuacion
de area, tenemos que el area es 2 (% h

Prof.:[Lo anoto en el pizarron] (Y ahora?

J(z4+h)—f(z)
h

Alumno: Hay que encontrar ’llm”(b) el limite cuando h tiende a 0 de

f(x+h). .. [limite derivada]

Alumno A: Oye pero h no se esta yendo a 0

Alumno B: Pero esa h no es la misma h de la altura

Prof.: ;Y de qué es?

Ellos: Pues asi es el limite

Prof.: A ver haganlo

Ya que lo hacen paso equipo por equipo para preguntar para qué buscamos
ese limite o qué informacion nos brinda y las respuestas se dividen entre quién
sabe y porque tu dijiste.

Prof.: ;Para qué estamos encontrando este limite?

Ellos:. ..

Prof.: Vamos a recapitular, qué buscamos y para qué

Varios: Buscamos la grafica del adrea para ver su punto mas alto

Prof.: ;Qué pinta la ecuacion que tenemos?

Muchos corren por su calculadora y

Ellos: Es una parabola, abre hacia abajo y tiene el punto més alto en 27.56

Prof.: Es decir, que el drea méas grande es de 27.56. —le pregunto al companero
que observo y calculd areas cada vez mas grandes-;Oye 27.56 es el area méas
grande?

Alumno: No, tengo una de 27.5609

Prof.: Entonces ;Cual es el punto mas alto? ; Cuél es la ubicaciéon exacta del
punto mas alto?32

38Un alumno grafica la funcién en su celular y afirma que es en 5.25 donde se alcanza el
&drea maxima, le pregunto como sabe que es exactamente ahi y dice que porque asi dice su
programa
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Después de un rato de pensar

Alumno: El punto mas alto es cuando la tangente estd acostada, o sea,
cuando la pendiente es 0

Prof.: ;Por qué?

Alumno: Porque primero las pendientes son positivas antes del punto mas
alto y luego negativas, entonces tuvo que pasar por cero

Muchos parecen convencidos

Prof.: Bueno, diganme ;Cuando tenemos adrea maxima?

Varios: Hay que igualar el limite [senalan el limite derivada] a cero

Cada equipo a su ritmo pero todos obtienen el limite y cuando se tiene el
area maxima?”

Prof.: ;Qué podemos concluir de todo esto?

Unos: Que si era un cuadrado que mide 5.25 de lado

Prof.: ;Qué sucederia si en lugar de medir 21, el lazo mide “I”?

Alumna: El lado seria de 1/4

Prof.: jPor qué? ;Tiene que ser un cuadrado?

Ellos:. . .no necesariamente

Alumna: Si, todo es igualito s6lo que en lugar de poner 21 ponemos “1”

La mayoria se convence y al hacer las cuentas lo confirman, debe ser 1/4.

Notemos como de no haber dilucidado que un cuadrado es un rectangulo, tal
vez la conjetura no se hubiera asentado y no se hubiera llegado a la discusiéon
posterior.*'. También vale la pena resaltar como la idea de la continuidad en este
caso de la derivada??, ayudé a concluir que para pasar de un valor positivo de
una pendiente a uno negativo forzosamente tuvo que pasar por cero. Debemos
subrayar también su madurez para elaborar y probar su conjetura, lo cual resulta
un procedimiento natural al atacar un problema. En primera instancia uno da
posibles soluciones, prueba las mismas y hace conjeturas, en la bisqueda por
tener certeza se van encontrando caminos y/o delimitando aquellos que den una
solucion, se van corrigiendo ideas y/o resultados y finalmente uno se da cuenta
de que ese camino no llevaba a una solucion(jpero no fue tiempo perdido!) o
que la conjetura era cierta y esa es un forma de probarla. Este proceso que se
da normalmente en matematicas y en cualquier problema que se enfrenta, lo
realizaron los alumnos y se logré como dice Brosseau, creando un microcosmos
dentro del salon que reflejara las actividades del quehacer matemaético.

Hay que hacer notar que existe un contraste interesante entre el uso del
“limite derivada” para obtener pendientes de tangentes y visto como razén de
cambio, la mayoria de los equipos sugiri6 hacer las cuentas del limite derivada(y

39

39Es de llamar la atencién que ahora ya han trabajado tanto con el limite derivada que lo
llaman muchos “el limite”(y cero que con justa razon)

40Tnteresante que s6lo un equipo hable de razén de cambio puesto que en un principio el
problema parece mas relacionado con unaa razén de cambio y no con el de encontrar tangentesa
una curva. Por eso llama la atencion que sélo este equipo hable de un problema de cambio de
area respecto del lado y en consecuencia hagan “otro limite”, uno donde la diferencia de los
lados tiende a 0. Al final se dan cuenta que es el mismo que los otros calcularon y concluyen
lo mismo.

41Impresiona que no sepan qué es un cuadrado y lo que puede generar ésto

420jo, que no siempre sucede
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no la derivada literalmente a pesar de que ya vieron inclusive reglas de derivacion
en clase) argumentando que asi se obtiene la pendiente de la tangente, solamente
un equipo hizo el limite pensando en la razén de cambio del area respecto del
cambio del lado. Esto para mi habla de que asocian la herramienta derivada
con la obtencion de tangentes y esto se refleja claramente cuando pregunté qué
significaba la h del limite derivada y todos asumieron que asi se encontraban las
pendientes de las tangentes y no le dieron la interpretacion de razén de cambio.
Esto se hace méas evidente cuando en la tarea(dada por el profesor) al responder
una pregunta que involucraba encontrar un maximo, vi que el método que usan
es el de las tangentes con pendiente cero a la gréafica de la funcion.

Es también de llamar la atencion que a pesar de que identificaron cuél era la
funcion a estudiar cuando hicieron el limite derivada, desarrollaron todo y usa-
ron en sus desarrollos como variable una “c” o una “x”, a pesar de que la funcién
estaba en términos de “b” y “h”. Esto me dice como ya mencioné antes, que hay
una asociacién inmediata entre limite derivada, pendiente de la tangente y la
costumbre de usar cierta variable, lo cual nos remonta nuevamente a resaltar
maés en los problemas qué depende de qué, ya que es de suma importancia cuan-
do derivamos(observamos un cambio)saber respecto de qué variable lo estamos
haciendo. Esto a su vez se podria solucionar si estudiamos en los fenémenos los
posibles cambios respecto a todas las variables involucradas. Otra forma(que no
se contrapone con la anterior) es que desde un principio se estudie el todo como
una composiciéon de funciones, de este modo las operaciones entre funciones se
ven como composicién y los cambios siempre deben de observarse respecto de
quién se hacen.

MANEJO DE LENGUAJE Y TRABAJO EN EQUIPO

Es interesante observar en el didlogo como fueron construyendo la solucién
entre todos, pues una vez mas el trabajo en equipos réapidamente se traslado
al trabajo de todo el grupo. Esta caracteristica también refleja la forma de
resolver problemas entre todos, pues cada uno aporta ideas y herramientas y
es mas posible que todos juntos den solucién al problema que si cada uno lo
atacara por su parte y no lo compartiera con los demas.

LA TECNOLOGIA

La calculadora nuevamente sirvid para el desarrollo de la intuicién y para
corregir afirmaciones hechas durante el proceso de solucion; resulta claro que sin
una idea de qué se queria hacer o qué datos eran importantes en el problema,
la calculadora hubiera estado de més, porque so6lo arrojaria datos, posiblemente
sin interpretacién. Y aunque como ya dije les di6 intuicién, esta vez no les di6
certeza(hasta donde certeza puede ser) y es precisamente en ese momento en
que necesitan precisar o comprobar sus resultados que se desarrolla la teoria(
ya sea nueva o alguna de su banco) y la calculadora al cumplir su mision de
calcular, se hace a un lado para que se trabaje la parte conceptual y tedrica del
problema. También se observd céomo la conjetura de que el rectangulo de area
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méaxima es el cuadrado fue promovida por la calculadora y el hecho de que el
area maxima fuera 5.25 también, y aunque esta tltima afirmaciéon se argumento
“por que asi dice mi celular”, tampoco se llegd a ella por azar, hubo un trabajo
previo y ante la falta de argumentos para concluir el resultado (que se habia
conjeturado) pues escuchamos este tipo de respuestas.

Sin embargo no podemos obviar que sigue presente el fenémeno de argumen-
tar y dejarse llevar por los resultados de la calculadora, pues algunos tabulan
y al observar que el valor mas grande era 5.24(ya que hicieron una tabulacion
de .1 en .1) el problema les parece resuelto. Otros aunque tienen la idea de
como hacerlo, siguen haciendo tablas y resolviéndolo con el dibujo a ojo, por
ello afirman que 5 es el valor para el cual se tiene area méxima aun cuando ya
se habia visto que existian rectangulos de area mas grande que aquel de lados
5 y 5.5. Esto también muestra que el tema pardbola en su momento pas6 de
noche y ya se olvidé, porque nadie sugirié hallar el vértice e inclusive muchos ni
siquiera recordaban cémo se llamaba ese punto. Esta carencia, de no ser por la
idea del companero sobre la tangente de pendiente cero, hubiera obstaculizado
esta solucion.

La siguiente clase el maestro obtiene las reglas de derivacién para la suma,
resta, multiplicacion, division de funciones através de la definicion del limite
derivada. También se obtiene la derivada de x™ desarrollando el binomio de
Newton.

OCTAVA CLASE

El profesor decide ver las derivadas de las funciones trigonométricas. En fun-
cion de comparar los avances que han tenido respecto a la nocién de limite y
en vista de lo que el profesor quiere ver, decido trabajar con el limite estrella

lz’m%. La actividad consistira en discutir grupalmente y aproximar el peri-
6—0

metro de una circunferencia de radio uno a través del perimetro de poligonos
regulares inscritos.

VALIDACION

Discutir entre todos es lo més rico para su aprendizaje, debatir si un limite en
una variable es equivalente a otro en otra variable, si se debe resolver el problema
de un modo o de otro o si cierta afirmacion es cierta o no es algo que ayuda a la
construccién de su conocimiento y le da una verdadera validez a lo aprendido,
pues saben que lo que obtuvieron no cayo del cielo o es cierto por que el maestro
lo escribio, es cierto porque lo construyeron con argumentos vélidos. En medio
de la discusion en la plenaria los alumnos no tienen oportunidad de preguntar si
algo esta bien u obtienen una calificacién por su trabajo, simplemente se decide
entre todos con argumentos claro estéa, lo que procede y lo que no. Esta actividad
es realmente sana para que formen su propio juicio y deja espacio para estar
abierto a opciones e ideas, sin cerrarse a las propuestas de otros companeros.
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ABSTRACCION

A pesar de que yo hubiera querido ver este limite antes, observar los resulta-
dos que arrojo esta clase fue realmente interesante, sobre todo en el aspecto de
su concepcion y manejo del limite(que es lo que més nos interesa en este curso).
Digo esto porque hubo una abstracciéon y una intuicién, asi como conjeturas que
me sorprendieron. Estos detalles que menciono se podran ver con mas claridad
en el siguiente dialogo

Una vez que deciden empezar su aproximacion al perimetro de la circunfe-
rencia con un pentagono

Prof.: ;Cudl seria el perimetro del pentagono? -lo dibujo en el pizarréon

Unos: Algo de apotema sobre 2

Otros: Es 5 veces el lado[del pentdgono)

Prof.: ;Cuanto mide el lado?

Ellos: L

Prof.: ;Mide L para todos los poligonos?

Ellos: No

Prof.: {Cuanto mide por ejemplo para el pentagono?

Ellos:. ..

Prof.: ;Qué datos tenemos y qué queremos saber?

Ellos: Tenemos que esté inscrito en una circunferencia de radio 1 y buscamos
su perimetro

Unos: Podriamos usar Pitadgoras para saber la mitad del lado

Otros: No se puede porque sblo tenemos un lado del tridngulo

Prof.: ;Es la tnica informacién que tenemos o que podemos conocer?

Unos: No, también podriamos saber ese d4ngulo (el que se forma entre el radio
y el apotema). Mide 360/5, todo entre 2

Les aclaro que como este fue un trabajo en principio de Euclides, en lugar
de hablar de 360°, hablaremos de 2r radianes

Prof.: ;Con un angulo y un lado podemos averiguar cuanto mide lo que nos
interesa(la mitad del lado, que ahora llamaron ¢ -L mintuscula)?

Alguien: Si, con las funciones trigonométricas

Prof.: Dictenme

Todos gritan sus versiones y finalmente se ponen de acuerdo en usar el seno
y después de que despejan obtenemos g = sen(%)

Ellos: Entonces el perfmetro es 10sen(37)

Prof.:; Cuél seria el perimetro de un octagono?

Ellos: Serfa... 16sen(3%)

Prof.: jPodrian calcular el de cualquier poligono regular?

Varios: Si, serfa 2nsen(3X)

Prof.: ;Qué tendriamos que hacer para que el perimetro del poligono se
parezca cada vez més a la circunferencia?

Varios: Hacer muy grande a n

Prof.:;Qué tan grande?

Unos: Podemos utilizar un limite

Prof.:; Cual?
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Unos: JLW;LOQnsen(g—Z)

Prof.: ;Si calcularamos este limite qué informacion nos arrojaria?

Unos: El nimero de lados

Otros: No, n es el nimero de lados. Eso nos diria cuanto mide la circunfe-
rencia

Prof.: Al llevar a cabo este proceso de aproximacion ;El nimero de lados es
lo tinico que cambia?

Alguien: También cambia el angulo(que se forma entre el radio y el apotema)

Prof.: ; Podrian encontrar una expresion que retrate lo que estamos haciendo
pero en términos del 4ngulo que mencionaron?

Después de un largo silencio

Prof.: jEstan relacionados el nimero de lados, del cual ya tenemos una ex-
presion y el angulo?

Ellos: Si, entre méas lados, més chico es el angulo

Prof.: Por ejemplo para un decégono ;Cuanto mediria el angulo?

Ellos: 360 entre 20, bueno 2 entre 20

Prof.: ;Cuénto mide el d&ngulo de un n-agono?

Ellos: 2r entre 2n, o sea § = 7

Alguien: Podemos sustituir n = 7 y calcular el limite

Prof.: ;Qué limite?

Ellos: nlir&Q%sen(%%))

Prof.: Bueno, en esta expresion ya no aparece n ;Qué quiere decir que n se
vaya a infinito?

Varios: Que estamos aumentando infinitamente el nimero de lados

Prof.: Eso vimos hace rato, ahora jcuél es la variable que estamos analizan-
do?

Ellos: El angulo. .. ,ah, entonces debe ser limite cuando 9 tiende a cero de lo
que teniamos que es lo que sucede cuando el nimero de lados tiende a infinito

Me dictan para simplificar la expresion en el pizarrén y obtenemos finalmente
lim 2 2<®)

9_>0 9 . . .

Prof.: ;Qué informacion nos da esta expresion?

Ellos: Nos sirve para calcular el perimetro del circulo

Prof.: O sea que es el mismo limite que calculamos hace rato

Ellos: Si, bueno en uno hay enes y en otro tetas, pero sirven para lo mismo

Prof.: Es decir ;Tenemos dos expresiones diferentes para calcular la misma
cosa? jCual calculamos?

Unos: Pues lim 2nsen(3X) serfa como infinito por cero... y el otro quién
n—oo

sabe

Prof.: ;Cuanto deberia valer el limite en vista de que tenemos una circunfe-
rencia de radio 1?7

Ellos: 21

Prof.: Entonces tenemos que lim 2nsen(3X) = 21 = giﬂ%Qﬂ'

sen(0)
n—00 ¢

.Se les

ocurre como resolverlo?
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Ellos: Podriamos cancelar de los 2 ultimos el 2r y tendriamos que éz’w(z) %@ =

Prof.: Bien, ;Qué hemos hecho hasta ahora? ;Cudl seria la conjetura y/o
conclusion de todo esto?

Varios: Aproximamos la circunferencia con poligonos y obtuvimos un limite
para calcularla, calculamos ese limite con otra variable y resulto ser 1.

Aunque es algo que se esperaria hicieran sin problema alumnos del altimo
ano de bachillerato (dado nuestro nivel de educacion), hay que reconocer que
pudieron analizar una situacién particular usando algebra para determinar lo
desconocido y posteriormente para generalizar y resolver el problema.

Por supuesto, hay que hacer otra vez referencia a la falta de herramientas
para enfrentar el problema, en esta ocasiéon lo fueron el desconocimiento de las
relaciones trigonométricas*® asi como la de saber el perimetro de un poligono
regular. De hecho en este tiltimo caso, hay que resaltar que al no recordar alguna
formula para calcularlo tuvieron la necesidad y consiguieron ocupar herramienta
que ya tenfan para deducirlo, esto nos muestra como no es necesario ni util que
los alumnos aprendan temas de memoria, pues por un lado lo olvidan y como
se vio, es mas rico y mas natural que deduzcan las féormulas.

Pero a lo que més hay que prestar atencién es a su relaciéon con el limite,
decir que dos limites son iguales porque se puede cambiar la variable de uno
para construir el otro y determinar que si n tendia a infinito era equivalente a
decir que teta tendia a cero muestra que la relacién alumno-concepto de limite
ha mejorado y que si las cosas se llevan poco a poco y si se trabaja sin centrarse
en calcular limites mecénicamente(jcomo el Borras!) puede lograrse el objetivo
principal que es madurar su concepcion de limite.

MANEJO DE LENGUAJE Y TRABAJO EN EQUIPO

Como ya se dijo en la parte de validacion, en esta clase el trabajo se realizé
nuevamente usando como grupo a todo el salon, esto logra que cuando alguien
participa debe ser claro en su discurso si no, no es entendido por el resto, debe
tener mas claras las ideas aquel que habla para poder explicar algo, podria
pensarse que entonces muchos alumnos se quedarian callados si no entienden
la discusiéon o no tienen argumentos, pero como ya lo mencioné alguna vez,
las actividades se disenan para que los retos estén al alcance de la mayoria,
promoviendo asf una mayor participaciéon y por tanto un mayor involucramiento
de los integrantes de esta comunidad. Ademas como sugiere Brousseau, se cre6
nuevamente el microcosmos del quehacer matemaético.

43Precisamente el alumno que propuso las funciones trigonométricas no sabia cuales eran
las relaciones(solo que se daban entre lados y angulos), es decir, tuvo la idea pero no la
pudo ejecutar porque no tenia las formulas a la mano. El resto escuché trigonométricas e
inmediatamente como letania recit6 las que se sabia, eso si, distinguieron bien cual era la que
les servia
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LA TECNOLOGIA

Dado que la clase fue mas cualitativa en cuanto a teorfa se refiere y cuanti-
tativa en el sentido algebraico, la calculadora no fue muy recurrida para obtener
la conjetura, sin embargo se les pidi6 como un trabajo extra de clase que ob-
tuvieran muchos valores en ella para ver si su conjetura y el limite obtenido
tenfan congruencia numeérica, de este modo se le dio un peso de comprobacion,
entendiéndose esto como la labor de un instrumento para darle fuerza a lo ya
trabajado. Que es finalmente la misiéon de hacer calculos de una forma més
econdémica y de este modo lograr que todo concuerde.

Las tres clases siguiente fueron con el maestro, durante la primera se encon-
traron las derivadas para otras funciones trigonométricas usando identidades,
la definiciéon del limite derivada y por supuesto el limite que obtuvimos en la
octava clase. La segunda sesion fue para realizar el

50
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Mientras que la tercera se ocup6 para practicar la de derivacion de funciones.
Dejando pendiente la regla de la cadena pues de eso se trata la

NOVENA CLASE

Con el fin de estudiar la regla de la cadena y sabiendo que el programa soélo
habla de regla de la cadena para funciones polinomiales, el objetivo de esta clase
consiste en dar un panorama de qué sucede en términos de cambios cuando una
variable depende de otra y esta de otra(y asi sucesivamente). La estrategia es
que trabajen por equipos y conjeturen relaciones de cambios entre la variables
de problemas con elementos de la vida cotidiana. Por ello les entrego una hoja
de trabajo con los siguientes problemas y les pido la resuelvan.

QUEMANDO CALORIAS

Segun la revista Men’s Health un mexicano promedio quema 2 calorias por
cada minuto que besa a su pareja, sabiendo que una fresa tieme 4.5 calorias
¢ Cudnto tiempo necesita una persona promedio para quemar las calorias de
una fresa? ;Cudntas fresas se quemardn en medio minuto? ;En un instante de
tiempo? sSe quema la misma cantidad de calorias en cada segundo que pasa?

Grafica y da la expresion algebraica de las relaciones que existen entre las
variables en juego.

Si comienzas a besar a alguien después de bailar y para entonces ya ha-
bias quemado 50 calorias. 5Como serian las grdificas? ;Las expresiones dadas
anteriormente para las relaciones serian las mismas?

VALIDACION

Es interesante ver cémo poco a poco han ido cambiando sus expresiones de
jestoy bien? cuando me acerco a ver su trabajo, por otras como “intenté esto” o
“yo digo que es asi porque...”, lo cual es una grata muestra de por lo menos un
ligero cambio de actitud en cuanto a la validaciéon de su conocimiento, que es lo
que nos importaba en este rubro, més adelante veremos que desgraciadamente
no podemos jactarnos del mismo modo de una buena argumentaciéon cuando
usaron conocimientos. Ya ha sido mencionado muchas veces en este trabajo,
pero cada clase se confirma que las actividades en las que tienen que atacar
un problema sin conocer “el” camino, enriquecen su argumentacion pues deben
usar todas las herramientas que tienen hasta el momento para resolverlo y como
consecuencia al discutirlas o exponerlas en el salén se determina si es correcta
su asercion.

ABSTRACCION

El tipo de problema con elementos de la realidad pero con un enfoque por
supuesto matematico y que necesita de ciertas elementos estudiados para resol-
verse, como el concepto de dominio e imagen de una funcién y cierto manejo de
algebra para abstraer datos y plasmarlos en ecuaciones, promueve un acerca-
miento de la matematica con lo concreto como sugiere De Guzmén y un cambio
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en la creencia que se tiene respecto a la matematica como sugiere Schoenfeld; es-
to se logra por que se muestra la matematica como un lenguaje de interpretaciéon
y de aproximacion al mundo real.

No es una sorpresa que las herramientas necesarias para afrontar un reto
no son suficientes en el grupo, parece increible pero es cierto que los alumnos
apenas pudieron (y con mucho esfuerzo) determinar las ecuaciones que repre-
sentaban las relaciones de proporciéon directa. Por otro lado, cualitativamente
fueron capaces de conjeturar la regla de la cadena en términos de razén de cam-
bio y de funciones**, también pudimos bosquejar un diagrama de conjuntos que
plasmaba dominio, imagen y las funciones entre cada una de las variables; méas
aun, logramos dibujar las graficas de cada una de las relaciones, que aunque
no es sorprendente que sepan graficar rectas lo importante es que colocaron las
variables en los ejes que le correspondia a cada una, digamos tiempo contra
calorias quemadas, calorias quemadas contra fresas quemadas y tiempo contra
fresas quemadas. Lo cual es fundamental para determinar qué variable cambia
con respecto a cudl y por tanto para entender regla de la cadena.

Cuando escribimos los cambios en términos de deltas, motivados por las
preguntas del problema, vino a la discusion cuél era el siguiente paso a seguir
para determinar un cambio en un instante de tiempo, la respuesta fue: “igual
que con la velocidad, primero cambios promedio, luego con el limite logramos
el cambio instantaneo y llegamos a la derivada”. Esta expresion muestra que su
abstraccion crecié y que tienen la idea global, sin embargo, de eso a escribirlo
en términos matematicos hay un largo trecho por andar. Pero que puede ser
caminado poco a poco hasta lograrlo, el problema es querer que muy pronto
deriven usando ya regla de la cadena y que conciban que la regla funciona
para todo tipo de funciones(ya que solo lo han visto para lineales) este brinco
conceptual es casi imposible para una persona normal como dice Arnold, y lo
que es peor que perderlos, es que los hagamos aprender otro algoritmo y nos
enfoquemos en que lo dominen.

Llama la atenciéon de esta clase que la nocién de “instante” también ha
evolucionado de manera sorprendente, ya que ante la pregunta malintencionada
de jcudntas fresas se quemardn en un instante de tiempo? Dicen

Ellas: En un instante... jFEso qué? ;En qué instante? ;Un segundo? Seria
una pequena fresa, una pequena parte de la caloria de la fresa, no una fresa

Prof.: Me referia a un intervalo de tiempo pequeno

Ellas: jPuede ser 15 segundos o ya seria mucho?

Prof.: Lo que ustedes consideren un intervalo de tiempo pequeno

Ellas: A pues seria tan pequefio como quisiera. .. pues con un limite

Hablar de tan pequeno como se quiera y de usar un limite habla por si solo,
pero una vez mas insisto, la idea hablada es hueca si no se puede escribir, por
ello aunque tienen ideas de como resolver las cosas, no sirve de mucho si no las
pueden plasmar. Y este cuadro, desgraciadamente, lo vimos varias veces a lo
largo del curso. En este sentido es necesario dar mayor tiempo y trabajar més

44Por supuesto que fue una conjetura hecha a través de funciones lineales. Seria interesante
ver cO6mo reaccionan ante polinomios de mayor grado, ya que la razén de cambio deja de ser
constante
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sobre los temas para que se digieran y sea posible que los alumnos escriban con
matematica lo que piensan, claro esta, sin pedirles demasiado rigor.

TRABAJO EN EQUIPO Y MANEJO DE LENGUAJE

Sonando a posible repeticion(y lo es) las discusiones grupales son la base de
la construccion de su conocimiento, la estructura de clase basada en trabajo de
equipo ya les es normal y los alumnos se acostumbran a tratar de ser claros en
su didlogo para darse a entender, se senalan sus errores y se corrigen entre si, se
explican unos a otros y discutimos finalmente todos entres si, para formar asi
lo que Freire llama una comunidad de aprendizaje.

TECNOLOGIA

No sorprende, pero hay que subrayar, que a pesar de que saben usar la calcu-
ladora no les sirve de nada si no entienden qué estan haciendo, las operaciones
para encontrar un patrén y deducir las relaciones eran la multiplicacién y la
divisién, sin embargo, aunque tratan de hallar un patrén la mayoria parece muy
confundida para obtenerlo. Contrario a esta situacién, cuando buscaron la re-
lacién entre las razones de cambio y tabulando con su calculadora obtuvieron
resultados que pudieron interpretar y los llevaron a concluir que el cambio era
constante por que se trataba de una recta. Esto nos ensena cuan tutil es la tec-
nologia si se le da cierto uso y cémo no sirve si no se sabe para qué se usa o si
no se tiene un contexto de trabajo.

La ultima clase con el maestro consistié en la enunciacion de la Regla de la
Cadena(El profesor titular lo hace presentando un problema del tipo si A es 2
veces més rapido que B y B es tres veces més rapido que C, cuantas veces es més
rapido A que C. Usa notacion leibziana para representarlo y finalmente enuncia
en términos de funciones derivables la Regla de la Cadena). Para complementar
la presentacion del Teorema de la Regla de la Cadena practica la misma con
todas las funciones que se han visto, polinomiales y trigonométricas. Con todo
lo visto les aplica un

EXAMEN DE REGLA DE LA CADENA.

1. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x+cos(x) en (0,1)

2.Si g(t) = t3cost calcula %

3. Muestra que d(cjecg) = —csclcoth. Ayuda: considera la identidad trigono-
metrica cscf = seln9

4. Se tiene la funcion f(x) = 5 + 2sen(x). Da al menos 3 valores de x para
los cuales la tangente es horizontal

5. Dada y = 4senf usa la regla de la cadena para encontrar %

6. “...estamos tratando con tres variables y, u y x que estan conectadas paso
a paso en una cadena de tal manera que cada una depende de la siguiente.
Podemos sugerir esta relacion escribiendo

y depende de u depende de x
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. d d . A . . .
la formula % = TZ% nos dice como derivar la primera variable respecto a

la ultima teniendo en cuenta cada conexion individual en la cadena.”
Louis Joseph Cauchy

Esta regla puede extenderse a mas variables. Escribe la regla de la cadena
si:

a) x depende a su vez de z

b) z depende a su vez de w

7. Derive y = (2z + 1)*(2? + 1)3

8. El desplazamiento de una particula en una cuerda que vibra, la representa
la ecuacion S(t) = 10 + 1sen(107t) donde s se mide en cm y t en segundos.
Encuentra la velocidad de la particula después de t segundos

9. Si S = Acos(wt+ 0) expresa la ecuacion del movimiento de una particula,
se dice que esa particula describe un movimiento armoénico simple

a) Encuentra la velocidad de la particula en el instante t

b) {Cudl es la aceleracion en t=2 segundos?

Después de este examen termina el curso y solo resta el examen final que fue
el siguiente

EXAMEN FINAL

1. Observa la sucesion con cuidado y escribe la férmula para el término
enésimo y determina el limite (si existe) %, %, %, %,
2. lim_22$7+5
3% +2x+4
2
;g2
i’% z24+2—6
4 lim m3+3zz+r—1
rx—1 z—1
5. lim¥t2+9=3
t—0 &
. ., . ’ . ’ 2_ —
. Usa la definicion precisa de Limite para probar que lim “£—=2== =
6. Usa la defi de Limit b 12%7«—3;25
ST
7. Establezca si la funcion indicada es continua o no en 2, si no lo es, explique
4 _ 3a?—5x—2
por qué f(r) = =F—3==.
8. La funcion dada no estd definida para cierto punto. ;Coémo se podria

. . 27
redefinir para que sea continua en ese punto? h(z) = % _39

Usa la definicion de f'(z) = f{% w para encontrar la Derivada de

9.9(t) =1t

10. f(z) = az® + bz + ¢

11. Un negocio esté prosperando de modo tal que su beneficio total (acumu-
lado) después de t afios es 1000t2 dolares.

a) ;Cuanto producira ese negocio durante el tercer afio (esto es, entre t=2
y t=3)7

b) {Cuél es su tasa promedio de utilidad (utilidad promedio marginal) du-
rante el primer semestre del tercer ano (entre t=2 y t=2.5)7?

c¢) ;Cual es la tasa instantanea de utilidad (utilidad marginal) para t=27
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12. Escriba la ecuaciones de las dos rectas que pasan por (-5, 21) que son
tangentes a la parabola y = z2

13. Un tanque cilindrico tiene un eje vertical y se llena inicialmente con
600 litros de agua. El agua tarda 60 minutos en vaciarse después de abrir el
desagiie en su parte inferior. Suponga que el desagiie se abre en el instante t=0
y que el volumen V del agua restante en el tanque después de t minutos es

V(t) = §(60 — t)? litros. Determine la razon instantanea con la que el agua
fluye fuera del tanque en el instante t = 15 (minutos) y en el instante t = 45
(minutos).

14. Hallar los puntos de la curva y = 223 — 322 — 12z + 20 en los que la
tangente es paralela al eje de las X.

15. Una pesada roca, lanzada verticalmente hacia arriba con una velocidad
de 160 pies/segundo, alcanza una altura de S(t) = 160t — 16t? pies al cabo de t
segundos.

(a);Qué altura alcanza la roca?

(b) ;Qué velocidad lleva cuando alcanza una altura de 256 pies sobre el suelo
yendo hacia arriba?

16. Un cuerpo se mueve sobre una recta segtn la ley de movimiento S(t) =
t3 — 4t? — 3t. Hallar su aceleracion cada vez que su velocidad sea cero.

17. Encuentra % si y = sen?(cos(kt))

18. Una estrella variable Cefeida tiene brillantez que aumenta y disminuye
de manera alternada. La estrella de ese tipo mas visible es Delta Cefeida, para
la cual el intervalo de méaxima brillantez es de 5.4 dias. La brillantez promedio
de esta estrella es 4.0 y su brillantez cambia en . En vista de estos datos, la
brillantez de la Delta Cefeida en el tiempo t, donde éste se mide en dias, se ha
modelado por la funcion B(t) = 4 + 0.35sen(2%)

(a) Hallar la razon de cambio después de t dias

(b) Encuentra, correcto hasta dos decimales, la razon de cambio del aumento
después de un dia.

Para redondear las observaciones y el analisis del trabajo hecho durante el
semestre habria que hacer algunas notas sobre los resultados de este examen,
ya que nos pueden ilustrar un poco el avance o los problemas que siguen aque-
jando a los alumnos. Comencemos por decir que sblo 14 personas presentaron el
examen y ninguno de ellos para subir calificacion, es decir, son alumnos que les
ha costado trabajo este curso. Lo primero que debo senalar es que la primera
mitad del examen se trataba basicamente de saber resolver limites y la segunda
de aplicar el concepto de derivada a problemas de razéon de cambio, lo cual deja
totalmente de lado la parte matemaética y la discusion de los conceptos vistos. Y
los resultados no nos dejan mentir al respecto, pues de las primeras 5 preguntas
casi nadie entendi6 bien qué queria decir obtener un limite, la mayoria sustituyo
y cuando el denominador era cero(sin importar el resultado del numerador) de-
cian que el limite era cero o que el limite no existia o no respondian la pregunta.
Considero que claramente se daban cuenta que habia una divisiéon entre cero de
por medio, el asunto es que no sabian qué hacer o decir al respecto, lo cual es
grave y nos obliga a insistir en discutir y dedicarle mas tiempo en clase al tema
de la division entre cero(que es un punto central y hasta una motivacion para
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estudiar limites). La pregunta 6 era casi imposible que la resolvieran, de hecho
s6lo una persona lo hizo como pedia el maestro con € y 8. De las preguntas 7
y 8, relativas a la continuidad, por las respuestas dadas se concluye que la pri-
mera reaccion al enfrentar el ejercicio fué evaluar la funcion, ante el resultado
en su calculadora de error en el valor deseado o simplemente de la observacién
de obtener una division entre cero al sustituir, concluyen que “no esta definida”.
No lo dicen pero podemos intuir que hablan de la divisién entre cero y no del
limite en general, lo cual confirma lo dicho anteriormente sobre los primeros 5
ejercicios: la discusion de dividir entre cero es muy rico y hay que explotarlo
méas. La redefinicion de la funciéon es meramente hallar un limite y seguir la
receta vista en clase, por eso no llama la atencién que s6lo una persona dibujo
las funciones para tener una idea de lo que estaba pasando geométricamente.
En otras palabras, el analisis fue por completo algebraico y no geométrico, ésto
me parece, se debe a que se acostumbraron a seguir un algoritmo, sustituir los
valores directamente en el limite y después, si daba un valor bien, si aparecia una
division entre 0 mal, de cualquier modo lo principal era factorizar los polinomios
para ver si se podia cancelar algo. 9 y 10 son mas talacha y nos dan muy poca
informacioén sobre su concepto de derivada, a lo mas muestran que solo algunos
entienden como sustituir f(x+h) y que de ese grupo la mayoria puede hacer el
algebra necesaria (por cierto esta pregunta tenia error pues le faltaba el limite
a la definicion de derivada, sefialo esto porque algunos alumnos resolvieron el
ejercicio sin usar limite, les basto6 el algebra de las operaciones para obtener un
resultado).

En la pregunta 11 sélo la mitad distingue entre cambio medio y cambio
instantaneo, el resto deriva la funcion que les presentan y sustituyen, no le dan
una interpretacion, aunque hay que decir que la pregunta contiene términos
técnicos que facilmente los pudieron confundir, aun asi deberian distinguir entre
tasa media y tasa instantanea. Nadie hizo bien la 12, los 4 que lo intentaron
utilizaron que (-5,21) estaba en la gréfica y siguieron la receta de sustituir los
valores del punto en la pendiente, a saber, sustituyendo -5 en 2z, la derivada
de z2. Es decir, saben que la pendiente de la recta tangente es la derivada
de la funcién pero no saben ocupar esa informacion. La 13 so6lo 4 personas la
tuvieron bien, de esas 4 solo 1 hizo bien la 11 y por el método ocupado para
resolverlas(derivando y sustituyendo) concluyo que todos se aprendieron que
cuando vieran cambio instantaneo derivaban y sustituian. En la 14 nadie puedo
dar los puntos donde la tangente valia cero, todos derivaron e igualaron a 0
la derivada, pero nadie, dio los puntos, simplemente anotaron el valor de la x
para el cual la pendiente de la tangente era 0. Remarco esto porque preguntaron
varias veces durante el curso si el valor que obtenian de x lo evaluaban en la
funcién o en la derivada y en vista de que no quedé claro muchos cometieron el
error de dar coordenadas del tipo (2,0) o (-1,0).

Como era de esperarse s6lo una persona pudo hacer el ejercicio 15(la misma
que hizo la 14), el resto se va quedando en el camino, unos derivan e igualan
a cero y de ahi pocos encuentran las raices, de los que lo logran ninguno sabe
qué hacer con la informaciéon. Existen otros que tratan de hallar las raices de
la funcién altura y luego derivan y sustituyen 256, en fin, casi nadie sabe qué
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hacer. 2 personas lograron resolver la 16 y es de llamar la atencién que atn
cuando su calculadora resuelve ecuaciones de 2do grado deciden hacerlo a mano
y por cierto, muchos lo hacen mal, suman términos que no son comunes y hacen
muchas barbaridades. 1 persona pudo hacer la talacha de la 17 y no es de sor-
prenderse que nadie haya podido hacer la 18. A mi me llama la atencién que la
pregunta habla de una razén de cambio pero no dice si es media o instantéanea
ni dice de qué variable respecto de cuél. La mayoria intent6 derivar pero nadie
lo hizo bien y de los resultados que obtuvieron nadie sustituy6 el tiempo 1 en
dicha funcién. A modo de conclusion, nuestros alumnos promedio presentan se-
rios problemas conceptuales, la mayoria sabe derivar y obtener ciertos limites,
pero no va mas alla de eso su aprendizaje, esto es realmente grave pero solucio-
nable siempre y cuando se le dedique méas tiempo a discutir los conceptos que a
aprender algoritmos.
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Parte V
CONCLUSIONES

5. jQUE SALIO MAL?

Dejando de lado aquellas complicaciones debidas a la falta de tiempo, de
acceso a cierto material, de influencia sobre las tareas y exdmenes y la duraciéon
de los temas, se exponen a continuacién dificultades que se vivieron en el aula
de clases y que involucran directamente matematicas (que es lo que més nos
interesa) como un recuento de lo que sali6 mal. También se hace un contraste
de lo que sali6 bien y volveria a hacer.

Para empezar, pienso que el curso debi6 comenzar con otro tipo de moti-
vacion, sobre todo historica, hablando de exhaucién de areas al estilo Eudoxo,
buscando limites geométricos como Euclides o con eventos fisicos como lo hacia
Newton, para pasar posteriormente a la abstracciéon de esto, asi su conexién
entre matematicas y realidad se podria ver beneficiada. Desgraciadamente sus
desconexiones no sblo viven fuera de la matemaética, también dentro aparecen se-
guido porque pareciera que todo lo que han visto es un ciimulo de temas ajenos,
que estan ahi pero no es claro que formen parte integral de un todo. El analisis
de graficas me parece brinda una solucion para este punto de vista integrador y
también en el siguiente escalén de abstraccion después de haber trabajado con
ejemplos varios de aproximacion; una vez que se tiene una motivaciéon y una
razén tangible para estudiar limites 4%, las graficas(muchas veces funciones de
“eventos reales”)obligan al estudiante a tener bien presente la relacion ecuacion-
grafica 46, por otro presentan al objeto limite como una herramienta ttil para
dar una buena aproximacién de una grafica(y de la realidad, lo cual favorece
su conexion con la matematica) y sobre todo les da una vision mas global y
completa de lo que estan haciendo. Con todo este proceso podriamos evitar en
parte el dano que les hacemos haciéndolos solamente resolver limites de forma
algebraica.

En la primera clase habria que senalar que la confrontacién por decidir si
1 seguido de infinitos nueves es igual a 2, se trata mas de un problema de
lenguaje(hablado y escrito) que de conceptualizacion. El enfrentamiento debid
inclinarse mas por observar cuan cerca esta de 2 el 1.9, 1.99 y asi sucesivamente,
para desarrollar mas la idea de aproximacion y discutir qué tan cerca podemos
estar del 2 siguiendo este proceso.

En los primeros acercamientos con la nociéon de limite, fue importante(pero
no suficiente) analizar la division entre cero, porque desgraciadamente muchos

45Cuando se estudian las cosas sin razén y sin una referencia real tangible(por lo menos
hasta este nivel) hay cierto rechazo al tema y una mayor dificultad para “digerir” lo ensefiado

46Un gran problema que he mencionado anteriormente y que observé con frecuencia en los
alumnos es la relaciéon biunivoca entre una ecuaciéon y una grafica; sobre todo en dos sentidos,
el primero que dado un punto puedan determinar si estd en la grafica o decir quién es su
imagen, en segundo lugar que observen que en funciones como sen(2x), 2x es una funcién que
funge como el argumento de la funcion sen(x), no otra funcién que esta multiplicando a sen(x)
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alumnos atn al finalizar el curso(basandome en el examen final) puedo afirmar
que todavia no distinguen entre el valor del limite y el de la funcién en un
punto. Es por ello que cuando calculan un limite cancelan sin problema factores
de polinomios en un cociente y desaparecen “limite” de una igualdad a otra.

Durante el primer acercamiento con la continuidad como concepto, habria
que apuntalar mas sobre la aproximacion de valores de la funcién hacia el valor
en el punto deseado( en nuestro caso los de las raices) en lugar de presentar una
funcién discontinua y discutir las discontinuidades, pues como ya se dijo y vio,
es un doble reto que cred serias confusiones; sin embargo como una actividad
posterior encaja bien y ayuda al objetivo principal que es la construccién de
la definiciéon de continuidad. Sin duda tampoco se debié caer en la mecaniza-
cion de la redefinicion de funciones discontinuas y mucho menos tratar de que
entendieran y probaran la continuidad de una funcién con epsilon y delta.

El estudio de la funcién del switch es buena dentro del grupo de actividades
posteriores que ya se mencionaron, pero también aparece de la nada, podria
darse como consecuencia de otra actividad o motivada por otros hechos, tal vez
como consecuencia del estudio de las funciones. Podria después de analizarse
varias graficas con limites proponer las de este tipo.

Para dar mayor fuerza al estudio de las graficas debi6 trabajarse con fun-
ciones “enganosas’, funciones en que la tecnologia[su calculadora o la compu-
tadorallos confunda o no sea suficiente para lograr un buen bosquejo y esto los
obligue a desarrollar y/o utilizar teorfa. Por ejemplo —— o <%

Sobra decirlo pero los conceptos matematicos se formalizan iinicamente cuan-
do son necesarios o bien ttiles para demostraciones. Por ello en lugar de analizar
la tangente hasta un punto avanzado del curso convendria sugerir el caso de ha-
llar una tangente como un ejemplo de proceso infinito desde el principio del
curso, simplemente como idea geométrica y una vez que tuvieran mas herra-
mientas en un punto avanzado del curso se puede retomar el tema y discutir su
construccién de una forma mas natural. De hecho seria posible hacerlos leer a
Euclides y discutir la idea y el concepto que presenta en su tercer libro.

La actividad sobre razones de cambio fue todo un éxito, pues les permitio
involucrar la matematica con algo tangible y desarrollar su nocién de razén de
cambio, la clave de todo esto fue centrarse en el anélisis de graficas para después
concretarlo con notacién matemaética.

Al conjeturar un limite para calcular la pendiente de la recta tangente debio
compararse con el limite obtenido por velocidades instantaneas de una forma
maés cuidadosa, ya que aunque la diferencia es sutil, el limite obtenido geomé-
tricamente fue distinto al de la velocidad, pues se trataba de f(x-h) y no de
f(x+h) que aunque en el limite cuando h tiende a cero da lo mismo cuando se
estudian funciones continuas(y diferenciables en este caso para poder hablar de
derivada), no es lo mismo para cualquier funcion en general.

Sin duda estudiar el limite estrella glgz_)r% 2212 después de empezar a ver de-

rivada fue muy artificial, ya que no fue una aplicaciéon de lo visto o motivado
por lo visto en clase. Hubiera sido preferible estudiar este limite cuando se es-
tudiaban procesos infinitos y se trabajaba con aproximaciones, pues la prueba
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de que converge a 1 no se les da, simplemente se presenta una via matematica
para conjeturar dicho valor.

Es de suma importancia en cualquier tema, pero ocurrié6 al momento de
estudiar razén de cambio, que se presente la notacién y que se trabaje también
con la parte algebraica de lo hecho, de lo contrario muchas ideas se quedan en
el aire. No podemos quejarnos de que solamente se trabaja la parte algebraica
v hacer pura teoria intuitiva, por que claramente caemos en el otro extremo.

En la dltima clase, la de regla de la cadena, falté y creo que ayudaria mu-
cho?”, trabajar con notacion f(x)=y, g(y)=z, h(z)=w etc. .. Por otro lado aunque
se utilizo solamente calculadora convendria reforzar la clase con algo més visual
en cuanto a graficas. Pero sobre todo y no me canso de repetirlo, me parece que
la idea de composicion de funciones es muy importante y muy util para desa-
rrollar y comprender aspectos sutiles pero de relevancia dentro de este curso,
por ejemplo ayuda a entender que cuando se habla de cambio es importante
saber respecto de qué(muestra de ello es que aunque en repetidas ocasiones el
maestro se los dijo, en los exdmenes los alumnos realizaban operaciones del tipo
siy=4q = Z—Z = 4 ). También resulta trascendente porque la composicion
aparece en cualquier expresion de funciones y por tanto cuando nos interesa el
cambio de una queremos saber qué cambios genera en las otras involucradas.
Ademas de que daria més peso al estudio de funciones que es fundamental en
el estudio de la matematica y de la realidad misma pensando en la gente que
quiere hacer ciencia pero no precisamente matematicas.

6. USAR LA TECNOLOGIA O NO

6.1. La calculadora

Como hemos visto a lo largo de las clases, los alumnos en la practica ocu-
paron la calculadora béasicamente para ahorrar tiempo en cuentas largas(y no
tan largas), tabular*® y para hallar las raices de polinomios de segundo y tercer
grado. Implicitamente les dio intuicién y los ayud6 a elaborar conjeturas bajo
determinadas actividades, por eso lo importante de su uso consiste en observar,
bajo qué circunstancias la utilizan y qué interpretaciéon le dan a los resultados
que arroja la pantalla, pues de esto dependera si brinda la intuicién deseada.
Sobre el primer punto es relevante saber si la ocupan porque el maestro se los
pide o porque sienten la necesidad de acudir a ella. En el primer caso de este
punto podriamos decir que es similar a aprender un algoritmo(si es que ya saben
ocuparla), la diferencia radica en que este algoritmo es comodo y ahorra tiempo,
pero finalmente se trata de un proceso mecanico aunque operen ahora a través

47Digo mucho porque a pesar de que todos los grupos son diferentes y no en todos funciona
lo mismo, en el otro grupo ayudé esta notaciéon para la concepcion de composicion de funciones

48Enlisto tabular ademas de hacer cuentas largas, porque el tabular con estas calculadoras
arroja una tabla de valores que depende de la funcién dada, del intervalo que nos interesa y
de los incrementos que queremos que sufra la variable en dicho intervalo. Lo cual ademéas de
darles mayor visibilidad con ciertos patrones, los obliga a determinar datos especificos para
resolver su problema

61



de un aparato. Este dano se puede apreciar por ejemplo cuando preguntan al
momento de tabular “de qué tamano deben ser los intervalos” o en otro tipo de
circunstancias si deben trabajar en grados o radianes. Esta es una consecuencia
del caso en que el profesor les dice qué hacer, pues los alumnos se acostumbran
a recibir informacion sobre lo que deben oprimir en la calculadora, sin detenerse
a meditar un momento qué es lo que estan haciendo; esto da pie y sentido al
segundo caso, que es aquel donde los alumnos la ocupan por voluntad como una
herramienta auxiliar, de tal suerte que dependiendo de su problema ocuparéin
las distintas funciones que ésta les ofrezca para satisfacer sus dudas y podran
también ahorrar tiempo y esfuerzo en cuentas largas. Esta forma ademas de que
fomenta que los alumnos agranden su curiosidad por descubrir méas funciones
en ella (pues nadie les dijo las instrucciones exactas a seguir) los obliga a saber
qué es lo que estan haciendo y qué buscan, que es distinto a saber qué esperan,
pues claramente no es una implicacién. Esto lo vimos a lo largo del curso y el
mas claro ejemplo es aquel donde un equipo queriendo saber los puntos donde
cruzaba el eje de las abscisas un polinomio ciibico con raices reales a través de
la tabulacion obtuvo 5 puntos de intersecciéon. El equipo sabia lo que queria, el
profesor no les pidi6 que ocuparan la calculadora y sin embargo ocurrié lo que
ya sabemos. Esto a su vez nos lleva al segundo punto que se mencion6 al prin-
cipio del parrafo, debemos ser cuidadosos con la lectura que dan los alumnos
a los resultados, un problema que suele ocurrir es que los alumnos no tienen
cierta teoria para saber qué datos esperan que expulse la calculadora y cémo
interpretarlos, por tanto ante esta ausencia de conocimiento no pueden discri-
minar lo obtenido, y si por ejemplo se equivocaron al teclear o la calculadora
les marcé error no saben por qué pasé eso. Por eso es necesario que los alumnos
enfrenten un problema, arrastren el lapiz y eso los lleve a utilizar la calculadora.
Todo lo anterior no se contrapone con la hipéotesis hecha en este trabajo relativa
a utilizar la tecnologia como brindadora de intuicién, pues la intuicién es una
idea sobre algo incierto, es la fuente de un nuevo conocimiento pero basado en
otro, es por eso que antes de usar la calculadora debieron pelearse con un pro-
blema, sacar su estuche de herramientas y entre ellas encontrar la calculadora.
Finalmente y no menos importante en este punto es la validacion de lo hecho
basado en los resultados de la pantalla, que como ya se mencioné més arriba,
ante la falta de un sustento teodrico y en consecuencia de un desconocimiento de
lo que se hace, se le atribuye a la calculadora un papel de emisora de verdades
que tiene como secuela a su vez, que se le perciba como un instrumento preciso
y exacto con los célculos. Comin creencia que debemos combatir. Por todo lo
dicho con anterioridad, por supuesto que se opta por el uso de la calculadora
pero teniendo en mente(por lo menos) las observaciones hechas.

6.2. La computadora(Geogebra)

A pesar de que este grupo tuvo solamente una practica en las computado-
ras*?, lo primero que hay que reconocer es que no existe temor o repulsiéon para

49 Aunado a las experiencias vividas en las clases aisladas
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el uso de la computadora (y en particular del programa) algunos ya saben usar-
lo otros ni siquiera lo conocen, pero este no es motivo para no trabajar con
él o con algun otro programa. La finalidad de usar Geogebra es (al igual que
con la calculadora) ahorrar tiempo y esfuerzo en trabajos manuales, la idea es
centrarse mas en los conceptos, en las construcciones del objeto a estudiar y
usar el software como comprobante y como provocador de conjeturas. Por eso
es que las caracteristicas bajo las cuales se recomienda utilizar la calculadora
se aplican también a la computadora. Pero habria que agregar ciertos detalles
a dicho anélisis, ya que ademas de hacer calculos, el software proporciona iméa-
genes y herramientas gréaficas ademaés de las algebraicas para manipular lo que
se ve en la pantalla. Esto ademas de que puede generar conocimiento virtual
puede utilizarse como medio de validacion del conocimiento. Por eso el espiritu
para trabajar con ella en este nivel debe seguir la misma linea que con cualquier
tecnologia, primero hay que arrastrar el lapiz para saber un minimo sobre los
objetos que vamos a manipular para después trabajar con el programa, y de este
modo tener una previsualizaciéon de los resultados. Lo importante es lograr que
los alumnos acudan a cualquier tecnologia como una herramienta para resolver
un problema no como una obligacién, por supuesto que debemos ensenarlos a
usarla(con mas problemas claro estd).

El problema de enfrentarlos desde el principio al programa(aun cuando ya
conozcan el programa) es que manipulen los objetos y simplemente observen
figuras simpéticas u objetos que se mueven sin saber qué ocurre. Cuando uno
se enfrenta a un nuevo objeto en matematicas necesita ciertas herramientas
para entenderlo y desarrollarlo ademéas de las ideas intuitivas, las plantillas®® de
Geogebra por supuesto deben procurar que los alumnos a través mayormente de
construcciones aprendan a utilizar la tecnologia y mas importante a desarrollar
sus ideas y mejorar el entendimiento de lo estudiado.

También habria que resaltar algunas de las limitantes que present6 Geogebra,
va que durante la planeacion de clases, la experiencia en clase y el analisis
posterior se encontraron detalles que deberian ser tomados en cuenta a la hora
de trabajar con este software, en primer lugar se encuentra el problema de
definir objetos, dos cosas no se pueden llamar igual inclusive cuando dentro del
programa representan lo mismo, en segundo lugar tenemos que ningin elemento
que creemos (sea un punto, un deslizador, etc...)puede recibir el nombre de
X, y o cualquier funcion de x(por ejemplo f(x), g(x), etc..). Estos problemas
se volvieron molestos sobre todo cuando se trabajé composicion de funciones.
Poniendo esto de lado el programa es recomendable pues es facil de usar, tiene
muchisimas herramientas y sobre todo: es gratis en Internet.

7. ACTIVIDADES SUGERIDAS

Teniendo en mente lo que salié mal, la discusion sobre el uso de la tecnologia,
sabiendo de que de poco sirve criticar si no se propone algo y que material para

50Una plantilla consiste en una construccién previamente disefiada que puede ser manipu-
lada y modificada por los alumnos
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ensenar calculo hay por montones, a continuaciéon simplemente se presentan
sugerencias puntuales a las actividades hechas en el curso y algunos ejercicios
que podrian ayudar a desarrollar la propuesta

* Buscando que descubran y propongan diferentes formas de aproximarse a
un punto vimos que la actividad de raiz de 2 fue de suma utilidad, por ello
en ese mismo sentido se sugiere dividir al grupo en equipos, pedirles que
escojan un namero del pizarrén (entre los que se proponen esté 0 por su uso
frecuente y 1/3 por la concepcion general de que 1/3=.3 0 .33) y que cada
integrante del equipo dé una aproximacién al punto escogido del pizarron,
por supuesto una cada vez mejor que la dada anteriormente por su com-
pafiero. Posteriormente que den una expresion en general para acercarse
al punto. Discutir en la plenaria si el método o la expresién encontrada
por cada equipo funciona para cada punto del pizarréon. Cuestionar cual
da una mejor aproximacion, cual se acerca méas rapido y cuédl més lento a
cada punto y si se podria dar una mejor aproximaciéon de todas las dichas.
Dar una interpretacion gréafica de lo hecho, esto para que tengan presente
siempre la relacion intima entre funcion y grafica. También serviria para
empezar a trabajar el frecuente problema de determinar si un punto dado
vive en una grafica.

* Otra actividad posible es discutir los criterios de determinacion de asinto-
tas, usualmente dados como reglas en Matemaéticas IV.

% En base a lo hecho en la clase del switch, presentar un compendio de
graficas continuas y discontinuas incluyendo su expresion analitica, para
discutir cualitativamente cuéles son continuas y cuéles no, preguntar en
qué coinciden las que no lo son y qué les faltaria para serlo. Ejemplos como
mayor entero, valor absoluto, %, -1 para x negativa y 1 para el resto, gf;:ll

(ejemplos de este tipo tienen ademés el objetivo de discutir la situacion

en que la funcién no estd definida en un punto pero el limite si existe),

raiz cuadrada(preguntar por la continuidad en el infinito, esto con el fin
de obligarlos a dar una regla(definicion)para determinar la continuidad
que no sea solamente con dibujos y dejandose llevar por la vista) Discutir
qué pasa cuando me acerco a la discontinuidad. Concluir y presentar una
definicion de continuidad, ya sea la que presento el profesor o abreviarla
como f es continua en a si iz_rz}lf(x) = f(a).

% Para trabajar la continuidad, la actividad del monje( SEGUNDA CLASE)
funcioné bien como introduccion pero hacia el final en lugar de redefinir
funciones habria que centrarse mas en discutir la aproximacion a las raices
del polinomio dado usando la calculadora y analizar si cruza el eje de las
abscisas cuando tenemos polinomios pares e impares con raices reales e
imaginarias, por ejemplo debatir cuél serfa el comportamiento de z* —
322 —4 0 23+ 22 +4x + 4 . Posteriormente en otra clase se podria debatir
la redefinicién de una funcién discontinua para volverse continua como
se hizo a través de la funcion del switch, agregando el determinar una
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funcién que sea idéntica a una discontinua pero que sea continua en todos
sus puntos, como se sugirié en el examen de continuidad.

x Para la clase de razon de cambio la modificacion que harfa (y que mucha
falta hizo) seria presentar la notacion de razon de cambio y no dejarlos
sblo con la idea intuitiva de lo hecho.

x Antes de ver la construccion de la tangente en clase pedir de tarea que
averiglien qué es una recta tangente en el Libro III de Euclides y cémo
construirla, el objeto de esto es que por un lado investiguen y en conse-
cuencia lleguen con dudas sobre el tema a la clase. Por otro lado considero
importante que observen que la primera nocién de tangente se dio respecto
a una circunferencia y por tanto se planteen o se discuta en la clase una
extension del concepto a una curva en general.

Realizar la construccién en Geogebra y cuestionar si es posible extender el
concepto a mas tipos de curvas. Realizar el proceso para varias funciones
a través de la herramienta “secante” del programa, discutir cual debe ser
la definicion de recta tangente. De este modo se ha trabajado la parte
intuitiva del concepto tangente, la siguiente clase se puede trabajar la
parte “formal” como se hizo en la quinta clase, aunque convendria que
durante la construcciéon se analice mas de una forma de acercarse al punto
deseado en el dominio. Haria falta también hacer la misma construccion
para una ecuacion cibica y finalmente para una recta. La intencion de
dejar las rectas hasta el final es que no se confundan con que todas las
secantes son iguales a las tangentes y que todas las tangentes sean iguales
entre si siempre.

* Después de ver la construccion de la tangente de una curva en un punto en
particular, pedir de tarea para mejorar su entendimiento y por supuesto
como medida para saber qué tanto ha quedado claro lo trabajado escribir
el proceso para encontrar una tangente de una funcién fija en cualquier
punto de su dominio. En la siguiente clase en las computadoras llevar a
cabo su tarea pero ahora con ayuda de la computadora, después discutir
si el proceso que hicieron se vale para cualquier funcion(sugerir ejemplos
en que no se pueda, valor absoluto o una discontinua).

* En la clase de méximos (SEPTIMA CLASE), falté revisar todo el proceso
hecho y debatir si se podria seguir el mismo proceso para encontrar un
méximo de una funciéon arbitraria.

* En la clase de Regla de la Cadena la actividad completa se compone de lo
siguiente

QUEMANDO CALORIAS

Segun la revista Men’s Health un mexicano promedio quema 2 calorias por
cada minuto que besa a su pareja, sabiendo que una fresa tieme 4.5 calorias
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¢ Cudnto tiempo necesita una persona promedio para quemar una fresa? ;Cudn-
tas fresas se quemardn en medio minuto? ;En un instante de tiempo? ;Se quema
la misma cantidad de calorias en cada sequndo que pasa?

Grafica y da la expresion algebraica de cada una de las relaciones en jue-
go(pedirles que anoten la variable que corresponde a cada eje coordenado)

Si comienzas a besar a alguien después de bailar y para entonces ya habias
quemado 50 calorias. ;Como serian las grificas? ;Las expresiones dadas ante-
riormente para las relaciones serian las mismas? Si cambia poquito el tiempo
¢ Cudnto cambian las calorias quemadas? ;Cudnto cambian las fresas quema-
das?

Al terminar esta parte intuitiva de la composicion y del cambio en la misma,
se introduce la notacion de composicion de funciones y se practica el dlgebra de
ésta. Ya que es de suma importancia no s6lo quedarse con la parte intuitiva y de
dibujos, sino también tener presente la parte algebraica y “formal” de lo hecho.
Se presenta también la idea conjuntista de dominios e imagenes de funciones.
Se sugieren preguntas como ;Podemos hablar de las calorias quemadas en -
3 segundos? ;Cuél es el dominio y la imagen de cada funcién? Es importante
observar el dominio de definicién de cada funcién. ;Cual es la variable principal,
es decir, aquella que la que dependen todos los cambios?

ESTO SE PONE CALIENTE

Dado el actual calentamiento global del planeta (debido en su mayoria a la
emision de gases invernadero) la temperatura del planeta estd subiendo aproxi-
madamente .3°C por decenio y también sucede que por cada 3 °C que sube ésta,
el nivel del mar aumenta aproximadamente 15 cm. ;Cémo cambia la temperatu-
ra y altura del mar por ano? ;Por dia? ;En el sequndo que acaba de pasar? Da
una expresion geométrica y algebraica que represente las relaciones involucradas
en el problema.

Después de esta instruccion seria interesante ver qué hacen, si dibujan con-
juntos o si hacen las graficas, de cualquier modo les tengo que pedir que hagan
ambas.

Describe en una tabla los cambios promedio sufridos en cada grafica

Escribe en términos de razén de cambio las variaciones involucradas en el
problema

Pedir expresar con ambas notaciones (% = %) para que la notacion se
vaya haciendo familiar y por si se encuentran con alguna de las dos en un libro.

Dado que nos interesa estudiar la razén de cambio cuando el cambio del
tiempo es pequeinio, se sugiere hacer énfasis en distinguis si se est4 hablando
de una razén de cambio promedio o una razén de cambio instantanea, si existe
alguna relacion entre ellas y explicar porqué.

Se espera hagan la primera conjetura en términos de razén de cambio, por
ello nos interesaria saber si pueden reescribir las razones de cambio de tal forma
que todas las funciones varien respecto de la misma variable. También detectar
cuél es el cambio en un instante de tiempo, por ejemplo, ;cuénto esta subiendo
el nivel del mar en este instante? ;Qué le ocurre a la temperatura si el cambio
en el tiempo es pequeno?; Como es el cambio en la altura si el cambio en la
temperatura es pequeno? Y para redondear la actividad se podria analizar el
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caso anterior con esta herramienta para buscar que concluyeran algo del tipo
“Limite cuando el cambio de temperatura tiende a cero es equivalente a obtener
el limite cuando el tiempo tiende a cero”

LA LECHE

Un bebé durante los primeros meses de haber nacido toma aproximadamente
900 ml de leche por dia. Se calcula que por cada 200 ml de leche ingerida su
cuerpo recibe 120 mg de calcio y 40 % de dicha cantidad es fijada en los huesos.
Grafica y da una expresion algebraica para cada relacion

Si desde los 500ml hasta los 750ml la absorcion del calcio responde a la
ecuacion

1, 7
e 224+ Le 000
12507 T 57

y después de los 750 ml la absorcion es constante ;Cdomo quedan las grdficas
anteriores? ;Qué cantidad de calcio se fija a lo largo de un dia promedio? Des-
cribe en una tabla los distintos momentos de la grdfica. Considerando que una
gota de leche tiene aprorimadamente .25 ml ;Cudnto calcio se fija con cada gota
que cae en su boca? ;Se fija la misma cantidad en cualquier momento?;Cudnto
cambia el calcio fijado cada vez que el bebé succiona una gota? Expresa lo hecho
anteriormente con razones de cambio sexistird la misma relacion que encontra-
ron entre las razones de cambio? Ahora vamos a escribir con mayor precision
todo lo que hemos hecho, para empezar ;Cdomo cambia el calcio fijado respecto
de la leche tomada?;Cémo cambia el calcio absorbido respecto al calcio fija-
do?;Como cambia el calcio fijado respecto a la leche tomada?

Estas son las propuestas y correcciones sobre lo hecho y vivido, se aceptan
sugerencias.

8. PROYECCION DEL TRABAJO

* La primera idea y creo bastante natural es aplicar las propuestas y correc-
ciones de nuevo en un grupo y repetir el proceso cada nuevo curso.

* Otro camino que puede y me parece debe seguir esta linea de trabajo no
s6lo con calculo ni tampoco restringido al nivel medio superior es acercarse
mas a la creciente tecnologia, conocer los nuevos software y hardware. Para
que de este modo se pueda ampliar este analisis a todas las materias de
matematicas del CCH.

* Finalmente, considero que el plan méas ambicioso en base a todo lo vivido
y que por supuesto también se puede extender a las demés materias de
matematicas, es escribir un libro para este nivel conforme al plan marcado
del CCH.
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Parte VI
APENDICES

9. APENDICE A

Hay que mencionar que ambos talleres no se pudieron completar y simple-
mente se trabajo la parte de composiciéon de funciones en Unidos como cadenas
y en Maximos, minimos y Mourifio aunque se aplicé en dos grupos®! no se pudo
realizar la parte de Geogebra.

9.1. Unidos como Cadenas

Actualmente la Tierra estd hecha un desastre, el medio ambiente cada vez
empeora y eso depende de qué tanto lo cuidemos, por ejemplo, el efecto inver-
nadero depende en parte de qué tanta contaminacién produzcan los autos, y
esta contaminacion depende de qué tantos autos circulen diariamente y esto a
su vez depende de cuantos autos son vendidos al dia. En resumen es una cade-
na de dependencias, este simple ejemplo muestra que (visto desde un enfoque
matematico) la composicion de funciones esta en la vida cotidiana y si nuestro
deseo como cientificos es interpretar la realidad con las herramientas que hemos
desarrollado pues éste es un perfecto pretexto para hablar de composicion de
funciones, més atn, pensando de una forma mas abstracta, la composicion de
funciones es una forma mas global de ver las operaciones entre éstas, la su-
ma, la resta, la division y la multiplicacion(que se ven usualmente antes de la
composicién) son funciones que se aplican a otras funciones, es decir, son casos
particulares de la composicion. Por ejemplo sumar f(x) mas g(x) no es mas que
un funcional H(x) que opera 2 funciones y arroja la suma de ellas, de este modo
estamos componiendo f con g de un modo muy particular.

Dada la importancia de este concepto y herramienta, dentro y fuera de la
matemaética, este taller se propone que los alumnos de nivel medio superior:

e Logren familiarizarse con los términos y concepto de composicién de fun-
ciones.

e Distingan dadas dos funciones f(x) y g(x) que quiere decir f(g(x)) y g(f(x)).

e Recuerden y comprendan mejor las nociones de dominio e imagen de una
funcién, particularmente dentro de una composicién. De ser posible que observen
cuando es posible definir una composicion.

e Puedan componer cualquier par de funciones(siempre y cuando esté bien
definida la composicion).

El desarrollo del taller girara en torno a las siguientes actividades:

e Enfrentarlos a problemas de la vida real, a casos tangibles para ellos donde
esté involucrada la composicién de funciones.

e Usando Geogebra, lograr que den una representacion geométrica de lo
planteado y de la composicion de funciones en general.

51De caracteristicas diferentes como se establecera mas adelante

68



e A través de tabulaciones o de cualquier herramienta que sugieran, conseguir
que den una expresion del planteamiento del problema y de su solucién en
términos de funciones.

NOTA: El texto escrito en letras cursivas denota preguntas o comentarios
sugeridos para aquel que aplique este taller

Antes de atacar nuestra problema que es la variaciéon en una composicion
de funciones conviene tener cimientos, recursos para que ellos trabajen mejor
y usar casos reales para reforzar su conexiéon con la matemaéatica como sugiere
Schoenfeld.

El taller comienza pidiéndoles que den ejemplos de fendémenos que conozcan
en los que algo depende de otra cosa, esto con el fin de recordar la nociéon de
dependencia y obviamente de homogeneizar la idea de funcion para todos. Pos-
teriormente se les pide que nuevamente den ejemplos pero ahora de algo que
dependa de otra cosa(como antes)y ésta a su vez de otra. Ya que den ejem-
plos de este caso se sugiere presentar un problema que facilite la cuantificacion
de las variables(y que unifique a todos los grupos) como el siguiente, “supon-
gamos que con una cubeta puedo pintar 8 paredes y que un cuarto tiene 4
paredes” ;Qué depende de qué?;De qué depende directamente esa variable?s En
qué medida depende una cantidad de la otra?;Cudnto varia una respecto de la
otra?s Cudnto exactamente?s; Cudntas veces?; Qué porcentaje?s Donde toma va-
lores cada elemento de su problema? Estas preguntas tienen la meta de que
los alumnos obtengan una expresion analitica de su planteamiento y al momen-
to de tabular observen cuél es el dominio y la imagen de cada funcién. Otra
forma de plantear esta necesidad®? o de reforzarla es pidiéndoles que observen
como cambian las variables usando una planilla dindmica elaborada con Geo-
gebra(Composicionl). La planilla tiene un ejemplo muy simple(y modificable)
el cual servird como base para que los alumnos observen qué depende de qué y
noten céomo cambia el valor de dichas variables, para completar el uso de esta
planilla se les pide que planteen un problema con los datos del banco de pro-
blemas(recalco los datos porque en esta parte del taller todavia no hablamos
de variacion ni razon de cambio, simplemente de la composicion de funciones)
. Una vez que han experimentado con ella se les muestra cual es la notacion
para la composicion de funciones, por eso es importante que después de que han
observado los cambios en las graficas ahora sepan y practiquen algebraicamente
la composicién, ya que tanto la parte geométrica como la analitica son impor-
tantes. Para reforzarla y hacer un contraste entre f(g(x) y g(f(x)) se propone
una segunda planilla de Geogebra(Composicion2). Finalmente se les pide hagan
la composicion analiticamente con otro par de funciones.

Ya que los alumnos sepan de qué depende cada variable y de qué conjuntos
toma valores cada funcion, se les recuerda que al conjunto de elementos que
puede tomar la funcion le llamamos DOMINIO y a los elementos resultantes
de aplicar la funcién a cada elemento del DOMINIO le llamamos IMAGEN.

52Hablo de necesidad porque para tener una idea global y méas precisa del resultado de una
composicion de funciones, atn sabiendo que es puntual y aunque tabularan algunos puntos(y
eso les ayudara a tener una ligera nocién de lo que esta pasando) es conveniente tener una
expresion analitica

69



Posteriormente se les presenta la tercera planilla dinaimica de Geogebra que tiene
el objetivo de trabajar més con estos conceptos y reforzar la idea de composicion
de funciones pero ahora visto en dos dimensiones y no en una, como se vid
anteriormente.

Los resultados de este fragmento de taller no fueron del todo malos, porque
se vio y reforzo el aspecto de la composicion de funciones, el problema radico
como ya se dijo, en que no pude ocuparme de la parte realmente importante
que era trabajar con las distintas razones de cambio, de ahi en fuera el trabajo
mixto entre ver coémo escribian lo que hacian en las planillas y la interacciéon
con Geogebra fue de provecho ya que los alumnos tuvieron la oportunidad de
visualizar lo que sucedia graficamente y pudieron expresarlo analiticamente; es-
to se logro planteando en un principio problemas de composicion de funciones
lineales para después introducir esa informacién en el programa, posteriormente
con cualquier funcién que conocieran una vez que habian entendido el funcio-
namiento de las planillas y la parte algebraica de la composiciéon. Una ventaja
que tenia este grupo es que ya conocia el programa y esto facilito el trabajo.

9.2. Maximos, minimos y Mourino

Dado que la naturaleza est& en constante cambio y que escoge siempre los
procesos Optimos para su funcionamiento, la idea de maximos y minimos esta
presente en ella y frente a nuestros ojos todo el tiempo; al interpretar dichos
procesos detectamos momentos especiales que hemos conceptualizado en mate-
maéticas como puntos criticos,a saber, maximos, minimos y puntos de inflexion.
. Qué significan los primeros? ;Como saber y determinar cuando ocurre cada
caso? Criterios y definiciones de estos objetos se concluiran con este taller.

Sin perder nunca de vista que los alumnos se encuentran a nivel bachillerato,
el objetivo del taller no es la formalizacion o la rigurosidad con que manejen
los conceptos mencionados, el fin deseado es que deduzcan sus criterios y se
convenzan de que sus conjeturas al respecto tienen sentido, que sepan explicar
por ejemplo que para obtener maximos y minimos un camino a seguir es “derivar
la funcién, igualarla a cero, encontrar las raices y listo, esos seréan los puntos
buscados”. La idea del taller también es que encuentren criterios para funciones
que no son derivables.?

Material y prerequisitos

Una hoja de trabajo y plantillas de Geogebra. Los alumnos se supone ya han
trabajado previamente con el programa Geogebra, (de lo contrario el programa
no es dificil de manipular)respecto a la teoria ya vieron la nociéon de derivada
como razén de cambio y como un limite y saben derivar funciones polinomiales.
La actividad esta planeada para una clase de dos horas con la hoja de trabajo
y otra de una hora con las plantillas de Geogebra.

53Las funciones no derivables vistas a este nivel en el CCH-Sur son las de tipo pico, es decir,
cuando pegamos dos segmentos de recta
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Algo mds concreto

Resumen

El objetivo de la primera parte del taller es que los alumnos conjeturen
un criterio para determinar puntos maximos y minimos, primero de una
grafica dada y posteriormente de una funcién dada. Se espera que los
criterios se den en términos de crecimiento y de decrecimiento.La idea del
taller es que de manera cualitativa en un problema tangible los estudiantes
deduzcan que podemos encontrar un minimo cuando la funcién pasa de
decreciente(no creciente) a no decreciente(creciente) y viceversa para los
méximos, ya que ésto sirve aun para las funciones que no son derivables;
en el caso de tener funciones derivables la idea es la misma, pero ahi si
podemos obtener la derivada en el punto critico y en este sentido podemos
hacer notar que una hipotesis necesaria para usar el criterio de la derivada
igualada a cero es que nuestra funcion sea derivable en una vecindad del
punto critico.

El espiritu con que se ensene este taller debe ser por un lado el de presentar
a la matemética como un lenguaje para interpretar la realidad y por tanto
con conceptos motivados por la misma y no como una serie de invenciones que
funcionan “mégicamente”. Por otro lado la de mejorar la comprension de los
alumnos al responder ante una pregunta no con una respuesta sino ayudando
a que ellos mismos se respondan, por eso la intencién de trabajo en grupo y
discusion grupal.

Desarrollo del taller

Se divide al grupo en equipos de cuatro personas maximo, se les entrega una
hoja como la siguiente y se les pide que inicialmente dibujen la grafica solicitada.

ACTIVIDAD

Etsaan Aké

10 de Noviembre de 2008

Una avioneta despega un martes 4 de Noviembre de San Luis Potosi con
destino a la Ciudad de México. Partiendo del reposo aumenta rapidamente su
velocidad para levantar el vuelo; a los 15 minutos del despegue, el piloto reporta
una ligera tormenta que lo ha obligado segundos antes a disminuir la velocidad,
varios minutos después de ésto, por causas “desconocidas”, la avioneta empieza
un descenso estrepitoso(con una velocidad menor a la que experimentara durante
su caida) hasta que se impacta en medio de la avenida Reforma.

Sabiendo que la velocidad es el cambio de la posicion respecto del tiempo
y despreciando la friccién, bosqueje una grafica de la velocidad de la avioneta,
colocando ejes coordenados tiempo contra velocidad.(como se muestra en la
figura)
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VELCHIDAN
[Merdoal horn)

TEMP O Hors )

1. ;Quién viajaba en la avioneta y por qué cayo ésta?

2. Describa los cambios de velocidad de la avioneta, por ejemplo, ;En qué
intervalos aumento6 y en cuales disminuy6?;Siempre aumenta o disminuye

en la misma proporcién?

3. (Hay algiin momento en que la avioneta alcance un maximo o un mini-
mo de velocidad? Si es asi ;En qué momento alcanzé su maxima veloci-

dad?;En cual la minima?

Una vez que todos los equipos terminaron su grafica, se les pidi6 que las dibuja-
ran en el pizarrén para que se pudieran comparar todas, la idea de esto era en
primer lugar observar qué tipo de trazos hacian, particularmente si dibujaban
funciones derivables(ya que en este caso el criterio de igualar la primera deriva-
da a cero es valido). En segundo lugar, observar si causaba algiin impacto en la
grafica los distintos tipos de cambio descritos en el problema y en tercer lugar
detectar como describian “un instante”, notar cual era su nocién de pequeno.

Las graficas se discutieron y se escogieron entre todos la grafica mas acorde
con el problema planteado, posteriormente se les pidi6 que resolvieran la se-
gunda pregunta del punto dos, el fin de esta era que determinaran intervalos
de crecimiento y de decrecimiento, para que después deducieran un criterio de
puntos maximos y minimos en estos términos.

La primera pregunta del punto 3 puede verse ayudada o reforzada pidiendo
que intenten describir los maximos y minimos en términos de crecimiento y
decrecimiento de la gréafica, también podemos pedir que den un criterio para
determinar dichos puntos. Una vez que todos han dado sus criterios, primero se
cuestiona jqué es un méaximo?;qué es un minimo?;en la grafica hay maximos

72



y minimos? Cuando el grupo se ha puesto de acuerdo con estos conceptos,
se discute la validez de los criterios para puntos criticos y se escogen los més
sensatos o se conforma uno de no haber uno mas claro o preciso que los demas.
En caso de que el grupo hable en términos de derivada el siguiente paso seria
pedir que den el mismo criterio pero ahora en términos de ésta.

Algo mds abstracto

Resumen

Los objetivos de la segunda parte del taller son: reforzar los conceptos
que se platicaron y se establecieron durante la primera parte del Taller
y establecer criterios a través de la pendiente de la recta tangente(’la
derivada’)para determinar puntos maximos y minimos de una funcion.?*

La estrategia consiste en enfrentarlos a diversas graficas de funciones y a través
de un anélisis visual basado en una continua experimentacion en las plantillas
de geogebra, noten qué sucede con la pendiente de la recta tangente cuando roza
un méximo o un minimo. Una vez abierta la planilla se sugieren las siguientes
preguntas para sembrar la idea del cambio en la pendiente de la tangente en
cada punto de la funcion sLas 3 funciones crecen igual?s; Como determinarian
qué tanto crece cada una? ;Como caracterizar el periodo de crecimiento y el
de decrecimiento en términos de razon de cambio? Si tomo 2 puntos cercanos
sobre la funcidn 5Cdmo es la razén de cambio? Escribanla s Varia la razén de
cambio si la tomo para cualesquiera 2 puntos?(se sugiere comparar 2 puntos
en un intervalo de crecimiento y 2 en uno de decrecimiento) Geométricamente
¢ Qué representa la razon de cambio? Siguiendo un proceso de limite para esa
recta ;Qué objeto obtenemos? ;A qué llegamos? Dibijenlo. ;Es la misma recta
para cualquier punto que tome sobre la funcion?s;Qué cambia?

Resultados

El taller se imparti6é entre alumnos de 5to semestre de Célculo del CCH-Sur,
que ya habfan tenido un primer contacto con la teoria de méximos y minimos,
una vez aplicado se observaron diversos fenémenos como resultado de la acti-
vidad. En primer lugar se presentaron dos gréaficas mayormente, las cuales se
presentan a continuacion

54Pensaremos en funciones derivables en todo su dominio o en los intervalos que analicemos.
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TEMP O R ten]

El segundo tipo de grafica aparecié en 6 de los 8 grupos. Después de que
cada uno present6 su dibujo en el pizarrén, se discutioé cual era el més sensato,
se escogio6 éste tltimo tipo(yo lo apoyé intencionalmente con el principal obje-
tivo de hablar del criterio de la derivada) y a partir de él se respondieron las
preguntas hechas en la actividad. La pregunta 2 fue respuesta basicamente por
aproximaciones, a saber, la velocidad aumentd desde cero hasta cierto punto,
unos escribieron literalmente eso, otros dijeron desde 0 hasta Axzq(colocando
éste ultimo antes del 15), otros desde 0 hasta 13 y otros tantos hasta 14.5.
Lo mismo para los otros intervalos, ya sea donde crecia o donde se mantenia
constante. Asi, se acordo en el grupo usar puntos “cercanos”’ a enteros para de-
terminar intervalos de crecimiento y de decrecimiento. Por ello, cuando se paso
a la tercera pregunta, la mayoria respondi6é que si existian méximos y minimos
y éstos eran los valores que correspondian a esos puntos “cercanos”’, también
afirmaron que habian minimos en el tiempo inicial y final. Algo que vale la pena
remarcar, es que al cuestionar si los puntos donde la funcién es constante eran
minimos también todos dijeron que no,que los Gnicos puntos minimos en ese
intervalo (digamos entre 10 y 30) son los extremos del intervalo constante, de
aqui el siguiente didlogo:

Prof.:; Qué es un minimo?

Ellos:Es el valor méas pequeno

Prof.:Pero en la grafica hay valores mas pequenos, entonces los puntos que
me dicen no son minimos

Ellos:Lo que sucede, es que hay minimos por intervalos, hay minimos relati-
vos y minimos absolutos

Prof.:Entonces, aqui(sefialo el intervalo de funciéon constante)jhay minimos?

Ellos:S6lo en los extremos porque ahi la funcién es constante
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Prof.:Pero los valores de enmedio también son igual de pequenos que los
demaés, a ver, definan otra vez que es un minimo

Ellos:Es el valor mas pequeno en un intervalo

Prof.:Entonces(vuelvo a senalar el mismo intervalo);Estos son minimos o
no?

Ellos: Si, si son

Prof.:; Como definirian maximo?

Ellos:Pues igual,solo que al revés.

Una vez que nos pusimos de acuerdo, se les pidié que dijeran con precision
en qué momento la avioneta habia alcanzado méximos y minimos de velocidad,
la mayorfa contest6 en que era en los puntos “cercanos”, pero se insistié en que
dieran con precision dichos puntos, traten de describir los momentos en que
se logra un mdximo o un minimo, jpodrian describir los puntos buscados en
términos del andlisis que hicieron previamente de la grdfica? De donde respon-
dieron algunos equipos que el maximo era cuando la grafica dejaba de crecer y
comenzaba a decrecer y que para los minimos era lo mismo pero al revés.

Prof.:; Funcionara este criterio para todas las funciones?

Ellos:Si

Prof.:; Aqui funciona?(vuelvo a sefialar lo mismo)

Prof.:; Aqui pasa de decreciente a creciente?

Ellos:No

Prof.:Pero acordamos que habia un minimo ;no?

Ellos:Si

Prof.:; Entonces?; Qué es lo que pasa aqui? ;Pasa de decreciente a creciente?

Ellos:No, lo que pasa es que deja de decrecer

Prof.:Entonces ;Cual sera el criterio?

Ellos: Pues cuando va decreciendo y deja de decrecer

Prof.: ;Sera lo mismo para los méximos?

Ellos: Si, pero al revés.

Prof.: Bien, me gustaria que ahora intentaran dar este criterio para encontrar
maximos y minimos en términos de la derivada

El grueso del salon al leer en voz alta sus criterios, coincidieron en que la
forma para encontrarlos era derivando, igualando a cero y resolviendo con la
formula general(para resolver ecuaciones de segundo grado), luego se evaluaban
puntos a la derecha e izquierda de éstos y se detectaba visualmente de qué tipo
de punto se trataba.

Prof.:A ver ;jPor qué se iguala la derivada a cero?

Prof.:;Por qué no a 2 o0 a 10 o0 a -57
Ellos:Asi nos dijeron que se sacaba
Prof.:; Por qué se tiene que sacar la derivada? ; Qué tiene que ver la derivada?

Prof.:; Qué es la derivada?

Ellos: Es la pendiente de la recta tangente
Prof.:Y, ;Le pasa algo a la pendiente de la recta tangente en nuestro criterio?
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Ellos:Si, cambia de positiva a negativa ahi(sefialan un maximo)

Prof.: Ok, si cambia de positiva a negativa ;Por cual valor tuvo que pasar?

Ellos:Por cero,jah!, por eso se iguala a cero

Prof.:Ahora, si al derivar mi funciéon obtengo una funcién lineal ;Aplico la
formula general?

Ellos:No, pues ahi nada mas igualamos a cero

Prof.:;Y como van a saber si se trata de un minimo o de un maximo?

Ellos: Evaluando cerca del punto

Prof.: Bueno, vamos a ver si el criterio de la derivada funciona para empezar
con nuestra funcién

Ellos: No porque hay un pico ahi

Prof.: Entonces, si queremos aplicar nuestro criterio de la derivada ;Qué
debemos pedirle a la funciéon o qué queremos que no pase?

Ellos: Pues que no haya picos

Mas resultados de otro grupo

El mismo taller se aplico a otro grupo de Célculo dentro del mismo CCH,
grosso modo podemos decir que aparecio 1 nuevo tipo de grafica(en comparacion
con losmostrados por la otra clase y que se muestra a continuacion), que los
alumnos introdujeron el concepto de la derivada y desde mi punto de vista
lo mas llamativo fue que en este grupo todos los equipos con excepcion de 1
dibujaron curvas suaves.

Se aceptaron 2 graficas en el grupo,unas del tipo obtenido(y aceptado) con
el otro grupo que se trabajo esta misma actividad y ésta donde se considerd que
la velocidad con la que cay6 era menor que la velocidad que llevaba antes de
empezar a descender. Lo interesante de esta grafica y motivo de discusion en la
plenaria fué el ltimo intervalo de la grafica(en la imagen aparece indicado por
un “” que parece I ), ya que en un principio el dibujo tenia un brinco desde el
momento en que dejé de ser constante hasta que la velocidad fué igual a cero y
fué modificado por el equipo que la hizo. Esta imagen provocoé cierta inquietud
y desacuerdo en un alumno, lo cual motivé el siguiente comentario:

-Estaba bien antes de que la cambiaran porque en ese intervalo empieza la
caida sin velocidad y ya no debieron dibujar la linea continua porque ahi ya se
acabo la velocidad.
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El resto del grupo se mostré en desacuerdo con el comentario ya que consi-
deraban que esa linea era necesaria® , pero ademas dicho segmento deberia, ser
una linea vertical. Lo cual fue obligd al equipo a modificar su dibujo como lo
pedia el grupo.

Prof.: Entonces la ultima seccién de su grafica es una linea vertical

Ellos: Si

Prof.: Si la grafica representa la velocidad ;Cémo cambia ésta en ese seg-
mento de linea?

Ellos: Va de una nimero a cero

Prof.: ;En que tiempo lo logra?

Ellos:...;jen 07

Prof.: Entonces cambié de velocidad abruptamente sin que se moviera el
tiempo, si la aceleracion es cambio de velocidad respecto del tiempo, ;cual fue
su aceleraciéon en este lapso?

Ellos: Infinita...aah, entonces debe de estar un poquito inclinada

Una vez maés, insisto en que lo primordial no es la interpretacion fisica, lo que
resalta aqui es que el concepto de pendiente parece estar claro, lo cual facilita
mucho la concepcién del concepto de derivada y también de propiedades de esta.

Las respuestas de la segunda pregunta no variaron en demasia comparan-
dolas con las de la otra clase, la principal diferencia radic6é en que los alumnos
hablaron de intervalos abiertos y cerrados, algunos utilizaron desigualdades para
caracterizar los periodos de aumento de velocidad y disminucién de la misma.
Sin embargo cuando alguien dijo que estaba en el abierto (14,15) la mayoria
respondi6 estar de acuerdo.

Cuando se insisti6 en determinar donde estaban los méximos y minimos en
términos de cambios de velocidad, su respuesta no fue “cuando deja de crecer y
empieza a decrecer” sino la observacion fue:

Prof.: {Qué ocurre en este intervalo(antes de que llegue al méximo)?

Ellos:La pendiente es positiva

Prof.:; Qué pendiente?

Ellos:Las de las rectas tangentes

Prof.: Y de este lado(después del maximo);Coémo son las pendientes?

Ellos: Negativas

Prof.: Entonces, ;jdénde esta ubicado el maximo?;cémo lo podemos caracte-
rizar?

Ellos(otros):Es cuando la derivada es igual a cero

Prof.: {Y porqué cuando es igual a cero?

Ellos:...

Prof.: ;Qué es la derivada?

Ellos: Es la pendiente de la recta tangente

Prof.: ;Como son las pendientes de las rectas tangentes aqui(seccion previa
a al maximo)?

Ellos: Positivas

55Gin fijarme demasiado en todos los factores fisicos del problema, me llama la atencién que
aunque sea a través de dibujos tengan en mente la nocién de continuidad
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Prof.: ;Del otro lado(después del maximo)?

Ellos: Negativas

Prof.: ;Qué tuvo que pasar para que las pendientes pasaran de positivas a
negativas?

Ellos:Tuvo que pasar por 0

El mismo analisis se hizo para los minimos y posteriormente se discutio
como determinar cuando teniamos méaximo o minimo si el criterio para ambos
era igualar la derivada a cero.

Prof.:; Qué diferencia encuentran en términos de las pendientes que diferen-
cian un maximo de un minimo?

Ellos:En los méximos va de positiva a negativa y en los minimos de negativa
a positiva.

Prof.: Dibujen ese comportamiento de las pendientes en una grafica. (Ya que
lo hicieron) {Dénde estan el méximo?;El minimo? ;Qué diferencia encuentran
entre la parte donde esté el maximo y donde esta el minimo?

Ellos: De este lado baja(del lado del méaximo) y del otro sube

Prof.:;Podrian expresar eso en otros términos?

Ellos: La pendiente es negativa de este lado

Prof.: jPodrian dar un criterio para distinguir méaximos de minimos?

Ellos:...

Prof.:;Qué acaban de observar en su grafica de la derivada?

Ellos: Que la pendiente del lado de la grafica donde estda el méximo era
negativa

Prof.: ;Como podemos interpretar la pendiente de la derivada?

Ellos: jLa derivada de la derivada?

Prof.: Eso seria la pendiente de la recta tangente a la grafica de la derivada

Ellos:Aaa, pero aqui son rectas[los segmentos de grafica de la derivada son
lineas pues dibujaron algo del tipo | x | —1]y coincide

Finalmente concluyeron que debian obtener la segunda derivada para deter-
minar qué clase de punto critico se trataba.

Conclusiones

Mas all4 de una buena representacion fisica del problema por parte de los
alumnos, podemos notar que la idea grafica de la derivada no parece estar del
todo clara, ya que dibujan gréaficas que se componen de segmentos de linea,
es decir, no observan que la velocidad va cambiando y no se mantiene una
aceleracion constante, pero por otra parte demuestran ser sensibles a los distintos
tipos de cambios pues podemos observar como dibujan segmentos de linea més
inclinados que otros.

La nocién de estar cerca de un punto todavia es bastante vaga para muchos,
quieriendo decir con esto que para muchos por ejemplo: el uno estd muy cerca
del 2, de hecho si se les pide que den un niimero que esté muy cerca de otro, en
muchos casos dan el entero mas proximo.Por tanto podemos ver que no existe
0 no es muy nitida todavia la nocién de infinitesimal, su estructura de espacio
parece ser todavia la de un espacio discreto.
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La idea visual de minimos y maximos como era de esperarse es muy digerible
para ellos, sin embargo, por esa misma nociéon puntual, les cuesta mucho tra-
bajo notar que cuando una funcion pasa de decreciente(creciente) a constante
todo éste ultimo intervalo es de puntos minimos(méaximos), lo cual interpreto (y
también como era de esperarse) como que los conceptos en el dibujo son claros,
una definiciéon o una nocién mas abstracta ya no lo es.

Podemos ver que desafortunadamente, estan aprendiendo el criterio de la
derivada a ciegas, en primer lugar no saben por qué se iguala a cero la primera
derivada y en segundo por qué dicen que después de eso usando la féormula
general se hallan los puntos.

Algo que debemos preguntarnos es a qué se debe que un grupo dibuje curvas
suaves y otro no, uno hable de intervalos abiertos(para denotar que no alcanza
los extremos del mismo, no so6lo para delimitar tiempos)y el otro no. Me parece,
como lo afirma Schoenfeld, que las concepciones y herramientas que tienen los
alumnos antes de enfrentarse a un problema influyen definitivamente en la re-
solucién. Para unos el méaximo se encontré en 15-y(y variable) o en el intervalo
(x,15), explicando que el punto esté tan cercano a 15 como querramos pero sin
alcanzarlo, para la otra clase(que no presentd estos argumentos y me parece
gracias a ello)fue mas directa su observacion de que el méximo se encontraba
cuando dejaba de crecer y comenzaba a decrecer. De la misma situacién estos
iltimos no hablaron de caracterizar los comportamientos de la grafica en dife-
rentes intervalos a través de la pendiente y menos de la derivada, mientras que
los de la segunda clase, cuando se les pidi6 caracterizar los cambios de velocidad
mencionaron casi inmediatamente pendientes positivas y negativas y algunos
inclusive sugirieron usar la derivada.

10. APENDICE B

10.1. Curso de Calculo

Se presentan grosso modo los temas y las actividades hechas durante el curso
en el orden en que se impartieron.

* Ejemplos de procesos infinitos

* Ven limites de forma algebraica, sobre todo del tipo donde P(x) y Q(x) son
polinomios con raiz comin a (P(x) de grado mayor a Q(x)), utilizan herra-
mientas como multiplicar por el conjugado y factorizacién de polinomios,
ademas de la sustitucion de valores

x CLASE 0. ESTUDIO CUALITATIVO DE %

* Maés ejemplos del tipo ya mencionado. Les dan criterio de existencia del
limite usando la caracterizacion de los limites laterales(OJO: ESTA ES LA
DEFINICION QUE APARECE EN LA GUIA DE EXTRAORDINARIO
PARA CALCULO I)
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* CLASE 1( RAIZ DE 2)
* Ven el Teo. Fundamental de los Limites(operaciones con limites)

+ EXAMEN DE LIMITES. CALCULO DE LIMITES

1. Se tiene una sucesion infinita dada por la férmula S,, = {2 - %} con n
= 1,2,3/4,... . Escribe los términos que consideres necesarios para hallar
lim S,.

n—oo
Usa tu calculadora y elabora una tabla para encontrar el limite o concluir
que éste no existe. Asegurate de poner tu calculadora en modo radianes

tanx
2z

2. lim
=%

0si t<0

4. La funcion de Heaviside H se define por H(t) = .
1si t>0

[Esta formula recibe ese nombre en honor al ingeniero electricista Oliver
Heaviside (1850-1925) y se puede usar para describir una corriente eléctrica
que inicia en el instante t = 0] Analice la funcion y determine im(L)H (t)

Encuentra los siguientes Limites algebraicos:

S e . a2 _10t— , h)—
5.1im TH2=0 6 6. [gm3t=19t=8 tlgt 8 7.lzm7(x+}i) z
r—2 T t—4 - h—0

8y9. Dada f(z) = v/bx — 1 Hallar }lfﬂ})w cuando = > é
10. Usa la definicion rigurosa de limite para probar que limmx+b = mc+b

* CLASE 2(TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO CON EL MONJE
PARA ESTUDIAR CONTINUIDAD)

% Ven ejemplos de funciones discontinuas a través de dibujos

% CLASE 3(LA FUNCION DEL FOCO Y EL CONTRASTE ENTRE FUN-
CIONES CONTINUAS Y DISCONTINUAS)

* Redefinicion de funciones discontinuas para ser continuas(algoritmo).
Dan definicién de continuidad:
Una funcion f es continua en a si
1. La funcion esta definida en a

2. Si existe lim f(x)

3. Si lim f(x) = f(a)
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* EXAMEN DE CONTINUIDAD. CONSTRUCCION DE FUNCION
DISCONTINUA. DETERMINAR SI UNA FUNCION ES CONTINUA,
REDEFINICION DE LA MISMA

1. Mi idea de CONTINUIDAD es....

2. Observa con atencién la grafica anexa y argumenta ;Por qué no es
continua la funcion? ;Cual de las tres condiciones de CONTINUIDAD no
cumple?

3. Construye una funcién que no sea CONTINUA en x = -2y x =7

4. Sea f(z) = ,»,;5“’;3%%5_10 Calcula a) i%f(m) b) Reescribe f(x) de tal manera
que sea CONTINUA en 5

5. En un estacionamiento se cobran 3 délares por la primera hora (o frac-
cion) y dos doélares por cada hora (o fraccion) subsiguiente, hasta un ma-
ximo diario de 10 ddlares.

a) Grafique el costo de estacionar un automovil como funcion del tiempo
que permanezca alli.

b) Discuta las discontinuidades de esta funcion y su significado para al-
guien que estacione su automovil.

6. Usa la definicion de CONTINUIDAD y el Teorema de Limites para mos-

trar que la funcion es CONTINUA donde se indica. h(z) = ”;Sjll enc=1

7. Las funciones siguientes no son CONTINUAS en x= 2 ;Cémo pueden
ser redefinidas para que sean CONTINUAS en ese punto?

i) H(z) = 258 ) f(2) = 22 K) glo) = £35) 1) G(o) = £=02 4208

x—2 J r— r—2

« CLASE 4(RAZONES DE CAMBIO, LOS RECIPIENTES Y EL MONJE
OTRA VEZ)

* Estudio de la velocidad instantanea, problema de velocidades medias e
instantaneas. Uso sobre todo de la calculadora para hacer aproximaciones
y construyen el limite derivada sin llamarlo asi
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CLASE 5(CONTRUCCION DE LA TANGENTE VIA SECANTES DE
UNA FUNCION DADA EN UN PUNTO DADO)

Se retoma el problema de las tangentes a una curva(caso general) y se
construye el limite derivada pero ahora por esta via geométrica

CLASE 6(GEOGEBRA. USAR LA TECNOLOGIA PARA CONSTRUIR
TANGENTES)

EXAMEN DEL LIMITE DERIVADA. VISTO COMO RAZON DE
CAMBIO Y COMO PENDIENTE DE LA RECTA TANGENTE

1. ;Cual es el significado de “h” en la definiciéon de velocidad instantanea?

Velinsi(c) = é%if(ﬁh;);ﬂc)

2. Considere y = —x2 + 2

a) Dibuje la grafica con todo el cuidado posible
b) Dibuje la recta tangente en P(2,-2)

¢) Calcule la pendiente de la recta secante que une P(2,-2) con Q(2.01,
-2.0401)

d) Mediante el proceso de limite, encuentre exactamente la pendiente de
la recta tangente a P(2, -2)

3. Calcule el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva y =
1 1
P en (3, g)

4. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y = z2

en ro = 2

5. El peso en gramos de un tumor maligno en el momento t esta dado por

la funcion W(t) = 1t* — .09 donde t se mide en semanas. Encuentre el
indice de crecimiento del tumor cuando t=10

6. Suponga que se deja caer un pelota desde la plataforma superior de
observacion de la torre CN, 450 m sobre el nivel del suelo. Use la ecuaciéon
de movimiento s = f(t) = —4.9t? para responder

a) ;Cual es la velocidad de la pelota después de 5 segundos?
b) {Con qué velocidad choca con el suelo?

Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba del suelo con una velocidad
inicial de 128 pies por segundo. Su altura S al término de t segundos tiene
un valor aproximado de S = 128t — 16t2 pies

7. {Cuando alcanza su altura maxima?

8.;,Cual es su altura maxima?
Resolucion del examen. Presentacion formal de la derivada

CLASE 7(INTRODUCCION A MAXIMOS Y MINIMOS. PROBLEMA
DEL RECTANGULO DE AREA MAXIMA)
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Se obtienen las reglas de derivacion para la suma, resta, multiplicacion,
division de funciones através de la definicion del limite derivada. También
se obtiene la derivada de xn desarrollando el binomio de Newton

CLASE 8(INTRODUCCION A LAS DERIVADAS DE FUNCIONES TRI-
GONOMETRICAS, lim %)

Se encuentran las derivadas para otras funciones trigonométricas usando

identidades y la definicion del limite derivada

EXAMEN DE DERIVACION. PROBLEMAS DE HALLAR TAN-
GENTES HORIZONTALES Y DE APLICACION A PROBLEMAS FI-
SICOS
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4" EXAMEN PARCIAL
CALCLQ pefERERCIAL

FOACT, LR TICLIAD

L Lo grafica meestra 18 funcidn de posicdn de un atomdvil. Usa la forma de s
grifica para dar respueitas & LS Sigulentes pregunias:
fa) ¢Cual fue la velooidad iricial del automdeil?
{b] ¢El automoni viapabs mas rapado en Boen C7
fe] Diga si el automdyil desacelerabs o scelerabe en i, By C
§d] {0k sucedic en Oy EF T 2pms

2. Hallar la ecuacidn de la recta tangente a la Pardbola y = 1eMeX7 on el punte ¥.=-1/2

1 po

3, 5o tione lacurva y = X'+ X' - 20+ 6 JEn qub pantos la pendiamts de 1a recta
tangembe o5 — 17 1 pe,
4, Emcuentes D, [t <20+d] 1o

5. %5 &n la Lana 8= dispasa wna Mecha hacia smiba con unag velocidad de 58 mJ)s
atbura en mefros despuds de § iegundos se sxpress con H l!'l't-ﬂ.ﬂ*.
(4] Encuentra la velocidad de la fechs detpoiy de 1 segundo.
[&) Haltar la velocidsd de Ly Aecha cuando = a
le} £Cudmde chatand o fleacha com la Luna?
(¢} éCan qué wibacidad chocard? 2 jpras,

B Un automdvil se desplara por una cametera on forma de Parabols cuya ecuacidn es
¥E ¥, Hay un morumento situado en e punto {839, {En qué punto de la
carretera estard sftuade o sutomayll cuando lemine e monwmenio can los Tares?

3 pros,
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Practica de derivacion de funciones.

CLASE 9(INTRODUCCION A LA REGLA DE LA CADENA. PROBLE-
MA DE LAS FRESAS)

Enunciacion de la Regla de la Cadena(El profesor titular lo hace presen-
tando un problema del tipo si A es 2 veces mas rapido que B y B es tres
veces mas rapido que C, cuantas veces es mas rapido A que C. Usa no-
tacion leibziana para representarlo y finalmente enuncia en términos de
funciones derivables la Regla de la Cadena). Practica de la misma

EXAMEN DE REGLA DE LA CADENA. CALCULO DE DERI-
VADAS USANDO REGLA DE LA CADENA. PROBLEMAS DE VELO-
CIDAD Y ACELERACION

1. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = z+cos(x) en (0,1)

. 43 d
2.8i g(t) = t’cost calcula ¢

3. Muestra que d(";lseco) = —csclcotf. Ayuda: considera la identidad trigo-

németrica csef) = —L
senf

4. Se tiene la funcion f(z) = 5+ 2sen(z). Da al menos 3 valores de x para
los cuales la tangente es horizontal

dy
dz

6. “...estamos tratando con tres variables y, u y x que estan conectadas
paso a paso en una cadena de tal manera que cada una depende de la
siguiente. Podemos sugerir esta relaciéon escribiendo

5. Dada y = 4senf usa la regla de la cadena para encontrar

y depende de u depende de x

la formula % = Z—Z% nos dice como derivar la primera variable respecto

a la ultima teniendo en cuenta cada conexién individual en la cadena.”
Louis Joseph Cauchy

Esta regla puede extenderse a mas variables. Escribe la regla de la cadena
Si:

a) x depende a su vez de z

b) z depende a su vez de w

7. Derive y = (22 + 1)*(22 +1)3

8. El desplazamiento de una particula en una cuerda que vibra, la repre-

senta la ecuacién S(t) = 10 + sen(107t) donde s se mide en cm y t en
segundos. Encuentra la velocidad de la particula después de t segundos

9. 51 S = Acos(wt+9) expresa la ecuacion del movimiento de una particula,
se dice que esa particula describe un movimiento arménico simple

a) Encuentra la velocidad de la particula en el instante t

b) ;Cual es la aceleracion en t=2 segundos?
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* FIN DEL CURSO
* EXAMEN FINAL

1. Observa la sucesién con cuidado y escribe la {6

enésimo y determina el limite (si existe) %, %, %, %,
/7 2x+5

2. al:Zi’l’é r24+2x+4

rmula para el término

3. lim,
4. lim2

5. limMt2t9=3
t—0 t2

2_ —
2z —3x 2:5

6. Usa la definicion precisa de Limite para probar que }c% —

7. Establezca si la funcién indicada es continua o no en 2, si no lo es,

explique por qué f(z) = 3"”2;%;*2

8. La funcion dada no estd definida para cierto punto. ;Coémo se podria
2

redefinir para que sea continua en ese punto? h(x) = % :39

w para encontrar la Derivada

Usa la definicion de f'(z) = ;lfﬂqé
de

9.9(t) =Vt

10. f(z) = az® +bx+c

11. Un negocio esta prosperando de modo tal que su beneficio total (acu-
mulado) después de t afios es 1000¢2 dolares.

a) ¢ Cuanto producira ese negocio durante el tercer afio (esto es, entre t=2
y t=3)7

b) ;Cual es su tasa promedio de utilidad (utilidad promedio marginal)
durante el primer semestre del tercer ano (entre t=2 y t=2.5)?

¢) {Cual es la tasa instantanea de utilidad (utilidad marginal) para t=27

12. Escriba la ecuaciones de las dos rectas que pasan por (-5, 21) que son
tangentes a la parabola y = z2

13. Un tanque cilindrico tiene un eje vertical y se llena inicialmente con
600 litros de agua. El agua tarda 60 minutos en vaciarse después de abrir
el desagiie en su parte inferior. Suponga que el desagiie se abre en el
instante t=0 y que el volumen V del agua restante en el tanque después
de t minutos es V() = (60 — t)? litros. Determine la razén instanténea
con la que el agua fluye fuera del tanque en el instante t = 15 (minutos)
y en el instante t = 45 (minutos).

14. Hallar los puntos de la curva y = 223 — 322 — 12z 4 20 en los que la
tangente es paralela al eje de las X.
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15. Una pesada roca, lanzada verticalmente hacia arriba con una velocidad
de 160 pies/segundo, alcanza una altura de S(t) = 160t — 16t pies al cabo
de t segundos.

(a);Qué altura alcanza la roca?

(b) ¢Qué velocidad lleva cuando alcanza una altura de 256 pies sobre el
suelo yendo hacia arriba?

16. Un cuerpo se mueve sobre una recta segtn la ley de movimiento S(t) =
t3 — 4¢2 — 3t. Hallar su aceleracion cada vez que su velocidad sea cero.

17. Encuentra % siy = sen®(cos(kt))

18. Una estrella variable Cefeida tiene brillantez que aumenta y disminuye
de manera alternada. La estrella de ese tipo mas visible es Delta Cefeida,
para la cual el intervalo de méxima brillantez es de 5.4 dias. La brillantez
promedio de esta estrella es 4.0 y su brillantez cambia en . En vista de
estos datos, la brillantez de la Delta Cefeida en el tiempo t, donde éste se
mide en dias, se ha modelado por la funcién B(t) = 4 + 0.35sen(2x})

(a) Hallar la razon de cambio después de t dias

(b) Encuentra, correcto hasta dos decimales, la razén de cambio del au-
mento después de un dia.
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