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Introduccion

Una constante en matematicas es la presencia de hechos que ponen a
prueba nuestra intuicién y llevan nuestra imaginacién a espacios diversos y
fantasticos.

En esta ocasién estudiaremos un problema que ha interesado a matemati-
cos como: J.M. Marstrand, H.Federer, K.J. Falconer, P. Mattila, K. Borsuk,
desde mediados de los anos 40’s y que desde entonces continta siendo un
prolifico tema de estudio en matematicas y esto es, las proyecciones de con-
juntos en R"™ sobre subespacios de dimensién n — 1.

En el presente trabajo estudiaremos mas especificamente conjuntos de
cantor que viven en R? y a los cuales les analizaremos sus proyecciones
ortogonales sobre rectas en todas direcciones o bien las proyecciones sobre
el eje real bajo una inclinacién 6 para todo 6 € (0, ).

Cuando hablamos de un conjunto de cantor lo primero que nos viene
a la mente es su peculiaridad de ser un conjunto totalmente disconexo, en
términos coloquiales podriamos imaginarlo como un polvo flotante. Siendo
asi, intuitivamente, uno esperaria que la sombra que pudiera proyectar tal
polvo cantoriano fuese un conjunto disconexo y de medida cero. Pero la
realidad no es tan simple y mas bien nos muestra un abanico muy grande
de conjuntos fractales en R? cuyas proyecciones tienen un comportamiento
sorprendente.

En el presente trabajo mostraremos cuatro conjuntos fractales contenidos
en el plano, todos ellos conjuntos de cantor, que, de acuerdo a sus peculiari-
dades geométricas el comportamiento de sus proyecciones es muy interesante
y rebasa nuestra imaginacion.

1. Mostraremos un conjunto cuya proyeccién ortogonal sobre cualquier
direccion es un intervalo.

2. Asi mismo mostraremos otro conjunto cuyas proyecciones sobre el eje
real tienen un comportamiento muy regular que va desde un conjunto
de cantor para la proyeccién ortogonal sobre el eje real y los 2/ interva-
los para cualquier j € N dependiendo de la inclinacién que tomemos.



3. Por otro lado mostraremos un conjunto cuyas proyecciones ortogonales
en dos direcciones es un intervalo, pero en todas las otras direcciones
es un conjunto de medida cero.

Puesto que la teoria de proyecciones fractales desarrollada hasta el mo-
mento apunta al estudio de las proyecciones con base a la dimensién del con-
junto y otras propiedades topolégicas. Estudiaremos la dimensién de Haus-
dorff de cada uno de nuestros ejemplos con el objetivo de encontrar respues-
tas en la teoria acerca del comportamiento de sus proyecciones. Asi mismo
intentaremos dar una visién general de problemas relacionados muy intere-
santes que han sido resueltos y otros que contintian abiertos.



Capitulo 1

Proyecciones y Sombras

Estudiaremos dos tipos de proyecciones de conjuntos en R?, una es la
proyeccién ortogonal sobre cualquier recta £ y el otro tipo es la proyeccién
sobre el eje real, bajo una inclinacién arbitraria 0 < 6 < 7.

Estudiar la proyeccién de un conjunto A nos remite a estudiar la proyec-
cién de cada elemento del conjunto.

Dado A CR? T = (z,y) € Ay L una recta con direccién §. Denotamos

la proyeccion ortogonal de T sobre £ como my(T).

(xy) =x
r,*‘ £

u
|

Sea u = (cos#, senfl) un vector unitario en la direccién de £ luego,

L J

Figura 1.0.1.

(z —tu)-u=0,
entonces
z-u—t|ul|* = 0.

De donde
m9(T) =t =T -u = xcosh + ysinb. (1.1)

A continuacién presentaremos la otra proyeccion que llamaremos sombra.

Sea A C R?, 7 = (z,y) € A y consideramos una direccién 0 < § < 7.
Denotamos la sombra de = como, zy().
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X=(xY)

L 4

Figura 1.0.2.

Dado = y la direccién 6, observemos lo siguiente,

in 6
Y = tan, L:&,
x—t x—t cosf
luego
ycosf =sinf(x —t) = zsinf — tsinb.
Asi

tsinf = xsinf — ycos ¥,

cosf

2(T)=t=x—y (1.2)

sinf’

Las proyecciones my y zg poseen propiedades muy importantes y que
intuitivamente resultan claras, como por ejemplo, la linealidad, la monotonia
y una muy especial que tiene relacién con aplicar una contraccién y una

translacién al conjunto.

Proposicién 1. Sea T : R? — R? la proyeccion ortogonal o la sombra.

i) Entonces T es lineal

ii) Si A C B, entonces T(A) C T(B).

k
iii) Supongamos que existen Ay, Ag, ..., A C A tales que T(A) = U T(A;)
=1

y sea L : R? — R%, L(T) = ¢T + wo,c € R constante ,wy € R? fijo.
Entonces
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Demostracion. i) y ii) se derivan de 7?7 y de ?7.
k
iii) [2] Por hipdtesis U A; C A luego,
=1
k ' k
L(|J 4i) € L(A) y con ello, | J L(A;) € L(A) Inego,
i=1 i=1

k
por el inciso i), T(U L(A;)) CT(L(A)),
i=1

k
y por dltimo, | JT(L(A;)) € T(L(A;)).

=1

[C] Seay € T(L(A)). Entonces existe be L(A) tal que T(b) =7 y
existe @ € A tal que b = ca + wp = L(a) entonces,

y=T(L(@)) =T(ca+wo) = cT'(a) + T (wo).

Como T(A) = | | T(4;), existe a; € A; tal que T'(a) = T'(a;). Entonces,

&
Il ( B
o

y = cI'(a@;) + T'(wp) es decir, § = T(ca; + wp) = T(L(@)).

k
Por lo que § € T(L(A;)) asi, T(L(A)) € | | T(L(A))).
=1

1.1. Presentacion geométrica de los conjuntos

Los conjuntos con los que trabajaremos poseen una geometria muy atrac-
tiva y a pesar de que no los podemos visualizar como tales, es posible definir-
los por medio de un proceso recursivo, y asi darnos una idea de su forma
con los primeros pasos de su construccién.

1. El Conjunto C x C donde C es el conjunto ternario de Cantor.

Figura 1.1.1. S e
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2. El Conjunto Mosaico, M.

Figura 1.1.2. . .

3. El Conjunto Ajedrez, A, propuesto por F. Mendivil y T.D. Taylor en

I‘l . ,I‘l

HEe NN
. eme
nm®nm

I’l I‘I

[77].
Figura 1.1.3.
4. El Conjunto Lunar, L, propuesto por F. Mendivil y T.D. Taylor en
[?77].
[ J
o -
[ ]
e e
® o.- -
o ]
e
o -
Figura 1.1.4. °

Todos estos conjuntos viven en un espacio muy peculiar conocido como
el Espacio de los Fractales. Un fractal en el espacio métrico (X,d) es un
subconjunto de X que se puede expresar como el atractor de un Sistema
Iterado de Funciones.

Para entender claramente estas ideas necesitamos adentrarnos a la teoria
matematica encaminada en esa direccién que es lo que haremos en la sigu-
iente seccién.

1.2. Sistema Iterado de Funciones SIF

Recordemos la presentacion recursiva que dimos de los conjuntos M, A, £
y CxC podemos notar que cada paso obedecié a una contraccién comenzando
con el cuadrado unitario o bien con la bola cerrada unitaria.

Definicién 1.2.1. Decimos que ¢ : R?> — R? es una contraccion, si existe
un ¢, 0 < ¢ < 1, tal que | ¢p(z) — ¢(y) |< ¢ | © —y | para cualquier par de
puntos  y y en R2.



1.2. SISTEMA ITERADO DE FUNCIONES SIF )

Una familia finita de contracciones {¢;}¥_; con k > 2, es llamado un
Sistema Iterado de Funciones o (SIF).

k
Llamamos a un conjunto §2 de R? un atractor del STF si Q = U i (92).
i=1
La propiedad funadamental de un SIF es que éste determina un tnico
atractor, que usualmente es un fractal. Y resulta que cada uno de nuestros

conjuntos C x C, M, Ay L, son los atractores de un SIF.

A continuacién haremos una sintesis de los resultados méas importantes
que nos ayudardn a entender y justificar este hecho tan relevante en nue-
stro andlisis de proyecciones y que una presentacién mas detallada puede
encontrarse en [?7?] y [?77].

1.2.1. El conjunto H(X) y la métrica de Hausdorff.
Sea (X, d) un espacio métrico.

Definicién 1.2.2. Sea H(X) la familia de todos los subconjuntos compactos
no vacios de X es decir:

H(X):={K C X : Kes compacto, K # &}.
Definicién 1.2.3. Sean A, B € H(X). Se define d(A, B) por:

d(A, B) :== maz{d(a, B) : a € A} = méx{min{d(a,b) : b€ B} : a € A}.
Definicién 1.2.4. Sean A, B € H(X) se define h(A, B) por:
h(A, B) := méx{d(A, B),d(B, A)}.
Proposicién 2. La funcion h es una métrica sobre H(X).

Definicién 1.2.5. Llamaremos al espacio métrico (H(X), h) el espacio donde
viven los fractales. La métrica h se llama métrica de Hausdorff.

Teorema 1.2.1. El espacio (H(X),h) es completo si y sdlo si (X,d) es
completo.

Lema 1.2.1. Sean (X/,\d) un espacio métrico y ¢ : X — X una contraccion.
Definimos la funcion ¢ : H(X) — H(X) por ¢(K) = ¢(K) para todo K €
H(X).

Entonces ¢ es una contraccion en H(X).

Sean (X,d) espacio métrico y ¢; : X — X una contraccién en X, con

i=1,2,3,..,N (N € N,N fijo ). Si se define F': H(X) — H(X)} por
N
F(K) = ¢1(K) U do(K) U ds(K) U ... Upn(K) == | ¢i(K).
i=1

En este caso la notacién seria F' = (¢1, ..., dn, X).
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Lema 1.2.2. Entonces F' es una contraccion.

Corolario 1.2.1. Sean (X,d) espacio métrico y ¢; : X — X wuna con-
traccion en X, i = 1,2,3,..., N, una coleccion de contracciones en X. Sea
F:H(X)— H(X)} dada por

N
F(K) = ¢1(K) U ¢o(K) U g3(K) U... U pn(K) = | ¢i(K).
i=1

Entonces existe un unico elemento de H(X), digamos 2, tal que F(2) = Q.
Ademds para todo B € H(X) se tiene que lim h(F™(B),Q) = 0.
n—oo

Lema 1.2.3. Sea {A,} una familia de conjuntos compactos no vacios, tales

(e.)
que para todan € N, Ap11 C Ay, sea A= ﬂ A,,. Entonces,

n=1

lfm h(An, A) = 0.

n—oo

1.3. Presentacion de los conjuntos como SIF

1. El Conjunto C x C. Sea A € H(R?). Definimos

Pexc(A) = ¢1(A) U da(A4) U d3(A) U pa(A), (1.3)
donde
¢1(z,y) = 3(z,y)
¢2(z,y) = g(z,y) +(0,3)
¢3(z,y) = 5(z,9) + (3,0)
$a(,y) = 5(x,9) + (3, 3)

Figura 1.3.1. S

La notaciéon que utilizaremos para el resto del texto serd Sy para el
cuadrado unitario y ®¢, -(S0) = Sp, en la imagen vemos Sy y 5.
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2. El conjunto A. Sea A € H(R?). Definimos

9
da(4) = i), (1.4)
=1
donde
qbl(ZL‘,y) = %(may)7¢2($7y
¢3($7y) = %(Cl?,y) + (%7 %)
¢5($7y) = %(CL’,ZJ) + (%7 %)
(Z)7($,y) = %(‘Tay) =+ (%7 %)
d)g(%,:lj) = %(xvy) + (%7 %)

Figura 1.3.2.

En la imagen tenemos Sp y ®4(Sp) = Si.

. El Conjunto M

Dpg = (61, 02, 63, P4, 65, R?) (1.5)
¢1(z,y) = 3(2,9)
$2(z,y) = 5(z,y) + (0,3)
¢3(x,y) = 3(z,9) +(3,0)
¢a(z,y) = 3(x,9) + (3, 3)

V2 V2 0 r— L
won-(3 ) DGD(D)

Observaciéon 1.3.1. ¢5 = fy0 fzo fy o f1, donde f1 es la traslacion
(—%, —7) del cuadrado unitario, fo es la contraccion 3, f3 es la rotacion
de 45° y por dltimo f4 es la traslacidn (2, 2) Asi

DO 0| =

w\

&
N———
7N
O W=

195(T) — o5 (@)l = | fa(f3(f2(Z))) — falf3(Lo (@) =

1f3(f2() = fs(L20)] = [12(Z) = LBl = %H(E) - @Il
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a’s

Figura 1.3.3.
En la imagen tenemos Sy y ®aq(Sp) = Si.

4. El Conjunto L

Op = ({¢1, b2, 3, 94, R?) (1.6)
¢1(z,y) = z(z,y) + (1,0)
¢2(z,y) = (2, 9) + (—3,0)
Balo.y) = Yy + (1 L)
B1(,) = H(osy) + (—1, - L)

En la imagen tenemos Dy = B1(0) y ®.(B1(0)) = D;.

Figura 1.3.4.

Todos ellos poseen propiedades en comun y que enunciaremos a contin-
uacion.

Teorema 1.3.1. Sean los conjuntos C x C, M, A y L. Entonces se cumple:
» Son conjuntos de Cantor.
s Son de medida de Lebesgue igual a cero.

Las pruebas son andlogas para los cuatro conjuntos asi que nos concen-
traremos en demostrar dichas propiedades para el conjunto M.

o0

Puesto que M = m Sn, donde recordemos que S, = ®%,(Sp), So el
i=1

cuadrado unitario y para todo n, Sp4+1 C Sp. Es claro que M es Compacto.

Demostraremos ahora que M es Totalmente Disconezo
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Demostracion. Sea T € M y sea B la componente de M que contiene a 7.
Seay € B.

Dada ¢ > 0 existe n € N tal que S,, estd formada de 5™ cuadritos ajenos
tal que cada uno de ellos tiene didmetro menor estricto que €.

Como M C S, y B es conexo, B estd en uno solo de estos cuadritos.
Entonces
d(z,7) < e.

Esto implica que d(Z,7) = 0, es decir T = 5. Asi B = {T}.
Para verificar que es perfecto, primero hagamos la siguiente observacién:

Observacién 1.3.2. Los vertices de cada uno de los 5" cuadrados que con-
forman a Sy, para todo n € NU {0} son elementos de M.

Sea T € M y e > 0, entonces existe n € N tal que S, estd formado de
5" ajenos tal que su didmetro es estrictamente menor que €.

Sea AZ el cuadrito que contiene a T, como los cuatro vértices de AZ estdn
en M, se tiene que existe y # 7,y € AZ, y € M y d(Z,7y) < €. Por lo tanto
T es punto de acumulacién de M.

Ahora demostraremos que la Medidad de Lebesgue de M es cero.

Puesto que S,, = ®'4,(S0) consta de 5" cuadritos de drea (3)? y ademds

oo
M = ﬂ Syp.Obtenemos que:
i=1
1 5" 5
= { ne__ 2 = { _— = { —_\n =
pM) = lim 5%(50)7 = lim 5 = lim ()" = 0.
Pues la medida de Lebesgue coincide en este caso con el drea que cono-

cemos en R2.
O



Capitulo 1

Analisis de las Proyecciones
y sombras

En el presente capitulo mostraremos resultados muy importantes y sor-
prendentes acerca de las proyecciones y sombras de los conjuntos de Cantor
que estudiamos en el capitulo uno. Y con ello se estableceran resultados que
apunten hacia una teoria mas general acerca de las proyecciones de conjuntos
fractales.

1.1. La proyeccién ortogonal de M en toda direc-
cién es un intervalo.

Usaremos induccién para mostrar que el atractor del STF que define a
M se proyecta sobre un segmento de linea en cualquier direccién.

Para ello, mostraremos que cualquier linea que atraviesa el cuadrado
unitario intersecta a M.

Recordemos que Sy = [0, 1] x [0, 1],
S1 = ®0(S0) = $1(So) U ... U5(S0) = A1 U Ay U A3 U Ay U A5, y
Sn = D%, (S0).
Teorema 1. Sea L una recta que atraviesa Sy, entonces L NS, # & para

todo n € N.

Demostracion. Base de induccidn : Sea £ una recta que atraviesa el cuadra-
do unitario, demostraremos que L intersecta Si. Para ello consideremos
ST = 51\ As. De ello se derivan las siguientes observaciones:

Observacion 1.1.1. Las rectas que podrian no intersectar a ST son aquellas
cuyos extremos estdn en l; con 1 < i <4 como se muestra en la figura.
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Observacion 1.1.2. Si los extremos de L estdn en lados adyacentes, en-
tonces esa recta intersecta al cuadrado que es adyacente a dichos lados como
se muestra en la figura.

Observacién 1.1.3. Si LN ST = @ entonces, los extremos de L estin en
lados opuestos.

Figura 1.1.1.

Luego, si consideramos S1 = 57U A5 ocurre que cualquier recta que tiene
sus extremos en los lados opuestos intersecta a As, puesto que toda recta de
este tipo intersecta a alguna de las diagonales principales de As.

Figura 1.1.2.
Hipétesis de Induccién: Supongamos que toda recta que atraviesa Sy
intersecta a S,.

Sea L una recta que atraviesa Sp. Demostraremos que £ N Sy41 # O
donde Sp+1 = Paq(Sy). Se tiene la siguiente observacién.

Observacién 1.1.4. 1. ¢;(S,) C A;, 1 <i<5.

2. QS@(Sn) =Sp+1 N A;.

Por hipétesis de Induccién existe A; para algin 1 < i < 5 tal que LNA; #
@. Luego, dicha interseccién es un segmento de recta en A;. Asi ¢ 1(£ NA;)
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es una recta L* que atraviesa Sp. Y, por Hipotesis de Induccién £*N.S,, # <.
Luego,
¢i(L* N Sy) # 2,

((A: N L) N ¢i(Sn)) # 2,

L (Spi1NA) 2.

Por tanto,

L’ﬁSnH #+ O.
0

Lema 1.1.1. Sea {X;}°, una sucesion de espacios métricos, compactos tal

oo
que X; D X;41 para cadat=1,2,..., y sea X = ﬂ X;.
i=1
Si U es un conjunto abierto de X; tal que X C U, entonces existe N € N
tal que X; C U para todo i > N.

En particular: Si cada X; # 0, entonces X # (). Nétese que X es com-
pacto.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que paracadai = 1,2,...,
existe un z; € X;—U. Puesto que X1 D X9 D X3...entonces X1\U D Xo\U
y asi sucesivamente. Entonces x; € X;\U para todo i. Ahora, puesto que
X1 es un compacto y U es un abierto se implica que X;1\U es un subcon-
junto cerrado de un compacto, métrico y por tanto X;\U es un conjunto
compacto, X. De tal forma que podemos asumir que la sucesién {x;}9°,
converge a algin punto p € X1 —U. Sabemos que para cada k, x; € X}, para
todo © > k. de tal forma que p € X} para cada k. Por lo tanto, p € X, lo
cual, dado que p no pertenece a U, contradice la hipétesis de que X C U.
De ahi que existe una N tal que, X; C U para todo 7« > N. Asi queda
demostrada la primera parte de la proposicién.

El hecho de que X # ) si cada X; # () se sigue de lo anterior. Si asumimos
X = 0 y tomamos U = 0 ya que de esta forma tenemos que U es un
conjunto abierto de X; tal que X C U ( el conjunto vacio es un subconjunto
de cualquier conjunto), entonces por lo recién demostrado podemos afirmar
que existe N € N que X; C U para todo ¢ > N, por lo que es claro que
Xy = 0. Esto es una contradiccién. Ello completa la prueba. ]

Teorema 1.1.1. Sea L una recta tal que LN Sy # &

entonces , LN (ﬂ Sp) # 2.

n=1
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Demostracion. Por lo demostrado anteriormente tenemos que LN S,, # &
para todo n > 0 y puesto que S,4+1 C S,, entonces LN Sy41 C LN S,,.

Asi {£NS,,} es una sucesién encajada de conjuntos compactos distintos
del vacio.

o

Entonces m (LNS,) # 2.

n=1

Por tantoﬁﬁ(ﬂ Sp) # 2. O

n=1

1.2. Las sombras de C x C

Debido a la simetria del conjunto C x C el estudio de las sombras del
conjunto sobre el eje real con inclinacién 6 € (o, 7) se completa al estudiar
tinicamente las proyecciones de dngulo 6 donde 0 € [%, 5.

Mediremos el angulo 6 de la recta horizontal hacia la recta vertical como
se observa en la figura.

Figura 1.2.1.

Hay dos pasos importantes a realizar para el completo andlisis de las
sombras de C x C sobre el eje real.

El Pasol consiste en mostrar que zg(C x C) es un intervalo no degen-
erado, digamos [, para 45° < 6 < arctan3.Y el Paso2 consiste en mostrar
bajo qué condiciones del angulo de inclinacién 6 obtendremos que la sombra
esta formada por 2,4, ..,2¢ intervalos sobre el eje real para i € N.

Teorema 1.2.1. Si la recta posee dngulo de inclinacion 6 tal que
45° < 6 < arctan 3
entonces, zg(C x C) = I , donde I es un intervalo.

La prueba de este hecho es un poco larga y la presentaremos como re-
sultado de varios teoremas.



1.2. LAS SOMBRASDEC x C )

Teorema 1.2.2. Sea 0 un dngulo de inclinacion de la sombra, tal que 45° <
4

0 < arctan 3. Entonces zg(Sy) = U 29(A;), donde los A; son los cuadritos
i=1
que se obtienen al aplicar Pcxc a Sp.

Demostracion. Sea 71 = (1, %) Como 45° < 6 la recta que pasa por i

intersecta a As en algun punto asi zp(As) N zg(A2) # @. Analogamente, la

recta que pasa por xo = (%, %) intersecta a A; en algin punto, asi zg(A4) N

z9(A1) # 2.

23]

Ay Az

X2 / £é|

Aq : A

Figura 1.2.2.
Antes de continuar haremos la siguiente observacion.

Observacion 1.2.1. Sea un tridngulo ABC como se muestra en la figura,
entonces angulo a < 3.

C D 8

Figura 1.2.3.

Asi mismo como 6 < arctan3 y la observacién 1.2.1, la recta que pasa
por z3 = (%,1) intersecta a Ay. De donde zg(A3) N zp(A1) # @.

Y como zp(A4;) para todo 1 < i < 4 es un intervalo cerrado pues zy es
una funcién continua y A; es un compacto y conexo, se tiene que

20(S0) = | 20(Ai) = 1

=1
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/9

Lo que demostramos anteriormente cobrard mayor significado una vez
que hallamos demostrado el siguiente teorema.

Figura 1.2.4.

O

Teorema 1.2.3. 57 45° < 0 < arctan3 entonces las sombras del conjunto
So coinciden con la sombra del conjunto S, para todo n € N. Por lo que
29(C x C) = z9(So) para dichos valores de 6.

Demostracion. La prueba la haremos por induccién.

Base de Induccion. En el Teorema 1.2.2 damos una prueba paran = 1.
Sin embargo, para mayor claridad en el paso inductivo haremos la prueba
para n = 2.

4

Sea 45° < 0 < arctan 3, luego, por Teorema 1.2.2 2zp(Sp) = U zo(A;).

i=1

De acuerdo a ??, podemos considerar A; = ¢;(5p), andlogamente pode-
mos describir a los cuatro subcuadritos de A; que nos arroja la segunda
iteraciéon de ®¢y¢(Sp) como:

A1; = ¢109i(S).

Aqg Az A3g A33
Agq Ag Agq A3
Arg Aq3 Agg Az
Aqq Aq2 A2q A2z

Figura 1.2.5. —

Por lo que

ZQ(A]') = ZG(¢j(SO))'
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4
y como 2y(Sp) = U z9(A;), entonces por iii) de la Proposicién 77
=1

C”“
C =

¢] SO

29(¢j © ¢i(So)).

@
I
—

i=1

Il
-

Por tanto zp(A;) z9(Aj;), donde Aj; = ¢; 0 ¢;(Sp).

=1
4 4 4
Por tanto z(Sp) = U 29(Aj) = U (U z9(Aji)).
=1 j=1 i=1

Con lo que demostramos que la sombra de z¢(S2) = 29(S1) = 2¢(S0).

Hipotesis de Induccién
Necesitaremos introducir un poco de notacién. Sea n € N fijo.

Ay = {%\: (t17t27"'7tn> tti € {172’3’4}}

Obsérvese que para cada valor de 6 ocurre que

29(S0) = | 20(¢7(S0)), donde ¢y = ¢y, 0y, ©...0 by,

teA,
Sea An+1 = {?: (tl,tQ, ...,tn,tn+1) :ti S {1,2,3,4}}.

Sea n € N y supongamos que zg(Sp) = U 20(7(50))-

teA,
Por demostrar zp(Sp) = U 26(97(50))-
%\eAnJrl
4
Por la Proposicién ??, iii), y puesto que z¢(Sp) = U 2p(A;) obtenemos:
=1
4
= 20(¢p())
=1

Sean:
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4
Entonces zg(¢7(S0)) U gzﬁuj (50))

Como z9(So) = | J 20(6:(S0))-
e
4
Entonces z¢(Sp) = U 29(¢p;(S0))-
A 7j=1
Entonces z¢(Sp) = U 29(¢7(50))-
BEAn41

O

Para finalizar con la prueba del Teorema 1.2.1, introduciremos un poco
de teoria de hiperespacios.

1.2.1. El hiperespacio 2¥ y la funcién inducida.

Sea (X, d) un espacio métrico compacto. La coleccién de todos los sub-
conjuntos compactos de X no vacios y se denota como 2.

Sean X y Y dos espacios métricos compactos con métricas d y d’ respec-
tivamente. Sea f una funcién continua de X en Y. La funcién f induce una
funcién entre los respectivos hiperespacios que denotamos asi:

of 12X 9V
dada por 2/(A) = f(A), A € 2.

Como f : X — Y es continua, entonces 2/ estd bien definida, es decir,
2/(A) si es un elemento de 2"

La funcién 2/ es conocida como la funcidn inducida por f en el hiperes-
pacio 2¥.

Teorema 1.2.4. La funcién inducida 2f : 2X — 2V es continua.
Una demostracién puede encontrarse en [?77].
Dada ¢, 7 < 0 < arctan 3, la funcién zp es continua 2y : R? — R.
Luego por Teorema 1.2.4 induce una funcién Zy en los hiperespacios:
- 2
Zp - oR" _, o

Como C x C es el atractor del SITF dado por ®¢«c y para cada n, S, es
un subconjunto compacto de R?, entonces por el Lema ?? se tiene que:
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Itm h(S,,C x C) = 0.

n—oo

Por tanto, lim Zzp(S,) = zp(C x C).
n—oo
Pero por Teorema 1.2.3 para toda n € N, z(S,,) = 2¢(50),
lim Zp(Sn) = 2p(So)-

n—oo
Por lo tanto zg(C x C) = 29(S0), si § < 0 < arctan3.

Teorema 1.2.5. Sea 0 un dngulo de inclinacion de la sombra, tal que
arctan3 < 6 < arctan32. Entonces z9(C x C) estd formado por dos in-
tervalos, zg(C x C) = I} U I, tales que Iy N Iy = @.

I arctan 32

Figura 1.2.6.

Y més en general demostraremos que si arctan3” < # < arctan 3"+
Entonces zg(C x C) esta formada por exactamente 2" intervalos.

Para ello hagamos el siguiente andlisis.

Tenemos que zp : R? — R estd dado por
(2.1) (COSQ) 0<0<
zo(x,y) =2 —y(——) con .
oY g
Observacién 1.2.2. Sea 1) : R? — R? dada por ¢(x,y) = (5,y) Entonces

(€ xC)N([0,1] x [0,1]) = ¢(C x C). Es decir, 1)(C x C) es la parte de C x C
sobre el intervalo [0, 1].

1 1
w
—_—
1 0 c

Figura 1.2.7. 0
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Antes de enunciar la siguiente proposicién veamos qué ocurre con las
rectas con angulo de inclinicién € al aplicarles el homomorfismo ¥(z,y) =
(cz,y), ¢>0.

La idea es muy sencilla y la podemos representar en el siguiente dibujo.

. ; ;
Figura 1.2.8. a ca

Luego, si tan = 3, tanf’ = %.

1 1
De donde tan = 7(9) = —tanf
ca’ ¢

1
o bien, #' = arctan(~ tan ).
c

Lema 1.2.1. Sea ¢ > 0, fijo. Sea ¢ : R? — R? dado por (z,y) = (cx,y),
sea T <0 <7, 0 =arctan(ltan6) y seav: R — R, y(z) = cz. Entonces
para todo (x,y) € R? se tiene:

2o/ (Y(x,y)) = v (20(2,y)) (1.1)
Demostracion. Demostrar 1.1 es equivalente a demostrar que el siguiente
diagrama conmuta.

Sea (r,y) € R?, entonces

cos @’
zgr 0 Y(x,y) = zp(c,y) = cx — y(m)
= —y(—7) =cr —y(——)
T T e T T Y ane”
Y por otro lado,
cos 0 1
Yozg(x,y) =@ —y(——7)) = cx—cy(—).

sin @ tan 6
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Corolario 1.2.1. Si arctan3 < # < arctan 32, y
1
A:{(x,y)ECxC:Ogacgg}

entonces zg(A) es un intervalo.

Demostracion. Sea 6, tal que arctan3 < # < arctan 3% entonces,

1
3 < tanf < 32 entonces, 1 < 3 tan # < 3 de donde,

1
arctan 1 < arctan(g tan @) < arctan 3.
m 1
Por tanto, 1 < arctan(g tan @) < arctan 3.

Llamemos arctan(3 tan6) = §3.

Luego, por Teorema 1.2.3 sabemos que zg(C xC) = [— 2?1?57 1] = [%, 1]

Sea v : R? — R? dada por ¢(z,y) = (%x, y). Entonces A = ¢(C x C).

Por el Lema 1.2.1

20(A) = 29((C x €)) = 1(25(C x C)).

Entonces,

cos 3 lcosﬂ 1 1 1 1 1 1 1

20(4) =~ sin 3’ D= [_3 Sinﬁ’g} - [_gtanﬂ’g] - [_§W’ §]

-1 1

Por tanto zp(A) = [m, 3

-

Ahora demostraremos un corolario més general
Corolario 1.2.2. Si arctan3” < § < arctan 3", y
1
A:{(x,y)ECXC:0§x§3—n},

entonces zg(A) = [t;nlw 3%]




12 CAPITULO 1. ANALISIS DE LAS PROYECCIONES Y SOMBRAS
Demostracion. Sea 6, tal que arctan 3" < @ < arctan 3"*! entonces,

1
3" < tanf < 3"t1 entonces, 1 < I tanf < 3 de donde,

1
arctan1 < arctan(g—n tanf) < arctan 3.

1
Por tanto, % < arctan(g tanf) < arctan 3.

Llamemos arctan(z: tan ) = 3

Luego, por Teorema 1.2.3 sabemos que z3(C x C) = [ﬁ, 1].

Sea 1 : R? —» R? y v : R — R dadas por ¢(z,y) = (552,y),7(z) = s=2.
Entonces A = ¢(C x C).

Por el Lema 1.2.1 y dado que tanf = 3" tan j3.

z6(A) = 29(¥(C x C)) = v(25(C x C)).
Entonces,

-1 -1 1 -1 1

zg(A) = ’Y([@a 1]) = [73”tanﬂ’ 37] = [ma 3

].
O]

Lema 1.2.2. Sea 0 < 6 < 7. Sean v : R? - R? y 7 : R — R dadas por
v(z,y) = (z+c¢y),7(z) =z +c

Entonces para todo (z,y) € R?, zgov(x,y) =70 z9(,y).
Geométricamente lo que estamos diciendo es que la sombra de un con-

junto A que sufre una traslaciéon coincide con la sombra de conjunto A y
luego trasladar dicha sombra en R.

z,(A) 2 (v(A)) = T (z(A))

Figura 1.2.9.
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Demostracion.
zeov(x,y):z,g(x+c,y):az+c—taney.
Por otro lado,
(2,y) = (0~ ——y) —a +
Tozg(x,y) =71(T — =xz+c— .
o\, Y tan@y tan@y

Ahora la demostracién del siguiente corolario es inmediata.

Corolario 1.2.3. Si arctan 3™ < # < arctan 3", y
Ai={(z,y) eCxC:x € J;}, dondel <i<2" y
Ji es uno de los 2" intervalos de C,, (el paso n de la construccion de C).

1 1
Entonces zp(A;) es un intervalo de longitud n + o d

Demostracion. Sea A = {(z,y) eCxC:0<x < 3%}

Para cada 1 <17 < 2", A; es una translacién de A. Por el Lema 1.2.2, para
arctan 3" < 0 < arctan 3"t zy(4;) es un intervalo de la misma longitud
que zg(A).

0

Observacién 1.2.3. Si arctan3 < § < arctan 3% entonces zy(C x C) tiene
al menos dos componentes.

Esto es porque en la regién (3, %) x [0,1], el conjunto C x C no tiene
ningin punto.

De manera analoga, dada n € N, si 6 es un angulo que satisface arctan 3" <
0<73,

entonces zg(C x C) tiene al menos 2" componentes, ya que hay 2™ — 1
rectangulos de tipo [«, 5] x [0,1] con f —a > (%)” que el conjunto C x C no
intersecta..

Ahora, utilizando la notacién del Corolario 1.2.3, CxC = AjUAsU...UAon

Si arctan 3" < 6 < arctan 3"T!, entonces para cada i,1 < i < 27, zy(4;)
es un intervalo. Por lo tanto si arctan3” < 6 < arctan3"t! z(C x C)

estd formada por exactamente 2" intervalos de longitud 3% + taﬁ.

Asi cuando 0 va de T a Z. la sombra de C x C va transformédndose.
4 25

Primero es sélo un intervalo, luego dos, luego cuatro, ...

Estos cambios obedecen a la sucesién de angulos:
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arctan 1, arctan 3, arctan 3%, ..., arctan 3", ...

Finalmente cuando 6 = 7, se tiene que la sombra z4(C xC) jes el conjunto
de cantor C!

Obsérvese que s6lo en 6 = 5 la sombra es un conjunto de Cantor.

Dada la simetria del conjunto C x C, cuando 6 viaja de § a %’T el proceso
que sufre z¢(C x C) es el inverso del descrito antes. Ahora su forma va de un
conjunto de Cantor a un intervalo pasando por periodos donde zg(C x C) es
exactamente 2™ intervalos cerrados.

Figura 1.2.10.

1.3. Proyecciones ortogonales del conjunto L.

La proyeccion ortogonal sobre las recta vertical y horizontal es un inter-
valo.

Figura 1.3.1.
Para demostrar ello basta hacer la siguiente observacién:

Observacién 1.3.1. mx(Dy) = I para todo n € NU{0}.

La funcién 7y es continua y esta definida como my : R? — R.
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Luego por Teorema 1.2.4 induce una funcién 7y en los hiperespacios:
R 2
g : oR% _, o

Como L es el atractor del STF dado por ®.(Dy) y para cada n, D, es
un subconjunto compacto de R2. Se cumple por Lema ??,

lim h(Dy, L) = 0.

n—oo

Por tanto, lim 7=
n—oo 2

(Da) = 7 (L)
Pero por Observacién 1.3.1,

n—0o00 —0
Por lo tanto 7z (£) = mz (Do) = I.
La prueba es andloga para la otra direccion.

En el siguiente capitulo mostraremos un resultado mas general que nos
permitird determinar que las proyecciones ortogonales de este conjunto son
un conjunto de medida cero para casi todo 6 € [0, 7).

A continuacién demostraremos unos casos evidentes sobre este hecho.

Demostraremos que las proyecciones ortogonales sobre las rectas I3 que
pasa por los puntos: p1 = (3, %) y p2 = (2,0), los centros del circulo

inferior y el derecho, la recta lo que pasa por los puntos: ps = (%,0) y

p3 = (%, %), los centros del circulo derecho y superior, la recta I3 que pasa

por los puntos: p3 = (%, %) Yy ps = (ia %) y la recta 4 que pasa por los
puntos: ps = (7, %) y p1 = (F, \’/—%) son todas ellas sobre un conjunto de

medida cero.
La prueba es analoga para las cuatro asi que la haremos para la recta [;.

Puesto que los discos estan alineados con lo en pares, la proyeccién or-
togonal de D; sobre [; forma una sucesién anidada de conjuntos compactos
con longitudes que decrecen un factor de 2 cada que j crece. Luego, podemos
ver que la proyeccién ortogonal de £ sobre [; es un conjunto de medida cero.

Observacion 1.3.2. FEl conjunto A se proyecta ortogonalmente en todas las
direcciones sobre un conjunto de medida positiva.

La prueba de este hecho, esté fuera de los objetivos de este trabajo sin
embargo en [??] de la Bibliografia podran consultar una demostracion.



Capitulo 1

Dimension de Hausdorff y
Teoremas de Proyeccion

Los fractales son objetos especiales que desafian las medidas conven-
cionales que conocemos como: longitud, area y la més sorprendente, dimen-
sion.Muchos de ellos se caracterizan por su medida dimensional fraccionaria.

En este capitulo nos internaremos en el mundo de la dimensiéon de Haus-
dorff y calcularemos la dimensién de cada uno de los conjuntos que presen-
tamos.

Con estos resultados estaremos en posiciéon de comprender uno de los teo-
remas mas importantes y conocidos de la Teoria de Proyecciones Fractales,
presentada por Falconer en [?7].

1.1. Dimension de Hausdorff

Definicion 1.1.1. Una familia G de subconjuntos de S se llama cubierta
numerable del conjunto F si

FC U G,
Geg
donde G es una familia de subconjuntos numerable (posiblemente finita).
Sea £ un numero positivo. La cubierta G es una € — cubierta si y solo si el
diamG < ¢ para todo G € G.

Definicion 1.1.2. La clase de los conjuntos de Borel es la mds pequena
coleccion de subconjuntos de R™ con las siguientes propiedades:

(a) Todo conjunto abierto y todo conjunto cerrado es un conjunto de Borel.

(b) La union de toda coleccion finita o numerable de conjuntos de Borel
es un conjunto de Borel y la interseccion de toda coleccion finita o
numerable de conjuntos de Borel, es un conjunto de Borel.
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Definicion 1.1.3. Sea S un espacio métrico. Considere un entero positivo
s, el candidato para la dimension. La medida s-dimensional de Hausdorff
para todo conjunto de Borel se denota como H®. Sea G una € — cubierta
numerable de F' C S. Definimos

HE(F) = inf{Z(dmmG)s : G es una € — cubierta numerable de F'}
Geg

Finalmente:
HP(F) = lim HI(F') = sup HZ(F).

e—0 e>0

Teorema 1. Sea F' un conjunto de Borel. Sea 0 < s < t. Si H*(F) < oo,
entonces H'(F) = 0. Si H!(F) > 0, entonces H*(F) = oo.

Una demostracién puede consultarse en [?7?].

Esto significa que, dado un conjunto F', existe un unico walor critico
sp € [0, 00] tal que:

H*(F) = oo para todo s < s

HP(F) = 0 para todo s > sg.

A este valor sg se le llama la Dimensién de Hausdorff del conjunto
Fo dimH(F )

1.1.1. La dimension de Hausdorff de C x C

Figura 1.1.1.

Para ello haremos uso del siguiente teorema sobre dimensién el cual nos
dice lo siguiente:

Teorema 1.1.1. Sean E y F subconjuntos de R con F' el conjunto de Cantor
C. Entonces dimy(E x F) = dimy/(E) + dimy/(F)
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Una demostracién puede consultarse en [?7]

Luego, nuestro problema se reduce a calcular la dimy(C).

Teorema 1.1.2. La dimy(C) = 2.

n2
< Ina-

Demostracion. Lo que probaremos primero es que dimg(C)

Tomemos una cubierta cerrada, {U;}, de C la cual consiste de los 2¥
intervalos que nos arrojan el k—ésimo paso de la construccion del conjunto
de Cantor, los cuales sabemos que tienen longitud 37%. De acuerdo a la

definicién 1.1.3,

5 (C) = inf{>_ diam(U;)* : {U;} es una 3~F—cubierta de C}

2k:

<> |UiJ* = 2"37%, donde |U;| = diam(Uy;).
i=1
Observemos que 2F37%5 =1, Si s = %

Asi para dicho s y nuevamente por Definicién 1.1.3,

2
1 s _ 14 s : k _
HE(C) = 3_1}113 OHg_k(C) = kl—l>n(l>o H;-x(C) < kErréo(§) =1
Puesto que el didmetro de esta cubierta puede hacerse arbitrariamente pequeno

: ’ . l 2
para este valor fijo s tenemos que H*(C) < 1 asi, dimy/(C) < 5.

A continuacién demostraremos que dim(C) > %

Sea {U,} una cubierta abierta de C, como C es compacto, podemos extraer
una subcubierta finita de C, {U;}I" ;.

Para cada Uj; sea k el entero tal que
3=+ < Uy |< 37, (1.1)

Luego, U; puede intersectar a lo més a un intervalo del nivel k—ésimo
de la construccién de C debido a que la separacion de los intervalos en este
nivel es al menos 37%. Si j > k, U; intersecta a lo més 27 —F intervalos del
nivel j—ésimo de la construccién de C.

Si hacemos 2/~% = 27375 entonces obtenemos que 27% = 37** y por
definicién e *"2 = ¢=ksi"3 De donde se sigue inmediatamente que In2 =
sln3, esto es, s = %

Por la desigualdad 1.1 sabemos que 3~*+Ds <| U; |*, luego 3755 < 37 |
U; |* por tanto U; intersecta a lo més a 2/3° | U; |*
j—ésimo de la construccion de C.

intervalos del nivel

Ahora tomemos j suficientemente grande de tal forma que 3~(U+1 <]
Ui | para todo U;, 1 < i <n. De lo anterior es claro que {U;}!" ; intersecta

a todos los 2/ intervalos de longitud 377 de donde
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n

n
20 <N WU =D 22| U |
i=1 i=1
n
Entonces 37° = % < Z | Ui |° .
i=1
Por tanto, H*(C) > 3, con s = 122 Juego dimy(C) > 2.
Y por Teorema 1.1.1,

dimy(C x C) = dimyC + dimpC = 112 4 12 — gln2 _ Ind 4

O]

Para calcular las dimensiones de Hausdorff de cada uno de nuestros con-
juntos de una manera més directa haremos uso de la Teoria de los STF vista
en el Capitulo 1.

Una de las ventajas de usar un SIF es que la dimensién del atractor
es con frecuencia relativamente ficil de calcular en terminos de las contrac-
ciones que lo definen.

Existe una teoria muy desarrollada en éste sentido para el caso en que las
contracciones ¢1, ...., ¢, son similitudes, con ¢;, los factores de contraccion
de cada ¢;.

Estas similitudes transforman subconjuntos de R? en conjuntos geométri-
camente similares, el atractor definido por esta coleccion de similitudes se le
conoce como un conjunto autosimilar.

Definicién 1.1.4. Sea ¢ : R?> — R? una contraccion en E C R2. Si ¢
preserva la geometria de E, es decir, ¢ es una composicion de una traslacion,
una rotacion, una reflexion o una homotecia entonces a ¢ se le conoce como
una similitud.

Teorema 1.1.3. Sea S; : R* — R” una similitud en R?, i = 1,2,3,..., N.
Sea {S;}N., una coleccion de contracciones en R%, con ¢; los respectivos
factores de contraccion.

Y supongamos que las componentes S; satisfacen la condicion abierta
es decir, que existe un subconjunto, V acotado, abierto y no vacio, tal que,

U Si(V) CV, ypara cada i # j,5;NS; = .
=1

Si Q es el atractor del SIF {S1,...,Sn}, esto es
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Entonces dimp§2 = s, donde s estd dado por
Z ¢ =1
i=1

Mdas ain, para este valor s, 0 < H*(Q) < oc.

Una demostracién puede consultarse en [?7].

1.2. Dimension de Hausdorff de nuestros conjun-
tos

Antes de calcular la dimension de Hausdorff de cada uno de nuestros
ejemplos con ayuda del Teorema 1.1.3, haremos las siguientes observaciones.

Observacién 1.2.1. Todos nuestros conjuntos: C xC, M, A y L son auto-
similares, es decir, las contracciones que las definen son similitudes.

Observacién 1.2.2. Es claro que para cada uno de nuestros conjuntos
la condicion abierta se satisface para cada ¢; si tomamos a V como el
cuadrado unitario abierto (0,1) x (0,1) para C x C, M y A y tomamos a la
bola abierta unitaria para L.

Entonces;
L. dimu(CxC) =112 >1
m.

4
1 4
Pues, » (¢i)® =4(3)° = o = 1siy sélosi s = 4
ues, 2 (c;) (3) 3 siy solo si s

2. dimg(A) = 1 > 1

S 1., 10
Pues, Z(ci)s = 10(6)8 =% = 1siy sélosis= "0
i=1

3. dimp(M) =25 > 1
m.

5
1 )
Pues, Z(ci)s = 5(§)5 =3 = 1siysélosis=m
i=1

4. dimy(L) =1

4
1 4
Pues, ;(ci)s = 4(1)S == 1siysolosis=1.
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1.3. Teoremas de proyecciones ortogonales

En este trabajo analizamos las proyecciones ortogonales de varios con-
juntos auto similares en el plano. Un resultado clasico de Marstrand y que
podemos consultar en [??] nos dice lo siguiente:

Teorema 1.3.1. Sea F C R?, un conjunto de Borel.

» Si dimy(F) < 1, entonces dimy(mp(F')) = dimy(F) para casi todo
6 €[0,m).

» Sidimy(F) > 1, entonces mg(F) tiene medida positiva como un sub-
conjunto de L, y tiene dimension de Hausdorff 1 para casi todo 0 €
[0, ).

Una demostracién puede consultarse en [?77?].

Una vez presentado este importante resultado y puesto que la dimq (M)
y dimyp(A) es estrictamente mayor que 1 podemos corroborar los resultados
del analisis realizado en el capitulo previo en donde demostramos que para
el conjunto M, mg(M) es un intervalo para todo 6 € [0, ) y para el conjunto
A, mp(A) tiene medida positiva para todo 6 € [0, 7) como muestran en [?7].

Por otro lado puesto que dimy (L) = 1 el teorema de Marstrand nos dice
que las proyecciones de L sobre casi todas las direcciones Ly tienen dimensién
1. Sin embargo para estos valores no nos da informacién el teorema sobre
cuando las proyecciones tienen medida cero o positiva.

Afortunadamente en esta direccién hay teoria desarrollada muy intere-
sante y que también puede consultarse en [??]. Aqui simplemente enun-
ciaremos sin mayor preambulo un teorema que nos ayudara a entender las
proyecciones del conjunto L.

Teorema 1.3.2. Sea F un 1-conjunto irreqular en R%. Entonces mg(F) tiene
medida cero para casi todo 6 € [0, 7).

La definiciéon de conjunto irregular y la demostracion de este teorema
puede consultarse en [?7].

El conjunto £ tiene la propiedad de ser un I-conjunto irregular luego,
por teorema 1.3.2, sabemos que my(L) tiene medida cero para casi todo
0 €[0,m).

1.4. Preguntas interesantes

Finalmente desearia afiadir una serie de preguntas relacionadas con el
tema de proyecciones de conjuntos que me parecen muy interesantes y que
me gustaria culminar esta tesina con su planteamiento, unas de ellas han
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sido estudiadas recientemente y se ha dado una respuesta, sin embargo hay
otras que aun siguen abiertas.

1. De acuerdo al Teorema de Marstrand enunciado en 1.3.1, es natural
preguntarse: ; Cuando las proyecciones ortogonales de 2 tienen medida
positiva para el caso cuando dimy () < 17

2. Si dividimos los conjuntos planos autosimilares en dos categorias: una
cuando las similitudes no involucran rotaciones de angulo irracional
o reflexiones, y las otras. En [??], Kemal Ilgar prueba que dado E
un conjunto autosimilar con dimension d cuyas similitudes generan
un conjunto denso de rotaciones, entonces la medida d-dimensional de
Hausdorff de la proyeccion ortogonal de E sobre cualquier recta es
cero.

3. Decimos que un conjunto A C R? es invisible, si su proyeccién or-
togonal es de medida cero para casi toda direccion; A es un conjunto
visible si no es invisible. Decimos que A es invisible desde un punto,
si para casi todas las rectas que pasan por ese punto no intersectan
al conjunto, excepto posiblemente al punto mismo. P. Mattila se pre-
gunt6 cuando el conjunto de puntos desde el cual un conjunto invisible
es visible es visible. Y la respuesta nos la da Marianna Csornyei en [?7].

De forma muy especial enunciaré un resultado de Cobb que demuestra
en [?7], el cual nos indica la imposibilidad de generalizar la construccién del
conjunto M, esto es, nos niega la existencia de un conjunto de cantor en R3
para el cual las proyecciones ortogonales en todas sus planos sean conjuntos
CONVEXOS.

Y el resultado dice lo siguiente:

Teorema 1.4.1. No existe un conjunto de Cantor en R™, m > 3, cuyas
proyecciones ortogonales sobre todos los (m — 1) — planos sean conjuntos
CONVETO0S.

En esta direccién Karol Borsuk nos proporciona un ejemplo de un con-
junto de cantor en el espacio cuyas proyecciones en todo plano poseen puntos
interiores. Ver [77?].

Sin embargo queda la pregunta abierta si jpodran existir conjuntos de
Cantor en R™ con m > 3 cuyas proyecciones en todas direcciones sean
conexas?
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