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Resumen

En este trabajo, presentamos un estudio del problema de cargas en grafeno sometidas a radiacién
electromagnética. En especifico, se analizan dos variaciones del problema, en la primera la radiacién
incide de manera perpendicular a la muestra de grafeno y en la segunda, la onda de radiacién viaja en el
plano del grafeno, es decir, es paralela a la direccién en que se mueven las cargas en la muestra.

En el primer caso, se analizé el espectro y las funciones de onda como solucién de una ecuacién
tipo Mathieu, en los limites de campos eléctricos débiles y fuertes. En ambos limites se encontré que el
espectro esta compuesto por bandas permitidas y prohibidas. De hecho, en el caso particular del limite
de campos eléctricos débiles se obtuvé que el espectro tiene una banda prohibida de energia cerca de la
energfa de Fermi. Esta banda prohibida tiene una dependencia funcional lineal con la intensidad de la
onda de radiacién.

En la segunda situacién planteada, se encontré una ecuacién diferencial aproximada que nos propor-
cioné el espectro de energias y una solucién analitica. Con las funciones de onda obtenidas, se calculé
la corriente eléctrica. Asi se obtuvo el siguiente resultado: al aplicar una onda electromagnética de una
frecuencia determinada, el grafeno genera una corriente que se compone de arménicos con frecuencias que
son multiplos de la frecuencia original. Es decir, la corriente muestra un comportamiento fuertemente no
lineal. Este resultado tiene una gran importancia en aplicaciones tecnolégicas pues podria ser el precursor
de comunicaciones més réapidas.



Abstract

In this work, we present a research of the behavior of charge carriers in graphene under electromag-
netic radiation. In specific, we analyze two situations of the problem, in the first one, we consider that
the radiation is perpendicular to the sample of graphene and in the second one, we consider that the
electromagnetic wave travels parallel to the sample.

In the first case, we analyze the spectrum and the wave functions as a solution to a Mathieu equation
in the limits of intense and weak electric fields. In both limits, the spectrum is composed of bands and
gaps. In fact, in the particular case of weak electric field limit, we find that the spectrum presents a gap
near the Fermi energy. This gap is linear on the electromagnetic wave intensity.

In the second situation, we find an approximate differential equation which gives us the spectrum and
an analytic solution for the wave function. With the obtained solution, we calculate the electric current.
The result shows that when graphene is under an electric signal of determinate frequency, it produces
harmonics whose frequencies are multiples of the original frequency, i.e., the current shows a strongly
nonlinear behaviour. This last result has a great importance in technological development, because it will
be the precursor of faster communications.

VII



Capitulo 1

Introduccion

Debido a la variedad de estructuras formadas por el carbono, este elemento tiene una gran importancia
tanto en investigacién bdsica como en aplicaciones tecnolégicas. El carbono puede presentar diversas
formas alotrépicas, dos de las cuales son el grafito y el diamante. Para poder explicar dichas formas, es
necesario introducir funciones de onda hibridas, conocidas como orbitales moleculares. En primer lugar
mencionemos las funciones de onda hibridas sp® que se obtienen a partir de combinaciones lineales de las
funciones s, p,, py ¥ P-- En conjunto, estas funciones hibridas son 4 y tienen méximos que apuntan hacia
los vértices de un tetraedro (Fig.(1.1)). Con tal estructura es posible comprender la forma del diamante.

Para comprender la estructura del grafito (por cierto, el elemento usado para fabricar el ldpiz comun)
es necesario considerar las funciones de onda hibridas sp? que se forman con combinaciones lineales de
funciones de onda s, p, y py (Fig.1.2). Estas combinaciones producen tres funciones de onda en el plano
x, ¥ con maximos en direcciones que forman dngulos de 120° . Con tales caracteristicas, estas funciones
de onda hibridas dan lugar a la estructura hexagonal de los dtomos de cada una de las capas de las que
se forma el grafito.

Hace apenas unos 10 anos se encontraron un par de formas alotrépicas méds del carbono, los fulerenos
que tienen dimensién cero [1], [2], [3] y los nanotubos de carbono que son entes unidimensionales [4],
[5]. Ambas formas al6tropicas han sido extensivamente estudiadas debido a sus interesantes propiedades
mecdnicas, 6pticas y eléctricas. Estas propiedades podrian ser precursoras de una gran variedad de usos
tecnolégicos. El avance en el proceso de sintesis de estas formas alotrépicas le ha dado también un gran
impulso al estudio del carbono. Faltaba, sin embargo, un compuesto bidimensional de carbono, el grafeno.

Aislar grafeno fue un proceso muy complicado. Los primeros intentos para aislarlo se concentraron
en usar la técnica conocida como exfoliacién quimica. Con este propdsito, el grafito en bulto era crecido
de tal manera que los planos de grafeno eran separarados por capas de otros dtomos ¢ moléculas [6].
Esto resultaba generalmente en nuevos materiales tridimensionales. Sin embargo, en ciertos casos podian
insertarse moléculas de gran tamano entre los planos atémicos logrando que los componentes resultantes
pudieran ser considerados como capas de grafeno aisladas en una matriz tridimensional.

Otros intentos se basaron en crecimiento epitaxial por una técnica conocida como deposicién quimica
de vapor (CVD por sus siglas en inglés) de hidrocarburos en subtratos de metal. Con tales intentos se
lograba obtener muestras de grafeno de algunas capas de espesor [7]. El aislamiento de este material
fue logrado finalmente por un grupo en Manchester Inglaterra lidereado por A. K. Geim en 2004 [§],
[9]. Para obtenerlo se utilizé un procedimiento muy sencillo conocido como separacién micromecénica.
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Figura 1.1: Funcién hibrida sp?, correspondiente a la estructura del diamante.

Figura 1.2: Funcién hibrida sp?, correspondiente a la estructura del grafito.



Figura 1.3: Nanoalambre cuya frontera es tipo silla en la direccién vertical.

El procedimiento consiste en tomar una muestra de grafito con cinta adhesiva. Esta cinta adhesiva con
muestra se pega y despega en dioxido de silicio SiOs, hasta lograr capas més delgadas. Entre los residuos
que quedan, se encuentran siempre capas de un solo dtomo de dtomos de carbono, lo cual se corrobora
usando microscopios 6pticos y generalmente también con microscopios de fuerza atémica.

Como es de esperarse, las monocapas de atémos de carbono son las menos, asi que es importante
desarrollar otras técnicas para la caracterizacion de estas. Entre este tipo de técnicas podemos mencionar
la espectroscopia Raman, técnica basada en la excitacién de fonones de la red usando rayos ldser de
diferentes longitudes de onda. Con esta técnica es posible distinguir entre grafeno de una sola capa y
grafeno de algunas capas [10].

Recientemente se ha encontrado un nuevo método para producir muestras de este alétropo que consiste
en cortar y extender nanotubos de carbono. La técnica se basa en atacar quimicamente los nanotubos
con &cido sulftirico y permanganato de potasio como agente oxidante [11], [12].

Es importante mencionar que experimentalmente se obtienen muestras grafeno conocidas como nanoalam-
bres [13]. Existen dos tipos de nanoalambres que toman sus nombres del como estdn conectados los dtomos
de la frontera, asi pues tenemos los nanoalambres con frontera tipo silla Fig.(1.3) y los nanoalambres con
frontera tipo zigzag Fig. (1.4).

El grafeno es el primer ejemplo de un material verdaderamente bidimensional, que segin estudios
realizados por Landau y Peierls no deberfa existir debido a su inestabilidad termodindmica [14]. Hace m4s
de 70 anos estos investigadores senalaron que contribuciones divergentes de fluctuaciones térmicas en redes
cristalinas de baja dimensién producirian desplazamientos de los dtomos de la red que serfan comparables
a distancias interatémicas, todo esto a una temperatura finita. El argumento fue después extendido por
Mermin [15], y habifa sido comprobado por una gran cantidad de observaciones experimentales. De hecho,
el punto de licuefaccién de peliculas delgadas decrece con el espesor provocando que las peliculas sean
inestables.
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Figura 1.4: Nanoalambre con frontera tipo zig-zag en la direccién vertical. El nombre proviene de como
estan conectados los 4tomos de la frontera.

Con el descubrimiento experimental del grafeno y otros cristales bidimesionales, como el nitruro
de boro de una sola capa de dtomos, los conocimientos anteriores fueron retados. Ademéds no sélo se
encontré que estos cristales eran estables sino también que sus propiedades electrénicas son interesantes
como, por ejemplo, su alta movilidad. De hecho con este material se puede medir efectos cudnticos
como el efecto Hall muy facilmente [16]. Pero, jcomo es que la estabilidad de estos cristales puede ser
reconciliada con la teoria? Esto se puede entender diciendo que los cristales bidimensionales obtenidos
estdn en un estado metaestable por haber sido extraidos de un material tridimensional, aparte de esto su
pequeiio tamafio ( << 1 mm) y sus fuertes enlaces interatémicos aseguran que las fluctuaciones térmicas
no produzcan dislocaciones u otros defectos cristalinos, incluso a altas temperaturas. Un punto de
vista complementario es que el cristal bidimensional es estable debido a que presenta un arrugamiento
suficiente en la tercera dimensién [17]. Tal arrugamiento produce una ganancia en la energfa eldstica
suprimendo vibraciones térmicas grandes. Esta hipotesis, sin embargo, no puede ser considerada del
todo correcta puesto que recientemente se ha obtenido grafeno ultraplano con rugosidades que presentan
alturas promedio menores a los 0.25A [18].

En lo que respecta a su estructura electrénica, esta ya se habfa obtenido antes de su descubrimiento
como parte de un estudio sobre las propiedades electrénicas del grafito [19]. Como veremos en la seccién
1.1. Estructura electrénica del grafeno, la estructura electrénica de este material muestra que este alétropo
del carbono puede ser considerado como un semimetal o como un semiconductor con una banda prohibida
de energia de tamano cero. En este mismo sentido es importante mencionar que los nanoalambres de
grafeno tienen una estructura electrénica que depende de si tienen frontera tipo silla o tipo zigzag. Los
nanoalambres con frontera tipo silla son siempre semiconductores [20], en contraste los nanoalambres



con frontera tipo zigzag pueden ser metalicos o semiconductores dependiendo del ancho en constantes de
red del nanoalambre [20].

El grafeno, ademés de ser el punto de inicio para todos los célculos relacionados con el grafito, también
lo es para los estudios relacionados con nanotubos de carbono y fulerenos. Los nanotubos de carbono y
los fulerenos son de hecho, placas de grafeno enrolladas.

Estudios experimentales posteriores a su descubrimiento mostraron que las cargas de este material se
comportan como fermiones de masa cero [21], que usualmente se describen mediante la ecuacién de Dirac
(ver apéndice A). En este apartado acerca de la descripcion de particulas en grafeno, debemos mencionar
que existen otras formas de estudiar cargas este alétropo del carbono como, por ejemplo, usando una
ecuacion de Schrodinger con un potencial U(T) que describa la red hexagonal del grafeno. Sin embargo,
en este trabajo nos apegaremos al estudio como se hace de manera mas natural, es decir, con la ecuacién
de Dirac. Haciendolo de este modo, se pude mostrar que las cargas tienen una serie de peculiaridades
muy interesantes como la asociacién de un pseudospin y de una quiralidad [22], cosas que seran discutidas
posteriormente con mayor amplitud en este capitulo. A este respecto, tenemos que el grafeno provee un
puente muy interesante entre la fisica de estado sélido y la electrodindmica cudntica. Con él se podrian
probar fenémenos de electrodindmica cudntica como la paradoja de Klein, el Zitterbewegung [23] y el
mecanismo de Schwinger [24], este dltimo fendmeno se refiere a la produccién particula-antiparticula
generados del vacio por un campo eléctrico realmente muy intenso. Para el caso de grafeno se hizo
la propuesta experimental en el 2008 [25], con la diferencia de que obtendriamos pares electron-hueco.
Ademsds, como también describiremos en la seccion 1.2., se ha encontrado un efecto Hall anémalo, donde
la secuencia de la conductividad se modifica con respecto a la secuencia estandar del efecto Hall cudntico
por un factor de 1/2 . Otro aspecto tedrico interesante es que con grafeno se ha comenzado a usar de
manera natural el formalismo de la teoria cudntica de campos en espacios curvos [26], esto como una
manera de estudiar las posibles consecuencias de los arrugamientos sobre sus propiedades electrénicas.

En lo que respecta a aplicaciones, podemos mencionar que se piensa en un futuro muy prometedor
para este material, pues tiene movilidades tan altas como 15 000 cm?V ~1s~! que dependen débilmente
de la temperatura y se han obtenido movilidades de 200 000 cm?V ~'s~! al hacer las mediciones con
grafeno suspendido [28], estas movilidades son 2 ordenes de magnitud mayores que las de silicio, que para
el caso de electrones tiene una movilidad de 1 400 em?V ~!s~1. Lo anterior podria traducirse en alcanzar
la meta de tener un material con transporte balistico a escala micrométrica con una temperatura de 300
K. Estas movilidades tan altas son el resultado de que en los enlaces en grafeno tres de los electrones de
cada dtomo de carbono estdn muy atados a los 4tomos vecinos sin embargo, el electrén restante que se
encuentra en un orbital tipo p no participa en los enlaces quedando bastante libre como para moverse
miés facilmente a través del cristal.

Considerando estas propiedades, se ha pensado en hacer transistores de efecto de campo, sin embargo,
existe una dificultad fundamental y es que debido a la paradoja de Klein, los electrones no se pueden
confinar por una barrera de potencial (los electrones tienen un tunelaje perfecto cuando un haz de estos
impacta normamente una barrera de potencial). Existe, sin embargo, la posibilidad de usar nanoalambres
para crear este tipo de dispostivos sobre todo considerando que estos pueden ser semiconductores o
metales. Con los nanoalambres de tipo semiconductor ya se ha podido construir transistores de efecto de
campo tipo n [29], [30] y tipo p [31]. Por otra parte, unos meses antes a la creacién de estos transistores,
en el mismo lugar donde se habia aislado el grafeno por primera vez, se logro producir un transistor de
un solo electrén [32], a través del uso de puntos cudnticos.

Otra prometedora direccién para la aplicacién del grafeno es como vdlvula de espin [33]. El grafeno
ha sido propuesto como un material ideal para la conduccién del espin [34], [35] . Esto se debe principal-
mente a que el acomplamiento espin orbita en grafeno es despreciable [33] y también a que el transporte
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espintrénico es del orden de micrémetros [35] al igual que el transporte electrénico, es decir, el camino
libre medio de particulas cargadas en grafeno es grande. El grupo de Karpan [36], ha mostrado teérica-
mente que el grafeno podria permitir el paso de espin apuntando en una direccién y no en la otra. La
utilidad préctica de este hecho es que la transmisién a través de interfases entre metales normales y fer-
romagnéticos depende del espin que se tenga, lo cual a su vez tiene mucha importancia en la observacién
de magnetoresistencias gigantes.

En las aplicaciones que hemos mencionado es necesario hacer mucha mds investigacién. Existe, sin
embargo, una drea donde el grafeno esta siendo ya aplicado y esta es como sensor de gas. Un grupo exper-
imental en Manchester [37], ha mostrado que el grafeno puede absorber moléculas de gas de la atmésfera
que lo rodea, resultando en grafeno dopado con electrones o huecos dependiendo del gas absorbido.

En lo relativo a sus propiedades mecédnicas podemos decir que este material es el méas fuerte que se
conoce, posee una dureza mucho mayor que la del acero [38], al mismo tiempo el grafeno es muy flexible.

Las propiedades 6pticas de grafeno también tienen caracteristicas muy interesantes. Este material
absorbe el 2.3 % de la luz que incide sobre €l en la regién del espectro que va del infrarojo al visible [39].
Ademss casi no refleja luz transmitiendo el 97.7 % de esta.

Existen, sin embargo, varios retos en el estudio de este al6tropo, uno muy importante es el estudio de
como mitigar el tunelaje perfecto debido a la paradoja de Klein. Otros que vienen a colacién son los efectos
que sobre propiedades electrénicas, como la conductividad y la resistividad, asi como en las propiedades
6pticas, como la transmisién o reflexién tiene la radiacién electromagnética. En esta tesis, abordamos
principalmente el efecto que sobre las cargas en grafeno tiene la radiacién electromagnética,
especificamente estudiamos los espectros de energia y las soluciones de la ecuacién de Dirac
que produce nuestro modelo. Ademds mostramos que la radiacién genera una corriente
fuertemente no lineal en este material.

Antes de entrar en el tema principal de esta tesis permitanos dar una introduccién a conceptos basicos
sobre grafeno.

1.1. Estructura electrénica del grafeno.

Abordemos en primer lugar el estudio de la estructura electréonica del grafeno, sobre todo para darnos
una idea de que tipo de material vamos a estudiar, es decir, si se trata de un semiconductor, un aislante
o un metal.

La estructura electrénica del grafeno se puede obtener usando la aproximacién de amarre fuerte. Tal
aproximacién es vilida porque el carbono en los enlaces de grafeno tiene 3 de sus 4 electrones de valencia
fuertemente atados a sus vecinos en enlaces tipo o, y un electrén libre en un orbital tipo p,, cuya funcién
de onda se traslapa muy poco con la funcién de onda del electrén del dtomo vecino, dando lugar a que la
probabilidad de saltos entre vecinos cercanos sea la mas apreciable. La estructura cristalina del grafeno
consiste de dos subredes triangulares que llamaremos A y B como se muestra en la Fig.1.5. Cabe
mencionar que la necesidad de las dos subredes triangulares proviene del hecho de que la red hexagonal
original del grafeno no forma una red de Bravais.

Denotando las funciones de onda del electrén en el orbital p, de las subredes A y B como Uy, ,,, y @5,
respectivamente, como se muestra en la Fig.(1.5), las ecuaciones de Schrodinger en la aproximacién de
amarre fuerte son
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Figura 1.5: Redes triangulares de grafeno y funciones de onda para la red hexagonal. Los dtomos en cada
red triangular se indican con diferentes colores.

_t(bn—i-l,m—l - t©n+17m+1 - t(bn,m = E\I’n,ma (11)
_t\pn—l,m-i-l - t\IIn—l,m—l - t\I/n;m = E(I)n,ma

donde todas las integrales de salto, debido a la simetria del problema tienen el valor ¢t = 2.7eV | que es
el resultado aproximado para grafeno [40].

Como las subredes A y B son redes triangulares de Bravais cada una tiene un conjunto de vectores

primitivos dado por Fig.(1.6)
\/ga a
_ a 1.2
aj ( 2 ) 2 ) ( )

Vemos que la norma de cada uno de los vectores es ||a;|| = ||az|| = a. En consecuencia, la red reciproca
puede generarse con los vectores reciprocos
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a

X

Figura 1.6: Se muestran los vectores primitivos de una de las redes triangulares de las que se compone el
grafeno. La norma de los vectores a; y as es a.

donde

bi ra; = 27T(57;j. (14)

Puesto que el sistema es periédico, puede aplicarse el teorema de Bloch y las funciones de onda se
escriben como

U, = exp iv3kyan | ikyom u(k) (1.5)
: 2 2
By = exp (zx/gsxcm N zk:yzam> o(K)

aqui las funciones u(k) y v(k) son periddicas en el espacio reciproco, esto es
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u(k + G) = u(k) (1.6)
v(k+G) =v(k)

donde G es un vector de la red reciproca dado por

G = n1by + noby (17)

con ny y no enteros.

Las ecuaciones (1.1) y (1.5) producen la siguiente ecuaciéon de eigenvalores

A*(()k) Aék) } ( zgg ) = E( 7;83 ) (1.8)
donde

5 08 —= (1.9)

A(K) = Ak, ky) = —t — 2t exp (Z‘/gakf> c ‘”;y

obtenemos entonces que el espectro de energias es

E:i\/4t200s2;ky+4t2 cos%kycos@kﬁt? (1.10)

El espectro para el caso en que t = 1 se muestra en la Fig.(1.7). Vemos que es simétrico con respecto
a F = 0, lo cual es consecuencia de que la red es biparitita, debido a que se forma por dos subredes
triangulares [41].

Describamos un poco mas el espectro. El salto entre subredes produce la formacién de dos bandas de
energfa y su interaccién cerca de los bordes de la zona de Brioullin nos lleva a un espectro cénico en los
puntos K y K’, que se conocen como puntos de Dirac. Es por esta razén que se considera al grafeno como
un semiconductor con banda prohibida de energfa de tamano cero, como mencionamos en la introduccién.

Hagamos un andlisis mds detallado de lo que sucede cerca de los puntos de Dirac. Esto se puede hacer
apartir de un desarrollo en serie de Taylor alrededor de, por ejemplo, el punto K. La funcién que vamos
a desarrollar en serie en nuestro caso es A(kg, k).

Recordando que el desarrollo en serie de una funcién de dos variables f(x) = f(z,y) alrededor del
punto xg = (2o, yo) se hace de la siguiente manera:

f (0 +x) = f (x0) + Vf (x0) - (x = X0) + .. (111)

En nuestro caso tomando las coordenadas del punto K

K — (jga ?;) (1.12)

tenemos que la expansién en serie requerida es

AK+k) = [i\/gaei” cos %7 —aei”seng} kg, ky) . (1.13)
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huecos

Energia

K’

electrones

Figura 1.7: Espectro electrénico del grafeno. Alrededor de los puntos K y K’, el espectro es cénico.

Los valores nimericos de las cantidades involucradas en esta expresiéon son

T 1
cos 7 = 2,
T V3
-—=— 1.14
seng ==, (1.14)
y
6i7r =1
Luego entonces
3at
A(K +k) = ‘/;“ (ky — ikz) - (1.15)

Hagamos ahora un pequenio cambio en la Ec.(1.15) tomemos unos nuevos ejes de tal manera que ahora
y se transforme en 2’ y que x sea el eje y'. Al substituir esta relacién transformada en el Hamiltoniano
de la Ec(1.8), este se puede escribir como
V3 0 (kg — iky)
H = ta I

2h Ky +iky) 0 ) = vp{0wDe + oy Py}, (1.16)
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que es el Hamiltoniano de Dirac, donde o,/ y o, son las matrices de Pauli y D; son los operadores de
momento lineal. Como resultado, las cuasiparticulas en grafeno obedecen una relacién de dispersién lineal
E = hop || k|| a bajas energfas, siendo el limite hasta 1eV [42]. Esto significa que estamos ante particulas
sin masa que se mueven a una velocidad de Fermi de vp = %ta = 1x10% m/s que, como su contraparte
en la teoria de Dirac, juega el papel de velocidad de la luz. Debemos mencionar que una descripcién de
este tipo en la que se desprecian efectos de muchos cuerpos ha demostrado ser adecuada tanto tedrica
como experimentalmente [42], [43].

Las cuasiparticulas en grafeno deben entonces ser descritas por la ecuacién de Dirac para fermiones
sin masa [44]. El espectro lineal no es lo tinico que caracteriza el transporte cudntico en grafeno [42].
Es también necesario senalar que los estados arriba del cero de energia producen una corriente de tipo
electrénica y con carga negativa, mientras que para energias negativas si la banda de valencia no estd
completamente llena los estados se comportan como huecos cargados positivamente, que se pueden ver
como el andlogo en materia condesada de los positrones. Hay que notar que los electrones y huecos en
materia condensada normalmente se describen por ecuaciones de Schrodinger separadas, que no estan
conectadas de ninguna manera. En contraste, estados de electrones y huecos en grafeno estdn interconec-
tados y exhiben propiedades andlogas a las de simetria de conjugacién de carga como en electrodindmica
cuantica. Este hecho se manifiesta en que si se tiene la funcién de onda para el electrén en un problema
determinado, con una transformacién de conjugacién de carga obtenemos la funcién de onda para el hueco
para el mismo problema.

Las cuasiparticulas del grafeno tienen que ser descritas por funciones de onda de dos componentes,
descripcién que se hace necesaria para definir contribuciones relativas procedentes de las subredes A y
B de la red original. La descripcién de dos componentes es muy similar a la de las funciones de onda
espinoriales en electrodindmica cudntica, pero el espin en el caso de este material bidimensional indica la
subred en que se mueve la cuasiparticula y no el espin real y por lo tanto se le conoce como pseudoespin.

Hay més analogias con la electrodindmica cudntica. Como hemos mencionado, el espectro cénico de
este alétropo es el resultado de la interseccién de las bandas de energia originadas por las subredes A y B,
en concordancia, un electrén con energia E propagandose en la direccién positiva se origina de la misma
subred del espectro electrénico que un hueco con energia —F propagandose en direccién opuesta. Esto
produce que electrones y huecos pertenecientes a la misma subred tengan pseudoespin apuntado en la
misma direccién. Pero, que este pseudoespin sea a la vez paralelo al momento para electrones y antiparalelo
para huecos, permitiéndonos la introduccién de una cantidad llamada quiralidad que es formalmente la
proyeccién del pseudoespin sobre la direccién de movimiento y que es positiva para electrones y negativa
para huecos [22].

Pasemos ahora a revisar algunos efectos observados o predichos en grafeno, relevantes para esta tesis.

1.2. Efecto Hall

El tener un efecto Hall cudntico anémalo [27], [14] para grafeno, el cual ha sido comprobado experi-
mentalmente por diversos grupos [45], [16], es quiza, la demostraciéon més fehaciente de tener un sistema
descrito por la ecuacién de Dirac para fermiones sin masa.

Para sistemas bidimensionales a los que se les aplica un campo magnético perpendicular en relacién
al plano del sistema, obtenemos un espectro de energfa discreto (cuantizacién de Landau). En el caso de
fermiones de Dirac el espectro se obtiene como se detalla a continuacién.

El Hamiltoniano en este caso es
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_ 0 g — Ty
H—’UF< - 0 ) (1.17)
donde 7; = p; — eA;/c (i = x,y) y usamos la siguiente norma A, = —By. Luego es necesario resolver la
siguiente ecuacién de eigenvalores,
HY¥(z,y)=E¥(z,y), (1.18)

donde el espinor esta dado por

\I’B(x7y)

Escribiendo las ecuaciones para W 4(z,y) y ¥ p(z, y) explicitamente se obtienen las dos ecuaciones acopladas
siguientes

‘I'(ffay)=< Ya(z,y) ) (1.19)

vp (T +7y)¥B(z,y) = EVa(z,y), (1.20)

vp(Te — 7y)Va(z,y) = EVp(z,y), (1.21)

con vy ~ 1 x 105, El desacoplamiento de las ecuaciones anteriores se logra al multiplicar la Ec.(1.20) por
vp(Te —Ty) v la Ec.(1.21) por vp (7, + 7,) y usar el conmutador,

[Fary] = i@. (1.22)

Se obtiene entonces la siguiente ecuacién para el espinor ¥(z,y),

B heBu.

|:U%(7Ti +m2) oz] U(z,y) = B*®(z,y), (1.23)

que puede reescribirse de la siguiente manera

e?B? ,  2eB (1

N Rl G ) IL T2 1) (12)

Tomando una solucién del tipo

@(z,y) = Y(y)er=/", (1.25)

podemos escribir la siguiente ecuacién para Y (y)

V% l—#;; + (efy +p$)2] Y(y) = <E2 + @ [;ha]> Y (y). (1.26)

Al dividir esta por hieBvZ /c se obtiene

he 0%  eB Pz \ 2 ,
[_eBayQ + Te (y + g) } Y(y) = E'Y(y), (1.27)
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donde se ha definido,

~ E?+2eBut/c(5ho.)

B = hieBuZ /c ’ (1.28)
haciendo el cambio de variable,
¢ = % (v+ %) (1.29)
obtenemos la ecuacion,
0? | o /
(—8€2+£ ) Y (&) =EY(9). (1.30)

Esta tltima ecuacién es la ecuacién de un oscilador arménico con i = 2m =1 y con frecuencia w = 2.
Las funciones de onda de este oscilador arménico y sus respectivas energias son

Y (€)= NH,(&)e & /2 (1.31)

E,=2(n+1/2) n=0,1,2,3, .., (1.32)

donde el factor N en las funciones de onda es un factor de normalizacién y H,, es el polinomio de Hermite
[46]

Ho(z) = (—1)" e dfn (eﬂz) (1.33)

Con las Ecs. (1.32) y (1.28) se obtiene finalmente el siguiente espectro

E, = \/2]e| Bhwd fev +1/2 £ 1/2) (1.34)

donde el término con +1/2 viene del 1/20, y estd conectado con la quiralidad. En contraste en el caso
usual de un semiconductor en que se tiene una relacién de dispersién parabdlica, la secuencia de Landau
es F = hw.(n+1/2) donde w.. es la frecuencia de rotacién en el campo magnético (frecuencia de ciclotrén)
y n €es un nimero entero.

Una importante pecularidad para los niveles de Landau en el caso de fermiones de Dirac sin masa es
la existencia de estados con energia cero ( con v = 0 y el signo menos en la Ec.(1.34) ) Esta situacién
difiere sustancialmente de la del caso usual de otros semiconductores que tienen bandas parabdlicas dado
que el primer nivel de Landau esta en fiw./2. La existencia de este nivel de Landau de cero energia es lo
que nos lleva a tener un efecto Hall cudntico anémalo que muestra una escalera equidistante de escalones
que persiste incluso a través del punto de Dirac (vértice del cono, ver Fig.(1.7)), donde las cargas cambian
de electrones a huecos. La secuencia de la conductividad se modifica con respecto a la secuencia estandar
del efecto Hall cudntico por un factor de 1/2, quedando de la siguiente manera

4¢2

Oay = £ (N +1/2) (1.35)

donde N es el indice del nivel de Landau y el factor 4 proviene de la doble degeneracién del espin y la doble
degeneracién debida a los valles. Usualmente, todos los niveles de Landau tienen la misma degeneracién
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(nimero de estados electrénicos con una energia dada) que es proporcional al flujo magnético a través
del sistema. Como resultado, las mesetas o escaleras en la conductividad correspondientes al llenado de
los primeros niveles v son enteros. Para el caso de lo fermiones de Dirac sin masa, los niveles con una
energfa distinta de cero son doblemente degenerados. Por ejemplo, el estado de energfa proporcional a ,/p
se obtienen con v = p y el signo menos en la quiralidad y con v = p — 1 y el signo més en la quiralidad.

En lo que respecta al efecto Hall cudntico fraccionario trabajos de noviembre de 2009 [47], [48] men-
cionan que se observo el estado con (N +1/2) = 1/3 a una temperatura aproximada de 20 K en muestras
de grafeno suspendido.

1.3. Paradoja de Klein

Otro de los efectos importantes en grafeno es el de la paradoja de Klein. El término paradoja de Klein
[23] se refiere usualmente al proceso relativista contraintuitivo en el cual un electrén penetra a través de
una barrera de potencial de altura Vj si esta excede el doble de la energfa en reposo de este mc? (m es la
masa del electrén). En este caso, la probabilidad de transmision T' depende débilmente de la altura de la
barrera y se aproxima a transparencia perfecta para barreras de potencial que sean mayores a 2mc? , en
contraste con el caso de tunelaje no relativista donde 7" decae exponencialmente con el incremento de Vj.
Este efecto puede atribuirse a que, aun cuando se tenga una barrera de potencial suficientemene alta y
sea repulsiva para electrones, esta es atractiva para huecos y resulta en estados positrénicos en el interior
de la barrera. El perfecto acoplamiento entre funciones de onda de electrones y huecos en el borde de la
barrera produce una probabilidad alta de tunelaje conocido como paradoja de Klein.

Hagamos el cédlculo teérico de la implementacién del experimento de la paradoja de Klein para el caso
de grafeno. El esquema general de experimento se muestra en la Fig.(1.8) donde se considera una barrera
de potencial que tiene una forma rectangular de la siguiente forma en la direccién =

Vo O<x<D

V(z) = { 0 para cualquier otro intervalo ’ (1.36)

y es infinita a lo largo del eje y.

Es sencillo resolver el problema de tunelaje para electrones de Dirac en grafeno. Asumiendo que el
electrén incidente se propaga con un dngulo ¢ respecto del eje x y tomando las componentes del espinor
de Dirac ¥4 y ¥Up para el hamiltoniano

H=vpo-p+V(z), (1.37)
de la siguiente forma

(etka® 4 peikad)eikyy z<0
Ua(z,y) =] (ae'=® 4 be~@)etkve <z <D | (1.38)

tethzvtikyy x <D

S(eikszri(;S _ refikzzrfhﬁ)eikyy z<0
Up(z,y) =< s'(aeit=2+0 — pe=idez—i0)cikyy 0O<z<D , (1.39)
Steikwac—'rikyy-‘riqb z>D

donde kr = 27/ es el vector de onda de Fermi, k, = kpcos¢ y k, = kpsen¢ son las componentes
del vector de onda fuera de la barrera q, = \/(E — Vo)?/h?vf — k2, 0 = tan~'(k,/q,) es el angulo de
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Vo

Figura 1.8: Barrera de potencial para la implementacién del experimento de la paradoja de Klein. El
electrén se trasmite con probabilidad uno através de la barrera.

refraccion y s = signo E, s’ = signo (E — Vp). Podemos encontrar de las condiciones de continuidad
de la funcién de onda en las fronteras 0 y D los coeficientes a, b, t y r. La expresién obtenida para el
coeficiente de reflexion r es,

r = 2ie'?sen(q, D) (1.40)
" seng — ss'send
s8'le~14=D cos(¢ + 0) + €= cos(¢p — 0)] — 2isen(q. D)’

La Fig.(1.9) muestra ejemplos de la dependencia angular del coeficiente de transmisién T = |t|2 =
1— |r|? calculado usando la expresién anterior. En el limite de barreras muy altas |Vo| > |E|, la expresién
para T puede simplificarse del siguiente modo

T_ cos? ¢

1 —cos?(g.D)sen?¢p’ (1.41)

Las Ecs. (1.40) y (1.41) producen que la barrera sea perfectamente transparente para éngulos cercanos a
incidencia normal ¢ = 0. Estas ecuaciones también producen que, existan condiciones resonantes cuando
gD = 7N, N = 0,41, ..., en esos casos la barrera se vuelve tranparente. Comparemos con el resultado
para este mismo problema cuando se usa teorfa no relativista. Para un estudio basado en la ecuacién
de Schrodinger con una particula de masa m, se obtiene para el coeficiente de trasmisién, la siguiente
expresion
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Figura 1.9: Coeficiente de transmisién para el caso de grafeno. Las lineas son ejemplos de la dependencia
angular de este coeficiente.La linea més obscura corresponde a una barrera de altura Vy = 285meV y la
linea més clara corresponde a Vy = 200meV.Se observa , en ambos casos que este es igual a 1 cuando

¢ =0.
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1
T =
1+ (k2 + ¢2/2kq)? senh2qD

donde ¢* = 2m (E —Vy)/ i y k? = 2mE/h?, con E la energfa inicial de la particula. De esta ecuacién
vemos que en el caso de que gD > 1, podemos aproximar el seno hiperbdlico con una exponencial

(1.42)

1 1
senhqD = 3 (eP — e 1P) ~ §qu, (1.43)
para obtener que la Ec.(1.42), es simplemente
dkg \?
T = (k2 +qq2> 2D, (1.44)

Vemos entonces que para el limite gD > 1, la particula se transmite poco a diferencia del caso de grafeno
y sus condiciones resonantes.

1.4. Conductividad minima

Otra de las peculiaridades importantes que se han encontrado para el grafeno es que exhibe una
conductividad minima, que es la conductividad en el punto de Dirac donde E = 0, de tal manera que
la densidad de cargas también es cero. La conductividad minima es una cantidad medida en el limite
de corriente directa DC a temperatura T" = 0. Experimentalmente se ha encontrado que se aproxima a
cuatro veces el cuanto de conductividad ¢™™ = 4¢2/h [45], mientras que teéricamente se han encontrado
diversos valores para esta conductividad minima que van desde o™® = me?/2h usando la férmula de
Kubo[49], [50], hasta o™ = 4¢?/7h, obtenidas usando la férmula de Kubo [50] y la férmula de Landauer
[51].

En los articulos de las referencias [50] y [51], se hace hincapie en que la discrepancia en los valores
obtenidos tedricamente tiene su origen principalmente en que en los cédlculos se obtiene las integrales del
producto de deltas, que son objetos que se tienen que manejar con mucho cuidado. De esta manera, el
autor de la referencia [50], menciona que se pueden obtener valores distintos si se hace la integral sobre
las energias primero y después se toma el limite de corriente directa o si este proceso se hace al revés.

Usando la férmula de Kubo el célculo de la conductividad minima se hace de la siguiente manera.
Tomemos primero la expresién para la conductividad o, de la Ref.[52]

0 () = % / / Tr{[H,r)8(H — €)[H,r )5 (H — )} (1.45)
R S B

€e—€ +w—1ix €— ¢

donde los indices p, v se refieren a las coordenadas x,y, H es el hamiltoniano del sistema, r, la posicién
de la particula, w es la frecuencia del campo externo, « es la razén a la que el campo externo se prende
o apaga, d(x) es la funcién delta de Dirac y f(e) = (1 + exp(Be))~! es la distribucién de Fermi con
B =1/kpgT. Al tomar el limite & — 0 tenemos la siguiente relacion,

:P{ ! }—iwé(e—e’w),

€e—€ +w

im S -
a—0€e—€ +w—1x
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donde P indica la parte principal de la integral. Por lo tanto, la parte real de la Ec.(1.45) correspondiente
a la conductividad es,

o () = 7€ = [ et s - s - )

X ?()dede §e— € +w)
o (W) = ”; Tr{[H,r,)0(H — ¢ — w)[H,7,)0(H — €)} (1.46)
GRS OV

Evaluemos la traza que se encuentra en el interior de la integral anterior. Para hacer esto necesitamos
saber que el Hamiltoniano de Dirac para describir particulas en grafeno con vector de onda (k,, k) viene
dado por

H =vph(ozky +oyky), (1.47)
donde o; ( j = z,y, z) son las matrices de Pauli. Los eigenestados de este Hamiltoniano son:
1 +e i
m) = — , 1.48
m=—s(*7) (1.48)
aqui el + corresponde a electrones, el — a huecos y tany = 2—” . Las energfas de estos eigenestados son
hvp,[k2 + k2 = hvr ||k|| para electrones y —hvp,/k2 + k2 = —hvr ||k|| para huecos. Por otro lado, el

operador de corriente se modifica bajo una transformacién de Fourier de la siguiente manera

. . OH
Ju = —ie[H,r,] — ea—kp. (1.49)

Luego el término de la traza en la Ec.(1.46) puede escribirse como

T(e)=Tr{[H,r,]0(H — e —w)[H,r,]0(H —¢€)} (1.50)
:/Tr{g:[é(H— - )SZ(S(H—@}(;&)?,

considerando p = v = y, esta expresién se transforma en

dk?
(2m)?
dk?

_'U2 m o —€—w)|n)n|oc —€)m
= ok [ tmlo, 5 = =)l (nlo, 5T =€)l m) G5

m,n

T(e) = /T?‘ {vpo,0(H — € —w)vpo,d(H —€)} (1.51)
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para simplificar los cdlculos hagamos el cambio de variable € — € 4+ w/2. Se obtiene para la traza la
siguiente expresién

T(e)zv%/:% [5 (vpk+%+e)5(vl,k+%_e> (152)
o omk = =) onk )]

wob [ (ok % Yo (vek % )

+0 (UFk + % + e) ) (vpk: - % + e)} d(];””j)lzy’

cambiando a coordenadas polares y usando el hecho de que,

k2 k;
k—z =cos’yp y < —sin?p (1.53)

tenemos,

T(e) —vp/ /Q”COS o [0 (vek+ 5 +¢)a(ork+5 — ) (1.54)
g5 ) e

+vF/ /%sen cp[c? UFk*%*E)é(UFkﬁ*%*E)

+6 (vpk + 3 + 6) 0 (vpk -3 —l—e)} ]?C;i;if,

donde A es una energia de corte. Haciendo la integral angular se obtiene

w

T(e) = mvf /0)\ [(5 (vpk + % + 6) ) (vpk: + % — e) (1.55)
kdk
(2m)?

w5 (ork =)o (vek s S o)

+5(1}F1€+§+6)6(’UF]€—£+6>:| (kdk

+5(vpk—%—e)5(vpk—%—l—e)}

2 27)?
Haciendo el cambio de variable k = vpk, podemos simplificar la expresion anterior de la siguiente manera
A w w w w KkdK
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Para realizar el cédlculo de las integrales de productos de dos deltas, consideremos una delta de Dirac
suave como la que escribimos a continuacién

1 9 1 [ 1 1
5oy L _ _ 1.57
n(®) T a2 +n? i [m—l—in ax—in} (1.57)

tomando 7 ~ 0 la integral del producto de deltas de Dirac se puede escribir como

81— )3, — bk ~ (a + D)y (a ~ DO - a) + O(a) + O~ B+ () =2 (158)
0
- B -8+ ()~ O~ ) — B(a).

si ademds se asume que 7, w << A, se obtiene

_T (v 7 _v
() ~ G (45,7(e)+ W) @(/\ 2) (1.59)
La conductividad dependiente de la temperatura puede calcularse de las Ecs. (1.46) y (1.59) y resulta en
2 2) — fle —w/2
o, (W) = _% po et/ = flezw/?) (1.60)
w

2

) (g [ e

T 2 2h w? w2 cosh(Be) + cosh(Bw/2)

2
lo que puede reescribirse como

g Bw e w/2 senh(Bw/2)
~N — h _— PYRG)
T4 (W) Y R YA —wy2 cosh(Be) 4 cosh(Bw/2)

de (1.61)

resultado vélido para w < 2\. Para w > 2\ se tiene que 0,, = 0. La integral en el segundo término da

1 [ senh(Bw/2)
w /w/Q cosh(fBe) + cosh(fw/2) de (1.62)

= %arctanh [tamh2 <ﬂ:}>} .

Puede usarse la relacion

1 1+
tanh(z) = =1 1.
arctanh(zx) 5 log [1 — x} ) (1.63)
para obtener que la conductividad es
me? Bw €2 pn [1 + tanh? (Bw/4)}
0,, (W) ~ — tanh — 4+ — lo . 1.64
= (W)~ gy 4 h(Bw)? 1 — tanh?(Bw/4) (1.64)

Hay dos limites asintéticos para la expresién
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B 1 [1+tanh2(ﬁw/4)} N{ 1/8  para fw~0 (L.65)
(Bw)? & 1 — tanh?(Bw/4) 1/2Bw  para fw ~ oo :
lo que produce que la conductividad sea
min e 81 para Bw ~ 0

tomando en cuenta la degeneracién por el espin y por los valles, lo que significa multiplicar por 4 la
expresion anterior se obtiene finalmente

2
min ¢,y _ € Bn para fw ~0

T (W)= 2h { T+ 408n/fw para fw ~ oo (1.67)

vemos que en limite de temperatura cero se obtiene para la conductividad O’;r;in (w) = me%/2h, més un

término adicional. Experimentalmente es méds importante estudiar la conductividad a una temperatura

diferente de cero, es decir, en el limite Sw ~ 0, esto produce que la conducitivad dependa de la razén de

dispersion de la siguiente manera o2 (w) ~ 3.

1.5. Propiedades 6pticas del grafeno.

Estudiemos como ultima parte de este capitulo las propiedades 6pticas del grafeno. Este material
tiene unas propiedades épticas muy interesantes que se pueden describir a partir de los coeficientes de
reflexion y transmision. Para obtener estos coeficientes notemos primero que las amplitudes de reflexion
y transmisién estdn dadas por las siguientes expresiones

1-C
2
t=—— 1.69
1+C’ (1.69)

donde para el caso en que el grafeno se encuentra suspendido en el vacio, el coeficiente C' estd dado por
[53]

4
C=1+ %a (w) cos@. (1.70)

En esta ecuacion 6 es el dngulo de incidencia, ¢ es la velocidad de la luz y o (w) es la conductividad AC
o dindmica. A temperatura cero, la conductividad dindmica contiene un término de Drude debido a las
transiciones intrabanda y un término constante debido a las transciones interbanda [53], [54].

8me? T e?
—0 (w—2u), 1.71
e et oW -2 (1.71)
aqui p es potencial quimico, 7 es el tiempo entre colisiones y w es la frecuencia del campo externo aplicado.
El coeficiente de transmisién [¢|* puede calcularse con ayuda de las Ecs. (1.69), (1.70) y (1.71). Uno
puede ver que la desviacién de este coeficiente con respecto a la unidad es proporcional al pardmetro

Reo (w) =
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adimensional e?y/hcw, el cual es relativamente grande para frecuencias bajas w =~ e?u/he, donde el
término de la conductividad intrabanda es el més importante. En el caso de frecuencias altas, el término
constante de la conductividad debido a las transiciones intrabanda el es que juega el papel mas importante.
En ese caso, la transmisiéon no depende de la frecuencia sino que es controlada por la constante de
estructura fina a = €% /hc ~ 1/137. Por ejemplo, a incidencia normal el coeficiente de transmisién es

47 3
=l-nmar1l—--—
Reo (w) o 37

entonces el grafeno transmite el 97.7% de la luz en la regién del espectro que va del infrarojo al visible
como se ha comprobado experimentalmente [39]. El 2.3 % de luz restante es absorbida por este material

siendo por ello un material muy opaco, esta caracteristica es muy soprendente considerando que se trata
de una monocapa de dtomos de carbono [39].

> =1— (1.72)

C



Capitulo 2

Portadores de carga en sdélidos bajo
campos electromagnéticos

Dado que en esta tesis se estudiara el problema de electrones en una red periédica bidimensional bajo
campos electromagnéticos, conviene realizar una revisiéon integral del tema. Por ello, en este capitulo
iniciaremos la revisién del problema de electrones de Bloch sujetos a campos eléctricos estéticos, cuyo
andlisis da lugar a las oscilaciones de Bloch [55] y al tunelaje Zener [56]. Otro de los tépicos que abor-
daremos y que es un campo de estudio muy activo en esta drea, es el estudio de electrones en espacios
bidimensionales sujetos a campos magnéticos perpendiculares constantes, conducente al efecto efecto Hall
cuantico [57] y al efecto Hall cudntico fraccionario [58]. Por otra parte, este mismo problema se puede
estudiar considerando adema&s que los electrones se mueven en la estructura periédica de un cristal. Co-
mo consecuencia de esto, se obtiene que el problema puede reducirse al problema de un electrén en un
campo cuasiperiédico, descrito por la llamada ecuaciéon de Harper. El espectro de energfas resulta ser un
fractal [59] (conocido como mariposa de Hofstadter). Es importante mencionar que en el transcurso de
la revision de este dltimo tema surgié un problema importante que, auque no formaba parte integral del
trabajo, también fue estudiado. El problema que surgié fue el de entender la relacién entre el potencial
de la ecuacién de Harper con el de otro potencial cuasiperiédico famoso: el potencial de Fibonacci. En
este capitulo, esta discusién también es incluida. Otro problema que abordamos fué encontrar el espectro
de energias para el caso de grafeno bajo un campo magnético constante. Sin embargo, al revisar ex-
tensamente la literatura encontramos que este problema ya habia sido resuelto por R. Rammal en 1985
[60].

Otro de los tépicos que exploraremos y que fue una de las principales motivaciones para comenzar la
investigacion realizada en esta tesis es el estudio de electrones sujetos a radiacién y campos magnéticos
constantes. A este respecto a principios del siglo veinte se reportaron estudios experimentales, donde
se menciona la aparicién de estados de resistencia cero en muestras de GaAs/Al,Ga;_, [62]-[65]. En la
tltima seccién de este capitulo, presentamos una revisiéon de un tratamiento tedrico que corrobora estos
resultados [66].

23
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2.1. Electrones en una red periédica con campo eléctrico con-
stante

Para comenzar este capftulo hagamos una revisién de lo que sucede a los electrones en una red
periédica a los que se les aplica un campo eléctrico estdtico y constante. De acuerdo con el trabajo de
Bloch [55] , los electrones en tal situacién oscilardn con una frecuencia wp = e€a/h, en un espacio L
proporcional al ancho de la banda en la cual se mueven e inversamente proporcional al campo eléctrico
aplicado.

Esta conclusién se puede obtener féacilmente de un tratamiento semiclésico, en el cual se considera
que los electrones no sufren dispersién alguna. La ecuacién semicldsica de movimiento para un electrén
con vector de onda k paralelo a el campo eléctrico £ es

dk

= _eE 2.1
= et (1)
donde e es la carga del electrén. La solucién de esta iltima ecuacién esta dada por
Et
k(t) =k (0) % (2.2)

Este resultado se conoce como el teorema de aceleracién y nos dice que el electrén se aceleraria infini-
tamente si se encontrara en un espacio libre, sin embargo, este hecho no se produce pues el electrén al
moverse en una red periédica sufre una reflexién de Bragg al borde de la zona de Brioullin. Veamos esto
més explicitamente, recordando que en la aproximacién de amarre fuerte la energia de este electrén es

E (k)= —% cos ka, (2.3)

donde a es el pardametro de la red y A el ancho de banda. Tenemos entonces que la velocidad en el espacio

k

1dE(k)
_ - 2.4
YT R dk 24
para un electrén en la red viene dada por
A
u(t) = C;—hsen(k:(t)a), (2.5)

como consecuencia la posicién en el espacio real con condiciones iniciales z(t = 0) = 0 es

x(t)/u(t)dt/v(k)iidk/<ez> <‘;§) sen(k(t)a)dk, (2.6)

por lo tanto,

(1) = % [cos (k(O)a - e‘;“) — cos (k (0) a)} , (2.7)

el cual es un movimiento oscilatorio con frecuencia wp = e€a/h y que se mueve en un espacio L = A/e.
Vemos entonces que si un electrén pudiera viajar una distancia mayor que las dimensiones de la zona
Brillouin en el espacio k, seria posible para un campo eléctrico constante inducir una corriente alterna.
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Esto, sin embargo, no es posible debido a que normalmente un electrén sufre una colisién antes de llegar al
borde de la zona. Por ejemplo, para un campo eléctrico del orden de 1072V /cm y un tiempo de relajacién
del orden de 107145, e€7/h es del orden de 10~ tcm ™. La dimensién de la zona de Brillouin es del orden
de 1/a ~ 108em 1.

El resultado anterior también se puede obtener cudnticamente y arroja exactamente los mismos re-
sultado que el tratamiento semicldsico. En el caso cudntico el problema puede describirse mediante el
siguiente Hamiltoniano en la aproximacién de amarre fuerte [67]

H=-5 3 () o411+ nt 1) (nl) +acg 3" nln) (. (2:8)

donde |n) es el estado de Wannier localizado en el sitio n. Alternativamente, uno puede usar la repre-
sentacién en ondas de Bloch

B= 3 Wk = e 3 e 29)

n—=—oo n—=—oo

que satisface la condicién de Bloch (n + 1| k) = €% (n| k) con cuasimomento k confinado a la zona de
Brillouin —7/a < k < 7/a. Usando las siguiente identidades

S (K1) (0| k) = e—i’f’a% 3 el R = s (1 — k) emike, (2.10)
n=oo a n=oo zn o " Z d
Z n(k'| n) (n| k>:% Z nein(k—k') :5(k’—k)5%7 (2.11)

obtenemos que el el hamiltoniano Ec.( 2.8) es diagonal, (k'| H |k) = ad (k' — k) H(k), con
A . d
H(k) = ) cos(ka) + zeé’%, (2.12)
donde el primer término es la relacién de dispersién para el caso en que no hay campo eléctrico,
A
E(k) = — cos ka. (2.13)

Los eigenestados del Hamiltoniano (2.12), conocidos como estados de Wannier-Stark (k| ¥) = ¥ (k),
se obtienen inmediatamente de la integracion de la siguiente ecuacién diferencial

—% cos kd¥ (k) + ieé’d%]ik) =EY (k), (2.14)

que junto con la condicién de periodicidad ¥ (k + 27/a) = ¥ (k) , produce las energfas
E,, = mefa, m=0,+1,+2,.... (2.15)

A este espectro se le conoce como la escalera de Wannier-Stark. Los eigenestados correspondientes son,

U, (k) = (k| U,) = 4 /%e*i[m’mﬂse"(’mﬂ, m=0,+1,42, .., (2.16)
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con

A
2ae€’

los cuales estan normalizadas respecto a la zona de Brioullin |k| < 7/a.
La descripcién en términos de los estados de Wannier es un poco mas elaborada. La transformacién
de Fourier produce

v = (2.17)

7/2a
U, (n) = (n] ) :/ dk (n] k) (k] ©,,) (2.18)
—m/2a
7/2a ™
a i|[(n—m)ka—~ysenka 1 i[(n—m)u—ysenu
— ﬂ B dkez[(n Yka—v ka) — % due [( Ju—y ] — Jn_m (ry)

debido a la representacion integral de la funcién de Bessel [68]. Esto nos lleva a los estados de Wannier-
Stark en la representacién de Wannier [69]

= Jnem () In). (2.19)

De las propiedades de las funciones de Bessel [68], se obtiene que J,,_n, () son funciones localizadas
en el intervalo |m — n| < 7, es decir, estos estados son estados localizados y se extienden sobre el intervalo
espacial

A
"

Para obtener la dindmica de un paquete de ondas, con la idea de comparar con el resultado semiclésico,
es necesario conocer el propagador, en la base de estados de Wannier. En la representacién de Wannier,
este estd dado por

L=2va= (2.20)

U (t) = (n| U () |n') =Y (n] Op) e #1000/ (2.21)
l

= Zefn 1 () o =1 (7) exp (—ileEat/R) ,
usando el teorema de adicién de funciones de Bessel J,.(z) de orden entero,

Z Jr(2)Jr4p(2) exp(ira) = J, (sten (%)) exp (ip (m — @) /2), (2.22)

r=—00

obtenemos para el propagador la siguiente expresién

Un () = Jnenr (2’)/86’/1 (ﬁ)) exp ( (n—n') (71-_62&“/71) - in’egat/h) . (2.23)

El operador de evolucién es periédico en el tiempo con el periédo de Bloch Ts = 2wh/efa = 27 /wp.
Ahora si podemos estudiar la dindmica del siguiente paquete gaussiano
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= 0)> = an(o) |n> ) (2'24)

con

a2 \ V4 n2a2
fn( ) ( ) exp <—402 + Zkond) (225)

2mo?

donde o es la varianza de la distribucién y kg el cuasimomento inicial.
Haciendo la transformada de Fourier de la ecuacién de evolucién temporal

Z Uponr (£) for (0), (2.26)

y utilizando

exp(izseny) = Ti" exp (ire) J, (2) (2.27)
se obtiene !
Fk,t) =" exp(—ikna)Us s (t) for (0) (2.28)

n,n’

e o eEat cos [ & +eci'at
= exp |i2ysen e a o,

xZexp i(k+eEt/h)yn'a) fnr (0).

Esta ecuacién es ain exacta. Si ahora asumimos que o/a > 1, de tal manera que la localizacién
espacial del paquete de onda sea débil, entonces la suma sobre n’ puede reeemplazarse por una integral,
y llegamos al siguiente resultado

R 2\ /4
fk,t)~ (87;;‘ ) exp [iZ’ysen (eg’gt) Ccos (k;a + egfc;t)] (2.29)

X exp ( <k ko 462t> ).

En este punto vemos inmediatamente un resultado conocido, comparando con el resultado semiclésico,
y este es que el centro del paquete de onda en el espacio k esta dado por k(t) = ko — e£t/h, como lo
estipula el teorema de aceleracién.

Veamos ahora que le sucede al paquete de onda a un tiempo ¢ en el espacio real, haciendo la trans-
formada de Fourier inversa

a T/a

ﬁ@:—/’dﬁ@mmwmy (2.30)

27 —m/a

Tomando en cuenta lo que anteriormante habiamos considerado o/a > 1, obtenemos que esto produce
que la distribucién f (k,t) esté muy localizada alrededor de k (t). Por lo tanto, podemos expandir el factor
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cos (ka + e€at/2h) en la exponencial de la Ec.(2.29), alrededor de k (t). Para una expansién lineal se
encuentra

fa (b) & (“2> v exp (2 (ko - e?) na —i® (t) — 4“722 (n—n (t))2> , (2.31)

con

B (1) = 29 [sen (koa - egg“) —sen (k;oa)} (2.32)

n (t)

== {cos (k:(O)a - egﬁ‘“) — cos (k (0) a)} . (2.33)

En consecuencia, el centro del paquete de onda, x (t) = n (t) a, oscila en el espacié con una amplitud
que es inversamente proporcional a la fuerza del campo aplicado £ y con un periodo temporal Tg =
27 /wpg, tal como se vio haciendo el andlisis semicldsico del mismo problema. El andlisis semicldsico es
por lo tanto, esencialmente correcto en el caso en que se considera que el paquete de onda inicial esta
débilmente localizado o/a > 1, de tal manera que en el espacio de momento la distribucién f (k,t) este
muy localizada dentro de la zona de Brioullin de ancho 27 /a.

Las oscilaciones de Bloch no pueden verse en cristales comunes, como mencionamos, los electrones en
tales cristales sufren colisiones antes de alcanzar el borde de la zona de Brioullin. Sin embargo, recien-
temente se ha obtenido evidencia experimental de las oscilaciones de Bloch en por ejemplo superredes
[70]-[73], dtomos ultrafrios en redes épticas [74]-[82], condensados de Bose Einstein [83]-[85], redes foténi-
cas [86], etc.

Pasemos ahora a otra de las consecuencias de aplicar un campo eléctrico a un cristal, el tunelaje Zener
[56]. El tunelaje Zener se produce cuando un electrén, moviendose en una red periédica, se acelera por
la presencia de un campo eléctrico, de tal manera que adquiere la energia suficiente como para que se de
un tunelaje de la banda de valencia a la de conduccién. Este proceso se manifiesta més facilmente en los
materiales semiconductores, pues en ellos la energia de la brecha prohibida es del orden de 1leV'.

Tecnolégicamente este fenémeno es muy bien aprovechado en los llamados diodos Zener. Estos dis-
positivos, son juntas semiconductoras dopadas, pegadas de tal forma que para una determinada direccién
del campo eléctrico aplicado, la barrera de energia que los electrones tienen que atravesar sea lo méds
pequena posible.

El tratamiento tedrico de los saltos entre bandas puede modelarse con un Hamiltoniano en la aprox-
imacién de amarre fuerte en el que se considera interaccién entre bandas. Por ejemplo, en el trabajo de
Rotvig, Jauho y Smith [87], se modelan oscilaciones de Bloch en un sistema con dos bandas. Otra de las
cosas tedricas relevantes, es saber cual es la probabilidad por unidad de tiempo P para que un electrén
pase de la banda de valencia a la de conduccién. Clarence Zener en su trabajo de 1934 [56], obtuvo la
siguiente expresién para esa probabilidad

P =

2 2
efa [ il maA} (2.34)

R
donde a es el pardmetro de la red, A es el tamano de la banda prohibida, m es la masa del electrén, h

la constante de Planck, e la carga del electrén y & la magnitud del campo eléctrico. En el caso de tener
una constante de red de a = 34 y una banda de energia prohibida de A = 2eV, la ecuacién anterior
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proporciona probabilidades apreciables para campos del orden de 106V/cm, resultado que esta de acuerdo
con los datos experimentales [56].

2.2. Electrones sometidos a campos magnéticos constantes

Continuemos con la revisién que estamos haciendo en este capitulo, abordemos ahora el efecto que
tienen los campos magnéticos sobre electrones en espacios bidimensionales. En esta seccién primero
estudiaremos un gas de electrones, esto es, consideraremos que los electrones se mueven en un espacio
libre. Este tratamiento nos llevara a determinar que el campo magnético produce una cuantizacién de los
niveles de energfa (los llamados niveles de Landau). En la segunda parte de esta seccién estudiaremos el
problema considerando ahora que los electrones se mueven en una red periédica. Obtendremos entonces
que el espectro es un fractal conocido como mariposa de Hofstadter. La conexién entre ambos tratamientos
se da considerando en el segundo caso, el potencial de la red periédica muy débil o que los campos
magnéticos aplicados son muy intensos, entonces los electrones tenderdan a comportarse como electrones
de Landau, correspondiendo al caso del gas de electrones [88].

Electrones libres con campo magnético constante

El estudio de electrones libres sometidos a un campo magnético se hace de la siguiente forma. Sabemos
que en la aproximacién de masa efectiva, los eigenvalores de energia para un electrén con vector de onda
k = (kg, ky) restringido a moverse en un plano son

27.2
_ R?k2 Rk

T 2m* o 2m*

E(k) (2.35)

Ahora bien, si aplicamos un campo magnético en la direccién z, el electrén quedard descrito por el

siguiente hamiltoniano efectivo
2
9 ~2 eBB
_ = , 2.36
i+ (7 - o) ] (2.36)

donde hemos reemplazado hik por el operador p — (eA/c¢) (procedimiento llamado sustitucién de Peierls
[91]). Tomando A en la norma de Landau A =zBjy. Obtenemos entonces la siguiente ecuacién de
Schrodinger

o=
2m*

o (o B\
P+ (pf, + ecx) ¥ (z,y) = BV (2,y). (2.37)

Debido a la simetria de translacién en la direccién y podemos intentar una solucién del tipo

2m*

Uy (a,y) = ™ fi(x), (2.38)

que da como resultado la siguiente ecuacion

1 1 B \?
po+ he+ o
2m* 2m* c

Esta es simplemente la ecuaciéon de un oscilador arménico unidimensional

fr(z) = Ej fr(2). (2.39)
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1 5, 1
S P gm W@+ KIE)? | fil) = B fi(a), (2.40)

cuya frecuencia w, es la frecuencia cldsica de ciclotrén

eBB
.= 2.41
w m*c ( )
y donde
he
g =1/ — 2.42
B eBB ( )

es la llamada longitud magnética.
Para cada onda plana escogida en la direccién de y, habrd un conjunto de eigenvalores de energia

1
Epp = (n + 2) hwe n=0,1,2, ... (2.43)

Estos niveles de energia son llamados niveles de Landau. Las correspondientes eigenfunciones son

Uk (z,y) = %e“"yHn(x - kl%)eiﬁ(gﬁkl%ﬁ, (2.44)
donde H,, es el enésimo polinomio de Hermite [46] y v/L es un factor de normalizacién.
Fisicamente, lo que sucede al electrén cuando un campo magnético es aplicado, es que este es forzado
a adoptar érbitas de ciclotrén cuya frecuencia es w..
Los niveles de Landau son altamente degenerados y uno solo de ellos puede contener un gran nimero
de electrones. En una muestra tipica, el niimero de estados n. en cada nivel de Landau es igual al nimero
de fluxones magnéticos ¢, = h/e que atraviesan la superficie S de la muestra [89]

_ 5B
Po

Un nivel de Landau estd lleno cuando cada uno de sus estados degenerados se encuentra ocupado por
un electrén. El nimero de niveles de Landau que se encuentran llenos se llama factor de llenado vy, y es
un nimero racional. Si A es niimero total de electrones, el factor de llenado esta dado por

N n0@7

(2.45)

Ne

vy = — =

o 5 (2.46)

donde ng es la densidad superficial de electrones.

Para estudiar el efecto Hall, ya sea cldsico o cuéntico, se usa la configuraciéon experimental que se
muestra en la Fig.(2.1). Una pelicula de un material conductor o semiconductor lleva una corriente Iy,
debido a la aplicacién de un campo eléctrico E que establece una caida de potencial Vj, a lo largo de
la muestra. La aplicacién de un campo magnético B perpendicular a la muestra produce una fuerza de
Lorentz que desvia a los electrones y huecos lateralmente dando lugar a la acumulacién de cargas de
signos opuestos en la direccion transversal. El gradiente de densidad de carga, a su vez, genera un campo
eléctrico que contrarresta a la fuerza de Lorentz. Asi se establece una diferencia de potencial V llamado
potencial de Hall.
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Figura 2.1: Configuracién experimental para medir el efecto Hall.

El efecto Hall clasico puede entenderse en términos de estas consideraciones. La resistencia de Hall
clasica Ry, definida como el cociente de la diferencia de potencial de Hall y la corriente depende
linealmente del campo magnético

Vi B
Ry=-2 ==, 2.47
H I nge ( )
donde e es la carga del electrén.

El efecto Hall cudntico [57], mientras tanto, puede entenderse combinando las Ecs. (2.46) y (2.47)

pues se obtiene para la resistencia de Hall

1 h

vy, 62,

Ry = (2.48)
lo cual muestra que la densidad de electrones y el campo magnético pueden ajustarse de tal manera que
vy, sea entero. Es importante aclarar lo siguiente: aun cuando los niveles de Landau también aparezcan en
un sistema tridimensional, el efecto Hall cudntico solo puede verse con sistemas bidimensionales, esto es
debido a que en un sistema tridimensional la continuidad en los estados de energfa en la tercera variable,
en nuestro caso la variable z, hace que no sea posible ver los estados discretos producidos por los niveles
de Landau. Por otra parte, cuando se aplican campos magnéticos més intensos, se producen interacciones
entre electrones, lo que da lugar a v, fraccionarios, a este fenémeno se le llama efecto Hall fraccionario
y fue descubierto por Stormer, Tsui y Gossard [58].

Las primeras mediciones del efecto Hall cudntico realizadas por von Klitzing, Dorda y Pepper [57] se
llevaron a cabo usando un transistor de efecto de campo MOSFET de Si/S5iO2 con campos magnéticos
que iban de los 3 a los 107" . Los pardmetros que caracterizan a la red de Si permitieron considerar
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a los electrones en el transistor como electrones de Landau perturbados por un potencial de red muy
débil [88] y por lo tanto la teorfa expuesta es adecuada para la descripcién de estos electrones. En los
experimentos de Stormer, Tsui y Gossard [58], para el estudio del efecto Hall cudntico fraccionario, se
usaron heterojunturas de GaAs/AlGaAs con campos magneticos en el intervalo de los 3 a los 25T. En este
caso la condicién de tener electrones de Landau en un potencial de red débil es mejorada sustancialmente.

Veamos ahora lo que sucede a los electrones cuando ademds de sentir el efecto de un campo magnético
sienten el efecto de moverse en el potencial de una red cristalina.

2.2.1. Electrones en una red periédica con campo magnético constante

El analisis del problema de un electrén en una red periédica al que se le aplica un campo magnético
constante se puede hacer a través de la ecuaciéon de Harper [59], [90]. Harper abordé este problema usando
la aproximacién de amarre fuerte y de Peierls [91]. En la aproximacién de amarre fuerte la energia de un
electrén con vector de onda k = (k;, ky) para una red cuadrada, esta dada por

E(k) = 2Uy(cos kya + Acoskya), (2.49)

donde a es el pardmetro de la red, Uy es el pardmetro de salto de un sitio de la red a otro contiguo a
lo largo del eje © y UgA es el pardmetro de salto a lo largo del eje y. El efecto del campo magnético
se introduce através del llamado acoplamiento minimo (también llamado sustitucién de Peierls), el cual
consiste en reemplazar el momento p = hik por el operador p — (eA/c) donde A es el potencial vectorial
que satisface,

B=VxA. (2.50)

En la norma de Landau, para un campo magnético perpendicular al plano z-y, el potencial vectorial
toma la forma A =(0, Bz,0). Con esta eleccién se obtiene la siguiente ecuacién de Schrodinger

B
E(p)¥(z,y) = 2Uy [cospxa + Acos <pya +2 hzmﬂ U(z,y). (2.51)

Dado que exp(—iap,) y exp(—iap,) son los operadores de translacién a lo largo del eje « y y en unidades
de a, la ecuacién de Schriodinger se transforma en

E(p)¥(z,y) =2U, [\I/(x +a,y) + U(x — a,y) + A" BT (2 y 4+ a) + Ne B/ MG (1 y —a)| (2.52)

la cual es una ecuacion discreta que acopla a la funcién de onda con las amplitudes de los cuatro sitios
cercanos. Es razonable asumir que el comportamiento en la direccién de y serd del tipo de una onda
plana, puesto que las fases en la ecuacién anterior solo involucran la variable z. Tomemos entonces una
solucién del tipo

TU(na, ma) = e™W(n). (2.53)
Definiendo ¢ = E/Uy y

a’B

¢ = 27 (heje) (2.54)
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que corresponde a la razén entre el flujo magnético que pasa en una celda respecto del flujo cudntico,
obtenemos finalmente la ecuacién de Harper para ¥, = ¥(n)

eV, =W, 11+, 1+ 2Xcos(2mgn — v)T,,. (2.55)

La ecuacién anterior también describe a un electrén que se mueve a lo largo de una cadena lineal en
un potencial cos(2m¢n — v) (también llamado potencial de Harper). La cantidad ¢ especifica el cociente
entre el periodo del potencial y el periodo correspondiente al acoplamiento a primeros vecinos.

Al revisar este tema surgié el problema de describir a un electrén moviendose en una cadena lineal
con un potencial cuadrado, el cual incluimos por completez en la siguiente seccién de este capitulo. El
problema mencionado se obtiene naturalmente a partir de considerar que cualquier potencial cuadrado se
puede escribir como una suma de potenciales de Harper. En particular en la siguiente seccién, se estudia el
potencial de Fibonacci que cumple con la caracteristica de ser un potencial cuadrado y en consecuencia
puede aplicarsele el tratamiento descrito. Este problema, es de particular interés porque es el modelo
més simple de un cuasicristal [92]. Pero, antes de pasar a este asunto permitanos presentar una manera
para encontrar el espectro de energfas de la ecuacién de Harper, método que también empleamos para
encontrar el espectro de energias en el caso de tener un potencial de Fibonacci.

Matriz de transferencia

Los eigenvalores de energia del problema de Harper pueden obtenerse mediante el método de la matriz
de transferencia. Este método consiste en escribir la ecuacién de Harper (2.55) de la siguiente manera

v, - ( €—2A cos(127r¢n —v) —01 ) w, . (2.56)

donde W¥,, es un vector con componentes,

\Pﬂ,
W, = ( v, ) (2.57)
y M, es la matriz de transferencia
M, — ( €— 2)\cos(127r¢m —v) Bl ) ’ (2.58)

que conecta ¥,, 1 con ¥,. La matriz de transferencia puede conectar a dos coeficientes cualesquiera si
es multiplicada sucesivamente

\Iln-i-m == n+m_1Mn+m_2...Mn+1Mn\Iln. (259)

Ahora bien debe imponerse una condicién fisica sobre las W y esta es que deben de ser acotadas para
toda n. Esta condicién se translada al producto de matrices de transferencia de la siguiente manera.
Supongamos por el momento que ¢ es irracional que es el caso mds general. Luego entonces es posible
probar que los eigenvalores de la matriz Q(g, ¢, v) del producto de ¢ matrices sucesivas M

Q(Ea¢»y) = Mpyg-1Myiq—2..Mpp1 My, (2‘60)

deben de tener modulo unitario [59]. Esta condicién es equivalente a requerir que el valor absoluto de la
traza de la matriz sea menor o igual a 2
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TrQ(e, ¢,v)| < 2. (2.61)

En el caso de que la matriz de transferencia tenga una periodicidad determinada como, por ejemplo,

My q = M, (2.62)

el producto de matrices consistird en una repeticiéon de bloques de tamano ¢. La traza de la matriz total
de transferencia Q(e, ¢, v) serd un polinomio de grado ¢ en la energfa. Por lo tanto, el espectro se separara
en ¢ bandas. Es importante agregar un comentario adicional sobre ¢ en caso de cumplirse la Ec.(2.62) .
En tal caso ¢ debe de satisfacer la relacién

2r(n+q)¢p — v =2w¢n — v + 27p (2.63)

para algun entero p. Esta condicién equivale a pedir que ¢ sea de la forma

¢ =p/q, (2.64)

es decir, ¢ debe de ser un nimero racional para que el sistema presente periodicidad.

Se puede mostrar que la uinica manera en la que interviene el valor de v en la traza de @ es en forma
aditiva. Esto quiere decir que si v cambia, la forma de la grafica de la traza de ) contra ¢ permanece
igual. Lo tnico que pasa es que esta gréfica se mueve completa hacia arriba o hacia abajo como se puede
ver de la siguiente expresion

TrQ(e, ¢,v)| = [TrQ(e, ¢,0)| + 29(v), (2.65)

donde g es una funcién compleja y peridédica de amplitud 1[59]. Puesto que 2¢g(v) varia entre 2 y —2, la
condicién sobre la traza puede reescribirse como

ITrQ(e, ¢,0)| < 4. (2.66)

Usando este criterio podemos encontrar los eigenvalores de energfa de un electrén en una red per-
iédica sujeto a un campo magnético constante perpendicular a la red. El espectro obtenido presenta una
estructura fractal y se le conoce como mariposa de Hofstadter, Fig.(2.2). Para el grafeno se obtiene una
estructura fractal parecida como se puede notar en la Fig.(2.3) El primer investigador en obtener este
espectro fue R. Rammal en 1985 [60].

El espectro de la mariposa de Hofstadter para una red cuadrada ha sido observado experimentalmente
en arreglos de dispersores resonantes dentro de guias de microondas [93] y ondas acusticas [94]. Las
ecuaciones que describen a tales sistemas son similares a la de Harper.

Sin embargo, no resulta facil observar el espectro de la mariposa en sistemas bidimensionales de
electrones. Para ello se requieren valores de ¢ del orden de la unidad, pero atin con los campos magnéticos
mds intensos que se producen en el laboratorio, esto resulta complicado debido a los diminutos pardmetros
de red que poseen los cristales naturales.
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Figura 2.2: Espectro de energias para el problema de un electrén de Bloch sujeto a un campo magnético
constante.

Figura 2.3: Espectro de energias para el problema de grafeno sometido a un campo magnético constante.
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2.3. La cadena de Fibonacci

Hagamos una pequena pausa en la revisién que estamos haciendo para incorporar la discusién del
problema de un electrén que se mueve en una cadena lineal con un potencial cuadrado. Como senalamos
en la seccién anterior, esta investigacién surgié como un problema importante al estar llevando a cabo
esta revision y se puede analizar como una superposicién de potenciales de Harper. En esta seccién
estudiamos la cadena de Fibonnacci que como veremos, es un caso particular de un potencial cuadrado.
La importancia de la cadena radica en que con este modelo es posible estudiar la naturaleza de las
propiedades fisicas de los cuasicristales, tema que no estd muy bien entendido[95],[92]. La cadena de
Fibonacci es el modelo mds simple de un cuasicristal [92]. La discusién que aparece en este capitulo,
resultado del presente trabajo de investigacién fue publicada en la revista Physica B [96].

El modelo de una cadena de Fibonacci puede construirse de la siguiente manera, tomemos un hamil-
toniano en la aproximacién de amarre fuerte del tipo

(E=V(n)¥, =t P01 +tn1Pn 1, (2.67)

donde W, es la funcién de onda en el sitio n, t, es la integral de salto entre los sitios n y n + 1. En
este caso tomamos ¢, = 1 para todos los sitios. V (n) es el potencial en el sitio n, y F son las energias
permitidas.

La cadena de Fibonacci o potencial de Fibonacci en el modelo diagonal, que es el que nosotros
usaremos, se obtiene cuando V (n) toma dos distintos valores que denotamos como V4 y Vg siguiendo
una secuencia de Fibonacci. Existen otras elecciones para construir el modelo de un potencial de Fibonacci
como, por ejemplo, poner V (n) como una constante y usar la secuencia de Fibonacci en las integrales de
transferencia t,,. Tal problema es conocido como el modelo no diagonal. El modelo mezclado se obtiene
cuando se usa la frecuencia de Fibonacci en ambos V' (n) y ¢, [98].

La secuencia de Fibonacci se construye como sigue: considere dos letras A y B y las reglas de sub-
stituciéon A — B, y B — AB. Si uno define la primera generacién de la secuencia como F; = A y la
segunda como F, = B, las subsecuentes cadenas se generaran usando las dos reglas dadas, por ejemplo,
F3 = AB. Comenzando con A, se pueden construir las siguientes secuencias, A, B, AB, BAB, ABBAB,
BABABBAB, ....Cada generacién obtenida por iteracién de las reglas puede etiquetarse con un indice
I. El nimero de letras en cada generacién ! estd dado por los nimeros de Fibonacci F (1) que satisfacen
la relacion F (1) = F (I — 1) + F (I — 2) con las condiciones iniciales F' (0) =1y F (1) = 1.

Una expresién analitica para escribir el potencial de Fibonacci puede obtenerse usando el método de
corte y proyeccién. Con tal método es muy sencillo probar que la posicién y,, del enésimo dtomo en una
cadena determina por la secuencia de Fibonacci esta dada por [99]

Yn = [nd],

donde la funcién |z| denota el entero m4ds grande menor que z, ¢ es un pardmetro que resulta ser la
tangente del dngulo entre el espacio real y una red periédica de mayor dimensién [99]. Esta posicién yy,
resulta fundamental para poder escribir el potencial como se vera un poco més adelante. Para obtener la
secuencia de Fibonacci, ¢ debe de ser igual al inverso del nimero dureo 71 = (\/5 — 1) /2. Para otros
valores de ¢, se obtienen estructuras que tienen diferentes tipos de cuasiperiodicidad. Como un ejemplo
si ¢ = 1, la secuencia resultante es AAAAAA..., para ¢ = 1/2 se tiene ABABABAB... y para ¢ = 2/3,
AABAABAABA.... Un caso relevante se obtiene cuando ¢ = F(I)/F(l 4+ 1) pues estos nimeros son las

aproximaciones racionales del nimero dureo.
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El siguiente paso para escribir el potencial consiste en la observacién de que la separacién entre &tomos
en la cadena es y,+1 — yn. Es sencillo mostrar que la separacién toma solo dos valores l4 y Ip. Entonces
podemos escribir el potencial como

Vi(n)=Ve+Va(l(n+1)¢] - |ns]). (2.68)

Comprobemos que esta expresién nos da el potencial cuadrado cuasiperiédico que queremos. Tomemos,
por ejemplo, el caso en que ¢ = 1/2, como mencionamos en el parrafo anterior en ese caso la secuencia
es ABABAB... . Con los valores dados para el potencial en la Ec.(2.68) V4 y Vg, la secuencia que
obtendremos serd Va4 + Vg, Vg, Va + Vg, Vg, Va + Vg, .... Comencenos con el intervalo 1 < n < 2, en
tal caso solo es necesario poner n = 1 en la Ec.(2.68) para obtener la altura que corresponde a todo ese
espacio, obtenemos

V(1) =V + VA(I_(Q) /2J — |_1/2J) =V +Va(l—-0)=Vg+Va. (2.69)

Para el intevalo de 2 < n < 3, ponemos n = 2 en la expresion (2.68), se sigue entonces que la altura
del potencial serd

V(2)=Ve+Va(l(3)/2] —12/2]) =V +Va(l-1) = V5. (2.70)

Continuando con el procedimiento en los siguientes intervalos obtendremos

V(1) =Ve+Va(l(4) /2] = [3/2]) =V +Va(2—1) =V + V4, para3<n <4,

V(l) =V + VA(L(5) /2J — L4/2J) =Vp+ VA(2 — 2) =Vp, parad <n <5, (2.71)

Vemos que efectivamente obtenemos el potencial cuadrado con la secuencia que querfamos.Un punto
importante que se debe sefialar es que con otro valor de ¢, por ejemplo, con ¢ = 2/3, obtendremos una
secuencia que ira de la siguiente manera V4 + Vg, Va + Vg, Vg, V4 + Vg, V4 + Vg, Vg, .... Es decir,
este potencial tendra el valor V4 + Vg en un intervalo cuyo ancho es de 2 nimeros enteros y un valor
Vp un intervalo cuyo ancho es de un niimero entero. Después de describir como funciona la expresién de
la Ec.(2.68), volvamos a nuestro problema. Usando la identidad @ = |z] + {z}, donde {z} es la parte
decimal de x, obtenemos que V (n) puede reescribirse de la siguiente forma

Vi(n) = (V) +dV({ne} —{(n+1)6}), (2.72)
donde (V) = Va¢ + Vi (1 — ¢) es el promedio del potencial que cambia el cero de las energias, y V es
la fuerza de la cuasiperiodicidad, medida por la diferencia entre las energias de los sitios y definida como
0V =V, — V. En lo que sigue sin perdida de generalidad, ponemos V4 y Vp de tal manera que (V) = 0.

La funcién parte decimal {z} tiene periodo 1, y puede desarrollarse como una serie de Fourier

w0} = 5 -

>1

1 o0
= Z sen(2mpsz), (2.73)
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Figura 2.4: Potencial cuadrado més general que pude obtenerse con la Ec.(2.68)El potencial de Fibonacci
puede obtenerse a partir este potencial cuadrado cuando ¢ = 7~ !. La aproximacién con uno, dos y tres
armonicos, obtenida por la Ec.(2.74), se muestra en la figura.

se sigue entonces

V(n) = V+25V§:‘~/(s)cos (ws¢ (2n + 1)), (2.74)

s=1

donde V' (s) es el armonico s de la serie de Fourier,

~ sen (wso)
Vi(s) = p— (2.75)
Los primeros términos de la serie se muestran en la Fig.(2.4), vemos que se estd aproximando un
potencial cuadrado como una suma de cosenos. En la Fig.(2.4) se observa la lenta convergencia de la
serie debido al factor 1/s de cada arménico. Este potencial puede simplificarse mas si escogemos una fase
apropiada x en la Ec.(2.72), esto lo hacemos reemplazando el término {z¢} por {x¢ + x} . La fase y es
solamente una traslacién horizontal del potencial. Para y = —¢/2, el potencial de Fibonacci se puede
escribir como,

V(n) =26V Z V (s) cos (2msén) . (2.76)

Observamos que el potencial de Fibonacci es una superposiciéon de potenciales de Harper cuya forma
es
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E E

Figura 2.5: Espectro de energifas como funcién del paramentro ¢, usando (a) uno arménico, (b) dos
armoénicos, (c) tres armoénicos y (d) el potencial cuadrado, que contiene el potencial de Fibonacci en el
caso de ¢ = 771,

Vi (n) = 2Xcos(2mén — v). (2.77)

En la Fig.(2.5) se muestra el espectro de energfas obtenido por el método de la matriz de transferencia
como funcién de ¢ para el caso en que §V = 7/sen(r7~!) ~ 3,3706, lo que corresponde a A = 1 en la
Ec.(2.55). El espectro conocido como mariposa de Hofstadter se obtiene al dibujar el primer arménico
s =1delaEc.(2.76) como se muestra en la Fig.(2.5 a). En las Figs. (2.5 b) y (2.5 ¢) se muestran el efecto
de anadir los arménicos s = 2 y s = 3. La Fig.(2.5 d) presenta el espectro para el potencial de Fibonacci
completo que se obtiene sumando todos los armonicos. Existe un cambio importante entre el caso en
que se tiene solo el primer arménico (potencial de Harper puro) y el caso en que se anade el segundo
arménico. Esto es que la parte izquierda del espectro desaparece. Es también claro que con tres arménicos
la estructura del espectro es muy similar a la del potencial de Fibonacci completo. La desaparicién de la
parte izquierda del espectro en las figuras tiene sus origenes en la diferencia de longitudes de los escalones
del potencial de Fibonacci. Para el primer armoénico este cambio no se observa pero, si observamos la
Fig.(2.4) podemos ver que con dos arménicos existe una asimetria en los escalones.
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2.4. Electrones sometidos a campos magnéticos constantes y ra-
diacion.

Volvamos ahora a la revision que estamos llevando a cabo. Como tltima parte de este repaso describa-
mos el problema de electrones sometidos simultaneamente a campos magnéticos constantes y a radiacién
electromagnética. Estudios experimentales de principios del siglo veintiuno, mostraron que electrones
sometidos a estas condiciones experimentales producian estados de resistencia cero [62]-[65]. Estudios
tedricos posteriores corroboraron este hecho [66]. En esta seccién expondremos a grandes rasgos como
se realizo el estudio tedrico para describir este fenémeno. El trabajo fue realizado por Alejandro Kunold
B. y Manuel Torres L. en el ano de 2005 [66]. En la investigacién referida, primero se comienza por
plantear que la dindmica de los electrones bidimensionales sujetos a un campo magnético perpendicular
y a radiacién electromagnética estd descrita por la ecuacién

ih%\f —HVU = |Hg,+V(r)| ¥, (2.78)

donde Hpg,, es el hamiltoniano que contiene la interaccién con el campo magnético y la radiacién elec-
tromagnética y 17(7“) es cualquier potencial que pueda ser descompuesto en una serie de Fourier como,
por ejemplo, potenciales periédicos o impurezas en la red.

El Hamiltoniano Hp , esta dado por

1
Hp., = ( > w,  w= p—l—EA, (2.79)
c

2m*

donde m* es la masa efectiva del electrén y el potencial vectorial A en el limite de onda larga (A — o0)

puede escribirse como
1 E
A=- <2> r x B+Re [(:) exp(iwt)] . (2.80)

El problema de los electrones bidimensionales sujetos a un campo magnético constante y a radiacién
se resuelve de una manera exacta y se considera V(r) como una perturbacion.

El sistema descrito por el hamiltoniano Hp ., puede considerarse como un oscilador arménico forzado,
tal problema ya habia sido resuelto por Husimi [100], [101]. En el trabajo que estamos describiendo
se hace uso de esta técnica. El procedimiento consiste en encontrar una transformacién unitaria W (t)
que nos lleve la ecuacién de Schrodinger con el hamiltoniano Hp,, a una ecuacién donde se tenga un
Hamiltoniano de oscilador arménico simple

PV = w, (W) 0, (2.81)

aqui w. = eB/m* es la frecuencia de ciclotrén. La transformaciéon W (t) para lograr ese objetivo viene
dada por

W (t) = exp{in; Q1 } exp{i&; P1 } exp{in,Q2} (2.82)

¢
x exp{i&y Pa} exp {z/ dtﬁ} ,
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donde las funciones 7, y &, son las soluciones de las ecuaciones cldsicas de movimiento que resultan de la
variacion del Lagrangiano

£= (%) 0+ + (€im + €bma) + elp[Eal&y +12) + By (ny +62)) (2.83)

Al ser este problema de un oscilador arménico simple, las eigenfunciones son féciles de encontrar, en
la representacion (P, P») se escriben como

U, k(P)= (P |, k) =exp{—isen(2wt)F(w)}®,(P1)d(P, — k), (2.84)

donde
1

D, (P)=| —]—m—
W(P1) ( —

) e Pi2H,(Py) (2.85)
y F(w) estd dada por

Re(erey)

WWe

Flw)="2 (eEOlB

2
S \eo w2> [wz — w2 + 2wl — 2lel + (2w — w2w? +wh)| . (2.86)
c c

Incluyamos ahora el potencial ‘7(7"), si la transformacién W (t) se aplica a la ecuacién de Schrodinger
Ec.(2.78), resulta en lo siguiente

Po¥"W) = HooW) 4 Vi ()T W), (2.87)
con YW) = W(t)¥ y
Viv (t) = WV ()W L(2). (2.88)

Resolviendo ahora en la representacién de interaccién donde \Ilgw) = exp{iHot} W) la ecuacién de
Schrodinger se convierte en

i0, ™) = (Vi (1)}, o). (2.89)

Encontramos que la evolucién temporal de la funcién de onda viene dada por \Pgw) (t) = Ut —

to)\II(IW) (to). Donde el operador de evolucién U(t — tg) a primer orden en teoria de pertubaciones es

t
Ut)y=1- z/ dt' WV (r)W ()]s (2.90)
—00
Para evaluar este operador es necesario saber que tipo de potencial ‘7(7‘) se propone, en la investigaciéon
planteada se propone un potencial de impurezas que se puede expandir como una serie de Fourier.
Hemos obtenido la solucién a la ecuacién original de Schrodinger Ec.(2.78) a través de tres transfor-
maciones sucesivas, la expresion de esta solucién esta dada por

[0, (8)) = W exp {—iHot} Ut — to) [, k). (2.91)

Con la solucién determinada es fécil calcular cualquier tipo de propiedad fisica del sistema, en el caso
del trabajo que estamos describiendo se quiere estudiar la resistividad de una muestra de GaAs/Al, Gay_, As
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para mostrar que existen estados de resistecia cero. Teniendo ese objetivo en mente con la solucién obteni-
da Ec.(2.91) se evalua la matriz de densidad cuando a la muestra de GaAs/Al,Ga;_,As se le aplica un
campo eléctrico externo de la forma

Ecot = EgecosQtexp (—nt]), (2.92)

La correccién de lo elementos de la matriz de densidad a primer orden es

(1| Bp )] v) = (w180 (1) W) (2.93)

eBy. [t [ei(©—in)
=B [ | mim v @ -0

donde se definié

f,uu = f(su) - f(gl/)v (294)

siendo f(g,) la distribucién de Fermi usual.

Armados con estos resultados es posible evaluar la densidad local de corriente a primer orden usando
(J(t,m)) = Tr] Ap(t)J(t)]. Para obtener lo que se puede medir en un experimento es necesario realizar el
siguiente promedio

j=(roV)! /0 "t / &2z (J(t,r)). (2.95)

Se sigue entonces que la conductividad o = j/E puede calcularse explicitamente. De aqui es sencillo
computar la resisitividad puesto que se cuenta con la relaciones [88]

a-ff.t

L= 2.96
P, ( (2.96)

2 2
Oza + me)

Oy
Poy = 75— - (2.97)
o (U.Qrm + U%y)
Los resultados obtenidos reflejan un comportamiento oscilatorio de la resistividad p,, con estados de
resistencia negativa. Se encontré que p,, se hace cero cuando € = w/w. = j para j enteros. Adem4s
siguen un patrén con minimos en € = j + § y mdximos en € = j — §, con § =~ 1/5 Fig.(2.6).



2.4. ELECTRONES SOMETIDOS A CAMPOS MAGNETICOS CONSTANTES Y RADIACION. 43

Figura 2.6: Resistividad longitudinal como funcién de € = w/w,. para tres de la movilidad de los electrénes
= 0.5 x 105cm?/Vs (linea de puntos), u = 1.5 x 105cm?/Vs (linea de puntos y rayas) y p = 2.5 x
10%¢m?/V s )linea continua. En los dos tltimos casos las oscilaciones siguen un patrén con minimos en
€=7j+0d y maximos en ¢ = j — § , con ¢ ~ 1/5. Los estados con resistividad cero aparecen unicamente
cuando p > 1.5 x 108e¢m?/Vs. Figura tomada de [66].



Capitulo 3

Grafeno sometido a radiacion

En el capftulo anterior estudiamos lo que sucede a los electrones moviendose en una red periédica
sujetos a campos eléctricos y magnéticos. Vimos entre otras cosas, que es posible obtener las funciones
de onda y los espectros de energia para todos los casos planteados. Por ejemplo, cuando los electrones
se mueven en espacios bidimensionales sujetos a campos magnéticos constantes, encontramos que las
funciones de onda se componen de dos partes: una de ellas, una onda plana en la direccién y y la otra, la
solucién del problema de un oscilador arménico en una dimensién. Los niveles de energfa en consecuencia
quedaron determinados por una secuencia de escalones, llamados niveles de Landau.

Tener los espectros de energia y las funciones de onda en forma explicita da una gran ventaja tedrica,
pues permite calcular propiedades fisicas como la resistividad, transparencia, conductividad, etc. El iltimo
tema de la revisién del capitulo anterior da un ejemplo claro de ello. En ese caso, a partir de la funciones
de onda encontradas, se calculé la resistividad de una muestra de GaAs/Al,Ga;_, a la que se le aplicé
simultaneamente radiaciéon y un campo magnético constante.

En este capitulo comenzaremos con el anélisis del problema de grafeno sometido a radiacién electro-
magnética. Describiremos el problema que vamos a analizar y el modelo que vamos a utilizar. A partir del
modelo planteado, obtendremos la ecuacién mas general que describird nuestro problema. Intentaremos
entonces, encontrar una solucién explicita (funcién de onda) para esta ecuacién y discutiremos el espectro
de energias que se desprende de ella.

3.1. Planteamiento del problema y modelo.

Iniciemos determinando cual va a ser nuestro problema de estudio y el modelo que vamos a usar
para analizarlo. Consideremos un electrén en la red grafeno sujeto a una onda electromagnética plana
como se muestra en la Fig.(3.1). La onda electromagnética se propaga perpendicular al plano del grafeno.
En el caso de grafeno se ha probado que el Hamiltoniano de Dirac para una particula, puede ser usado
como una buena aproximacién para describir la dindmica de particulas cargadas. De hecho, teéricamente
se ha mostrado que el grafeno puede ser descrito como un liquido de Fermi [22] con particulas que no
interactuan a energias bajas. y experimentalmente se ha probado que los efectos de muchos cuerpos para
grafeno son irrelevantes para energfas menores a leV [42]. Tomemos entonces el Hamiltoniano para una
sola particula. En el capiftulo de introduccién vimos que este Hamiltoniano, para un electrén con vector
de onda cercano al punto K de la primera zona de Brioullin puede escribirse como,

45
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X

Figura 3.1: Red de grafeno. Los atomos de la subred A se muestran con un color distinto a los de la
subred B. El vector k que es perpendicular al plano, es la direccién en que se propaga la onda y el vector
de campo eléctrico E (en el plano) también son mostrados.
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_ €0 O (ﬁm - Zﬁy)

Hz,y,t) = ( vF (Pz +iDy) €0 ) (8-1)
donde v es la velocidad de Fermi vp & ¢/300, con ¢ la velocidad de la luz y p; el operador de momento,
con (i =x,y). En esta ecuacién hemos introducido ¢y como el punto cero de energia. El efecto del
campo de radiacién puede incluirse a través del llamado acoplamiento minimo que consiste en sustituir el
operador p por el operador 7, donde T = p—eA /¢, con A el potencial vectorial del campo electromagnético
aplicado. En este caso como estamos tomando una onda electromagnética que se propaga perpendicular
a la muestra de grafeno A en unidades cgs puede escribirse como

E
A= CW—O cos (kz — wt) (€4, €y,0), (3.2)

donde Ej es la amplitud de la onda electromagnética, w es su frecuencia y € = (g4,¢,,0) el vector de
polarizacién del campo. Podemos considerar que la amplitud de la onda electromagnética Ejy no se atenia
considerablemente y ponerla como constante, debido a que en el grafeno los efectos de apantallamiento
son mucho mds débiles que en el caso de los metales, esto se debe principalmente a dos factores, el primero
es su dimensionalidad y el segundo su baja densidad de estados cercanos a la energia de Fermi [102].

Los campos magnético B y eléctrico E correspondientes a este potencial vectorial dado por la Ec.(3.2)
son

k
B=VxA-= %Eosen (kz — wt) (2, —€4,0), (3.3)
10A
E-= = —Eqysen (kz — wt) (€5,4,0), (3.4)

ademsds el potencial vectorial esta escrito en la norma de Coulomb, es decir,

V-A=0. (3.5)
Para estudiar la dindmica de particulas cargadas en grafeno necesitamos resolver la ecuacién de Dirac
€0 Cra (%a; - Z%y) _ 8\11(33, Y, t)
( vp (Fo + 7)) 0 ) Y@,y t) = ih—7%—, (36)
donde

i U4z, y,t)
U (z,y,t) = ““”’( Al 3.7
(x y ) ¢ ‘IIB(:Cv:%t) ( )

es un espinor de dos componentes. Los subindices A y B se refieren a la subred en que se encuentra el
electrén. Introduciendo la Ec.(3.7) dentro de la Ec.(3.6), obtenemos

0 U (%z _Z%y) \I/A(:E>y7t) o 0 \I]A($,y,t)
~ =1ih— . (3.8)

Vp (Trw + ’”Ty) 0 \I/B(mayvt) 6t \IIB(xvyat)
Esta ecuacion matricial es la ecuacion mas general que describe el problema de cargas en grafeno sometidas
a radiacién electromagnética con incidencia normal a la muestra. Para ver los efectos del campo elec-

tromagnético aplicado de forma ma&s explicita necesitamos hacer el siguiente procedimiento. Tomemos la
ecuacion anterior y escribamosla en componentes
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Zha\IJA(I’ Y, t)

=, (3.9)

vp (Tp —imy) Yp(2,y,t) =
’Lﬁa\IlB(x7 Y, t) )
ot

Multiplicando la primera de estas ecuaciones por vr (T, + i7,) v la segunda por vp (7, — i7,) obten-
emos

vp (Te +1i7y) Ya(z,y,t) = (3.10)

~ e~ ~ e~ . ~ e~ aw ) ) t
V% (T +i7y) (T — i7y) Up(2,y,t) = ihvp (T + i7,) %, (3.11)
~ e~ ~ o~ . -~ e aq] ) Y t
V% (Tp — i7y) (T +i7y) Va(2,y,t) = ihop (T, — iT,) %. (3.12)
Desarrollemos ahora el producto de los operadores (7, + i7,) (T, F ¢7,), tenemos
(Fo £ i7y) (Ro FiRy) = To + 7o F i [Fay Ty - (3.13)
Por otra parte el producto de operadores (7, & i7,) 0/0t, puede expresarse como
o, a0 0 L a . | .
(Ty £i7y) %= (Ty £imy) — [at,ﬂx + zm,} . (3.14)

Sustituyendo estas expresiones en las Ecs.(3.11) y (3.12) obtenemos las siguientes relaciones

2 (%2 + 72— [ﬁm,%y]) Up(z,y,t) = va% (Fo + i7y) Wa(z, y,t) — ihwp [ 0

aa%z +7ﬁr\y:| \IJA(SC,y,t),

(3.15)

2 A2 ia A . 0 . _ 0 . .
v (ﬂ'i + 71'12/ +1 [7T3;,7Ty]) Ua(z,y,t) =ilwp— (T, —i7y) Up(z,y,t) — thop [at,ﬂ'x — 271'4 Up(z,y,t).

ot
(3.16)
Los conmutadores [T, 7,] y [0/0t, T, £ i7,] (ver apéndice B) tienen los siguientes valores
SR ihe
[ﬂ';c,ﬂ'y] = 7827 (317)
donde B, es el campo magnético en la direccién z y
0 . |, .~ )
prakd +im, | =e(E, £iE,), (3.18)

con E; y E, son los campos eléctricos en las direcciones x y y respectivamente. Usando estos conmutadores
podemos expresar las Ecs.(3.15) y (3.16) en la siguiente manera
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h 3}
v <%i + %Z + ;Bz) Up(x,y,t) =ihvp—

5 (e +i7y) Va(z,y,t) —thvpe (Ey + iEy) Ya(z,y,t), (3.19)

o (Mg —imy) Up(x,y,t)—ithvpe (Ey — iEy) ¥p(z,y,t). (3.20)

2 2 ke , 0 .
v <7Ti + 71'5 - Bz) Up(z,y,t) = ihvp— (T,
c
Puesto que los operadores 7; tienen la siguiente forma 7; = p; — e/cA;, obtenemos que lo siguiente es
valido
0%y, ov 04A; €2
25 A== h U, — + A2 3.21

ox? + ox; -t 9z, + c2 ( )
donde el subindice i se refiere a las Coordenadas z o y y el subindice « se refiere a la subred en que se
mueve, esto es, A o B. Para escribir esta iltima ecuacién hemos considerado la condicién expresada en
la Ec.(3.5) que es la llamada norma de Coulomb. Usando las Ecs. (3.9) y (3.10) podemos expresar las
ecuaciones anteriores como

~2 2
TV =—h

0? e\ 2 he
32|, 22 ) 2 [(¢ 2
{ I} |:UFV 8752} 2271 v5 (A - V) + 0% {(c) A%+ CBZ]}\IJB(x,y,t)
= —ihvrpe (E; +1E,) U 4(x,y,t), (3.22)

0? e e\ 2 he
_ 2 o582 (A 2 (¢ 2 he
{ [ vEV? — 82} 2ZhCUF (A-V)+vp [(c) A CBZ:|}\I/A(£E,y7t)
= —thvpe (B, —iEy,) ¥p(z,y,t), (3.23)

estas expresiones pueden compactarse en una sola ecuacién para obtener

ot?
= —ihwre (0, B, + 0, Ey) ¥(z,y,t),

{-7# [ 22 O } ~2ihuh (A V) + [(6)2 A% - h:chBz] } W(z,y,1) (3.24)

donde o; (i = z,y, z) son las matrices de Pauli

o, = ( ? _oi > (3.25)
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\I]B(:L', Y, t)

Escribiendo las expresiones para los campos eléctrico E, magnético B y el potencial vectorial A, dadas
por las Ecs.(3.4), (3.3) y (3.2) en la ecuacién (3.24) obtenemos

U(z,y,t) = ( Ya(w,y,t) ) (3.26)

0? 0 0
B2 22 | 9 v v 2 2
{ i |:’UFV 8752} 2ihvp€ cos ¢ (e:m p +ey 6y> + &° cos qﬁ} W(z,y,t) (3.27)

= +ihw (0,65 + oyey) Esend¥(z,y, 1),
con ¢ = kz — wt y donde hemos definido el pardmetro £ que tiene unidades de energia como

eFoup

&=

En esta ecuacién puede verse que el campo magnético B, al no tener componente en la direccién z
no produce ningun efecto sobre los estados propios del problema. Esto contrasta con el caso del campo
eléctrico de la onda electromagnética, pues este si genera un efecto y es el acoplamiento entre las ecuaciones
de las funciones de onda de las subredes A y B. Otro de los efectos de este campo eléctrico, es producir
una corriente dependiente del tiempo j(t) en la muestra, como se verd en el desarrollo de este estudio.
En general, esta corriente dependiente del tiempo, crea un campo eléctrico inducido E"4(t) que también
actua sobre las cargas, por lo tanto, debe ser anadido al campo eléctrico de la Ec.(3.4). Asi, para calcular la
respuesta del sistema, uno debe considerar ademés del campo eléctrico externo Ec.(3.4), el campo inducido
E™4(t). En las siguientes secciones y en el siguiente capitulo de este trabajo, nosotros no consideremos el
campo eléctrico inducido. Esto puede hacerse de manera consistente siempre que la razén de decaimiento
radiactivo I', que en el caso de grafeno esta dada por I' = 2e?ex /h%c = (QvF62 7me) /hc (donde ef es la
energia del nivel de Fermi y n. es la densidad de electrones), sea mucho menor que la frecuencia de la onda
de radiacién w que estamos considerando. Para densidades experimentales relevantes n, ~ 101 em =2, el
valor de T es T' = 2,58T H z, lo cual nos indica que el campo inducido E™4(t) es relevante para el estudio de
el problema en una amplia zona del espectro. Sin embargo, no considerar este campo inducido, no demerita
el estudio que se realiza en esta tesis, pues es un primer acercamiento a entender el comportamiento de
cargas en grafeno interactuando con radiacién.

Pasemos ahora a resolver el problema planteado, en las siguientes secciones de este capitulo propon-
dremos dos maneras para encontrar su solucién. La primera de estas formas se basard en aplicar una
transformacién unitaria compuesta de dos transformaciones una de estas transformaciones nos llevard a
estudiar el problema en la base de espinores de pseudohelicidad y la otra transformacién serd una rotacién
por un dngulo wt alrededor del eje z. En cuanto a la segunda manera que estudiaremos para dar solucién
a nuestro problema, esta se basara en utilizar una funcién de onda de prueba junto con la Ec.(3.27) . En
ambos casos intentaremos encontrar ecuaciones mds sencillas de resolver de tal manera que nos den una
perspectiva sobre los que sucede a los electrones en la muestra de grafeno. Demos paso a estas secciones.

y (3.28)

3.2. Meétodo de solucion usando una transformacién unitaria

En esta seccién vamos estudiar una solucién aproximada de la Ec.(3.8). Usaremos para esto un método
en el que aplicaremos una transformacién unitaria a la ecuacién de Dirac que describe nuestro problema.
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Para iniciar simplifiquemos el problema un poco tomemos en lugar del potencial vectorial A méds general,
dado por la Ec.(3.2), un potencial vectorial que tenga vector de polarizacién a lo largo del eje y, es decir,
5 ~
A=2cos (kz — wt) j. (3.29)
w

El problema con el potencial vectorial mds general también puede ser analizado, solo que en ese caso se
complica la forma de la ecuacién final que se tiene que estudiar y por lo tanto preferimos comenzar con
un problema més sencillo de resolver.

Regresando a nuestra discusién, si ademds consideramos el limite de onda larga (A — oo) debido a
que estamos suponiendo que las dimensiones de la muestra de grafeno estudiada son pequenas, se sigue
entonces

E, —~
A=coswt (3.30)
w
Usando el potencial vectorial anterior, la Ec.(3.8) puede reescribirse como
0 v (Pz — iDy) — i€ coswt 0¥ (2,y,1)
< vr (Dy + iDy) + 1€ coswt 0 ¥ (@,9,1) = ih ot ' (3.31)
donde ¢ es el pardmetro definido en la Ec.(3.28) y en este caso el espinor W (z,y,t) , es

W (z,y,1) = < iggzg ) (3.32)

La Ec.(3.31) puede expresarse también en la siguiente forma

)\ t
(Ho + Hy) W (z,y,t) = m%, (3.33)
donde
0 (P — iDy) )
Hy = SR v 3.34
y
. 0 —i€ coswt
= ( 1€ coswt 0 ) ' (3.35)

Apliquemos una transformacién unitaria U (t) = WR (t) compuesta por dos transformaciones uni-
tarias Wy R(t) a nuestro problema. La primera transformacién W nos llevara a describir nuestro
problema de la base de espinores de pseudoespin a la base de espinores de pseudohelicidad (ver apéndice

Q)

W= % ( ;{, 7;0 ) tan § = (?). (3.36)

La transformacién R (t), por otra parte, es una rotacién por un angulo temporal wt a lo largo del eje
z y se puede escribir como [23]
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o efiwt/2 0
R(t) =€ t/2_< 0 giwt/2 ) -

Tenemos entonces que la funcién de onda de nuestro problema se transforma de la siguiente manera

4 (1’, Y, t) =U (t) o’ (1"7 Y, t) (337)

y la Ec.(3.33) puede escribirse como

ou (1) V' (z,y,1)
ot
oV’ (z,y,t)
ot

(Ho+ H\)U () V' (z,y,t) = ih (3.38)

U (t)
ot '’

= ihU (t) + ihY' (x,y,t) 0

puesto que U' (¢) U (t) = I . Multiplicando la ecuacién anterior por UT () por la izquierda obtenemos

UT (1) (Ho + Hy) U (8) W (2,y,1) — ihU (1) LUat(t) ¥ (g, 1) = ih D) (gt’ vt

Hagamos ahora la transformacién de cada uno de los términos de nuestro hamiltioniano, comenzando
por Hy tenemos

(3.39)

oAl (t)HOU(t)vp< ”13” 0 > (3.40)

donde ||p|| = /P2 + pZ (ver apéndice C).

El Hamiltoniano H; transformado puede escribirse como

t B senf  icosfe’!
U' (t) HiU (t) = £ coswt < icosfe—t  —_send) (3.41)
y el término iAUT (¢) Bg—f) se expresa de la siguiente manera,
ouU (t) -0
WUt () ——~ = —hw | 2 : 3.42
B0 oo
Luego entonces, el problema que se tiene que resolver es
vr ||l — 1/2hw + £ coswtsend i€ cos wt cos et , 0w (3.43)
—i& cos wt cos fe Wt —vp ||p]] + 1/2hw — £ coswisend o ’

Para avanzar en su solucién hagamos algunas aproximaciones. En primer lugar tomemos p, > p,, esto
se cumple si la mayoria de los electrones son inyectados con velocidad més grande en la direccién z. Se
sigue entonces que cosf &~ 1, senf = 0 y ||p|| = p., por lo tanto, a primer orden tenemos

< VpDe — 1/2hw i€ cos wte™t ) o’

;.
—if coswte™ ™t —vpp, + 1/2hw v =ih ot '’ (3.44)

n 3 12wt /
< vpDy — 1/2hw i5 (€™ +1) > o — maql (3.45)

—i§ (14 e 29t —vpp, + 1/2hw ot
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El Hamiltoniano de la ecuacién anterior es periédico en el tiempo con periodo T' = 27 /w.Puede
entonces usarse el formalismo de Floquet descrito en el apéndice D, tal formalismo nos dice que las
soluciones de la ecuacién anterior pueden expresarse como

U () = e Mt /i@ (21), nel, (3.46)

donde @, (x,t) es el modo de Floquet que cumple la condicién de ser periédico en el tiempo

D, (z,t) =P, (z,t+T), (3.47)

Y €o es la llamada cuasienergia. Sustituyendo esta solucién en el Hamiltiniano (3.45) obtenemos que el
modo de Floquet debe de satisfacer la relacion

~ -€ (i2wt [
(vppm hw (n+1/2) i5 (e +1) n2%e _ 5 (3.48)

: ) oz b, —ih——

—if (™) —vpp —hw(n = 1/2) ) T
Haciendo ahora una aproximacién del tipo de onda rotatoria en la que se desprecian los términos

que contengan exp (+2iwt), ya que son términos que oscilan més rdpido comparados con los términos

constantes y a una escala de tiempo apreciable tenderén a un promedio de cero. Llegamos entonces a una
ecuacién mucho mds sencilla de resolver,

'UF]/?\z_hN(’I’L-l-]./Q) Z% . a(I)a
b, —ith— = ¢, P,. 4
< g —opps — ho(n — 1/2) th=gr =€ (349)

Este tdltima ecuacién ya no tiene dependencia temporal y tiene simetria translacional en la direccién
z. Proponemos, por lo tanto, una solucién del siguiente tipo

®, (z) = e ey, (3.50)

donde u es un espinor constante que se obtiene a partir de resolver la siguiente ecuacién de eigenvalores

( vphk, — hw(n +1/2) — ¢ is (3.51)

= 0.
—i§ —vpliky — hw(n —1/2) — e ) v

Para encontrar los estados propios solucién del problema, como es usal primero encontramos los valores
propios de la energfa haciendo el determinante de la matriz igual a cero, obtenemos

= [ (oot - 2) 4 (8) 552

Los espinores u que se obtienen apartir de estas energias propias son

1
u_ = ( —vphksthw/24y/ (vehk,— 1)+ (§)? ) ) (3.53)

i£/2

que corresponde al estado con el signo menos en la raiz de la Ec.(3.52) y

,vphkm+hw/2+\/(vpﬁkz,hTw)2+(%)2
up = )

i£/2 (3.54)

1



54 CAPITULO 3. GRAFENO SOMETIDO A RADIACION

que es el caso para la energia propia con signo mas en la raiz de la Ec.(3.52). Cuando no hay campo de
radiacién & — 0, estos espinores se reducen a los del caso de particula libre

w = ( (1) ) (3.55)

w, = ( ) ) , (3.56)
como debe ser.

Hablemos ahora del espectro determinado por la Ec.(3.52), el término nfiw proporciona el nimero de
fotones absorbidos por las particulas cargadas en la muestra de grafeno. Otra cosa importante a senalar
que se concluye de esta misma ecuacién es que al aplicar radiacién a la muestra de grafeno se abre una
brecha de energia de tamano

eFEyv
A=¢="1F (3.57)
w
lo que equivale a que las particulas pierdan su cardcter de particulas sin masa. Vemos que la dependencia
funcional con la amplitud del campo de radiacién a primer orden es lineal.

3.3. Meétodo de soluciéon usando una funcién de prueba.

En esta seccién presentamos otro método més exacto que la aproximacién anterior para dar solucién al
problema de grafeno sometido a radiacién. Usaremos una funcién de onda de prueba que al introducirla
en la Ec.(3.24) nos permita obtener una ecuacién mas sencilla para resolver. Pasemos a los detalles de
este andlisis. Consideremos un caso especifico de la Ec.(3.24), tomando una onda electromagnética que
se propaga en la direccién z y con vector de polarizacién en la direccién de x, es decir

A= EEO cos (kz — wt) . (3.58)
w
Luego entonces, los campos eléctrico y magnético correspondientes a este potencial vectorial son
Ck -~
B = ——Egsen (kz — wt) j, (3.59)
w
E = —Egsen(kz — wt)i, (3.60)

y la ecuacion espinorial (3.24) con estos campos puede escribirse como

2
{—h2 [v%Vz — 88752] — 2ihvp€ cos gzﬁa2 + &% cos? ¢ — ihwgazsengi)} W (z,y,t) =0, (3.61)
x

donde ¢ = kz —wt y £ es el mismo pardmetro con unidades de energia que se derivé en la primera seccién
de este capitulo
eEovF

§=—". (3.62)
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Si suponemos que la muestra de grafeno es casi plana, podemos poner z = 0 y obtenemos la ecuacién

2
{—h2 l:U%VQ — gﬁ} — 2ihvp€ cos wt(,% + &% cos? wt — iﬁwfoxsenwt} W (z,y,t) =0. (3.63)

Considerese ahora una solucién de la siguiente forma

T = P/ My U/hE (i), (3.64)

donde F (wt) es un espinor que es funcién de wt. Después de introducir esta funcién de onda de prueba
en la Ec.(3.63), resulta la siguiente ecuacién para el espinor F (wt),

62

F (wt)—l—{(ﬁw)z‘f'w

(52 cos? wt + 26vpp, coswt — ihwéo,senwt) } F (wt) =0, (3.65)

con € = vp,/p2 + pg. Esta tltima ecuacién es de hecho un par de ecuaciones diferenciales acopladas y

es en general dificil de resolver. Tomando en cuenta este hecho comencemos estudiando un problema
més sencillo, consideremos como condicién inicial p, = 0, entonces el pardmetro importante en nuestra
ecuacion es &/hw.

Existen tres casos limite para estudiar asociados a los valores del pardmetro mencionado. El primero
es cuando ¢ = 0, que nos sirve como una prueba para determinar si la ecuacién anterior da la expresién
correcta cuando no hay campo de radiacién sobre la muestra de grafeno. Los otros dos corresponden
a los limites en que {/fw > 1y £/hw < 1. Que corresponden a campos eléctricos intensos y campos
eléctricos débiles. El pardmetro £/fiw normalmente tiene un valor grande, por ejemplo, para los campos
normalmente usados en situaciones experimentales con amplitudes de Ey = 3V/em y con frecuencias del
orden de w = 50G H z, se obtiene £/hw =~ 200. Es muy importante mencionar que la ecuacién que estamos
estudiando proviene de una aproximacién de amarre fuerte, como se planteo en el primer capitulo de
esta tesis. Por lo tanto, en el limite de campos eléctricos realmente muy intensos nuestro estudio no es
valido debido a que esta aproximacién en tales circunstancias puede ser modificada sustancialmente. La
frecuencia lfmite para usar el modelo de Dirac es de aproximadamente w ~ 4 x 10*° Hz [103]. Para campos
con frecuencias mayores deben usarse modelos tedricos basados en otras teorias de interaccién de ondas
electromagnéticas con materia. Tomando en cuenta estas aseveraciones, analicemos ahora la naturaleza
de cada una de las soluciones que corresponden a los tres casos limite expuestos.

3.3.1. Electrones libres.

El primer caso con £ = 0, corresponde a la situacién en que no hay onda electromagnética interac-
tuando con las cargas en la red de grafeno. Es decir, no hay interaccién entre los particulas cargadas de
la red y la onda electromangética. Tenemos, en consecuencia, particulas libres en la muestra de grafeno.
La ecuacién para F (wt) queda expresada como

[ V)

F” (wt) + (hw)ZF (wt) =0, (3.66)

cuya solucién es
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F (wt) = etiet/hy, (3.67)

Esta es la solucién del problema de una particula libre en la red de grafeno donde u es el siguiente
espinor (ver apéndice C)

u= % ( iiw > ., 0=tan <zy) : (3.68)

los signos + y — corresponden a electrones y huecos respectivamente.

3.3.2. Campos eléctricos intensos

En este caso £/hw > 1, podemos despreciar los términos lineales en &/fiw en la Ec.(3.65). Se obtiene
entonces la siguiente ecuacién para F (wt),

<
(hw)™  (hw

Usando la relacién cos? (wt) = (1 + cos 2wt) /2 podemos escribir

F" (wt) + { 52)2 cos? wt} F (wt) = 0. (3.69)

2 2 1
F’ (wt) + 6—1—5[ 1+cos?wt} F (wt) =0, 3.70
(w) {(W G 12 )| {F ) (3.70)
definiendo
52
= 3.71
q A (hw)z ( )
Yy
€2
aqQ = —— — 2 5 3.72
() q (3.72)
obtenemos la ecuacién
F” (wt) + {a — 2q cos 2wt} F (wt) = 0, (3.73)

que es un conjunto de dos ecuaciones de Mathieu desacopladas y escritas en la forma estandar. Las
soluciones de cada una de las ecuaciones de Mathieu anteriores son las funciones de Mathieu

F (wt) = ce, (wt, q) (3.74)

F (wt) = se, (wt, q) , (3.75)

donde ce, (wt,q) v se, (wt,q) son las funciones periédicas pares e impares de Mathieu [68]. Existe un
conjunto de eigenvalores representado por a,. (¢) (el espectro de la ecuacién) para ambos tipos de funciones.
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Para encontrar este conjunto usemos la teoria de Floquet (ver apéndice D) y las funciones par de Mathieu.
De acuerdo a esta teorfa la funcién ce, (wt, q) puede escribirse como

F (wt) = ce, (wt,q) = e "1P (wt), (3.76)

donde ® (wt) es una funcién periddica y la hemos escogido con periodo 7, por lo tanto,

=00

F(wt)= Y Co(pia,q) M, (3.77)

r=—00

donde Cy, (¢; a, q) son coeficientes de Fourier. Si la Ec.( 3.77) es introducida en la Ec.( 3.73) se obtiene
la siguiente relacién de recurrencia,

q

Cor + ———5— (Cor2 + Cary2) = 0. (3.78)
(2r—p) —a
Definiendo
Yo = 9 5 , paratodar € Z, (3.79)
2r—p)” —a

podemos escribir el conjunto de ecuaciones dadas por (3.78) de la siguiente manera

ET’ (,LL, a, Q) C = 05 (380)
donde
1 Yor 0 0 O 0 0
Yor_o e . 0
2 (pya,q) = 0 v 1 . 0 (3.81)
0 o ’ V—2r42
0 0 0 0 0 ~v_, 1
y C es el vector de coeficientes de Fourier
C1
Co

c=| - |. (3.82)

Encontrar las soluciones no triviales de la Ec.(3.73) es equivalente a demandar que

det (2, (u, a,q)) = 0. (3.83)

Usemos ahora el método propuesto por Whittaker [104], para encontrar p como funcién de a y q.
Comencemos por introducir la siguiente cantidad [104],
1

A= cos (imp) — cos (my/a) (3:84)

Esta cantidad tiene los mismos polos que los que tiene el det (2, (u, a,q)) = 0. Adicionalmente,
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1
Iim A~ lim — — 0. (3.85)
pu—too pu—too eTH
Por lo tanto, si definimos,
n =det (2, (p,a,q)) — k. (3.86)

Tenemos que en el limite © — 400, 7 esta acotado y su valor es,

lim n=1. (3.87)

p—Eoo
Este resultado es consecuencia de la Ec.(3.85) y del siguiente hecho,

lim det (2, (u,a,q)) = 1. (3.88)
p—Eoo

Invocando el teorema de Liouville que dice: si una funcién es analitica en todos los puntos del plano
complejo y estd acotada, entonces esta funcién tiene un valor constante. Aplicandolo a nuestro problema,
se desprende de la Ec.(3.87), que la cantidad

_ det (2, (g, a,q)) — 1
)\ )
debe ser constante. Evaluemos en un punto particular a k, por ejemplo en p = 0. Obtenemos entonces

k (3.89)

k= (det (Z, (0,a,q))) (1 — cosmv/a). (3.90)
Ahora bien usando las Ecs.(3.89) y (3.90) obtenemos la siguiente igualdad

det (2, (p,a,q)) — 1

= (det (Z, (0,a,q))) (1 — cosmVa). (3.91)

A
Para nuestros propositos det (Z, (1, a,q)) = 0, por lo tanto,
1
p==cos " (1—det(Z, (0,a,q)) (1 —cosmv/a)) a>0 (3.92)
T
y
1 _
p=—cos (1 —det (2, (0,a,q)) (1 —coshmya)) a<0 (3.93)

Para poder encontrar el espectro nos falta conocer el valor del determinante infinito det (Z, (0,a,q)) .
Para evaluarlo, usamos el método recursivo de Strang [105], que produce la siguiente relacion,

det (2, (0,a,q)) = By, det (E,_1 (0)) — ag,fy, det (Z,_20) + ag,a3,_, det (£,_30) (3.94)

donde ag, = Y9, Y9,_o ¥ Ba, = 1— aar.

En la Fig.(3.2) presentamos el espectro obtenido de las Ecs.(3.92) y (3.93), en el cual las zonas obscuras
son zonas de energia permitida. El programa para dibujar el espectro se puede ver en el apéndice E. Este
espectro es el espectro usual de una ecuacién de Mathieu. Sin embargo, en el presente caso existe una
constriccién extra que relaciona a los pardmentros a y ¢ a través de la Ec.(3.72). Para energias fijas €,
esta condicién equivale a dibujar un conjunto de lineas paralelas a la linea dibujada en la Fig.(3.2) y en
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Figura 3.2: Espectro de energfas para el caso de campos eléctricos intensos.Aqui a = €2/ (hw)2 —2qy
q=(&/ 2hw)2. La linea a = —2q senalando las regiones de energias permitidas y prohibidas tamibién es
mostrada.
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direccién positiva de q. Como (e/hx,u)2 es siempre positivo, en la Fig.(3.2), dibujamos la linea a = —2q,
que divide al espectro en dos zonas. Las energfas del lado izquierdo de esta linea son valores de energia no
permitidos, mientras que valores de lado derecho son permitidos. Los valores sobre la linea tienen € = 0.
Debe notarse que para un campo eléctrico fijo, g es una constante. Luego para leer el espectro para una
a dada, uno debe dibujar una linea vertical a una ¢ dada. Usando este método, un simple andlisis revela
bandas separadas por brechas de energia prohibida. Por otra parte, el limite estdtico w — 0 en que solo
el efecto del campo eléctrico es considerable, lo tenemos cuando ¢ — co. Al ver la Fig.(3.2), obtenemos
que en ese limite se obtienen lineas en el espectro lo que corresponde al efecto Stark en grafeno.

Pasemos ahora a determinar cual es la dependencia funcional con la amplitud de la onda de radiacién
E, de la brecha de energia prohibida correspondiente a los niveles més bajo del espectro mostrado en la
Fig.(3.2). De acuerdo a las aproximaciones para las funciones de Mathieu dadas por M. Abramowitz y I.
A. Stegun [68], las curvas que separan estados permitidos y prohibidos en estas bandas mds bajas, estdn
dadas por

2 3 4 5
q q q 11q
—)=1—qg— 1 4L L __ 3.95
a1 (=q) 9~ g T 61 1536 36864 7 (8.95)
y
2 3 4 5
q q q 11q
bi(—q)=14+¢q—+— - L _ .
1) =1+0- 5~ 51~ 1536 + 36861 (3.96)

En la Fig.(3.3) presentamos una ampliacién del espectro de la Fig.(3.2) para los niveles de energia més
bajos, donde dibujamos la curvas a; (—¢) y by (—¢) junto con la curva a = —2q. Lo primero que notamos
es que alrededor del nivel de Fermi no hay banda prohibida. La primera brecha prohibida aparece cuando
hay un espacio de energias no permitadas entre las curvas a; (—¢) y b1 (—¢). En la Fig.(3.3) presentamos
esa brecha, ademds dibujamos el punto r; = (—0.3288,0.6582), en el cual b; (—q) = —2¢, que es donde la
banda prohibida méds baja alcanza su magnitud méxima. Y el punto ro = (—0.8989,1.7863) , en el que
se cumple la condicién a1 (—g) = —2¢ y es donde la banda tiene su magnitud menor siendo esta de cero.

La magnitud de la banda prohibida A en unidades de Aw tiene la siguiente dependencia funcional con

A Vai(—q) —bi(—q) =~ \/—2q+¢3/32 si  0>q>-0.3288
Vai (—q) +2g~ \/1+q—¢*/8 si —0.3288 > ¢ > —0.8989

(3.97)

En este caso como ¢ < 1, recordando la Ec.(3.71), podemos escribir para las magnitudes de la banda
prohibida a primer orden

2
A F_Q—f/%‘;iﬁ si 0<E0<%
” ~ 1 (eEOUF)z . 1.15(77002) 1,9(ﬁw2) . (398)
VItgrlt+y0=1-"Fx5 si ——<E<—7

Vemos que el ancho de la banda prohibida es proporcional linealmente a Ey para el intervalo [0, 1.15hw? [ev F) ,
mientras que en el intervalo [1.15hw2 Jevp, 1.9hw? [ev F} el ancho de la brecha es proporcional al cuadrado
de la amplitud de la onda electromagnética Ey. El tamano de la de la banda prohibida en unidades de
hw para el punto ridonde es maximo es de A = 0.315, en tal caso si tomaramos una onda con frecuencia
del orden de 100G H z necesitariamos que esta tuviera una amplitud del orden de Ey ~ 15V/m, tales
amplitudes y frecuencias son fiacilmente obtenidas en situaciones experimentales. A diferencia del método
presentado en la seccién anterior, la banda prohibida presenta un comportamiento més complejo.
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1l 2 nda D
Prohibida

0.5¢ 1

'0'51 0.8 0.6 0.4 0.2 0

q

Figura 3.3: Ampliacién del espectro de energias en el caso de campos eléctricos fuertes, para el caso de
las energias mas bajas. El punto r; indica el punto en que el ancho de la banda prohibida es maximo,
mientras que el punto ry, es cuando el ancho de la banda de energia prohibida se hace cero. La recta gris
a = —2q, corresponde a la constriccidn.
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3.3.3. Campos eléctricos débiles.

En el caso de campos eléctricos débiles tenemos &/fw < 1, podemos entonces despreciar términos
cuadréticos en la Ec.(3.65) para obtener
‘ e tSF (wt) =0 (3.99)
— 2 0osenw wt) = 0. .
(hw)?  hw

F (wt) + {

La Ec.(3.99) es en realidad un par de ecuaciones acopladas. Para desacoplarlas, procedemos de la
siguiente manera. Primero escribamos las ecuaciones explicitas para las componentes del espinor F (wt)

2 .
Fl (wt) + (f;i)ZFl (wt) — %senthg (wt) =0, (3.100)

2

Fy (wt) + (67)2F2 (wt) — %senthl (wt) =0. (3.101)

Sumando las dos ecuaciones anteriores obtenemos

2 .
u' (wt) + { (7;)2 - ;isenwt} u(wt) =0, (3.102)
donde u (wt) = Fy (wt) + F» (wt), mientras que si las restamos queda
1" e E _
v (wt) + ) + hwsenwt v (wt) =0, (3.103)

aqui v (wt) = Fy (wt) — F3 (wt). En este caso definimos nuevos valores de a y ¢,

a= , 3.104
() (3.104)
y
q= £ (3.105)
2hw’
podemos escribir entonces
v’ (wt) + {a — 2igsenwt} u (wt) = 0, (3.106)
V" (wt) + {a + 2igsenwt} v (wt) = 0. (3.107)

Hagamos ahora el siguiente cambio de variable ¢’ = wt/2. Introduciendo esta nueva variable en la
Ec.(3.106), obtenemos

u” (2¢") + {A — 2iQsen2¢’ } u (2¢") =0, (3.108)

donde A = 4a y @ = 4q. Es importante hace notar que la ecuacién para F; (wt) — F» (wt) es muy parecida,
el inico cambio se encuentra en que en un caso se tiene el término —2igsenwt y en el otro 2igsenwt. Por
lo que, solo es necesario resolver la Ec.(3.108) para ¢ <0y ¢ > 0.
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Los estados propios de este problema pueden encontrarse con teorfa de perturbaciones para ello
suponemos que estos tienen el siguiente aspecto

u(2¢',Q) = ug (2¢') + Qui (2¢') + Q%uz (2¢') + ... (3.109)
También es necesario suponer que los eigenvalores A pueden expandirse como una serie de potencias
de @, es decir,

A= Ag+ QA + Q%*A,.... (3.110)

Sustituyendo las Ecs.(3.109)y(3.110) en la Ec.(3.108), y agrupando los términos con potencias en @
iguales, obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones

ug (2¢") + Aouo (2¢') =0, (3.111)
uf (2¢) + Aour (2¢") = —Ayug (2¢") + 2iug (2¢') sen2¢’, (3.112)
ul (2¢/) + Aogus (2¢') = —Asuyg (Z(b') — Ajug (Q(b') + 24w, (2¢/) sen2¢’, (3.113)

Tomemos el caso en que Ag = 0. En este caso ug (2(;5') = ag, con ag una constante. Con este resultado
la Ec.(3.112) se convierte en

uf (2¢") = —Ajag + 2iagsen2d’, (3.114)

es necesario que u; (2(,25') sea periddica, por lo tanto, ponemos A; = 0. Luego entonces la solucién de la
Ec.(3.114) es,

uy (2¢) = —iaTOsen2¢'. (3.115)
Sustituyendo wug (2¢’) vV uq (2¢’) en la Ec.(3.113) obtenemos para us (24/)’) lo siguiente
ufy (2¢') = —Asag + agsen®2¢’, (3.116)
usando la relacién sen?2¢’ = (1 — cos 4¢’) /2 esta ecuacién puede reescribirse como
u (26/) = —Asag + 5 (1= cos 4¢) | (3.117)

para asegurar la periodicidad de us (2¢>/), tomamos Az = 1/2. La funcién de onda obtenida después de
resolver la Ec.(3.116) es

2

U (2¢/) = ag (1 — ?sen%b/ + 39 cos4¢’ + ) . (3.118)
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A partir del valor de Ay también podemos escribir la dependencia funcional de los estados propios A
a primer orden como funcién de @) obteniendose

A= %Q2+O(Q3) + o (3.119)

Existe otra manera para encontrar el espectro de energias A como funcién de @, ademds esta forma
tiene la ventaja de que nos da el espectro completo y no solo el caso de energias bajas. La manera de
la que hablamos consiste en seguir un procedimiento similar al usado en el caso de campos eléctricos
intensos. La diferencia principal es que ahora () va multiplicada por la unidad imaginaria 7. En este caso
podemos seguir usando la teoria de Floquet y como consecuencia el espectro se obtiene de las Ecs.(3.92)
y (3.93). Sin embargo, en este caso la relacién de recurrencia para el determinante det (Z, (0,a,q)) se
modifica, usandose ahora

det (2, (0,a,q)) = By, det (E,_1 (0)) 4+ o, B, det (E,_20) + asra2,_,det (E,_30), (3.120)

donde o, = Y9, V9p_a ¥ Bar = 14 agp.

La Fig.(3.4) muestra el espectro de energias resultante. El programa que se uso para dibujarlo(ver
apéndice E), es el mismo que el usado en el caso de campos eléctricos débiles con la modificacion en
el determinante det (£, (0, a, q)) expuesta. Las zonas delimitadas por las elipses externas determinan los
valores permitidos de la energia, ademds nuevamente obtenemos bandas. En la misma grafica presentamos
las curvas de nivel que corresponden a una misma p. Este resultado numérico puede compararse con el
resultado tedrico usando teorfa de perturbaciones Ec.(3.119).

Para comparar la curva separatriz tedérica y la curva numérica de transicién en el origen, calculamos
la curvatura de la curva tedrica haciendo la segunda derivada de la Ec.(3.119). El resultado tedrico es 1
para esta, mientras que el resultado numérico es 1.1.

Lo mds importante a destacar de la Fig.(3.4) es que una banda de energia prohibida aparece cerca
de la energia de Fermi (¢ = 0). Como se explica en la Fig.(3.5), donde se presenta una amplificacién de
la region alrededor del origen, dado un campo eléctrico, el valor minimo € es determinado por la curva
separatriz. De hecho, puesto que la curva separatriz es a ~ 2¢%, haciendo uso de las Ecs.(3.104) y(3.105),
obtenemos el minimo valor permitido para e,

en ot (3.121)

V2

que produce una brecha de energfa prohibida de tamano

A~ V2 = @ (3.122)

Estimemos esta cantidad, para un frecuencia w = 50G H z y una intensidad de la onda electromagnética
de Ey = 1V/m, el tamaifio de la brecha es A = 0.03meV. Esta brecha de energia cae en el rango de
las microndas donde las frecuencias van de los 300M Hz a los 300GHz, por ejemplo, una onda con
w = 100G H z lleva fotones con energias £ = 0.06meV.

Incluimos ahora una comparacién de la dependencias funcionales de los anchos de las brechas pro-
hibidas con la amplitud de la radiacién Ey, que resultan de los dos métodos usados para resolver el
problema planteado en este capitulo. La comparacién tiene que hacerse bajo la siguiente consideracion:
en el método basado en la utilizacién de una transformacién unitaria, se hizo la aproximacién p, < p, y
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Figura 3.4: Espectro de energias para el caso de campos eléctricos débiles. Las zonas delimitadas por las
elipses externas son regiones de energia permitidas. Las curvas de nivel denotan regiones con la misma

p1. Ademés debe recordarse que A = (2¢/hw)’ y Q = 2¢/hw.
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% !Banda| prohibiga
-2 ' ' 2 Q

Figura 3.5: Amplificacién del espectro de energias para el caso de campos eléctricos débiles cuando se
esta alrededor de € = 0. La figura muestra dos bandas prohibidas de energia cercanas a la energia de
Fermi. La curva sepatriz A = /2 obtenida por métodos perturbativos también es mostrada.

se usé un potencial vectorial A con vector de polarizacién en la direccion de y. Mientras que en el método
usado en esta seccién, se hizo la aproximacion p, — 0 tomando un potencial vectorial A con vector
de polarizacién en la direccién de x. Desde una perspectiva tedrica ambas situaciones son equivalentes.
Tomando en cuenta este precepto es vdlido hacer una comparacion de los resultados obtenidos con ambos
andlisis. En el caso del método basado en la transformacién unitaria se obtuvo que la dependecia del
tamarfio de la brecha para campos pequeios iba lineal con la amplitud de la onda Ec.(3.57). Comparando
con el resultado dado por la Ec.(3.122) de esta seccién, vemos que ambos métodos coinciden.

Es también importante mencionar uan segunda prediccién que se desprende de la Ec.(3.119). Podemos
observar que el espectro se compone de elipses que van creciendo como se muestra en la Fig.(3.5). Vemos
que para el intervalo en que @ < 1.48, es espectro tiene dos brechas, una alrededor de A = 0 y la otra
en A = 4. Sin embargo, para ) > 1.48 la primera brecha desaparece. En esta situacién la intensidad del
campo esta dado por

_ 148 (hw?)

E
0 2evp

(3.123)

para un valor tipico de la frecuencia de w = 50G H z, este valor corresponde a un campo Ey = 1.797V/m.



Capitulo 4

Corriente electronica en grafeno.

En el capitulo anterior introducimos el tema principal de esta tesis, consistente en el estudio de
la interaccion de particulas cargadas en grafeno con radiacién electromagnética. Planteamos el modelo
del problema suponiendo que la onda electromagnética se propogaba perpendicular a la muestra de
nuestro material. Ademds, analizamos el espectro y las funciones propias para un par de situaciones
experimentales, campos eléctricos fuertes y débiles. En el capitulo que iniciamos, continuaremos en este
tenor. Analizaremos el mismo problema con una modificacién. Esta consiste en introducir una onda
de radiacién que se propaga paralela al plano en que se mueven las cargas en la muestra de grafeno.
Encontraremos el espectro de energias y las funciones de onda considerando el limite en que la energia
de incidente de los fotones es mucho menor que dos veces la energia de los electrones en estado libre, es
decir, hkc < 2¢. Con la funcién de onda encontrada, calcularemos la corriente producida en grafeno bajo
campos electromagnéticos y veremos que esta tiene una fuerte dependencia no lineal con la frecuencia de
la onda incidente y con la amplitud del campo de esta onda..

4.1. Funcién de onda

Para empezar esta seccién, describamos el problema y el modelo que vamos a utilizar en este caso.Como
se menciond en la introduccién de esta capitulo, vamos a estudiar un problema andlogo al descrito en el
capitulo anterior con la diferencia de que ahora la onda de radiacién se propaga paralela a la red de grafeno
como se muestra en la Fig.(4.1). En consecuencia, el potencial vectorial de campo electromagnético en
unidades cgs esta dado por

L -~
A= Cw—o cos (ky — wt) i, (4.1)

donde Ej es la amplitud del campo electromagnético, w es la frecuencia de la onda y c es la velocidad de la
luz. La onda se propaga en direccién y y tiene vector de polarizacién en la direccién de x. La amplitud de
la onda Ejy puede ser considerada constante debido a las mismas circunstancias expuestas en el capitulo
precedente, esto es, que los efectos de apantallamiento son débiles en grafeno.

Los campos eléctrico y magnético a los que estan sometidos los electrones en este caso, se obtienen a
partir del potencial vectorial A, siendo en este caso los siguientes

E = —Eysen (ky — wt)i (4.2)

67
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X

Figura 4.1: Red de grafeno. Se muestra el vector de onda k que es la direccion en la que se propaga la
onda de radiacién y también la direccién de oscilacién del campo eléctrico E.

CEO k

B= sen (ky — wt) k. (4.3)

La ecuacién que describe a los electrones bajo estas condiciones y que satisface el espinor

@ (z,y,t) = ( ig gzg ) (4.4)

puede escribirse apartir de la siguiente ecuacién de Dirac

ow t
donde el Hamiltoniano esta dado por
Hen=( 4 n ™3™, (46)
Ty — 1Ty 0

con # = p — eA/c, donde p es el operador de momento. En la seccién 3.1 del capitulo anterior, se
encontr6 apartir de la ecuacién de Dirac Ec.(4.5), en el caso de tener un potencial vectorial A con vector
de polarizaciéon en cualquier direccién y escrito en la norma de Coulomb, la Ec.(3.24) que reescribimos
aqui por conveniencia
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9? e he

{—fﬂ [U§v2 - 84 - 2ih§v% (A-V)+12 [(C)2 A2 - cazzsz] } (z,y,1) (4.7)

= —ihUFe (Ume + UyEy) ‘I’(.’l?, Y, t)

En el problema que estamos analizando ahora, el potencial vectorial A dado por la Ec.(4.1), cumple
con la condicién de estar escrito en la norma de Coulomb. Por lo tanto, podemos usar esta Ec.(4.7) para
resolver el problema a estudiar. Sustituyendo las expresiones de los campos eléctrico y magnético para
este caso las Ecs.(4.2) y (4.3), obtenemos que W (z,y,t) satisface

2
{—h2 {U%V2 — 4 } — 2ihvp€ cos d)% + 52 cos® ¢ — hupkéo,send — iﬁwfo'xsenQS} U (z,y,t) =0,

a2
(4.8)
donde en esta ecuacién hemos definido la fase ¢ = ky —wt y

€EOUF

£= (4.9)

w
como anteriormente lo habiamos hecho. Por completez, comparemos ahora esta ecuacién con la del caso
en que la onda de radiacién incide de manera perpendicular a la muestra de grafeno Ec.(3.61),

2
{—h2 [U%VQ — 88162] — 2ihvpé cos ¢£% + &% cos? ¢ — z'ﬁwfaxsen(b} W(z,y,t) =0. (4.10)

La diferencia fundamental entre las Ecs.(4.8) y (4.10) radica en que en el caso que estamos analizando el
campo magnético si produce un efecto sobre las cargas en la muestra através del término —hvpkéo . seng.
Si este término fuera constante tal efecto consistiria en un producir un desdoblamiento de los niveles de
energia debido al pseudoespin, el llamado efecto Zeeman. Al tener una dependencia armoénica temporal
este término produce que los eigenestados del problema roten de una manera muy particular con un
dngulo que es funcién del cos ¢, como se verd al realizar los célculos.

Continuemos ahora con nuestro andlisis. Para resolver la Ec.(4.8) proponemos una espinor solucién
con la siguiente forma

U (2,y,1) = P/ MHP/IINE (¢), (4.11)

€ = Tvpy/pZ +p2 = Tor ||p|| (4.12)

y F () es también un espinor. Introduciendo esta solucién en la Ec.(4.8) resulta la siguiente ecuacién
para F (),

donde

— 1? (vEk? — w?) di];;b) + 2R (ew — v kpy) dl:l((f)+ (4.13)

+ [2vpépy cos ¢ + €2 cos® ¢ — hupkéo.seng — ihwéoysend| F (¢) = 0.
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Para ver como son las soluciones de este problema podemos usar una nueva solucién de prueba

F (¢) = exp (ind/h (vik® — w?)) z(¢), (4.14)

donde z (¢) es un espinor y hemos definido

n = ew — vEkp,. (4.15)

Sustituyendo el espinor de la Ec.(4.14) en la Ec.(4.13) obtenemos la siguiente ecuacién para z (¢)

1 2
z" (¢)— B2 (v3k? — w?) (w2 _nU%kg + 20pEp, cos ¢ + £2 cos? ¢ — hwpkéo,seng — ihwfaxsenqﬁ) z(¢) = 0.
(4.16)

Debido a que w = ke y usando las Ecs.(4.15) y (4.12),podemos escribir la ecuacién anterior de la
siguiente manera

z" (¢) —

1 <e2 (1~ (vr/c)py/ Ipl) (4.17)

(hke)® (v2./c2 — 1) (1—vi/c?)

+20pEpy cos ¢ + £2 cos® ¢ — (%JZ + i0m> theEosengb) z(¢) = 0.

En esta ecuacién todos los términos con vg/c ~ 1/300 pueden ser despreciados en un primera aprox-
imacién, para obtener la siguiente ecuacién

€2

z" (¢) + { + % (52 cos® ¢ + 26vppy cos ¢ — ihwéo g seng) } z(¢) = 0. (4.18)

(hw)? " (hw)

Esta ecuacion es en esencia igual a la Ec(3.65) que satisface el espinor F (wt), y que fue obtenida en el
capitulo anterior para el caso en que la onda de radiacién incide de manera perpendicular a la muestra de
grafeno. La tnica diferencia se encuentra en que en aquel caso la ecuacion diferencial tenia como variable
wt y en este la variable es ¢ = ky — wt. El tratamiento para resolverla puede hacerse igual que antes, esto
es, se pueden considerar los limites de campos eléctricos fuertes £/fiw > 1 y campos eléctricos débiles
&/hw < 1, como en las subsecciones 3.3.2 y 3.3.3 del capitulo anterior. Para el caso de campos magnéticos
intensos las funciones seran las funciones de Mathieu, y los espectros obtenidos seran los de las Fig.(3.2)
y(3.4) para los casos de campos fuertes y débiles respectivamente. En este capitulo queremos, ademds
del espectro, calcular los efectos del campo electromagnético en la corriente. Ello requiere el calculo
de las funciones de onda. Sin embargo, las expresiones obtenidas en el capitulo anterior son demasiado
complicadas. Por ello, para avanzar un poco més en el andlisis del problema planteado, procederemos
a estudiar una aproximacién que vuelva al problema mas tratable pero conservando el interés desde el
punto de vista experimental. Asi pues, se intentard obtener una expresion andlitica de las funciones de
onda mediante una aproximacién conveniente. Tales funciones propias serdn usadas después en el célculo
de la corriente eléctrica en la muestra de grafeno.

Empezamos notando que la Ec.(4.13) se puede escribirse de la siguiente manera usando las expresién
explicita de £ y la relacién w = ke,
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°F () . dF (¢)
— Ik (vp — ¢°) 74 + 2ihk (ec — vipy) W—l— (4.19)
2 e Eopa Eovp)? hw2eE
+ lQUFekcop cos ¢ + % cos® ¢ — %ozsen(b — ihvpeEyoseng| F () =0,

dividendo todos los términos por 2hk (ec — v%py) obtenemos la siguiente ecuacién

—hk (v% — ) &F () PLLC)

4.20

2(ec —vip,) d%¢ ‘ d¢ (4.20)
1 vieEopy (6E0’UF)2 9 hv%eEq .

+ 2k (e — 2py) 2 T 08 ¢ + a2 oo o — Tazsenqﬁ —ihvpeEgo,seng | F (¢) = 0.

Esta ecuacién es una ecuacién de segundo orden, entonces tiene dos soluciones. Para encontrar la primera
de soluciones utilizamos el procedimiento descrito en la referencia [106], despreciando la segunda derivada
en la Ec.(4.20). Para ello deben tomarse en cuenta dos condiciones. La primera de ellas es que el coeficiente
de la segunda derivada sea pequeno, es decir,

2

—hk (v —¢?)  —hke ((UF/C) - 1) hke

2(ecc—vipy)  2e(1—(vr/c)py/Ipll) — 2e
donde en el dltimo paso se tomé en cuenta que vp/c ~ 1/300. La condicién dada por (4.21) tiene un
significado fisico claro, dado que hikc es la energia de un fotén. Asi, la energia de los fotones debe de ser
menor que dos veces la energia de los electrones en estado libre €. Al mismo tiempo, esta es una condicién
de autoconsistencia, dado que en caso contrario, habria que tomar en cuenta los efectos de cuantizacién
del campo electromagnético.

La segunda condicién, también muy importante, es que el término sin derivadas de la ecuacion difer-
encial (4.20) dado por

<1, (4.21)

1 vEeEops (eEgur)® hveEq )
2k (cc — 2py) 2 e oS o+ a2 oo o — fozsenqb — thvpeEyo,seng (4.22)

también sea pequeno. En este término, cuando se considera el caso de que la muestra es pequena en
comparacién con la longitud de onda de la onda de radiacién incidente, el coeficiente més grande es

(6E0’UF)2
BT (4.23)
Por lo tanto, que sea pequeno significa que
eFyvp < ke, (4.24)

si multiplicamos por & esta relacién obtenemos la condicién,

heEgvp < hkc (4.25)
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la cual se satisface para campos eléctricos pequenos.
Teniendo en mente estas condiciones, la ecuacioén diferencial simplificada a resolver es,

@), 1 [heEm
de 2ih (ec — v%py) ke

B 2
cos ¢ + % cos® ¢ — (U?FUZ + iox) hvpeEgsend| F (¢) = 0.

(4.26)

Volviendo a introducir w = kc , el pardmetro £ y usando la definicién de 7 , en la Ec(4.26) esta puede
escribirse como

d]il((;b) + ﬁ [26vpps cos ¢ + €2 cos? ¢ — (vpko, + iwoy) héseng| F (¢) = 0. (4.27)

Ahora bien, usando la relacién cos? ¢ = 1/2 (1 + cos 2¢) obtenemos finalmente,

dF 2
2ihn d((;j)) + |28vpp, cos ¢ + % (14 cos2¢) + (hwpko, + ithwo,) Eseng | F (¢) = 0. (4.28)
La solucién de esta ecuacién tiene la siguiente forma

F(¢) =exp[G (¢)]u, (4.29)

donde u es un espinor que serd encontrado posteriormente y

(-2 . .2 )

x k

G(¢) = f?n 4 vaﬁiansen¢ + %sen&b - Zf;]; 0, Cos ¢ — %Ugc cos . (4.30)

Aqui puede verse claramente el efecto del campo magnético sobre los estados propios del sistema
através del término

Evpk
R(¢) = exp (— Zf;}F 0, COS ¢> , (4.31)
n
el cual produce que los eigenestados roten alrededor del eje z por un dngulo (§vpk cos @) /.
Para encontrar la segunda solucién de la Ec.(4.20), seguimos usando el procedimiento descrito en la
referencia [106]. Tal proceso nos lleva a despreciar F (¢) en la ecuacién diferencial (4.20) en el limite en
que ¢ — 0. Esto puesto que en ese limite F (¢) es mds pequeno que F’ (¢) , luego entonces, para obtener

esta solucién debemos resolver la ecuacién
&°F (9) 2(ec — vip,) dF (¢)
d2¢ hk (v2F —c?) d¢
La solucién de esta ecuacién es

F(g = JMEOE=S) (2(—Fp)¢> " (4.33)

2 (ec — vipy) ik (vh —¢?)

=0. (4.32)

donde u es un espinor que se obtiene de condiciones de frontera. Esta solucién tiene una caracteristica
muy importante, debido a la aproximacién descrita por la Ec.(4.21) su amplitud es muy pequefia, por
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lo tanto, podemos despreciarla. Como consecuencia, la solucién de la Ec.(4.8) puede escribirse usando
unicamente la primera solucién de la Ec.(4.20) definida en la Ec.(4.29) para obtener

W (z,y,t) = exp (ipyx/h +ip,y/h — ie/h) exp [G (¢)] u, (4.34)

donde el espinor u se obtiene de la siguiente manera. Sabemos que en el caso de que el efecto del campo
de radiacién tienda a cero, es decir, en el caso en que A — 0, ¥ (z,y,t) tiene que ser la solucién de la
ecuacion de Dirac para una particula libre, para evitar soluciones extranas. Considerando este hecho, u

esta dado por (ver apéndice C)
1 1 ([ Dy
u = ﬁ ( :I:ew ) , tanf = <pz> , (435)

donde como ya hemos mencionado en reiteradas ocasiones, el signo mas se refiere a electrones y el menos
a huecos.

Para obtener el espinor que es la solucién final de la Ec.(4.8), falta considerar que el Hamiltoniano de
la Ec.(4.6) es periddico en el tiempo debido a que la onda electromagnética incidente tiene periodicidad
temporal y su periodo es T' = 27/w. Tomando en cuenta esto, la soluciéon de nuestro problema tendra
que escribirse de la siguiente manera

U (x,y,t) = exp (—ixt/h) ® (x,y,t), (4.36)

donde ® (z,y,t) es una funcién periédica en el tiempo, es decir, ® (z,y,t) = ®(x,y,t+T) y x es
un pardmetro real unico salvo por multiplos de Aw. Las propiedades anteriores son consecuencia del
formalismo de Floquet (ver apéndice D) que fue desarrollado para estudiar campos dependientes del
tiempo y que en general abarca todos los operadores lineales que tengan algin tipo de periodicidad.
Nuestra solucién Ec.(4.34) tiene la forma requerida Ec.(4.36), reescribamosla para verlo

2
¢ ,
¥ (2,4,1) = exp [—z- ( n ‘54;’) h} B (2,9,8) = ¢ PUB (3,y,1) (437)
donde
£
E = 4.
€+ 1 (4.38)

y los espinores ® (z,y,t) (llamados modos de Floquet), que satisfacen la siguiente ecuacién de valores
propios

{H (z,y,t) — zﬁgt} ® (z,y,t) = E® (z,y,t). (4.39)
pueden escribirse de la siguiente manera
@0 =e i (55 40.) 2 tinyin] eolF @) (4.40)
con
F(¢) = if?;;;pgc seng + é;zzsenQ(b — ig;}gkaz cos ¢ — %O‘I cos @. (4.41)
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Sin embargo, falta considerar un aspecto importante y este es que los modos de Floquet no son tnicos
pues
P (z,y,t) = exp (inwt) ® (z,y,t) = B, (z,9,1), (4.42)

con n un ndmero entero n = 0,41, £2, ... es una solucién equivalente a la expresada en la Ec.(4.37), con
la salvedad de que las energias se modifican de la siguiente manera
&w
E—E,=nhw+e+>—. (4.43)
4n
Una conclusiéon importante que se obtiene apartir de esta relacién, es que la periédicidad de los
campos de radiacién a los que esta expuesta la muestra de grafeno produce bandas de energia. Las
soluciones finales de nuestro problema son, por lo tanto,

U, (z,y,t) = e Pt/hP, (2,y,1) (4.44)

con el modo Floquet ®,, (z,y,t) dado por la Ec.(4.42).

Analicemos un poco més el espectro de energias. Reescribiendo la ecuacién de valores propios de la
energia Ec.(4.43) tomando en cuenta las expresiones para €, n y & dadas por las Ecs.(4.12), (4.15) y (4.9)
respectivamente, obtenemos

EZES’UF

2 _ vrkp, ’
42 o] (1~ 25 )

E, (p) = nlw + vp ||p|| £ (4.45)

en esta relaciéon observamos claramente otro efecto importante del campo de radiacién y es que produce
un doblamiento de las bandas debido al tltimo término de la ecuacién anterior. Otra consideracién que
es necesario apuntar es que este espectro solo es valido cuando se satisface las condiciones determinadas
por las Ecs.(4.21) y (4.25), que pueden escribirse como una sola condicién de la siguiente manera

heEovp < hke < 2e, (4.46)

Vemos que el espectro es vilido incluso para puntos cercanos al punto de Dirac, pues siempre podemos
tomar fotones con vectores de onda k tan pequenos como sea posible.

4.2. C(Ca&lculo de corriente.

En esta seccién calcularemos la corriente electrénica en grafeno j (), usando para ello la solucién
obtenida para el problema descrito en la seccién anterior dada por la Ec.(4.44), tomando en cuenta una
aproximacién. La aproximacién se hard en la solucién usada y consistird en despreciar la exponencial que
proviene del efecto del campo magnético Ec.(4.31). Como puede verse de la siguiente expresion

_ Zf’UF]f

0, CoS P — f—waz cos qb} = exp {(iwoz — az) g—w cos } (4.47)
2n c 2n

obtenida de una de las partes que constituyen el modo de Floquet Ec.(4.40), y donde la primera exponen-

cial cuyo exponente es proporcional a vg/c es el término correspondiente al efecto del campo magnético

y la otra exponencial es debida al campo eléctrico. Se tiene que la rotacién producida por el campo mag-

nético es vp/c ~ 1/300 més chica que el efecto de campo eléctrico en el espinor solucién. Por lo tanto,
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en los célculos que realizaremos en este capitulo despreciaremos esa exponencial y usaremos la siguiente
funcién de onda

U, (z,y,t) = e Et/hP, (z,y,1), (4.48)
donde
2
E, (p) =nhw+e+ 54—;} (4.49)
y el modo de Floquet es
. (& T,
®, (z,y,t) = exp |inwt + i o + ps 7 + ipyy/h| exp [Fi1 (¢)] u, (4.50)
con
. 2
Fi(¢) = Z&;;:]pz seng + %sen&ﬁ - g—:am cos ¢. (4.51)

Empecemos con el cdlculo de la corriente j (). Deacuerdo a la mecédnica estadistica, la expresién para
la corriente electrénica en grafeno es

50 = 5 i () o (), (4.52)

donde A™! es el drea de la muestra, fp (¢) es la funcién de distribucién, jp, (¢) es la densidad de corriente
para particulas con momento p a un tiempo t y el factor 4 proviene de la degeneracién debida al nimero
de espines y de valles. De la forma de esta expresién vemos inmediatamente que para realizar el cdlculo son
necesarios dos ingredientes. El primero es la funcién de distribucién f, (t) que puede obtenerse usando
la ecuaciéon de Boltzmann sin colisiones en el limite en que se desprecian las transiciones interbanda.
Es importante notar que este procedimiento da exactamente los mismos resultados que considerar la
velocidad de los electrones como dependiente del tiempo mientras que se toma la funcién de distribucién
estética [66]. Esta equivalencia es producto del hecho trivial de que en un tratamiento tipo Boltzmann,
el campo eléctrico induce un desplazamiento de la superficie de Fermi. La funcién de distribucién que
usaremos en consecuencia sera

1
Ip (t) = 1+ exp [(En (p) — 6F) /k'BT}7

donde er = vp ||pF|| es la energia de Fermi y E, (p) esta dada por la Ec.(4.49).

El segundo ingrediente para el cdlculo de la corriente es obtener la densidad de corriente jp (¢) que
es trivial de calcular conociendo la forma del espinor solucién Ec.(4.48). Puesto que la componente i
(i = z,y), del vector densidad de corriente, esta dada por

(4.53)

Jip (1) = evp ¥y (2,y,t) 0:¥y (2, 9,1), (4.54)

usando la funcién de onda referida Ec.(4.48), obtenemos las siguiente expresién para las componente de
jp (t) en la direccién z ,

hp@=umﬂw<?é>Du@w (4.55)
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donde

cosh (27] cos qS) senh ( cos (15)

D(¢) = senh (% cos d)) cosh (ﬁ cos ¢) (4.56)
y el espinor u es el expresado en la Ec.(4.35) . Continuando con el célculo se obtiene
) B cosh (5—“’ cos ¢) senh ( cos (;5) senh (E—“ cos QS) cosh ( cos ¢)
Jap (1) = ul senh (g‘% cos (b) cosh (% cos ¢> cosh (g‘; oS ¢) senh (% cos qb) u (457)
) B cosh ( cos (b) senh (5— cos d))
Jop (1) = o senh (Z oS ¢) cosh ( Z’ cos (b) " (4.58)

finalmente, usando el espinor u dado por la Ec.(4.35), queda la siguiente expresién para la corriente en
la direccién x,

Jzp (1) = evp [senh <£;} CoS ¢> + cosh <£;) coS ¢>> coS 0} . (4.59)

Para determinar la corriente en la direccién y seguimos un procedimiento igual al usado para calcular
la corriente j, p (t). Usando el espinor solucién de la Ec.(4.48) obtenemos

hup 0 =u'Die) (] ) D,

donde D, (¢) esta dado por la Ec.(4.56) y u es el espinor solucién del caso de particula libre Ec.(4.35),
se sigue entonces

] _ cosh (5—“’ cos ¢) senh <5—“’ cos qb) —isenh (5— ) —j cosh (5— )
Ju (1) =1 senh (g% cos (b) cosh (g‘; cos ¢) 7 cosh ( 2 cos ¢) isenh ( 2 cos (b) .
(4.60)
hw=ut (95 Ju
Jy.p (t) = evpsend, (4.61)

Observamos inmediatamente que la componente = de la corriente Ec.(4.59) tiene un comportamiento
fuertemente no lineal. De hecho se puede reescribir usando el desarrollo de Fourier para las funciones
hiperbdlicas [107]

Jop (1) = evp Z Josi1 ( ) cos[(2s+ 1) ¢] + evp

( ) + 2ZJ23 ( )cos [28</>]] cosf, (4.62)
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donde J; (w/n) son las funciones de Bessel.

Podemos ahora si calcular la corriente en grafeno con ayuda de las Ecs.(4.52), (4.53), (4.61) y (4.62).
Obtenemos inmediatemente que en el limite termédinamico (que consiste en sumar sobre todas las posibles
direcciones del momento) j, p (t) = 0, mientras para j, p (t) se obtiene

o () = ;‘;;FQZ | e (52) 5 @ v cosl25 4 1) (163)

debido a que el término con los armonicos pares se cancela al hacer la integral del cosf sobre todo el
espacio de momentos. Escribamos esta ecuacion en la siguiente forma

(;‘:52 io A(s)cos [(2s + 1) 6] (4.64)

/ / Jast+1 () fp (t) dpzdpy (4.65)

si consideramos el limite e > kpT, entonces en el caso n = 0 podemos reemplazar fp, (t) por la funcién
escalén O (e + 2w/4n — €r) para obtener

o0 o0 2
= [m [m Jast1 <£:> ) (6 + % — €F> dpadpy (4.66)

De la Ec.(4.15) vemos que el factor n puede aproximarse de la siguiente manera

Ja,p (t) =

donde hemos definido

Ukay
n=wor |p| (1 - ) ~ wop [pl| = we, (4.67)
=Tl
ya que
vrkpy _vrpy v 1

— X o~ ——. 4.68
oTpl ~ elpl > ¢~ 300 (4.68)

Usando esta aproximacién, A(s) puede escribirse como

[e%¢] e} 2
= /_ /_ Josi1 (i) C] (e + j—e — €F> dpdpy. (4.69)

Para calcular esta integral cambiemos a coordenadas polares, en tal caso

27 eFa/uF é—
/ / Jos+1 (v )pdptw (4.70)

1+V;—Qﬂ7 (4.71)

donde

con
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Figura 4.2: Dependencia con wt de la corriente j,, medida en unidades de en.vp. Las diferentes curvas
se determinan por diferentes valores del pardmetro Qo = eEy/wpp.

ek
Q=2 =0
€r WpF
y hemos usado ep = vp ||pr|| = vrpr. Si ahora hacemos el cambio de variable
p=Eq, (4.72)
vp
e integramos la variable angular obtenemos
oo | Qo
A(s) = 2nmppa Jasy1 | — | ¢d¢. (4.73)
0 ag
Esta integral se obtiene de tablas, por ejemplo, de la Ref.([107]). En el caso de s = 0 encontramos
1(Q\ 1 (Q)"
A(0) = 7p3 I+ (=) ——= (= 4.74
O =mpa@o |14 (L) - (L) + (1.74)
Para s > 0, la integral puede aproximarse de la siguiente manera
@\’ T(s—1/2)
A(s) =2mph | =) L2 4.75
=2 (L) 1 (4.75)

Los primeros términos de la corriente son
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Jz (t) = envpQo { <1 — ;Qg) cos ¢ + 12—562% cos 3¢ + } (4.76)

donde n. es la densidad de electrones n, = p%/wh? y hay que recordar que ¢ = ky — wt. La corriente
para el limite de longitudes de onda muy grandes (A — o00) tiene la siguiente dependencia funcional con
la frecuencia.

1 2
Jo (1) = en.vr Qo { (1 - 8Q3> cos wt + BQ% cos 3wt + } (4.77)

En la Fig.(4.2) se muestra la corriente como funcién de wt, para distintos valores de Qp. En esta
corriente se puede observar un comportamiento no lineal con la amplitud del campo aplicado, ya que,
las potencias de Qo = eFp/wpr van aumentando en el desarrollo. El resultado obtenido es igual al
obtenido por S. A. Mikhailov en el aflo de 2007 [108], con la diferencia de que el investigador mencionado
uso un tratamiento semicldsico en su trabajo. En nuestro célculo nosotros usamos un procedimiento
completamente cudntico lo que de un gran valor a nuestro trabajo. Ademads este resultado reproduce la
conductividad intrabanda de Drude en limite en que no hay colisones en la red

incevp ie? ep

oclw)=——=

- 4.78
wppE mh hw ( )

Otro aspecto muy significativo que se deduce del resultado obtenido es el siguiente: el grafeno toma
una senal de entrada de una frecuencia determinada y genera una senal de salida con una frecuencia que
es un multiplo impar de la frecuencia original. Esta propiedad es muy importante para la construccion de
unos dispositivos electrénicos conocidos como multiplicadores de frecuencia. Estos dispositivos permiten,
por ejemplo, que instrumentos de comunicacién transmitan datos mucho mas rapido. En el ano de 2009
como una comprobacion a nuestras ideas, la materializacion de este dispositivo fue posible debido a que
en el Instituto Tecnolégico de Massachusetts los profesores T. Palacios y J. Kong junto con dos de sus
estudiantes, lograron producir el primer multiplicador de frecuencia experimental [109]. En el trabajo
mencionado se uso un circuito electrénico muy simple, formado bédsicamente por el multiplicador de
frecuencia y el generador de la senal de entrada. Con tal circuito lograron que una muestra de grafeno
generara una onda de salida con una frecuencia del doble de la frecuencia original. Ademés de esto, otro
hecho importante, que es de resaltar, es que la senal de salida presenté una pureza espectral muy buena
aun sin ser filtrada, cosa que no sucede con los actuales multiplicadores los cuales necesitan componentes
adicionales para filtrar las frecuencias ttiles [110].



Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas.

1) La parte medular de esta tesis consistié en estudiar a las particulas cargadas en grafeno interac-
tuando con radiacién electromagnética. Para modelar esta interaccién se usé el acoplamiento minimo o
sustituicién de Peierls sustituyendo en el Hamiltoniano de Dirac los operadores de momento p por los
operadores T = p — eA/c que contienen el efecto de la onda de radiacién. En una primera instancia se
consideré una muestra de grafeno irradiada perpendicularmente.

2) La ecuacién obtenida se resolvié usando dos métodos, el primero de ellos se basé en usar una
transformacién unitaria y el segundo en usar una funcién de onda de prueba como espinor solucién. El
espectro de energias resultado de ambos métodos presenté bandas permitidas y prohibidas de energfa.
Con el segundo método fue posible encontrar los estados propios del problema.

3) En la energia de Fermi, el ancho de la banda prohibida crece linealmente con la amplitud de la
onda de radiacién. Esto fué obtenido tanto con el método de la transformacién unitaria asi como con el
de la funcién de onda de prueba, considerando en este tltimo el limite de campos eléctricos débiles.

4) Usando el método de la solucién de prueba en el limite de campos eléctricos fuertes, se encontré que
las funciones de onda estan compuestas de dos partes, una una onda plana y la otra un espinor solucién a
la ecuacién de Mathieu. El espectro de energia encontrado fue el de las lenguas de Mathieu. Este espectro
exhibe bandas permitidas y prohibidas de energia.

5)Usando el método de la solucién de prueba en el limite de campos eléctricos débiles, se encontré
que el espectro estaba compuesto por una serie de elipses concentricas y cerca de la energfa de Fermi, se
abre una brecha prohibida que tiene una depencia lineal con la amplitud de la onda de radiacién.

6)En el ultimo capitulo de esta tesis se abordd el mismo problema de la interaccién de cargas en
grafeno interactuando con radiacién electromagnética, pero con una modificacién que consistid, en con-
siderar a la onda electromagnética viajando paralela a la direccién de movimiento de los electrones en la
muestra de grafeno. Se encontraron las funciones de onda y el espectro para este caso. Con estas funciones
de onda y espectro se calculo la corriente eléctrica.

T)La corriente eléctrica calculada es altamente no lineal, entendiéndose con esto que al aplicar una
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onda con una determinada frecuencia el grafeno produce arménicos de mayor frecuencia. Esta corriente
contiene solo arménicos impares y en el limite de respuesta lineal reproduce el resultado para la conduc-
tividad intrabanda de Drude.

Todas estas propiedades encontradas durante la elaboracién de la presente tesis, son sin duda muy
interesantes para la .¢lectrénica"del grafeno. Finalizaremos dando algunas interrogantes y perspectivas
que dejan abiertas este trabajo. Por ejemplo, podria realizarse el estudio mencionado en el capitulo 2
de esta tesis, donde planteamos una de las principales motivaciones para comenzar la investigacién
realizada en esta tesis fue el estudio de electrones en cristales bidimensionales sujetos a radiacién y
campos magnéticos constantes. Mencionamos también que a este respecto, a principios del siglo viente
se reportaron estudios experimentales donde se mencionaba la aparicién de estados de resistencia cero
en muestras de GaAs/Al,Ga;_,. Nosotros en un principio nos planteamos la pregunta de que serfa lo
que sucederfa al grafeno en estas mismas condiciones. Al comenzar este estudio, encontramos que no
habfa sido resuelto el caso de radiacién electromagnética incidiendo en grafeno. Asi, primero se resolvié
este problema. Lamentablemente, al considerar un campo magnético junto con un campo de radiacién en
nuestro problema, este se complicaba bastante y por lo tanto, era dificil encontrar una solucién analitica
y finalmente queda como un tema de investigacién a realizar.

En el capitulo 3 planteamos otro problema interesante, el cual también serfa un buen objeto de estudio.
El problema que mencionamos, es considerar el campo eléctrico inducido por la radiacién y que se debe
a la corriente dependiente del tiempo, que en el caso de campo paralelo a la muestra calculamos en
el capitulo 4. Lo que serfa interesante de este estudio, es que a densidades experimentales relevantes,
este campo tiene un impacto notable sobre las cargas en grafeno y en consecuencia serfa una manera de
complementar este trabajo.

A partir de este estudio se puede plantear el problema experimental de estudiar si las bandas pro-
hibidas obtenidas por efecto del campo de radiacién afectan las propiedades de tunelaje de los electrones
en la muestra de grafeno o no. Esto puesto que en presencia de un campo variable la relacién de energia
momento pierde sentido. Un anélisis éptico de los espectros es otro estudio experimental que podria
abarcarse, sobre todo para saber si en las zonas prohibidas de energia hay procesos de absorcién o reflex-
i6n de fotones.



Apéndice A
Ecuacion de Dirac

La ecuaciéon de Dirac surge de la necesidad de obtener una teorfa cudntica relativista, como una
generalizacion a la teoria de Schrédinger usada en problemas no relativistas. Dirac enfocé su esfuerzo
para obtener una ecuacién covariante de la forma

zhaa—q’ =H®, (A1)

que no exhibiera problemas con la interpretacién probabilistica de la funcién de onda, en particular
salvando el problema de que la densidad de probabilidad p en su andlogo para esta nueva teorfa cumpliera
con la condicién de ser definida positiva, hecho que no habia podido ser resulto con la teoria de Klein-
Gordon. Teniendo en mente este problema, Dirac sugirié alrededor de 1928 que tal ecuacion al ser lineal
en la derivada temporal, también debia ser lineal en las derivadas espaciales, es decir,

aq’ - hcz a5 it +ﬁch\IJ H. (A.2)

Los coeficientes o; y 8 en la ecuacién anterior no podian ser simples niimeros, debido a que la ecuacién
no serfa invariente bajo una rotacién espacial. Estos coeficientes de hecho tienen que ser matrices, dando
como consecuencia que la funcién de onda sea un vector. Para determinar la forma de estas matrices
usamos algunas propiedades fisicas. En primer lugar la ecuacién anterior debe llevarnos a la ecuacién
correcta para una particula con energia relativista dada por la ecuacién de Klein-Gordon

0*¥
_R2
ot?

Luego entonces si iteramos la Ec.(A.2), encontramos

= (—h202v2 +m?c) . (A.3)

0’w 2 ajap +aga; 820
—h? = —h%c J J . A4
ot ¢ j;l 2 Dk O (A4)
8 S oW
mc z; a]ﬁ + 504_7 :Ej + 62m204\1’,
J:
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podemos entonces obtener la Ec.(A.3) si las matrices «; y 5 obedecen la siguiente algebra:

Qo + oy = 20k

;B + fa; =0 (A.5)

a?:ﬁzzl

Otra propiedad que nos va a permitir encontrar explicitamente las cuatro matrices o; y 5 es que
deben ser matrices hermitianas, esta propiedad se hereda del hecho de que el Hamiltoniano en la Ec.(A.2)
debe ser hermitiano. Ahora bien, usando el hecho de que a? = 3% = 1, obtenemos que los eigenvalores de
estas matrices son +1. Ademds, tenemos que la traza de estas matrices es cero, veamoslo. De la segunda
relacién de (A.5), se encuentra

Oéj = —ﬁajﬁ

por las propiedades ciclicas de la traza se puede escribir

Tr aj = =Tr Ba;B = —T1r B2aj =-Tr a; =0. (A.6)

Ya que la traza es la suma de los eigenvalores, el niimero de eigenvalores positivos y negativos debe
de ser igual, y como consecuencia o; y § tienen que ser matrices con dimensién par. El nimero par més
chico es el 2, sin embargo, las matrices que buscamos no pueden ser de 2 X 2 puesto que en ese caso solo
tenemos 3 matrices que anticonmutan, que son las conocidas matrices de Pauli. La dimensionalidad que
sigue es con 4 eigenvalores, tal es el caso que considera la teorfa introducida por Dirac. Una representacién

particular de estas matrices es
_ 0 oy (1 0
aj(‘Tj 0),5<0 _1), (A7)

donde las o; son las matrices de Pauli y las entradas con el simbolo 1 en la matriz 3 representa matrices
unitarias de 2 x 2.

Construyamos ahora la ley diferencial de conservacién de corriente, con este proposito, primero

introducimos la funcién hermitiana conjugada ¥ = (0%, W3, 5, ¥4). Multiplicando por la izquierda la

Ec.(A.2) por esta funcién T, se obtiene

3
v v
z’hqﬁ% _ ? \Iﬁaj% A (A8)

j=1
ahora formamos la ecuacién hertimitica conjugada de la Ec.(A.2) y la multiplicamos por la derecha por
v
Tl e OWf
W g e OV o mwt g (A.9)

ot 1 4~ OxJ
7j=1

ih

donde usamos la hermiticidad de las matrices a; y 5. Restando Ec.(A.9) de Ec.(A.8), encontramos

> hed (¥lo,; )

oW
=5 _Zi dzi

(A.10)

Jj=1
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lo que también puede escribirse como

ap

En +divj =0, (A.11)
podemos hacer la identificacién de la densidad de probabilidad
4
p=010 =) V7, (A.12)
o=1

y de la densidad de corriente con 3 componentes

j* = c®lafw. (A.13)

Integrando la Ec.(A.11) sobre todo el espacio y usando el teorema de Green, encontramos
é/d%\I’T\IJ =0 (A.14)
ot

lo que nos permite la interpretacién de p = ¥T¥ como una densidad de probabilidad positiva definida.
Finalmente para tener una construccién completa de la teoria de Dirac, definamos la forma covariante
de la ecuacién de Dirac. Comencemos escribiendo la Ec.(A.2) de la siguiente manera

ihaa—\f = (—ihca -V + ﬁmcz) v, (A.15)

multiplicando por § por la derecha y usando las relaciones de (A.5) podemos escribir
owr
ihﬁﬁ = (—ihcﬁa -V + B2m62) v, (A.16)
definiendo el cuadrivector v* = (,62, ﬁa) = (’yo,yi), que satisface las siguientes relaciones

,yu,yy+,yV,yM:25ltV, M:V:0’1’2’3’4
0 2

(V) =-1, i=1,23.

Aqui hemos usado la convencién de que los signos griegos corren de 0 a 4 y los latinos de 1 a 3. En
forma compacta estas relaciones pueden escribirse como

YEAY + Ayt = 29" (A.18)

donde g = diag (1,—1,—1,—1). De esta manera podemos escribir la ecuacién de Dirac como

T
ih’yoaa—t +ihicy - V¥ — mc*® =0 (A.19)

ecuacion que puede reescribirse en forma covariante como

iheytd, — me?) o = 0. A.20
( 7 Ou ) ( )
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En el caso de grafeno necesitamos la ecuacién de Dirac en el plano, para obtenerla simplemente se
debe eliminar la tercera componente espacial de la ecuacién en (341) dimensiones, ademds se debe tomar
m = 0. Luego entonces, si hacemos esto, es facil ver que en (2+1) dimensiones se necesitan unicamente
tres matrices v y para satisfacer la forma en que estd factorizada la ecuacién de Dirac, nos basta utilizar
matrices de 2 X 2, asi que podemos contruir esta representacién utilizando matrices de Pauli. Si hacemos
esto encontramos que existen dos representaciones de las matrices v [111], [112]. Podemos escogerlas de
la siguientes formas

V=0, A'=io., 7*=ioy,, (A.21)

V=0, A'=ioc., ~*=—io,. (A.22)



Apéndice B
Relaciones de conmutacion

Los conmutadores [7,,7,]| y [0/0t, 7, £ iT,| necesarios para la obtencién de la ecuacién (3.10) del
texto se calculan del siguiente modo.

En primer lugar vamos a calcular el conmutador entre 7, y 7,. Recordando que las expresiones para
esos operadores son

y
~ .0 e

donde A es el potencial vectorial que incluye los efectos del campo electromagnético.Obtenemos entonces
para conmutador [T, 7,] la siguiente expresién
Jd e 0 e
Tuy Ty = | —th— — —A,, —ih— — —A B.3
[ 7] [ or ¢ ° dy ¢ y} (B-3)
Como es usual necesitamos aplicarle a una funcién ¥ (z, y) arbitraria el conmutador anterior. Tenemos
entonces

8 € a € 8 e e a
T et Ty, TG = | Tthgo =7 —— Ay, —ih— | ¥ B.4
[ Zhax CA‘“ zhay CAy} @) { m@x’ cAy} Pimy)+ { CAI” may} (z,y) (B.4)

_he (8Ay\11 (z,y) 4 oV (z,y) A ov (z,y) 3A_,\I'($,y)>

o oz Y oz Oz oy

U (z,y)

_he [, 9V (z,y) 04, , OW(y)  , OV(vy)
_z(Ay—i—\I/(ac,y) A, T A

» 04, A,
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obtenemos entonces

L  he (04, 0A,
Frndl W () =i (G2 = ) 0 @) (B5)

Usando que el campo magnético B en términos del potencial vectorial A es
B=VxA (B.6)
obtenemos que la componente B, del campo electromagnético se escribe de la siguiente manera

5 _ 0Ay 04,

= B.7
= Oz Oy (B.7)
se concluye entonces que el operador buscado puede escribirse como
SN the
[7T$77Ty] = TBz (BS)

El otro operador [0/0t, T, £ i7,] puede expresarse en términos de los operadores de momento p; y
del potencial vectorial A de la siguiente manera

o .0 e . .0 e

como el operador parcial del tiempo y los operadores de momento conmutan queda entonces la sigu-
iente expresion para el conmutador aplicado a una funcién arbitraria del tiempo

[8 eAzii(sz)}\Il(t)e{aAzwAma\I}(t) iZ.(@Ay\Il(t) Ayaq/(t)>} (B.10)

a c ot ot ot ot
L (AT g2 DO (V0 g 08 V0]
_ _g {a;f iia;y} U (t)
Puesto que el campo eléctrico en términos del potencial vectorial es
E— _%%‘? (B.11)

entonces

{gt,@ + ﬁy] =e(E, iE,) (B.12)



Apéndice C
Base de pseudohelicidad

El Hamiltoniano para particulas libres con vectores de onda cercanos al punto K de la primera zona
de Brioullin en una muestra de grafeno puede escribirse como

0 Do — 1D,
H=v PO Y C.1

" ( prtipy 0 ) 1y
donde p; (i = z,y) son los operadores de momento. Luego entonces la dindmica de esos electrones se
describe por la siguiente ecuacién de Dirac

0  Du—ipy _ 0T (z,y,t)
Ja ( By + D, 0 ) W (z,y,t) = —ih 5 (C.2)

este hamiltoniano tiene estados estacionarios y su solucién puede escribirse de la siguiente manera
U (.’E, v, t) — eipmw/thipyy/hfiet/hu (C3)

donde u es un espinor que encontraremos posteriormente en este apéndice. Sustituyendo el espinor anterior
en la ecuacién de Dirac obtenemos la siguiente ecuacién de eigenvalores

0 vF (P — ipy) B
( vp (Pz + ipy) ' 0 ) ¥ (2,y,t) = ¥ (2,9,1), (C.4)

—€ Pz — ipy _
UF< pe + iy e >\Il(:c,y,t)0.

Para encontrar los valores propios hacemos el determinante de la matriz anterior igual a cero

det —c  vr(pe—ipy) ) ~0 C5
¢ (UF(perlpy) - : (©5)

obtenemos, por lo tanto, los dos siguientes eigenvalores

€ = Fvpy/p3 + D2 (C.6)
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Estos son los eigenvalores de pseudohelicidad. Los vectores propios correspondientes son: para el signo
mas de la rafz

w = L i = ( ! ) (C.7)
= —F= Pz TPy = — i .
AN AN

y para el signo menos de la raiz

= 71 (Pz+ipy) = 71 (C.8)
u_ x+ipy ; , .
V2 I o2+ V2 —e'

donde para ambos vectores propios el dngulo 6 queda deteminado por

0 = tan (py> , (C.9)

Pz

De la teoria de matrices sabemos que es posible construir una transformacion unitaria que nos lleve
a escribir el Hamiltoniano de la Ec.(C.1) en forma diagonal, usando para ello los vectores propios de
pseudohelicidad expresados en las Ecs.(C.7) y (C.8). La matriz que nos lleva a un Hamiltoniano diagonal
tiene los vectores de pseudohelicidad como columnas y se escribe del siguiente modo

U= % ( ;9 7;9 ) (C.10)

para comprobar esta aseveracién, hagamos la transformacién del Hamiltoniano

H =U'HU (C.11)

1 e 0 vp (Pe — iDy) 1 1
1 —e ¥ vF (pe +ipy) 0 ol _gif

g1 ( 1 efw,e ) ( v (pe —ipy) € —vp (p, —ip,) € )
2\ 1 -

H =

DN | =

—€ VR (px + Z.py) VR (px + 7;py)

o _ UF 2 (py cos O + pysend) 2 (—ipysend + ip, cos )
2\ 2(ipysend —ip,cos) —2(pycosf + 2p,send)

recordando la Ec.(C.9), obtenemos finalmente

+vpy /P2 + P2 0
H = ‘ . (C.12)
0 —vp /P2 + P2



Apéndice D
Teoria de Floquet

Comencemos por enunciar el teorema de Floquet [113] que dice:

St un operador lineal L al actuar sobre funciones de wvariable s, es invariante ante la traslacion
s’ = s+ a, entonces las funciones propias del operador L pueden escogerse en la forma exp (ias)u (s),
donde u (s) es una funcion periddica de periodo a, es decir, u(s+a) =u(s).

El teorema de Bloch es, por lo tanto, un caso particular del teorema de Floquet, pues si se considera
a s como una coordenada espacial r (por ejemplo, cuando se estudia un sélido cristalino), se obtienen los
estados de Bloch

U (r,t) = exp (¢k - r)u(r,t) (D.1)
donde k es el cuasimomento y u(r,t) es una funcién periédica en el espacio, es decir, u (r + R,t) =
u(r,t).

Por otra parte, la teoria de Floquet también se cimenta sobre el teorema de Floquet, solo que en este

caso el operador lineal es periédico en el tiempo. Tomemos, por ejemplo, el caso de un sistema cudntico
en que se tiene un operador Hamiltoniano que es periédico en el tiempo

H(r,t)=H (r,t+7T) (D.2)
donde T' = 27 /w es el periodo. El problema dindmico se describird por la siguiente ecuacién de Schrodinger
0
H(r,t)— zha U, (r,t) =0, (D.3)
de acuerdo al teorema de Floquet en este caso las funciones propias tendran la forma

U, (r,t) = exp (—ieat/h) Dy (v, 1) (D.4)

donde ®,, (r,t) es el modo de Floquet que cumple con ser periédico en el tiempo
D, (r,t) =Py (r,t+T) (D.5)
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V €4 €s un parametro al que le denomina cuasienergia, que es tinica salvo multiplos de Aw. La denominacién
cuasienergia refleja un andlogo con el cuasimomento k que caracteriza a los estados de Bloch en un sélido
periédico. Después de substituir la Ec.(D.4) en la Ec.(D.3), se obtiene la siguiente ecuacién para la
cuasienergia €,

<H (r,t) — zﬁi) D, (r,t) = €,P, (1, 1) (D.6)

donde el operador

H(rt) = <H (r,t) —maat> (D.7)

es hermitiano. De lo anterior se desprende una conclusién importante y es que las cuasienergias €, son
reales. También puede notarse que los modos de Floquet no son tinicos pues

D, (r,t) = D, (r,t) exp (inwt) = Dy, (1, t) (D.8)

con m un numero entero n = 0,41, £2, ... es una solucién equivalente a la expresada en la Ec.(D.4), con
la salvedad de que las energias se modifican de la siguiente manera

€q — € = €q +NIw = €an. (D.9)
El indice o corresponde a una clase de soluciones caracterizadas por el conjunto ' = (a,n),n =
0,+1,42,.... Los valores propios {e,} ,por lo tanto, mapearse a la primera zona de Brillouin
hw fw

Otra conclusién que puede obtenerse apartir de que el operador H (r, t) es hermitiano es que los modos
de Floquet correspondientes a diferentes cuasienergias son ortonormales y forman un conjunto completo
de eigenfunciones. Esta ortogonalidad y completez debe entenderse en el espacio de Hilbert R ® 7,
construido apartir de Hilbert R de las funciones de cuadrado integrable en el espacio de configuracién y
del espacio 7 de las funciones con periodicas en el tiempo con periodo T' = 27 /w.Para la parte espacial el
producto interno, considerando dos funciones arbitrarias de cuadrado integrables f (r) y g (r), se define
como

(f ()l g(r) = /drf* (r) g (r) (D.11)

por otra parte, para la parte temporal el producto interno se define como

T
(a(t),b(t) = % /0 dta* ()b (t) (D.12)

donde a (t) y b(t) son dos funciones periédicas en el tiempo con periodo Ty cuya magnitud es finita.

Con estas definiciones y suponiendo que el modo de floquet se compone de un conjunto de funciones
propias espaciales ortonormales {¢,, (r)}, mientras que la parte temporal puede expandirse en términos
de un conjunto ortonormal de vectores de Fourier (¢| n) = exp (inwt), con n un entero. Podemos escribir
que la condicién de ortonormalidad de los modos de Floquet @, (r,t) de la que se hablo un poco antes
puede expresarse en el espacio de Hilbert compuesto R ® 7 como
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(P ()] Pg (1)) = / dt/ dz®},, (r,t), Pgm (r,t) = 0a80n.m (D.13)

y la relacién de completez se escribe de la siguiente manera
SN o, (rt) , Can () =6 (x — 1) 5 (t— ) (D.14)

debe hacerse notar que esta tltima suma se extiende sobre todas las zonas de Brioullin.

El formalismo de Floquet para el estudio de idoneo para el estudio de sistemas cudnticos bajo la accién
de campos periédicos, ya que no solo respeta la periodicidad de la perturbacién en todos los niveles de
aproximacion, sino que también evita intrinsecamente la ocurrencia de los llamados términos seculares
(aquellos lineales o no periédicos en la variable temporal). Estos términos aparecen tipicamente al aplicar
la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo convencional de Rayleigh-Schrédinger. Ademéds de lo
anterior, también permite calcular la probabilidad de que existan transiciones en un sistema que este
influenciado por un potencial que dependiente del tiempo y que sea periédico. Veamos como se hace esto,
supongamos que nuestro sistema esta descrito por un Hamiltoniano

H(r,t)=Hy(r) +V(r,t), donde V(r,t)=V(r,t+T). (D.15)

En este caso asumimos que el Hamiltoniano Hy () posee un conjunto completo de funciones propias
{¢,, (r)}, con sus correspondientes energias propias {E, }. Ahora bien, con la teorfa de Floquet sabemos
que cualquier estado W (r,t) a un tiempo posterior puede escribirse como una combinacién lineal de las
soluciones ¥, (r,¢) (Ec.(D.4)) del problema descrito por la Ec.(D.15), es decir,

=> ca¥q(r,t). (D.16)

Luego entonces, la probabilidad de que este estado se encuentre en una de las funciones propias del
Hamiltoniano Hy (r,t), es simplemente

(¢, (r)] ¥ (r,t)) /depn W, (r,1). (D.17)



Apéndice E
Programa

El siguiente es el programa en C que permite calcular los espectros de los limites de campos eléctricos
intensos y campos eléctricos débiles mostrados en las Fig.(3.2) y (3.4) de la seccién 3.3.

#include<stdio.h>

#include<math.h>

int main(){

FILE *fp; // Imprimir un archivo
fp=fopen("mat.dat","w");

int m,i,j;

float €[201],d[101],alpha,beta,alphal,mu,a,q;
float pi=3.141592653589;

a=0.5;

q=0;

for(q=-10;q<10;q+=0.02){
for(a=-5;a<10;a+=0.07){ // region a-q
for(m=0;m<=248;m+=2){

e[m]=q/((m*m*1.0)-a);} // componentes del vector gamma
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APENDICE E. PROGRAMA

//Los primeros determinantes
d[3]=-2*c[2]*¢[2]*e[0]*e[4]*¢[4]*c[6] +c[2] *e[2]*c[4] *c[4]
“2¥e[d]*e[4]*e[2]*e[0]*e[6]*e[6]+2*c[2] *e[4] e [4] *c[6]
e[4]*e[4]*e[6]*e[6]+2*e[2] *e[2] *e[0] *e[4] +4*e[2] *e[0] *e[6] *e[4]-
9%[2]*e[d]-2%¢[6]*e[4]-2*e[2]*¢[0]+1;
d[2)=1-2%¢[2]*e[4]-2*e[2] *e[0]+2*¢[2] *e[2] *e[0] *e[4]+e[2] *e[2] *e[4] e [4];
d[1]=1-2%e[2]*¢[0];

d[0]=1;

for(m=4; m<=100; m++){ //Aqui va el metodo de iteracion de Strang
alpha=e[2*m]*e[2* (m-1)];

beta=1-alpha;

alphal=e[2*(m-1)]*e[2*(m-2)];

d[m]=beta*d[m-1] - alpha*beta*d[m-2] + alpha*alphal*alphal*d[m-3]; }
//Para encontrar mu, se hace la separacion dependiendo del valor de a

if(a>=0){ mu=acos( 1 - (d[100])*(1-cos(pi*sart(a)))) / (pi);}
if(a<0){ mu=acos( 1 - (d[100])*(1-cosh(pi*sqrt(fabs(a))))) / (pi):}
if (mu != mu){mu=0.000000;} //Si mu=nan entonces se hace cero
Fprintf(fp," %f %£ %f \n", q, a, mu);Hprintf(fp,"\n");}

}
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Articulos.

F.1. Articulos publicados.

1) G. G. Naumis y F. J. Lépez-Rodriguez, The electronic spectrum of a quasiperiodic potential: From
the Hofstadter butterfly to the Fibonacci chain, Physica B 403, 1755 (2008).

2)F. J. Lopez Rodriguez y Gerardo G. Naumis., Analytic solution for electrons and holes in graphene
under electromagnetic waves:Gap appearance and nonlinear effects, Phys. Rev. B, 78, 201406 (R) (2008);
Erratum, Phys. Rev. B 79, 049901(E) (2009).

3) F. J. Lopez Rodriguez y Gerardo G. Naumis, Graphene under perpendicular incidence of electro-

magnetic waves: Gaps and band structure, Phil. Magazine 90, 2977 (2010).

F.2. Relacién de citas a los articulos publicados.

Del articulo:G. G. Naumis y F. J. Lépez-Rodriguez, The electronic spectrum of a quasiperiodic po-
tential: From the Hofstadter butterfly to the Fibonacci chain, Physica B 403, 1755 (2008). La cita es:

1) O. Borchin, Energy bands splitting in the Kohmoto model, Romanian Reports in Physics, Vol.61,
Vo. 3, 479-486, (2009).

Del articulo : F.J. Lépez-Rodriguez, G.G. Naumis “Analytic solution for electrons and holes in
graphene under electromagnetic waves: Gap appearance and nonlinear effects 7, Phys. Rev. B 78, (R),

201406 (2008). Las citas son:

1) O.V. Kibis, Metal-insulator transition in graphene induced by circularly polarized photons, Phys.
Rev. B 81, 165433 (2010).

2) C.G. Rocha, L.E.F Foa Torres, G. Cuniberti, ac transport in graphene-based Fabry-Pérot devices,
Phys. Rev. B 81, 115435 (2010).
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3) Mikhailov SA, Nonlinear Electrodynamic Properties Of Graphene, TRANSPORT AND OPTI-
CAL PROPERTIES OF NANOMATERIALS Book Series: AIP Conference Proceedings, Volume: 1147
Pages: 54-61 (2009).

4) D. S. L. Abergel, T. Chakraborty, “Generation of valley polarized current in bilayer grapheme”,
Appl. Phys. Lett. 95, 062107, (2009).

5) L.E.F. Foa Torres, G. Cuniberti, AC transport in carbon-based devices:challenges and perspectives,
Comptes Rendus Physique, Volume 10, Issue 4, Pages 297-304. (2009).

6) P. H. Rivera, A. L. C. Pereira, and P. A. Schulz, Quasienergy spectra of graphene dots in intense
ac fields: Field anisotropy and photon-dressed quantum rings, Phys. Rev. B 79, 205406 (2009).

7) D. S. L. Abergel, V. Apalkov, J. Berashevich, K. Ziegler y Tapash Chakraborty, Properties of
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Abstract

We show that an electronic tight-binding Hamiltonian, defined in a quasiperiodic chain with an on-site potential given by a Fibonacci
sequence, can be obtained using a superposition of Harper potentials. Since the spectrum of the Harper equation as a function of the
magnetic flux is a fractal set, known as the Hofstadter butterfly, we follow the transformation of the butterfly to a new one that contains
the Fibonacci potential and related approximants. As a result, the equation in reciprocal space for the Fibonacci case has the form of a
chain with long range interaction between Fourier components. Then, the structure of the resulting spectrum is analyzed by calculating
the components in reciprocal space of the related potentials. As an application, the correlator of each potential and some localization

properties are obtained.
© 2007 Elsevier B.V. All rights reserved.

PACS: 71.23.Ft; 71.23—k; 71.70.Di; 71.23 An; 73.43.—f; 73.43.Nq

Keywords: Quasicrystals; Harper equation; Quasiperiodic potential; Hofstadter butterfly

1. Introduction

Although the discovery of quasicrystals [1], which are
alloys with an structure neither periodic, nor disordered,
launched an extensive investigation on quasiperiodic
Hamiltonians, in fact the study of such Hamiltonians goes
back to the old Frenkel-Kontorova model [2] and to the
pioneer research made in the 70s [3,4]. Here the word
quasiperiodic means that in the system there are incom-
mensurate periods; and as a result, the dimension of the
Fourier space is always bigger than the dimensionality of
the system. One of the most famous quasiperiodic
Hamiltonians was obtained by Harper in connection with
a problem proposed by Peierls [3]. The idea was to find the
spectrum and the wave-functions of an electron in a square
lattice with a perpendicular magnetic field. Two periods are
involved in the problem, the electron motion in the lattice
and the cyclotron frequency [3]. The spectrum as a function

*Corresponding author.
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of the ratio between these two periods turned out to be a
complex set known as the Hofstadter butterfly [3]. Since
then, the Harper model has been very useful to investigate
the transition from localized to extended eigenstates, as the
spectrum passes from pure point to continuous [3-5].
Between both limits, there is a new type of spectrum which
is known as singular continuous [4]. The corresponding
eigenstates are called critical and display self-similar
properties. For certain parameters of the Harper equation,
the distribution of level spacings follows an inverse power
law [6], which is a new type of spectral statistics [6],
explained as a level clustering tendency [7]. Also, it has
been possible to find analytical expressions for the wave-
functions using quantum groups [8]. More recently, the
quantum phase diagrams [9] and the electronic correlation
effects have been analyzed [10].

Another quasiperiodic system that has been extensively
studied is the Fibonacci chain (FC). This chain is the
simplest model of a quasicrystal [11]. The importance of
the FC arises because the nature of the physical properties
of quasicrystals is still not well understood [12—14]. Even in
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the theoretical side there is a lack of understanding in how
electrons propagate in two and three dimensions [15],
although the situation is more clear in one dimension. As
is well known, a periodic potential satisfies the Bloch’s
theorem, which tells that the eigenstates of the Schrodinger
equation are plane waves of delocalized nature, and the
energy spectrum is continuous [16]. For disordered systems,
like in the one dimensional (1D) Anderson model, all the
states are localized corresponding to isolated eigenvalues
[17], although long-range correlations can produce extended
states due to resonance effects, as in the random dimer model
[18]. In more dimensions, there is a mobility edge which
separates extended from localized states [17]. For most of the
quasiperiodic systems in 1D, the spectrum is neither
continuous nor singular, instead a new type of spectrum,
called singular continuous is obtained [19]. This spectral type
is similar to a Cantor set, and presents a multifractal nature.
The corresponding eigenfunctions are called critical, and also
show self-similarity and multifractality. In two and three
dimensions, the nature of the spectrum is not known,
although there seems to be a kind of mobility edge [20,21].
However, even in 1D, where large amount of work has been
done, there are many unsolved questions, like the nature of
conductivity [22] or diffusivity [5], the spectral statistics and
the shape of many of the eigenfunctions [23,24]. Even in the
FC, there are no analytical expression for the wave-
functions, except for few energies [11].

The Harper and Fibonacci potentials share many
characteristics; for example, both can present a multifractal
spectrum with self-similar wave-functions, although the
Harper equation can also present pure point and contin-
uous spectrum. An interesting question is why Fibonacci
does not show pure point or continuous spectrum. An
understanding of these questions will serve to give a better
picture of the electronic properties of quasiperiodic
systems. For example, it can suggest a way to construct
analytical solutions for the FC in terms of those solutions
from Harper.

In this article, we show that in fact, the Fibonacci
potential can be approximated as a superposition of
Harper potentials. Then, we can follow the evolution of
the Hofstadter butterfly to the equivalent in the Fibonacci
case. This allows to explore the equations in reciprocal
space of the FC. The layout of this work is the following, in
Section 2 we show how to obtain the Fibonacci potential in
terms of Harper. Section 3 is devoted to a discussion of the
corresponding spectra using the properties in reciprocal
space, while Section 4 is devoted to study the localization in
terms of the correlators of the potential. Finally, in Section
5 the conclusions are given.

2. The Fibonacci and Harper models

As a general model we will use a tight-binding
Hamiltonian of the type,

(E - V(n))lpn = tﬂ‘//n-&-l + lﬂ—“ﬁn—l’ (1)

where ,, is the wave-function at site n, ¢, is the resonance
integral between sites n and n+ 1. For the present
purposes, t, is set to 1 for all sites. V'(n) is the atomic on-
site potential and E are the allowed energies. The
generalized Harper equation is obtained when
V(n) = Vy(n), with Vy(n) defined as [3],

Vu(n) = 2) cosng'n + v), ()

where A>0 is the strength of the potential, ¢ is a
parameter that contains the ratio between the electron
cyclotron frequency and the elementary quantum flux, and
v is a phase shift. For a rational ¢, Eq. (1) can be solved by
Bloch’s theorem, although its value is very limited since the
coefficients in Fourier space of the solution form a dense
set [3]. For ¢’ irrational, the spectrum depends on the value
of 1. For A<1, the spectrum is continuous with extended
wave-functions, when 4> 1 the spectrum is made from pure
points and localized solutions. At A =1 the spectrum is
singular continuous with self-similar wave-functions.

The other potential that we will consider here, is the
simplest model of a quasicrystal, called the diagonal model,
obtained when V(n) has two possible values, that we
denote by V4 and Vp, following the Fibonacci sequence
(FS). The FS is build as follows: consider two letters, 4 and
B, and the substitution rules, 4 — B, and B — AB. If one
defines the first generation sequence as % = 4 and the
second one as %, = B, the subsequent chains are generated
using the two previous rules, for instance, %3 = AB.
Starting with an A4, we construct the following sequences,
A, B, AB, BAB, ABBAB, BABABBAB, and so on. Each
generation obtained by iteration of the rules is labeled with
an index /. The number of letters in each generation / is
given by the Fibonacci numbers F(/) of generation /, which
satisfy: F(I) = F(I — 1)+ F(I — 2) with the initial condi-
tions: F(0)=1,F(1) = 1. There are other choices for
building a model quasicrystal, since for example, one can
set V'(n) as a constant and use the FS to define a sequence
in the transfer integrals #,. Such problem is known as the
off-diagonal model. The mixed model is obtained when
the FS is used both in V(n) and ¢,. A vast literature is
available for such potentials [15], but since the results are
very similar for all of these models, in the present article we
will only consider the diagonal one, although the techni-
ques presented here are also useful tools for analyzing
other cases.

Our first task in order to compare the FC and the Harper
potential, is to find an analytical expression for the
Fibonacci potential. This can be done in the following
way. By using the cut and projection method, it is very easy
to prove that the position y, of the n-esim atom in a chain
determined by a FS is given by [25],

Vo= |nd],

where the function |x]| denotes the greatest integer lower
than x, ¢ is a parameter which turns out to be the tangent
of the angle between the real space subspace and a higher
dimensional periodic lattice [25]. To obtain the Fibonacci
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case, ¢ must be equal to the inverse of the golden mean
1 =(/5—1)/2. For other values of ¢, one gets
structures that have different kinds of quasiperiodicity, or
rational approximants of quasiperiodic chains, since the
main effect of ¢ is to change the sequence of the binary
potential, i.e., the sequence and statistics of letters 4 and B.

For example, if ¢ =1, the resulting sequence is
AAAAAAA. .., for ¢ = %, we have ABABABABA ... and
for ¢ =3, ABAABAABA ... . As a matter of fact, the

parameter ¢ is very important to understand crystal—
quasicrystal transitions [26,27], since ¢ is the inclination of
the subspace in the cut and projection method. It provides
a symmetry order parameter for the Landau free energy
and thus contains information about the thermodynamics
[26]. A relevant case is obtained when ¢ = F(/)/F(l + 1),
which are the rational approximants of the golden mean.

The next step for building the potential consists in the
observation that the separation between atoms in the chain
is y,41 — y,. It is easy to show that the separation takes
only two values, /4 and /. Thus, we can make a potential
with the sequence of spacings to get,

Vin)=Ve+ Vall(n+ D] — [ng)). )

Using the identity x = |x] + {x}, where {x} is the decimal
part of x, we obtain that V(n) can be written as,

Vin) = (V) +3V({ng} — {(n+ 1)e}), “4)
where (V) = V¢ + V(1 — ¢) is an average potential that
shifts the zero of the energies, and 3V is the strength of the
quasiperiodicity, measured by the difference between site-
energies 0V, defined as 8V = V4 — V. In what follows,
without any loss of generality, we set V4 and Vg in such a
way that (V) =0. A note of caution: is clear that our
method gives the potential for all values of ¢, and not only
for the FS. To avoid confusions, here we will call “square
wave potential” to all of the potentials generated from
Eq. (4), since if the integer variable n is replaced by a
continuous one, say x, the resulting V(x) is just a square
wave as shown in Fig. 1. The potential stays at —3V ¢ for
an interval of length 1 — ¢, and then it jumps to 3V (1 — ¢)
for a length ¢. The Fibonacci potential is just a particular
case for ¢ =17\
The decimal part function {x} has period 1, and can be
developed as a Fourier series,
{x¢} = T lil sin(2n¢sx)
2 n&ys '

It follows that,

V)=V +28V > V(s) cos(msp(2n + 1)), (5)
s=1
where I7(S) is the s harmonic of the Fourier series, I7(S) =
sin(ns¢)/ms. The first terms of this series are shown in
Fig. 1, and in fact, we are approximating a square wave by
a sum of cosines. In Fig. 1 we can see the slow convergence
of the series due to the 1/s factor of each harmonic. This
potential can be further reduced if a proper phase y is used

0.5

0.25

0.0

V (x)

-0.25

Fig. 1. The Fibonacci potential can be obtained by evaluating a square
wave of period 7 at integers values. The approximations with one, two and
three harmonics, obtained from Eq. (6), are shown in the figure. Notice the
asymmetry in the steps.

in Eq. (4), in such a way that the terms {x¢} are replaced by
{x¢ + x}. The phase y is only an horizontal translation of
the potential. For y = —¢/2, the Fibonacci potential is
simply written as,

V(n) =28V i V(s) cos(2msen). (6)

s=1

It is also worthwhile mentioning that for s = 1$~" (where [
is an integer), V(s) = 0. This condition can only be hold
when ¢ is a rational. When this is not the case, V'(s) = 0 for
integers s an / such that ¢ ~ /s, and thus //s is a rational
approximant of ¢. Such rationals are obtained from the
continuous fraction development of ¢. The corresponding
potentials are just rational crystalline approximants. For
the FS, s~ [t from where it follows that / and s are
successive Fibonacci numbers. The most important Fourier
components in Eq. (6) are those where s ~ (r + %)(]5_1 for an
arbitrary integer r. Using the decomposition in integer and
decimal parts, this happens whenever {(r + %)(b_l} is nearly
0 or 1. Comparing Eq. (2) with Egs. (5) and (6), we observe
that in fact, the Fibonacci potential can be approximated
as a superposition of Harper potentials if we set ¢’ = ¢, so
this situation can be thought as an applied effective
modulated magnetic field [28]. This leads to many
questions. The first is how the transition from Harper is
done. To answer this, we will cut the sum in Eq. (6) at a
finite number of harmonics, denoted by S, and the
resultant potential will be called S-harmonic potential. In
Fig. 2(a), we plot the energy spectrum of the Harper
equation for the case 4 = 1. This spectrum, as well as the
others discussed in this article, were obtained by using the
transfer matrix formalism [29]. Fig. 2(a) is the well known
Hofstadter butterfly [3]. Notice that here v = n¢, and thus
our figure does not match exactly the original butterfly,
since therein, a sweep for all values of v between 0 and 2%
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Fig. 2. The energy spectrum as a function of the parameter ¢ for 8V = n/sin(nt~"), corresponding to A = 1 in the pure Harper equation, using (a) one
harmonic (similar to the Hofstadter butterfly), (b) two harmonics, (c) three harmonics, and (d) the square wave potential, that contains the Fibonacci
potential for ¢ = t~!. Notice that in case (a), the Hofstadter butterfly is not exactly the usual one reported in the literature, since here we do not consider
all the possible values of the phase v. As a result, the spectrum is not symmetric around £ = 0, and some points are missing.

was made, and thus the spectrum has more points and is
symmetric around E = 0. Our spectrum is not symmetric
around E = 0 since the phase v produce a shift of the
spectrum. We have verified that in our computer program,
we reproduce the original butterfly when such sweep is
made, and also that the symmetry around E =0 is
recovered when v = /2. The reason of not considering
all possible values of v is that we want to compare with the
FC, which is defined only for a given phase. A sweep in v, is
equivalent to make a sweep in y in the S-harmonic case,
which produces new chains in the same isomorphism class.
If ¢ is taken as a parameter in Eq. (6), then the spectrum of
Fig. 2(a) is also the S-harmonic potential for S = 1. The
parameter used is 8V = n/sin(nt™") ~ 3.3706, chosen to
correspond to 4 = 1 in the Harper equation. In Figs. 2(b)
and (c) we show the effects of adding harmonics s = 2 and
3 in the development of the potential, and Fig. 2(d)
presents the result for the square wave potential. There is
an important change between the pure Harper case and the
second harmonic case. Mainly the left part of the
Hofstadter butterfly is washed out. Also, is clear that with
only three harmonics, the structure for ¢ = t~! is already
very similar to the pure Fibonacci case. This wash out due
to the second harmonic has its origins in the difference of
lengths in the steps of the square wave potential. For the
first harmonic, this change is not observed. By looking at
Fig. 1, one can see that with two harmonics there is an
asymmetry in the upper part of the series. This effect is
more notorious when 8V > 1, and can be translated in an
almost split band limit when &) — oo, around self-
energies V4 and Vp. In fact, this is one of the main
differences between the Harper and Fibonacci potentials.

In Fig. 3, a similar set of figures presents what happens
when 8V = 1. This corresponds to 4 = sin(nt~!) ~ 0.2967
in the pure Harper case, and thus the spectrum is
continuous. Figs. 3(b) and (c) are the cases with two and
three harmonics. Finally Fig. 3(d) shows the case of
Eq. (4), which is a beautiful fractal. Since it is known that
the FC presents a singular continuous spectrum [19], it is
open the question for which harmonic there is the
transition from one type of spectrum to the other.

In all of the previous cases, ¢ was studied between 0 and
1 since using the following identity,

cos(2nx) = cos(2n(|x] + {x})) = cos(2n{x}),

we have that cos(2n¢sn + k) = cos(2n{¢p}sn + k). Thus, the
problem has periodicity 1 in ¢. It only depends on ¢ only
through {¢}. For rational ¢ of the form P/Q, with P and Q
integers, this means P< Q.

3. Structure of the spectrum

In this section we will discuss the main features that
arises from the previous figures. The spectral properties of
the pure Hofstadter butterfly has been discussed by many
others using diverse techniques [3,4,30], but in order to
understand the transformation between butterflies, here we
will explain the main features using the structure in
reciprocal space of the potential. Let us first study the
tight-binding equation in the usual approach. We propose
that the wave-function can be written as [4],

00
lpn — e1kn § dm elm(an)n-&-v)’

m=—0o0
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Fig. 3. The energy spectrum as a function of the parameter ¢ for 87 = 1 using (a) one harmonic (corresponding to the Harper model at 4 = 0.2967), (b)
two harmonics, (c) three harmonics, and (d) square wave potential using Eq. (4).

where d,, is the m Fourier component of the wave-function.
If we introduce this solution into Eq. (1), when S
harmonics are present in the potential, the following set
of equations are obtained,

(E* —23V™* cosQQnom + k))d,,
s
=dpi1+dp1+ YV () dms + dims), (7)
s=2
where the parameters are defined as E* = 2E/(V(1)3V),
dV* =2/(V(1)dV), and,

S V(s) _ 1sin(usg)
Vo= Py s sin(ng)

The other parameter is kK =v for the pure Harper
equation, and k =v =mn¢ for the general case. If only
the first harmonic s =1 is used, then Eq. (7) shows
that a Harper equation in the reciprocal space is
also a Harper equation with a renormalized set of
parameters [30]. In the case of Fibonacci, Eq. (7) proves
that the Schrédinger equation in reciprocal space has
a different form, since each site interacts with infinite
many others. The interaction between Fourier compo-
nents decreases as 1/s. It is a long range interaction
that can be thought as a modulating field. Observe
that in the transformation of the Hofstadter butterfly,
the limitation to S harmonics in the potential is equi-
valent in Fourier space to a cut-off at range S of the
interaction.

When ¢ is a rational number, say P/Q, the potential
with any number of harmonics has periodicity Q, as has
been discussed in the previous section. The corresponding

wave-functions are given by,

[Y
‘//n — elkn Z d,, elm(2nn(P/Q)+n(P/Q))’ (8)

m=0

where —n/Q<k<n/Q. The only difference between the
Harper and the Fibonacci case, is in the values of the Q
coefficients d,,. Since the set d,, can be obtained in the
Harper case using quantum groups [§8], the present work
suggests the possibility of finding an analytical solution for
the Fibonacci potential.

Also, we can show that an effective potential can be
written in the reciprocal space for periodic approximants of
the S-harmonic potential. According to Eq. (8), the
solution must have periodicity Q, with / an integer. Such
result can also be obtained from V(n) when ¢ is the
rational P/Q. In this case, the factor cos(2zws¢n) in Eq. (6)
is repeated for the harmonics s’ that has the form s+ IQ
where / is a positive integer. By grouping all the harmonics
module Q, the potential is written as,

Q ~

V(n) =T +28V > Vpo(s) cos <2nsgn), )
s=1

where I7P/Q(s) is an effective potential,

5 @sin@sP/Q) (R (=D

Vp/o(s) = s /;S i5) (10)

The equation in reciprocal space is then reduced as follows:

(E' — 28V cosQnom + k))d,,
Y

I7'P/Q(S)(dmfs + dints), (11)

s=1
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which shows that for a periodic approximant, the range of
the interaction in reciprocal space is Q.

Concerning the spectrum, the band edges are obtained
from Eq. (7) when & = 0 and 7/ Q. Instead of following this
path, we will look at how the structure of the potential in
the lattice reciprocal space determines the spectrum for
0V < 1. A much more physical insight can be obtained in
this way. This approach is different from the one realized in
others works [4,30], since usually the potential is projected
in the base e”"®+") Here we will project into the
reciprocal “‘vectors” of the lattice (G). The main idea is
that for a 1D crystal, it is known that each reciprocal
“vector’” G with component of the potential (V' (G)), opens
a gap of size,

AG = 2 V(G)],

at reciprocal vectors ¢ = G/2,G,3G/2,... It is possible to
follow the opening of the gaps by the effect of V(G). The
reciprocal components are

~ 1 Nl .
V(G) = T > Ve,
n=0

where G can be chosen among the wave vectors ¢ = 2nt/N,
with t=0,...,N —1, in a lattice with N sites, were
periodic boundary conditions are used. The first Brioullin
zone is the interval —n<g<m, although to simplify the
algebra we take g between 0 and 2rn. Consider first the
Fourier components of the Harper potential (Vy(G)) for a
given parameter ¢,

_ _ N ei2ngn —i2n¢n )
Vu(G) = Vy(t) = Z( +—6 )e_lzmn/N.
=0
(12)
If (¢ —t/N) is an integer, the problem is almost solved,
because V(f) = 20(¢p — t/N). This happens whenever ¢ =
P/Q and
r_m
0 N

so when N is chosen as a multiple of Q, as for example

=/[/Q with [ =0,1,2,..., then the harmonic m = P is the
only one that has a contribution. This solution is very
simple compared with other complex approaches, since
what most of the people do is fix N and then a sweep of the
¢ is made. In other words, the Hofstadter butterfly is built
for a fixed N. However, the present approach shows that if
we fix a rational ¢ and move N for each ¢ until N = /Q, the
potential is much more tractable. In the limit of big /,
N> Q so there are many vectors k that fulfill the condition
N = IQ; in other words, there is a continuum of ¢ such that
¢ 2" has a “possible periodicity” of the system.

The problems arise when ¢ is an irrational or N is not a
multiple Q, since the previous trick is not valid. Eventually,
the sum in Eq. (12) can be made when ¢ — ¢/N is not an

integer to give

- - A 1 — ei2n¢N 1 — e—i2n¢N
7a(6) = Pu0 = (1 L T /N)).
The corresponding norm is
22
1
I7u? =55, (13)
where

A= (1—=cos2npN)* + [cos 2n¢ — cos 2np(N — 1)]?
—2cos(2ngpt/N)[1 — cos 2n¢p/N][cos 2n¢
—cos 2ngp(N — 1)],

and

B =11 —cos2n(¢ — t/N)][1 — cos 2n(¢p + t/N)].

Notice how V(7)) > A8(¢ — t/N) as ¢ — t/N. The gaps
width depend upon these components, and the maximum
of Vu(G) occurs when G ~ +¢. Now let us propose the
solution,

b= 3 e
gq=—00
for Eq. (1). The resulting equation in reciprocal space is

(E =2 cos g)cg =Y _ Vu(G)eyg.
G

Since the main contribution to Fy(G) comes from
G ~ ¢, a mixing of wave vectors G~ ¢ and G~ —¢

occurs at ¢==+¢/2. Using perturbation theory,
this means that for A<1, the main gaps are open
around,

E ~ £ cos(2n(¢p/2)) = £ cos(ng).

Fig. 4 compares this prediction with the Hofstadter
butterfly, showing an excellent agreement. Other band
gaps are obtained at ¢ = +r¢/2 with r € N. The general
pth-order perturbation term is of the form,

Ve=V(qo—q)V(g1 —q2) - V(gy_1 — qn)s

where ¢, labels the vector 27t/ N. For small 4, gaps will be
open at

E =~ )" cos(ngr).

These cosine branches are also plotted in Fig. 4, compared
with the Hofstadter butterfly, showing that the basic
structure of the spectrum is determined by these branches.
When 1 is near 1, around each gap there are many wave
vectors that mix together, so the present approximation
breaks out. A detailed observation of the case of the
potential with harmonics, given by Eq. (6), shows that the
main effect is an asymmetry of the cosine branches. This is
very clear in Figs. 3(b) and (c¢). The same analysis
performed to the Harper equation is valid for these cases,
specially for low S. The equivalent rough approximation
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Fig. 4. General structure of all the obtained spectra. The Hofstadter
butterfly is compared with the cosine branches given by E = 4 cos(¢m) for
m=1,2 and 3 for 1 = 0.2967.

for the position of the band gaps is,
2. sin(ms@)
E~+ <8V;T cos(mg).

What is behind the process of gap opening, is a self-similar
folding of the bands in the reciprocal space, as revealed by
following the sequence of approximants for ¢ in all the
obtained spectra. For ¢ = 0, the spectrum is continuous
and goes from —28V to 26V. The next most simple
spectrum corresponds to ¢ = %, which gives two bands. If
the lattice has period 2, then the first Brillouin zone of the
zero approximant (¢ = 0) is folded around half the original
Brioullin zone limit, k = 7/2. As usual, an energy gap of
size Ag ~ 2|V(G)| is open in the zone boundary due to a
mixing of waves with reciprocal vectors G/2 and —G/2. In
this case, G=mn/2 and V(G)=2A. For the Harper
equation we get,

Ag = 4.

In the Harper equation, there is a symmetry around £ = 0,
thus the bands limits are £ = +2/. For the pure FC first
approximant (¢ = %), V(G) produces a different gap, and
the central gap limits are

Ag = +5V.

This gap is clearly in the horizontal lines at ¢ :% in Fig.
3(d). The process of folding in reciprocal space can be
repeated in a similar way for other rationals like ¢ = % and
%. In this case, the periodicity is 3, and the folding around
the first Brioullin zone limit occurs at k = /3. Three bands
are produced in this case, and the gaps are centered at
+/ cos(n2/3) and +4 cos(n/3). The process is repeated for
other approximants.

4. Localization properties using correlators

As a simple example of the utility of having an expansion
for the FC, we will obtain the potential correlator. This can
serve to understand how the addition of harmonics leads to
different localization properties. For A = 1 the eigenstates
of the Harper equation are critical, i.e., the wave-functions
decay as a power law, while they are localized for A>1 and
extended for A< 1. This comes from Eq. (7). Therein, if the
square of the components is finite,

o0

> ldl* <o,

m=—00

the corresponding wave-function is non-localized. In the
pure Harper equation, when A — oo, the solutions in real
space are localized wave-functions, since they correspond
to the dual of solutions with 4 — 0 in reciprocal space,
which are known to be extended. In the FC, for all values
of 8V the eigenstates are critical [29]. An interesting
question is how many harmonics are needed to produce the
transition from the extended states in the Harper equation
to the critical behavior observed in the FC. To measure
localization in one dimension, the Lyapunov exponent
(LE) is used (L™"). The LE is the inverse of the localization
length (L) for a localized state. Having the zero value of the
LE, one can have a power law dependence of the wave-
function. There are already many methods to treat the
spectrum and the eigenfunctions, but the simplest one uses
the pair correlation function of the potential [31]. This
method requires that the potential must be bounded for
any n, with V(n)<1. Notice that the previous condition is
the most interesting limit for quasiperiodic potentials, since
for V(n)>1 one can use perturbation theory to obtain the
spectrum and eigenfunctions [32]. Also, to get analytical
expressions for the LE, the potential must be ergodic
[31,33], a condition that is satisfied by the potential (5),
since the obtained sequences of V4 and Vg are periodic or
quasiperiodic. A second condition is that the correlation
matrix of the potential (¢, = &(k — k')) must be semi-
positive defined [31], where the correlator &(k) of any
potential is defined as

(V()V(n+ k) = eiék), (VmV(n) = &.

For the Harper equation, &(k) = cos(2n¢k), and for a
Fibonacci-like potential, by using Eq. (6), the correlator
can be written as,

S .2
fhy = 457> 3 o sonsgh), (14)
s=1 (Sd))

which satisfies the conditions for a proper correlation in
order to get the analytical LE. For a 1D Hamiltonian, the
inverse localization length is given by [31],

- eop(p)

~ 8sin’(n)’ o) =142 1; &(k) cos(2puk).
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Here, the function ¢(u) is given by the Fourier series with
the coefficients &(k). For the Harper equation, (k) =
cos(2ngk), which gives @(u) =0 and thus all states are
nonexponentially localized. For Fibonacci-like, &(k) is
given by Eq. (14), which also gives ¢(u) =0 for all S.
Thus, since the LE are 0, all states are non-localized for any
number of harmonics. As a result, the states can have a
power law dependence of the wave-function or they can be
extended as in the Harper case. The question that remains
to be answered, is how the transition from extended to
critical states is achieved as the number of harmonics is
increased from Harper to Fibonacci. To solve this
question, an expression for the scaling exponents in terms
of the correlators is needed [34]. In a forthcoming article,
we will pursue such investigation.

5. Conclusions

In the present article, we have shown that the Fibonacci
potential can be approximated as a sum of Harper
potentials. As a consequence, one can follow the evolution
of the spectral types as a function of the number of har-
monics. In particular, a butterfly similar to the Hofstadter
case is found, which contains the Fibonacci potential. The
corresponding spectrum is a fractal object, and the Fourier
components of the potential provide a simple explanation
for the main features of the spectra. However, since the
spectrum of the Fibonacci chain is singular continuous
with power law localized states for any strength of the
potential (8V), and that the Harper potential has a
continuous (A< 1), singular continuous (4 = 1), and pure
point spectrum (4> 1), with non-localized, power law, and
localized states, respectively, this leads to many interesting
questions, as for example, at which harmonic the spectral
type is changed when the potential goes from Harper to
Fibonacci. This is equivalent to ask for which harmonic the
eigenfunctions of the Fibonacci case become critical.

It is worthwhile mentioning that ¢ controls the transi-
tion from periodic to quasiperiodic sequences, and thus,
the present approach also leads to the possibility of
studying the electronic properties as a function of such
parameter. Furthermore, it can be proved that the
parameter ¢ can also be related with a magnetic field, as
happens in the Harper potential. In that case, instead of
having a constant magnetic field in space, one has a space
modulated magnetic field [35]. In real systems, the changes
in ¢ are simple to study using many different devices, since
its effect is only a change in the sequence of the binary
potential. For example, one can use microwaves in a cavity,
a dielectric superlattice or a space modulated magnetic field
in a semiconductor.

Finally, the present approach also leads to the possibility
of building analytical solutions for a FC. We hope that

other researchers will try to answer some of the intriguing
questions posed by this paper.
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We find the exact solution of graphene carriers dynamics under electromagnetic radiation. To obtain the
solution of the corresponding Dirac equation, we combine Floquet theory with a trial solution. Then the energy
spectrum is obtained without using any approximation. We also prove that the energy spectrum presents a gap
opening, which depends on the radiation frequency and electric wave intensity, whereas the current shows a

strongly nonlinear behavior.

DOI: 10.1103/PhysRevB.78.201406

Graphene, a two-dimensional allotrope of carbon, has
been the center of much research since its experimental dis-
covery four years ago.! It has amazing properties.?= For in-
stance, electrons in graphene behave as massless relativistic
fermions.>® Such property is a consequence of its bipartite
crystal structure,” in which a conical dispersion relation ap-
pears near the K,K’ points of the first Brillouin zone.?
Among other properties one can cite the high mobility that
remains higher even at high electric fields and translates into
ballistic transport on a submicron scale® at 300 K. Graphene
is therefore a promising material for building electronic de-
vices, but there are some obstacles to overcome. One is the
transmission probability of electrons in graphene, which can
be unity irrespective of the height and width of a given po-
tential barrier.? As a result, conductivity cannot be changed
by an external gate voltage, a feature required to build a
field-effect transistor (FET), although a quantum dot can be
used. In a previous paper, we have shown that a possible way
to induce a pseudogap around the Fermi energy consists of
doping graphene.’® On the other hand, much effort has been
devoted to understanding the electrodynamic properties
of graphene as well as its frequency dependent
conductivity.!*-15 In this Rapid Communication, we solve
without the need of any approximation, the problem of
graphene’s electron behavior in the presence of an electro-
magnetic plane wave. As a result, we are able to find a gap
opening. This is like if electrons in graphene acquire an ef-
fective mass under electromagnetic radiation. We also calcu-
late the current and show that there is a strongly nonlinear
electromagnetic response, as was claimed before by
Mikhailov!® using a semiclassical approximation.

Consider an electron in a graphene lattice subject to an
electromagnetic plane wave as shown in Fig. 1. The plane
wave propagates along the two-dimensional space where
electrons move. In this Rapid Communication we take k
=(0,k). The generalization to any direction of k is straight-
forward. It has been proved that a single-particle Dirac
Hamiltonian can be used as a very good approximation to
describe charge carriers dynamics in graphene.!” For wave
vectors close to the K point of the first Brillouin zone, the
Hamiltonian is'®

1098-0121/2008/78(20)/201406(4)
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. 0 A-in
H(X,y,t) = UF| 4 ) (1)

i, 0

where vg is the Fermi velocity vg=~¢/300, m=p—-eA/c with
p being the electron momentum operator, and A is the vector
potential of the applied electromagnetic field, given by A

=[%cos(ky— wt),0], where Ej is the amplitude of the electric
field and w is the frequency of the wave. E; is taken as a
constant since screening effects are weak in graphene.*® For
the valley K’ the signs before m, are the opposite.’® The
dynamics is governed by

H(x,y,tH) W (x,y,t) = iﬁ%xt’y’t), (2)
where
_ WA(XI yvt) )
Poey0= (wx, v.0

is a two component spinor. Here A and B stand for each
sublattice index of the bipartite graphene lattice.” To find the
eigenstates and eigenenergies we adapt a method developed

Kk

X

FIG. 1. (Color online) Graphene lattice. Atoms in the A sublat-
tice are shown with different color than those in the B sublattice.
The vector k in which the electromagnetic field propagates and the
electric-field vector E are shown.

©2008 The American Physical Society
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by Volkov in 1935 (Ref. 20) to study the movement of rela-
tivistic particles under an electromagnetic field. Volkov con-
sidered bispinors and Dirac matrices. We use instead Pauli
matrices and spinors. First we write the equations of motion
for each component of the spinor

oe = i Wty =in AR g
DR( + i) WAy, 1) = iﬁw. 4)

Considering the magnetic field as B, the commutation rules
for r, and 77, are

i7i
[, ] = %Sijkﬂgk, =Xy, (5)
{%,%Xi i%y} :—eTEosin(ky—wt), (6)

and using that k,A*=0, we find the following equation of
motion for the spinor:

_hz[vz(&z‘l’ . (92\11> P

X ay? ot?
+[& cos? ¢ — Evphaksin ¢ — ihwéo, sin W =0,

(7)

where we have defined the phase ¢ of the electromagnetlc

wave as ¢p=Ky—wt. The parameter & is defined as 5—%,
and o, is the set of Pauli matrices. To solve this equation, we
follow Volkov’s suggestion to use a trial function that de-
pends upon the phase ¢ of the wave with the following form:

‘I’(X y,t) - eipxx/ﬁ+ipyy/h—iet/ﬁ|:(¢) (8)

ow
} + 2ihévg cos ¢>—

where e= vF\pr+p and F(¢) is a spinor. Inserting Eq. (8)
into Eq. (7), it y|elds an equation for F(¢). The resulting
differential equation is

Ziﬁendz(j) + [~ 2&vepy €OS ¢ — Evghoksin ¢
+ & cos? ¢ — ihwéay sin ¢JF(p) =0, 9)

and = ew—v,z:kpy. The previous equation can be solved to
give

F(¢) =exp[G(¢)]u, (10)
where u is a two component spinor and,
G(9) = 'f 18, 18 sing
/M
s &vpa K iz éo
|—27] ¢+8h sin 2¢ - 77(rxt:os(;s
(11)

In the important case of a field with a long wavelength com-
pared with the system size (A — ), G(¢) is reduced to
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G..(t) = lim G(¢)

A—o

|§ |§ 16VE
sin wt
4ﬁ6 hew hew™ @
. 2 g
+ sin 2wt — — o, COS wt, 12
8hew @ ZGUX @ (12)

where ¢ is now equal to wt. The complete solution is

W(x,y,t) =explipx/t +ipy/h - iet/filexp[G(¢h) ]u,
(13)

where u must be taken as a two component spinor, which
satisfies the requirement that when A—0, W(x,y,t) should
be the solution of the free Dirac equation to avoid strange
solutions. Thus u is given by

1/(+ ~i¢/2
u:7< ’ip/z ) (,D:tal’](%), (14)
X

V2\ €

where the plus sign stands for electrons and the minus sign
stands for holes. The eigenvalues are e+&w/47. But now
we need to take into account the time periodicity of the elec-
tromagnetic field, which means that the solution must be
written in the following way:?!

W =exp(—ixt/h)P(x,y,1), (15)

where ®(x,y,t) is periodic in time, ie., ®(x,y,t)
=d(x,y,t+T), and x is a real parameter, being unique up to
multiples of Ziw, w=27/ 7. In fact, such property is very well
known within the so-called Floquet theory,* developed for
time-dependent fields. This time periodicity of the field leads
to the formation of bands. Our solution [Eq. (13)] satisfies
the requisite form Eq. (15). However, to obtain the Floquet
states? for this problem, we need to consider that e
+&w/47 is unique up to multiples of Aw. Thus E=e
+&w/4n+nhw, where n is an integer such that n
=0,=*+1,*2,..., while ®(x,y,t) is the Floquet mode given
by

®(x,y,t) = explinwt + ipx/f +ipyy/f lexp[F(#)]u,
(16)
where F(¢)=G(¢)+iéwt/4hn. The Floquet modes of the
problem must satisfy the equation®

{H(x,y,t) - |ﬁ%}b(x,y,t) = ED(X,y,1). (17)

The final eigenenergies for electron and holes are the fol-
lowing:

EA(p) = o = vl = | —— ST
=nhw *v * ,
" a2l (2)]

olpl|
(18)

where n=0, =1,..., and the wave function is
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W p(X, Y, 1) = exp[= iEL(p)UA]D(X,Y, 1), (19)

and @(x,y,t) is the Floquet mode Eq. (16). If the two small-
est terms are neglected in Eq. (12), our solution can be re-
duced to one found in Ref. 22. The spectrum given by Eq.
(18) is made of bands, where the electromagnetic field bends
the linear dispersion relationship due to the last term. In the
important limit of long wavelengths, such term becomes

fEve _ &

A = PF = £
(P = 2 pe? - e

(20)
Thus, around the Fermi energy, holes and electron bands are
separated by a gap of size A=2A(pg). To estimate the mag-
nitude of the gap, we consider electrons near the Fermi en-
ergy, thus e=vgl|p|~ ez, where e is approximately? e
=86 meV. For a typical microwave frequency w=50 GHz
with an intensity E;=3 V/cm of the electric field, the gap
size is around A=0.2 meV. Due to the gap opening, the
particles are no longer massless. The mass acquired by the
carriers due to the field is therefore around 10~*m,. Since this
is a time-dependent problem, one cannot measure the gap
directly from the density of states. Instead, one can look for
jumps in the dc conductance, using, for example, the device
proposed in Ref. 22. Finally, the solution can be used to
evaluate the current using the collisionless Boltzmann
equation,®® neglecting interband transitions. However, this
approach turns out to give the same results as considering the
velocity of the particles as time dependent while the distri-
bution function [f(t)] remains static.2® Such equivalence is
the result of the trivial statement that in the Boltzmann ap-
proach, the electric field induces a displacement of the Fermi
surface.?® In fact, the current obtained below is equal to the
one obtained using a Boltzmann equation semiclassical ap-
proach for graphene under an electric adiabatic field,6 which
also reproduces the intraband Drude conductivity.'® The
electric current is given by j(t)=4S'Zj (D f,(t), where S*
is the sample area and the factor 4 comes for the spin and
valley degeneracies. j,(t) denotes the contribution to the cur-
rent of particles with momentum p at time t. Let us first
calculate the w component of the current vector, given by
Jup()=eveWy o, W, We use Eq. (19) in the long-
wavelength limit to obtain the components of j in the x and
y directions,

Jxp(t) = eve sinh(gcos wt) + cosh(gcos wt)cos @,
€ €

(21)

and j, ,=€vg sin ¢. In j, we observe a very important non-
linear behavior. In fact, j, ,(t) can be written as a combina-
tion of harmonics by using a Fourier series development of
the hyperbolic functions?*
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§
Jxp(t) = evFE Jasna| | Joosl(2s+ Det]

+evF[JO< >+22 J25< )cos(ZSwt)]cos @,

(22)

where J(¢/ €) is a Bessel function. Our result is similar to the
current obtained using a semiclassical approximation,'® ex-
cept for the last term, which eventually cancels out in the
thermodynamical limit. Now we include such limit by using
the distribution function f(p). In this case, we are dealing
with quasiparticles with an effective dispersion relation. Us-
ing Eq. (22), and by summing over the phase space we get

j(t) = 2 A(s)cos[(2s+ 1) wt],

(2 Wfi)2

A(S) - f f J25+1( ) n(p)dpxdpy: (23)

where n(p)=[1+exp(E,(p)-e€r)/kgT]™* is the occupation
factor. For eg>KkgT, n(p) can be replaced by a step function.
Using Eq. (18), vepr=ef1+v1-(&/€)?]/2 for n=0, A(s) is

to(Q
As) = 2'77'I:)|2:‘12J ‘]25+1(_0)de,
0 aX

_ M)~ 1,
—( 5 ~{1 4QOv (24)

where Qu=¢/ eg=€E,/ (Cwpg). For s=0 we obtain,

Q)1 (), .
A(0)~7TpF0‘Q0{1+8< a) _576< a) ' ],
(25)

and for s>0, the integral can be approximated as A(S)
~2mp(Qy/2)°T'(s-3)/ al'(s+3). The first terms of the cur-
rent are

jx(®) = enweQqf (1 - Q@) cos(wt) + ZQ2 cos(3wt) + -},

where ng is the density of electrons ng=p2/##2. In conclu-
sion, we solved the Dirac equation for graphene charge car-
riers under an electromagnetic field.

We acknowledge DGAPA-UNAM Projects No. IN-
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Erratum: Analytic solution for electrons and holes in graphene under electromagnetic waves:
Gap appearance and nonlinear effects [Phys. Rev. B 78, 201406 (2008)]

F. J. Lopez-Rodriguez and G. G. Naumis
(Received 17 December 2008; published 15 January 2009)

DOI: 10.1103/PhysRevB.79.049901 PACS number(s): 73.22.—f, 73.21.—b, 81.05.Uw, 99.10.Cd

One term was deleted in Eq. (9), as well as the corresponding discussion. Equation (9) must be corrected as follows:

2
d dF(;f) + Ziﬁ,,dz(;) + [~ 2&vEpy €OS ¢ — Evphok sin ¢+ & cos? ¢ — ihwéoy, sin $]F () = 0. 9)

The solution of Eq. (9) has the form F(¢)=exp(-i¢B/2A)z(p), where z(¢) solves the equation z"(¢)+[(C(¢)/A)
-B?/(4A%)]z($)=0, and A=-%2(v2k?- w?), B=2%7 and C(p)=—2£vpy COS - Evphak sin ¢+ £2c0s? p—ihwéay sin ¢. With
this correction, our main results are still valid, but now the energy gap and wave function are those of the long-wavelength
limit case. This change does not affect the conclusions of the paper.
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We study the energy spectrum for the problem of graphene’s carriers under
perpendicular incidence of electromagnetic waves. To obtain the spectrum,
we solve the Dirac equation under such a field. Then a generalized Mathieu
equation is obtained. The limiting cases of strong and weak fields, as well as
long and short wavelengths, are analyzed. The energy spectrum is obtained
numerically by using the Whittaker method, and a perturbation method is
used to obtain the analytical separatrix curve between allowed and
forbidden states. The energy spectrum presents bands, and a gap at the
Fermi energy. The gap is linear on the electromagnetic wave intensity.

Keywords: graphene; electromagnetic waves; Mathieu equation; gaps

1. Introduction

In the last four and a half years, graphene (a two-dimensional allotrope of carbon)
has become the corner-stone of much research [1-3]. Since its discovery in 2004,
using the technique called micromechanical cleavage [4], different groups have
studied experimentally its properties and potential applications. Graphene, for
example, has a breaking strength 200 times greater than steel [5]. With this material,
scientists have achieved electron mobilities of 200,000cm? V~' s~! by suspending
single layer graphene [6]. However, when graphene is set in a substrate, mobilities
decrease [7]. The mobilities are now ~4 x 10*cm? V' s7! indicating the importance
of the choice of substrate. On the other hand, because of these high mobilities, there
has been much effort to use graphene in electronic devices. One of the first
technological achievements was to make the first single electron transistor [8], and
the operation of the first graphene transistor at GHz frequencies [9].

On the theoretical side, much effort has been devoted to understanding the
electromagnetic properties of graphene [10-21]. Among this work we can mention
the studies of the frequency dependant conductivity [10,11,17,18], the nonlinear
electromagnetic response of graphene [19,20], the novel electric field effects [13] and
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the possibility to induce a gap by applying magnetic and electric fields [20,21]. This
effect can also be induced by doping graphene [22], and its prediction has been
confirmed very recently [23].

In previous work, we studied the problem of graphene irradiated by
electromagnetic waves [20]. We showed that graphene takes an incoming electrical
signal of determinate frequency and produces an output signal whose frequency is a
multiple of the original one. Therefore graphene can work as a frequency multiplier.
Recently the materialization of this idea was achieved at the Massachusetts Institute
of Technology where David Chandler and collaborators built the first experimental
graphene frequency multiplier [24]. However, in our previous derivation, the solution
contained a very rough approximation, since the second derivative of the field was
neglected [20]. Here we provide a solution that avoids this problem, and solves the
inconsistencies of the previous solution. Furthermore, in our previous work we only
considered the case of electromagnetic radiation with a wavevector in the graphene
plane. In most of the experimental situations, the radiation has normal incidence
to the graphene. For example, this is the case for most of the optical properties.
In this paper, we continue the research into graphene interacting with radiation,
but now we consider the important case of a graphene layer irradiated with
perpendicular incidence of an electromagnetic plane wave. By solving a new kind of
generalized Mathieu equation, we obtain the spectrum of energies, which presents
bands and gaps. In the limit of high frequencies or small fields, the gap is at the
Fermi energy and thus can influence the transport properties.

The paper is organized as follows. In Section 2, we show how to model the
interaction between the electric field and the sample of graphene. We find three
important limiting cases to analyze, corresponding to interesting experimental
situations. In Section 3 we study in detail all the limiting cases; in Section 4 the
conclusion are given; and the details of the calculations are summarized in the
appendixes.

2. Modelling graphene under a perpendicular electromagnetic field

For graphene, it has been shown that the Hamiltonian for wavevectors close to the K
point of the first Brioullin zone can be written as [25],

€0 J%x—iﬁ’y
H(X,y’l)ZVF A~ oA B
7Tx+Z7Ty €0

(M

where vy is the Fermi velocity vy~ ¢/300, with ¢ the light speed. ¢, is the zero
point energy, 7 = p —eA/c with p being the electron momentum operator, and
A is the vector potential of the applied eclectromagnetic field, given by
A:(%cos(kz—wt), 0). Ep is the amplitude of the electric field and w is the
frequency of the wave. £, can be taken as a constant since screening effects are weak
in graphene [26]. The dynamics of charge carriers in graphene is governed by the
Dirac equation [25],

oW (x,y,1)

H(x,y,t)¥(x,y,t) = il 5

2
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where,

(€)

Y(x,p,1) = eifof/h< W, s Z))

W(x,p,1)

is a two component spinor. Here 4 and B stand for each sublattice index of the
bipartite graphene lattice [27]. Inserting Equation (3) into Equation (2) we obtain,

st — it ).y, 0 = in AL, @
VE(TT 4 i )W (X, p, 1) = ihw. (5)
The commutation rules for 7., 77, and 9/d¢ are in this case,
[#n]=0. ij=xy (6)
a . A
[&, T+ 17'[},] =— ot). (7

Using these commutation rules and Equations (4) and (5), we find the following
equation of motion for the spinor under the electromagnetic field,

R A >’
2 2
—h (VF<W + 8—y2> pYS ) + 21h§chos¢— + [5 cos’ p—iliwéoy sin qS]

®)
where we have defined the phase ¢ of the electromagnetic wave as ¢ =kz — wt. The

parameter & is defined as,

g = o ©)

cw

and o, is the set of Pauli matrices. For nearly flat graphene, we can put z=0, and the
last equation becomes,

FY PP\ PV B 4
— 1 (v%(w + W) ¥ ) + 2ihévg cos(a)t) —
+ [&* cos*(wt)—ihwEo, sin(wt) ¥ = 0. (10)

Consider a solution of the following form,
W(x,y, 1) = PR (wr), (11)

where F(wt?) is a spinor. By inserting Equation (11) into Equation (10), it yields an
equation for F (wf). The resulting differential equation is,

é 1
(ho)*  (ho)’

F"(w1) + { [£7 cos*(wr) — 2&vppy cos(wi)]|— L3 oy sin(wt)}F(a)t) =0

hw
(12)
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where € = v /p2 + p2. This equation is in fact a set of two coupled differential
equations; its solution gives the answer to the problem. The general solution of this
equation can be performed by using a method similar to the one presented in
Appendix 1. However, the solution is very difficult and here we prefer to present
three important limiting cases. One is & =0, which serves to check the equation. The
others concern the experimental situations &/fiw>> 1 and &/hiw < 1. Since,

& _weby | 1 ok
ho ¢ hio®  300%iw?’

the first case eEo/fiw” 3> 300 corresponds to strong electric fields or long wavelengths,
while the case eEy/fiw® <300 corresponds to weak electric fields or short
wavelengths. We must mention that our approach breaks down for very strong
electromagnetic fields or high frequencies, since the original tight-binding
Hamiltonian can be modified in a substantial way. The limiting frequency for
using the Dirac model is around [28] @ ~ 4 x 10'° Hz. Having these considerations in
mind, let us explore the nature of the solutions in the following section.

(13)

3. Approximate solutions
3.1. No electric field

The first case is when £=0; this means that there is no interaction between charge
carries and the electromagnetic wave, thus we have free particles in the graphene
sheet. The equation for F(wi) is

" 62 _
F’(wf) + WF(m) =0 (14)

whose solution is
F(w?) = e/, (15)

This last equation is the solution of the free particle problem as it should be. Here u is
a spinor that can be written as

() e
u=— . , @=tan| =),
\/5 e/? v Dx

where the plus and minus sign stand for electrons and holes, respectively.

3.2. Intense electric fields or long wavelengths (eEy/ho’ > 300)

In this case &/iw>> 1, and thus in Equation (12) we can neglect linear terms in &//iw.
Also, in what follows we take p, =0, which is basically an initial condition, in order
to simplify the equations, although the general case can be solved in a similar way.
The following equation is obtained for F(w?),

e 1

Gy ()

F’(wf) + { £ cosz(a)t)}F(a)t) =0. (16)
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Using the relation cos?(wf) = %(1 + cos(2wt)) we can write,

€2 £ 1
F’(wt) + +——|=(1 4+ cosQwi) | { F(wt) =0,
@0+ [yt e 20 +eos200 | o
and defining,
%-2
- _ , 17
= oy (17
and,
2
€
=———12q, 18
o)’ q (18)
we obtain the equation
2
@) | (4~ 2gcosan)Foi) = 0, (19)
d (wi)

which is a set of two uncoupled Mathicu equations in standard form. According to
Floquet’s theory, the solution of Equation (19) has the form [29],

Flot) = Z Cor(; a, g)et 2ot (20)

r=—00

where C».(u;a,q) are Fourier coefficients. Furthermore, using the Whittaker
method, in Appendix 1 we show that the allowed values of p are given by,

1
p=—cos” (I = A(0; a,g)(1 = cos 7/a)) a=0, @21

and

1
w= ;cos_l(l — A(0; a,q)(1 — coshn/a)) a < 0. (22)

where A,(0; a, ¢) is a determinant defined in Appendix 1, which can be calculated
using the recursive Strang method [29].

In Figure 1 we present the energy spectrum obtained from Equations (21) and
(22), in which the gray regions are the allowed values of the energy. This diagram is
the spectrum of the usual Mathieu equation. However, in the present case there is an
extra constraint that relates @ with ¢ due to Equation (18). For fixed energies ¢, this
condition is equivalent to drawing a set of parallel lines in Figure 1. Since (¢/hw)? is
always positive, in Figure 1 we plot the line « = —2¢ , which divides the spectrum into
two zones. Energies on the left side of this line are not allowed, while the values on
the right side are allowed. States over this line have e =0. Notice that for a fixed
electric field, ¢ is a constant. Thus, to ‘read’ the spectrum for a given field, one must
draw a vertical line at fixed ¢. Using this method, a simple analysis of Figure 1
reveals bands separated by energy gaps.
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Figure 1. Energy spectrum for the case of intense electric fields or long wavelengths. A line
divides the spectrum into two regions; one of them is allowed while the other is forbidden due
to Equation (18).

3.3. Weak electric field or short wavelengths (eEy/ho’ < 300)

Under this limit, in Equation (12) we can neglect quadratic terms in &/hiw to obtain
the following equation for F(wt),

2

(hw)?

Equation (23) is a set of two coupled equations. To decouple these equations, we
proceed in the following way. First we write both equations explicitly,

F/(wf) + { - % o, sin(a)t)}F(wt) —0. (23)

&2
Fl(o)+—— oy 5 Fi(wt) — —ésm(a)t)Fz(a)t) =0, (24)
¢ i§
F(wt) + —— oy 5 Fa(wt) — —sm(wt)F1 (wt) = 0. (25)
If we add both equations, we obtain,
" 2 1 P _
u"(wt) + {(h 2 %lé sm(a)t)}u(a)t) =0, (26)

where u (wt) = Fi(wt) + F>(wt), while if we subtract them, the following equation is
obtained,

€2

(h)

where v (wf) = Fi(wt) — F>(wt). For this case, we define new values for ¢ and ¢,

v (wt) + { 1 Pt sm(a)t)}v(a)t) = 27)

62

a Zw, (28)
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and,
§
__S 29
1 2ho’ (29)
therefore we can write,
u"(wt) + {a — 2ig sin(w?)}u(wt) = 0, (30)
v'(wf) + {a + 2igsin(wt) }v(wt) = 0. (31)

Let us make the following change of variable ¢’ =wt/2. By inserting this new
variable in Equation (30), we obtain

u'(2¢") + (A — 2iQ sin 2¢ u(2¢’) = 0 (32)

where 4=4a and Q =4¢q. Notice that the equation for v (wt) is obtained by
the replacement of ¢ by —g. Thus, we only need to solve Equation (32) for ¢ <0
and g > 0.

To find the spectrum of allowed energies, we follow a procedure similar to the
one that we used for the case of intense electric fields. The main difference is that now
Q is multiplied by the imaginary number /. In this case, we can still use the Floquet
solution, and thus the spectrum is found by using Equations (21) and (22). However,
A0; a, q) is changed since the recursion relations are modified, as shown in
Appendix 1.

Figure 2 shows the resulting energy spectrum. The gray zones are the allowed
energy values, and again we obtain a series of bands. In the same plot we also present
the contour curves corresponding to the same p as given by Equation (21). This
numerical result can be compared with a theoretical result by using perturbation
theory, as shown in Appendix 2. In particular, in Appendix 2 we show that the
separatrix between allowed and non-allowed states is given by,

A~Ltor (33)
2

To compare the theoretical separatrix curve and the numerical transition curve at
the origin, we calculated the curvature of the theoretical curve performing the second
derivative of Equation (33). The theoretical result is 1 for the curvature, while the
numerical result is 1.1.

The most important thing to notice in Figure 2 is that an energy gap appears near
the Fermi energy (¢ =0). As explained in Figure 3, where an amplification of the
region around the origin is presented, for a given electric field, the minimal value of €
is determined by the separatrix curve. In fact, since the separatrix curve is given by
a~2¢°, and using Equations (28) and (29), we obtain the minimal allowed value of e,

§
e~ +—— 34
V2 (34
which produces a gap of size:
A~ @. (35)

cw
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Figure 2. (Color online). Energy spectrum for the case of weak electric fields or short
wavelengths. The gray zones are allowed energy values. Contours denote curves of the same .

Figure 3. (Color online). Amplification of the energy spectrum for the case of weak electric
fields around € =0. For a fixed field (Q constant), the figure shows two energy gaps and two
energy bands near the Fermi energy. The separatrix curve A=Q?%2 obtained from
perturbation theory (Appendix 2), which determines the minimal value of e, is also shown.

Let us estimate this quantity, for a microwave frequency w =50 GHz with an
intensity £y =1 V/m of the electric field, where the gap size is A~0.03 meV.

It is also worthwhile mentioning a second interesting prediction from
Equation (33). One can observe that the spectrum is made mainly from stacked
ellipses that grow in size, as seen in Figure 3. For Q < 1.48, the spectrum has two
gaps, one around 4 =0 and the other at 4 =4. However, for Q > 1.48 both gaps
merge and the first band disappears. Such a field is given by,

_ 1.48(cha?)

E
0 2evp

for a typical microwave frequency w =50 GHz. This value corresponds to a field of
Ey=1.797 V/m.
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4. Conclusions

In conclusion, we have found an equation that describes the interaction between
charge carriers in graphene under electromagnetic radiation. By solving this equation
we found the energy spectrum for intense electric fields and weak electric fields, as
well as for short and long wavelengths. The main features of the spectra is that a gap
is open near the Fermi energy. Thus, the conductivity can be controlled by applying
an electromagnetic wave, which is an effect that could be useful to build electronic
gates. Our analytical solution could also be useful to understand the optical
properties of graphene.
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Appendix 1

Here we provide the method used to find the energy spectrum of Equation (19). The energy
spectrum for the complex case of ¢, given by Equation (32), can be found in a similar way.

If Equation (20) is inserted into Equation (19) the following recurrence relation is
obtained,

q
Cy+——F—(Coi2+ Cy2)=0.
2 (2r—,ui)2—a( 242 + Cor2)
Defining
q
=, VVEZ,
Y o i —a

we obtain the following matrix,

Yor—2 0
O(n,a,q) =1 0 D U Y N 0
0 . . . . Y—2r42

0 0 0 0 0 yo 1
Finding non-trivial solutions of Equation (19) is equivalent to demanding,
det(® (s a, q)) = Ar(p; a, q) = 0;

besides this give us the spectrum of energies. We are going to use a method proposed by
Whittaker [30] for finding p as a function of @ and gq.
Let us introduce the following quantity [30],

1
A= .
cos(mip) — cos(my/a)
This quantity has the same poles that det(A,(u; @, ¢)) =0 has. Besides,

PLR . S hd o
Therefore defining,
n=Au; aq)— ki, (37)
we have that when u — +o00, 1 is bounded since,
lim n=1. (38)

n—too
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This result is a consequence of Equation (36) and the following fact,
METOQ Aps a,q) = 1. (39)

Invoking Liouville’s theorem due to the asymptotic behavior given by Equation (38), we
have that

k= A fi:LI) -1 (40)

must be a constant. Now we evaluate k for a particular A,(u; a, q), for example at ©=0. Thus
k = (A.(0; a, q) — 1)(1 — cos m/a). 41)
Using Equations (40) and (41) we obtain

Apsa,q)— 1

5 = (A/(0; a, q) — 1)(1 — cos T/a).

For our purposes A,(u; a, g) =0, and therefore
1
w= ;cos"(l — AN0; a, ¢)(1 —cosm/a)) a=>0 (42)

and

W= %cos_l(l — A(0; a,¢)(1 — coshm/a)) a < 0. (43)

However, to plot the spectrum, the value of A,(0; a, ¢) is missing. To evaluate this infinite
determinant, we can use the recursive Strang method [29], which produces the following
relation,

A;(O) = /327Ar—1 (O) - Ot2rﬂ2rAr—2(0) + 052r05%r_2Ar—3(0)’

where 0o =Y2iV2j—2 and /32,4 =1- oy

To solve the case of weak fields or short wavelengths, which is given by Equation (32), we
need to consider that ¢ is replaced by a complex ig in Equation (19). All the steps are similar to
the real ¢ case. However, the recurrence relation for A.(0; a, ¢) is changed to,

Ar(o) = ﬁ2I‘Ar71(O) + a2r/32rAr72(0) - aZl‘a§,<_2Ar73(0)a (44)

where oy, = V2iV2j-2 and Bor=14+as,.

Appendix 2

To find the separatrix between allowed and non-allowed states in Equation (30), we rewrite the
equation as,

u"(2¢") + (A — 2iQsen2¢ u(2¢")) = 0, (45)

where we have made the change of variable wt/2=¢'. Thus 4 =4a and Q =4q. We seek
solutions to Equation (45) in the form of the following perturbation expansions [31],

u2¢'; Q) = up(2¢") + Qui(29") + Q*ur(2") + - -- (46)

A=Ay+ Q041+ Q Ay + -+ (47)



[Inst De Invest En Materiales] At: 18:08 28 June 2010

Downl oaded By:

2988 F.J. Lopez-Rodriguez and G.G. Naumis

Substituting Equations (46) and (47) into Equation (45) and equating coefficients of like
powers of Q, we obtain,

ué’ + Aguy =0, (48)
MIH + Aoguy = —Auy + 2iug sin 2(]5,, (49)
u2” + Aour = —Aru, — Ayuy + 2iuy sin 2(1)/. (50)

Here we treat the case 4o=0. In this case uo=c, « is a constant. Equation (49) becomes,

u = —Aya + 2iasin2¢’. (51)
In order to make u; periodic, we set A; =0. Then the solution of Equation (51) is,
U = —%iot sin 2¢’. (52)
Substituting uo and u; into Equation (50) yields,
uw = —dra+a sin® 2¢’, (53)
thus,
uy = —Ara + %(1 —cos4e’). (54)

To ensure that u, is periodic, we let A, = % Hence the separatrix curve emanating from the
origin is given by

1
4=30"+0(Q"), (53)
and the wave function obtained after solving Equation (54) is
= 1iQ'2’+2 4¢’ + (56)
Uu=auo 2smd) 32cosq) s )
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