


 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 





�Indice general

1. Introducci�on 5

1.1. Agradecimientos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2. Resumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3. Contribuci�on Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. Preliminares Matem�aticos 8

2.1. Principios de backstepping para ecuaciones diferenciales ordinarias . . . . . . . . 8

2.2. Aplicaci�on de backstepping para ecuaciones diferenciales parciales . . . . . . . . . 12

2.3. Teor��a de modos deslizantes: una breve introducci�on . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.4. Aplicaci�on de la Teor��a de modos deslizantes para ecuaciones diferenciales parciales 18

2.4.1. Modos deslizantes en el espacio de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4.2. Estabilizaci�on de sistemas de fase m��nima . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.5. Desarrollo de observadores para ecuaciones diferenciales parciales . . . . . . . . . 23

2.5.1. Observadores por la t�ecnica de Backstepping para sistemas de dimensi�on

in�nita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.5.2. Observador tipo Luenberger para sistemas de dimensi�on in�nita . . . . . 25

3. Dise~no del observador por modos deslizantes para EDP de tipo parab�olico 27

3.1. Clase de sistemas en EDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2. Observador por modos deslizantes - Observador 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.3. Observador por modos deslizantes - Observador 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2



4. Resultados de simulaci�on 37

4.1. Observador para EDP tipo parab�olico por Modos Deslizantes . . . . . . . . . . . 37

4.2. Observador para EDP tipo parab�olico por Modos Deslizantes y el t�ermino lineal 41

4.3. Comparaci�on entre los observadores por modos deslizantes y el obtenido previa-

mente por Krstic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5. Conclusiones 47

6. Ap�endices 48

6.1. Ap�endice A. Transformaci�on de �u(x; t)! u(x; t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6.2. Ap�endice B. Prueba del observador 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.3. Ap�endice C. Transformaci�on inversa, prueba de causalidad - Observador 1 . . . . 57

6.4. Ap�endice D. Prueba del observador 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

6.5. Ap�endice E. Transformaci�on inversa, prueba de causalidad - Observador 2 . . . . 66

6.6. Ap�endice F. Prueba de estabilidad sistema objetivo 1 . . . . . . . . . . . . . . . . 70

6.7. Ap�endice G. Prueba de estabilidad sistema objetivo 2 . . . . . . . . . . . . . . . 73

3



�Indice de �guras

4-1. Din�amica del sistema inestable en EDP tipo parab�olico . . . . . . . . . . . . . . 38

4-2. Estructura del Kernel de la transformaci�on para el observador 1 . . . . . . . . . . 38

4-3. Distribuci�on en el espacio del error de salida por K0(x) para el observador 1 . . . 39

4-4. Din�amica del observador 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4-5. Ein�amica del error de observaci�on, cuando se aplica el observador 1 . . . . . . . . 40

4-6. Gr�a�ca del error de estimaci�on en u(xi; t) para los puntos x = 0, x = 0;25,

x = 0;5 y x = 0;75. El observador aplicado es el 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4-7. Din�amica del sistema inestable en EDP tipo parab�olico . . . . . . . . . . . . . . 42

4-8. Estructura del Kernel cuando se aplica el observador 2 . . . . . . . . . . . . . . . 43

4-9. Distribuci�on en el espacio del error de salida por K0(x) para el observador 2 . . . 43

4-10. Distribuci�on en el espacio del error de salida por K1(x) para el observador 2 . . . 44

4-11. Din�amica del observador 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4-12. Ein�amica del error de observaci�on, cuando se aplica el observador 2 . . . . . . . . 45

4-13. Gr�a�ca del error de estimaci�on en u(xi; t) para los puntos x = 0, x = 0;25,

x = 0;5 y x = 0;75. El observador aplicado es el segundo. . . . . . . . . . . . . . . 46

4-14. Comparaci�on de normas entre el observador 1, el observador 2 y el existente

anteriormente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4



Cap��tulo 1

Introducci�on

1.1. Agradecimientos

A CONACyT por el apoyo econ�omico obtenido durante mis estudios de maestr��a.

A la UNAM por darme la posibilidad de ser parte de la m�axima casa de estudios.

A mis asesores Dr. Jaime Alberto Moreno P�erez y Dr. Jorge Isaac Chairez Oria, por su

direcci�on y apoyo acad�emico y personal.

A mi jurado: Dr. Jes�us �Alvarez Calder�on, Dr. Leonid Fridman y Dr. Alexander Schaum,

por el tiempo dedicado a mi trabajo y por sus consejos.

A mi familia y seres queridos por brindarme la tranquilidad de saber que siempre cuento

con ellos.

1.2. Resumen

Existe una gran cantidad de sistemas cuyo comportamiento din�amico est�a descrito por

Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP), [1]. En a~nos recientes, este campo ha ido en crec-

imiento debido a que se han introducido modelos matem�aticos considerablemente m�as realistas

en diferentes �areas de investigaci�on como termodin�amica, estructuras el�asticas, din�amica de


uidos, sistemas biol�ogicos, entre otros, [2], [3]. A pesar del hecho de que optimizaci�on y control

de sistemas gobernados por EDP y, m�as recientemente por desigualdades variacionales, es un

campo muy activo de investigaci�on, [4], no mucho se ha desarrollado en el dise~no de obser-
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vadores. Para esta tesis se tienen dos aportaciones principales descritas en [5] y [6]. El primer

trabajo introduce un dise~no de observador lineal para sistemas en EDP tipo parab�olico. Este

trabajo involucra una transformaci�on lineal tipo Volterra que transforma el error de estimaci�on,

descrito tambi�en en EDP tipo parab�olico, hacia un sistema cuya din�amica se conoce es expo-

nencialmente estable. A este �ultimo sistema se le denomina sistema objetivo. La transformaci�on

involucra la soluci�on de un kernel dado en EDP tipo hiperb�olico lineales. Si esta transformaci�on

es posible y es causal (invertible), entonces las funciones de correcci�on de estimaci�on dadas en

la estructura del observador propuesto, est�an dadas pues dependen del kernel. Algunas apli-

caciones se han descrito en [7], [8]. Por otro lado, el segundo trabajo muestra c�omo realizar

un observador de orden reducido de sistemas en EDP multivariable, considerando que se tiene

medici�on en todo el espacio de una variable y reconstruye la otra. Se emplean observadores

Luenberger y observadores por modos deslizantes para lograr el objetivo. Algunas aplicaciones

se muestran en [9]. En este trabajo se trata de combinar las t�ecnicas de observaci�on por Back-

stepping para sistemas en EDP tipo parab�olico con medici�on puntual y la t�ecnica de modos

deslizantes con las propiedades que las discontinuidades ofrecen en teor��a de control. La t�ecnica

de Backstepping fue desarrollada para estabilizar sistemas din�amicos y es particularmente sat-

isfactoria en el �area de control no lineal, [10]. La idea b�asica de la t�ecnica de Backstepping para

sistemas con dimensi�on in�nita fue desarrollada en [11], donde las propiedades de estabilidad

de una clase de ecuaciones en diferencias lineales e invariantes en el tiempo sobre un espacio

in�nito dimensional fueron estudiadas. Estas ecuaciones en diferencias lineales e invariantes en

el tiempo fueron estudiadas debido a la discretizaci�on del sistema original (aquel que se de-

sea transformar), del sistema objetivo (hacia el cual se transformar�a el sistema original) y la

propia transformaci�on integral. Esto resulta en una relaci�on recursiva tipo Backstepping. La

estabilizaci�on del sistema original se garantiza si el kernel de la transformaci�on es causal. Esta

causalidad de la transformaci�on tipo Backstepping, aplicada al sistema original que lo lleva a

la din�amica exponencialmente estable del sistema objetivo, es necesaria par obtener la funci�on

de control, aplicada solo en un punto (en la frontera) La extensi�on de esta idea hacia sistemas

gobernados por EDP para la estimaci�on de estados fue propuesta en [5], donde el sistema a esta-

bilizar es la din�amica del error entre el sistema original y la din�amica del observador propuesto.

El control por modos deslizantes, aplicado a sistemas modelados por ecuaciones diferenciales
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ordinarias (EDO), ha garantizado estimaci�on de estados en tiempo �nito y con robustez ante

perturbaciones y din�amicas no modeladas como se ha estudiado en [12], [13], [14] y [15]. Exten-

der este m�etodo robusto hacia sistemas con par�ametros distribuidos, m�as espec���camente, hacia

sistemas modelados por EDP ha sido recientemente investigado [6]. Sin embargo, la convergen-

cia en tiempo �nito, que es posible en sistemas de dimensi�on �nita, bajo ciertas consideraciones,

solo ser��a posible en sistemas en EDP tipo parab�olico si la medici�on se puede realizar en todo

el espacio en todo tiempo. En casos donde la medici�on solo es posible en un punto del espacio y

el modo deslizante est�a en ese mismo punto, solo se espera tener convergencia en tiempo �nito.

Pero, en el resto del espacio, se espera tener convergencia exponencial.

1.3. Contribuci�on Principal

En esta tesis se analiza la posibilidad de aplicar modos deslizantes y la t�ecnica de backstep-

ping extendida para sistemas con dimensi�on in�nita con la �nalidad de dise~nar un observador

para sistemas con par�ametros distribuidos, en particular, para sistemas en una clase de EDP

tipo parab�olico donde la salida es �unicamente un punto de la variable espacial. No se han re-

alizado trabajos previos donde se empleen modos deslizantes para la estimaci�on de sistemas

en EDP tipo parab�olico empleando �unicamente medici�on puntual y trabajando conjuntamente

con la t�ecnica de backstepping extendida a sistemas de dimensi�on in�nita.

1.4. Objetivos

Revisar los resultados existentes referentes al dise~no de estimadores de estado para ecua-

ciones diferenciales parciales

Dise~nar un estimador de estado empleando la teor��a de modos deslizantes convencional

para ecuaciones diferenciales parciales de tipo parab�olico empleando la t�ecnica de back-

stepping.

Desarrollar un sistema de software para la realizaci�on num�erica de los estimadores de

estado para ecuaciones diferenciales parciales de tipo parab�olico
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Cap��tulo 2

Preliminares Matem�aticos

2.1. Principios de backstepping para ecuaciones diferenciales

ordinarias

El dise~no recursivo se compone de algunos pasos simples. Se re�ere a un dise~no Backstepping

porque se da un paso hacia atr�as hasta llegar a la entrada de control en un sistema escalar [16].

En general, Backstepping es un esquema recursivo basado en teor��a de Lyapunov propuesto

en los a~nos 1990's. Backstepping logra metas como estabilizaci�on y seguimiento. Esto se logra

debido a la estructura recursiva. Para dar una idea clara, de este desarrollo, se considera un

sistema de ejemplo

_x1 = x2 + x
2
1

_x2 = x3 + x
2
2

_x3 = u(t)

donde x1, x2 y x3 son los estados, y u es la entrada de control. El objetivo de control es dise~nar

un control por retroalimentaci�on de estados que estabilice el sistema asint�oticamente hacia el

origen. Para lograrlo se emplean los siguientes pasos:

1. Se inicia con el estado x1 y se de�ne z1 = x1. Se deriva la din�amica de la primera

coordenada

_z1 = x2 + x
2
1

(2.1)

En este caso, x2 se visualiza como la variable de control y se dise~na una ley de control
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virtual para (2.1) por ejemplo �1 y se de�ne z2 como la variable de error que representa

la diferencia entre el control actual y el control virtual de la forma

z2 = x2 � �1(t)

De ah�� que en t�erminos de la nueva variable de estado z se puede reescribir (2.1) de la

forma

_z1 = z2 + x
2
1 + �1(t)

En este paso, el objetivo es dise~nar un control virtual �1 tal que z1 ! 0. Se considera la

funci�on de Lyapunov de control

V1 =
1
2z
2
1

La derivada queda

_V1 = z1
�
�1(t) + x

2
1

�
+ z1z2

Se puede entonces dise~nar �1 tal que el subsistema de primer orden se estabilice. El control

se puede elegir como

�1 = �c1z1 � x21
_�1 = �(c1 + 2x1)

�
x2 + x

2
1

�
donde c1 > 0. Por lo tanto se puede escribir

_V1 = �c1z21 + z1z2

y es claro que si z2 = 0, entonces

_V1 = �c1z21

se garantiza, entonces, que z1 ! 0 asint�oticamente.

2. Se obtiene la din�amica del error para z2 = x2 � �1 quedando de la forma

_z2 = _x2 � _�1(t)

= x3 + x
2
2 + (c1 + 2x1)

�
x2 + x

2
1

�
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en donde x3 es ahora la nueva entrada de control virtual. Se de�ne un nuevo control

virtual �2 y se de�ne tambi�en z3 como la variable de error que representa la diferencia

entre el control actual y el control virtual

z3 = x3 � �2(t)

Entonces se obtiene

_z2 = z3 + �2(t) + x
2
2 + (c1 + 2x1)

�
x2 + x

2
1

�
El objetivo de control ahora es hacer z2 ! 0. Se elige la funci�on de Lyapunov de control

V2 = V1 +
1
2z
2
2

Tomando la derivada con respecto al tiempo se tiene

_V2 = _V1 + z2 _z2

= �c1z21 + z1z2 + z2
�
z3 + �2(t) + x

2
2 + (c1 + 2x1)

�
x2 + x

2
1

��
= �c1z21 + z1z3 + z2

�
z1 + �2(t) + x

2
2 + (c1 + 2x1)

�
x2 + x

2
1

��
Si el control virtual se escoge de la forma

�2(t) = �c2z2 � z1 � x22 � (c1 + 2x1)
�
x2 + x

2
1

�
con c2 > 0. Entonces la derivada de la funci�on de Lyapunov queda de la forma

_V2 = �c1z21 � c2z22 + z1z3
= �

P2
i=1 ciz

2
i + z1z3

Claramente, si z3 = 0 se tiene

_V2 = �
P2
i=1 ciz

2
i

Por lo tanto se garantiza que z1 y z2 convergen al origen asint�oticamente.
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3. Para �nalizar el dise~no, se obtiene la din�amica para z3 quedando �esta de la forma

_z3 = u(t)� @�2
@x1

�
x2 + x

2
1

�
� @�2

@x2

�
x3 + x

2
2

�
En esta ecuaci�on, aparece la funci�on de control u misma que se desea encontrar tal que

z1, z2 y z3 converjan a cero. Se escoge una tercera funci�on de Lyapunov de control de la

forma

V3 = V2 +
1
2z
2
3

donde su derivada es

_V3 = �
P2
i=1 ciz

2
i + z3

�
u(t) + z2 � @�2

@x1

�
x2 + x

2
1

�
� @�2

@x2

�
x3 + x

2
2

��
Finalmente, es posible dise~nar el control u tal que la derivada con respecto al tiempo

de la funci�on de Lyapunov de control V3 sea negativa de�nida. Para lograrlo, el control

propuesto satisface

u(t) = �z2 + @�2
@x1

�
x2 + x

2
1

�
+ @�2

@x2

�
x3 + x

2
2

�
� c3z3

donde c3 > 0. Por lo tanto, se obtiene

_V3 = �
P3
i=1 ciz

2
i

Entonces, por el teorema de Lasalle se garantiza que z1, z2 y z3 ! 0 cuando t ! 1.

Tambi�en se garantiza que x1, x2 y x3 ! 0 cuando t!1. Como puede observarse de los

pasos anteriores, si el sistema tiene una forma triangular y es de n estados, entonces se

necesitan n pasos para poder completar el dise~no del control.
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2.2. Aplicaci�on de backstepping para ecuaciones diferenciales

parciales

En [11] y [17] se detalla la extenci�on de la t�ecnica de Backtepping para la estabilizaci�on

global de sistemas de dimensi�on in�nita. El m�etodo consiste en general, en la discretizaci�on del

sistema en EDP como la que se muestra a continuaci�on

ut(x; t) = "uxx(x; t) + f (u (x; t)) (2.2)

para x 2 (0; 1), t > 0. Las condiciones a la frontera est�an dadas por

u (0; t) = 0

u(1; t) = �1(u (x; t))
(2.3)

y condici�on inicial

u (x; 0) = u0(x)

x 2 [0; 1]
(2.4)

Se asume que

" > 0 f 2 C1(R)

Se busca entonces una transformaci�on de coordenadas de la forma

w(x; t) = u (x; t)� �(u (x; t)) (2.5)

donde � : C ([0; 1])! C ([0; 1]) es un operador no lineal que se desea encontrar, tal que el sistema

(2.2) con condiciones a la frontera (2.3) y condici�on inicial (2.3) mediante la transformaci�on

(2.5) pueda ser transformado a un sistema exponencialmente estable como el que se muestra a

continuaci�on

wt (x; t) = "w (x; t)

x 2 (0; 1)

t > 0

(2.6)
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con condiciones a la frontera

w (0; t) = 0

w ((1; t) = 0
(2.7)

Una vez que la transformaci�on (2.5) es encontrada, se puede obtener el control por retroali-

mentaci�on en la frontera con

�1(u (x; t)) = �(u (x; t))jx=1

Con la �nalidad de encontrar (2.5) en una manera constructiva, se discretiza en la variable

espacial del sistema, con sus condiciones iniciales y de frontera (2.2), (2.3) y (2.4) y se desarrolla

una transformaci�on de coordenadas del sistema semidiscretizado. El problema principal consiste

en demostrar que la transformaci�on del sistema semidiscretizado converge a la transformaci�on

en dimensi�on in�nita (cuando se considera que la variable espacial no est�a discretizada). En

general esto es posible si f (u (x; t)) es una funci�on lineal, como se ha mostrado en [7], [5], [11]

y [18]. Se de�ne entonces

uni = u (ih; t)

para i; j = 0; 1; � � � ; n + 1, n = 1; 2; � � � donde h = 1
n+1 , y la discretizaci�on en diferencias

�nitas del resto de las funciones se de�ne de manera similar. La versi�on discretizada de la

transformaci�on de coordenadas (2.5) tiene ahora la forma:

wn = (I� �n) (un)

n = 1; 2; :::
(2.8)

donde �n es una funci�on n-vectorial valuada de un y

un =
�
un0 ; u

n
1 ; :::; u

n
n+1

�T
wn =

�
wn0 ; w

n
1 ; :::; w

n
n+1

�T
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La discretizaci�on del sistema (2.2) con condiciones en la frontera (2.3) y condiciones iniciales

(2.4) en versi�on discretizada se muestra a continuaci�on

un0 = 0

_uni = "
uni+1�2uni +u2i�1

h2
+ f (uni ) , i = 1; :::; n

unn+1 = �
n
n (u

n
1 ; u

n
2 ; :::; u

n
n)

(2.9)

Con la convenci�on de que �n0 = 0, entonces el sistema objetivo (2.6) con condiciones a la frontera

(2.7) en su versi�on discretizada se escribe como:

wn0 = 0

_wni = "
wni+1�2wni +w2i�1

h2
, i = 1; :::; n

wnn+1 = 0

(2.10)

Combinando las ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10) y resolviendo para �ni , se obtiene la siguiente

estructura recursiva

�ni = �h2

" f (u
n
i ) + 2�

n
i�1 � �ni�2 +

Pi�1
j=1

@�ni�1
@uj

�
unj+1 � 2unj + unj+�1 + h2

" f
�
unj

��
(2.11)

para i = 1; 2; :::; n. Algunos de los valores de �ni se muestran a continuaci�on:

�n0 = 0

�n1 = �h2

" f (u
n
1 )

�n2 = �h2

" f (u
n
2 )� 2h

2

" f (u
n
1 )� h2

" f
0 (un1 )

�
un2 � 2un1 + h2

" f (u
n
1 )
�

�n3 = �h2

" f (u
n
3 )� 2h

2

" f (u
n
2 )� 3h

2

" f (u
n
1 )� 2h

2

" f
0 (un1 )

�
un2 � 2un1 + h2

" f (u
n
1 )
��

�h2

" f
00 (un1 )

�
un2 � 2un1 + h2

" f (u
n
1 )
�
�
�
h2

" f
0 (un1 )

�2��
un2 � 2un1 + h2

" f (u
n
1 )
�

�
�
h2

" f (u
n
2 ) +

h2

" f (u
n
1 )
��
un3 � 2un2 + h2

" f (u
n
2 )
�

De las ecuaciones anteriores, puede observarse que (2.11) mantiene una estructura de backstep-

ping pues tiene una forma triangular. Por lo tanto, cuando n!1 y debido a este procedimiento

sistem�atico, la transformaci�on (2.5) es una transformaci�on de coordenadas de dimensi�on in�nita

14



tipo Backstepping o que esta t�ecnica involucra la extensi�on de Backstepping para sistemas de

dimensi�on in�nita, en particular para aquellos descritos por EDP.

2.3. Teor��a de modos deslizantes: una breve introducci�on

Desde los a~nos 70's hasta hoy d��a, el control por modos deslizantes ha ganado mucha atenci�on

en el campo de la ingenier��a debido a su insensibilidad ante perturbaciones y variaciones en los

par�ametros de un sistema. El control por modos deslizantes es un caso particular de sistemas

con estructura variable. Los sistemas con modos deslizantes tienen capacidad para ser una

herramienta e�ciente para el control complejo de alto orden de plantas din�amicas no lineales que

operan bajo condiciones inciertas. Los modos deslizantes como un fen�omeno pueden aparecer

en un sistema din�amico gobernado por ecuaciones diferenciales ordinarias donde el lado derecho

de la ecuaci�on contiene t�erminos discontinuos. �El termino modo deslizante apareci�o primero en

el contexto de los sistemas relevadores. El control por modos deslizantes puede ser dividido en

dos subtareas:

Dise~nar una super�cie estable para un �n en particular.

Dise~nar una ley de control que fuerce a los estados del sistema ir hacia la super�cie

dise~nada previamente en tiempo �nito.

Un ejemplo de motivaci�on para ejempli�car los modos deslizantes es el siguiente [19]. Se

considera un sistema de la forma

_x(t) = ax(t) + bu(t) + �(x; t) (2.12)

donde x(t) 2 R es el estado, a 6= 0 y b 6= 0 son par�ametros del sistema, u(t) 2 R es la funci�on

de entrada de control y �(x; t) 2 R es la perturbaci�on y las incertidumbres debidas a variaci�on

en par�ametros y din�amicas no modeladas. El objetivo de control es estabilizar x(t) cuando

se conocen las cotas de la perturbaci�on. Para estabilizar el sistema (2.12), cuando x(t) > 0

entonces se debe cumplir _x(t) < 0 y viceversa. De ah�� que, dependiendo del signo de x(t), la

acci�on del control debe cambiar alternadamente para cumplir con el objetivo de estabilizaci�on.
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Un caso en particular escogido es el siguiente

u(t) = �1
b (ax(t) +Qsign(x(t))) (2.13)

en este caso, Q > 0 se escoge tal que se satisfaga

j�(x; t)j � Q

Sustituyendo el control (2.13) en el sistema (2.12) se tiene

_x(t) = ax(t) + b
�
�1
b (ax(t) +Qsign(x(t)))

�
+ �(x; t)

_x(t) = �Qsign(x(t)) + �(x; t)

Para analizar el resultado anterior, se consideran los casos mencionados sobre el signo del estado

y su derivada. Primero, si x(t) > 0 implica que _x(t) < 0. y si x(t) < 0 implica que _x(t) > 0.

Se puede concluir que x(t) decrece y se dirige a x(t) = 0. Visto de otra forma, x(t) se dirige

hacia la l��nea x(t) = 0. De ah�� que, independientemente de la condici�on inicial, el sistema es

forzado a caer en la l��nea x(t) = 0. Sobre la l��nea x(t) = 0, la parte discontinua del control

no est�a de�nida; sin embargo, independientemente del valor que pueda tener, si x(t) sale de la

l��nea x(t) = 0 inmediatamente es forzado a volver a x(t) = 0. La fase inicial, cuando x(t) es

llevada hacia la l��nea x(t) = 0 se conoce como fase de al alcance. Mientras que si x(t) = 0 se

conoce como fase deslizante o modo deslizante. Puede notarse que cuando el sistema est�a en la

fase de deslizamiento, las perturbaciones no afectan al sistema mientras que cuando se est�a en

la fase de alcance, las perturbaciones afectan al sistema. La l��nea x(t) = 0 a trav�es de la cual el

sistema conmuta el valor de control se conoce como super�cie deslizante o hiperplano deslizante.

Usualmente se representa como s(x; t) = cTx(t) donde para el caso anterior, cT = 1.

Debido a que la ley de control, para el ejemplo anterior (2.13) no satisface la condici�on de

Lipschitz, el an�alisis no puede realizarse por medios convencionales. Una manera para resolver

la ecuaci�on diferencial en lazo cerrado que involucra a (2.13) y (2.12) es necesario emplear la

teor��a de Fillipov [20] y la otra emplea el m�etodo del control equivalente como se muestra en

[21].
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La soluci�on por el m�etodo de Fillipov [20] se emplea en sistemas de la forma

_x(t) = f(x; u; t) (2.14)

puede notarse que el sistema (2.12) est�a dentro de este caso m�as general de ecuaciones diferen-

ciales. Durante la fase de deslizamiento, s(x; t) = x(t) = 0, para cualquier tiempo t2 > t1 puede

de�nirse f� y f+ como los valores de la funci�on f(x; u; t) cuando se aproxima a la super�cie

de deslizamiento s(x; t). La propuesta de Fillipov emplea el valor promedio de f� y f+ para

obtener la soluci�on. Por lo tanto, el sistema (2.14) puede ser reescrito como

_x(t) = (1� v)f� + vf+ (2.15)

donde el valor escalar 0 � v � 1. se escoge con la �nalidad de que

fav = (1� v)f� + vf+

permanezca tangencial a la super�cie s(x; t) = x(t).

La otra t�ecnica para resolver la ecuaci�on diferencial en lazo cerrado que involucra a (2.12)

y (2.13) y que es ampliamente aceptada es el control equivalente. Este m�etodo reemplaza el

t�ermino discontinuo de la ecuaci�on diferencial por un control lineal al que se le denomina control

equivalente. Para el sistema (2.12) el control equivalente es de la forma

ueq(t) = �b�1ax(t)

Para analizar la din�amica del sistema durante el modo deslizante, el control discontinuo se

reemplaza por el control equivalente. Puede notarse que si el sistema fuese ideal, las trayectorias

permanecer��an en la super�cie s(x; t) para todo tiempo despu�es de haber alcanzado la super�cie.

Sin embargo, en pr�actica no se puede tener frecuencia in�nita de conmutaci�on por lo que en

general siempre se alcanza una vecindad de la super�cie s(x; t). Cabe mencionar que el m�etodo

del control equivalente puede analizar problemas que no pueden ser resueltos por el m�etodo de

Fillipov, como se muestra en [21].
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De aqu�� en adelante se han presentado muchos avances y aplicaciones incrementando el

orden de los sistemas, extendiendo resultados a control y observaci�on entre algunos otros, como

se muestra en [22], [23], [24] y [25] entre otros.

2.4. Aplicaci�on de la Teor��a de modos deslizantes para ecua-

ciones diferenciales parciales

2.4.1. Modos deslizantes en el espacio de Hilbert

La extensi�on de modos deslizantes para sistemas que pertenecen al espacio de Hilbert H se

ha introducido en [6] y [26] donde se introduce la descripci�on del comportamiento de un sistema

discontinuo semilineal sobre la discontinuidad de su modo deslizante. La clase de sistemas de

dimensi�on in�nita, que se manejan en el espacio de Hilbert satisfacen

_x = Ax+ f(x; t) + bu(x; t), t > 0

x(0) = x0 2 D(A)
(2.16)

donde x 2 H el operador in�nitesimal A se asume que forma semigrupos fuertemente continuos

TA(t) en el espacio de Hilbert U , la acci�on de control discontinuo est�a dada por u(x; t), b 2

L(U;H). La funci�on operador f(x; t) con valores enH representa las incertidumbres del sistema.

Asumiendo que las condiciones anteriores se cumplen, se garantiza que el sistema no forzado

(2.16) cuando u(x; t) � 0, tiene una �unica soluci�on fuerte x(t). Se propone un control unitario

u(x; t) que es continuamente diferenciable en sus argumentos excepto en

cx = 0 (2.17)

donde c 2 L(H;S) y S es un espacio de Hilbert. Se de�ne

H1 = ker c = fx1 2 H1 : cx1 = 0g � H
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como un subespacio en el espacio de Hilbert es complementario, existe H2 tal que

H = H1 �H2

Para describir los modos deslizantes en dimensi�on in�nita, se reescribe (2.16) en t�erminos de

sus variables x1(t) 2 H1 y x2(t) 2 H2 de la forma

_x1 = A11x1 +A12x2 + P1f(x1; x2; t) + P1bu(x1; x2; t)

t � 0, x1(0) = x
0
1

_x2 = A21x1 +A22x2 + P2f(x1; x2; t) + P2bu(x1; x2; t)

t � 0, x2(0) = x
0
2

(2.18)

donde Pi es una proyecci�on sobre el espacio Hi, Aij = PiAj es el operador de Hi hacia Hj ,

Aj = AjHj es el operador de restricci�on sobre Hj , i; j = 1; 2. Claramente (2.17) en las nuevas

coordenadas tiene la forma

x2 = 0

Asumiendo lo siguiente

El operador P2b de U hacia H2 es invertible y su inversa est�a acotada.

El operador ~A = A11�GA21, con G = P1b (P2b)�1 genera un semigrupo exponencialmente

estable T ~A(t) sobre H1.

El operador G0 = ~AG de H2 hacia H1 es gobernado por A12, en otras palabras, D(G0) �

D(A12) y kG0yk � k kA12yk, 8y 2 D(G0) y para alguna k > 0.

De acuerdo con el m�etodo del control equivalente, la ecuaci�on de modo deslizante

_x1 = ~Ax1 + [P1 �GP2] f(x1; 0; t) (2.19)

en la discontinuidad x2 = 0. es obtenida mediante la sustituci�on de la soluci�on continua

ueq(x; t) = � (P2b)�1 [A21x1 + P2f(x1; 0; t)]
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de la ecuaci�on _x2 = 0 en _x1 de la ecuaci�on (2.18) para u(x1; x2 t). Se asume que la perturbaci�on

externa satisface

[P1 �GP2] f(x; t) =
h
P1 � P1b (P2b)�1 P2

i
bh(x; t) = 0

por lo tanto el sistema reducido (2.19) queda de la forma

_x1 = ~Ax1

La validez de este m�etodo se prueba con detalle en [26].

2.4.2. Estabilizaci�on de sistemas de fase m��nima

La extensi�on de la t�ecnica de modos deslizantes para sistemas con par�ametros distribui-

dos (particularmente a sistemas gobernados por EDP) ha sido desarrollada por Orlov, Utkin,

Dochain y colaboradores en [6], [9]. En estos resultados se ha considerado un sistema de la

forma:
_�1(x; t) = A1�1(x; t) + f1 (�1; �2) + v(�1; t)

_�2(x; t) = A2�2(x; t) + f2 (�1; �2)
(2.20)

donde x 2 [0; L] ; t > 0. Aqu�� se considera que el estado del sistema en EDP �(x; t) =

[�1(x; t); �2(x; t)]
| ; �(x; t) 2 H un espacio de Hilbert. En la descripci�on anterior A1 y A2 son

operadores in�nitesimales que generan semigrupos en los espacios de Hilbert H1 y H2 respec-

tivamente. En el desarrollo de este trabajo se asume que

H = H1 �H2
� = (�1; �2) 2 H

�1 2 H1, �2 2 H2
u(x; t) 2 H1

f1 (�1; �2) , f2 (�1; �2) 2 C1 f[0; 1]� [0;1)g
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con condiciones a la frontera

@�1 (0; t)

@x
= u(�1 (0; t) ; t)

@�2 (0; t)

@x
= u(�2 (0; t) ; t)

@�1 (1; t)

@x
= 0

@�1 (1; t)

@x
= 0

Las condiciones iniciales son:

�1(x; 0) = �
0
1 2 D(A1)

�2(x; 0) = �
0
2 2 D(A2)

donde D(Ai) con i = 1; 2 es el dominio del operador lineal Ai. La aplicaci�on de modos deslizantes

para la estabilizaci�on del sistema (2.20) requiere las siguientes condiciones

�1(x; t)

8<: Medible

Controlable

El desarrollo del controlador requiere las siguientes condiciones adicionales:

1. Los operadores in�nitesimales A1 y A2 generan semigrupos anal��ticos T1 y T2 sobre los

espacios de Hilbert H1 y H2 respectivamente.

2. A1 es no positiva de�nida sobre su dominio D(A1). Es decir, hA1�1; �1i � 0, 8�1 2 D(A1).

h�; �i es el producto interior de�nido en H.

3. _�2(x; t) = A2�2(x; t) + f2 (0; �2) tiene un punto de equilibrio global y asint�oticamente

estable en �2(x; t) = 0.

4. f1(0; 0) = 0 y f2(0; 0) = 0 tiene un punto �jo.

5. f2 (�1; �2) satisface la siguiente condici�on de crecimiento lineal en �2, 8�1 2 D(A1).

kf2 (�1; �2)k � k (k�1k) (1 + k�2k)

6. Las funciones f1 y f2 est�an acotadas de la forma

f1 (�1; �2) ; f2 (�1; �2) < F (�) <1
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En [10], se propuso un control unitario de la forma

v(�1; t) = �M(�1; t)U(�1)

donde

M(�1; t) � F (�) + c k�1k� ;

c > 0; � 2 [0; 1)

U(�1) =
�1
k�1k

En el mencionado trabajo.se logro demostrar que las trayectorias de (2.20) convergen asint�otica-

mente. La estabilidad se prueba mediante el uso del segundo m�etodo de Lyapunov, donde la

funci�on candidato es la siguiente:

V (�1) = k�1k2

A trav�es de la aplicaci�on del m�etodo de Lyapunov, se obtiene

V (�1) = �2cV �0(�1)

�0 = (�+ 1)=2 2 (0; 1)

Por lo que �1 converge a cero en tiempo �nito y por la condici�on 3, �2 converge a cero asint�otica-

mente. El principal problema de esta t�ecnica es debido a que se considera que una de las

variables se puede medir en todo es espacio. Los autores mencionan que con el desarrollo de

micro-tecnolog��as, como los Micro Electrical and Mechanical Systems (MEMS) se puede resolver

el problema de medici�on de una de las variables; sin embargo, no siempre es posible realizar

sensores para logarlo.

22



2.5. Desarrollo de observadores para ecuaciones diferenciales

parciales

2.5.1. Observadores por la t�ecnica de Backstepping para sistemas de dimen-

si�on in�nita

La t�ecnica de Backstepping para sistemas de dimensi�on in�nita, aplicada al problema de

observaci�on, ha sido desarrollada en [5], [7] y [18]. En estos trabajos se tiene como principal

aportaci�on el poder estabilizar el error de estimaci�on de estados mediante mediciones puntuales

�unicamente en la frontera. Los controles estabilizantes requieren mediciones, en general, desde

el interior del dominio, que usualmente no est�an disponibles. De esta manera se buscan ob-

servadores para estimar la variable de estado u(x; t) dentro de este dominio. Se considera la

siguiente planta:

ut(x; y) = uxx(x; t) + �u(x; t)

ux(0; t) = 0

u(1; t) = U(t)

(2.21)

Sup�ongase que la �unica medici�on disponible es en x = 0, el opuesto al actuador (x = 1). Se

propone la siguiente estructura de observador:

ût(x; y) = ûxx(x; t) + �û(x; t) + p1(x)[u(0; t)� û(0; t)]

ûx(0; t) = p10[u(0; t)� û(0; t)]

û(1; t) = U(t)

(2.22)

donde p1(x) y p10 son funciones de inyecci�on de la salida. Este observador es una copia del

sistema, m�as una inyecci�on del error de estimaci�on de la salida. El error de observaci�on, dado

por:

~u = u� û
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Satisface las siguientes EDP:

~ut = ~uxx + �~u� p1(x)~u(0)

~ux(0) = �p10~u(0)

~u(1) = 0

(2.23)

Las ganancias p1(x) y P10 deben ser escogidas de tal forma que estabilicen el sistema del error

(2.23). Para lograrlo, se emplea una transformaci�on de coordenadas:

~u(x) = ~w(x)�
R x
0 p(x; y) ~w(y)dy (2.24)

La funci�on (2.24), hace que el sistema (2.21) se transforme en el sistema que es exponencialmente

estable:

~wt(x; t) = ~wxx(x; t)

~wx(0; t) = 0

~w(1; t) = 0

(2.25)

Sustituyendo la transformaci�on (2.24), su derivada con respecto al tiempo y su doble derivada

con respecto a x en (2.25) se obtienen un conjunto de condiciones sobre el kernel p(x; t) en la

forma de EDP hiperb�olicas:

pyy(x; y)� pxx(x; y) = �p(x; y), para 0 < y < x < 1
dp(x; x)

dx
= �

2

p(1; y) = 0

(2.26)

Debido a (2.25) debido a la transformaci�on (2.24) y al kernel (2.26), el sistema resulta en:

~wt = ~wxx � p(x; 0) ~wx(0) + (py(x; 0)� p1(x)) ~w(0)

~wx(0) = (p(0; 0)� p10) ~w(0)

~w(1) = 0
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que comparada con (2.25) se obtiene que las ganancias del observador deben ser escogidas como:

p1(x) = py(x; 0)

p10 = p(0; 0)
(2.27)

Finalmente se obtiene que dado el sistema (2.21) se dise~na un observador (2.22) con las ganancias

(2.27) entonces el error (2.23) converge exponencialmente.

2.5.2. Observador tipo Luenberger para sistemas de dimensi�on in�nita

En esta secci�on se presenta un resultado mostrado en [6], donde se estabiliza un sistema con

par�ametros distribuidos con retroalimentaci�on de estados estimados mediante una extensi�on

del observador de Luenberger para sistemas de dimensi�on in�nita Se considera una clase de

sistemas con la estructura

_x = Ax+Bu(x; t), t > 0

y = Cx

x(0) = x0 2 D(A)

(2.28)

de�nidos en un espacio de Hilbert H, x 2 H es el estado, u 2 Rm es la entrada de control y

y 2 Rp es la salida medible. A es un operador in�nitesimal con un dominio denso D(A) que

genera un semigrupo fuertemente continuo TA(t), B y C son operadores lineales acotados en el

espacio de Hilbert U y H. Suponiendo que el sistema es estabilizable y detectable, se propone

un observador de la forma
�
~x = A~x+Bu(~x)� L(y � C~x)

u(~x) = D~x

donde D es un operador tal que A + BD genera un semigrupo exponencialmente estable

(propiedad de estabilizabilidad) y L es un operador tal que A + LC genera un semigrupo

exponencialmente estable (propiedad de detectabilidad). Adem�as, bajo la suposici�on de que el

sistema (2.28) es exponencialmente detectable y estabilizable, H puede ser descompuesto en
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H = H1 �H2, y el sistema (2.28) puede ser reescrito como

_x1 = A1x1 +B1u(x; t)

_x2 = A2x2 +B2u(x; t)

y = C1x+ C2x

donde H1 = Rn es un subespacio de dimensi�on �nita, Aj = AjHj y Cj = CjHj son operadores

de restricci�on sobre Hj , j = 1; 2, Bj = PjB y Pj esa una proyecci�on sobre Hj . La separaci�on de

(2.28) en un subsistema x1 de dimensi�on �nita con, posiblemente, una parte inestable y otro

subsistema x2 estable ha sido reconocido como un m�etodo e�ciente para estabilizar sistemas de

dimensi�on in�nita, como se describe en [27].
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Cap��tulo 3

Dise~no del observador por modos

deslizantes para EDP de tipo

parab�olico

En este cap��tulo se presenta la integraci�on de las dos metodolog��as principales descritas en

los preliminares matem�aticos: la t�ecnica de backstepping propuesta por [5] y modos deslizantes

[21].

3.1. Clase de sistemas en EDP

Se considera a una clase de sistemas cuya din�amica puede ser representada por una clase

de EDP tipo parab�olico como se muestra a continuaci�on

�ut (x; t) = �a�uxx (x; t) + �b (x) �ux (x; t)

+�c (x) �u (x; t) + �g (x) �u (0; t)
(3.1)
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donde la notaci�on usada es la siguiente

�ut (x; t) :=
@�u (x; t)

@t

�ux (x; t) :=
@�u (x; t)

@x
�uxx (x; t) :=

@2�u (x; t)

@x2

El dominio de la EDP es x 2 [0; 1] ; t > 0, donde x es la variable espacial escalada y t es el

tiempo. Las condiciones a la frontera son

�ux (0; t) = q�u (0; t)

�u (1; t) = U(t)
(3.2)

donde la medici�on se puede realizar en �u (0; t) y la funci�on de entrada puede aplicarse en

�u (1; t). Los par�ametros y las funciones no lineales involucradas en (3.1) satisfacen las siguientes

condiciones:

�a > 0; q 2 R �b (�) ; �c (�) ; �g(�) 2 C1 [0; 1]
�b(0) = 0 �bx(0) = 0

�b (x)x=1 =
�b (x)x=0

�bx (x)x=1 =
�bx (x)x=0

Sin p�erdida de generalidad, puede ser mostrado que �b (x) = 0 no disminuye la cantidad de

sistemas involucrados en (3.1) debido a que existe una transformaci�on no lineal invertible que

transforma al sistema (3.1) en otro donde �b (x) = 0 y la dem�as estructura del sistema es

mantenida. La transformaci�on es la siguiente:

�u (x; t)! u (x; t) er(x)

r (x) := � 1

2a

Z x

0

�b (y) dy
(3.3)

Entonces el sistema original (3.1) puede ser convertido en

ut (x; t) = auxx (x; t) + c (x)u (x; t) + g (x)u (0; t) (3.4)
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donde

a := �a

c (x) := ��bx(x) +
1

4�a2
�b2(x)� 1

2�a
�b2 (x) + �c (x)

g (x) :=
�g (x) er(0)

er(x)

(3.5)

Las nuevas funciones y par�ametros obtenidos deben satisfacer los siguiente

a > 0; q 2 R c (�) ; g(�) 2 C1 [0; 1]R
c (x) dxjx=1 = �� � > 0 c (0) = 0

(3.6)

Las condiciones a la frontera se mantienen, no sufren cambios signi�cativos, es decir,

ux (0; t) = �ux (0; t) = qu (0; t)

�u (1; t) = �u (1; t) = U(t)

� = er(1)

La medici�on de este nuevo sistema est�a en u (0; t) y la funci�on de entrada se aplica en u (1; t).

La prueba de la transformaci�on se puede observar en el ap�endice A de esta tesis.

3.2. Observador por modos deslizantes - Observador 1

Se considera a la clase de sistemas descritos por (3.1) con (3.2) y como ha sido visto anteri-

ormente, puede ser transformado en (3.4) con (3.5). El dise~no del observador, ser�a desarrollado

empleando al sistema transformado (3.4) con (3.5). En el caso en particular de esta tesis, se ha

trabajado con el arreglo actuaci�on-medici�on conocido como anticolocado donde se considera lo

siguiente

u(0; t)! Medible

u(1; t) = ��1U(t)! Funci�on de entrada
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El observador propuesto satisface la siguiente EDP tipo parab�olico

ût (x; t) = aûxx (x; t) + g (x)u (0; t) + c (x) û(x; t)

+K0 (x) sign (u (0; t)� û (0; t))

ûx (0; t) = qu (0; t) +K2(t)sign [u (0; t)� û (0; t)]

û (1; t) = ��1U(t)

(3.7)

Puede notarse que la estructura es similar a la del sistema original agregando dos t�erminos de

correcci�on en funci�on de la salida:K0 (x) sign (u (0; t)� û (0; t)) para el estado yK2(t)sign [u (0; t)� û (0; t)]

para la condici�on en la frontera. Considerando al sistema transformado (3.4) con (3.5), se puede

de�nir la din�amica del error de la forma

~u (x; t) := u (x; t)� û (x; t)

Diferenciando el error con respecto al tiempo

~ut (x; t) := ut (x; t)� ût (x; t)

Sustituyendo ut (x; t) y ût (x; t) de las ecuaciones (3.4) y (3.7) se obtiene la din�amica del error,

el cual se describe a continuaci�on

~ut (x; t) = a~uxx (x; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))

~ux (0; t) = �K2sign (~u (0; t))�K3~u (0; t)

~u (1; t) = 0

(3.8)

La idea desarrollada en [5], [7] y [18] consiste en estabilizar el error de estimaci�on. Para lograrlo

se propone una transformaci�on lineal tipo Volterra de la forma

~w (x; t) = ~u (x; t)�
xZ
0

M (x; y) ~u (y; t) dy (3.9)
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Esta transformaci�on ser�a empleada para llevar a la din�amica del error (3.8) a un sistema que es

exponencialmente estable en las coordenadas de ~w(x; t). Para lograr que esta transformaci�on sea

posible, es necesario encontrar cuales son las condiciones que debe satisfacer el kernel M (x; y).

Posteriormente se veri�ca que la transformaci�on sea invertible y as�� probar la causalidad de la

transformaci�on. El sistema objetivo que se propone en esta tesis es el siguiente

~wt (x; t) = �a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t))

~wx (0; t) = �q2sign( ~w(0; t))

~w (1; t) = 0

(3.10)

La estabilidad del sistema objetivo se prob�o mediante teor��a de Lyapunov. Los detalles se

muestran en el ap�endice F. Uno de los resultados principales de esta tesis se resume en el

siguiente teorema.

Theorem 1 Sea el sistema dado por (3.1) con las condiciones a la frontera (3.2) y par�ametros

y funciones no lineales dadas por (3.6). Mediante la transformaci�on no lineal (3.3), el sistema

original puede ser descrito por (3.4) con las condiciones a la frontera (6.3) y los par�ametros y

funciones no lineales resultantes (3.5) satisfacen (6.2). Entonces, un observador con la estruc-

tura (3.7) se propone para el sistema transformado (3.4) donde las ganancias de correcci�on del

error de estimaci�on se calculan de la forma

K0 (x) =

xZ
0

K0 (y)M (x; y) dy � ~K0(x)

K2 = q2

(3.11)

donde M(x; y) satisface la siguiente ecuaci�on diferencial parcial tipo hiperb�olico

~�+ c (x)� 2aMx (x; x)� a
�
d

dx
M (x; x)

�
= 0

�aMxx (x; y) + ~�M (x; y) + c(y)M (x; y) + aMyy (x; y) = 0

M (x; 0) = 0

K0 (x)�
xZ
0

K0 (y)M (x; y) dy + ~K0(x) = 0
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con las condiciones a la frontera

M (x; 0) = 0

M (1; y) = 0

M (x; x) =
�x+

R
c(x)dx
3a

(3.12)

tal que la din�amica del error de observaci�on (3.8), mediante la transformaci�on (3.9) es vis-

to en el nuevo sistema de coordenadas descritas por el sistema objetivo (3.10) y se obtiene

convergencia tipo exponencial.

Proof. La prueba de este teorema se presenta con detalle en el ap�endice B.

Para completar el dise~no, se necesita establecer que la estabilidad del sistema objetivo (3.10)

implica estabilidad en el sistema en lazo cerrado dado por (3.8) y (3.11). Para lograr probar la

invertibilidad de la transformaci�on (3.9), es necesario proponer una nueva transformaci�on

~u(x; t) = ~w(x; t) +

xZ
0

L (x; y) ~w (y; t) dy (3.13)

El resultado de invertibilidad se resume en el siguiente teorema.

Theorem 2 Sea el sistema dado por (3.1) con las condiciones a la frontera (3.2) y par�ametros

y funciones no lineales dadas por (3.6). Mediante la transformaci�on no lineal (3.3), el sistema

original puede ser descrito por (3.4) con las condiciones a la frontera (6.3) y los par�ametros

y funciones no lineales resultantes (3.5) satisfacen (6.2). Entonces, bajo la suposici�on de que

el teorema 1 se satisface, las condiciones para que el sistema objetivo (3.10) bajo la nueva
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transformaci�on (3.13) sea descrito por (3.8) son las siguientes:

�c (x)� ~�� 2�aLx (x; x)� adL(x;x)dx = 0

�c (x)L (x; y)� ~�L (x; y) + �aLyy (x; y)� �aLxx (x; y) = 0

L (x; 0) = 0

L(1; y) = 0

~K0(x) =

xZ
0

~K0(y)L (x; y) dy �K0(x)

q2 = K2

Proof. La prueba de este teorema se presenta con detalle en el ap�endice C.

3.3. Observador por modos deslizantes - Observador 2

Se considera a la clase de sistemas descritos por (3.1) con (3.2) y como ha sido visto anteri-

ormente, puede ser transformado en (3.4) con (3.5). El dise~no del observador, ser�a desarrollado

empleando al sistema transformado (3.4) con (3.5). En el caso en particular de esta tesis, se ha

trabajado con el arreglo actuaci�on-medici�on conocido como anticolocado donde se considera lo

siguiente

u(0; t)! Medible

u(1; t) = ��1U(t)! Funci�on de entrada

El observador propuesto satisface la siguiente EDP tipo parab�olico

ût (x; t) = aûxx (x; t) + g (x)u (0; t) + c (x) û(x; t)

+K0 (x) sign (u (0; t)� û (0; t))

+K1(x) [u (0; t)� û (0; t)]

ûx (0; t) = qu (0; t) +K2(t)sign [u (0; t)� û (0; t)]

+K3 [u (0; t)� û (0; t)]

û (1; t) = ��1U(t)

(3.14)

33



Puede notarse que la estructura es similar a la del sistema orginal agregando cuatro t�ermi-

nos de correcci�on en funci�on de la salida, a diferencia del observador 1. Estos t�erminos son:

K0 (x) sign (u (0; t)� û (0; t)) yK1(x) [u (0; t)� û (0; t)] para el estado yK2(t)sign [u (0; t)� û (0; t)]

y K3 [u (0; t)� û (0; t)] para la condici�on en la frontera.Considerando al sistema transformado

(3.4) con (3.5), se puede de�nir la din�amica del error de la forma

~u (x; t) := u (x; t)� û (x; t)

Diferenciando el error con respecto al tiempo

~ut (x; t) := ut (x; t)� ût (x; t)

Sustituyendo ut (x; t) y ût (x; t) de las ecuaciones (3.4) y (3.14) se obtiene la din�amica del error,

el cual se describe a continuaci�on

~ut (x; t) = a~uxx (x; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))�K1(x)~u (0; t)

~ux (0; t) = �K2sign (~u (0; t))�K3~u (0; t)

~u (1; t) = 0

(3.15)

La idea desarrollada en [5], [7] y [18] consiste en estabilizar el error de estimaci�on. Para lograrlo

se propone una transformaci�on lineal tipo Volterra de la forma

~w (x; t) = ~u (x; t)�
xZ
0

M (x; y) ~u (y; t) dy (3.16)

que se emplear�a para llevar a la din�amica del error (3.15) a un sistema que es exponencial-

mente estable en las coordenadas de ~w(x; t). Para lograr que esta transformaci�on sea posi-

ble, es necesario encontrar cuales son las condiciones que debe satisfacer el kernel M (x; y). Y

posteriormente veri�car que la transformaci�on sea invertible y as�� probar la causalidad de la
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transformaci�on. El sistema objetivo que se propone en esta tesis es el siguiente

~wt (x; t) = �a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(0; t)

~wx (0; t) = �q1 ~w (0; t)� q2sign( ~w(0; t))

~w (1; t) = 0

(3.17)

La estabilidad del sistema objetivo se prob�o mediante teor��a de Lyapunov. Los detalles se

muestran en el ap�endice G. Uno de los resultados principales de esta tesis se resume en el

siguiente teorema

Theorem 3 Sea el sistema dado por (3.1) con las condiciones a la frontera (3.2) y par�ametros

y funciones no lineales dadas por (3.6). Mediante la transformaci�on no lineal (3.3), el sistema

original puede ser descrito por (3.4) con las condiciones a la frontera (6.3) y los par�ametros y

funciones no lineales resultantes (3.5) satisfacen (6.2). Entonces, un observador con la estruc-

tura (3.14) se propone para el sistema transformado (3.4) donde las ganancias de correcci�on

del error de estimaci�on se calculan de la forma

K0 (x) =

xZ
0

K0 (y)M (x; y) dy � ~K0(x)

K1(x) =

xZ
0

K1 (y)M (x; y) dy � ~K1(x)

K2 = q2

K3 = q1

(3.18)

donde M satisface (6.6) con las condiciones a la frontera

M (x; 0) = 0

M (1; y) = 0

M (x; x) =
�x+

R
c(x)dx
3a

(3.19)

tal que la din�amica del error de observaci�on (3.15), mediante la transformaci�on (3.16) es vis-

to en el nuevo sistema de coordenadas descritas por el sistema objetivo (3.17) y se obtiene

convergencia tipo exponencial.
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Proof. La prueba de este teorema se presenta con detalle en el ap�endice D.

Para completar el dise~no, se necesita establecer que la estabilidad del sistema objetivo (3.10)

implica estabilidad en el sistema en lazo cerrado dado por (3.8) y (3.11). Para lograr probar la

invertibilidad de la transformaci�on (3.9), es necesario proponer una nueva transformaci�on

~u(x; t) = ~w(x; t) +

xZ
0

L (x; y) ~w (y; t) dy (3.20)

El resultado de invertibilidad se resume en el siguiente teorema.

Theorem 4 Sea el sistema dado por (3.1) con las condiciones a la frontera (3.2) y par�ametros

y funciones no lineales dadas por (3.6). Mediante la transformaci�on no lineal (3.3), el sistema

original puede ser descrito por (3.4) con las condiciones a la frontera (6.3) y los par�ametros

y funciones no lineales resultantes (3.5) satisfacen (6.2). Entonces, bajo la suposici�on de que

el teorema 3 se satisface, las condiciones para que el sistema objetivo (3.17) bajo la nueva

transformaci�on (3.16) sea descrito por (3.15) son las siguientes:

�c (x)� ~�� 2�aLx (x; x)� adL(x;x)dx = 0

�c (x)L (x; y)� ~�L (x; y) + �aLyy (x; y)� �aLxx (x; y) = 0

L (x; 0) = 0

L(1; y) = 0

~K0(x) =

xZ
0

~K0(y)L (x; y) dy �K0(x)

~K1(x) =

xZ
0

~K1(y)L (x; y) dy �K1(x)

q1 = K3

q2 = K2

Proof. La prueba de este teorema se presenta con detalle en el ap�endice E.
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Cap��tulo 4

Resultados de simulaci�on

4.1. Observador para EDP tipo parab�olico por Modos Deslizantes

El sitema considerado en este ejemplo est�a descrito por las siguientes EDP tipo parab�olico

ut (x; t) = 0;01uxx (x; t)

+ (0;2 sin (�x) + 0;01 sin (2�x) + 0;015 sin (0;5�x))u (x; t)

Como se ha mencionado en el erreglo anticolocado, los datos disponibles en medici�on est�an

de u (0; t) y la funci�on de entrada est�a en u (1; t) = 10 sin(3t).

La din�amica del sistema inestable, con condiciones iniciales arbitrarias se muestra en la

�gura (4-1)

El comportamiento del kernel, que es calculado previamente, antes del observador, se mues-

tra en la �gura (4-2), donde es evidente que satisface las condiciones necesarias obtenidas

durante la prueba. Las oscilaciones que se muestran a lo largo de M(x; x) est�anda dadas por

diferentes valores de los par�ametros y funciones del sistema, en este caso en particular, de a y

c(x).

Una vez que el kernel es num�ericamente calculado, las funciones de inyecci�on de salida

pueden ser obtenidas de acuerdo con (3.11). La �gura (4-3) muestra la distribuci�on espacial

de la funci�on de inyecci�on de la salida K0(x) de la estructura del observador. De ah�� que el

observador puede ser cumputado.

Una vez que el kernel es num�ericamente calculado, y las ganancias del observador son cono-
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Figura 4-1: Din�amica del sistema inestable en EDP tipo parab�olico

Figura 4-2: Estructura del Kernel de la transformaci�on para el observador 1
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Figura 4-3: Distribuci�on en el espacio del error de salida por K0(x) para el observador 1

cidas, puede computarse el observador. En la �gura (4-4) se muestra la din�amica del observador.

Evidentemente las condiciones iniciales, que son escogidas arbitrariamente, son diferentes a las

de la planta en algunos puntos del espacio.

Como es visualmente complicado gra�car el sistema y el observador juntos, una forma de

mostrar que el observador converge al sistema es mediante la gr�a�ca del error la cual puede

ser observada en la �gura (4-5). Es evidente que las trayectorias del error en todo es espacio

convergen a cero.

Como es esperado, en la frontera x = 0 el observador converge en tiempo �nito. Sin embargo,

en otros valores de la variable espacial x la convergencia se obtiene de forma exponencial. Esto

puede ser visto en la �gura (4-6) donde arbitrariamente han sido escogidos algunos valores de xi

y se ha gra�cado u(xi; t). En este caso en particular, los puntos xi escogidos son los siguientes:

x = 0, x = 0;25, x = 0;5 y x = 0;75.
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Figura 4-4: Din�amica del observador 1

Figura 4-5: Ein�amica del error de observaci�on, cuando se aplica el observador 1
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Figura 4-6: Gr�a�ca del error de estimaci�on en u(xi; t) para los puntos x = 0, x = 0;25, x = 0;5
y x = 0;75. El observador aplicado es el 1.

4.2. Observador para EDP tipo parab�olico por Modos Deslizantes

y el t�ermino lineal

El sitema considerado en este ejemplo est�a descrito por las siguientes EDP tipo parab�olico

ut (x; t) = 0;02uxx (x; t)

� (0;2 sin (�x)� 0;01 sin (2�x) + 0;15 sin (5�x))u (x; t)

Como se ha mencionado en el erreglo anticolocado, los datos disponibles en medici�on est�an

de u (0; t) y la funci�on de entrada est�a en u (1; t) = 10 sin(3t).

La din�amica del sistema inestable, con condiciones iniciales arbitrarias se muestra en la

�gura (4-7)

El comportamiento del kernel, que es calculado previamente, antes del observador, se mues-

tra en la �gura (4-8), donde es evidente que satisface las condiciones necesarias obtenidas

durante la prueba. Las oscilaciones que se muestran a lo largo de M(x; x) est�anda dadas por
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Figura 4-7: Din�amica del sistema inestable en EDP tipo parab�olico

diferentes valores de los par�ametros y funciones del sistema, en este caso en particular, de a y

c(x).

Una vez que el kernel es num�ericamente calculado, las funciones de inyecci�on de salida

pueden ser obtenidas de acuerdo con (3.18). La �gura (4-3) muestra la distribuci�on espacial

de la funci�on de inyecci�on de la salida K0(x) de la estructura del observador. De ah�� que el

observador puede ser cumputado.

La �gura (4-10) muestra la distribuci�on espacial de la funci�on de inyecci�on de la salidaK1(x)

de la estructura del observador. De ah�� que el observador puede ser cumputado.

Una vez que el kernel es num�ericamente calculado, y las ganancias del observador son

conocidas, puede computarse el observador. En la �gura (4-11) se muestra la din�amica del

observador. Evidentemente las condiciones iniciales, que son escogidas arbitrariamente, son

diferentes a las de la planta en algunos puntos del espacio.

Como es visualmente complicado gra�car el sistema y el observador juntos, una forma de

mostrar que el observador converge al sistema es mediante la gr�a�ca del error la cual puede ser

observada en la �gura (4-12)
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Figura 4-8: Estructura del Kernel cuando se aplica el observador 2

Figura 4-9: Distribuci�on en el espacio del error de salida por K0(x) para el observador 2
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Figura 4-10: Distribuci�on en el espacio del error de salida por K1(x) para el observador 2

Figura 4-11: Din�amica del observador 2
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Figura 4-12: Ein�amica del error de observaci�on, cuando se aplica el observador 2

Como es esperado, en la frontera x = 0 el observador converge en tiempo �nito. Sin embargo,

en otros valores de la variable espacial x la convergencia se obtiene de forma exponencial. Esto

puede ser visto en la �gura (4-13) donde arbitrariamente han sido escogidos algunos valores de

xi y se ha gra�cado u(xi; t). En este caso en particular, los puntos xi escogidos son los siguientes:

x = 0, x = 0;25, x = 0;5 y x = 0;75.

4.3. Comparaci�on entre los observadores por modos deslizantes

y el obtenido previamente por Krstic

En esta secci�on se presenta la comparaci�on de dos casos en particular (v�ense �gura 4-

14), donde en rojo se muestra la norma del error cuando se tiene �unicamente la ganancia

K0(x) correspondiente al primer observador, en negro se tienen los dos t�erminos K0(x) y K1(x)

correspondientes al segundo observador y en verde se presenta el caso previo, donde se tiene

�unicamente K1(x). Puede notarse que en ambos casos el comportamiento es similar, por lo que

no se puede concluir que algunos de los observadores propuestos sea mejor.
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Figura 4-13: Gr�a�ca del error de estimaci�on en u(xi; t) para los puntos x = 0, x = 0;25, x = 0;5
y x = 0;75. El observador aplicado es el segundo.

Figura 4-14: Comparaci�on de normas entre el observador 1, el observador 2 y el existente
anteriormente
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Cap��tulo 5

Conclusiones

En este trabajo se han presentado dos dise~nos de observadores para una clase de EDP

tipo parab�olico empleando la t�ecnica de modos deslizantes y la transformaci�on tipo back-

stepping.

Se obtuvo convergencia exponencial en toda x excepto en x = 0 donde convergencia en

tiempo �nito fue lograda para los dos casos

Una transformaci�on integral tipo Volterra fue empleada para hacer un cambio de coorde-

nadas de la din�amica del error de observaci�on (en los dos casos) hacia un sistema objetivo

que es exponencialmente estable.

Las funciones de correcci�on en las estructuras de los observadores fueron obtenidas medi-

ante la soluci�on de un kernel modelado con EDP tipo hiperb�olico.

La causalidad de la transformaci�on tipo backstepping fue provada mediante la existencia

de la invertibilidad de dicha transformaci�on, la cual depende de la soluci�on de otro kernel

cuya din�amica tambi�en estr�a regida por EDP tipo hiperb�olico

La estabilidad fue provada mediante teor��a de Lyapunov.

Los resultados num�ericos demuestran la efectividad de aplicar este observador.
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Cap��tulo 6

Ap�endices

6.1. Ap�endice A. Transformaci�on de �u(x; t)! u(x; t)

La prueba de esta transformaci�on es como se muestra. Primero, se sustituye �u (x; t) !

u (x; t) er(x) en (3.1) obteniendo lo siguiente

�
u (x; t) er(x)

�
t
= �a

�
u (x; t) er(x)

�
xx
+�b (x)

�
u (x; t) er(x)

�
x

+�c (x)
�
u (x; t) er(x)

�
+ �g (x)

�
u (0; t) er(0)

�
Simpli�cando y obteniendo la derivada con respecto al tiempo del lado izquierdo de la

ecuaci�on y la derivada con respecto a x una vez en el lado derecho de la ecuaci�on, se obtiene:

ut (x; t) e
r(x) = a

�
u (x; t) de

r(x)

dx + er(x)ux(x; t)
�
x

+b (x)
�
u (x; t) de

r(x)

dx + er(x)ux(x; t)
�

+c (x)
�
u (x; t) er(x)

�
+ g (x)

�
u (0; t) er(0)

�
Simpli�cando el t�ermino a

�
u (x; t) de

r(x)

dx + er(x)ux(x; t)
�
x
la ecuaci�on resulta en

ut (x; t) e
r(x) = a

�
u (x; t) d

2er(x)

dx2
+ 2de

r(x)

dx ux(x; t) + e
r(x)uxx(x; t)

�
+b (x)

�
u (x; t) de

r(x)

dx + er(x)ux(x; t)
�

+c (x)
�
u (x; t) er(x)

�
+ g (x)

�
u (0; t) er(0)

� (6.1)

Donde las expresiones de
r(x)

dx y d2er(x)

dx2
pueden ser calculadas de la forma
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der(x)

dx = �er(x) 1
2a

d

 Z x

0

b(y)dy

!
dx = �er(x) 1

2a

�
b(x) +

Z x

0
bx (y) dy

�
y

d2er(x)

dx2
= �er(x) 1

2a

d

 Z x

0

b(y)dy

!
dx

= � 1

2a
er(x)b(x)� 1

2a
er(x)

Z x

0
bx (y) dy

d2er(x)

dx2
= �er(x) 1

2a

d2

 Z x

0

b(y)dy

!
dx2

� 1

2a

d

 Z x

0

b(y)dy

!
dx

der(x)

dx

d2er(x)

dx2
= �er(x) 1

2a

d

 
b(x)+

Z x

0

bx(y)dy

!
dx � 1

2a

�
b(x) +

Z x

0
bx (y) dy

�
der(x)

dx

d2er(x)

dx2
= �er(x) 1

2a

�
bx(x) + bx(x) +

Z x

0
bxx (y) dy

�
� 1

2a

�
b(x) +

Z x

0
bx (y) dy

��
�er(x) 1

2a

�
b(x) +

Z x

0
bx (y) dy

��
d2er(x)

dx2
= �er(x) 2

2a
bx(x)� er(x)

1

2a

Z x

0
bxx (y) dy

+er(x)
1

2a

1

2a
b(x)b(x) + er(x)

1

2a

1

2a
b(x)

Z x

0
bx (y) dy

+er(x)
1

2a

1

2a
b(x)

Z x

0
bx (y) dy + e

r(x) 1

2a

1

2a

Z x

0
bx (y) dy

Z x

0
bx (y) dy

d2er(x)

dx2
=
1

2a
er(x)

�
�2bx(x)�

Z x

0
bxx (y) dy +

1

2a
b2(x)

�
+
1

2a
er(x)

(�
1

2a
b(x) + 1

�Z x

0
bx (y) dy +

�Z x

0
bx (y) dy

�2)

Entonces, suponiendo b (x)x=1 � b (x)x=0 = 0 y bx (x)x=1 � bx (x)x=0 = 0se tiene que

der(x)

dx = �er(x) 1
2a
b(x)

d2er(x)

dx2
=
1

2a
er(x)

�
�2bx(x) +

1

2a
b2(x)

�
Sustituyendo en (6.1), se obtiene lo siguiente
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ut (x; t) e
r(x) = a

�
u (x; t)

�
1

2a
er(x)

�
�2bx(x) +

1

2a
b2(x)

���
+a

�
2

�
�er(x) 1

2a
b(x)

�
ux(x; t) + e

r(x)uxx(x; t)

�
+b (x)

�
u (x; t)

�
�er(x) 1

2a
b(x)

�
+ er(x)ux(x; t)

�
+c (x)

�
u (x; t) er(x)

�
+ g (x)

�
u (0; t) er(0)

�
Simpli�cando los t�erminos de la expresi�on anterior se llega a

ut (x; t) e
r(x) = �u (x; t) er(x)bx(x) + u (x; t) er(x)

1

4a2
b2(x)

�er(x)b(x)ux(x; t) + aer(x)uxx(x; t)

� 1

2a
b2 (x)u (x; t) er(x) + b (x) er(x)ux(x; t)

+c (x)
�
u (x; t) er(x)

�
+ g (x)

�
u (0; t) er(0)

�
Dividiendo entre er(x) se tiene

ut (x; t) = �u (x; t) bx(x) + u (x; t)
1

4a2
b2(x)� b(x)ux(x; t) + auxx(x; t)

� 1

2a
b2 (x)u (x; t) + b (x)ux(x; t) + c (x)u (x; t) +

g(x)er(0)

er(x)
u (0; t)

Rearreglando la �ultima expresi�on

ut (x; t) = auxx(x; t) + g (x)u (0; t)

+

�
�bx(x) +

1

4a2
b2(x)� 1

2a
b2 (x) + c (x)

�
u (x; t)

Por lo que se puede concluir de �esta �ultima expresi�on que

�a := a

�c (x) := �bx(x) +
1

4a2
b2(x)� 1

2a
b2 (x) + c (x)

�g (x) := g(x)er(0)

er(x)

(6.2)

Ahora, trabajando con las condiciones a la frontera se puede emplear la transformaci�on (3.3)

y sustituir x = 0 de la forma

�u (0; t) = u (0; t) er(0)

r (0) := 0
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Por lo tanto

u (0; t) = �u (0; t)

Considerando ahora, la condici�onm a la frontera, cuando x = 1 se tiene:

�u (1; t) = u (1; t) er(1)

r (1) := � 1

2a

Z 1

0

�b (y) dy

Entonces, de�niendo � = er(1) se tiene

u (1; t) = ��1�u (1; t) = ��1U(t)

Para hacer coincidir las condiciones a la frontera tipo Robin, se emplea la primer derivada

con respecto a x de la transformaci�on (3.3) como se muestra

�ux (x; t) = ux (x; t) e
r(x) + u (x; t) de

r(x)

dx

r (x) := � 1

2a

Z x

0

�b (y) dy

Pero considerando que der(x)

dx = �er(x) 1
2a
b(x) y sustituyendo x = 0 se tiene

�ux (0; t) = ux (0; t) + u (0; t)

�
� 1

2a
b(0)

�
Bajo la suposici�on de que b(0) = 0 se tiene que

ux (0; t) = �ux (0; t) = qu(0; t)

Finalmente, se puede concluir que los par�ametros y funciones del sistema transformado

satisfacen (6.2) y las condiciones a la frontera de este nuevo sistema transformado son

u (0; t) = �u (0; t)

ux (0; t) = �ux (0; t) = qu(0; t)

u (1; t) = ��1�u (1; t) = ��1U(t)

(6.3)
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Por lo que queda comprobado que el sistema (3.1) mediante la transformaci�on (3.3) y las

condiciones a la frontera (3.2) y las condiciones de par�ametros y funciones no lineales (3.6),

puede ser transformado al sistema (3.4), con las condiciones a la frontera (6.3) y par�ametros y

fucniones con condiciones (6.2).

6.2. Ap�endice B. Prueba del observador 1

Con la �nalidad de obtener las condiciones que se necesitan para que la transformaci�on sea

posible e invertible, el primer paso consiste en derivar con respecto a l tiempo (3.10), quedando

de la forma

~wt (x; t) = ~ut (x; t) +

xZ
0

M (x; y) ~ut (y; t) dy

Sustituyendo ~ut (x; t) en la ecuaci�on anterior se obtiene

~wt (x; t) = a~uxx (x; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))

+

xZ
0

M (x; y) [a~uyy (y; t) + c (y) ~u (y; t)�K0 (y) sign (~u (0; t))] dy

Simpli�cando los t�erminos dentro de la integral

~wt (x; t) = a~uxx (x; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))

+

xZ
0

a~uyy (y; t)M (x; y) dy +

xZ
0

c (y) ~u (y; t)M (x; y) dy

�
xZ
0

K0 (y) sign (~u (0; t))M (x; y) dy
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Integrando por partes a

xZ
0

~uyy (y; t)M (x; y) dy y por lo tanto

a

xZ
0

~uyy (y; t)M (x; y) dy = a~ux (x; t)M (x; x)� a~ux (0; t)M (x; 0)

�a~u (x; t)Mx (x; x) + a~u (0; t)Mx (x; 0)

+

xZ
0

a~u (y; t)Myy (x; y) dy

Por lo tanto, la simpli�caci�on queda

~wt (x; t) = a~uxx (x; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))

+

xZ
0

c (y) ~u (y; t)M (x; y) dy �
xZ
0

K0 (y) sign (~u (0; t))M (x; y) dy

+a~ux (x; t)M (x; x)� a~ux (0; t)M (x; 0)� a~u (x; t)Mx (x; x) + a~u (0; t)Mx (x; 0)

+

xZ
0

a~u (y; t)M (x; y) dy

Ahora, derivando con respecto a x se tiene

~wx (x; t) = ~ux (x; t) +

d

0B@
xZ
0

M(x;y)~u(y;t)dy

1CA
dx

Por la regla de diferenciaci�on de Leibnitz

d

0B@
xZ
0

f(x;y)dy

1CA
dx = f(x; x) +

xZ
0

fx(x; y)dy
(6.4)

La expresi�on queda

~wx (x; t) = ~ux (x; t) +M (x; x) ~u (x; t) +

xZ
0

Mx (x; y) ~u (y; t) dy

53



Derivando con respecto a x por segunda ocasi�on, se tiene

~wxx (x; t) = ~uxx (x; t) +M (x; x) ~ux (x; t) +

�
d

dx
M (x; x)

�
~u (x; t) +

d

0@ xZ
0

Mx (x; y) ~u (y; t) dy

1A
dx

Nuevamente, usando la regla de diferenciaci�on de Leibnitz (6.4), se obtiene

~wxx (x; t) =

~uxx (x; t) + ~ux (x; t)M (x; x) + ~u (x; t)

�
d

dx
M (x; x)

�
+~u (x; t)Mx (x; x) +

xZ
0

Mxx (x; y) ~u (y; t) dy

Se tiene ahora, por la sustituci�on de wt(x; t) y wxx(x; t) en el sistema objetivo (3.10), lo siguiente:

~�

0@~u (x; t) + xZ
0

M (x; y) ~u (y; t) dy

1A� ~K0(x)sign( ~w(0; t))

a~uxx (x; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))

+

xZ
0

c (y) ~u (y; t)M (x; y) dy �
xZ
0

K0 (y) sign (~u (0; t))M (x; y) dy

+a~ux (x; t)M (x; x)� a~ux (0; t)M (x; 0)

�a~u (x; t)Mx (x; x) + a~u (0; t)Mx (x; 0)

+

xZ
0

a~u (y; t)M (x; y) dy

�a~uxx (x; t)� a~ux (x; t)M (x; x)� a~u (x; t)
�
d

dx
M (x; x)

�
�a~u (x; t)Mx (x; x)�

xZ
0

aMxx (x; y) ~u (y; t) dy = 0

Simpli�cando se obtiene:

~�~u (x; t) + ~�

xZ
0

M (x; y) ~u (y; t) dy � ~K0(x)sign( ~w(0; t))
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+c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))

+

xZ
0

c (y) ~u (y; t)M (x; y) dy �
xZ
0

K0 (y) sign (~u (0; t))M (x; y) dy

�a~ux (0; t)M (x; 0)

�2a~u (x; t)Mx (x; x) + a~u (0; t)Mx (x; 0)

+

xZ
0

a~u (y; t)M (x; y) dy

�a~u (x; t)
�
d

dx
M (x; x)

�
�

xZ
0

aMxx (x; y) ~u (y; t) dy = 0

Agrupando t�erminos con ~u(x; t) se llega a

�
~�+ c (x)� 2aMx (x; x)� a

�
d

dx
M (x; x)

��
~u (x; t)

+

xZ
0

[aMyy (x; y) + ~�M (x; y) + c(y)M (x; y)� aMxx (x; y)] ~u (y; t) dy

� ~K0(x)sign(~u(0; t))�K0 (x) sign (~u (0; t))

�
xZ
0

K0 (y) sign (~u (0; t))M (x; y) dy

�a~ux (0; t)M (x; 0) + a~u (0; t)Mx (x; 0) = 0

Por lo que, con la �nalidad de que se satisfaga la ecuaci�on anterior, y sabiendo que en general,

~u (x; t) 6= 0, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperb�olico que

describe la din�amica del kernel M(x; y). As��, el comportamiento en EDP tipo Hiperb�olico del

kernel es el siguiente:

~�+ c (x)� 2aMx (x; x)� a
�
d

dx
M (x; x)

�
= 0

�aMxx (x; y) + ~�M (x; y) + c(y)M (x; y) + aMyy (x; y) = 0

M (x; 0) = 0

K0 (x)�
xZ
0

K0 (y)M (x; y) dy + ~K0(x) = 0

(6.5)
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Una condici�on a la frontera del kernel M(x; y), aparece cuando se sustituye x = 1 en la trans-

formaci�on (3.9), quedando

~w (1; t) = ~u (1; t)�
1Z
0

M (1; y) ~u (y; t) dy

0 = 0�
1Z
0

M (1; y) ~u (y; t) dy

por lo que

M (1; y) = 0

Otra condici�on a la frontera es obtenida en la primer derivada con respecto a x de la transfor-

maci�on (3.9)

~wx (x; t) = ~ux (x; t)�M (x; x) ~u (x; t)�
xZ
0

Mx (x; y) ~u (y; t) dy

Si se eval�ua en x = 0 se tiene:

~wx (0; t) = ~ux (0; t) +K (0; 0) ~u (0; t)�
0Z
0

Kx (x; y) ~u (y; t) dy

�q2sign ( ~w(0; t)) = �K2sign (~u (0; t))

Por lo tanto

K2 = q2

Integrando a lo largo de x la primera ecuaci�on de (6.5) se obtiene:

�x+
R
c (x) dx� 2aM (x; x)� aM (x; x) = 0

M (x; x) =
�x+

R
c (x) dx

3a
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Anteriormente ha sido probado, por la ecuaci�on 3 de (6.5), que M(0; 0) = 0 por lo que de la

ecuaci�on anterior, si se eval�ua en x = 0

M (0; 0) =
�(0) +

R
c (x) dxjx=0
3a

= 0

Se obtiene otra condici�on:

c (0) = 0

Ahora, cuando x = 1 el kernel est�a en M(1; 1) = 0. Por lo que

M (1; 1) =
�+

R
c (x) dxjx=1
3a

= 0

Entonces se concluye lo siguiente

R
c (x) dxjx=1 = ��

6.3. Ap�endice C. Transformaci�on inversa, prueba de causalidad

- Observador 1

Con la �nalidad de provar la invertibilidad de la transformaci�on del teorema 1, se real-

izan los siguientes c�alculos Considerando la transformaci�on de coordenadas ~u(x; t) = ~w(x; t) +
xZ
0

L (x; y) ~w (y; t) dy, puede notarse que cuando x = 0, ~u(0; t) = ~w(0; t), lo que corresponde a

las condiciones dadas anteriormente. Derivando con respecto al tiempo (3.13) se obtiene:

~ut(x; t) = ~wt(x; t) +

xZ
0

L (x; y) ~wt (y; t) dy

Sustituyendo ~wt(x; t) en la ecuaci�on resultante anterior, se obtiene

~ut(x; t) = �a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t))

+

xZ
0

L (x; y)
h
�a ~wyy (y; t)� ~� ~w (y; t) + ~K0(y)sign( ~w(0; t))

i
dy
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Simpli�cando los t�erminos de la integral se llega a

~ut(x; t) = �a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t)

+ ~K0(x)sign( ~w(0; t))

+

xZ
0

�a ~wyy (y; t)L (x; y) dy �
xZ
0

~� ~w (y; t)L (x; y) dy

+

xZ
0

~K0(y)sign( ~w(0; t))L (x; y) dy

Integrando por partes

xZ
0

�a ~wxx (x; t)L (x; y) dy se obtiene

a

xZ
0

~wxx (x; t)L (x; y) dy = �a ~wy (y; t)L (x; y) jx0 � �a ~w (y; t)Ly (x; y) jx0

+

xZ
0

�a ~w (y; t)Lyy (x; y) dy

Sustituyendo esta integraci�on por partes en la ecuaci�on obtenida anteriormente la expresi�on

queda de la forma

~ut(x; t) = �a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t))

�
xZ
0

~� ~w (y; t)L (x; y) dy +

xZ
0

~K0(y)sign( ~w(0; t))L (x; y) dy

+�a ~wx (x; t)L (x; x)� �a ~wx (0; t)L (x; 0)

��a ~w (x; t)Lx (x; x) + �a ~w (0; t)Lx (x; 0) +
xZ
0

�a ~w (y; t)Lyy (x; y) dy

Ahora, derivando con respecto a x se logra

~ux(x; t) = ~wx(x; t) +

d

0B@
xZ
0

L(x;y) ~w(y;t)dy

1CA
dx
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Usando la regla de diferenciaci�on de Leibnitz (6.4), se obtiene

~ux(x; t) = ~wx(x; t) + L (x; x) ~w (x; t) +

xZ
0

Lx (x; y) ~w (y; t) dy

N�otese que cuando la expresi�on se eval�ua en x = 0, se llega a tener

~ux(0; t) = ~wx(0; t) + L (0; 0) ~w (0; t)

Sustituyendo ~ux(0; t) y ~wx(0; t) de las condiciones iniciales de (3.8) y (3.10), se logra obtener

�K2sign (~u (0; t)) = �q2sign( ~w(0; t)) + L (0; 0) ~w (0; t)

Se puede concluir que

q2 = K2 + L (0; 0)

Ahora, derivando con respecto a x otra vez, se tiene

~uxx(x; t) = ~wxx(x; t) + ~wx (x; t)L (x; x) + ~w (x; t) dL(x;x)dx +

d

0B@
xZ
0

Lx(x;y) ~w(y;t)dy

1CA
dx

Empleando la regla de diferenciaci�on de Leibnitz (6.4), se llega a

~uxx(x; t) = ~wxx(x; t) + ~wx (x; t)L (x; x) + ~w (x; t) dL(x;x)dx

+Lx (x; x) ~w (x; t) +

xZ
0

Lxx (x; y) ~w (y; t) dy

Usando la din�amica del error (3.8) y sustituyendo ~ut(x; t) and ~uxx(x; t) obtenidas mediante la

derivaci�on de (3.13) con respecto a x dos veces y con respecto a t, la expresi�on resultante es la
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siguiente

�c (x) ~u (x; t) +K0 (x) sign (~u (0; t))

+�a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t))

�
xZ
0

~� ~w (y; t)L (x; y) dy +

xZ
0

~K0(y)sign( ~w(0; t))L (x; y) dy

+�a ~wx (x; t)L (x; x)� �a ~wx (0; t)L (x; 0)

��a ~w (x; t)Lx (x; x) + �a ~w (0; t)Lx (x; 0) +
xZ
0

�a ~w (y; t)Lyy (x; y) dy

�a ~wxx(x; t)� a ~wx (x; t)L (x; x)� a ~w (x; t) dL(x;x)dx

�aLx (x; x) ~w (x; t)� a
xZ
0

Lxx (x; y) ~w (y; t) dy = 0

Simpli�cando y agrupando t�erminos se logra reducir la expresi�on anterior en

h
�c (x)� ~�� 2�aLx (x; x)� adL(x;x)dx

i
~w(x; t)

+

xZ
0

[�c (x)L (x; y)� ~�L (x; y) + �aLyy (x; y)� �aLxx (x; y)] ~w (y; t) dy

+K0 (x) sign (~u (0; t))

+ ~K0(x)sign( ~w(0; t))

+

xZ
0

~K0(y)sign( ~w(0; t))L (x; y) dy

��a ~wx (0; t)L (x; 0) + �a ~w (0; t)Lx (x; 0) = 0
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Adicionalmente, las siguientes condiciones deben satirfaserse de manera similar y an�aloga a las

obtenidas en el teorema 1

�c (x)� ~�� 2�aLx (x; x)� adL(x;x)dx = 0

�c (x)L (x; y)� ~�L (x; y) + �aLyy (x; y)� �aLxx (x; y) = 0

L (x; 0) = 0

L(1; y) = 0

~K0(x) =

xZ
0

~K0(y)L (x; y) dy �K0(x)

q2 = K2

6.4. Ap�endice D. Prueba del observador 2

Con la �nalidad de obtener las condiciones que se necesitan para que la transformaci�on sea

posible e invertible, el primer paso consiste en derivar con respecto a l tiempo (3.17), quedando

de la forma

~wt (x; t) = ~ut (x; t) +

xZ
0

M (x; y) ~ut (y; t) dy

Sustituyendo ~ut (x; t) en la ecuaci�on anterior se obtiene

~wt (x; t) = a~uxx (x; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))�K1(x)~u (0; t)

+

xZ
0

M (x; y) [a~uyy (y; t) + c (y) ~u (y; t)�K0 (y) sign (~u (0; t)�K1(x)~u (0; t))] dy

Simpli�cando los t�erminos dentro de la integral de la expresi�on anterior

~wt (x; t) = a~uxx (x; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))�K1(x)~u (0; t)

+

xZ
0

a~uyy (y; t)M (x; y) dy +

xZ
0

c (y) ~u (y; t)M (x; y) dy

�
xZ
0

K0 (y) sign (~u (0; t))M (x; y) dy �
xZ
0

K1 (y) ~u (0; t)M (x; y) dy
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Integrando por partes a

xZ
0

~uyy (y; t)M (x; y) dy se obtiene

a

xZ
0

~uyy (y; t)M (x; y) dy = a~ux (x; t)M (x; x)� a~ux (0; t)M (x; 0)

�a~u (x; t)Mx (x; x) + a~u (0; t)Mx (x; 0)

+

xZ
0

a~u (y; t)Myy (x; y) dy

Por lo tanto, la simpli�caci�on queda como sigue

~wt (x; t) = a~uxx (x; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))

+

xZ
0

c (y) ~u (y; t)M (x; y) dy �
xZ
0

K0 (y) sign (~u (0; t))M (x; y) dy

+a~ux (x; t)M (x; x)� a~ux (0; t)M (x; 0)� a~u (x; t)Mx (x; x) + a~u (0; t)Mx (x; 0)

�
xZ
0

K1 (y) ~u (0; t)M (x; y) dy +

xZ
0

a~u (y; t)M (x; y) dy

Ahora, derivando con respecto a x se tiene

~wx (x; t) = ~ux (x; t) +

d

0B@
xZ
0

M(x;y)~u(y;t)dy

1CA
dx

Por la regla de diferenciaci�on de Leibnitz (6.4), la expresi�on anterior queda

~wx (x; t) = ~ux (x; t) +M (x; x) ~u (x; t) +

xZ
0

Mx (x; y) ~u (y; t) dy

Derivando con respecto a x por segunda ocasi�on, se tiene

~wxx (x; t) = ~uxx (x; t) +M (x; x) ~ux (x; t) +

�
d

dx
M (x; x)

�
~u (x; t) +

d

0B@
xZ
0

Mx(x;y)~u(y;t)dy

1CA
dx

62



Nuevamente, usando la regla de diferenciaci�on de Leibnitz (6.4), se obtiene

~wxx (x; t) =

~uxx (x; t) + ~ux (x; t)M (x; x) + ~u (x; t)

�
d

dx
M (x; x)

�
+~u (x; t)Mx (x; x) +

xZ
0

Mxx (x; y) ~u (y; t) dy

Se tiene ahora, sustituyendo wt(x; t) y wxx(x; t) en el sistema objetivo (3.17), lo siguiente:

~�

0@~u (x; t) + xZ
0

M (x; y) ~u (y; t) dy

1A� ~K0(x)sign( ~w(0; t))

� ~K1(x) ~w(0; t) + a~uxx (x; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))

+

xZ
0

c (y) ~u (y; t)M (x; y) dy �
xZ
0

K0 (y) sign (~u (0; t))M (x; y) dy

+a~ux (x; t)M (x; x)� a~ux (0; t)M (x; 0)

�a~u (x; t)Mx (x; x) + a~u (0; t)Mx (x; 0)

+

xZ
0

a~u (y; t)M (x; y) dy �
xZ
0

K1 (y) ~u (0; t)M (x; y) dy

�a~uxx (x; t)� a~ux (x; t)M (x; x)� a~u (x; t)
�
d

dx
M (x; x)

�
�a~u (x; t)Mx (x; x)�

xZ
0

aMxx (x; y) ~u (y; t) dy = 0
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Simpli�cando se obtiene:

~�~u (x; t) + ~�

xZ
0

M (x; y) ~u (y; t) dy � ~K0(x)sign( ~w(0; t))

� ~K1(x) ~w(0; t) + c (x) ~u (x; t)�K0 (x) sign (~u (0; t))

+

xZ
0

c (y) ~u (y; t)M (x; y) dy �
xZ
0

K0 (y) sign (~u (0; t))M (x; y) dy

�a~ux (0; t)M (x; 0)

�2a~u (x; t)Mx (x; x) + a~u (0; t)Mx (x; 0)

+

xZ
0

a~u (y; t)M (x; y) dy �
xZ
0

K1 (y) ~u (0; t)M (x; y) dy

�a~u (x; t)
�
d

dx
M (x; x)

�
�

xZ
0

aMxx (x; y) ~u (y; t) dy = 0

Agrupando t�erminos con ~u(x; t) se llega a

�
~�+ c (x)� 2aMx (x; x)� a

�
d

dx
M (x; x)

��
~u (x; t)

+

xZ
0

[aMyy (x; y) + ~�M (x; y) + c(y)M (x; y)� aMxx (x; y)] ~u (y; t) dy

� ~K0(x)sign(~u(0; t))�K0 (x) sign (~u (0; t))�K1(x)~u (0; t)� ~K1(x)~u(0; t)

�
xZ
0

K0 (y) sign (~u (0; t))M (x; y) dy �
xZ
0

K1 (y) ~u (0; t)M (x; y) dy

�a~ux (0; t)M (x; 0) + a~u (0; t)Mx (x; 0) = 0

Por lo que, con la �nalidad de que se satisfaga la ecuaci�on anterior, y sabiendo que en general,

~u (x; t) 6= 0, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperb�olico que

describe la din�amica del kernel M(x; y). As��, el comportamiento en EDP tipo Hiperb�olico del
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kernel es el siguiente:

~�+ c (x)� 2aMx (x; x)� a
�
d

dx
M (x; x)

�
= 0

�aMxx (x; y) + ~�M (x; y) + c(y)M (x; y) + aMyy (x; y) = 0

M (x; 0) = 0

K0 (x)�
xZ
0

K0 (y)M (x; y) dy + ~K0(x) = 0

K1(x)�
xZ
0

K1 (y)M (x; y) dy + ~K1(x) = 0

(6.6)

Una condici�on a la frontera del kernel M(x; y), aparece cuando se sustituye x = 1 en la trans-

formaci�on (3.16), quedando

~w (1; t) = ~u (1; t)�
1Z
0

M (1; y) ~u (y; t) dy

0 = 0�
1Z
0

M (1; y) ~u (y; t) dy

por lo que

M (1; y) = 0

Otra condici�on a la frontera es obtenida en la primer derivada con respecto a x de la transfor-

maci�on (3.16)

~wx (x; t) = ~ux (x; t)�M (x; x) ~u (x; t)�
xZ
0

Mx (x; y) ~u (y; t) dy

Si se eval�ua en x = 0 se tiene:

~wx (0; t) = ~ux (0; t) +K (0; 0) ~u (0; t)�
0Z
0

Kx (x; y) ~u (y; t) dy

�q1 ~w (0; t)� q2sign ( ~w(0; t)) = �K2sign (~u (0; t))�K3~u (0; t)
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Por lo tanto

K3 = q1 K2 = q2

Integrando a lo largo de x la primera ecuaci�on de (6.6) se obtiene:

�x+
R
c (x) dx� 2aM (x; x)� aM (x; x) = 0

M (x; x) =
�x+

R
c (x) dx

3a

Anteriormente ha sido probado, por la ecuaci�on 3 de (6.6), que M(0; 0) = 0 por lo que de la

ecuaci�on anterior, si se eval�ua en x = 0

M (0; 0) =
�(0) +

R
c (x) dxjx=0
3a

= 0

Se obtiene otra condici�on:

c (0) = 0

Ahora, cuando x = 1 el kernel est�a en M(1; 1) = 0. Por lo que

M (1; 1) =
�+

R
c (x) dxjx=1
3a

= 0

Entonces se concluye lo siguiente

R
c (x) dxjx=1 = ��

6.5. Ap�endice E. Transformaci�on inversa, prueba de causalidad

- Observador 2

Para completar el dise~no, se necesita establecer que la estabilidad del sistema objetivo (3.17)

implica estabilidad en el sistema en lazo cerrado dado por (3.15) y (3.18). Para lograr probar

la invertibilidad de la transformaci�on (3.16), es necesario proponer una nueva transformaci�on

~u(x; t) = ~w(x; t) +

xZ
0

L (x; y) ~w (y; t) dy. Puede notarse que cuando x = 0, ~u(0; t) = ~w(0; t),

lo que corresponde a las condiciones dadas anteriormente. Derivando con respecto al tiempo
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(3.20), se obtiene:

~ut(x; t) = ~wt(x; t) +

xZ
0

L (x; y) ~wt (y; t) dy

Sustituyendo ~wt(x; t) en la ecuaci�on resultante anterior, se obtiene

~ut(x; t) = �a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(0; t)

+

xZ
0

L (x; y)
h
�a ~wyy (y; t)� ~� ~w (y; t) + ~K0(y)sign( ~w(0; t)) + ~K1(y) ~w(0; t)

i
dy

Simpli�cando los t�erminos de la integral se llega a

~ut(x; t) = �a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t)

+ ~K0(x)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(0; t)

+

xZ
0

�a ~wyy (y; t)L (x; y) dy �
xZ
0

~� ~w (y; t)L (x; y) dy

+

xZ
0

~K0(y)sign( ~w(0; t))L (x; y) dy +

xZ
0

~K1(y) ~w(0; t)L (x; y) dy

Integrando por partes

xZ
0

�a ~wxx (x; t)L (x; y) dy, se obtiene

a

xZ
0

~wxx (x; t)L (x; y) dy = �a ~wy (y; t)L (x; y) jx0 � �a ~w (y; t)Ly (x; y) jx0

+

xZ
0

�a ~w (y; t)Lyy (x; y) dy
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Sustituyendo esta integraci�on por partes en la ecuaci�on obtenida anteriormente la expresi�on se

transforma en

~ut(x; t) = �a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(0; t)

�
xZ
0

~� ~w (y; t)L (x; y) dy +

xZ
0

~K0(y)sign( ~w(0; t))L (x; y) dy

+

xZ
0

~K1(y) ~w(0; t)L (x; y) dy + �a ~wx (x; t)L (x; x)� �a ~wx (0; t)L (x; 0)

��a ~w (x; t)Lx (x; x) + �a ~w (0; t)Lx (x; 0) +
xZ
0

�a ~w (y; t)Lyy (x; y) dy

Ahora, derivando con respecto a x se logra

~ux(x; t) = ~wx(x; t) +

d

0@ xZ
0

L (x; y) ~w (y; t) dy

1A
dx

Usando la regla de diferenciaci�on de Leibnitz (6.4), se obtiene

~ux(x; t) = ~wx(x; t) + L (x; x) ~w (x; t) +

xZ
0

Lx (x; y) ~w (y; t) dy

N�otese que cuando la expresi�on se eval�ua en x = 0 se llega a tener

~ux(0; t) = ~wx(0; t) + L (0; 0) ~w (0; t)

Sustituyendo ~ux(0; t) y ~wx(0; t) de las condiciones iniciales de (3.15) y (3.17), se logra obtener

�K2sign (~u (0; t))�K3~u (0; t) = �q1 ~w (0; t)� q2sign( ~w(0; t)) + L (0; 0) ~w (0; t)

Por lo que se puede concluir que

q1 = K3 + L (0; 0)

q2 = K2
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Ahora, derivando con respecto a x otra vez, se tiene

~uxx(x; t) = ~wxx(x; t) + ~wx (x; t)L (x; x) + ~w (x; t) dL(x;x)dx +

d

0@ xZ
0

Lx (x; y) ~w (y; t) dy

1A
dx

Empleando la regla de diferenciaci�on de Leibnitz (6.4) se llega a

~uxx(x; t) = ~wxx(x; t) + ~wx (x; t)L (x; x) + ~w (x; t) dL(x;x)dx

+Lx (x; x) ~w (x; t) +

xZ
0

Lxx (x; y) ~w (y; t) dy

Usando la din�amica del error (3.15) y sustituyendo ~ut(x; t) and ~uxx(x; t) obtenidas mediante

derivar (3.20) con respecto a x dos veces y con respecto a t, la expresi�on resultante es la siguiente

�c (x) ~u (x; t) +K0 (x) sign (~u (0; t)) +K1(x)~u (0; t)

+�a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(0; t)

�
xZ
0

~� ~w (y; t)L (x; y) dy +

xZ
0

~K0(y)sign( ~w(0; t))L (x; y) dy

+

xZ
0

~K1(y) ~w(0; t)L (x; y) dy + �a ~wx (x; t)L (x; x)� �a ~wx (0; t)L (x; 0)

��a ~w (x; t)Lx (x; x) + �a ~w (0; t)Lx (x; 0) +
xZ
0

�a ~w (y; t)Lyy (x; y) dy

�a ~wxx(x; t)� a ~wx (x; t)L (x; x)� a ~w (x; t) dL(x;x)dx

�aLx (x; x) ~w (x; t)� a
xZ
0

Lxx (x; y) ~w (y; t) dy = 0
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Simpli�cando y agrupando t�erminos se logra reducir a

h
�c (x)� ~�� 2�aLx (x; x)� adL(x;x)dx

i
~w(x; t)

+

xZ
0

[�c (x)L (x; y)� ~�L (x; y) + �aLyy (x; y)� �aLxx (x; y)] ~w (y; t) dy

+K0 (x) sign (~u (0; t)) +K1(x)~u (0; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(0; t)

+

xZ
0

~K0(y)sign( ~w(0; t))L (x; y) dy +

xZ
0

~K1(y) ~w(0; t)L (x; y) dy

��a ~wx (0; t)L (x; 0) + �a ~w (0; t)Lx (x; 0) = 0

Adicionalmente, las siguientes condiciones deben satirfaserse de manera similar y an�aloga a las

obtenidas en el teorema 1

�c (x)� ~�� 2�aLx (x; x)� adL(x;x)dx = 0

�c (x)L (x; y)� ~�L (x; y) + �aLyy (x; y)� �aLxx (x; y) = 0

L (x; 0) = 0 L(1; y) = 0

~K0(x) =

xZ
0

~K0(y)L (x; y) dy �K0(x)

~K1(x) =

xZ
0

~K1(y)L (x; y) dy �K1(x)

q1 = K3 q2 = K2

6.6. Ap�endice F. Prueba de estabilidad sistema objetivo 1

Se propone la funci�on candidata de Lyapunov de la forma en que se muestra

V = 1
2

R 1
0

h
~w2(x; t) + 1

2 ( ~w(x; t) ~w(0; t))
2 + 1

2 ~w
2
x(x; t)

i
dx

Separando los t�erminos de la integral

V = 1
2

R 1
0 ~w

2(x; t)dx+ 1
2

R 1
0 ( ~w(x; t) ~w(0; t))

2 dx+ 1
2

R 1
0 ~w

2
x(x; t)dx
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Derivando con respecto al tiempo

Vt =
R 1
0 ~w(x; t) ~wt(x; t)dx+

R 1
0 ~w(x; t) ~w(0; t)

d ~w(x;t) ~w(0;t)
dt dx+

R 1
0 ~wx(x; t) ~wx;t(x; t)dx

=
R 1
0 ~w(x; t) ~wt(x; t)dx+

R 1
0 ~w(x; t) ~w(0; t) ( ~w(x; t) ~wt(0; t) + ~wt(x; t) ~w(0; t)) dx

=
R 1
0 ~w(x; t)

�
�a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K(x)sign( ~w(0; t))

�
dx+

R 1
0 ~wx(x; t) ~wt;x(x; t)dx

+
R 1
0 ~w(x; t) ~w(0; t)

�
~w(x; t) ~wt(0; t) +

�
�a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K(x)sign( ~w(0; t))

�
~w(0; t)

�
dx

Seleccionando
�
~w(0; t) = 0 entonces se obtiene

Vt = �a
R 1
0 ~w(x; t) ~wxx (x; t) dx� ~�

R 1
0 ~w

2(x; t)dx+
R 1
0 ~w(x; t)

~K(x)dxsign( ~w(0; t))

+
R 1
0 �a ~w(x; t) ~wxx (x; t) ~w

2(0; t)dx�
R 1
0 ~� ~w

2(x; t) ~w2(0; t)dx

+
R 1
0
~K(x)sign( ~w(0; t)) ~w(x; t) ~w2(0; t)dx+

R 1
0 ~wx(x; t) ~wx;t(x; t)dx

Trabajando con �a
R 1
0 ~w(x; t) ~wxx (x; t) dx e integrando por partes queda

�a
R 1
0 ~w(x; t) ~wxx (x; t) dx = �a ~w(x; t) ~wx (x; t) j

1
0 � �a

R 1
0 ~w

2
x (x; t) dx

Dado que

~wx (1; t) = ~wx (0; t) = 0

Por lo tanto, la funcional de Lyapunov, queda:

Vt = ��a
R 1
0 ~w

2
x (x; t) dx� ~�

R 1
0 ~w

2(x; t)dx�
R 1
0 ~� ~w

2(x; t) ~w2(0; t)dx

+
R 1
0 ~w(x; t)

~K(x)dxsign( ~w(0; t))

+
R 1
0 �a ~w(x; t) ~wxx (x; t) ~w

2(0; t)dx

+
R 1
0
~K(x)sign( ~w(0; t)) ~w(x; t) ~w2(0; t)dx

+
R 1
0 ~wx(x; t) ~wx;t(x; t)dx

Ahora, integrando por partes
R 1
0 �a ~w(x; t) ~wxx (x; t) ~w

2(0; t)dx y considerando que

d�a ~w(x; t) ~w2(0; t)

dx
= �a ~w2(0; t) ~wx(x; t) + ~w(x; t)�a

d ~w2(0; t)

dx

= �a ~w2(0; t) ~wx(x; t)
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Se obtiene

R 1
0 �a ~w(x; t) ~wxx (x; t) ~w

2(0; t)dx = �a ~w(x; t) ~w2(0; t) ~wx (x; t) j10 � �a
R 1
0 ~w

2(0; t) ~w2x (x; t) dx

Como se puede hacer

~wx (1; t) = ~wx (0; t) = 0

Reordenando los t�erminos, queda:

Vt = ��a
R 1
0 ~w

2
x (x; t) dx� ~�

R 1
0 ~w

2(x; t)dx�
R 1
0 ~� ~w

2(x; t) ~w2(0; t)dx

��a
R 1
0 ~w

2(0; t) ~w2x (x; t) dx+
R 1
0 ~wx(x; t)

�
~wx(x; t)dx

+
R 1
0
~K(x) ~w(x; t)

�
1 + ~w2(0; t)

�
dxsign( ~w(0; t))

Ahora, trabajando con
R 1
0
~K(x) ~w(x; t)

�
1 + ~w2(0; t)

�
dx integrando por partes se tiene:

d ~w(x;t)(1+ ~w2(0;t))
dx = ~wx(x; t)

�
1 + ~w2(0; t)

�
Por lo tanto

R 1
0
~K(x) ~w(x; t)

�
1 + ~w2(0; t)

�
dx = ~w(x; t)

�
1 + ~w2(0; t)

� R 1
0
~K(x)dxj10

�
R 1
0 ~wx(x; t)

�
1 + ~w2(0; t)

� R
~K(x)dxdx

Sustituyendo y simpli�cando

Vt = ��a
R 1
0 ~w

2
x (x; t) dx� ~�

R 1
0 ~w

2(x; t)dx�
R 1
0 ~� ~w

2(x; t) ~w2(0; t)dx

��a
R 1
0 ~w

2(0; t) ~w2x (x; t) dx+
R 1
0 ~wx(x; t) ~wx;t(x; t)dx

�
R 1
0 ~wx(x; t)

�
1 + ~w2(0; t)

� R
~K(x)dxsign( ~w(0; t))dx

Se debe cumplir que

~wx;t(x; t)�
�
1 + ~w2(0; t)

� R
~K(x)dxsign( ~w(0; t)) = 0
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6.7. Ap�endice G. Prueba de estabilidad sistema objetivo 2

Sea el sistema objetivo

~wt (x; t) = �a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(0; t)

~wx (0; t) = q1 ~w (0; t) + q2sign( ~w(0; t))

~w (1; t) = 0

Donde la condici�on a la frontera ~w (0; t) satisface los iguiente

~wt (0; t) = a ~wxx (0; t) + c (x) ~w (0; t)�K0 (0) sign ( ~w (0; t))�K1(0) ~w (0; t)

~wx (0; t) = �K2sign ( ~w (0; t))�K3 ~w (0; t)

Sea la funci�on candidata de Lyapunov

V = 1
2

R 1
0 ( ~w (0; t) ~w (x; t))

2 dx

Se obtiene la derivada de la siguiente forma:

Vt =
1
2

R 1
0 2 ~w(x; t) ~w (0; t) ( ~w (0; t) ~wt (x; t) + ~wt (0; t) ~w (x; t)) dx

=
R 1
0 ~w

2(0; t) ~w(x; t) ~wt(x; t) + ~w(0; t) ~wt(0; t) ~w
2(x; t)dx

Sustituyendo la din�amica de wt(x; t) y wt(0; t) se obtiene

Vt =
R 1
0 ~w

2(0; t) ~w(x; t)
h
�a ~wxx (x; t)� ~� ~w (x; t) + ~K0(x)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(0; t)

i
+ ~w(0; t) [a ~wxx (0; t) + c (x) ~w (0; t)�K0 (0) sign ( ~w (0; t))�K1(0) ~w (0; t)] ~w2(x; t)dx

Agrupando t�erminos se llega a lo siguiente:

Vt = �a ~w
2(0; t)

R 1
0 ~w(x; t) ~wxx (x; t) dx� ~� ~w

2(0; t)
R 1
0 ~w

2(x; t)dx

+ ~w2(0; t)sign( ~w(0; t))
R 1
0 ~w(x; t)

~K0(x)dx+ ~w3(0; t)
R 1
0 ~w(x; t)

~K1(x)dx

+�a
R 1
0 ~w(0; t) ~wxx (0; t) ~w

2(x; t)dx+ ~w2 (0; t)
R 1
0 c (x) ~w

2(x; t)dx

�
R 1
0 ~w(0; t)K0 (0) sign ( ~w (0; t)) ~w

2(x; t)dx�K1(0) ~w2(0; t)
R 1
0 ~w

2(x; t)dx
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Hasta este momento, los t�erminos no adecuados son los siguientes, considerando que c(x) < 0

8x; t, K0(0) � 0, 8t y K1(0) � 0, 8t.

�a ~w2(0; t)
R 1
0 ~w(x; t) ~wxx (x; t) dx

~w2(0; t)sign( ~w(0; t))
R 1
0 ~w(x; t)

~K0(x)dx

~w3(0; t)
R 1
0 ~w(x; t)

~K1(x)dx

+�a
R 1
0 ~w(0; t) ~wxx (0; t) ~w

2(x; t)dx

�K1(0) ~w2(0; t)
R 1
0 ~w

2(x; t)dx

Integrando por partes �a ~w2(0; t)
R 1
0 ~w(x; t) ~wxx (x; t) dx se obtiene

�a ~w2(0; t)
R 1
0 ~w(x; t) ~wxx (x; t) dx = �a ~w

2(0; t) ~w(x; t) ~wx (x; t) j10
��a ~w2(0; t)

R 1
0 ~w

2
x(x; t)dx

Por lo tanto Vt queda de la forma

Vt = �a ~w
3(1; t) ~wx (1; t)� �a ~w3(0; t) ~wx (0; t)

��a ~w2(0; t)
R 1
0 ~w

2
x(x; t)dx� ~� ~w2(0; t)

R 1
0 ~w

2(x; t)dx

+ ~w2(0; t)sign( ~w(0; t))
R 1
0 ~w(x; t)

~K0(x)dx+ ~w3(0; t)
R 1
0 ~w(x; t)

~K1(x)dx

+�a
R 1
0 ~w(0; t) ~wxx (0; t) ~w

2(x; t)dx+ ~w2 (0; t)
R 1
0 c (x) ~w

2(x; t)dx

�
R 1
0 ~w(0; t)K0 (0) sign ( ~w (0; t)) ~w

2(x; t)dx�K1(0) ~w2(0; t)
R 1
0 ~w

2(x; t)dx

Considerando que ~w (1; t) = 0 se reduce a

Vt = ��a ~w3(0; t) ~wx (0; t)� �a ~w2(0; t)
R 1
0 ~w

2
x(x; t)dx� ~� ~w2(0; t)

R 1
0 ~w

2(x; t)dx

+ ~w2(0; t)sign( ~w(0; t))
R 1
0 ~w(x; t)

~K0(x)dx+ ~w3(0; t)
R 1
0 ~w(x; t)

~K1(x)dx

+�a
R 1
0 ~w(0; t) ~wxx (0; t) ~w

2(x; t)dx+ ~w2 (0; t)
R 1
0 c (x) ~w

2(x; t)dx

�K0 (0) j ~w(0; t)j
R 1
0 ~w

2(x; t)dx�K1(0) ~w2(0; t)
R 1
0 ~w

2(x; t)dx

74



Hasta este momento, los t�erminos malos son los siguientes:

��a ~w3(0; t) ~wx (0; t)

~w2(0; t)sign( ~w(0; t))
R 1
0 ~w(x; t)

~K0(x)dx

~w3(0; t)
R 1
0 ~w(x; t)

~K1(x)dx

+�a
R 1
0 ~w(0; t) ~wxx (0; t) ~w

2(x; t)dx

Sustituyendo ~wx (0; t) en la expresi�on anterior queda

Vt = ��a ~w3(0; t) (q1 ~w (0; t) + q2sign( ~w(0; t)))

��a ~w2(0; t)
R 1
0 ~w

2
x(x; t)dx� ~� ~w2(0; t)

R 1
0 ~w

2(x; t)dx

+ ~w2(0; t)sign( ~w(0; t))
R 1
0 ~w(x; t)

~K0(x)dx+ ~w3(0; t)
R 1
0 ~w(x; t)

~K1(x)dx

+�a
R 1
0 ~w(0; t) ~wxx (0; t) ~w

2(x; t)dx+ ~w2 (0; t)
R 1
0 c (x) ~w

2(x; t)dx

�K0 (0) j ~w(0; t)j
R 1
0 ~w

2(x; t)dx�K1(0) ~w2(0; t)
R 1
0 ~w

2(x; t)dx

Simpli�cando

Vt = ��aq1 ~w4(0; t)� �aq2 ~w2(0; t) j ~w(0; t)j

��a ~w2(0; t)
R 1
0 ~w

2
x(x; t)dx� ~� ~w2(0; t)

R 1
0 ~w

2(x; t)dx

+ ~w2(0; t)sign( ~w(0; t))
R 1
0 ~w(x; t)

~K0(x)dx+ ~w3(0; t)
R 1
0 ~w(x; t)

~K1(x)dx

+�a
R 1
0 ~w(0; t) ~wxx (0; t) ~w

2(x; t)dx+ ~w2 (0; t)
R 1
0 c (x) ~w

2(x; t)dx

�K0 (0) j ~w(0; t)j
R 1
0 ~w

2(x; t)dx�K1(0) ~w2(0; t)
R 1
0 ~w

2(x; t)dx

Por lo tanto, considerando que q1, q2 > 0 solo quedan los t�erminos

~w2(0; t)sign( ~w(0; t))
R 1
0 ~w(x; t)

~K0(x)dx

~w3(0; t)
R 1
0 ~w(x; t)

~K1(x)dx

�a
R 1
0 ~w(0; t) ~wxx (0; t) ~w

2(x; t)dx

Trabajando con
R 1
0 �a ~w(0; t) ~wxx (0; t) ~w

2(x; t)dx e integr�andola por partes, la expresi�on queda de

la forma R 1
0 �a ~w(0; t) ~wxx (0; t) ~w

2(x; t)dx = �a ~w(0; t) ~w2(x; t) ~wx (0; t) j10
�
R 1
0 �a ~w

2(x; t) ~w2x(0; t)dx
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Vt = �a ~w(1; t) ~wx (1; t)� �aq1 ~w2(0; t)� �aq2 j ~w(0; t)j

��a
R 1
0 ~w

2
x(x; t)dx� ~�

R 1
0 ~w

2 (x; t) dx

+
R 1
0

h
~K0(x) ~w(x; t)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(x; t) ~w(0; t)

i
dx

Considerando que ~w (1; t) = 0, se podr��a tener

Vt = ��aq1 ~w2(0; t)� �aq2 j ~w(0; t)j

��a
R 1
0 ~w

2
x(x; t)dx� ~�

R 1
0 ~w

2 (x; t) dx

+
R 1
0

h
~K0(x) ~w(x; t)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(x; t) ~w(0; t)

i
dx

Donde el t�ermino

R 1
0

h
~K0(x) ~w(x; t)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(x; t) ~w(0; t)

i
dx

�Tambi�en descrito por

R 1
0 ~w(x; t)

h
~K0(x)sign( ~w(0; t)) + ~K1(x) ~w(0; t)

i
dx

Conlleva a la que se satisfaga

~K0(x)sign( ~w(0; t)) = ~K1(x) ~w(0; t)

Entonces la funci�on de Lyapunov resulta en

Vt = ��aq1 ~w2(0; t)� �aq2 j ~w(0; t)j

��a
R 1
0 ~w

2
x(x; t)dx� ~�

R 1
0 ~w

2 (x; t) dx
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