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Caṕıtulo 3. Control óptimo estocástico...............................................................39

3.1 Planteamiento del problema...................................................................39

3.2 Ecuación de Bellman..............................................................................44
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4.2 Análisis de la poĺıtica fiscal.....................................................................92

Conclusiones.........................................................................................................96
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INTRODUCCIÓN

Dar respuesta a las preguntas ¿cómo se genera la desigualad de ingresos? y ¿cómo ésta se

reproduce a lo largo del tiempo? ha sido unos de los mayores retos de los cient́ıficos sociales.

El interés no sólo se concentra en la generación y reproducción de la pobreza, sino también

en sus consecuencias y en sus relaciones con otras variables económicas y sociales (tales

como el crecimiento económico, el bienestar social y el desarrollo económico). Establecer

una relación entre la desigualdad de ingresos y el proceso de desarrollo económico seŕıa un

importante avance en materia de poĺıtica social. Sin embago, esta relación se encuentra

aún lejos de ser bien entendida. No obstante, la relación entre el crecimiento económico,

la desigualdad de ingresos y los niveles de bienestar, han atráıdo la atención en la teoŕıa

económica en los últimos 50 años mostrando diversos resultados.

La relación existente entre desigualdad económica y crecimiento económico ha sido

controversial entre los economistas y los teóricos sociales. Los intentos por explicar las

relaciones entre la desigualdad y tasas de crecimiento han sido contrapuestos en la literatura

emṕırica y teórica, es decir, se han encontrado páıses donde los niveles de desigualdad

tienen una relación positiva con la tasa de crecimiento, mientras que por otro lado existen

páıses donde altos niveles de desigualdad son causantes de sus bajas tasas de crecimiento.

Barro (2000) encuentra una relación positiva en estas variables en páıses desarrollados y

una relación negativa en páıses subdesarrollados. Una reseña bibliográfica de esta discusión

se encuentra en el trabajo realizado por Aghion, Caroli y Garćıa-Peñalosa (1999), donde

también se discuten cuestiones de los efectos de la volatilidad en la macroeconomı́a.

Un camino alterno que ha tomado la investigación económica consiste en estudiar

a la desigualdad y al crecimiento económico como procesos independientes. Al respecto,

Lundberg y Squire (2003) analizaron varios factores que pueden potencialmente influir en la

desigualdad y en el crecimiento, mostrando que sus pruebas emṕıricas fueron significativas.

A pesar de estas controversias una cosa es clara, tanto el crecimiento económico como

los niveles de desigualdad son resultados endógenos de un sistema económico. Por tanto,
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ambos son sujetos de las poĺıticas económicas adoptadas y los cambios estructurales de la

economı́a. Otro factor importante que afecta al crecimiento y a la desigualdad es el riesgo

o volatilidad. Dentro de la teoŕıa del crecimiento económico es posible encontrar traba-

jos que relacionan estas dos variables (parte de esta literatura son los trabajos en ciclos

económicos) entre ellos se pueden mencionar, por ejemplo, a: Grinols y Turnovsky (1993,

1998), Smith (1996), and Corsetti (1997). Por otro lado, existe evidencia emṕırica que

también relaciona la volatilidad macroeconómica con los niveles de desigualdad, por ejem-

plo, los páıses latinoamericanos tienen altos niveles de desigualdad (su ı́ndice de Gini oscila

entre 0.45 y 0.64) y sus tasas de crecimiento tienen mayores fluctuaciones en comparación

con los páıses de la Unión Europea, además estos últimos tienen niveles de desigualdad

menores. Garćıa-Peñalosa y Breen (2004) obtienen relaciones positivas entre la volatilidad

macroeconómica y los niveles de desigualdad.

El propósito de la tesis es dar una respuesta solida y argumentada a 3 preguntas de

intere cient́ıfico social y económico:

i) ¿Qué variables determinan a la desigualad de ingresos y que relación tienen con el

crecimiento económico?

ii) ¿Cómo afectan los niveles de riesgo de un páıs (volatilidad macroeconómica) al cre-

cimiento económico, distribución de ingresos y bienestar?

iii) ¿Qué poĺıticas económicas se deben adoptar para lograr mayores tasas de crecimiento

económico, con una distribución de ingresos equitativa?

Luego el objetivo de la tesis es desarrollar un modelo de crecimiento económico endógeno

y con volatilidad estocástica en el que se agregan dos supuestos:

i) existe una distribución determinada en el capital inicial,

i) la oferta laboral es elástica (es decir, se tiene una “gran” sensibilidad respecto a la

tasa salarial).

La argumentación teórica se encuentra bajo un contexto de control óptimo estocástico.

Bajo estas condiciones, la tasa de crecimiento del páıs y la distribución de ingreso se

determinan de forma conjunta. Dentro del modelo se encuentra que la oferta laboral de

equilibrio, determina los rendimientos del capital y sus efectos directos están en la tasa de
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crecimiento de la economı́a y en la distribución del ingreso. Por último se examinarán los

efectos de las poĺıticas económicas (a través de subsidios a la inversión y su financiamiento

por los diferentes tipos de impuesto) en la tasa de crecimiento, distribución del ingreso y

el bienestar social. Por último se contrasta el modelo teórico con la evidencia emṕırica a

través de simulaciones realizadas para México.

Se utilizará una adaptación del modelo de crecimiento con tecnoloǵıa “AK” y, como

consecuencia, una vez determinadas la distribución del ingreso y la tasa de crecimiento,

éstas son invariantes en el tiempo. El modelo “AK” fue propuesto por Romer en 1986,

también conocido como modelo de crecimiento endógeno, donde el proceso tecnológico es

un proceso inexplicado que permite un crecimiento sostenido. Para ver otros aspectos sobre

las diferentes teoŕıas de crecimiento existentes se puede ver el libro Economic Growth de

Barro y Sala-i-Martin (1995).

El modelo que se desarrolla está basado en tres investigaciones realizadas por Garćıa-

Peñalosa y Turnovsky (2004), (2005) y (2006). La presente tesis está organizada como

sigue.

En el caṕıtulo 1, se muestran los antecedentes históricos del crecimiento económico y

su relación con la desigualdad de ingresos, se presenta una breve indtroducción del ı́ndice

de Gini, aśı como la metodoloǵıa ha seguir en el desarrollo de la tesis.

Dado la parte medular de la tesis se encuentra en un contexto de control óptimo es-

tocástico se incluyeron dos caṕıtulos, uno referente al calculo estocástico y el otro referente

al control óptimo estocástico.

En el caṕıtulo 2, se establecen los principales resultados teóricos del cálculo estocástico

para su utilización en los caṕıtulos posteriores y su contenido es de carácter introductorio.

Los puntos importantes de este caṕıtulo son:

a) Lema de Itô

b) Propiedades Markovianas de una Difusión de Itô

c) Fórmula de Dynkin

d) Operador Diferencial
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En el caṕıtulo 3 se establecen de manera formal la problemática que enfrenta el con-

trol óptimo estocástico y las condiciones de primer orden del problema de optimización

ı́ntertemporal estocástico (la ecuación de Bellman), aśı como las condiciones de segundo

orden (condiciones de trasversalidad) para la solución del problema. Por último se da un

ejemplo de cómo se emplean los resultados de los teoremas expuestos a modelos económico.

En este el caṕıtulo 4 es la parte medular de la tesis en él se desarrolla el modelo de

control óptimo estocástico que caracteriza, las condiciones del equilibrio macroeconómico,

aśı como las condiciones del crecimiento económico. Por último se analizarán los efectos

de la poĺıtica económica en la tasa de crecimiento, distribución del ingreso, y el bienestar

social.

Por último en el caṕıtulo 5 se contrasta el modelo teórico con la evidencia emṕırica

a través de simulaciones realizadas para México. En la primera parte de las simulaciones

se establece la relación entre la volatilidad macroeconómica, el crecimiento económico y

la desigualdad de ingresos. En la segunda parte de las simulaciones se determinan los

efectos de las poĺıticas económicas, en la distribución del ingreso, el bienestar social y el

crecimiento económico.
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CAPÍTULO 1

ANTECEDENTES

1.1 Introducción al crecimiento económico

El propósito del caṕıtulo es dar una breve introducción a la teoŕıa del crecimiento

económico y su relación con la desigualdad de ingresos.

La pregunta ¿Cómo crece el PIB de un páıs?, es una incógnita bastante analizada en

el mundo de la economı́a e incluso con distintas vertientes y controversias.

Harrod (1939) y Domar (1946) fueron los primeros economistas en mirar la formación

del capital, para intentar explicar como se incrementan los estándares de vida. Para 1956,

Solow formaliza la idea de, que la acumulación de capital es causante de crecimiento, bajo

una dinámica de inversión.

Sin embargo, el enfoque moderno del crecimiento económico se inicia con Cass (1965) y

Koopmans (1965), quienes introducen el enfoque de optimización intertemporal propuesto

por Ramsey en 1928. En este enfoque, se toma a un agente “racional” representativo, quien

maximiza su utilidad en cada instante de tiempo para un periodo infinito, condicionado

a una función de producción. A diferencia del modelo de Solow, el modelo de Ramsey

introduce la acumulación y el consumo de una manera endógena, permitiendo que el agente

“racional” seleccione la cantidad ahorro y consumo en cada periodo. En estes modelo

supone una economı́a sin distorsiones, y el proceso de acumulación de capital se realiza

bajo un esquema tecnológico relativamente ŕıgido. El modelo de control óptimo seŕıa el

siguiente:
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Maximizar
∫ ∞

0

U(c(t))e−βtdt

c(t)

sutjeto a

k̇(t) = Af(k(t)) − c(t) − δk(t)

donde:

i) U(c(t)) es la función de utilidad del consumidor, quien solamente consume el bien c(t)

en el tiempo t,

ii) β es la tasa de descuento intertemporal, es la importacia que tiene el consmo de hoy

respecto al consumo futuro,

iii) Af(k(t)) es la función de producción de la economı́a que depende del capital k(t) en

cada periodo, donde A es una constante que representa al nivel tecnológico y f(.) es

una función doblemente diferenciable tal que f ′(.) > 0 y f ′′(.) < 0.,

iii) δ es la tasa de depreciación del capital y k̇(t) = dk(t)
dt .

Fue hasta 1982,cuando Kydland y Prescott desarrollan un modelo de equilibrio gen-

eral bajo incertidumbre, con la existencia de shocks tecnológicos. Una versión en tiempo

continuo del modelo de Prescott podŕıa ser el siguiente:

Maximizar E
[∫ ∞

0

U(c(t))e−βtdt

]

c(t)

sutjeto a

dk = Af(k(t))(dt + du) − [c(t) − δk(t)]dt

donde, du es un shock o choque estocástico en el tiempo t, y du = µ + σdB, con µ = 0 y

B es un proceso Geométrico Wiener. (Ver caṕıtulo 2).

En estos modelos, la función de producción es cóncava, lo que provoca que periodo a

periodo la tasa de crecimiento del PIB se reduzca y que en el infinito no exista posibilidad

alguna de crecimiento. La única forma de evitar esto es que el factor tecnológico crezca de

forma exógena.
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Para 1986, Romer formula un nuevo modelo en el que la función de producción agre-

gada es lineal, bajo el supuesto de que la economı́a genera externalidades. A este modelo se

le denomina también, AK debido a la forma de la función de producción. Con este nuevo

supuesto, la economı́a nunca deja de crecer, su tasa de crecimiento se mantiene constante

en cada periodo, independientemente del nivel tecnológico, es por ello que al modelo AK

también se le denomina modelo de crecimiento endógeno. Una breve caracterización del

planteamiento de modelo matemático es el siguiente:

Maximizar
∫ ∞

0

U(c(t))e−βtdt

c(t)

sutjeto a

k̇(t) = Ak(t) − c(t) − δk(t)

Los modelos anteriores trabajan bajo los siguientes supuestos,

i) los consumidores, tienen las mismas preferencias y por ende la misma función de

utilidad,

ii) todos los agentes económicos tiene el mismo capital inicial,

iii) los agente económicos tienen la misma función de producción.

Bajo estos supuestos basta un solo individuo denominado agente representativo para

caracterizar a la economı́a.

Los primero trabajos donde se elimina el supuesto ii), es decir la economı́a cuenta

con una distribución desigual, fueron construidos por Alesina y Rodrik (1994), Person y

Tabellini (1994) y Berlota (1993), quienes desarrollan un modelo de crecimiento AK no

estocástico. En esto trabajos se maneja de manera exógena la oferta laboral, lo que implica

que la distribución de ingresos impacta directamente en la tasa del crecimiento del PIB.

Para 1993, Grinols y Turnovsky desarrollan los primeros modelos con volatilidad

macroeconómica en tiempo continuo, seguidos de Smith (1996), Corsetti (1997), Turnovsky

(2000). En estos modelos a diferencia de propuestos por Prescott, la oferta laboral se de-

termina endógenamente dentro del modelo.
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La aportación principal de la tesis, es construir un modelo de crecimiento endógeno,

con una distribución no equitativa del capital inicial, donde la oferta laboral se determina

de manera endógena, bajo un equilibrio macroeconómico con volatilidad.

1.2 Medidas de desigualdad de ingresos

Los estad́ısticos más frecuenteme usados para medir la dispersión de una variable son,

la varianza, la desviación estándar y el coeficiente de variación. Todas estas medidas de

dispersión hacen referencia a la media, sin embargo, para hablar de la distribución de

ingresos, es necesario tener medidas de dispersión que no dependan de la media, para este

propósito el coeficiente de Gini es la medida de desigualdad más frecuentemente utilizada.

El coeficiente de Gini es un número entre 0 y 1, en donde el valor 0 corresponde a la perfecta

igualdad (todos tienen los mismos ingresos) y 1 corresponde a la perfecta desigualdad (una

persona tiene todos los ingresos y los demás ninguno).

El coeficiente de Gini se calcula como una razón de las áreas en el diagrama de la curva

de Lorenz, (para ver una referencia tema consulte A. Sen ,1992). Para dibujar a la curva

de Lorenz, primero se ordena a los individuos, de menor a mayor ingreso, posteriormente se

toma como dominio de la función, a la población acumulada en forma de porcentaje, es de

decir, el dominio se encuentra en el intervalo [0, 1], y donde por ejemplo n = 0.70 representa

a un 70% de la población. Como recorrido, la curva de Lorez tiene a el porcentaje de ingreso

acumulado, y por tanto su rango es el intevalo [0, 1]. Aśı por ejemplo, el punto sobre la

curva de Lorenz (n,L(n)) = (0.5, 0.2), significa que un 50% de la población posee un 20%

de los ingresos. De esta manera la gráfica de la cuva de Lorez comienza en la coordenada

(0,0) (es decir el 0% de la población posee el 0% de ingresos), y termina en (1,1), (es decir

el 100% de la población posee el 100% de ingresos). Si el área entre la ĺınea de perfecta

igualdad (una recta con pendiente de 45 grados) y la curva de Lorenz es A, y el área por

debajo de la curva de Lorenz es B, entonces el coeficiente de Gini es A/(A+B)((ver figura

1.1).
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Figura 1.1 Curva de Lorenz

1.3 Metodoloǵıa

En el siguiente esquema se muestra la metodoloǵıa empleada para el desarrollo de la

tesis. La herramienta matemática a utilizar para la construcción el desarrollo de modelo es

el cálculo estocástico y el control óptimo estocástico, por ello, en los primeros dos caṕıtulos

se desarrolla la base teórica de estas herramientas.
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Figura 1.2 Esquema general de la tesis.

En primer lugar se presenta el instrumental matemático bajo el cual se desarrolla la

tesis. El calculo estocástico (caṕıtulo 2) permite modelar la volatilidad macroeconómica,

mientras que el control óptimo estocástico (caṕıtulo 3) permite evaluar cómo afecta dicha

volatilidad a la tasa de crecimiento y a los niveles de desigualdad. Los caṕıtulos 2 y

3 muestran, en forma breve, los principales resultados del cálculo estocástico y control

óptimo, y se incluyen las demostraciones de los teoremas más importantes.

El caṕıtulo 4 es la parte medular de la tesis, ahi se presenta el modelo de volatilidad,

crecimiento económico y desigualdad, en un contexto de control óptimo estocástico.En

él se analiza cómo afecta la volatilidad macroeconomica al crecimiento económico y a

la desigualdad de ingresos. También, se analizan las poĺıticas económicas enfocadas a

incrementar la tasa de crecimiento y a la reducción de los niveles de desigualdad.

En el caṕıtulo 5 se contrasta el modelo teórico y se toma como referencia a México

para calibrar el modelo: De esta manera se determina cuáles son las mejores poĺıticas

económicas para obtener una mayor tasa de crecimiento y un bajo nivel de desigualdad de

ingresos en la economı́a de México.

Para la contrastación del modelo, la simulación se realizo con la metodoloǵıa propuesta

por Chung (2004), definiendo los siguientes pasos:
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Figura 1.3 Modelo de simulación.

1. Formulación del problema. Mediante tres preguntas fundamentales planteadas en

la introducción

i) ¿Qué variables determinan a la desigualad de ingresos y que relación tienen con el

crecimiento económico?

ii) ¿Cómo afectan los niveles de riesgo de un páıs (volatilidad macroeconómica) al cre-

cimiento económico, distribución de ingresos y bienestar?

iii) ¿Qué poĺıticas económicas se deben adoptar para lograr mayores tasas de crecimiento

económico, con una distribución de ingresos equitativa?

Parte del planteamiento del problema se encuentra también en los antecedentes del presente

caṕıtulo.

2. Elavoración del proyecto. Para lo cual se realizó una revisión de los modelos de

crecimiento existentes, y se planteó una metodoloǵıa para abordar el problema (ver figura

1.2).
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3. Definición del sistema. Se desarrolló en el caṕıtulo 4, como un modelo económico,

que engloba la volatilidad macroeconómica, crecimiento económico y desigualdad, bajo un

contexto de control óptimo estocástico.

4. Colección de los datos entrada. En el caṕıtulo 5 se menciona la problemática

existente de datos para la simulación del modelo. Los datos de entrada del modelo son la

distribución del capital inicial y estos se plantearon de manera hipotética acorde con los

resultados de la calibración del modelo.

5. Validación y verificación del modelo. Consiste básicamente en encontrar los

parámetros adecuados de la función de utilidad y de producción, con los cuales, el sistema

aproxima valores a la tasa de crecimiento promedio de México y distribución del ingreso.

Para la tasa de crecimiento promedio, se tomó como referencia el trajo realizado por

Barro y Sala-i-Martin (1995, caṕıtulo 10), y el PIB trimestral, publicado por el INEGI

en el periodo 1993-2009. Para la distribución del ingreso se uso el ı́ndice de Gini y la

distribución del ingreso por quintiles, publicados por el INEGI con base en la Encuesta

Nacional de Ingreso y Gasto de los Hogares (ENIGH) 2006. Los detalles de la calibración

del modelo se dan en el punto 5.1.

6. Proyecciones. Se realizaron con el fin de estimar los cambios en la tasa de crecimiento

y los niveles de desigualdad, a distintas variaciones exógenas en la economı́a mexicana. En

el punto 5.1 se estiman cambios en la tasa de crecimiento y niveles de desigualdad en México

a distintas variaciones de la volatilidad macroeconómica. En el punto 5.3 se plantean

proyecciones de los cambios de la tasa de crecimiento y niveles de desigualdad respecto a

distintas poĺıticas fiscales, bajo el supuesto de que el gobierno tome la decisión de financiar

la inversión al capital, con el propósito de incrementar la tasa de crecimiento y disminuir

los niveles de desigualdad. Para ello el gobierno tiene que tomar la decisión, de cuál seŕıa

la mejor manera de financiar dicho subsidio a través de tres impuestos: impuestos sobre

los rendimientos de capital, impuesto a la tasa salarial e impuestos directos al consumo.
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CAPÍTULO 2

ELEMENTOS DE CÁLCULO ESTOCÁSTICO

El propósito de este caṕıtulo es revisar tópicos de probabilidad, procesos estocásticos y

cálculo estocástico cuyos resultados serán utilizados en los caṕıtulos posteriores. Para

una revisión más profunda de los tópicos pueden verse Oksendal (2000), Venegas-Mart́ınez

(2006), Brzeźniak y Zastawniak (1999).

2.1 Probabilidad y procesos estocásticos

Definición 2.1 Sea Ω un conjunto no vaćıo. Considere una σ-álgebra, F , la cual es una

familia de subconjuntos de Ω tal que:

i) Ω ∈ F ,

ii) Si A ∈ F , entonces Ac ∈ F , donde Ac = Ω −A, es el complemento de A,

iii) Si A1, A2, ..., Ai, ... es una sucesión de conjuntos en F , entonces ∪∞
i=1Ai ∈ F .

En particular, si F es una σ-álgebra de Ω, se dice que el par (Ω,F) es un espacio medible.

Si A es un conjuto en F , se dice que A es F medible (o simplemente que A es medible con

respecto de F).

Definición 2.2 Sea (Ω,F) un espacio medible y sea ĨR = IR ∪ {−∞,∞} el conjunto

extendido de los reales. Se dice que una función µ : F → ĨR es una medida sobre F si:

i) µ(φ) = 0,

ii) µ(A) ≥ 0 para todo A ∈ F ,

ii) µ es σ-aditiva, es decir, si {Ai} es una sucesión de conjuntos ajenos (dos a dos) en F ,

entonces

µ

( ∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞∑

i=1

µ(Ai).
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En este caso se dice que (Ω,F , µ) es un espacio de medida. A µ(A) se le llama la

medida del conjunto A ∈ F . En particular, si µ(Ω) = 1, se dice que µ es una medida

de probabilidad. Si µ es una medida de probabilidad, se acostumbra a escribir µ ≡ P y

se dice que (Ω,F , P ) es un espacio de probabilidad. Aśı mismo, se dice que P (A) es la

probabilidad del evento A ∈ F . También se dice que un evento A ∈ F es casi seguro (y se

abrevia c.s.) si P (A) = 1.

Cuando se tienen dos conjuntos arbitrarios Ω y Ω′, y una función f : Ω → Ω′, definida

para cualquier conjunto B ⊂ Ω′, se define a la función inversa mediante

f−1(B) = {ω ∈ Ω|f(ω) ∈ B}.

Definición 2.3 Sea (Ω,F , µ) un espacio de medida. Se dice que X : Ω → IR es una función

F-medible si X−1(−∞, x] = {ω ∈ Ω|X(ω) ≤ x} ∈ F ∀ x ∈ IR.

En particular sea B(IR) el conjunto Borel, es decir, la σ-álgebra más pequeña que

contiene a todos los intevalos de IR. En este caso, se dice que una función X : Ω → IR es

una función F-medible si X−1(B) = {ω ∈ Ω|X(ω) ∈ B} ∈ F ∀B ∈ B(IR).

Notese que si X−1(B) ∈ F , entonces su medida µ(X−1(B)) está bien definida para el

caso especial donde µ ≡ P es una medida de probabilidad, en cuyo caso se dice que X es

una variable aleatoria.

Definición 2.4 Sea X una variable aleatoria. La función de ditribución de X es la función

FX : IR → [0, 1] dada por

FX = P (X ≤ x) ∀x ∈ IR.

La medida de probabilidad inducida por X es la medida de probabilidad sobre el

conjunto Boreliano B(IR) definida como PX(B) = P{X ∈ B} para todo B ∈ B(IR).

Nótese que PX(B) = P [X−1(B)]. Además, la función de distribución de X y la medida de

probabilidad inducida por X están relacionadas mediante FX(x) = PX(−∞, x].
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Una función real f definida en [a, b] se dice que es absolutamente continua si ∀ε > 0,

∃δ > 0 tal que
∑n

i=1 |f(bi) − f(ai)| < ε para culaquier colección finita disjunta de subin-

tervalos [ai, bi] en [a, b] que cumplen con la condición de
∑n

i=1 |bi − ai| < δ. Cuando la

función FX es creciente y absolutamente continua, entonces FX es dirivable c.s. (es decir,

P{X = x ∈ IR : F ′(x) existe } = 1) y existe una función tal que F ′ = f que cumple con

F (x) =
∫ x

−∞ f(x)dx. Para ver la demostración consultar Rudin (1987), pág. 146.

Definición 2.5 Sea (Ω,F , µ) un espacio de medida y f : Ω → IR una función F-medible,

se dice que f es (Lebesgue-)integrable si
∫

Ω

|f |dµ < ∞ y es llamada integrable cuadrática

si
∫

Ω

|f |2dµ < ∞.

Cuando se hace referencia a una función integrable se estará pensando en la integral

de Lebesgue, la cual es más general que la integral de Riemann (ver, por ejemplo, Bartle,

1995). En el caso particular donde el espacio de medida es un espacio de probabilidad,

se toma a la variable aleatoria X como función medible, luego la variable aleatoria es

integrable si cumple la definición anterior con respecto a la mediada de probabilidad P ;

si esto pasa, la esperanza (matemática) existe y la definimos como E[X] =
∫
Ω

XdP . Al

espacio de las funciones aleatorias integrables se le denotará mediante L1(Ω,F , P ). Si la

función es integrable cuadrática, entonces la varianza de la variable aleatoria X se define

como Var[X] =
∫
Ω
(X−E[x])2dP . Al espacio de funciones aleatorias integrables cuadráticas

se denotará por L2(Ω,F , P ).

Definición 2.6 Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias {X(t)}t∈T .

Para el caso de tiempo continuo T = [0,∞).

Obsérvese pues que al proceso estocástico se le puede ver como una función X :

T ⊗ Ω → IR. Para todo ω ∈ Ω, la función t → X(t, ω) es llamada trayectoria (muchas

veces también llamada serie de tiempo) de X(t).
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2.2 Proceso Wiener o movimiento Browniano

Definición 2.7 Un proceso Wiener (o Browniano) es un proceso estocástico W (t) definido

en t ∈ [0,∞) tal que:

i) W (0)=0 c.s. (casi seguro)

ii) las trayectorias t → X(t, ω) son continuas c.s.

iii) para toda sucesión finita 0 < t1 < t2 < ... < tn y conjuntos Borel A1, A2, ..., An ∈ IR

la probabilidad conjunta P{W (t1) ∈ A1,W (t2) ∈ A2, ...W (tn) ∈ An}

=
∫

A1

· · ·
∫

An

p(t1, 0, x1)p(t2 − t1, x1, x2) · · · p(tn − tn−1, xn−1, xn)dx1 · · · dxn

donde p(t, x, y) = 1
(2πt)1/2 e

(x−y)2

2t para todo x, y ∈ IR y t > 0 es llamada densidad de

transición.

Es fácil ver que la función de densidad de W (t) es p(t, 0, x) = 1
(2πt)1/2 e

(x)2

2t , lo que

implica que W (t) se distribuye como una variable aleatoria normal con media 0 y varianza

t es decir W (t) ∼ N (0, t). Si se utilizan las propiedades de la distribución normal se sabe

que (W (t) − W (s)) ∼ N (0, t − s) (ver Venegas-Mart́ınez, 2006, pág. 34).

Proposición 2.8 Sea W (t) un proceso Wiener, entonces E[W (s)W (t)] = min{s, t} y

E
[
|W (t) −W (s)|2

]
= |t − s|.

Demostración. Sea 0 < s < t, entonces

E[W (s)W (t)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xyp(s, 0, x)p(t − s, x, y)dxdy

=
∫ +∞

−∞
xp(s, 0, x)

(∫ +∞

−∞
yp(t − s, x, y)dy

)
dx. (2.1)

Sea u = y − x, entonces y = x + u y

∫ +∞

−∞
yp(t − s, x, y)dy =

∫ +∞

−∞
(x + u)p(t − s, x, x + u)du =

∫ +∞

−∞
(x + u)p(t − s, 0, u)du
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= x

∫ +∞

−∞
p(t − s, 0, u)du +

∫ +∞

−∞
(u)p(t − s, 0, u)du = x + 0 = x

si se retoma a (2.1), se tiene

E[W (s)W (t)] =
∫ +∞

−∞
x2p(s, 0, x)dx = E

[
(W (s))2

]
= Var[W (s)] = s.

Para demostrar la segunda igualdad se toma 0 < s < t, entonces E
[
|W (t) − W (s)|2

]

= E
[
(W (t) −W (s))2

]
= E

[
(W (t))2

]
+E

[
(W (s))2

]
− 2E [W (t)W (s)] = t + s− 2s = t− s.

En general para s, t ≥ 0 se cumple E
[
|W (t) − W (s)|2

]
= |t − s|.

Definición 2.9 Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. Una familia de σ-álgebras en Ω

{Ft}t∈[0,∞) es llamada una filtración, si Fs ⊂ Ft ⊂ F , para todo 0 ≤ s ≤ t.

Como ejemplo se puede tener a la filtración estándar. Sea {X(t)}t∈[0,∞) un proceso

estocástico, entonces la σ- álgebra generada por X(t), para todo t ∈ [0,∞), está dada por

Ft = σ{X(s) : 0 ≤ s ≤ t}.

Definición 2.10 Un proceso estocástico {X(t)}t∈[0,∞) que cumple con las siguientes dos

condiciones

i) X(t) es integrable para todo t ∈ [0,∞),

ii) X(t) es Ft-medible para todo t ∈ [0,∞) (en tal caso decimos que X(t) es adaptado a

Ft),

entonces es llamado

i) martingala si E[X(t)|Fs] = X(s) para todo 0 ≤ s ≤ t,

ii) submartingala si E[X(t)|Fs] ≥ X(s) para todo 0 ≤ s ≤ t,

ii) supermartingala si E[X(t)|Fs] ≤ X(s) para todo 0 ≤ s ≤ t.

Proposición 2.11 Sea W (t) un proceso Wiener, y 0 = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn una sucesión

finita, entonces los incrementos W (t1) − W (t0), ... W (tn) − W (tn−1) son independientes.

Demostración. Sea 0 ≤ r ≤ s ≤ t ≤ u. Como para todo q ≥ p ≥ 0 se cumple que

(W (q) − W (p)) ∼ N (0, p − q), es suficiente mostrar que

Cov [(W (u) −W (t))(W (s) − W (r))] = 0.
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Como E[W (q) − W (p)] = 0 para todo q ≥ p ≥ 0, entonces

Cov [(W (u) − W (t))(W (s) − W (r))] = E [(W (u) − W (t))(W (s) −W (r))] .

De la proposición 2.8 se tiene que E[(W (u) − W (t))(W (s) − W (r))] = E[W (u)W (s)] −

E[W (u)W (r)] − E[W (t)W (s)] + E[W (t)W (r)] = s − r + s + r = 0 .

Corolario 2.12 Para todo 0 ≤ s ≤ t la variación W (t) − W (s) es independiente de la

σ-álgebra Fs = σ{W (r) : 0 ≤ r ≤ s}.

Demostración. Sea 0 ≤ s ≤ t, por la proposición anterior sabemos que para toda 0 ≤ r ≤ s

W (t) − W (s) y W (r) − W (0) son independientes. Como Fs = σ{W (r) : 0 ≤ r ≤ s},

entonces W (t) −W (s) es independiente de Fs.

Como para todo 0 ≤ s ≤ t la variación W (t)−W (s) es independiente de la σ-álgebra

Fs = σ{W (r) : 0 ≤ r ≤ s}, entonces lo es también su esperanza, es decir W (t) − W (s) =

E[W (t)−W (s)|Fs] para todo 0 ≤ s ≤ t, donde Fs = σ{W (r) : 0 ≤ r ≤ s}. Luego, se sabe

que la variación W (t) −W (s) es una martingala con respecto a la filtración {Ft}t∈[0,∞).

2.3 La integral de Itô

Definición 2.13 La función indicadora o función caracteŕıstica 1A : A → IR se define

como:

1A =
{

1, if x ∈ A
0, otro caso.

Definición 2.14 Sea 0 = t0 < t1 < ... < tn ≤ ∞ una sucesión finita de números y

{ei}i=0,1,,,n ⊂ L2(Ω,F , P ) una serie finita de variables aleatorias tal que ei son Ft-medibles

para todo i = 0, 1, ..., n. El proceso simple o proceso escalonado ϕ(t) es un proceso es-

tocástico que se define como ϕ(t) =
n−1∑

i=0

ei1[ti,ti+1).
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Obsérvese que, para todo i = 0, 1, ..., n las variables aleatorias ei son Ft-medibles y

también integrables cuadráticas, entonces también lo es ϕ(t) en ambos términos. Es fácil

verificar que si ϕ1(t), ϕ2(t) son procesos simples y a, b ∈ IR, entonces aϕ1(t) + bϕ2(t)

también es un proceso simple.

Definición 2.15 Sea 0 = t0 < t1 < ... < tn = T ≤ ∞ una sucesión finita de números y

ϕ(t) =
n−1∑

i=0

ei1[ti,ti+1) un proceso simple definido en esta sucesión de números. La integral

de ϕ(t) es definida como
∫ T

0

ϕ(t)dW (t) =
n−1∑

i=0

ei(W (ti+1) − W (ti)), donde W (t) es un

proceso Wiener.

Definición 2.16 Se define a M2
T como el espacio de funciones estocáticas X(t) (con

0 < T ≤ ∞) tales que :

i) E

[∫ T

0

|X(t)|2dt

]
< ∞,

ii) X(t) es Ft-medible para todo t ∈ [0,∞) (en tal caso se dice que X(t) es adaptado a

Ft).

Proposición 2.17 (Isometŕıa de Itô) Sea ϕ(t) una función simple estocástica acotada y

0 < T ≤ ∞ , entonces E



(∫ T

0

ϕ(t)dW (t)

)2

 = E

[∫ T

0

ϕ(t)2dt

]
.

Demostración. Sea 0 = t0 < t1 < ... < tn = T ≤ ∞ una sucesión finita de números y

ϕ(t) =
n−1∑

i=0

ei1[ti,ti+1) un proceso simple definido en esta sucesión de números. Sea además

Wi = W (ti) , 4Wi = Wi+1 − Wi y 4ti = ti+1 − ti, entonces utilizando el hecho de que

(eiej4Wi) y (4Wj ) son independientes si i 6= j y por las proposiciones (2.8) y (2.11)

se tiene que:

E[eiej4Wi4Wj ] =
{

0, si i 6= j
E[e2

i ]4ti, si i = j

, entonces E



(∫ T

0

ϕ(t)dW (t)

)2

 = E



(

n−1∑

i=0

ei4Wi

)2



=
n−1∑

i=0

n−1∑

j=0

E[eiej4Wi4Wj ] =
n−1∑

i=0

E[e2
i ]4ti = E

[∫ T

0

ϕ(t)2dt

]
.
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Proposición 2.18 Sea g(t) ∈ M2
T acotada y g(., ω) continua para toda ω ∈ Ω. Luego

existe una sucesión de procesos simples {ϕn(t)}n∈N ⊂ M2
T tal que

E

[∫ T

0

(g(t) − ϕn(t))2dt

]
→ 0 cuando n → ∞.

Demostración. Sea ϕn(t) =
n−1∑

i=0

g(ti, ω)1[ti,ti+1). Dado que g(t) ∈ M2
T para todo n ∈ N ,

entonces {ϕn(t)}n∈N ⊂ M2
T . Como ϕ(., w) continua, se cumple que

E

[∫ T

0

(g(t, ω) − ϕn(t, ω))2dt

]
→ 0 cuando n → ∞ para toda ω ∈ Ω. Luego se cumple

que E

[∫ T

0

(g(t) − ϕn(t))2dt

]
→ 0 cuando n → ∞.

Proposición 2.19 Sea h(t) ∈ M2
T , entonces existe una sucesión de funciones

{gn(t)}n∈N ⊂ M2
T acotadas y gn(., ω) continuas para toda ω ∈ Ω y para toda n ∈ N , tal

que E

[∫ T

0

(h(t) − gn(t))2dt

]
→ 0 cuando n → ∞

La demostración de esta proposición es algo técnica, y el objetivo principal de la tesis no

la requiere, para ver un bosquejo de la misma consultar Oksendal B. (2000) pag 20-21.

Proposición 2.20. Sea f(t) ∈ M2
T , entonces existe una sucesión de funciones

{hn(t)}n∈N ⊂ M2
T acotadas tal que E

[∫ T

0

(f(t) − hn(t))2dt

]
→ 0 cuando n → ∞.

Demostración. Sea

hn(t, ω) =





−n, si f(t, ω) < −n
f(t, ω), si −n ≤ f(t, ω) ≤ n
n, si f(t, ω) > n

Luego es claro que hn(t, ω) → f(t, ω) y |hn(t, ω)| ≤ n para toda n ∈ N por el teorema de

convergencia dominada (ver Rudin, 1987, pag 26) se cumple que

E

[∫ T

0

(f(t) − hn(t))2dt

]
→ 0 cuando n → ∞.
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De las proposiciones 2.18, 2.19, 2.20, si f(t) ∈ M2
T , se puede elegir una suceción de

procesos simples {ϕn(t)}n∈N ⊂ M2
T , tal que, E

[∫ T

0

(f(t) − ϕn(t))2dt

]
→ 0.

Definición 2.21 Sea X(t) ∈ M2
T y {ϕn(t)}n∈N ⊂ M2

T una suceción de procesos simples

tal que E

[∫ T

0

(X(t) − ϕn(t))2dt

]
→ 0, entonces definimos a la Integral de Itô del proceso

estocástico X(t) como
∫ T

0

X(t)dW (t) = lim
n→∞

∫ T

0

ϕn(t)dW (t).

Es ocasión de realizar una observación importante, sea X(t) y {ϕn(t)}n∈N como en

la definición anterior y supóngase que
∫ T

0

ϕn(t)dW (t) forma una secuencia de Cauchy en

L2(Ω,F , P ), entonces limn→∞

∫ T

0

ϕn(t)dW (t) =
∫ T

0

X(t)dW (t) existe y pertenece a

L2(Ω,F , P ). Para ver que
∫ T

0

ϕn(t)dW (t) forma una sucesión de Cauchy en L2(Ω,F , P )

obsérvese que si g ∈ M2
T y f ∈ L2(Ω,F , P ) sus normas están dadas por ‖g‖M2

T
=

(
E

[∫ T

0

|g(t)|2dt

]) 1
2

y ‖f‖L2 =
(∫

Ω

|f |2dP

)1
2

= (E[f2])
1
2 , obsérvese además que si

ϕ(t) un proceso simple, entonces I(ϕ(t)) =
∫ T

0

ϕ(t)dW (t) es un proceso estocástico y por

tanto una variable aleatoria. Como E

[∫ T

0

(X(t) − ϕn(t))2dt

]
→ 0, entonces

lim
n→∞

‖X(t) −ϕn(t)‖M2
T

= 0. Es hora de demostrar que I(ϕn(t)) =
∫ T

0

ϕn(t)dW (t) forma

una sucesión de Cauchy en L2(Ω,F , P ). Como lim
n→∞

‖X(t) − ϕn(t)‖M2
T

= 0, significa que

para toda ε > 0 existe N ∈ IN tal que si n > N , entonces ‖X(t) − ϕn(t)‖M2
T

< ε
2
.Luego

para m,n > N se tiene por la proposición 2.17 que

‖I(ϕm(t)) − I(ϕn(t))‖L2 = ‖I(ϕm(t) − ϕn(t))‖L2 = ‖ϕm(t) − ϕn(t)‖M2
T

≤ ‖X(t) − ϕm(t)‖M2
T

+ ‖X(t) − ϕn(t)‖M2
T

<
ε

2
+

ε

2
= ε.

Por tanto la sucesión I(ϕn(t)) =
∫ T

0

ϕn(t)dW (t) forma una sucesión de Cauchy en

L2(Ω,F , P ) y como L2(Ω,F , P ) es un espacio completo, entonces lim
n→∞

∫ T

0

ϕn(t)dW (t) =
∫ T

0

X(t)dW (t) existe y pertenece a L2(Ω,F , P ).
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Proposición 2.22 (Isometŕıa de Itô) Sea X(t) ∈ M2
T una proceso estocástico, entonces

E



(∫ T

0

X(t)dW (t)

)2

 = E

[∫ T

0

X(t)2dt

]
.

Demostración Sea {ϕn(t)}n∈IN ⊂ M2
T una sucesión de procesos simples tal que

E
[∫

T

(X(t) − ϕn(t))2dt

]
→ 0

por proposición 2.17 ‖I(ϕn(t))‖L2 = ‖ϕn(t)‖M2 para todo n ∈ N . Se toman los limites

‖I(X(t))‖L2 = lim ‖I(ϕn(t))‖L2 = lim ‖ϕn(t)‖M2 = ‖X(t)‖M2 .

Proposición 2.23 Sea {Xn(t)}n∈N ⊂ M2
T una sucesión de procesos estocásticos tal que

E



(∫ T

0

Xn(t) −X(t)

)2

dt


→ 0, entonces

∫ T

0

X(t)dW (t) = lim
n→∞

∫ T

0

Xn(t)dW (t).

Demostración. Sea {Xn(t)}n∈N ⊂ M2
T tal que E



(∫ T

0

Xn(t) − X(t)

)2

dt


 → 0, por

proposición 2.22 se tiene que ‖I(Xn(t)) − I(X(t))‖L2 = ‖I(Xn(t) − X(t))‖L2 = ‖Xn(t) −

X(t)‖M2
T

para todo n ∈ N . Luengo lim‖I(Xn(t)) − I(X(t))‖L2 = 0, por tanto se tiene

que
∫ T

0

X(t)dW (t) = lim
n→∞

∫ t

0

Xn(t)dW (t).

Proposición 2.24 Sea X(t), Y (t) ∈ M2
T ,a, b ∈ IR y 0 ≤ r < s, entonces∫ s

0

aX(t) + bY (t)dW (t) = a

∫ s

0

X(t)dW (t) + b

∫ s

0

Y (t)dW (t).

La demostración de esta proposición sólo requiere del uso de ĺımites y se omitirá.
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2.4 La fórmula de Itô

Definición 2.25 un proceso estocástico X(t) es llamado un proceso de Itô si tiene la forma

X(T ) = X(0)+
∫ T

0

a(t)dt+
∫ T

0

b(t)dW (t), donde b(t) ∈ M2
T para todo 0 < T ≤ ∞ y a(t)

es un proceso adaptado a la filtración Ft tal que
∫ T

0

|a(t)|dt < ∞ para todo 0 < T ≤ ∞.

La forma diferencial de un proceso de Itô es dado por dX(t) = a(t)dt + b(t)dW (t).

Teorema 2.26 (fórmula de Itô) Sea X(t) un proceso de Itô y g(t, x) una función real con

derivadas continuas gt(t, x), gx(t, x), gt,x(t, x), gx,t(t, x) y gxx(t, x) , entonces g(t,X(t))

es un proceso de Itô tal que

dg(t, (X(t)) = (gt(t,X(t))dt + gx(t,X(t))dX(t) +
1
2
gxx(t,X(t))(dX(t))2 ,

o de forma quivalente

dg(t, (X(t))

=
(

gt(t,X(t)) + gx(t,X(t))a(t) +
1
2
gxx(t,X(t))b(t)2

)
dt + gx(t,X(t))b(t)dW (t) (2.2)

donde además se cumple la regla dtdt = dtdW (t) = dW (t)dt = 0 y dW (t)dW (t) = dt.

Demostración.

Supongase que g(t, x), gt(t, x), gx(t, x) y gxx(t, x) son acotadas en [0, T ], y escribamos

a (2.2) con la expresión equivalente

g(T,W (T )) = g(0,W (0)) +
∫ T

0

(
gt(t,X(t)) + gx(t,X(t))a(t) +

1
2
gxx(t,X(t))b(t)2

)
dt

+
∫ T

0

gx(t,X(t))b(t)dW (t).

Sea 0 = t0,n < t1,n < t2,n < ... < tn,n = T la partición n en [0, T ] y se define

Xi,n = X(ti,n), Wi,n = W (ti,n), 4ti,n = ti+1,n − ti,n, 4Xi,n = Xi+1,n − Xi,n y 4Wi,n =

Wi+1,n −Wi,n. Por el teorema de Taylor se Obtiene
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g(T,W (T )) − g(0,W (0) =
n−1∑

i=0

g(ti+1,n,Xi+1,n) − g(ti,n,Xi,n)

=
n−1∑

i=0

gt(ti,n,Xi,n)4ti,n +
n−1∑

i=0

gx(ti,n,Xi,n)4Xi,n

+1
2

n−1∑

i=0

gtt(ti,n,Xi,n)(4ti,n)2 +
1
2

n−1∑

i=0

gxx(ti,n,Xi,n)(4Xi,n)2

+
n−1∑

i=0

gxt(ti,n,Xi,n)4Xi,n4ti,n +
n−1∑

i=0

Ri

donde Ri = o(|4ti,n|2 + |4Xi,n|2).

Si se descompone la ecuación anterior y se demuestra para cada componente obten-

emos:

i) lim
n→∞

n−1∑

i=0

Ri = 0

ii) lim
n→∞

n−1∑

i=0

gt(ti,n,Xi,n)4ti,n =
∫ T

0

gt(ti,n,Xi,n)dt

iii)
n−1∑

i=0

gx(ti,n,Xi,n)4Xi,n =
n−1∑

i=0

gx(ti,n,Xi,n)[a(ti,n)4ti,n + b(ti,n)4Wi,n]

=
n−1∑

i=0

a(ti,n)gx(ti,n,Xi,n)4ti,n +
n−1∑

i=0

b(ti,n)gx(ti,n,Xi,n)4Wi,n

donde lim
n→∞

n−1∑

i=0

a(ti,n)gx(ti,n,Xi,n)4ti,n =
∫ T

0

a(t)gx(t,X(t))dt

y lim
n→∞

n−1∑

i=0

b(ti,n)gx(ti,n,Xi,n)4Wi,n =
∫ T

0

b(t)gx(t,X(t))dW (t)

iv) lim
n→∞

E



(

n−1∑

i=0

gtt(ti,n,Xi,n)(4ti,n)2
)2

 = lim

n→∞

n−1∑

i=0

E
[
(gtt(ti,n,Xi,n))2

]
(4ti,n)4 = 0

entonces,

‖
n−1∑

i=0

gtt(ti,n,Xi,n)(4ti,n)2 − 0‖L2 = 0

Luego
n−1∑

i=0

gtt(ti,n,Xi,n)(4ti,n)2 → 0 en L2
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v) lim
n→∞

E



(

n−1∑

i=0

gxt(ti,n,Xi,n)4Xi,n4ti,n

)2



= lim
n→∞

n−1∑

i=0

E
[
(gxt(ti,n,Xi,n))2(4Xi,n)2

]
(4ti,n)2 = 0

Luego
n−1∑

i=0

gxt(ti,n,Xi,n)4Xi,n4ti,n → 0 en L2

vi)
n−1∑

i=0

gxx(ti,n,Xi,n)(4Xi,n)2 (2.3)

=
n−1∑

i=0

(a(ti,n))2gxx(ti,n,Xi,n)(4ti,n)2 +
n−1∑

i=0

(b(ti,n))2gxx(ti,n,Xi,n)(4Wi,n)2

+2
n−1∑

i=0

a(ti,n)b(ti,n)gxx(ti,n,Xi,n)4Wi,n4ti,n

donde lim
n→∞

E



(

n−1∑

i=0

(a(ti,n))2gxx(ti,n,Xi,n)(4ti,n)2
)2



= lim
n→∞

n−1∑

i=0

(a(ti,n))2E
[
(gxx(ti,n,Xi,n))2

]
(4ti,n)4 = 0 (2.4)

lim
n→∞

E



(

n−1∑

i=0

a(ti,n)b(ti,n)gxx(ti,n,Xi,n)4Wi,n4ti,n

)2



= lim
n→∞

n−1∑

i=0

E
[
(a(ti,n)b(ti,n)gxx(ti,n,Xi,n))2

]
E[(4Wi,n)2]4ti,n

= lim
n→∞

n−1∑

i=0

E
[
(a(ti,n)b(ti,n)gxx(ti,n,Xi,n))2

]
(4ti,n)3 = 0 (2.5)

Luego por (2.3),(2.4) y (2.5)

n−1∑

i=0

(a(ti,n))2gxx(ti,n,Xi,n)(4ti,n)2 + 2
n−1∑

i=0

a(ti,n)b(ti,n)gxx(ti,n,Xi,n)4Wi,n4ti,n → 0 en

L2

Por último sea v(t) = (b(t))2gxx(t,X(t)), vi,n = v(ti,n) y
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E



(

n−1∑

i=0

vi,n(4Wi,n)2 −
n−1∑

i=0

vi,n4ti,n

)2



=
n−1∑

j=0

n−1∑

i=0

E[vi,nvj,n((4Wi,n)2 −4ti,n)((4Wj,n)2 −4tj,n)] (2.6)

Si i 6= j los eventos vi,nvj,n((4Wi,n)2−4ti,n) y ((4Wj,n)2−4tj,n) son independientes,

entonces la ecuación (2.6) se reduce a

n−1∑

i=0

E[(vi,n)2((4Wi,n)2 −4ti,n)2]

=
n−1∑

i=0

E[(vi,n)2]E[((4Wi,n)4 + (4ti,n)2 − 2(4Wi,n)24ti,n)]

=
n−1∑

i=0

E[(vi,n)2](3(4ti,n)2 + (4ti,n)2 − 2(4ti,n)2) = 2
n−1∑

i=0

E[(vi,n)2](4ti,n)2

y lim
n→∞

2
n−1∑

i=0

E[(vi,n)2](4ti,n)2 = 0

Luego
n−1∑

i=0

(b(ti,n))2gxx(ti,n,Xi,n)(4Wi,n)2 →
∫ T

0

(b(t))2gxx(t,X(t))dt en L2, y con esto se

termina la demostración.

Supongase un proceso estocástico de la forma X(t) = (X1(t), ...,Xn(t)) ∈ IRn, un

procesos Wiener W (t) = (W1(t), ...,Wm(t)) y para cada proceso ai(t) y bi,j (t) (con i =

1, ..., n j = 1, ...m) se satisfacen las condiciones de la definición 2.25. Se denota a X(t)

como un proceso de Itô n-dimensional si dX(t) = a(t)dt + b(t)dW (t) donde

X(t) =




X1(t)
.
.
.

Xn(t)


 a(t) =




a1(t)
.
.
.

an(t)


 dW (t) =




dW1(t)
.
.
.

dWm(t)




b(t) =




b1,1(t) ... b1,m(t)
. ... .
. ... .
. ... .

bn,1(t) ... bn,m(t).
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Teorema 2.27 (fórmula general de Itô) Sea X(t) un proceso de Itô n-dimensional y

sea g(t, x) = (g1(t, x), ..., gp(t, x)) una función en C2 y g : [0,∞)
⊗

IRn → IRp, entonces

g(t,X(t)) es un proceso de Itô cuyo componente dgk(t,X(t)) (con k = 1, .., p) es dado por

dgk(t, (X(t)) = gk
t (t,X(t))dt+

n∑

i=1

gk
xi

(t,X(t))dXi(t)+
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

gk
xixj

(t,X(t))dXi(t)dXj(t)

donde dWi(t)dWj(t) = δi,jdt dWi(t)dt = dtdWi(t) = 0.

2.5 Ecuaciones diferenciables estocásticas

Ejemplo 2.28 Proceso geométrico Wiener o movimiento geométrico Browniano

Sea X(t) un proceso de Itô tal que dX(t) = rX(t)dt+αX(t)dW (t) o de forma equivalente

dX(t)
X(t)

= rdt + αdW (t) →
∫ t

0

dX(s)
X(s)

= rt + αW (t), (W (0) = 0). (2.7)

Por otro lado sea g(t,X(t)) = ln(X(t)) con X(t) > 0, Utilizando la fórmula de itô en g(., .)

se obtiene:

d(lnX(t)) = 1
X(t)dX(t) + 1

2

(
− 1

(X(t))2

)
(dX(t))2

= dX(t)
X(t) + 1

2(X(t))2α
2(X(t))2dt = dX(t)

X(t) + 1
2α2dt.

Si se despeja, se obtiene dX(t)
X(t) = d(lnX(t)) + 1

2α2dt. De esta última ecuación y de (2.7)

se concluye que

ln dX(t)
X(0) =

(
r − 1

2α2
)
t + αW (t) o de forma equivalente X(t) = X(0)e(r−α2/2)t+αW (t).

Teorema 2.29 (Existencia y unicidad para ecuaciones diferenciables estocásticas)

1) Sea T > 0, a(., .) : [0, T ]
⊗

IRn → IRn y b(., .) : [0, T ]
⊗

IRn → IRn×m funciones medibles

que satisface:

i) ‖a(t, x)‖ + ‖b(t, x)‖ ≤ C(1 + ‖x‖) para alguna constante C con x ∈ IRn, t ∈ [0, T ], y

‖b(t, x)‖ =
n∑

j=1

m∑

i=1

|bi,j(t, xi)|2,
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ii) ‖a(t, x)−a(t, y)‖+‖b(t, x)−b(t, y)‖ ≤ D‖x−y‖ para alguna constante D con x, y ∈ IRn,

t ∈ [0, T ].

2) Sea además Z una variable aleatoria la cual es independiente de la σ-álgebra F (m)
∞

generada por W (s), s ≥ 0 E[|Z|2] < ∞.

Si se cumple 1) y 2), entonces la ecuación diferencial estocástica

dX(t) = a(t, (X(t))dt + b(t,X(t))dW (t) con t ∈ [0, T ], X(0) = Z

tiene una única t-continua solución X(t) con la propiedad de que X(t) es adaptada a la

filtración FZ
t generada por Z y W (s), s ≤ t y además E

[∫ T

0

|X(t)|2dt

]
< ∞.

Para ver la demostración del teorema anterior puede consultarse Oksendal(2000). La

solución X(t) referida al teorema anterior es llamada solución fuerte, por que X(t) es

construida de tal manera que es adaptada a la filtración FZ
t generada por Z y {W (s)}s≤t.

Si sólo se dieran las condiciones de las funciones a(t, x) y b(t, x) y el par de procesos

((X̃(t), W̃ (t)),Ht en el espacio de probabilidades (Ω,H, P ) fueran una solución de la

ecuación diferencial dX(t) = a(t, (X(t))dt + b(t,X(t))dW (t) , entonces (X̃(t), W̃ (t)) es

llamada solución débil. Obsérvese que Ht es una familia creciente de σ-álgebras tal que

X̃(t) es Ht-adaptado y W̃ (t) es un Ht-proceso Wiener (es decir W̃ (t) es un movimiento

browniano que es martingala con respecto a Ht, o de otra forma E[W̃ (t+h)−W̃ (t)|Ht] = 0

para todo t, h ≥ 0). Luego X̃(t) no tiene que ser FZ
t - adaptado.

La condición (2) del teorema 2.29 garantiza la unicidad de la solución X(t) que se

obtiene. Esta unicidad es llamada unicidad fuerte, referida a que si X1(t) y X2(t) son

proceso continuos que satisfacen que:

i) dXi(t) = a(t, (Xi(t))dt + b(t,Xi(t))dW (t) con, t ∈ [0, T ], X(0) = Z y i ∈ {1, 2},

ii) Xi(t) es adaptada a la filtración FZ
t generada por Z y W (s), s ≤ t para i ∈ {1, 2},

iii) E

[∫ T

0

|Xi(t)|2dt

]
< ∞ para i ∈ {1, 2},

entonces X1(t) = X2(t) para todo t < T c.s., es decir la unicidad va referida a una única

trayectoria t-continua solución X(t).
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La unicidad débil simplemente mensiona que si X1(t) y X2(t) son solución de la

ecuación diferencial estocástica dX(t) = a(t, (X(t))dt + b(t,X(t))dW (t) ambas tiene la

misma distribución de probabilidad, es decir que para todo n, 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn < ∞,

y B1, B2, ..., Bn ∈ B conjuntos boreleanos se tiene que:

P (X1(t1) ∈ B1,X1(t2) ∈ B2, ...,X1(tn) ∈ Bn)

= P ′(X2(t1) ∈ B1,X2(t2) ∈ B2, ...,X2(tn) ∈ Bn).

Proposición 2.30 Si a(t, x) y b(t, x) son dos funciones que satisfacen las condiciones

del teorema 2.28, entonces la solución (ya sea débil o fuerte) de la ecuación diferencial

estocástica dX(t) = a(t, (X(t))dt + b(t,X(t))dW (t), al menos cumplirá la unicidad débil

(obsérvese que para la unicidad débil no es necesaria la condición 2 del teorema 2.28).

2.6 Propiedades Markovianas

Se comenzará por proponer algunas caracteŕısticas que deben de cumplir los proce-

sos estocásticos para que se pueda establecer resultados importantes sobre ellos que se

utilizarán en el próximo caṕıtulo.

Definición 2.31 Un proceso estocástico es difusión de Itô si X(t, ω) : [0,∞)
⊗

Ω → IRn,

satisface la ecuación diferencial estocástica de la forma:

i) dX(t) = a(X(t))dt + b(X(t))dW (t), t ≥ s,X(s) = x, donde W (t) es un proceso

Wiener m-dimesional,

ii) a(.) : IRn → IRn y b(.) : IRn → IRn×m satisfacen las codiciones del teorema 2.28 (se

observa que a(.), b(.) sólo dependen de x) que en este caso se reducen a

‖a(x) − a(y)‖ + ‖b(x) − b(y)‖ ≤ D‖x − y‖ para alguna constante D con x, y ∈ IRn,

t ∈ [0, T ].

Se denotará a la solución de (i) de la definición 2.31 por X(t) = Xx
s (t) con t > s ≥ 0, śı

s = 0, y a Xx
0 (t) por Xx(t). Esta solución X(t) tendrá la propiedad de tiempo-homogéneo

en el sentido siguiente. Obsérvese que
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Xx
s (s + h) = x +

∫ s+h

s

a(Xx
s (u))du +

∫ s+h

s

b(Xx
s (u))dW (u)

= x +
∫ h

0

a(Xx
s (s + v))dv +

∫ h

0

b(Xx
s (s + v))dW̃ (v), v = u− s

donde W̃ (v) = W (s + v) −W (s). Por otro lado sea

Xx(h) = x +
∫ h

0

a(Xx(v))dv +
∫ h

0

b(Xx(v))dW̃ (v)

Por la unicidad de la proposición 2.30, {W (v)}v≥0 y {W̃ (v)}v≥0 tienen la misma

P 0-distribución, es decir {X(t)}t≥0 es tiempo-homogéneo. Ahora se introducen las dis-

tribuciones de probabilidad Qx de {X(t)}t≥0 para x ∈ IR. Qx asigna las distribuciones

de x ∈ IR asumiendo X(0) = x. Para ver esto de manera formal sea M∞ la σ−álgebra

generada por las variables aleatorias X(t, ω) = Xy(t, ω) donde t ≥ 0 y y ∈ IRn, y para

0 ≤ t1 < t2 < ... < tk < ∞, y B1, B2, ..., Bk ∈ B conjuntos boreleanos, para cualquier k.

Se define a Qx sobre los miembros de Mt con 0 ≤ k ≤ t, como

Qx(X(t1) ∈ B1,X(t2) ∈ B2, ...,X(tk) ∈ Bn)

= P (Xx(t1) ∈ B1,X
x(t2) ∈ B2, ...,X

x(tk) ∈ Bk).

Recuerdese que F (m)
t es la σ-álgebra generada por {W̃ (t) : r < t} y Mt es la σ-álgebra

generada por {X(t) : r < t}. Por el teorema 2.29 se sabe que X(r) es medible respecto a

F (m)
t y por tanto Mt ⊂ F (m)

t .

Proposición 2.32 (Propiedad débil Markoviana de una Difusión de Itô) Sea f : IRn → IR

una función borel medible y acotada, entonces para t, h ≥ 0

Ex
[
f(X(t + h))|F (m)

t

]
(ω)

= EX(t,ω)[f(X(h))]. (2.8)

Demostración. Obsérvese primero que Ex denota el valor expectativo respecto a la medida

de probabilidad Qx y E con respecto a P . Entonces Ey[f(X(h))] quiere decir o puede

rescribirse como E[f(Xy(h))] y EX(t)[f(X(h))] quiere decir Ey[f(X(h))] evaluada en y =

X(t). Para r ≥ t, sea

X(r, ω) = X(t, ω) +
∫ r

t

a(X(u))du +
∫ r

t

b(X(u))dW (u).
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Por la unicidad del teorema 2.30 y reescribiendo X(r, ω) = X
X(t)
t (r, ω). Sea además

Xx
t (r, ω) como antes descrito y observar que Xx

t (r, ω) es independiente de F (m)
t . Luego

(2.8) se puede reescribir como E
[
f(XX(t)

t (t + h, ω))|F (m)
t

]
= E[f(Xx

0 (h, ω))]x=X(t).

Sea g(x, ω) = f(Xx
t (t+h, ω)), luego g es medible y se aproxima por funciones acotadas

de la forma
n∑

k=1

φk(x)ϕk(ω), usando las prodiedades de las expectativas condicionales se

obtiene

E
[
f(XX(t)

t (t + h, ω))|F (m)
]

= E[g(X(t), ω)|F (m)] = E

[
lim
n

n∑

k=1

φk(X(t))ϕk(ω)|F (m)
t

]

= lim
n

n∑

k=1

φk(X(t))E[ϕk(ω)|F (m)
t ] = lim

n

n∑

k=1

E
[
φk(y)ϕk(ω)|F (m)

t

]
y=X(t)

= E
[
g(y, ω)|F (m)

t

]
y=X(t)

= E[g(y, ω)]y=X(t) = E[f(Xy
t (t + h, ω))]y=X(t).

Como {X(t)} es de tiempo-homogéneo se tiene que

E
[
f(XX(t)

t (t + h, ω))|F (m)
t

]
= E[f(Xy

t (t + h, ω))]y=X(t) = E[f(Xy
0 (h, ω))]y=X(t).

Definición 2.33 Sea {Nt}t∈[0,∞) una filtración. Una variable aleatoria τ : Ω → [0,∞] es

llamada tiempo parado con respecto a la filtración {Nt}t∈[0,∞), si {ω ∈ Ω; τ (ω) ≤ t} ∈ Nt

para todo t ∈ [0,∞].

Definición 2.34 Sea τ un tiempo parado con respecto a la filtración {Nt}t∈[0,∞) y sea

N∞ la σ-álgebra más pequeña que contiene a Nt para todo t ≥ 0, entonces la σ-álgebra

Nτ consiste en todos los conjutos N ∈ N∞ tal que N ∩ {τ ≤ t} ∈ Nt para todo t ≥ 0.

Cuando Nt = Mt, entonces Mτ es la σ-álgebra generada por {Xmin(s,τ); s ≥ 0} y

cuando Nt = F (m)
t , entonces F (m)

τ es la σ-álgebra generada por {Ws∧τ ; s ≥ 0}.

Teorema 2.35 (Propiedad fuerte markoviana de una Difusión de Itô) Sea f una función de

Borel acotada en IRn, τ un tiempo parado con respecto a F (m)
τ , con τ < ∞ c.s. Entonces

Ex
[
f(X(τ + h))|F (m)

τ

]
= EX(τ)[f(X(h))].

La demostración del teorema anterior es similar a la proposición 2.32 para ver detalle

ver en Oksendal (2000).



34

Para generalizar el teorema anterior sea H el conjunto de todas las funciones reales

M∞-medibles para ti ≥ 0 se define al operador cambio como θt : H → H como sigue:

si η = g1(X(t1))g2(X(t2))...gk(X(tk)) donde gi es Borel medible, ti ≥ 0, luego

θtη = g1(X(t1 + t))g2(X(t2 + t))...gk(X(tk + t)).

Si se generaliza el teorema 2.35 se obtiene que

Ex
[
θτη|F (m)

τ

]
= EX(τ)[η], (2.9)

para todos los tiempos parados τ y todas las funciones acotadas η, donde (θτη) (ω) =

(θtη) (ω) si τ (ω) = t.

Otro caso importante en el operador cambio θ es el siguiente, sea H ⊂ IRn medible

y τH = inf{t > 0 : X(t) /∈ H} nombrado como el primer tiempo de salida de H, sea

además α otro tiempo parado y g una función acotada y continua en IRn. Se define ahora

δ = g(X(τH))X{τH <∞} y τα
H = inf{t > α : X(t) /∈ H}, entonces se cumple que

θαδ = θαg(X(τH))X{τH <∞} = g(X(τα
H))X{τα

H
<∞}. (2.10)

Para mostrar (2.10) se aproxima a δ por funciones δ(k) para k = 1, 2, 3, ... de la forma

δ(k) =
k−1∑

j=0

g(Xtj )X[tj ,tj+1)(τH) con tj = j2−k y obsérvese que

θαX[tj,ttj+1)(τH) = θαX{∀r∈(0,tj), Xr∈H & ∃s∈[tj,ttj+1) Xs /∈H}

= X{∀r∈(0,tj), Xr+α∈H & ∃s∈[tj,ttj+1) Xs+α /∈H}

= X{∀u∈(α,tj+α), Xu∈H & ∃v∈[tj+α,ttj+1+α) Xv /∈H}

= X[tj,ttj+1)(τ
α
H),

tomando limites se obtiene

θαδ = lim
k→∞

θαδ(k) = lim
k→∞

k−1∑

j=0

g(Xtj+α)X[tj+α,tj+1+α)(τα
H) = g(X(τα

H))X{τα
H

<∞}.

Definición 2.36 Sea X(t) un proceso de Itô en IRn. El generador A de X(t) es definido

por Af(x) = lim
t↘0

Ex[f(X(t))] − f(x)
t

x ∈ IRn.
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El conjunto de funciones f : IRn → IR tal que el limite existe en x ∈ IRn es denotado por

DA(x), mientras que DA denota al conjunto de funciones para las cuales el limite existe

para toda x ∈ IRn.

Lema 2.37 Sea Y (t) = Y x(t) un proceso de Itô en IRn de la forma

Y x(t, ω) = x +
∫ t

0

a(X(s, ω))ds +
∫ t

0

b(X(s, ω))dW (s, ω), donde W es m-dimensional.

Sea f ∈ C2
0(IRn) (es decir f ∈ C2(IRn) y tiene soporte compacto) y sea τ un tiempo parado

respecto a F (m)
t y Ex[τ ] < ∞. Asuma que a(t, ω) y b(t, ω) son acotadas para el conjunto

(t, ω) tal que Y (t, ω) pertenece al soporte de f . Se cumple, entonces que

Ex[f(Y (τ )] = f(x)+Ex



∫ τ

0


∑

i

ai(s, ω)
∂f(Y (s))

∂xi
+

1
2

∑

i,j

(bb′)i,j(s, ω)
∂2f(Y (s))

∂xi∂xj


ds


,

donde Ex es la esperenza con respecto a la distribución de probabilidad Rx para la cual

Y (t) comienza en x, Rx[Y (t1) ∈ F1, ..., Y (tk) ∈ Fk] = P 0[Y x(t1) ∈ F1, ..., Y
x(tk) ∈ Fk], y

Fi son conjuntos Borel.

Demostración. Sea Z = f(Y ) y apliquemos el lema de Itô, entonces

dZ =
n∑

i=1

fxi(t, Y (t))dYi(t) +
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

fxixj (t, Y (t))dYi(t)dYj(t)

=
n∑

i=1

aifxi (t, Y (t))dt +
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

fxixj (t, Y (t))(bdW (t))i (bdW (t))j

+
n∑

i=1

fxi (t, Y (t))(bdW (t))i

donde,

(bdW (t))i(bdW (t))j =

(
m∑

k=1

bikdWk(t)

)(
m∑

l=1

bjldWl(t)

)
=

(
m∑

l=1

bikbjk

)
dt = (bb′)ijdt

luego

f(Y (t)) = f(Y (0)) +
∫ t

0




n∑

i=1

aifxi(s, Y (s)) +
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

(bb′)ijfxixj(s, Y (s))


 ds



36

+
n∑

i=1

m∑

k=1

∫ t

0

bikfxi (t, Y (t))dWk(t)

por tanto

Ex[f(Y (τ ))] = f(x) + Ex



∫ τ

0




n∑

i=1

aifxi (s, Y (s)) +
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

(bb′)ijfxixj (s, Y (s))


 ds




+
n∑

i=1

m∑

k=1

Ex

[∫ τ

0

bikfxi (t, Y (s))dWk(s)
]

Por otro lado si g es una función de Borel Acotada |g| ≤ M y dado que g(Y (s)) y la

función indicadora Xs<τ son ambas Fm
s -medibles , entonces para todo entero k se cumple

que

Ex

[∫ τ∧k

0

g(Y (s))dW (s)

]
= Ex

[∫ k

0

Xs<τg(Y (s))dW (s)

]
= 0.

Más aun

Ex



(∫ τ

0

g(Y (s))dW (s) −
∫ τ∧k

0

g(Y (s))dW (s)

)2



= Ex

[∫ τ

τ∧k

g2(Y (s))dW (s)
]
≤ M2Ex[τ − τ ∧ k] → 0 cuando k → ∞.

Por tanto 0 = lim
k→∞

Ex

[∫ τ∧k

0

g(Y (s))dW (s)

]
= Ex

[∫ τ

0

g(Y (s))dW (s)
]

,

luego

Ex[f(Y (τ ))] = f(x) + Ex



∫ τ

0




n∑

i=1

aifxi (s, Y (s)) +
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

(bb′)ijfxixj (s, Y (s))


 ds


 .

Teorema 2.38 Sea X(t) una difusión de Itô y dX(t) = a(X(t))dt + b(X(t))dW (t), si

f ∈ C2
0((IRn), entonces f ∈ DA y Af(x) =

n∑

i

ai
∂f

∂xi
+

1
2

n∑

i

n∑

j

(bb′)i,j (x)
∂f

∂xi∂xj
.
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Demostración. El teorema se sigue aplicando el lema 2.37 (con τ = t) a la definición de A

(definición 2.36).

Combinado el resultado (*) del lema 2.37 y el resultado del teorema 2.38 obtenemos:

Teorema 2.39 fórmula de Dynkin Sea f ∈ C2
0((IRn) y τ un tiempo parado, con

Ex[τ ] < ∞, entonces

Ex[f(Y (τ )] = f(x) + Ex

[∫ τ

0

Af(X(s))ds

]
.

2.7 El problema Dirichlet-Poisson

En este punto se mostrará el último resultado que utilizaremos en el próximo caṕıtulo,

con esto concluimos nuestro breve temario de cálculo estocástico y abrimos pasos a los

demás caṕıtulos.

Sea D un dominio (conjunto abierto y conexo) en IRn sea L el operador direncial

parcial semi-eliptico en C2(IRn) de definido por

L =
n∑

i

ai
∂f

∂xi
+

n∑

i

n∑

j

σi,j(x)
∂f

∂xi∂xj
,

donde aix y bi,j son fuciones continuas.

Se plantea el siguiente problema, supongase φ ∈ C(∂D) y g ∈ C(D) dos funciones y

se busca a w ∈ C2(D) tal que:

i) Lw = −g en D, (2.11)

ii) y lim
x→y, x∈D

w(x) = φ(y) para todo y ∈ ∂D. (2.12)

El bosquejo de la solución lo dividimos en dos:

1) Lo primero es buscar una difusión de Itô X(t, ω) cuyo generador A (ver definición

2.36) coincida con el operador diferencial parcial semi-eliptico L en C2(IRn). Para

lograr estó elegimos a b(x) ∈ IRn×n tal que 1
2
b(x)bT (x) = σi,j(x) y asumimos que b(x)

y σi,j(x) satisfacen las condiciones i) y ii) del teorema 2.29.
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2) Sea X(t) la solución tal que dX(t) = a(X(t)) + b(X(t))dW (t) donde W (t) es un

movimiento Wiener n-dimencional. Como acostumbramos sea Ex denota la esperanza

condicional con respecto a la distribución de probabilidad Qx, de que X(t) comience

en x ∈ IRn. Utilizando la fórmula de Dinky (teorema 2.39) se tiene que

Ex[w(X(τD)] = w(x) + Ex

[∫ τD

0

Lw(X(s))ds

]
(2.13)

donde τD = inf{t > 0 : X(t) /∈ D}. Despejando a w(x) de (2.13) y considerando paso

(1) obtenemos que

w(x) = Ex[w(X(τD))] − Ex

[∫ τD

0

Lw(X(s))ds

]
, (2.14)

hacemos

Lw(X(τD)) = −g(X(τD)), (2.15) Ex[w(X(τD)] = Ex[φ(X(τD)], (2.16)

sustituyendo (2.15) y (2.16) en (2.14) obtenemos nuestro candidato a la solución del

problema (2.11) y (2.12)

w(x) = Ex[φ(X(τD)] + Ex

[∫ τD

0

g(X(s))ds

]
. (2.17)

Definición 2.40 Un punto y ∈ ∂D es llamado regular en D (con respecto a X(t)) si

Qy[τD = 0] = 1, en otro caso el punto y es llamado irregular.

Teorema 2.41 Sea τD < ∞ c.s. (Qx para toda x), φ ∈ C(∂D) acotada y g ∈ C(D) que

satisface Ex

[∫ τD

0

g(X(s))ds

]
< ∞ para todo x ∈ D, definimos

w(x) = Ex[φ(X(τD))] + Ex

[∫ τD

0

g(X(s))ds

]
x ∈ D,

entonces:

i) Aw = −g en D,

ii) y lim
t↗τD

w(X(t)) = φ(X(τD)), c.s. Qx para todo x ∈ D,

iii) Si existe una función w1 ∈ C2(D) y una constante C tal que

|w1(x)| < C

(
1 + Ex

[∫ τD

0

g(X(s))ds

])
, x ∈ D

y w1 satisface i) y ii), entonces w1 = w.
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CAṔıTULO 3

CONTROL ÓPTIMO ESTOCÁSTICO

El propósito de este caṕıtulo es revisar tópicos de control óptimo estocástico cuyos resul-

tados los utilizaremos en los caṕıtulos posteriores. En la primera parte del caṕıtulo se

mostrará un ejemplo donde un agente racional tiene el problema de seleccionar un portafo-

lio óptimo de activos finacieros (los cuales no tienen un comportamiento determinista)

en un horizonte infinito; en esta primera parte también se dará un bosquejo de la de-

mostración de la ecuación de Bellman. En el punto dos daremos formalidad al teorema de

la ecuación de Bellman para controles Markovianos y después una ampliacion del teorema

a controles F (m)
t -adaptables. Finalmete en el punto tres mostraremos la solución anaĺıtica

(el portafolio óptimo) de nuestro agente racional.

Para una revisión más profundas de los tópicos dados en el segundo caṕıtulo puede

revisarse en Oksendal B. (2000), Venegas-Mart́ınez F. (2006), Chang F-R.(2004).

3.1 Planteamiento del problema

Se comenzará mostrando un ejemplo donde un inversionista (agente racional) tiene

que seleccionar un portafolio de activos financieros de tal manera que maximice su función

de utilidad (o ”felicidad”) para un horizonte infinito.

Ejemplo 3.1 (Un modelo básico) Supongase que se tienen n acciones y el precio de

cada acción sigue un proceso geométrico Wiener o movimiento geométrico Browniano (ver

ejemplo 2.28)

dPi(t) = µiP (t)dt+σidZi(t), con µi, σi > 0, para i = 1, 2, ..., n , (3.1)
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donde Zi(t) denota la aleatoriedad o ruido blanco del precio en el tiempo t, µi denota la

tasa media relativa de cambio del precio Pi y σi denota la magitud del ruido, distorsión o

aleatoriedad del precio.

Se denota por Ni(t) a las unidades de la acción i en el tiempo t, la riqueza total en

el tiempo t se denotará por W (t) y se define a c(t) como el consumo en el tiempo t, la

ecuación de la restricción presupuestaria queda, entonces como

dW (t) =
n∑

i=1

Ni(t)dPit − c(t)dt. (3.2)

Si se sustituye a la ecuación 3.1 en 3.2 obtenemos

dW (t) =
n∑

i=1

si(t)µiW (t)dt − c(t)dt +
n∑

i=1

si(t)σiW (t)dZ(t), (3.3)

donde si(t) = Ni(t)Pi(t)
W (t) es la proporción de la riqueza gastada en la acción i en el tiempo

t. Por último, se supone que el activo n no tiene riesgo, es decir, σn = 0 y µn = r < µj ,

para j 6= n. Luego la restricción presupuestaria queda como:

dW (t) =
n−1∑

i=1

si(t)(µi − r)W (t)dt − [rW (t) − c(t)]dt +
n−1∑

i=1

si(t)σiW (t)dZ(t). (3.4)

El inversionista trata de maximizar su utilidad U(c(t)) en cada instante de tiempo en-

frentando el problema

Maximizar E
[∫ ∞

0

e−ρtU(c(t))dt

]

(c,{si})
(3.5)

Sujeto a

dW (t) =
n−1∑

i=1

si(t)(µi − r)W (t)dt − [rW (t) − c(t)]dt +
n−1∑

i=1

si(t)σiW (t)dZ(t)

con W (0) = W .

Dado el problema 3.5 de optimización intertemporal, se establece la funcional J(y)

como
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J(y)

= max
[ct,0≤s≤4t]

Ey

[∫ 4t

0

e−ρsU(c(s))ds + max
[ct,4t≤s≤∞]

Ey+4y

(∫ ∞

4t

e−ρsU(c(s))ds

)]
. (3.6)

Se integra la primera parte del ecuación (3.6), por el teorema de valor de medio para

integrales, y se obtiene

∫ 4t

0

e−ρtU(c(t))dt = e−ρtU(c(t))4t, (3.7)

donde t ∈ (0,4t). Para integrar la segunda parte de la ecuación realizamos un cambio de

variable t = s −4t, y se tiene que

max
[ct,4t≤s≤∞]

Ey+4y

(∫ ∞

4t

e−ρsU(c(s))ds

)

= max
[ct+4t,0≤t<∞]

Ey+4y

(∫ ∞

0

e−ρ(t+4t)U(c(t + 4t))dt

)
= J(y + 4y) (3.8)

Se reescribe a la ecuación (3.6) con los últimos dos resultados (3.7) y (3.8), y de esta forma

se llega a

0 = max
ct,0≤t4t

Ey
[
e−ρtU(C(t))4t + J(y +4y) − J(y)

]
. (3.9)

Notar que si la funcional es de clase C2, entonces por la fórmula de Itô se obtiene

J(y + 4y) − J(y) = Jt(y) + Jy(y)4y +
1
2
Jyy(y)(4y)2 + o(4t),

tomando la esperanza condicional se llega a

Ey[J(y + 4y) − J(y)]

=

{
Jt(y) +

[
n−1∑

i=1

si(µi − r)y − [ry − c]

]
Jy(y) +

1
2

[
n−1∑

i=1

s2
i σ

2
i y

]
Jyy(y)

}
4t + o(4t).

(3.10)

Ahora sustituimos a (3.10) en (3.9) y se divide entre 4t, y por último 4t → 0, se obtiene

la siguiente ecuación denominada ecuación de Bellman
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0 = max
c

{
e−ρtU(c) + Jt(y) +

[
n−1∑

i=1

si(µi − r)y − [ry − c]

]
Jy(y)

+
1
2

[
n−1∑

i=1

s2
i σ

2
i y2

]
Jyy(y)

}
(3.11)

o simplemente

0 = max
c

{e−ρtU(c) + AJ(y)
}

, (3.12)

donde A es el operador recursivo de la definición 2.36, o también llamado el operador

generador o diferencial (ver teorema 2.38)

AJ(y) =
1
dt

E
[
Jt(y) + Jy(y)dy +

1
2
Jyy(W )(dy)2

]
. (3.13)

Retomando lo anterior y reescribiendo de una manera formal. Suponemos que el

estado del sistema en el tiempo t es descrito por el proceso de Itô

dX(t) = dXu(t) = a(t,X(t), u(t))dt + b(t,X(t), u(t))dW (t) (3.14)

donde X(t) ∈ IRn, a : IR × IRn × U → IRn, b : IR × IRn × U → IRn×m, y W (t) es un

movimiento Browniano multidimencional. Es de hacer notar que u(t) ∈ U ⊂ IRk es una

función cuyos valores pueden ser elegidos en un conjunto Borel U , en cada instante t, para

controlar al proceso X(t) y frecuentemente es nombrado variable de control y por tanto

u(t) = u(t, ω) es un proceso estocástico. Dado que la decisión para el periodo de tiempo

(t, t+dt) debe de ser basada en lo que ha pasado hasta el tiempo t, la función ω → u(t, ω)

debe de ser medible respecto a F (m)
t , es decir el proceso u(t) es F (m)

t -adaptado. Por

tanto, el lado derecho de nuestra ecuación (3.14) puede ser bien definida como una integral

estocástica, bajo las situaciones asumidas de a y b.

Sea {Xx
s (h)}h≥s la solución de (3.14) tal que Xx

s (s) = x, es decir

Xx(h) = x+
∫ h

s

a(r,Xx
s (r), u(r))dr+

∫ h

s

b(r,Xx
s (r), u(r))dW (r), h ≥ s, (3.15)

y la distribución de probabilidad de que X(t) comience en x para t = s, es denotada por

Qs,x. Aśı que
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Qs,x(X(t1) ∈ F1,X(t2) ∈ F2, ...,X(tk) ∈ Fn)

= P 0(Xx
s (t1) ∈ F1,X

x
s (t2) ∈ F2, ...,X

x
s (tk) ∈ Fk),

para s ≤ ti, Fi ⊂ IRn, 1 ≤ i ≤ k, k = 1, 2, ...

Sea F : IR × IRn × U → IR la función ”Utilidad” y K : IR × IRn → IR la función

”Legado”, ambas funciones continuas. Sea G un dominio fijo en IR× IRn y sea T̂ el primer

tiempo fuera de G depues de tiempo s, es decir

T̂ = T̂ x(s, ω) = inf{r > s : (r,Xx
s (r)) /∈ G} ≤ ∞.

Suponemos que

Es,x

[∫ T̂

s

|Fu(r)(r,X(r))|dr + |K(T̂ ,X(T̂ ))|X{T̂<∞}

]
< ∞, (3.16)

para todo s, x, u, donde Fu(r, z) = F (r, z, u) y definimos a la funcional Φu(s, x) como

Φu(s, x) = Es,x

[∫ T̂

s

Fu(r)(r,X(r))dr + K(T̂ ,X(T̂ ))X{T̂<∞}

]
(3.17)

Para facilitar la notación se define

Y (t) = (s + t,Xx
s (s + t)), para todo t ≥ 0, Y (0) = (s, x) (3.18)

y se sustituye (3.18) en la primera ecuación (3.14) para obtener

dY (t) = dY u(t) = a(Y (t), u(t))dt + b(Y (t), u(t))dW (t). (3.19)

La distribución de probabilidad Y (t) que comienza en y = (s, x) con t = 0 es denotada

por Qs,x = Qy. Es importante hacer notar que

∫ T̂

s

Fu(r)(r,X(r))dr =
∫ T̂−s

0

Fu(s+t)(s + t,X(s + t))dt =
∫ T

0

Fu(s+t)(Y (t))dt,

donde T = inf{t > 0 : Y (t) /∈ G} = T̂ − s. Más aun,

K(T̂ ,X(T̂ )) = K(Y (T̂ − s)) = K(Y (T )).
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Luego se puede reescribir a la funcional con y = (s, x) como Φu(s, x) = Φu(y), donde

Φu(y) = Ey

[∫ T

0

Fu(t)(Y (t))dt + K(Y (T ))X{T<∞}

]
. (3.20)

El problema consiste entonces en encontrar (para cada y ∈ G ) un número Φ(y) y un

control u∗ = u∗(t, ω) = u∗(y, t, ω) tal que

J(y) = sup
(u(t,ω))

Φu(y) = Φu∗
(y) (3.21)

donde el supremo es tomado sobre todos los procesos {u(t)} F (m)
t -adaptable, con valores

en U . Tal control u∗ (śı este existe) es llamado control óptimo y J es llamado función

valor. En la presente trabajo se trabajará con los llamados controles Markovianos.

Si se pienza en funciones u(t, ω) de la forma u(t, ω) = u0(t,X(t, ω)) para algúna

función u0 : IRn+1 → U ⊂ IRk y se asume que u no depende del punto inicial y = (s, x),

es decir, el control que se escoge en el tiempo t, sólo depende del estado del sistema

en este tiempo, entonces estamos hablando de controles Markovianos, por que con tales

caracteŕısticas de u, el proceso de X(t) correspondiente se trasforma en una difución de

Itô, en particular procesos Markovianos (ver definición 2.31). En lo siguiente, nosotros

identificaremos una función u : IRn+1 → U con el proceso de cotrol Markoviano u(Y ) =

u(t,X(t)).

3.2 Ecuación de Bellman

Sea u = u(Y ) = u(t,X(t)) controles Markovianos, e igual que antes Y (t) = (s +

t,Xx
s (s + t)) (para todo t ≥ 0, Y (0) = (s, x)) el sistema de ecuaciones a solucionar

dY (t) = dXu(t) = a(Y (t), u(Y (t))dt + b(Y (t), u(Y (t)))dW (t).

Para k ∈ U y f ∈ C2(IR × IRn) se define a L el operador semi-eliptico por

(Lkf)(y) =
∂f

∂s
(y) +

n∑

i

ai(y, k)
∂f

∂xi
+

n∑

i

n∑

j

σi,j(y, k)
∂2f

∂xi∂xj
, (3.22)
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donde σi,j = 1
2(bb′)i,j , y = (s, x) y x = (x1, ..., xn). Entonces en cada elección de la

función u, la solución Y (t) = Y u(t) es una difusión de Itô con el operador diferencial A

dado por (Af)(y) = (Lu(y)f)(y) para f ∈ C2(IR × IRn) (ver teorema (2.41)). Para k ∈ U

definimos F k(y) = F (y, k). El primer resultado en la teoŕıa de control óptimo estocástico

es el siguiente:

Teorema 3.2 (Ecuación de Bellman )

Se define J(y) = sup
u

{Φu(y) : u = u(Y ) Control Markoviano }

a) Sea J ∈ C2(G) ∩ C(Ḡ) acotada, T < ∞ c.s. en Qy para todo y ∈ G,

b) Se supone que el control óptimo Markoviano u∗ existe,

c) Sea además ∂G es regular para Y u∗
,

entonces

i) sup
k∈U

{
F k(y) + (LkJ)(y)

}
= 0 para todo y ∈ G, (3.23)

ii) Φ(y) = K(y) para todo y ∈ ∂G,

iii) El supremo de (3.23) es obtenido si u = u∗(y) donde u∗(y) es óptimo, ó en otras

palabras F (y, u∗(y)) + (Lu∗(y)J)(y) = 0 para todo y ∈ G

Demostración. Primero se probará ii) y iii). Dado que u∗ = u∗(y) es óptimo, entonces se

tiene que

J(y) = Φ(u∗)(y) = Ey

[∫ T

0

F (Y (s), u∗(s))ds + K(Y (T ))

]
.

Si y ∈ ∂G, entonces T = 0 c.s. con la ley de distribución Qy (por la condición c, de

regularidad de ∂G) y por tanto se cumple ii). Por la solución del problema de Dirichlet-

Poisson,(teorema (2.41)) se tiene que

(Lu∗(y)J)(y) = (Au∗(y)J)(y) = −F (y, u∗(y)) para todo y ∈ G,

con lo que se cumple iii). Para probar i) se fija y = (s, x) ∈ G y se elije un control

Markoviano u, sea además α ≤ T un tiempo parado y obsérvese lo siguiente:
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sea I =
∫ T

0

Fu(r)(Y (r))dr y proximemos a I por sumas de la forma

I(k) =
k−1∑

i=0

Fu(r)(Y (ri))X{ti<T}4ri,

se define además al operador cambio como en el caṕıtulo uno (pag 24)

θαI(k) =
k−1∑

i=0

Fu(r)(Y (ri + α))X{ti+α<T α}4ri,

donde τα = inf{t > α : Y (t) /∈ G}. Siguiendo la argumentación para resolver (2.10) y

tomando ĺımites se obtiene que

θαI = θα

∫ T

0

Fu(r)(Y (r))dr =
∫ T

α

Fu(r)(Y (r))dr (3.24).

Como

Φu(y) = Ey

[∫ T

0

Fu(r)(Y (r))dr + K(Y (T ))

]

por las propiedades de Markov vistas en el punto 2.6, con las ecuaciones (2.9),(2.10) y

combinado con (3.24), se obtiene

Ey[Φu(Y (α))] = Ey

[
EY (α)

[∫ T

0

Fu(Y (r))dr + K(Y (T ))

]]

= Ey

[
Ey

[
θα

(∫ T

0

Fu(Y (r))dr + K(Y (T ))

)
|Fα

]]

= Ey

[
Ey

[∫ T

α

Fu(Y (r))dr + K(Y (T ))|Fα

]]

= Ey

[∫ T

0

Fu(Y (r))dr + K(Y (T )) −
∫ α

0

Fu(Y (r))dr

]

= Φu(y) − Ey

[∫ α

0

Fu(Y (r))dr

]
,

por tanto se tiene que

Φu(y) = Ey

[∫ α

0

Fu(Y (r))dr

]
+ Ey[Φu(Y (α)]. (3.25)
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Sea W ⊂ G, donde W = {(r, z) ∈ G : r < t1} y s < t1. Sea además α = inf{t ≥ 0 : Y (t) /∈

W}, es decir, α = inf{t ≥ 0 : Y (t) /∈ {(r, z) ∈ G : r < t1, }} y trabajemos bajo el supuesto

de que el control óptimo u∗(y) = u∗(r, z) existe, entonces se define,

u(r, z) =
{

k, si (r, z) ∈ W
u∗(r, z), si (r, z) ∈ G − W

donde k ∈ U es albitrario, entonces J(Y (α)) = Φu∗
(Y (α)) = Φu(Y (α)). (3.26)

Luego combinando los resultados (3.25) y (3.26) se obtiene,

J(y) ≥ Φu(y) = Ey

[∫ α

0

F k(Y (r))dr

]
+ Ey[J(Y (α))] (3.27)

y dado que J ∈ C2(G), aplicando la fórmula de Dynkin (teorema 2.39) se obtiene,

Ey[J(Y (α))] = J(y) + Ey

[∫ α

0

(LkJ)(Y (r))dr

]
. (3.28)

Sustituyendo (3.28) en (3.27) se obtiene,

J(y) ≥ Ey

[∫ α

0

F k(Y (r))dr

]
+ J(y) + Ey

[∫ α

0

(LkJ)(Y (r))dr

]
,

simplificando Ey

[∫ α

0

(
F k(Y (r)) + (LkJ)(Y (r))

)
dr

]
≤ 0, cumpliendose entonces

Ey

[∫ α

0

(
F k(Y (r)) + (LkJ)(Y (r))

)
dr

]

Ey[α]
≤ 0 para todo W (3.29)

Como F k(.) y (LkJ)(.) son ambas continuas en y, tomando el limite t1 ↘ s de la expresión

(3.29) obtenemos que F k(y) + (LkJ)(y) ≤ 0, como ya demostramos iii) obtenemos por

tanto i) completando la prueba.

Definición 3.3 Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. Una familia {fj}j∈J de funciones

reales y medibles fj en Ω es llamada uniformemente integrable śı

lim
M→∞

[
sup
j∈J

(∫

{|fj |>M}
|fj |dP

)]
= 0.
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El teorema anterior sólo muestra una condición necesaria a continución se muestra el

teorema para la suficiencia también llamada condiciones de transversalidad.

Teorema 3.4 (Condiciones de Transversalidad)

Sea una función ϕ ∈ C2(G) ∩ C(Ḡ) tal que

a) Para todo k ∈ U , F k(y) + (Lkϕ)(y) ≤ 0; con y ∈ G,

b) lim
t→T

ϕ(Y (t)) = K(Y (T ))XT<∞ c.s en Qy ,

c) y {ϕ(Y (τ ))}τ≤T es una familia uniformemente Qy-integrable para todo control Marko-

viano u y para todo y ∈ G,

entonces

i) ϕ(y) ≥ Φu(y) para todo control Markoviano u y para todo y ∈ G,

ii) más aun, si para cada y ∈ G se busca u0(y) tal que Fu0(y)(y) + (Lu0(y)ϕ)(y) = 0,

entonces u0 = u0(y) y u0 debe de ser un control óptimo markoviano tal que ϕ(y) =

Φuo(y) = J(y)

Demostración. Sea u un control Markoviano y como se cumplen a) y b) Luϕ ≤ −Fu en

G, aplicando la fórmula de Dynkin se obtiene,

Ey[ϕ(Y (TR))] = ϕ(y) + Ey

[∫ TR

0

(Luϕ)(Y (r))dr

]
≤ ϕ(y) −Ey

[∫ TR

0

Fu(Y (r))dr

]
,

donde TR = min{R,T, inf{t > 0 : |Y (t)| ≥ R}} para todo R < ∞. Por b), c) y (3.16)

obtenemos que ϕ(y) ≥ Ey

[∫ TR

0

Fu(Y (r))dr + ϕ(Y (TR))

]
y además se cumple que

Ey

[∫ TR

0

Fu(Y (r))dr + ϕ(Y (TR))

]
→ Ey

[∫ T

0

Fu(Y (r))dr + K(Y (T ))XT<∞

]
= Φu(y)

cuando R → ∞ con lo que se prueba i).

Por otro lado si u0(y) es tal que Fu0(y)+ (Lu0J)(y) = 0, las operaciones anteriores se

cumplen con igualdad y por tanto ii) se cumple con lo que se termina la prueba.

Los teoremas anteriores brindan soluciones para el caso donde se consideran controles

Markovianos, aunque esto es un poco restrictivo. Por fortuna se pueden obtener buenas
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aproximaciones a controles Markovianos, apartir de controles F (m)
t -adaptados, con algunas

condiciones extras.

Teorema 3.5 Sea JM(y) = sup{Φu(y) : u = u(Y ) controlMarkoviano}

y Jα(y) = sup
{
Φu(y) : u = u(Y ) control F (m)

t − adaptable
}

.

Además, se supone que existe un control óptimo u0 = u0(Y ) para el problema del control

Marcoviano (JM (y) = Φu0(y), para todo y ∈ G), tal que todo punto ĺımite de G, es

regular respecto a Y u0
t y que JM es una función acotada en C2(G) ∩ C(Ḡ). Entonces

JM (y) = Jα(y).

Demostración. Sea ϕ una función acotada en C2(G) ∩ C(Ḡ) que satisface:

i) F k(y) + (Lkϕ)(y) = 0 para todo y ∈ G, k ∈ U,

ii) y ϕ(y) = K(y) para todo y ∈ ∂G

y sea u(t, ω) un control Fm
t -adaptable, entonces Y (t) es un proceso de Itô dado por Y (t) =

a(Y (t), u(t))dt + b(Y (t), u(t))dW (t). Por la fórmula de Dynkin con

TR = min{R,T, inf{t > 0 : |Y (t)| ≥ R}}, para todo R < ∞,se obtiene,

Ey[ϕ(Y (TR))] = ϕ(y) + Ey

[∫ TR

0

(Lu(t,ω)ϕ)(Y (t))dt

]

donde

(Lu(t,ω)ϕ)(y) =
∂ϕ

∂t
(y)

n∑

i

ai(y, k)
∂ϕ

∂xi
+

n∑

i

n∑

j

σi,j (y, k)
∂2ϕ

∂xi∂xj

donde σi,j = 1
2 (bb′)i,j , y = (s, x) y x = (x1, ..., xn). Entonces por i), ii) tenemos que:

Ey[ϕ(Y (TR))] ≤ ϕ(y) − Ey

[∫ TR

0

(F (Y (t)), u(t, ω)dt

]

tomando R → ∞ obtenemos ϕ(y) ≥ Φu(y) (3.30).

Pero por el teorema 3.2 la función ϕ(y) = JM (y) y por (3.30) se tiene que JM (y) ≥ Jα(y).

Por otro lado

{Φu(y) : u = u(Y ) controlMarkoviano} ⊂
{

Φu(y) : u = u(Y ) control F (m)
t − adaptable

}
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luego JM (y) ≤ Jα(y) cumpliendose el teorema.

Todo lo anterior también aplica para el correspondiente problema de minimización,

Ψ(y) = inf
u

Φu(y) = Φu∗
(y).

Para poder hacer notar lo anterior obsérvese que

Ψ(y) = − sup
u

{
Ey

[∫ T

0

−Fu(Y (t))dt − K(Y (t))

]}
,

aśı que −Ψ coincide con la solución del problema J .

3.3 Aplicaciones a la teoŕıa del portafolio

Ejemplo 3.5 (Aplicación de un portafolio) Se retoma el ejemplo 3.1 y se plantea,

entonces que el inversionista trata de maximizar su utilidad U(c(t)) en cada instante de

tiempo enfrentando el problema

Maximizar E
[∫ ∞

0

e−ρtU(c(t))dt

]

(c,{si})
(3.5)

Sujeto a

dW (t) =
n−1∑

i=1

si(t)(µi − r)W (t)dt − [rW (t)c(t)]dt +
n−1∑

i=1

si(t)σiW (t)dZ(t), con W (0) = W

recurriendo a la ecuación de Bellman (teorema 3.2) con:

F c,{si}(W ) = e−ρtU(c),

(Lc,{si}J)(W ) = Jt(W ) +

[
n−1∑

i=1

si(µi − r)W − [rW − c]

]
JW (W )

+
1
2

[
n−1∑

i=1

s2
i σ

2
i W 2

]
JWW (W ),

se obtiene la condición
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0 = max
c,{si}

{
e−ρtU(c) + Jt(W ) +

[
n−1∑

i=1

si(µi − r)W − [rW − c]

]
JW (W )

+
1
2

[
n−1∑

i=1

s2
i σ

2
i W 2

]
JWW (W )

}
. (3.31)

Consideremos ahora un candidato para resolver la ecuación diferencial anterior, sea

J(W ) = V (W )e−ρt, de donde se obtiene,

Jt(W ) = −ρV (W )e−ρt, JW (W ) = VW (W )e−ρt, JWW (W ) = VWW (W )e−ρt.

Sustituyendo en (3.31) y eliminando términos obtenemos:

0 = max
c,{si}

{
U(c) − ρV (W ) +

[
n−1∑

i=1

si(µi − r)W − [rW − c]

]
VW (W )

+
1
2

[
n−1∑

i=1

s2
i σ

2
i W 2

]
VWW (W )

}
, (3.32)

obteniendo las condiciones de primer orden tenemos que:

Uc(c) = VW (W ) (3.33)

(µi − r)WVW (W ) + siσ
2
i W 2WWW (W ) = 0, (3.34)

para i = 1, 3...n − 1. La ecuación (3.33) establece que la utlidad marginal respecto al

consumos es igual a la utilidad marginal respecto a su ingreso. La ecuación (3.34) determina

la razón óptima de participación de cada activo del portafolio respecto a su riesgo es decir

si =
µi − r

σ2
i

[
−VW (W )

WVWW (W )

]
(3.35)

Sea U(c) = ln(c) y se propone a V (W ) = β0 + β1 ln(W ) para la solución del sistema

de ecuaciones diferenciales (3.33) y (3.34). Luego de (3.33) se obtiene,

c =
1
β1

W. (3.36)
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Para resolver (3.34) se hace
[

−VW (W )
WVWW (W )

]
=

−β1
W

Wβ1
−W2

= 1, y (3.35) se trasforma a

si =
µi − r

σ2
i

. (3.37)

Sustituyendo las derivadas VW (W ) = β1
W

, VWW (W ) = −β1
W2 , (3.36) y (3.37) en (3.32)

0 = ln(W )(1−ρβ1)−ln(β1)−ρβ0+

[
n−1∑

i=1

(µi − r)2

σ2
i

− [r − 1
β1

]

]
β1−

1
2

[
n−1∑

i=1

(
µi − r

σ2
i

)2
]

β1.

(3.38)

Sea

β1 = 1/ρ (3.39)

por lo que

β0 =
1
ρ2

[
n−1∑

i=1

(µi − r)2

σ2
i

− 1
2

n−1∑

i=1

(
µi − r

σ2
i

)2

− [r − ρ]

]
− 1

ρ
ln(

1
ρ
) (3.40)

Solucionando de esta manera el problema del inversionista.
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CAṔıTULO 4

VOLATILIDAD, CRECIMIENTO ECONÓMICO Y

DESIGUALDAD

En el presente caṕıtulo se desarrolla el modelo de control óptimo estocástico que

caracterizará las condiciones del equilibrio macroeconómico que condiciona el crecimiento

económico, distribución del ingreso y el bienestar social de la economı́a.

En primer lugar, se describen los supuestos que describen el sistema económico a

modelar. Posteriormente, se soluciona el sistema de ecuaciones y se establecen los re-

sultados principales que caracterizan el equilibrio macroeconómico en una economı́a con

intervención de una autoridad gubernamental y de otro sistema económico libre de inter-

vención del gobierno. Esta caracterización muestra que la tasa de crecimiento y los niveles

de desigualdad son determinados en forma conjunta y endógena, debido al supuesto de

elasticidad de la oferta laboral.

Después de analizar esta caracterización del modelo, analizaremos las consecuencias

que tienen incrementos de la volatilidad en la tasa de crecimiento de la economı́a y en

la distribución del ingreso. Por último, analizaremos las consecuencias de las poĺıticas

económicas en el bienestar social, crecimiento y desigualdad.

El desarrollo de este caṕılo se desarrolla bajo la argumentación del cálculo estocástico

y control óptimo estocástico, revisados en los caṕıtulos 2 y 3.

4.1 Descripción de la economı́a y supuestos del modelo

Los supuestos bajo los cuales se describe el sistema económico, se dividen en tres

categoŕıas:



54

i) Empresas (tecnoloǵıa y pago de factores),

ii) Consumidores,

iii) Poĺıticas de Gobierno.

Supuesto 4.1 (Empresas, tecnoloǵıa y pago de factores) Se supone un conjunto

denso de empresas con masa uno y a cada miembro de este conjunto se denota por j, es

decir j ∈ [0, 1] y Obsérvese que
∫ 1

0
dj = 1. Cada empresa produce un solo bien, con dos

factores de producción los cuales son capital y mano de obra. Para todo j ∈ [0, 1] se tiene

entonces que la función de producción Cobb-Douglas está deteminada por:

dYj = A(LjK)αK1−α
j (dt + du), (4.1)

donde para cada periodo (t, t + dt),

i) dYj denota el cambio en la cantidad del único bien que produce la empresa j ∈ [0, 1],

ii) A es la Tecnoloǵıa,

iii) Lj denota el número de unidades de labor empleados en la empresa j ∈ [0, 1],

iv) Kj denota el stock o cantidad de capital empleado en la empresa j ∈ [0, 1],

v) K es el promedio (agregado) de stock de capital en la economı́a,

vi) LjK mide la eficiencia de unidades de labor empleadas por la empresa j ∈ [0, 1],

obsérvece que la eficiencia incrementa si incrementa K lo cual es congruente con la

evidencia emṕırica (ver Grossman y Helpman (1994) cap 1),

vii) du es un shock o choque estocástico en el tiempo t donde du = µ+σdB, donde µ = 0

para todo t, y B es un proceso estocástico Wiener,

viii) α ∈ (0, 1).

Todas las empresas se enfrentan a condiciones idénticas de producción y están sujetas a

la misma realización de un stock económico, es decir, si todas tuvieran condiciones iniciales

iguales, entonces todas las empresas se comportaŕıan igual al promedio de la economı́a,

y por tanto las empresas podŕıan elegir el mismo nivel de unidades de labor o stock de

capital , esto es Kj = K y Lj = L para toda j ∈ [0, 1]. El stock promedio (agregado)de
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capital produce externalidades, tales que, en equilibrio la función agregada (o promedio)

de producción es lineal como en Romer (1986) es decir

dY = A(LK)αK1−α(dt + du) = ΩK(dt + du) (4.2)

donde para cada periodo (t, t + dt)

i) dY denota el cambio agregado (o promedio) en la cantidad del único bien que produce

la economı́a,

ii) L denota el número de unidades de labor empleados en la economı́a,

iii) Ω = ALα.

Obsérvese que en este caso y dadas las caracteŕısticas del conjunto de empresas, el promedio

y el agregado de stock de capital es el mismo, es decir,el agregado es
∫ 1

0
Kjdj = K y luego

el promedio K∫ 1

0
1dj

= K
1 = K, similar para las unidades de labor L. Se asume que la tasa

salarial en el periodo (t, t + dt), es determinada en el comienzo del mismo y es igual al

valor marginal del trabajo en el producto esperado, es decir

dZ = zdt =
[

∂F

∂Lj

]

Kj=K,Lj=L

dt = αΩL−1Kdt = wKdt (4.3)

donde:

i) Z es la tasa salarial en el periodo (t, t + dt),

ii) F (Kj , Lj)dt = E(dYj) = E[A(LjK)αK1−α
j (dt + du)] = A(LjK)αK1−α

j dt,

iii) z = αΩL−1K = wK

La tasa de retorno del capital queda determinada por el residual

dR =
dY − LdZ

K
= Ω(dt + du) − αΩdt = (1 − α)Ωdt + Ω(du) = rdt + duK (4.4)

donde:

i) rdt =
[

∂F

∂Kj

]

Kj=K,Lj=L

dt = (1 − α)Ωdt,

ii) duK = Ωdu.

Obsérvese que sólo la tasa de retono del capital absorbe los socks o fluctuaciones.
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Supuesto 4.2 (Consumidores) Se supone un conjunto denso de agentes económicos con

masa uno, los cuales tiene una vida infinita; a cada miembro de este cojunto lo denotamos

por i, es decir i ∈ [0, 1] y obsérvese que
∫ 1

0
di = 1. Todo consumidor o agente económico

tiene un comportamiento racional y sus preferencias se representa a través de una función

de utilidad intertemporal y sólo puede consumir el bien producido y ”ocio”. Su utilidad

intertemporal queda descrita por la función.

E
[∫ ∞

0

1
γ

(Ci, l
η
i )γ

e−βtdt

]
(4.5)

donde

i) Ci es el consumo realizado del único bien por el consumidor i ∈ [0, 1] en el tiempo t,

ii) li es el ocio consumido por el agente i ∈ [0, 1] en el tiempo t,

iii) 1 − γ es el coeficiente relativo al riesgo con −∞ < γ < 0,

iv) η representa la elasticidad del ocio en la función de utilidad con η > 0 y γη < 1

Cada agente económico acumula capital bajo la siguiente ecuación, la cual también se

puede entender como la restricción presupuestaria del consumidor

dKi = (1 − τK)rKidt + (1 − τ ′
K)KiduK + (1 − τw)w(1 − li)Kdt − (1 + τC)Cidt

+sE[dKi] + s′(dKi − E[dKi]) (4.6)

donde:

i) τK es la tasa de impositiva a la parte determinista de los ingresos derivados del capital,

ii) τ ′
K es la tasa de impositiva a la parte estocástica de los ingresos derivados del capital,

iii) τw es la tasa impositiva al salario,

iv) s es el subsidio gubernamental otorgado a la parte determista de la inversión al capital

f́ısico,

v) s′ es el subsidio gubernamental otorgado a la parte estocástica de la inversión al capital

f́ısico.
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Obsérvese que las ecuaciones (4.3) y (4.4) muestran que la tasa salarial w y la tasa de

retorno del capital R dependen del stock de capital promedio (aculumado) K. Luego, el

agente económico se enfrenta a la restricción promedio (agregada) de la economı́a

dK = (1 − τK)rKdt + (1 − τ ′
K)KduK + (1 − τw)w(1 − l)Kdt − (1 + τC)Cdt

+sE[dK] + s′(dK − E[dK]), (4.7)

donde:

i) l es la fracción promedio (agregada) del tiempo dedicado al ocio por los agentes

económicos,

ii) C es el consumo promedio (agregado) de los agente económicos.

Retomando a la ecuación (4.6),sea

Q1 = (1 − τK)rKi + (1 − τw)w(1 − li)K − (1 + τC)Ci, Q2 = (1 − τ ′
K )Ki,

reescribiendo la ecuación (4.6) obtenemos

dKi = Q1dt + Q2duK + sE[dKi] + s′(dKi − E[dKi]). (4.8)

El valor esperado de dK (ecuación (4.8)), es entonces E[dKi] = Q1dt + sE[dKi], lo que

implica que

E[dKi] =
Q1dt

1 − s
, (4.9)

sustituyendo (4.9) en (4.8) se obtiene

dKi = Q1dt + Q2duK + s
Q1dt

1 − s
+ s′(dKi −

Q1dt

1 − s
),

⇒ (1 − s)dKi = (1 − s)Q1dt + (1 − s)Q2duK + sQ1dt + s′(1 − s)dKi − s′Q1dt

⇒ (1 − s)dKi − s′(1 − s)dKi = (1 − s′)Q1dt + (1 − s)Q2duK

⇒ (1 − s′)(1 − s)dK = (1 − s′)Q1dt + (1 − s)Q2duK

⇒ dK =
Q1dt

1 − s
+

Q2duK

1 − s′
(4.10)



58

Sustituyendo los valores de Q1 y Q2 reescribimos la ecuación acumuladora del capital o

restricción presupuestaria del consumidor i (ecuación 4.6) como:

dKi =
(1 − τK )rKi + (1 − τw)w(1 − li)K − (1 + τC)Ci

1 − s
dt +

1 − τ ′
K

1 − s′
KiduK .

De manera similar para la función acumuladora de capital de la economı́a (o restricción

presupuestaria promedio) ecuación (4.7):

dK =
(1 − τK)rK + (1 − τw)w(1 − l)K − (1 + τC)C

1 − s
dt +

1 − τ ′
K

1 − s′
KduK.

Finalmente, el consumidor se enfrenta al problema de maximizar su función de util-

idad intertemporal sujeta a las restricciones de acumulación de capital individual y a la

acumulación promedio (o agregada) de la economı́a, es decir:

Maximizar E
[∫ ∞

0

1
γ

(Ci, l
η
i )γ

e−βtdt

]

(Ci,li)

(4.11)

sutjeto a

dKi =
(1 − τK)rKi + (1 − τw)w(1 − li)K − (1 + τC)Ci

1 − s
dt +

1 − τ ′
K

1 − s′
KiduK, (4.12)

dK =
(1 − τK)rK + (1 − τw)w(1 − l)K − (1 + τC)C

1 − s
dt +

1 − τ ′
K

1 − s′
KduK, (4.13)

donde Ci y li son las variables de control Markovianas.

Supuesto 4.3 (gobierno y poĺıtica económica) El gobierno tiene la poĺıtica o regla

de tener deficit y superávit igual a cero para el periodo (t, t + dt) es decir, el balance

presupuestario del gobieno se comporta bajo la siguiente regla:

sE[dK] + s′(dK −E[dK]) = [τCC + τKrK + τww(1 − l)K]dt + τ ′KduK , (4.14)

obsérvese (ver ecuación 4.9) que:

i) E[dK] =
Q1dt

1 − s
dt =

[(1 − τK)rKidt + (1 − τw)w(1 − li)K − (1 + τC)Ci]
1 − s

dt,
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ii) dK − E[dK] =
Q1dt

1 − s
+

Q2duK

1 − s′
− Q1dt

1 − s
=

Q2duK

1 − s′
=

1 − τ ′
K

1 − s′
KduK.

Notar que ambos lados de la ecuación (4.14) tienen una parte determinista y otra es-

tocástica. Para lograr la igualdad es necesario que:

τ ′
K = s′. (4.15)

Sustituyendo (4.15) en (4.14) obtenemos que
[
τKr + τww(1 − l) + τC

C

K

]
dt = sE[dK]

K , lo

que implica

τKr + τww(1 − l) + τC
C

K
= s

E[dK]
Kdt

= sΨ, (4.16)

donde Ψ = E[dK]
Kdt = E

[
dK
K

]
, es la tasa de crecimiento y la cual es el agregado de la ecuación

(4.39).

4.2 Solución del modelo económico

Cada agente económico se enfrenta al problema de maximizar su utilidad intertemporal

(ecuación (4.11)), sujeto a su restricción de acumulación de capital y a la restricción de

acumulación de capital promedio (agregada) de la economı́a, ecuaciones (4.12) y (4.13),

reescribiendo:
Maximizar E

[∫ ∞

0

1
γ

(Ci, l
η
i )γ

e−βtdt

]

(Ci,li)

sutjeto a

dKi =
(1 − τK )rKi + (1 − τw)w(1 − li)K − (1 + τC)Ci

1 − s
dt +

1 − τ ′
K

1 − s′
KiduK ,

dK =
(1 − τK)rK + (1 − τw)w(1 − l)K − (1 + τC)C

1 − s
dt +

1 − τ ′
K

1 − s′
KduK,

donde Ci y li son las variables de control Markovianas.

Se calcula el operador diferencial,

(Lci,liJ)(Ki,K) = Jt +
[(

1 − τK

1 − s
r − 1 + τC

1 − s

Ci

Ki

)
Ki +

1 − τw

1 − s
w(1 − li)K

]
JKi(Ki,K)

+
[
1 − τK

1 − s
r − 1 + τC

1 − s

Ci

K
+

1 − τw

1 − s
w(1 − li)

]
KJK(Ki,K)
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+
1
2
σ2

Ki
K2

i JKiKi (Ki,K)+σKiKKiKJKiK (Ki,K)+
1
2
σ2

KK2JKK (Ki,K),

(4.17)

donde,

σK2
i

= σKiK = σK2 =
1 − τ ′

K

1 − s′

2 duK

dt

2

=
1 − τ ′

K

1 − s′

2 Ωdu

dt

2

=
[
1 − τ ′

K

1 − s′
Ω
]2

σ2, (4.18)

con

F ci,li(Ki,K) = e−βt 1
γ

(Ci, l
η
i )γ

. (4.19)

La ecuación de Bellman (teorema 3.2) debe satisfacer :

max
ci,li

{
e−βt 1

γ
(Ci, l

η
i )γ + (Lci,liJ)(Ki,K)

}
= 0, (4.20)

y consideramos a un candidato para resolver la ecuación diferencial anterior

J(Ki,K) = e−βtV (Ki,K), (4.21)

de donde se obtiene

Jt(Ki,K) = −βV (Ki,K)e−βt, JKi (Ki,K) = VKi (Ki,K)e−βt,

JK(Ki,K) = VK (Ki,K)e−βt, JKiKi (Ki,K) = VKiKi (Ki,K)e−βt,

JKiK (Ki,K) = VKiK (Ki,K)e−βt, JKK (Ki,K) = VKK (Ki,K)e−βt,

y obsérvese que:

i)
E[dKi]

dt
=
(

1 − τK

1 − s
r − 1 + τC

1 − s

Ci

Ki

)
Ki+

1 − τw

1 − s
w(1−li)K, (4.22a)

ii)
E[dK]

dt
=
[
1 − τK

1 − s
r − 1 + τC

1 − s

C

K
+

1 − τw

1 − s
w(1 − l)

]
K, (4.22b)

iii)
E[dK2

i ]
dt

= σ2
Ki

K2
i , (4.22c)

iv)
E[dK2]

dt
= σ2

KK2 (4.22d)

v)
E[dKidK]

dt
= σKiσKKiK (4.22e)

Dada la propuesta de la igualdad (4.21) la ecuación de Bellman (4.20) se trasforma a

max
ci,li

{
e−βt 1

γ
(Ci, l

η
i )γ + (Lci,lie−βtV )(Ki,K)

}
= 0
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o de forma equivalente, tomando en cuenta las ecuaciones (4.22) obtenemos

max
ci,li

{
1
γ

(Ci, l
η
i )γ − βV (Ki,K) +

E[dKi]
dt

VKi (Ki,K) +
E[dK]

dt
VK(Ki,K)

+
1
2

E[(dKi)2]
dt

VKiKi(Ki,K) +
E[dKidK]

dt
VKiK(Ki,K) +

1
2

E[(dK)2]
dt

VKK (Ki,K)
}

.

(4.23)

Las condiciones de primer orden se obtienen derivando (4.23) con respecto al consumo del

individuo i y su ocio. Las ecuaciones que caracterizan estas condiciones son:

1
Ci

(Cil
η
i )γ =

1 − τC

1 − s
VKi (Ki,K), (4.24)

η

li
(Cil

η
i )γ =

1 − τw

1 − s
wKVKi(Ki,K). (4.25)

Como siguiente paso, se deriva la ecuación (4.23) con respecto al capital de cada individuo

Ki y notemos que li no depende de Ki , mientras que Ci está en función de Ki a través

de la ecuación (4.24), esta derivada queda determinada por:

1
Ci

(Cil
η
i )γ

Ci,Ki − βVKi +
[
1 − τK

1 − s
r − 1 + τC

1 − s
Ci,Ki

]
VKi +

E[dKi]
dt

VKiKi

+
E[dK]

dt
VKiK + σ2

KKiVKiKi +
1
2

E[(dKi)2]
dt

VKiKiKi + σKiKKVKiK

+
E[dKidK]

dt
VKiKKi +

1
2

E[dK2]
dt

VKiKK = 0, (4.26a)

sustituyendo la ecuación (4.24) en (4.26a) se obtiene
[
1 − τK

1 − s
r − β

]
VKi +

E[dKi]
dt

VKiKi +
E[dK]

dt
VKiK + σ2

KKiVKiKi +
1
2

E[(dKi)2]
dt

VKiKiKi

+σKiKKVKiK +
E[dKidK]

dt
VKiKKi +

1
2

E[(dK)2]
dt

VKiKK = 0. (4.26b)

Considerese ahora a VKi = VKi (Ki,K), y de la cual derivamos la ecuación diferencial

utilizando la fórmula de Itô (teorema 3.27)

dVKi = VKiKidKi + VKiKdK +
1
2
VKiKiKi (dKi)2 + VKiKKi (dKidK) +

1
2
VKiKK (dK)2,

(4.27a)
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tomando el valor expectativo de esta última ecuación y dividiendo entre dt se obtiene

E[dVKi ]
dt

=
dKi

dt
VKiKi +

E[dK]
dt

VKiK +
1
2

E[(dKi)2]
dt

VKiKiKi

+
E[dKidK]

dt
VKiKKi +

1
2

E[(dK)2]
dt

VKiKK , (4.27b)

restando la ecuación (4.27b) de (4.26b) y tomando en cuenta la igualdad (4.18) se llega a

[
1 − τK

1 − s
r − β

]
VKi + σ2

K [KiVKiKi + KVKiK ] +
E[dVKi ]

dt
= 0. (4.28)

La solución de la ecuación (4.28) se obtiene por prueba y error, y dada la forma de la

función objetivo se propone la función valor,

V (Ki,K) = xKγ−ω
i Kω, (4.29a)

donde los parámetros ω, x tendrán que ser determinados. De (4.29a) se obtiene

i) VKi = (γ −ω)xKγ−ω−1
i Kω =

(γ − ω)V
Ki

, (4.29b)

ii) VK = ωxKγ−ω
i Kω−1 =

ωV

K
, (4.29c)

iii) VKiKi = (γ−ω)(γ−ω−1)xKγ−ω−2
i Kω =

(γ − ω)(γ − ω − 1)V
K2

i

, (4.29d)

iv) VKiK = ω(γ−ω)xKγ−ω−1
i Kω−1 =

ω(γ − ω)V
KiK

, (4.29e)

v) VKK = ω(ω−1)xKγ−ω
i Kω−2 =

ω(ω − 1)V
K2

, (4.29f)

sustituyendo las ecuaciones (4.29d) y (4.29e) en (4.28) y despejando
E[dVKi ]
VKidt

se obtiene

E[dVKi ]
dt

=
[
β − 1 − τK

1 − s
r

]
VKi + σ2

K

[
Ki

(γ − ω)(γ − ω − 1)V
K2

i

+ K
ω(γ − ω)V

KiK

]

⇒ E[dVKi ]
dt

=
[
β − 1 − τK

1 − s
r

]
VKi + σ2

K

[
(γ − ω)(γ − ω − 1)V

Ki
+

ω(γ − ω)V
Ki

]

⇒ E[dVKi ]
dt

=
[
β − 1 − τK

1 − s
r

]
VKi + σ2

K [(γ − ω − 1)VKi + ωVKi ]

⇒ E[dVKi ]
VKidt

= β− 1− τK

1 − s
r+σ2

K (γ−1). (4.30)
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Se retoma la ecuación (4.24) y se despeja

VKi =
1 − s

1 − τC
Cγ−1

i lηγ
i ,

diferenciando ambos lados de la ecuación utilizando la regla de Itô se obtiene

dVKi = (γ − 1)
1
Ci

Cγ−1
i lηγ

i

1 − s

1 − τC
dC + (γ − 1)(γ − 2)

1
C2

i

Cγ−1
i lηγ

i

1 − s

1 − τC
(dC)2

⇒ dVKi = (γ − 1)
dC

Ci
VKi + (γ − 1)(γ − 2)

(dC)2

C2
i

VKi

⇒ dVKi

VKi

= (γ − 1)
dC

Ci
+ (γ − 1)(γ − 2)

(
dC

Ci

)2

⇒ E[dVKi ]
VKi

= (γ − 1)
E[dC]

Ci
+ (γ − 1)(γ − 2)

E[dC]2

C2
i

. (4.31a)

Durante la trayectoria del crecimiento balaceado, la razón Ci

Ki
se mantiene constante,

lo que quiere decir que las tasas de crecimiento son esencialmete iguales (ver ecuaciones

(4.12) y (4.18)):
dCi

Ci
=

dKi

Ki
= Ψdt +

1 − τ ′
K

1 − s′
duK , (4.32)

luego la ecuación (4.31a) se puede reescribir como:

E[dVKi ]
VKidt

= (γ − 1)Ψ + (γ − 1)(γ − 2)σ2
i (4.31b)

donde σ2
i está descrita por la ecuación (4.18) y donde sólo falta determinar Ψ para tener

el resultado de nuestro sistema completo. Sustituyendo E[dVKi
]

VKi
dt de (4.30) en (4.31b) y

despejando Ψ obtenemos que la tasa de crecimiento es determinada por :

Ψ =

(
1 − τK

1 − s

)
r − β

1 − γ
− γ

2
σ2

K , lo que implica

por ecuación (4.18) ⇒ Ψ =

(
1 − τK

1 − s

)
r − β

1 − γ
− γ

2

(
1 − τ ′

K

1 − s′

)2

Ω2σ2

por ecuación (4.15) ⇒ Ψ =

(
1 − τK

1 − s

)
r − β

1 − γ
−γ

2
Ω2σ2. (4.33)
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Obsérvese que la ecuación (4.15) es implicada por el supuesto de la balanza pre-

supuestal del gobierno igual a cero. La evolución del stock de capital del agente i está

dado por:

dKi

Ki
=

dCi

Ci
=




(
1 − τK

1 − s

)
r − β

1 − γ
− γ

2
Ω2σ2


dt + duK = Ψdt + Ωdu. (4.34)

Obsérvese que la única diferencia entre los agentes es su stock inicial de capital, el cual

no aparece en la ecuación (4.34). Por tanto, todos los individuos tienen la misma tasa de

crecimiento en su stock de capital y entonces, la tasa de crecimiento promedio (o agregada)

del capital es idéntica a la tasa de crecimiento de los individuos

dK

K
=

dC

C
=




(
1 − τK

1 − s

)
r − β

1 − γ
− γ

2
Ω2σ2


dt + duK = Ψdt + Ωdu. (4.35)

Dado que la tasa de crecimiento del capital es la misma para todos los individuos, la

distribución del ingreso no cambia en el tiempo. Esto significa que para cada instante

del tiempo, la parte proporcional de la riqueza del agente i, (la cual se representa por

ki(t) = Ki(t)
K(t) ) es dada por su proporción inicial en el tiempo 0, ki(0) = Ki(0)

K(0) . Dividiendo

las ecuaciones de primer orden (4.25) entre (4.24) obtenemos:

Ci =
w

η

1 − τw

1 + τC
Kli.

Dividiendo la ecuación anterior por Ki obtenemos la relación consumo-riqueza del indi-

viduo i,
Ci

Ki
=

w

η

1 − τw

1 + τC

K

Ki
li

⇒ Ci

Ki
=

w

η

1 − τw

1 + τC

li
ki

. (4.36)

Si en cada instate del tiempo t cada empresa j obtiene las unidades de labor que necesita,

y los agentes económicos obtienen el ocio requerido para maximizar su utilidad, entonces

el mercado de trabajo se encuentra en equilibrio en cada instante del tiempo, es decir,

L =
∫ 1

0

Ljdj =
∫ 1

0

1 − lidi =
∫ 1

0

1di−
∫ 1

0

lidi = 1 −
∫ 1

0

lidi = 1 − l. (4.37)
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Obsérvese que
∫ 1

0
kidi =

∫ 1

0
Ki

K di = 1
K

∫ 1

0
Kidi = K

K = 1 y asumiendo (4.37), se tiene
∫ 1

0
lidi = l, luego la relación agregada consumo-riqueza de la economı́a

C

K
=

w

η

1 − τw

1 + τC
l. (4.38)

Retomando la ecuación de restricción presupuestaria (4.12), la tasa de crecimiento prome-

dio del individuo puede ser descrita como:

Ψ = E
[
dKi

Ki

]
1
dt

=
(

E[dKi]
Ki

)
1
dt

= r
1 − τK

1 − s
+ w

1 − τw

1 − s

1 − li
ki

− 1 + τC

1 − s

Ci

Ki
, (4.39)

donde ki =
Ki

K
. Tomando la expresión (4.39)y (4.36), se obtiene,

Ψ = r
1 − τK

1 − s
+ w

1 − τw

1 − s

1 − li
ki

− w

η

1 + τC

1 − s

li
ki

⇒ Ψ = r
1 − τK

1 − s
+

w

η

1 − τw

1 − s

1
ki

[η(1 − li) − li + 1 − 1]

⇒ Ψ = r
1 − τK

1 − s
+

w

η

1 − τw

1 − s

1
ki

[1 − li + η − ηli − 1]

⇒ Ψ = r
1 − τK

1 − s
+

w

η

1 − τw

1 − s

1
ki

[(1 − li) + (1 + η) − 1]

⇒ (1−li) =
1

1 + η

[
1 −

(
r
1 − τK

1 − s
− Ψ

)(
η

w

1 − s

1 − τw

)
ki

]
. (4.40a)

En el apéndice se verá que para que la condición de trasversalidad se cumple si, y sólo si,

r
1 − τK

1 − s
> Ψ,

por tanto un incremento en el retorno del capital tiene efectos negativos en la oferta laboral.

Un incremento en el retorno del capital, permite a los agentes económicos comprar más ocio

y sus tasas de crecimiento pueden ser soportadas ofertando menos unidades de trabajo.

Esto puede proveer menor labor a la economı́a, teniendo un efecto compensado sobre su

tasa de crecimiento.

Si se integra sobre el conjunto de individuos en la economı́a, obtenemos la relación

agregada de oferta de trabajo,

(1 − l) =
1

1 + η

[
1 −

(
r
1 − τK

1 − s
− Ψ

)(
η

w

1 − s

1 − τw

)]
. (4.40b)
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Obsérvese que de (4.40a) y (4.40b), se obtiene,

li = lki +
[
η − ηki

1 + η

]
= lki +

η

1 + η
− ηki

1 + η
, lo que implica

li − l =
[
l − η

1 + η

]
(ki − 1). (4.40c)

La relación (4.40c) se denomina ”oferta relativa de trabajo”. En el apéndice se verá que

la condición de trasversalidad se cumple si, y sólo si,

l >
η

1 + η
,

luego la relación de oferta relativa de trabajo (4.40c), implica una relación positiva entre

el ingreso y el ocio. Por último obsérvese que el mercado de bienes requiere la siguiente

condición

dK = Ω(dt + du) − Cdt, por tanto

Ψ = Ω − C

K
. (4.41)

4.3 El equilibrio macroeconómico

Podemos resumir los resultados expuestos, bajo en la siguiente proposición:

Proposición 4.4 (Caracterización del equilibrio macroeconómico) Sea un sistema

económico tal que para todo periodo (t + dt) se cumplen los siguientes supuestos:

i) Se tiene un conjunto denso de empresas con masa 1 y cada empresa produce un

único bien con una función de producción Cobb-Douglas dYj = A(LjK)αK1−α
j (dt +

du) (donde du es un shock estocástico de varianza σ). La función de producción

agregada está determinada por dY = ALαK(dt+du) = ΩK(dt+du), es decir, existen

externalidades.

ii)) Se tiene un conjunto denso de consumidores o agentes económicos de masa 1 y cada

consumidor consume el bien que produce la economı́a Ci y ocio li y optimiza su función

de utilidad intertemporal E
[∫ ∞

0

1
γ

(Ci, l
η
i )γ

e−βtdt

]
.
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iii) El gobierno mantiene su balanza presupuestal bajo la ecuación sE[dK] + s′(dK −

E[dk]) = [τCC + τKrK + τww(1− l)K]dt+ τ ′KduK (donde r y w son determinados

en el punto 4.1).

iv) El mercado de trabajo se encuentra en equilibrio, es decir L =
∫ 1

0

Ljdj =
∫ 1

0

(1 −

li)di = 1 −
∫ 1

0

lidi = 1 − l.

Entonces

i) Cada consumidor se enfrenta al problema de optimización intertemporal:

Maximizar E
[∫ ∞

0

1
γ

(Ci, l
η
i )γ

e−βtdt

]

(Ci,li)

(4.11)

sutjeto a

dKi =
(1 − τK)rKi + (1 − τw)w(1 − li)K − (1 + τC)Ci

1 − s
dt +

1 − τ ′
K

1 − s′
KiduK , (4.12)

dK =
(1 − τK )rK + (1 − τw)w(1 − l)K − (1 + τC)C

1 − s
dt +

1 − τ ′
K

1 − s′
KduK. (4.13)

Su solución parcial está determinada por las ecuaciones diferenciales estocásticas:

1
Ci

(Cil
η
i )γ =

1 − τC

1 − s
VKi (Ki,K), (4.24)

η

li
(Cil

η
i )γ =

1 − τw

1 − s
wKVKi (Ki,K). (4.25)

ii) El equilibrio macroeconómico se caracteriza por el siguiente sistema de ecuaciones:

El capital se incremeta conforme a,

dCi

Ci
=

dKi

Ki
= Ψdt + duK , (4.32)

Equilibrio de la tasa de crecimiento

Ψ =

(
1 − τK

1 − s

)
r − β

1 − γ
− γ

2
Ω2σ2, (4.33)
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Equilibrio de la volatilidad

σΨ = Ωσ, (4.42)

Relación individual consumo-capital

Ci

Ki
=

w

η

1 − τw

1 + τC

li
ki

, (4.36)

Relación agregada consumo capital

C

K
=

w

η

1 − τw

1 + τC
l, (4.38)

Relación presupuestaria individual

Ψ = r
1 − τK

1 − s
+ w

1 − τw

1 − s

1 − li
ki

− 1 + τC

1 − s

Ci

Ki
, (4.39)

Equilibrio de mercado

Ψ = Ω − C

K
, (4.41)

Restricción presupestaria del Gobieno

τKr + τww(1 − l) + τC
C

K
= s

E[dK]
Kdt

= sΨ. (4.16)

iii) Las relaciones de oferta laboral quedan determinadas por

Oferta individual de trabajo

(1 − li) =
1

1 + η

[
1 −

(
r
1 − τK

1 − s
− Ψ

)(
η

w

1 − s

1 − τw

)
ki

]
, (4.40a)

Oferta agregada de trabajo

(1 − l) =
1

1 + η

[
1 −

(
r
1 − τK

1 − s
− Ψ

)(
η

w

1 − s

1 − τw

)]
, (4.40b)

Oferta relativa de trabajo:
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li − l =
[
l − η

1 + η

]
(ki − 1), (4.40c)

iv) Las relaciones de equilibrio quedan resumidas por las ecuaciones:

RR Ψ =
(1 − α)Ω(l)

(
1 − τK

1 − s

)
− β

1 − γ
− γ

2
Ω2σ2, (4.43a)

PP Ψ = Ω(l)
[
1 − α

η

1 − τw

1 + τC

l

1 − l

]
. (4.43b)

Demostración. Sólo mostraremos las relaciones (4.42),(4.43a) y (4.43b), las demás rela-

ciones se detallaron en las secciones 4.1 y 4.2. Comencemos con (4.42), se tiene

dCi

Ci
=

dKi

Ki
= Ψdt + duK ,

y de (4.18) tenemos que σ2
Ψ = σK2

i
= Ω2σ2, con lo que se cumple (4.42). En el punto

4.1 se observa que w = αΩL−1 y r = (1 − α)Ω, luego de (4.33) obtenemos RR.

Sustituyendo (4.38) en (4.42) se obtiene Ψ = Ω− w

η

1 − τw

1 + τC
l, y sustituyendo w se obtiene

Ψ = Ω − αΩ
Lη

1 − τw

1 + τC
l = Ω − αΩ

η

1 − τw

1 + τC

l

1 − l
= Ω(l)

[
1 − α

η

1 − τw

1 + τC

l

1 − l

]
,

con lo que se cumple PP.

La ecuación RR describe la relación entre la tasa de crecimiento Ψ y el ocio agregado

l, que asegura la igualdad entre la tasa ajustada de riesgo del retorno del capital y pago

de consumo. La segunda ecuación PP, describe la relación entre la tasa de crecimiento Ψ

y el ocio agregado l, que asegura el equilibrio en el mercado de bienes. Como un colorario

de la proposición 4.4 exhibimos una economı́a con ausencia de impuestos y subsidios.

Colorario 4.5 (Caracterización del equilibrio macroeconómico en ausencia de

impuestos) Sea un sistema económico tal que para todo periodo (t, t+dt) se cumplen los
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supuestos i), ii) y iv) de la proposición 4.4, es decir es una economı́a libre (ausencia de

gobierno sin subsidios ni impuestos), entonces:

i) Cada consumior se enfrenta al problema de optimización intertemporal:

Maximizar E
[∫ ∞

0

1
γ

(Ci, l
η
i )γ

e−βtdt

]

(Ci,li)

(4.11)

sutjeto a

dKi = [rKi + w(1 − li)K − Ci] dt + KiduK, (4.44a)

dK = [rK + w(1 − l)K − C] dt + KduK. (4.44b)

Su solución parcial está determinada por las ecuaciones diferenciales estocásticas:

1
Ci

(Cil
η
i )γ = VKi(Ki,K), (4.44c)

η

li
(Cil

η
i )γ = wKVKi(Ki,K). (4.44d)

ii) El equilibrio macroeconómico se caracteriza por el siguiente sistema de ecuaciones:

El capital se incremeta conforme a:

dCi

Ci
=

dKi

Ki
= Ψdt + duK,

Equilibrio de la tasa de crecimiento

Ψ =
r − β

1− γ
− γ

2
Ω2σ2, (4.44e)

Equilibrio de la volatilidad

σΨ = Ωσ,

Relación idividual consumo-capital

Ci

Ki
=

w

η

li
ki

, (4.44f)
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Relación agregada consumo capital

C

K
=

w

η
l, (4.44g)

Relación presupuestaria individual

Ψ = E
[
dKi

Ki

]
1
dt

= r + w
1 − li

ki
− Ci

Ki
, (4.44h)

Equilibrio de mercado

Ψ = Ω − C

K
.

iii) Las relaciones de oferta laboral quedan determinadas por

Oferta individual de trabajo

(1 − li) =
1

1 + η

[
1 − (r − Ψ)

( η

w

)
ki

]
, (4.44i)

Oferta agregada de trabajo

(1 − l) =
1

1 + η

[
1 − (r − Ψ)

( η

w

)]
, (4.44j)

Oferta relativa de trabajo:

li − l =
[
l − η

1 + η

]
(ki − 1).

iv) Las relaciones de equilibrio quedan resumidas por la ecuación:

RR′ Ψ =
(1 − α)Ω(l) − β

1 − γ
− γ

2
Ω2σ2, (4.44k)

PP′ Ψ = Ω(l)
[
1 − α

η

l

1 − l

]
. (4.44l)

En una economı́a libre de impuestos las caracteŕısticas de RR’ y PP’ quedan de-

scritas por la figua 4.1, sus propiedades se derivan en el apéndice, dode mostraremos
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que la ecuación PP’ es siempre decreciente en l, reflejando el hecho de que entre mayor

ocio, se reduce el ingreso. Entonces un incremento el la relación Consumo-Ingreso tiene

un efecto adverso en la tasa de crecimiento. Por otro lado, de RR’ se obtiene
∂Ψ
∂l

=
[
1 − α

1 − γ
− γΩ(l)σ

]
Ω′(l), esta expresión es ambigua para γ < 0. Intuitivamente altos tiem-

pos dedicados al ocio reducen la productividad del capital, teniendo una recaida en el

retorno del capital. Este resultado es obtenido si la utilidad marginal de consumo de-

sciende, esto es, si la tasa de crecimiento balaceado cae. Bajo condiciones ”créıbles” ambas

relaciones RR’ y PP’ son concavas y el equilibrio existe si α − 1 +
β

A
> −γ

1 − γ

2
Aσ2.

Proposición 4.6 La condición de trasnversalidad lim
t→∞

E
[
Kγ

i (t)e−βt
]

= 0 que garantiza

que la solución de las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13) sea óptima, se cumple si, y sólo si

se cumplen alguna de las siguientes relaciones

i) γ

[
r
1 − τK

1 − s
− γ

2
(1 − γ)Ω2σ2

]
< β,

ii) r

[
1 − τK

1 − s

]
> Ψ,

iii) l >
η

1 + η
.

La demostración de esta proposición se detallará en el apéndice.

4.4 Determinantes de la distribución de ingreso

Una vez determinadas las condiciones de equilibrio en el modelo de crecimiento y

obtenidas la oferta laboral y la tasa promedio de crecimiento económico, es posible de-

terminar las condiciones de la distribución del ingreso. El valor esperado del ingreso del

individuo i y el valor esperado del ingreso promedio de la economı́a son respectivamente

E[dYi] = [rKi + w(1 − li)K] dt,

E[dY ] = [rK + w(1 − l)K] dt.

Obsérvese que r = (1−α)Ω, w = αΩL−1 = αΩ(1− l)−1 y de la ecuación (4.44l) se obtiene

r − Ψ = −αΩ + αΩ
1
η

l

1 − l
= −w(1 − l) + w

l

η
=

w

η
(l − η(1 − l)).
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De esta última ecuación y de (4.44i), se obtiene la relación relativa del ingreso esperado

del individuo i

yi =
E[dYi]
E[dY ]

=
rKi + w(1 − li)K
rK + w(1 − l)K

= ki +
α

(1 − l)(1 + η)
(1 − ki),

escribiendo de forma abreviada

yi(l, ki) = 1 − ρ(l)(1 − ki), (4.45a)

donde

ρ(l) = 1 − α

(1 − l)(1 + η)
. (4.45b)

La ecuación (4.45a) muestra que la distribución del ingreso depende de dos factores, la dis-

tribución inicial del capital y la relación de equilibrio entre el ocio y la tasa de crecimiento.

El efecto neto de un incremento en el capital inicial sobre el ingreso esperado del individuo

i está dado por ρ(l) , el cual toma valores entre 0 y 1.

El ingreso esperado de los individuos es creciente en su dotación de capital inicial, los

individuos con altos niveles de capital eligen ofrecer menor trabajo, este efecto no es con-

siderable en su ingreso cuando sus capitales son altos. Como consecuencia, la variabilidad

del ingreso relativo entre los agentes σy, es menor que la variabilidad de capital relativo

σk, la cual es invariable en el tiempo. Esto tiene como consecuencia que la distribución del

ingreso por cambios en el riesgo y poĺıticas económicas se concentran en ρ(l), por lo que

las poĺıticas enfocadas a reducir los niveles de desigualdad de ingreso, (sin afectar capitales

inciales) deben concentrarse en este factor ρ(l).

Proposición 4.7 Sea un sistema económico tal que se cumplen los supuestos i), ii) y iv)

de la proposición (4.4) es decir es una economı́a libre en ausencia de gobierno (subsidios

e impuestos son igual a cero), entonces para todo periodo (t, t + dt) la variabilidad del

ingreso está determinada por la ecuación:

DD σy = ρ(l)σk . (4.46)
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Demostración Observemos que Ei[Ey[dYi]] = Ey[Ei[dYi]] = Ey[Y ], luego Ei[Ey[yi]] =

Ei

[
Ey[dYi]
Ey[dY ]

]
= 1, de manera similar Ei[Ek[ki]] = Ei

[
Ek[Ki]
Ek[K]

]
= 1. De la ecuación

(4.46a) se tiene que

yi − 1 = yi − E[yi] = ρ(l)(ki − E[ki]) = ρ(l)(ki − 1),

integrando cuadrados obtenemos que

σ2
y =

∫
(yi − 1)2di = ρ2(l)

∫
(ki − 1)2di = ρ2(l)σ2

k .

La figura 4.1 muestra la relación entre σy y l, dado un nivel de distribución del

capital, la varianza de los ingresos relativos decrecen conforme aumenta el ocio agregado

de la economı́a, es decir, es una función cóncava respecto al ocio agregado . Esto se debe

a que, incrementos en el ocio (lo que significa que la oferta laboral declina), porvoca que

la tasa salarial incremente y que los retornos de capital caigan, disminuyendo la brecha o

diferencia de ingresos entre las personas que tienen un gran capital inicial y las personas

que no lo poseen.

Dado que los impuestos también tienen efecto en la distribución del ingreso, necesi-

tamos distinguir la distribución del ingreso antes de impuestos y depués de impuestos. La

distribución del ingreso antes de impuestos queda definida por la relación DD. El ingreso

relativo de los individuos después de impuestos (o también llamado neto) queda definida

por la relación

yNET
i =

E[dYi]
E[dY ]

=
r(1 − τK)Ki + w(1 − τw)(1 − li)K
r(1 − τK)K + w(1 − τw)(1 − l)K

= ki +
α

(1 − l)(1 + η)
R(1 − ki),

donde R =
1 − τw

(1 − α)(1 − τK) + α(1 − τw)
. Escribiendo de forma abreviada

yNET
i = 1 − ρNET (l, τw, τK )(1 − ki), (4.47a)

donde

ρNET (l, τw, τK) =
α(1 − τw)

(1 − l)(1 + η)[(1 − α)(1 − τK) + α(1 − τw)]
. (4.47b)



75

La función ρNET (l, τw, τK), también se puede escribir en función de su antecesor ρ(l) como

ρNET (l, τw, τK) = ρ(l) + (1 − ρ(l))(1 − α)
τw − τK

(1 − α)(1 − τK) + α(1 − τw)
. (4.47c)

Proposición 4.8 Sea un sistema económico tal que, para todo periodo (t+dt) se cumplen

los supuestos i), ii) iii y iv) de la proposición (4.4), entonces la variabilidad del ingreso

está determinada por la ecuación:

DNDN σNET
y = ρNET (l, τw, τK )σk. (4.48)

Demostración Observemos que Ei[Ey[dYi]] = Ey[Ei[dYi]] = Ey[Y ], luego Ei[Ey[yi]] =

Ei

[
Ey[dYi]
Ey[dY ]

]
= 1, de manera similar Ei[Ek[ki]] = Ei

[
Ek[Ki]
Ek[K]

]
= 1. De la ecuación

(4.46a) se tiene que

yNET
i − 1 = yNET

i − E[yi] = ρNET (l, τw, τK)(ki − E[ki]) = ρNET (l, τw, τK)(ki − 1),

integrando cuadrados obtenemos que

(
σNET

y

)2
=
∫ (

yNET
i − 1

)2
di =

(
ρNET (l, τw, τK)

)2 ∫
(ki−1)2di =

(
ρNET (l, τw, τK)

)2
σ2

k.

Los impuestos pueden influir en la distribución del ingreso en dos formas, la primera

es al determinar la tasa de crecimiento y la oferta de ocio (ecuaciones RR y PP). Segundo,

al influir en el consumo del ocio dento del equilibrio macroeconomico, esto afecta en forma

directa a los retornos del capital, aśı como a los retornos de ingreso, influyendo en la

distribución de los ingresos relativos, esto se refleja en la relación ρNET (l, τw, τK ) ). En la

ralación (4.47c) se observa que la dispersión antes de impuestos entre el ingreso relativo

de los individuos, puede ser mayor que la dispersión depues de impuestos si, y sólo si

τK > τw. Bajo un enfoque de estática comparativita y partiendo de una economı́a libre,

un incremento del impuesto sobre el capital, hace que la curva que relaciona la distribución

del ingreso después de impuestos con el ocio DNDN se desplacé de la curva DD hacia la

Izquierda, ver figura 4.1. Si el incremento se diera en el impuesto a la tasa salarial la curva

DNDN se desplaza hacia la derecha de DD.
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Figura 4.1 Equilibrio macroconónomico E, distirbuión del ingreso, antes (DD) y depues de

impuestos en los retornos del capital (DK
NDK

N)y en la tasa salarial (DW
N DW

N ).

4.5 Relación entre la volatilidad y la distribución del ingreso

Es tiempo de discernir las relaciones entre volatilidad, crecimiento, y la distribución

del ingreso. Se estudiará como responden, el crecimiento económico y la distribución del

ingreso ante los incrementos en la volatilidad σ. En esta sección se examinará el caso de

una economı́a sin impuestos y discutiremos esta relación de una forma anaĺıtica.
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Figura 4.2 Equilibrio macroconónomico E, E’ con cambios en la volatilidad.

Los cambios en el riesgo, tienen impactos en los incentivos de acumular capital. Un

incremento en σ2 afecta solamente a la curva RR, y para valores de γ < 0, tiende a elevar la

curva y a incrementar la tasa de crecimiento de equilibrio (ver figura 4.2). Dada la fracción

del tiempo dedicada al ocio, la pendiente de RR tiende a incrementar la tasa de crecimiento

del capital cuando incrementa la volatilidad. Un incremento en la tasa de crecimiento Ψ se

refleja también en incrementos en el consumo de las personas, lo que provoca incrementos

en la oferta laboral. Esto se puede ver a lo largo de PP pasando del equilibrio E a E’, en

la figura 4.2. Grandes incrementos en el riesgo, incrementan la volatilidad de la tasa de

crecimiento σΨ = Ω(l)σ, por el impacto directo de σ y el impacto de l ocio agregado (de

equilibrio)sobre Ω.
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De las ecuaciones (4.45a) y (4.47.a) vemos los efectos en la distribución al incrementar

el riesgo para una economı́a sin gobierno y para una economı́a con gobierno,

dσy

dσ2
= σk

∂ρ

∂l

∂l

∂σ2
> 0, (4.49a)

dσy

dσ2
= σk

(
1 − τw

α(1 − τw) + (1 − α)(1 − τK)

)
∂ρ

∂l

∂l

∂σ2
> 0. (4.49b)

Un incremento en l aumenta la desigualdad económica antes y después de impuestos. Un

incremento en la volatilidad reduce cantidades de tiempo dedicado al ocio, incrementando

la desigualdad del ingreso relativo. La desigualdad antes de impuestos puede ser más

grande que la desigualdad después de impuestos si, y sólo si τK > τw.

El riesgo también podŕıa incrementar otras medidas de desigualdad distintas a la

desviación estándar, para ver esto es suficiente notar el efecto de un incremento en el

riesgo sobre la relación relativa de ingreso de los agentes es decir,

sgn
(

dy(ki)
dσ2

)
= −sgn

(
∂ρ

∂l

∂l

∂σ2
(1 − ki)

)
= sgn(ki − 1) = −1. (4.49c)

Daremos una interpretación económica para los resultados anteriores. Dado que los

agentes son suficientemente adversos al riesgo, mayores niveles de volatilidad en la economı́a

tienen fuertes efectos en el ingreso de las personas, haciendo que reduzcan en un primer

instante su consumo e incremente sus ahorros (o al menos se mantienen iguales), conse-

cuentemente la tasa de crecimiento se incrementa. Notar que para PP, la variabilidad del

riesgo no tiene efectos en la locación del ocio para una tasa de crecimiento dada. Una alta

tasa de crecimiento implica que las futuras tasas salariales se incrementen y por ende el

ocio sube de precio, por lo que se incrementa la oferta laboral. Este incremento en la oferta

laboral tiene consecuencias en la distribución del ingresos, debido a que superiores ofertas

laborales incrementa el retorno del capital de una forma proporcional mayor que las tasas

salariales, aun más, una oferta laboral alta reduce las tasas salariales para equilibrar el

mercado de trabajo. Dado que la distribución de las unidades laborales es más equitativa

que la distribución del capital, la brecha de ingresos entre cualquiera dos individuos se

incrementa y por tanto, los niveles de desigualdad también se incrementan.
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Notar que entre más inelástica sea la oferta laboral, (esto es, entre más pequeña sea

la respuesta de la oferta laboral respecto a la tasa salarial) el riesgo afecta en menor

proporción los ingresos relativos. En el caso extremo, donde la oferta laboral es inelástica,

el ingreso relativo de la oferta laboral estaŕıa dada por

yi =
rKi + wK

rK + wK
=

rki + w

r + w
.

Con una tecnoloǵıa AK y con una oferta laboral inelástica, resultan tasa salarial y una

tasa de intéres constantes, lo que implica que bajo estas circunstancias la distribución del

ingreso no es afectado por cambios en el riesgo.

4.6 Determinantes del bienestar económico

Es hora de trabajar sobre el bienestar de los agentes económicos, por definición, el

bienestar del individuo i es la evaluación de la utilidad intertemporal (ecuación (4.11)),

en la solución del problema de crecimiento estocástico. Por la elasticidad constante que

presenta la función de utilidad del agente económico, su optimización dado el stock de

capital inicial Ki,0 puede ser expresada por el valor de

V (Ki,0) =
1
γ

((
Ci

Ki

)
lηi

)γ

β − γ
(
Ψ− 1

2σ2
Ψ

)Kγ
i,0 (4.50a)

y el bienestar agregado de la economı́a está dado por

V (K0) =
1
γ

((
C
K

)
lη
)γ

β − γ
(
Ψ − 1

2σ2
Ψ

)Kγ
0 . (4.50b)

El bienestar relativo del individuo i con respecto al bienestar agregado o promedio es,

entonces

v(ki) =

(
Ci

Ki

)γ

(
C
K

)γ
lηγ
i

lηγ
kγ

i =
(

li
l

)(1+η)γ

. (4.50c)

Dada la ecuación (4.50c) y sustituyendo la relación (4.40c) para los valores requeridos de

li, obtenemos finalmente

v(ki) =
[
1 +

(
1 − η

1 + η

1
l

)
(ki − 1)

]γ(1+η)

. (4.50d)
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Consideremos ahora dos individuos que tienen los stock de capital k2 > k1. La condición

de transversalidad implica l >
η

1 + η
, lo cual implica que v(k2) > v(k1) > 0 para γ > 0 y

v(k1) > v(k2) > 0 para γ < 0. Sin embargo, para el caso de γ < 0, el valor esperado de

la utilidad intertemporal es negativo (ver expresión (4.50a)), lo que implica que el agente

está mejor si su utilidad relativa es más cercana a cero, por lo que en el último caso, el

agente 2 está relativamente mejor que el agente 1, es decir, en ambos casos el agente con

mayor capital tiene un mejor bienestar relativo.

Una traformación monótona de la función de utilidad, no altera las preferencias del

consumidor y por tanto tampoco las relaciones relativas del bienestar del consumidor, luego

(4.50d) puede expresarse como,

u(ki) = (v(ki))1/γ(1+η) = 1 + ϕ(l)(ki − 1), (4.50d)

donde

ϕ(l) = 1 − η

1 + η

1
l
, (4.50e)

y por las condiciones de traversalidad, 0 < ϕ(l) < 1, por tanto creciente y cóncava en l.

Proposición 4.9 Sea un sistema económico tal que, se cumplen los supuestos de la

proposición (4.4), entonces la variabilidad del bienestar relativo para todo periodo (t, t+dt)

está determinada por la ecuación:

UU σu = ϕ(l)σk (4.50f)

Demostración Observemos que E[u(ki)] = 1 y E[ki] = 1. De la ecuación (4.50d) se tiene

que u(ki) − 1 = u(ki) − E[u(ki)] = ϕ(l)(ki − E[ki]) = ϕ(l)(ki − 1), integrando cuadrados

obtenemos que σ2
u =

∫
(u(ki) − 1)2di = ϕ2(l)

∫
(ki − 1)2di = ϕ2(l)σ2

k .
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Figura 4.3 Equilibrio macroconónomico E, curvas de desigualdad de ingresos DD y bien-

estar UU.

La curva UU se dibuja en la figura 4.3, dado que ϕ(l) es creciente y cóncava en l y σk

fijo, entonces la relación (4.46) es también cóncava en l; esto se debe a que las personas que

poseen un alto nivel de capital, dedicar una unidad de tiempo al ocio no significa una gran

pérdida en su consumo, sin embargo, el agregar una unidad de ocio a personas con menor

capital significa una pedida en su consumo, lo cual afecta en gran medida su bienestar, de

esta manera, se incrementa la varianza de los niveles de bienestar relativo.

Otra perspectiva es la siguiente, dada la distribución de capital, un incremento en

la oferta laboral aumenta en poca proporción los niveles de consumo de personas con

una dotación grande de capital, aportando poco al bienestar de estos agentes. Por otro

lado, un incremento en la oferta laboral permite tener una mayor proporción de consumo
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para aquellos agentes que no cuentan con capital, aportando en una mayor proporción

al beneficio de este tipo de agentes económicos. Es decir, una reducción en el ocio (un

incremento en la oferta laboral) reduce la varianza relativa del bienestar entre agentes.

4.7 Poĺıtica fiscal y su relación con la desigualdad y el crecimiento

Un incremento en el ocio o una reducción en la oferta laboral, tiene inmediatamente

dos consecuencias:

i) Dedicar una unidad de tiempo al ocio no significa una gran pérdida en su consumo para

las personas con grandes cantidades de capital. Sin embargo, el agregar una unidad

de ocio a personas con menor capital significa una pérdida grande en su consumo, lo

cual afecta en gran medida su bienestar. De esta manera se, incrementa la varianza

de los niveles de bienestar relativo.

ii) Dado un nivel de distribución del capital, la varianza en los ingresos relativos de los

individuos decrece conforme aumenta el ocio agregado de la economı́a . Esto se debe

a que incrementos en el ocio, provocan que la tasa salarial se incremente y que los

retornos de capital caigan, disminuyendo la brecha o diferencia de ingresos entre las

personas que tienen un gran capital y las personas que no lo poseen.

Dado que la oferta laboral es una variable endógena dentro del modelo, la distribución

del ingreso es una referencia poco fiable para medir la desigualdad del bienestar, luego

¿comó podemos establecer poĺıticas económicas para mejorar las condiciones de los agentes

económicos?

Una caracteŕıstica del modelo de Romer (1986) es que se ignoran las externalidades

asociadas con el stock de capital agregado, generando tasas sub-óptimas de crecimiento.

Esto sugiere que, con incremento en subsidios podemos aproximarnos al óptimo social.

Con agentes heterogéneos surgen dos preguntas:

i) ¿Cómo financiar el subsidio si al gobierno le conciernen dos cosas: incrementar el

bienestar promedio y disminuir la brecha de desigualdad en bienestar?
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ii) ¿Cuáles son las consecuencias de las diferentes poĺıticas económicas en la tasa de

crecimiento y desigualdad económica?

Un incremento en el subsidio de inversión plantea un alto retorno del capital, favore-

ciendo a los que poseen mayores cantidades de capital, ¿existen poĺıticas económicas tal

que ésta redistribución inequitativa del bienestar pueda evitarse?

Es tiempo de contestar las preguntas anteriores en detalle, considerando las distin-

tas formas de financiamiento de un subsidio utilizando en esencia tres distorsiones de

impuestos:

i) Subsidios en inversión financiado por impuestos sobre los ingresos de capital,

ii) Subsidios en inversión financiado por impuestos sobre los salarios,

iii) Subsidios en inversión financiado por impuestos sobre el consumo.

4.7.1 Subsidio v́ıa impuestos sobre el ingreso de capital Como supuesto se tiene que

el gobierno decide financiar el subsidio a la inversión cobrando impuestos sobre los ingresos

de capital solamente. El impacto de la poĺıtica fiscal, cambia la tasa de crecimiento y la

oferta laboral como se ilustra en la figura 4.4. Dado que los impuestos son idénticos a

cero, incrementos en la tasa de subsidio s, mueve la curva RR hacia arriba moviendo

el equilibrio E sobre la curva PP, incrementando la tasa de crecimiento y reduciendo la

cantidad de ocio. Un incremento en la tasa impositiva sobre los ingresos de capital τK ,

tiene un efecto opuesto, la curva RR se mueve hacia abajo moviendo el equilibrio E sobre la

curva PP reduciendo la tasa de crecimiento e incrementando la cantidad de ocio. Tomando

τw = τc = 0, la restricción presupuestaria del gobierno queda determinada por,

τK =
s

(1 − α)

(
1 − α

η

l

1 − l

)
. (4.51a)

Esta reducción en la cantidad de ocio implica una mayor oferta laboral y por consecuencia

una reducción en la varianza del bienestar relativo σu(l). El efecto neto en la distribución

del ingreso es caracterizado por la ecuación (4.47b) de donde ρNET (l, tK ) < ρ(l).
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Figura 4.4 Equilibrio macroconónomico subsidio finaciado por impuestos sobre el ingreso

de capital.

4.7.2 Subsidio v́ıa impuestos sobre el salario Como supuesto se tiene que el subsidio

de inversión al capital se financia a través de la tasa impositiva al salario. Tomando

τk = τc = 0 la restricción presupuestaria del gobierno queda determinada por:

τw =
s

α

(
1 − α

η
l

1−l

)

(
1 − s

η
l

1−l

) . (4.51b)

En este caso, ambas curvas RR y PP se mueven hacia arriba incrementando la tasa de

crecimiento ( ver figura 4.5), el problema que surge es determinar la oferta laboral, ya que
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esta puede aumentar o disminuir. La razón de esta ambigüedad en los efectos se debe a que

un impuesto salarial reduce el salario neto, lo que provoca que exista menos oferta laboral,

pero al mismo tiempo, el incremento en las tasas de crecimiento tienden a aumentarlo.

Esta ambigüedad complica ver el impacto que se tiene en la varianza y otras medidas

de desigualad del ingreso al aplicar este tipo de póıticas económicas. En primer lugar, un

incremento (decremento) en el ocio podŕıa reducir (incrementar) la varianza de los ingresos

relativos (se puede constatar en la ecuación (4.46)). Sin embargo, la tasa positiva del

impuesto implica una variabilidad del ocio entre los agentes, haciendo que para cualquier

distribución dada de rentas brutas, se incremente la variabilidad de ingresos netos, como

puede verse en las ecuaciónes (4.48b) y (4.48c). Si la poĺıtica reduce el ocio, los dos efectos

trabajan en sentidos opuestos, es decir, podŕıa existir una reducción en la variabilidad de

los ingresos mientras que los ingresos netos podŕıan incrementar.

Figura 4.5 Equilibrio macroconónomico subsidio finaciado por impuestos sobre la tasa

salarial.
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4.7.3 Subsidio v́ıa impuestos sobre el consumo Como tercera opción, para financiar

el subsidio se tiene a los impuestos al consumo. Haciendolas otras tasas impositivas iguales

a cero τk = τc = 0, la restricción presupuestaria gubernamental queda determinada por:

τc =
s
(
1 − α

η
l

1−l

)

(
α
η

l
1−l

)
− s

. (4.51c)

En este caso, ρNET (l) = ρ(l), es decir, las distribuciones de ingreso antes y después de im-

puestos son las mismas. Las curvas RR y PP suben, incrementando la tasa de crecimiento

(ver figura 4.6). Pero en este caso el ocio declina, es decir, se incrementa la oferta laboral,y

aśı, la desigualdad entre ingresos aumenta. Al incrementarse la tasa salarial se reduce

el ocio y puede traer como consecuencia que la varianza de la distribución del bienestar

relativo caiga.

Figura 4.5 Equilibrio macroconónomico subsidio finaciado por impuestos sobre la tasa

salarial.
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CAPÍTULO 5

SIMULACIÓN DEL MODELO

Existen al menos tres razones por las que no es fácil obtener explicaciones convincentes,

sólidas, y sustentadas estad́ısticamente sobre las causas de los cambios en la desigualdad

y crecimiento en México.

i) La encuesta ingreso y gasto de los hogares (ENIGH), permite construir medidas de

desigualdad y pobreza para México, pero no permite hacer inferencias sobre compar-

ativos con el PIB.

ii) Contamos solamente con 17 observaciones, lo cual reduce las posibilidades de realizar

inferencias estad́ısticas robustas de series de tiempo, 15 de estas observaciones datos

son estudiados por Miguel Székely (2005).

iii) Son un sinnúmero de factores los que intervienen en el proceso de desigualdad y

crecimiento económico durante un peŕıodo de tiempo extenso, y las limitaciones de

información impiden probar las hipótesis que se han sugerido en la literatura sobre

estos temas.

iv) Algunas otras limitaciones son con respecto a cuestiones de la metodoloǵıa de la

contabilidad del Producto Interno Bruto y su relación con otras variables paramétricas

del moldeo expuesto en el caṕıtulo 4.

Miguel Székely en su art́ıculo ”Pobreza y desigualdad en México entre 1950 y 2004”,

muestra una relación estrecha y negativa entre la pobreza, la desigualdad, y el crecimiento

económico, lo cual implica que a mayor crecimiento, menor pobreza y desigualdad. En la

simulación que realizaremos encontraremos que una mayor desigualdad no implica nece-

sariamente una menor tasa de crecimiento. Aunque como se mencionó anteriormente, no

existe evidencia emṕırica que sustente lo anterior de una manera estad́ıstica formal. Sin

embargo, se construyó un argumento teórico formal que ayuda a comprender este fenómeno

social.
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5.1 Variables de entradas del modelo, y calibración de modelo

Los parámetros obtenidos en la calibración del modelo para el caso de México se

muestran en la en la tabla 1.

Tabla 1 Parámetros del modelo para el caso de México

PRODUCCION A = 0.50 α = 0.30
UTILIDAD β = 0.095 γ = −6 η = 0.5
RIESGO σ = 0.05 0.1, 0.15 0.2 0.3

La elección de elasticidad de producción mide la eficiencia de las unidades de labor,

y obsérvese lo siguiente, el pago a los trabajadores es igual a la tasa salarial por la oferta

laboral. Luego

z(1 − l) = zL = wKL = αΩL−1KL = αΩK = αY

lo que significa que α representa la proporción del PIB que se utiliza en el pago de salarios.

Barro y Sala-i-Martin (1995) proponen un α = 0.30 para México en su análisis emṕırico,

aunque no existe algún dato estad́ıstico fiable que ayude a una mejor estimación. La

elección del escalar A = 0.5 es consistente para generar la tasa de crecimiento empirica,

Garćıa-Peñalosa y Turnovsky (2004, 2006) utilizan un A ∈ [0.6, 0.75], para algunos páıses

de la OCDE. El parámetro β = 0.095 es estándar en la literatura, Barro y Sala-i-Martin

(1995) utilizan β ∈ [0.02, 0.06] para ejemplificar algunas simulaciones dentro de su libro.

Con la elección de η = 0.5, obtenemos como resultados aproximados de l = 0.61 lo que

significa que las personas dedican un 0.39 de su tiempo al trabajo. Si la persona tuviera

un tiempo disponible de 24 horas ellos dedicaŕıan 9 horas de su tiempo a su trabajo.

Esta variable es un poco subjetiva, para Estados Unidos Turnovsky señala que existe

evidencia emṕırica en la literatura de ciclos económicos con l = 0.72. Otra forma posible

de calcularlo podŕıa ser la productividad ya que la eficiencia por trabajador se mediŕıa

por Y
(LK)α , desafortunadamente no se cuenta con estad́ısticas que ayuden a calcular estas

variables. El valor del coeficiente de aversión al riesgo es variable en la literatura, desde

valores positivos γ = 0.5 hasta valores de γ = −18, se consideró un valor de γ = −6.
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Se tomó a la volatilidad de manera exógena con valores en el intervalo σ ∈ [0.05, 0.3]

(valor considerado por Garćıa-Peñalosa y Turnovsky (2004) para páıses de la OCDE), con

el objetivo de ver como los shocks estocásticos impactan en nuestra economı́a.

Como medida de desigualdad, se consideró el coeficiente de Gini, (mismo que se de-

scribe en el caṕıtulo 1) ya que es frecuentemente utilizado para medir la desigualdad en

en la distribución de ingresos.

Para la realización de las simulaciones, se solucionó el sistema de ecuaciones RR y

PP, a través del método numérico Newton-Rapshon (método para solucionar ecuaciones

simultáneas no lineales) y una vez obtenida la tasa de crecimiento óptima y el ocio óptimo,

se solucionó el sistema de ecuaciones del colorario 4.5. La programación se realizó en

Matlab y la caja de herramientas se entrega con la tesis.

La tabla 2 muestra la distribución del ingreso generada por la simulación y para su

análisis se dividio a los agentes económicos en quintiles, cada quintil posee un 20% de

la población. Cabe señalar que en nuestra economı́a, el salario es el mismo para todos

los trabajadores, este supuesto es muy fuerte y hace que nuestro primer quintil tenga un

ingreso superior al real. Según la ENIGH en 2006 el primer quintil acumulaba menos del

4% del total del ingreso del páıs. Para efectos de la simulación, los ingresos de este quintil

se reparte en igual porcentaje en los demás quintiles, para de esta manera compensar el

resultado de igual salario para todos. El porcentaje de este primer quintil no rebasa por

mucho al real, pero si afecta a la medida de desigualdad (́ındice de Gini), por lo que se

decido hacer lo antes mencionado.

Tabla 2 Comparación de la distribución del ingreso por quintil entre la ENIGH

2006 y la simulación
Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 GINI

Dist. Capital 0.0000 0.0000 0.0030 0.1400 0.8570 0.7416
Dist. Ingreso (ENIGH2006) 0.0393 0.0852 0.1322 0.2084 0.5349 0.4615

Dist. Ingeso Simulacio′n 0.0000 0.1278 0.1292 0.1962 0.5468 0.4648

El primer renglón de la tabla 2 muestra la distribución de capital, la cual es hipotética

ya que no se cuenta con infomación sobre ello, pero intenta ser un tanto ”real”. Los
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primeros dos quintiles no poseen capital, su único ingreso es su salario y el último quintil

el más rico posee un 85% del total del capital. Como capital se entiende a el valor monetario

de la maquinaria y activos que ayuden a la producción de bienes.

El segundo quintil muestra la distribución del ingreso real, que proporciona la ENIGH,

y por último la simulación del ingreso bajo los parámetros establecidos y un σ = 0.05.

Obsévese que el quintil 1 y 2 de la ENIGH acumulan el 12.45%, similar al de la simulación

y bajo estas condiciones se obtienen una tasa de crecimiento de 2.52%, lo cual es consistente

con la tasa de crecimiento promedio para México desde 1960, según Barro y Sala-i-Martin

(1995) en su caṕıtulo 10 (la tasa de crecimiento promedio que se menciona ah́ı es de 2.50%).

Figura 5.1
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Desafortunadamente, el alcance del modelo es limitado y no permite variaciones en

la distribución del ingreso en el tiempo, aunque debido a los shoks estocátiscos permite

establecer una senda estocástica similar a la real. En la Figura 5.1 se realiza una rep-

resentación gráfica del PIB trimestral a precios del 2003 para el periodo 2003-2009 y se

realiza un comprativo con la simulación, con los parámetros de la tabla 1 con un σ = 0.05.

5.2 Análisis de la volatilidad (una economı́a sin gobierno)

En la tabla 3 se muestran las proyecciones que se observan en simulación respecto a la

distribución del ingreso en cada quintil, debido a cambios en los valores de la volatilidad

σ.

Tabla 3 Cambios la distribución del ingreso por quintil, debido a cambios en σ

Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 GINI
Dist. Ingeso σ = 0.05 0.0000 0.1278 0.1292 0.1962 0.5468 0.4648
Dist. Ingeso σ = 0.10 0.0000 0.1270 0.1285 0.1959 0.5485 0.4664
Dist. Ingeso σ = 0.15 0.0000 0.1259 0.1273 0.1954 0.5514 0.4690
Dist. Ingeso σ = 0.20 0.0000 0.1242 0.1257 0.1946 0.5555 0.4726
Dist. Ingeso σ = 0.30 0.0000 0.1193 0.1208 0.1925 0.5674 0.4832

En la tabla 4 se muestra las respuestas de la tasa de crecimiento de equilibrio Ψ y de

la oferta laboral de equilibrio l a diferentes cambios de la volatilidad σ.

Tabla 4 Cambios la tasa de crecimiento (Ψ), ofeta laboral (l), distibución del

bienestar (σu) , distribución del ingreso (σy,GINI) y niveles de bienestar (4V )

por cambios en σ

σk = 17235 Ψ l σu σy GINI 4V
σ = 0.05 0.0252 0.6086 0.7796 0.8427 0.4648 −−
σ = 0.10 0.0285 0.6064 0.7762 0.8476 0.4664 −3.1091
σ = 0.15 0.0340 0.6027 0.7706 0.8559 0.4690 −4.9904
σ = 0.20 0.0419 0.5973 0.7617 0.8675 0.4727 −5.9186
σ = 0.30 0.0650 0.5808 0.7343 0.9012 0.4832 −8, 9298
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Como muestran las tablas 3 y 4 conforme aumenta la variable σ, la tasa de desigualdad

es creciente, y el ocio es decreciente (lo que significa que incrementa la oferta laboral), los

niveles de desigualdad del ingreso incrementan, tanto en la varianza σy, como en el ı́ndice

de Gini. Y por último, se ve que la varianza de bienestar diminuye. Todo lo anterior es

congruente con lo visto en la sección 4.6. Una observación importante, es el cambio del

bienestar agregado (que se refleja la función valor), el riesgo influye de manera negativa al

bienestar agregado ya que nuestros agentes económicos son adversos al riego.

Finalmente en la tabla 3, se muestra la evolución de los quintiles de acuedo a los

cambios del riesgo σy, y es claro que el ingreso se acumula en el quintil 5. Aunque eso no

significa una distribución desfavorable del bienestar.

Una reducción en el ocio o un incremento en la oferta laboral tiene inmediatamente

consecuencias en al distribución del bienestar. Dedicar una unidad menos de ocio no

significa una gran pérdida en el consumo de las personas con grandes cantidades de capital,

pero śı una perdida en su consumo de ocio, lo cual afecta en forma negativa en su utilidad.

Sin embargo, el agregar una unidad trabajo a personas con menor capital significa una

ganancia grande en su consumo, lo cual afecta de manera positiva y en gran medida a su

bienestar. De esta manera, se disminuyen la varianza de los niveles de bienestar relativo.

5.3 Análisis de la poĺıtica fiscal

Es tiempo de analizar las poĺıticas fiscales, para esto suponemos que se otorgará un

subsidio del 15% a la inverción en el capital, y queremos ver la forma de financiarlo. Hay

que tener en cuenta que debemos tener un déficit y un superávit igual a cero, bajo esta

perspectiva se cuenta con tres posibles fuentes de ingreso gubernamental que son:

i) impuestos a los retornos del capital,

ii) impuesto a la tasa salarial,

iii) impuesto al consumo.
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Comenzaremos analizando las tres formas de financiamiento para una volatilidad o

riesgo de σ = 0.05, y compararemos su comportamiento respecto a una economı́a donde no

interviene el gobierno, es decir con los resultados del primer renglón de la tabla 4 (renglón

0 de la tabla 5). Los parámetros de producción y utilidad son los mismos que en la tabla

1.

Tabla 5 Cambios la tasa de crecimiento (Ψ), ofeta laboral (l), distibución del

bienestar (σu) , distribución del ingreso(σy,GPRE, σNET
y ,GNET) y niveles de bien-

estar (4V ) hacia las distintas formas de finaciamiento para solventar el subsidio

a la inversión
σ = 0.05 σk = 1.7235

s τK τw τC Ψ l
0 0.00 −− −− −− 0.0252 0.6086
I 0.15 0.0177 −− −− 0.0313 0.6046
II 0.15 −− 0.0422 −− 0.0317 0.6144
III 0.15 −− −− 0.0370 0.0415 0.6061

σu σy σNET
y GPRE GNET 4V

0 0.7796 0.8427 0.8427 0.4650 0.4648 −−
I 0.7733 0.8517 0.8408 0.4676 0.4642 0.1960
II 0.7884 0.8296 0.8563 0.4644 0.4726 0.1527
III 0.7756 0.8484 0.8484 0.4696 0.4696 0.0756

El financiamiento al subsidio a la inversión, que genera la tasa de crecimiento más alta,

es el impuesto al consumo, pero también tiene el incremento en el bienestar social más bajo,

aśı como sus niveles de desigualdad de ingresos son superiores que en una economı́a libre de

impuestos (ver renglón 0). El subsidio a la inversión financiado por el impuesto al consumo,

tiene un equilibrio macroeconómico invariable antes y depués de impuestos, ya que este

impuesto no afecta en forma directa a los ingresos de los individuos como se observa en el

punto 4.7. También es de notar que la varianza de la distribución del bienestar disminuye,

ya que al incrementar la tasa de crecimiento, incrementa la tasa salarial e incrementa la

oferta laboral reduciendo la brecha de bienestar.

El subsido a la inversión, financiado por los impuestos sobre los rendimientos del

capital, tiene como consecuencia una mejor distribución de ingresos después de impuestos,
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incluso mejor que en la economı́a libre de impuestos, pero también tiene un incremento

en la tasa de crecimiento menor que el financiamiento por otros impuestos. Sin embargo,

presenta la major equidad en la distribución del bienestar como poĺıtica fiscal y el mejor

aumento en el bienestar social, recuérdece que en el modelo se óptimiza y una tasa de

crecimiento alta no significa que sea óptima para el bienesrar social.

La peor manera de subsidiar, es financiarse por los impuestos a la tasa salarial, estos

presentan un incremento en la desigualdad de ingresos y de bienestar respecto a la economı́a

libre (renglón 0), y se caracteriza por una disminución en la oferta laboral también.

Por último, en la tabla 6 se muestran los distintos finaciamientos del subsidio a la

inversión pero con las diferentes variabilidades de la volatilidad. Como se puede ver en la

tabla 6, los incrementos en la volatilidad incrementan la tasa de crecimiento y los niveles

de desigualdad de ingreso en los tres impuestos, sin embargo los niveles de desigualdad del

bienestar disminuyen, como lo expuesto en el punto 4.2.

Las conclusiones sobre el comportamiento de la tasa de crecimiento, desigualdad de

ingresos y desigualdad de bienestar son idénticas a las expuestas en la tabla 5:

i) El impuesto al consumo, (como medio de financiamiento al subsidio a la inversión) que

genera la tasa de crecimiento más alta, pero, tiene el incremento en el bienestar social

más bajo y los niveles de desigualdad de ingresos superiores que en una economı́a

libre de impuestos. La varianza de la distribución del bienestar disminuye, ya que al

incrementar la tasa de crecimiento, incrementa la tasa salarial e incrementa la oferta

laboral reduciendo la brecha de bienestar.

ii) El financiar el subsidio por los impuestos a la tasa salarial, presentan el incremento

más alto (respecto a otras maneras de subsidarse) en la desigualdad de ingresos y de

bienestar, y se caracteriza por una disminución en la oferta laboral, esto se debe a la

ambigüedad expuesta en el punto 4.7.

iii) El subsido a la inversión financiado por los impuestos sobre los rendimientos del ca-

pital, tienen como consecuencia un incremento en la tasa de crecimiento menor que

si se financiara por otros impuestos. Sin embargo, presenta una mejor distribución
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de ingresos después de impuestos, aśı como una major equidad en la distribución del

bienestar.

Tabla 6 Cambios la tasa de crecimiento (Ψ), ofeta laboral (l), distibución del

bienestar (σu) , distribución del ingreso(σy,GPRE, σNET
y ,GNET) hacia las distintas

formas de finaciamiento para solventar el subsidio a la inversión y cambios en

σ

σ = 0.05 σk = 1.7235 s = 0.15

τK τw τC Ψ l σu σy σNET
y GPRE GNET

0.0177 −− −− 0.0313 0.6046 0.7733 0.8517 0.8408 0.4676 0.4642
−− 0.0422 −− 0.0317 0.6144 0.7884 0.8296 0.8563 0.4644 0.4726
−− −− 0.0370 0.0415 0.6061 0.7756 0.8484 0.8484 0.4696 0.4696

σ = 0.10 σk = 1.7235 s = 0.15

τK τw τC Ψ l σu σy σNET
y GPRE GNET

0.0195 −− −− 0.0345 0.6024 0.7698 0.8565 0.8485 0.4692 0.4654
−− 0.0464 −− 0.0349 0.6132 0.7866 0.8322 0.8616 0.4656 0.4746
−− −− 0.0403 0.0448 0.6045 0.7731 0.8519 0.8519 0.4709 0.4709

σ = 0.15 σk = 1.7235 s = 0.15

τK τw τC Ψ l σu σy σNET
y GPRE GNET

0.0225 −− −− 0.0399 0.5987 0.7639 0.8646 0.8508 0.4717 0.4674
−− 0.0535 −− 0.0403 0.6113 0.7836 0.8368 0.8705 0.4676 0.4778
−− −− 0.0459 0.0503 0.6019 0.7690 0.8576 0.8576 0.4731 0.4731

σ = 0.20 σk = 1.7235 s = 0.15

τK τw τC Ψ l σu σy σNET
y GPRE GNET

0.0267 −− −− 0.0476 0.5933 0.7551 0.8759 0.8598 0.4753 0.4702
−− 0.0635 −− 0.0479 0.6084 0.7792 0.8432 0.8831 0.4703 0.4824
−− −− 0.0541 0.0581 0.5981 0.7630 0.8657 0.8657 0.4761 0.4761

σ = 0.30 σk = 1.7235 s = 0.15

τK τw τC Ψ l σu σy σNET
y GPRE GNET

0.0390 −− −− 0.0704 0.5768 0.7275 0.9090 0.8861 0.4856 0.4785
−− 0.0923 −− 0.0701 0.5996 0.7653 0.8627 0.9198 0.4784 0.4954
−− −− 0.0802 0.0809 0.5869 0.7475 0.8891 0.8891 0.4848 0.4848
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CONCLUSIONES

Para dar respuesta a las preguntas planteadas en la introducción y cumplir con el

objetivo de la tesis, se construyó un modelo de crecimiento económico endógeno en donde

la oferta laboral es completamente elástica, y donde existe una distribución desigual del

capital inicial. Bajo estas condiciones se obtienen los siguientes resultados:

i) En el modelo se determina conjuntamente la tasa de crecimiento Ψ y la oferta laboral

agregada l, como solución del sistema de ecuaciones RR y PP, determiandos en el

capitulo 4, (ecuaciones (4.43a) y (4.43b)) las cuales se logran resolviendo las condi-

ciones de primer orden (4.24) y (4.25). Es importante hacer notar, que en el sitema

de ecuaciones RR y PP no interviene la distribución de ingreso inicial.

ii) La oferta individual de trabajo li, queda determinada por la ecuación (4.40a), e in-

tervienen principalmente tres factores, el capital relativo del individuo ki (es decir el

capital del individuo i , Ki entre el capital agregado K), la tasa de crecimiento Ψ

y la tasa de retorno del capital r. Las condiciones de trasversalidad (condiciones de

segundo orden) establecen que r
[

1−τK

1−s

]
> Ψ, lo que implica que un incremento en el

retorno de capital reduce la oferta de trabajo y también que los individuos que posean

más capital relativo ofertan menos trabajo.

iii) La distribución del ingreso depende de dos variables (curva DD), la oferta relativa

del trabajo agregada determianda por el equilibrio macroeconómico, y la distribución

del capital inicial. Como era de esperarse, entre mayor sea la desigualdad en la dis-

tribución del capital inicial, mayor es el nivel de desigualdad de ingresos(ver ecuaciones

(4.45) y (4.46)).

iv) El bienestar relativo del individuo i, queda determianda por la ecuación 4.50d, donde

se puede ver que el nivel de bienestar lo determinan dos cosas, la oferta relativa del

trabajo agregada (determianda por el equilibrio macroeconómico), y el capital relativo

del individuo ki. Un agente económico esta mejor repecto a los demás, śı su capital

inicial es mayor que el de los otros.
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v) La distribución del bienestar (curva UU) al igual que la distribución del ingreso,

depende de dos variables, la oferta relativa del trabajo agregada (determianda por el

equilibrio macroeconómico), y de la distribución del capital inicial. Como era de espe-

rarse entre mayor desigualdad exista en la distribución del capital inicial, mayor es el

nivel de desigualdad del bienestar (ver ecuación (4.50e) y (4.50 f)). Sin embargo, existe

una enorme diferencia entre ambas curvas, que impide que la distribución del ingreso

sea un buen parámetro para utilizarlo como media de desigualdad del bienestar. Esto

se debe, a apesar de que ambas curvas dependan de la distribución del capital y de la

oferta laboral, y de que ambas sean concavas, la curva UU es creciente en l, mientras

que la curva DD es dececreciente en l. Esto se debe a que las personas que poseen un

alto nivel de capital, el dedicar una unidad de tiempo al ocio, no significa una gran

perdida en su consumo, sin embargo, el agregar una unidad de ocio a las personas de

bajo capital, significa una gran perdidad en su consumo y por ende en su bienestar.

La volatilidad o niveles de riesgo de un páıs tiene efectos, en la distribución del ingreso,

la tasa de crecimiento y en el bienestar de un páıs, de ah́ı su importancia para su estudio.

El cálculo estocástico es una herramienta útil para modelar a la volatilidad (riesgo) en una

economı́a, ya que permite estudiar soluciones anaĺıticas y númericas. Cuando la volatilidad

presenta incrementos, se encontranron los siguientes resultados:

i) Los niveles agregado de bienestar disminuye,

ii) La tasa de crecimiento aumenta y la oferta laboral aumenta,

iii) Los niveles de desigualdad en la distribución del ingreso aumentan,

iv) Los niveles de desigualdad del bienestar disminuyen.

Al incrementar la volatilidad macroeconómica, se puede reducir el ocio lo que significa

un incremento en la oferta laboral, teniendo dos consecuencias inmediatas

i) Dedicar una unidad menos de ocio, no significa una gran perdida de bienestar para

las personas con grandes cantidades de capital. Sin embargo, el agregar una unidad

de ocio a personas con menor capital, significa una pequeña ganancia en su bienestar

v́ıa consumo. De esta manera, se disminuye la varianza de los niveles de bienestar



99

relativo. Sin embargo, dado que los consumidores son adversos al riesgo γ < 0, esto

provoca una perdida del bienestar agregado (ver tabla 4 del caṕıtulo 5).

ii) Dado un nivel de distribución del capital, la varianza en los ingresos relativos de los

individuos crecen conforme diminuye el ocio agregado de la economı́a . Esto se debe,

a que el incremento en la oferta laboral, provoca que la tasa salarial z caigan y que

los retornos de capital incrementen, disminuyendo la brecha o diferencia de ingresos,

entre las personas que tienen un gran capital y las personas que no lo poseen (ver

tablas 3 y 4 del caṕıtulo 5 ).

En las simulaciones se logro establecer un pequeño análisis para México, dando como

resultado los niveles de desigualdad y tasas de crecimiento correspondientes. Desafortu-

nadamente el alcance del modelo es limitado y no permite variaciones en la distribución

del ingreso en el tiempo. Sin embago la modelación de los shoks estocátiscos permite

establecer una senda del PIB similar a la real para el caso de México (ver figura 5.1).

Dentro del análisis de poĺıticas fiscales, se manejo el supuesto de un subsidio a la

inversión al capital, financiado por tres impuestos:

i) impuestos a los rendimientos de capital,

ii) impuestos a la tasa salarial,

iii) impuestos al consumo.

Tanto en el estudio anaĺıtico del modelo, como en las simulaciones realizadas para

México, podemos establecer las siguientes conclusiones para la economı́a mexicana:

i) El financiamiento al subsidio, por el impuesto al consumo, tiene la mayor tasa de

crecimiento. Sin embargo, los niveles de desigual de ingresos son superiores que en una

economı́a libre de impuestos, y los niveles de desigualdad en bienestar son superiores,

a que śı se finanaciara por otro tipo de impuestos (ver figura 4.6 y tablas 5 y 6 del

caṕıtulo 5).

ii) Los impuestos a los rendimientos de capital, tienen como consecuencia la mejor dis-

tribución de ingresos después de impuestos, incluso mejor que en la economı́a libre de

impuestos (ver tabla 5 del caṕıtulo 5). También, tiene el menor incremento en la tasa
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de crecimiento respecto a otros tipos de finaciamiento. Sin embargo, presenta tambien

la mayor equidad en la distribución del bienestar como poĺıtica fiscal (ver figura 4.4 y

tablas 5 y 6 del caṕıtulo 5).

iii) La peor manera de subsidiar, es financiándonos por los impuestos a la tasa salarial,

estos presentan un incremento en la desigualdad de ingresos y del bienestar respecto

a otras formas de finaciamiento, además de ser la tasa impositiva más alta (ver figura

4.5 y tablas 5 y 6 del caṕıtulo 2).

iv) Las tasas impositivas incrementan en forma positiva con aumentos en la volatilidad

macroeconómica. La tasa impositiva más baja a cambios en la volatilidad, para sub-

sidiar a la inversión, es el impuesto al capital (ver tabla 6 del caṕıtulo 5).
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APÉNDICE

A1 Condición de transversalidad

Proposición 3.6 La condición de trasversalidad lim
t→∞

E
[
Kγ

i (t)e−βt
]

= 0 que garantiza

que la solución de las ecuaciones (3.11), (3.12) y (3.13) sea óptima, se cumple si, y sólo si

se cumplen alguna de las siguientes relaciones

i) γ

[
r
1 − τK

1 − s
− γ

2
(1 − γ)Ω2σ2

]
< β

ii) r

[
1 − τK

1 − s

]
> Ψ

iii) l >
η

1 + η

Demostración. Primero observemos el teorema 2.24 y sea

lim
t→∞

ϕ(K∗
i (t)) = lim

t→∞
E
[∫ ∞

t

1
γ

(C∗
i (s), l∗i (s)η)γ

e−βsds

]
= 0. A.1

De 3.36 se observa que C∗
i (s)

K∗
i (s)

es una constante en el tiempo, sea entonces

C∗
i (s) =

(
C∗

i (s)
K∗

i (s)

)
K∗

i (s),

de (3.40c) se sabe que l∗i (s) es una constante en el tiempo ya que k∗
i (s) es invariante en el

tiempo. Luego A.1 puede rescribirse como

1
γ

(
C∗

i l∗η
i

K∗
i

)γ

lim
t→∞

E
[∫ ∞

t

(K∗
i (s)))γ

e−βsds

]
= 0,

donde la tasa de K∗
i esta dada por la ecuacion (3.32) con τ ′ = s′ , luego

K∗
i (s) = Ki(0)e(Ψ− 1

2 σ2
Ψ)s+σΨB(s),

B(s) un proseso Wiener. Con lo anterior A.1 Se reescribe como

1
γ

(
C∗

i l∗η
i

K∗
i

)γ

lim
t→∞

E
[∫ ∞

t

Kγ
i (0)e[γ(Ψ− 1

2 σ2
Ψ)−β]s+σΨB(s)ds

]
= 0,
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Integrando
1
γ

(
C∗

i l∗η
i

K∗
i

)γ 1
β − γ

(
Ψ − 1

2
σ2

Ψ

) lim
t→∞

Kγ
i (0)e[γΨ−β]t

=
1
γ

(
C∗

i l∗η
i

K∗
i

)γ 1
β − γ

(
Ψ − 1

2σ2
Ψ

) lim
t→∞

E[Kγ
i (t)e−βt] = 0,

lo anterior se cumple si, y sólo si

lim
t→∞

E[Kγ
i (t)e−βt] = 0. A.2

Tomando en cuenta (3.33) el ĺımite lim
t→∞

E[Kγ
i (t)e−βt] = lim

t→∞
Kγ

i (0)e[γΨ−β]t = 0 existe si,

y sólo si

[γΨ− β] < 0 ⇐⇒ γ

[
r

1−τk
1−s −β

1−γ − γ
2Ω2σ2

]
< β ⇐⇒ γ

[
r 1−τk

1−s − γ
2 (1 − γ)Ω2σ2

]
< β,

con lo que se cumple i).

Para demostrar la equivalencia de i) y ii) partimos del supuesto que Ψ < r 1−τk

1−s , luego

r 1−τk

1−s
− β

1 − γ
− γ

2
Ω2σ2 < r

1 − τk

1 − s
⇐⇒

r 1−τk

1−s
− β

1 − γ
− r

1 − τk

1 − s
− γ

2
Ω2σ2 < 0

⇐⇒
γr 1−τk

1−s

1 − γ
− γ

2
Ω2σ2 <

β

1 − γ
⇐⇒

γr 1−τk

1−s

1 − γ
<

β

1 − γ
+

γ

2
Ω2σ2.

Como γ < 0, 0 < Ω, σ de este último resultado se implica que

γr 1−τk

1−s

1 − γ
<

β

1 − γ
+

γ

2
Ω2σ2 <

β

1 − γ
+

γ2

2
Ω2σ2 ⇐⇒ γ

[
r
1 − τk

1 − s
− γ

2
(1 − γ)Ω2σ2

]
< β

Para demostrar que i) implica ii) sólo hace falta demostra que si

γr 1−τk

1−s

1 − γ
<

β

1 − γ
+

γ2

2
Ω2σ2, entonces

γr 1−τk

1−s

1 − γ
<

β

1 − γ
+

γ

2
Ω2σ2.

y esto se cumple para valores relativamente pequeños de σ.

Para demostra la equivalencia entre ii) y iii) se divide la ecuación (3.13) entre K

Ψdt =
dK

K
=

(1 − τK)r + (1 − τw)w(1 − l) − (1 + τC) C
K

1 − s
dt + duK ,
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entonces se cumple que

0 < Ψ − r

(
1 − τK

1 − s

)
⇐⇒ 0 <

(1 − τw)w(1 − l) − (1 + τC) C
K

1 − s
,

⇐⇒ (1 + τC)
C

K
> (1 − τw)w(1 − l).

Sustituyendo (3.38) en la ecuación anterior

(1+τC)
w

η

1− τw

1 + τC
l > (1−τw)w(1−l) ⇔ 0 > n−ln−l ⇔ 0 > n−l(1+n) ⇔ l >

n

1 + n

. Con lo que se completa la prueba.

A2 Existencia de equilibrio de crecimiento balanceado

Para establecer las condiciones de existencia se derivan las relaciones (3.43a) y (3.43b),

es decir, que las curvas RR y PP con respecto al ocio l obtenemos:

∂Ψ
∂l

∣∣∣∣
RR

= −αΩ(l)
1 − l

[
(1 − α)G

1 − γ
− γΩ(l)σ2

]
< 0, A.3

∂Ψ
∂l

∣∣∣∣
PP

= −αΩ(l)H
η(1− l)

[
1 +

η

H
+

(1 − α)l
1 − l

]
< 0, A.4

donde G = 1−τK

1−s
, H = 1−τw

1+τC
. Para la existencia del equilibrio es necesario que ambas

curvas tengan pendiente negativa. También de las ecuaciones (3.43a) y (3.43b), se tiene

que

ΨRR(l = 0) =
A(1 − α)G − β

1 − γ
− γ

2
A2σ2, (A.5)

ΨRR(l = 1) =
−β

1 − γ
, (A.6)

ΨPP (l = 0) = A, (A.7)

ΨPP (l = 1) = −∞. (A.8)

Dos condición necesarias y suficientes para la existencia de un único equilibrio es que

ΨPP (l = 0) > ΨRR(l = 0) y lim
l→1

ΨPP (l) = −∞ . En este caso la curva PP esta por debajo
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de RR para l = 1 y las curvas se cruzan una vez. Luego estas condiciones son suficiente

cuando

lim
l→1

ΨPP (l) = −∞ A.9

(α − 1)G +
β

A
> −η(1 − η)

2
Aσ2, A.10

es decir cuando σ no es exesivamente alto. Si A.9 y A.10 no se cumplen, entonces existe

más de un equilibrio o este no existe.
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siones económicas bajo incertidumbre, Thomson.


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Antecedentes
	Capítulo 2. Elementos de Cálculo Estocástico
	Capítulo 3. Control Óptimo Estocástico
	Capítulo 4. Volatilidad, Crecimiento Económico y Desigualdad
	Capítulo 5. Simulación del Modelo
	Conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía

