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3. Teoŕıas métricas de gravedad modificada 31
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4.1. Gravedad f(R) como un modelo de enerǵıa oscura . . . . . . . . . . . . . . 37
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Resumen

En este trabajo se presenta el desarrollo de un modelo cosmológico en el contexto de una
teoŕıa métrica de gravitación, conocida como gravedad f(R). Al formular la teoŕıa de la
relatividad general de Einstein, la parte de la acción correspondiente a la curvatura, cono-
cida como acción de Hilbert-Einstein y de la cual emanan las ecuaciones de campo v́ıa un
principio de mı́nima acción, se manifiesta como la integral de una función lineal del escalar
de curvatura R. Por otra parte en los modelos de gravedad f(R) se considera hacer una mo-
dificación a la acción de Hilbert-Einstein para considerar a la acción del sector de curvatura
como una integral de una función arbitraria del escalar de curvatura. La motivación para
tales modificaciones radica primordialmente en intentar estudiar problemas al interior del
modelo cosmológico estándar (como lo es el de enerǵıa oscura), enfatizando que el sector
de curvatura de la teoŕıa gravitacional tal vez necesite mayor atención y aśı encaminarse
a desarrollar modelos donde la enerǵıa oscura pudiera ser una manifestación de una teoŕıa
de gravitación modificada y evitar la necesidad de recurrir a materia exótica como campos
escalares.

En este sentido, el esṕıritu de este trabajo es primeramente hacer una revisión del
modelo cosmológico stándar, considerando a la relatividad general como la teoŕıa funda-
mental de gravitación y a la constante cosmológica como una representante de la enerǵıa
del vaćıo. Acto seguido, se presentan los principales puntos referentes al problema de la
enerǵıa oscura, dando cuenta de las observaciones astrof́ısicas que lo señalan y de algunos
de los modelos teóricos que están siendo considerados en su estudio. Posteriormente se hace
una exposición de la estructura de las teoŕıas de gravedad modificada, exponiendo algunas
alternativas a la relatividad general y considerando a la gravedad f(R) como una de las
teoŕıas representantes. Con eso en mente, nos encaminamos a estudiar sus ecuaciones de
campo y caracteŕısticas principales. Como apartado final, se considera exponer cómo la
gravedad f(R) puede ser adaptada como un modelo de enerǵıa oscura. En particular, se
desarrolla el modelo cosmológico al interior de la teoŕıa f(R) = bRn con la finalidad prin-
cipal de analizar si la enerǵıa oscura puede presentarse como un efecto de tal modificación
al sector de curvatura. Para ello se intenta establecer una vinculación observacional de
este hecho con varias pruebas astrof́ısicas, entre las que destacan las supernovas tipo Ia,
el proceso de formación de estructura y el fenómeno de lente gravitacional, entre los más
notables.





Convenciones y notación.

A lo largo de todo este trabajo usamos el sistema de unidades naturales, en el cual la
velocidad de la luz c y la constante de Planck ~ son iguales a la unidad:

c = 1 = ~.

En dicho sistema de unidades es común referirse a una escala de enerǵıa mediante la masa
de Planck, la cual está dada por

mP := G−1/2 = 1.22× 1019 GeV,

donde G es la constante de gravitación newtoniana. También se define una masa de Planck
reducida, dada por

MP := (8πG)−1/2 = 2.44× 1018 GeV.

Para la métrica gµν del espacio-tiempo se adopta una signatura (−,+,+,+).
Los ı́ndices griegos toman los valores 0-3 y los latinos toman los valores 1-3. Asumimos la
convención de suma de Einstein, donde ı́ndices repetidos implica una suma sobre todos sus
posibles valores.
Para la operación de derivación con respecto a las coordenadas xµ se usará la notación

∂

∂xµ
(· · ·) = ∂µ (· · ·) = (· · ·)

,µ
,

mientras que para la operación de derivación covariante se usará la notación

∇µ (· · ·) = (· · ·);µ.





Caṕıtulo 1

Cosmoloǵıa moderna

En este caṕıtulo inicial se brinda un panorama general de la construcción de un modelo
cosmológico, haciendo énfasis en las hipótesis que son consideradas. Para tal encomienda
se considera a la teoŕıa general de la relatividad, expresada por medio de las ecuaciones de
campo de Einstein, como la teoŕıa que describe a la interacción gravitacional (la fuerza do-
minante en el ámbito cosmológico) y en ese sentido se estudian algunas de sus premisas. Se
incluye un apartado referente a la aparición de la constante cosmológica y su interpretación
como una enerǵıa inherente al vacio. Posteriormente, se discuten los principales elementos
del modelo cosmológico standard, también conocido como modelo de Friedmann-Lemâıtre.
Luego se resaltan dos tópicos de investigación muy activos en la cosmoloǵıa moderna:
primero, el modelo inflacionario, el cual ha marcado la pauta para estudiar la f́ısica del
universo temprano y su conexión con el proceso de formación de estructura, segundo, el
análisis de las anisotroṕıas en la radiación cósmica de fondo, que ha establecido el v́ınculo
teoŕıa-observaciones como nunca antes en cosmoloǵıa. Este último ha sentado muy buenas
bases en la determinación de los parámetros cosmológicos, dando cuenta de que aproxima-
damente el 95% de la materia que constituye al universo es de naturaleza desconocida. Tal
hecho se manifiesta como un precedente para el estudio del problema de la enerǵıa oscura.

1.1. Hipótesis de un modelo cosmológico

El punto de partida de la cosmoloǵıa moderna, es asumir que la geometŕıa del espacio-
tiempo es descrita por la teoŕıa general de la relatividad. Además, se debe tener en cuenta
que existen hipótesis adicionales a ésta, a saber, aquellas referentes a las propiedades glo-
bales del espacio-tiempo y a la f́ısica involucrada en la descripción del contenido de materia
y enerǵıa en el universo. En esta sección analizamos estas hipótesis.

1



2 Cosmoloǵıa moderna

La geometŕıa del espacio tiempo

Una hipótesis esencial en la construcción de un modelo cosmológico es la estructura geométri-
ca que tiene el espacio-tiempo. Básicamente, se considera como una primera aproximación
que el universo a muy gran escala es homogéneo e isotrópico. Por homogeneidad enten-
damos que las observaciones cosmológicas hechas a gran escala deben ser invariantes ante
traslaciones y por isotroṕıa entendamos que las observaciones cosmológicas hechas a gran
escala deben ser independientes de la dirección de visión. Tal hipótesis de trabajo recibe el
nombre de principio cosmológico.1 Dicho principio también suele presentarse de otra ma-
nera, argumentando que nuestra posición como observadores del cosmos no es de ninguna
manera privilegiada. En esta vertiente, se han llevado a cabo varios mapeos de galaxias ta-
les como el Cambridge APM Survey y 2dFGRS que muestran la validez de dicha hipótesis
a escalas superiores a centenas de megaparsecs (Mpc).2

La manera de incorporar la homogeneidad e isotroṕıa en el modelo cosmológico es por
medio de la métrica gµν , el objeto fundamental para describir las propiedades del espacio-
tiempo al interior de la teoŕıa general de la relatividad. Matemáticamente, la métrica es
un tensor simétrico de rango 2, que es usado para definir una noción de distancia entre
2 puntos vecinos en el espacio-tiempo; tal pseudodistancia se manifiesta por medio del
intervalo, dado por [Landau, 2002]

ds2 = gµνdx
µdxν . (1.1)

Las condiciones establecidas por el principio cosmológico imponen que debemos escoger
una métrica que sea compatible con la homogeneidad e isotroṕıa a gran escala observada
en el universo. La métrica que manifiesta esta compatibilidad, independientemente de la
teoŕıa de gravitación considerada, es conocida como métrica de Robertson-Walker, cuyo
elemento de ĺınea tiene la forma [Weinberg, 2008, Kolb, 1994]:

ds2 = −dt2 + a2(t)

[

dr2

1− κr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

]

. (1.2)

A las coordenadas {r, θ, φ} se les conoce como coordenadas comoviles, debido a que un
punto en este sistema de coordenadas mantiene {r, θ, φ} como constantes. La dinámica del
cambio de coordenadas está representada en el factor de escala a(t). Su interpretación es
describir el cambio en la distancia relativa entre 2 observadores como función del tiempo
cósmico t [Mendoza, 2003]. La curvatura κ es una caracteŕıstica de la geometŕıa de las
secciones espaciales. A saber: κ > 0, κ = 0 o κ < 0 si el universo manifiesta una geometŕıa
esférica, plana o hiperbólica, respectivamente.

1Es fácil mostrar que un universo isotrópico es también homogéneo [Mendoza, 2003].
21pc = 3.26 años luz = 3.08 × 1016m



1.2 Relatividad general 3

El contenido de materia-enerǵıa

Otra de las hipótesis que debe recibir atención es cómo estudiar la materia y enerǵıa en el
universo. El camino que es abordado es aquel donde se modela dichas componentes como
un fluido perfecto. Tales fluidos tienen la propiedad de mantener una distribución isotrópi-
ca de materia en el sistema propio del fluido. Las propiedades que describen la dinámica de
un fluido están contenidas en el tensor de enerǵıa-momento Tµν , que básicamente está ca-
racterizado por la densidad y presión del fluido. La forma del tensor de enerǵıa-momento
para un fluido perfecto es [Carroll, 1997]

Tµν = pgµν + (ρ+ p)UµUν , (1.3)

donde ρ es la densidad de enerǵıa y p es la presión, ambas medidas en el sistema propio
del fluido. La 4-velocidad del fluido en relación a su sistema propio está dada por Uµ =
(1, 0, 0, 0). Es habitual escribir el tensor de enerǵıa-momento referido a dicho sistema en la
forma

T µ
ν = diag(−ρ, p, p, p). (1.4)

De esta manera se pone de manifiesto que la traza del tensor es

T µ
µ = T = −ρ+ 3p. (1.5)

Además, debemos considerar una relación entre la presión y la densidad mediante una
ecuación de estado. Dentro de la aproximación de fluido, se puede asumir que la presión es
una función univaluada de la densidad de enerǵıa p = p(ρ). La forma más sencilla en que
se manifiesta esta relación está dada por

p = wρ, (1.6)

donde w es un parámetro constante.

1.2. Relatividad general

En la sección anterior, analizamos las hipótesis involucradas en la construcción de un
modelo cosmológico. Tales hipótesis se manifiestan por una parte en las propiedades del
espacio-tiempo y por la otra en el contenido de materia y enerǵıa. En este apartado busca-
mos identificar la forma en que la geometŕıa del espacio-tiempo y el contenido de materia
y enerǵıa del mismo interactúan. Tal hecho está contenido en las ecuaciones de campo de
la teoŕıa general de la relatividad, resaltando a la interacción entre geometŕıa y materia
como premisa fundamental.



4 Cosmoloǵıa moderna

A la teoŕıa general de la relatividad la consideramos una teoŕıa de gravitación, que viene
a reemplazar a la teoŕıa newtoniana en el sector de campos gravitacionales muy intensos.
En teoŕıa newtoniana, la ecuación fundamental de la gravitación es la ecuación de Poisson

∇
2φ = 4πGρ, (1.7)

donde φ es el potencial gravitacional y ρ es la densidad de masa3. Para tener una gene-
ralización de esta teoŕıa, debemos buscar una extensión de la misma, compatible con una
descripción relativista. La generalización relativista de la densidad de enerǵıa es el tensor
de enerǵıa-momento (ya que T00 = ρ), mientras que la generalización relativista del poten-
cial gravitacional es la métrica del espacio tiempo. Como la ecuación de Poisson involucra
derivadas de segundo orden, lo que se busca es una ecuación dinámica (tensorial) de la
forma

O(gµν) = CTµν . (1.8)

En la ecuación anterior identificamos a O como un operador que actúa sobre la métrica
del espacio-tiempo para producir un tensor O(gµν) con segundas derivadas en la métrica y
C es una constante. Además, debido a la estructura de la ecuación anterior, surgen ciertas
restricciones sobre la forma de este tensor, a saber:

El tensor O(gµν) debe ser simétrico, pues Tµν lo es.

El tensor O(gµν) debe contener segundas derivadas de la métrica.

La constante de proporcionalidad C debe ser compatible con el régimen de gravedad
newtoniana. Es decir, la ecuación de campo debe reducirse a la de Poisson en el ĺımite
de campo débil.

El tensor O(gµν) contiene la información de la curvatura del espacio-tiempo. El objeto que
se puede construir a partir de la métrica y sus segundas derivadas, que encierra toda la
información referente a la curvatura del espacio-tiempo es el tensor de Riemann Rα

µβν

dado por [Wald, 1984, Carroll, 2004]:

Rα
µβν = ∂βΓ

α
µν − ∂νΓ

α
µβ + Γα

λβΓ
λ

µν − Γα
λνΓ

λ
µβ, (1.9)

donde los terminos Γα
µν son conocidos como śımbolos de Christoffel, calculables a partir

de la métrica mediante la ecuación:

Γα
µν =

1

2
gαλ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) . (1.10)

Al observar las ecuaciones (1.9) y (1.10) se percibe la presencia de segundas derivadas en la
métrica en la estructura del tensor de Riemann. Es de notar que dicho tensor es de rango 4

3Debido a que usamos el sistema de unidades naturales, donde c = 1, es indistinto hablar de densidad
de masa y de densidad de enerǵıa, ya que ambas difieren entre si por un factor multiplicativo c

2
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y la igualdad en la ecuación (1.8) se manifiesta entre tensores de rango 2. Es posible obtener
un tensor de rango 2 por medio de la contracción del tensor de Riemann. Tal tensor es
conocido como tensor de Ricci Rµν

Rµν = Rα
µαν . (1.11)

Se podŕıa pensar que una conjetura de ecuaciones de campo, af́ın a las hipotesis enlistadas
anteriormente, seŕıa que el tensor de Ricci Rµν fuera proporcional al tensor de enerǵıa-
momento Tµν . Sin embargo la igualdad entre el tensor de Ricci y el tensor de enerǵıa-
momento no es compatible con la ecuación de conservación ∇µTµν = 0 ya que la relación
∇

µRµν = 0 no se satisface para cualquier geometŕıa. De hecho para una geometŕıa arbitraria
se tiene que [Carroll, 1997]

2∇µRµν = ∇νR, (1.12)

donde R es conocido como el escalar de curvatura y es obtenido a partir de la contracción
del tensor de Ricci

R := Rµ
µ = gµνRµν . (1.13)

Tal objeto es el escalar más simple construido a partir de la métrica y sus segundas deriva-
das; jugará un papel muy importante en teoŕıas alternativas que consideran modificaciones
a la relatividad general, como se explorará más adelante.

Con estas consideraciones, es posible demostrar que la forma que tiene el tensor O(gµν)
es [Landau, 2002]

O(gµν) := Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν , (1.14)

el cual es conocido como tensor de Einstein y está constituido por el tensor de Ricci, el
escalar de curvatura y la métrica. A partir de su definición y usando la ecuación (1.12) se
obtiene que el tensor de Einstein tiene divergencia covariante nula

∇µGµ
ν = 0. (1.15)

De esta manera las ecuaciones de campo toman la forma

Gµν ∝ Tµν , (1.16)

con este hecho, al usar la ecuación (1.15) se obtiene

∇µT µ
ν = 0, (1.17)

es decir, la compatibilidad con la ecuación de conservación de enerǵıa-momento es recupe-
rada.
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El último paso a considerar es la identificación de la constante de proporcionalidad C.
Al tomar el ĺımite de campo débil en la ecuación (1.16) y exigir que se satisfaga la ecuación
de Poisson (1.7) se obtiene que C = 8πG [Carroll, 2004]. De ese modo, las ecuaciones de
campo de Einstein toman la forma

Gµν = 8πGTµν . (1.18)

El camino descrito aqúı para la obtención de las ecuaciones de campo de la relatividad
general, sigue la ĺınea de acción tomada por Einstein en 1916. Existe otro camino para
deducir las ecuaciones de campo, más cercano al esṕıritu de una teoŕıa de campo, en donde
se recurre a un principio de mı́nima acción. La labor es partir de una acción que identifique
a la métrica gµν como la variable de campo fundamental y que describa, por una parte el
sector de curvatura y por la otra al sector de materia. La parte de la acción correspondiente
al sector de curvatura es conocida como acción de Hilbert-Einstein4, y está dada por

SHE[gµν ] =
1

16πG

∫

R
√
−g d4x, (1.19)

donde R es el escalar de curvatura y g := det(gµν) es el determinante de la métrica gµν . La
integración en (1.19) se extiende sobre todo el espacio-tiempo. La descripción del sector de
materia está constituida en la acción

SM =

∫

LM
√
−g d4x, (1.20)

aqúı LM constituye el lagrangiano de materia. De esta manera, la acción efectiva para
deducir las ecuaciones de campo de Einstein es

SRG[gµν ] =
1

16πG

∫

R
√
−g d4x+

∫

LM
√
−g d4x. (1.21)

Es posible demostrar que la variación de esta acción con respecto a la métrica reproduce
las ecuaciones de campo de Einstein [Carroll, 1997, Landau, 2002].

1.3. La constante cosmológica

Hasta ahora, se ha hecho una descripción de los principales elementos que constituyen a
la teoŕıa de la relatividad general, resaltando básicamente sus ecuaciones de campo. Sin
embargo, un tema de estudio muy vinculado con la estructura de la teoŕıa es la existencia
de un término adicional en las ecuaciones de campo, conocido como constante cosmológica.
Tal adición, por motivaciones más cercanas a la teoŕıa de campos, se manifestaŕıa como

4Historicamente Hilbert obtuvo las ecuaciones de campo de la gravitación mediante este camino antes
que Einstein, quien se encaminó más por una ruta de compatibilidad hacia el ĺımite de campo débil.
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una contribución del vaćıo a la enerǵıa total del universo [Weinberg, 1989, Carroll et al,
1992]. A continuación veremos de qué manera se presenta.

Hemos señalado que las ecuaciones de campo de Einstein (1.18) exhiben una compati-
bilidad entre la identidad de Bianchi (1.15) y la conservación de la enerǵıa y el momento
(1.17). De la ecuación (1.18), y usando el hecho de que la derivada covariante de la métrica
es nula, se deduce que la ecuaciónes (1.18) están definidas salvo una constante multiplicada
por la métrica. Esto es, la adición de un término de la forma Λgµν , (con Λ igual a una
constante), es una transformación que modifica la estructura de las ecuaciones de campo
pero que deja intactas las leyes de conservación. Con éste agregado, la nueva apariencia de
las ecuaciones de Einstein es

Gµν + Λgµν = 8πGTµν . (1.22)

Escritas en esa forma, podemos establecer la vinculación de la constante cosmológica como
una enerǵıa inherente al vacio. Para tal fin, notemos que en el vaćıo las ecuaciones de campo
se reducen a

Gµν + Λgµν = 0. (1.23)

Si pasamos al miembro derecho el término con constante cosmológica notamos que podemos
hacer una identificación con un tensor de enerǵıa-momento de la forma

8πGT (Λ)
µν = −Λgµν . (1.24)

Comparando la forma de este tensor de enerǵıa-momento con el de fluido perfecto (1.3)
vemos que la constante cosmológica es tal que

ρ (Λ) + p (Λ) = 0, p (Λ) = −
Λ

8πG
, (1.25)

lo anterior manifiesta que la enerǵıa del vacio asociada a la constante cosmológica satisface
la ecuación de estado

p (Λ) = −ρ (Λ) , w (Λ) = −1, (1.26)

y con ello la densidad de enerǵıa asociada a la constante cosmológica viene dada por

ρ (Λ) =
Λ

8πG
. (1.27)

Con tal identificación se tiene una densidad de enerǵıa inherente al espacio-tiempo generada
por la presencia de la constante cosmológica.
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1.4. Modelo de Friedmann-Lemâıtre

Ahora vamos a aplicar las hipotesis mencionadas en las secciones 1.1 y 1.2 para obtener
las ecuaciones dinámicas que describen al modelo cosmológico standard, representando un
universo en expansión, tal y como lo señalan las observaciones en la actualidad. Dichas
ecuaciones surgen de considerar que la métrica (1.2) es la más compatible con el espacio-
tiempo cosmológico y considerando que el contenido de materia del universo es modelable
como un fluido perfecto (cf. ecuación (1.4)). Al usar las ecuaciones de campo de Einstein
que incorporan la constante cosmológica, se obtiene la ecuación que describe la dinámica
del factor de escala a(t), conocida como ecuación de Friedmann [Carroll, 1997]

H2 :=

(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ−

κ

a2
+
Λ

3
, (1.28)

de aqúı en adelante los puntos denotan derivadas respecto al tiempo. En la ecuación anterior
H(t) es conocido como parámetro de Hubble y de la forma en que está definido se dice que
cuantifica la razón de expansión del universo; ρ representa la densidad de enerǵıa y κ es el
parámetro de curvatura.

Si en la ecuación anterior, se conociera la función ρ(a) tendriamos una sola ecuación
diferencial para la variable a(t). La evolución de la densidad de enerǵıa, desde la perspec-
tiva cosmológica, también está sujeta a la conservación de la enerǵıa, representada por la
relación ∇µT µ

ν = 0. Tomando la componente ν = 0 de esta ecuación con el tensor de
enerǵıa-momento (1.4) se obtiene [Carroll, 1997]

ρ̇+ 3H (ρ+ p) = 0. (1.29)

La ecuación anterior nos dice cómo evoluciona la densidad de enerǵıa ρ(t). Hasta este
punto, tenemos dos ecuaciones, la (1.28) y la (1.29) y tres incognitas: a(t), ρ(t) y p(t). Pero
recordamos que en nuestras hipótesis, habiamos supuesto la existencia de la ecuación de
estado (1.6) relacionando de manera univaluada la presión y la densidad, por lo tanto

ρ̇+ 3Hρ (1 + w) = 0. (1.30)

Con tal consideración, llegamos a la condición de tener un sistema de 2 ecuaciones con 2
incógnitas para cerrar el sistema.

Las ecuaciones (1.28) y (1.29) suelen combinarse para producir una tercera ecuación,
útil para propósitos dinámicos. Si derivamos la ecuación de Friedmann (1.28) respecto al
tiempo y sustituimos el valor de ρ̇ dado por la ecuación de conservación (1.29), obtenemos
la ecuación de aceleración

ä

a
= −

4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
= −

4πG

3
ρ (1 + 3w) +

Λ

3
. (1.31)

Las ecuaciones (1.28), (1.30) y (1.31) constituyen las ecuaciones fundamentales de la
dinámica cosmológica.
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A continuación vamos a establecer la conexión con los parámetros cosmológicos vincu-
lados a las observaciones. Para ello, notemos que en ausencia de constante cosmológica la
ecuación de Friedmann hoy en d́ıa puede escribirse como

1 =
8πG

3H2
ρ−

κ

a2H2
, (1.32)

y con ello observar que el valor cŕıtico de la densidad requerido al tiempo actual para hacer
al universo plano (κ = 0) viene dado por

ρ(0)
c :=

3H2
0

8πG
. (1.33)

De hecho, una práctica común en cosmoloǵıa es medir las contribuciones de materia-enerǵıa
en el universo en unidades de la densidad cŕıtica actual Ωi, definida por:

Ωi :=
ρi

ρc
. (1.34)

En esta relación el sub́ındice i puede referirse a materia, radiación o constante cosmológica.
Con ello, la ecuacion de Friedmann, se puede escribir en la siguiente forma

Ω(t)− 1 =
κ

a2H2
. (1.35)

De la ecuación anterior emanan las siguientes consecuencias entre la geometŕıa espacial del
universo y su contenido de materia:

κ = 0⇐⇒ Ω = 1 (Universo plano)

κ < 0⇐⇒ Ω < 1 (Universo abierto)

κ > 0⇐⇒ Ω > 1 (Universo cerrado).

A continuación, vamos a resolver las ecuaciones cosmológicas (1.28) y (1.30) en el
régimen en el cual domina sólo una componente en el universo y cuya ecuación de estado wi

es constante. Por simplicidad, consideremos la constante cosmológica nula. Primeramente,
al observar (1.30) notamos que es una ecuación donde podemos separar variables e integrar,
obteniendo

ρi(a) = ρ
(0)
i

(

a

a0

)

−3(1+wi)

, (1.36)

donde adoptamos la normalización ρ
(0)
i := ρi(a0). De esa manera la ecuación de Friedmann

para un universo plano y sin constante cosmológica es integrable y por tanto

a(t) = a0

(

t

t0

)2/3[(1+wi)]

. (1.37)
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Tipo de Materia-Enerǵıa w = p/ρ ρ(a) a(t)

Polvo 0 ρ
(0)
M

(

a
a0

)

−3
a0

(

t
t0

)2/3

Radiación 1
3 ρ

(0)
γ

(

a
a0

)

−4
a0

(

t
t0

)1/2

Constante Cosmológica −1 ρΛ = Λ
8πG a0 exp

(

√

Λ
3 t

)

CuadroSoluciones para el factor de escala dependiendo de la componente de materia-enerǵıa
que domina en el universo. Todas las soluciones corresponden al modelo de universo plano
κ = 0.

Aqúı se considera la normalización5 a(t0) = a0. En la tabla 1 se resumen las soluciones
para el factor de escala de un universo plano y con dominio de una componente de materia-
enerǵıa en el universo, los casos más notables se corresponden con materia, radiación y
constante cosmológica que tienen w = 0, w = 1/3 y w = −1 respectivamente.

Si consideramos un universo en el cual coexisten materia (ρM ∝ a−3) y constante
cosmológica y que constituye una primera aproximación a nuestro universo en la época
actual, en este caso la forma de la ecuación de Friedmann es

H2 =
8πG

3
ρ
(0)
M

(

a

a0

)

−3

+
Λ

3
. (1.38)

La solución de la ecuación anterior está dada por

a(t) = a⋆

[

sinh

(

3

2

√

Ω
(0)
Λ H0t

)]2/3

, a⋆ = a0

(

Ω
(0)
M

Ω
(0)
Λ

)1/3

. (1.39)

Ahora vamos a exponer la forma de la ecuación de Friedmann que resulta más útil para
estudios observacionales: aquella que está expresada en términos del corrimiento al rojo z.

5Otra normalización habitual para estas soluciones es tomar como unidad el factor de escala hoy d́ıa
a(t0) = 1
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La relación factor de escala a con el corrimiento al rojo z está constituida por la siguiente
ecuación [Weinberg, 1972]

a

a0
:=

1

1 + z
. (1.40)

Con esto, la ecuación de Friedman en terminos del corrimiento al rojo y los parámetros
cosmológicos toma la forma

H(z) = H0

[

Ω(0)
γ (1 + z)4 +Ω

(0)
M (1 + z)3 +Ω(0)

κ (1 + z)2 +Ω
(0)
Λ

]1/2
, (1.41)

donde6

Ω
(0)
i =

ρ
(0)
i

ρ
(0)
c

, Ω(0)
κ := −

κ

a2
0H

2
0

, (1.42)

y H0 constituye el parámetro de Hubble hoy dia. Las observaciones realizadas con el teles-
copio espacial Hubble [Freedman et al., 2001] han permitido restringir H0 en la forma

H0 = 100h
km

sMpc
, con 0.64 < h < 0.80. (1.43)

La razón por la cual H0 tiene unidades de km/(seg Mpc) es debido a que, escrita en la
forma (1.43), se manifiesta que dos galaxias separadas entre śı por 1 Mpc de distancia se
alejan una de otra a una velocidad de 100h km/s.

Otro tema habitual en el modelo cosmológico es la edad del universo. Para los modelos
de universo plano, donde domine una sola componente de ecuación de estado constante, la
edad puede ser calculada anaĺıticamente, en unidades de H−1

0 , mediante

H0t0 = H0

∫ t0

0
dt = H0

∫

∞

0

dz

(1 + z)H(z)
=

2

3(1 + w)
, (1.44)

mientras que para modelos donde coexisten varias componentes, la edad del universo (tam-
bién en unidades de H−1

0 ) se puede expresar mediante

H0t0 =

∫

∞

0

dz

(1 + z)
[

Ω
(0)
γ (1 + z)4 +Ω

(0)
M (1 + z)3 +Ω

(0)
κ (1 + z)2 +Ω

(0)
Λ

]1/2
. (1.45)

Para un universo plano, donde predominan materia y constante cosmologica, la expresión
anterior se reduce a

H0t0 =

∫

∞

0

dz

(1 + z)

√

Ω
(0)
M (1 + z)3 +Ω

(0)
Λ

, con Ω
(0)
M +Ω

(0)
Λ = 1, (1.46)

6El supeŕındice (0) indica cantidades evaluadas hoy d́ıa.
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la cual puede calcularse de manera anaĺıtica dando como resultado [Copeland et al, 2006]

H0t0 =
2

3

1
√

1− Ω
(0)
M

ln





1 +

√

1−Ω
(0)
M

√

Ω
(0)
M



 . (1.47)

En la Figura 1.1 mostramos este resultado como función del parámetro Ω
(0)
M , resaltando

que la edad del universo se incrementa conforme Ω
(0)
M disminuye. Además, es de notar que

el modelo dominado por materia Ω
(0)
M = 1 queda descartado por las observaciones de los

objetos estelares de mayor edad (t́ıpicamente cúmulos globulares), los cuales establecen
una cota de edad t0 > 11 − 12 × 109 años. El modelo de concordancia observacional
Ω

(0)
M = 0.3, Ω

(0)
Λ = 0.7 reproduce H0t0 ≈ 0.96 que corresponde a una edad t0 = 13.1 × 109

años cuando h = 0.72. De esta manera la presencia de la constante cosmológica subsana
un posible problema de edad al interior del modelo cosmológico.

Ω
(0)
M

+ Ω
(0)
Λ = 1

Ω
(0)
M

H
0
t 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.5

1

1.5

2

Figura 1.1: Edad del Universo (en unidades de H−1
0 ) en función del parámetro Ω

(0)
M . Se

considera un modelo de universo plano con constante cosmológica. La ĺınea horizontal
punteada representa la cota impuesta por los objetos estelares de mayor edad.
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1.5. Inflación

En la seccioń previa dimos un ligero bosquejo del modelo cosmológico standard. Todo
ese aparato constituye en gran medida una buena descripción del universo actual. Sin em-
bargo, a medida que nos acercamos al universo temprano, ciertas preguntas permanecen
aún en discusión, en especial aquellas vinculadas con procesos de formación de estructura.
En otras palabras, el modelo cosmológico actual necesita un modelo de condiciones iniciales
para generar las inhomogeneidades primordiales que a la postre se convierten en la estruc-
tura a gran escala que observamos hoy d́ıa. El modelo inflacionario constituye el fenómeno
generador de perturbaciones primordiales y además puede resolver ciertos problemas que
manifiesta el modelo stándard [Guth, 1981]. Uno de ellos es el problema del aplanado. Pa-
ra visualizar tal hecho, recordemos que la ecuación de Friedmman (1.28) puede escribirse
como

|Ω − 1| =
|k|

a2H2
. (1.48)

Sin embargo, en el dominio de materia o radiación, el miembro derecho es una función
creciente del tiempo, lo que nos diŕıa que la desviación respecto a 1 del factor Ω crece con
el tiempo, es decir, el modelo de universo plano en el modelo stándard es una situación
inestable. Si las observaciones actuales señalan al factor Ω muy cerca de la unidad, entonces
en el pasado Ω debió de haber estado aún más cerca de la unidad. Este rasgo de ajuste fino
con el factor Ω, sumado a algunos otros problemas como lo son la isotroṕıa de la radiación
cósmica de fondo en direcciones causalmente desconectadas del cielo es lo que ha llevado a
considerar alternativas dinámicas del universo temprano, en particular una con un régimen
de universo inflacionario, cuya consecuencia sea aplanar al universo y visualizar que en
algun momento regiones que actualmente están causalmente desconectadas lo pudieron
haber estado en el universo temprano.

Por inflación, entendemos un periodo de aceleración exponencial en la expansion del
universo, lo cual dinamicamente se manifiesta como

ä > 0. (1.49)

Si observamos la ecuación de aceleración (1.31), cualquier tipo de materia cuya ecuación
de estado satisfaga

w < −
1

3
, (1.50)

será capáz de generar un efecto repulsivo ya que contribuye de manera positiva al factor
ä/a. Es claro que la ecuación de estado de la constante cosmológica con w = −1 satisface tal
relación, reproduciendo una solución de inflación exponencial para el factor de escala. Sin
embargo tal fase de aceleración prosigue por siempre y se necesita un proceso inflacionario
finito y que constituya un modelo de condiciones iniciales generador de perturbaciones



14 Cosmoloǵıa moderna

primordiales capaces de evolucionar en la estructura a gran escala que se observa hoy d́ıa
en el modelo stándard [Longair, 2008] .

Tal condición de régimen inflacionario finito puede ser implementada con la dinámica
de un campo escalar. Desde la perspectiva de la f́ısica de part́ıculas y teoŕıa de campos,
los campos escalares son usados para representar part́ıculas de spin cero y son ingredientes
cruciales en el fenómeno conocido como ruptura espontanea de simetŕıa [Liddle, 2000]. Un
ejemplo de esto lo constituye el campo de Higgs, asociado al proceso de ruptura de la
simetŕıa electrodébil y cuya existencia se espera confirmar en el acelerador de part́ıculas
LHC (Large Hadron Collider).

El punto de partida en teoŕıa de campos para representar la evolución de un campo
escalar es la acción, la cual viene dada por

Sϕ =

∫
[

−
1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

]

√
−g d4x, (1.51)

donde el primer término se asemeja a un término cinético y V (ϕ) es el potencial, el cual
puede pensarse como una función que representa cuanta enerǵıa interna está asociada con
un valor particular del campo.

Se puede demostrar [Zel’dovich, 1986] que la ecuación de evolucion para el campo
escalar está dada por7

ϕ̈+ 3Hϕ̇ + V ′(ϕ) = 0. (1.52)

Entre los modelos que más se han estudiado en la literatura destacan [Linde, 1990]

V (ϕ) =
1

2
m2ϕ2 (1.53)

V (ϕ) = λϕ4. (1.54)

Para estudiar cualitativamente los modelos inflacionarios, especialmente en el régimen co-
nocido como de rodamiento lento se introducen los parámetros inflacionarios [Liddle, 2000]

ǫ(ϕ) :=
M2

P

2

(

V ′

V

)2

η(ϕ) := M2
P

(

V ′′

V

)

. (1.55)

En resumen, la propiedad más importante del modelo inflacionario es su capacidad de
generar un espectro de perturbaciones en densidad mediante las fluctuaciones de un campo
escalar, tales fluctuaciones constituyen las inhomogeneidades que a la postre se magnifican
para generar la estructura a gran escala en el universo.

7Revisaremos la dinámica de un campo escalar al interior del modelo cosmológico en el caṕıtulo 2, al
hablar del campo de quintaesencia.
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1.6. Radiación cósmica de fondo en microondas

La radiación cósmica de fondo en microondas (RCF), es considerada como uno de
los vestigios del universo temprano que actualmente permea el universo como un mar
de radiación a una temperatura de 2.7 K. Por las consideraciones de homogeneidad e
isotroṕıa se podŕıa pensar que dicho remanente de radiación permea todo el cosmos de
manera isotrópica. Sin embargo, la radiación cósmica de fondo no constituye un mar de
radiación totalmente isotrópico. Desviaciones de la isotroṕıa al nivel de una parte en 105

en escalas menores a 10◦ en el cielo fueron primeramente detectadas por el satélite COBE
y posteriormente confirmadas por el satélite WMAP [Hinshaw et al, 2008].

El origen de dichas fluctuaciones está vinculado con el proceso de formación de estructu-
ra en el universo [Longair, 2008]. Al tiempo actual, la materia en el universo está acumulada
en estructuras astrof́ısicas como estrellas, galaxias, cúmulos y supercúmulos de galaxias. El
modelo más aceptado de cómo se originó la estructura a gran escala en el universo consiste
en la magnificación de ligeras inhomogeneidades en densidad por medio de inestabilidades
gravitacionales. Tal enfoque requiere que hubiese habido pequeñas variaciones en el valor
de la densidad de materia y de la temperatura en diferentes partes del plasma constituido
por fotones y bariones justo en el tiempo en el que los fotones se desacoplaron para poste-
riormente propagarse libremente por el universo y constituir la radiación cósmica de fondo.
De hecho, al tiempo del desacople de los fotones, diferentes fotones fueron liberados de
regiones del espacio con valores ligeramente diferentes de potencial gravitacional. Debido
a que los fotones experimentan un corrimiento al rojo al escapar de los pozos de potencial
gravitacional, los fotones de algunas regiones recibieron un mayor corrimiento al rojo que
otros de regiones diferentes, dando lugar a una pequeña anisotroṕıa en temperatura. Es en
este sentido en el que la RCF lleva una huella digital del modelo de condiciones iniciales
que ultimadamente dio lugar a la estructura en el universo.

Se ha desarrollado todo un formalismo matemático para el estudio de dichas fluctuacio-
nes de temperatura. Para tal efecto, se introduce una descomposición en armónicos esféricos
de las fluctuaciones ∆T/T del campo escalar de temperatura T dado por [Dodelson, 2003]

∆T

T
(θ, φ) =

∑

ℓ,m

aℓmYℓm(θ, φ), (1.56)

donde aℓm son los coeficientes de expansión y la presencia de los armónicos esféricos
Yℓm(θ, φ) resalta la interpretación de estar desarrollando el campo escalar de tempera-
turas en una serie de Fourier sobre la superficie de la esfera. El espectro de potencias
caracteŕıstico de las fluctuaciones está definido mediante un promedio de los coeficientes
de expansión

Cℓ = 〈|aℓm|
2
〉. (1.57)

Es una práctica habitual graficar la cantidad ℓ(ℓ + 1)Cℓ contra ℓ para producir lo que se



16 Cosmoloǵıa moderna

conoce como espectro de potencias de la radiación cósmica de fondo. La forma caracteŕıstica
de este espectro puede ser visto en la Figura 1.2.
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Figura 1.2: Espectro de fluctuaciones de la radiación cósmica de fondo para el modelo de

universo plano con Ω
(0)
M +Ω

(0)
Λ = 1. Se puede observar un hecho caracteŕıstico del espectro,

al notar la influencia de la constante cosmológica en la altura del primer pico

El proyecto WMAP ha permitido la medición del parámetro cosmológico de materia
reportando [Hinshaw et al, 2008]

Ω
(0)
b = 0.0456 ± 0.0015 (1.58)

En lo que respecta a la edad del universo, el valor reportado es

t0 = (13.72± 0.12)× 109años, (1.59)

y en cuanto a la geometŕıa espacial del universo

−0.0175 < Ω(0)
κ < 0.085, (1.60)

es decir, hoy en d́ıa el universo manifiesta a muy buena aproximación una geometŕıa plana.
Sin embargo, si este es el caso, el contenido de materia-enerǵıa que lograŕıa dicho aplanado
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(Ω = 1) no proviene totalmente de materia bariónica, es decir, lo que actualmente constitu-
ye el modelo de concordancia observacional, es un universo plano y con cerca del 95% de la
materia-enerǵıa que lo constituye de naturaleza desconocida. Se resalta que cerca del 24%
corresponde a materia oscura (que se cree en su mayoŕıa podŕıa estar en los halos galácticos
y especialmente asociado con el fenómeno anómalo de las curvas de rotación galácticas)
y 72% corresponde a enerǵıa oscura representativa de una constante cosmológica en su
formulación más simple. De las observaciones del satélite WMAP se reporta

Ω
(0)
mo = 0.228 ± 0.0013 (Materia Oscura),

Ω
(0)
Λ = 0.726± 0.015 (Enerǵıa Oscura),,

(1.61)

donde Ω
(0)
M = Ω

(0)
b +Ω

(0)
mo. Esto senta un motivante para enfatizar que el sector de materia

del modelo cosmológico necesita recibir más atención, sin descartar que estamos ante la
posibilidad de descubrir nueva f́ısica en la dinámica del universo, el problema de la enerǵıa
oscura es una vertiente en esta dirección.





Caṕıtulo 2

El problema de la enerǵıa oscura

En este caṕıtulo se considera hacer una exposición del problema de la enerǵıa oscura, su vin-
culación con las observaciones de supernovas tipo Ia, aśı como su relación con el fenómeno
de la aceleración actual del universo. Se menciona a la constante cosmológica como una
posible responsable de este fenómeno, dando cuenta de sus ventajas hacia el lado astrof́ısico
y sus desventajas hacia el lado de la f́ısica de part́ıculas y teoŕıa de campos. Otros modelos
para describir a la enerǵıa oscura son considerados. Por una parte se consideran aquellos
fundamentados en la dinámica de un campo escalar, siendo el campo de quintaesencia el
más famoso de ellos. Por la otra, la posibilidad de considerar la existencia de fluidos con
diferente ecuación de estado como el gas de Chaplygin.

2.1. Evidencia observacional

En el año 1998, mediante observaciones de las supernovas tipo Ia, dos grupos de inves-
tigacion independientes [Perlmutter et. al., 1999, Riess et al., 1998.] reportaron evidencia
de la expansión acelerada del universo, además de dar cuenta de que la materia no es
la componente dominante en el mismo. Las conclusiones de las investigaciones realizadas
señalan que para manifestar compatibilidad con las observaciones se necesita invocar la
presencia de una enerǵıa oscura, a primera instancia representada por la presencia de una
constante cosmológica.

Las explosiones de supernova son eventos estelares de tipo catacĺısmico. El modelo
standard de una explosión de supernova tipo Ia considera que dicho evento sucede cuando
una estrella enana blanca supera su ĺımite de Chandrasekhar (aproximadamente 1.4 masas
solares). En este régimen la presión por degeneración de los electrones no es capáz de
contrarrestar la fuerza gravitacional y ante tal pérdida de balance el objeto estelar explota
dejando como remanente una estrella de neutrones.

Dichas explosiones se consideran sucesos muy poco frecuentes en la escala cósmica.

19
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Su conteo da razón de tal vez unos pocos eventos por siglo en una galaxia similar a la
nuestra. Sin embargo, hoy d́ıa la infraestructura observacional ha permitido el desarrollo
de telescopios capaces de realizar mapeos del cielo cubriendo un vasto número de galaxias
en una sola corrida de observación. Es de esta forma que el desarrollo del campo de las
observaciones de supernova ha ido estableciendo un v́ınculo muy sólido entre la teoŕıa y la
observacion.

El hecho de que las supernovas tipo Ia sean objetos astrof́ısicos útiles radica en que ma-
nifiestan luminosidades intŕınsecas muy similares, hecho por el cual en la literatura reciben
el nombre de candelas stándard. Dicho de otro modo, las supernovas tipo Ia manifiestan
una curva de luz caracteŕıstica, la cual es básicamente una gráfica de la luminosidad como
función del tiempo. El hecho clave del estudio es analizar a que distancia se encuentra la
galaxia huesped a partir de la luminosidad de la supernova.

En este sentido, un concepto importante para la cosmoloǵıa observacional es el de
distancia, teniendo en cuenta la f́ısica de la expansión del universo. Tal noción emplea el
uso de dos sistemas de coordenadas, el comovil y el f́ısico, conectado uno con otro mediante
el factor de escala, el cual cambia con el tiempo [Dodelson, 2003]. Sin embargo, también
se puede definir una distancia por medio de la luminosidad de un objeto astrof́ısico. En
un espacio eucĺıdeo, la luminosidad L de un objeto a una distancia d del observador se
relaciona con el flujo de enerǵıa F mediante la expresión [Mendoza, 2003]

F =
L

4πd2
, (2.1)

enfatizando que la luminosidad o potencia L constituye la enerǵıa radiada por unidad de
tiempo, mientras que el flujo F es la enerǵıa radiada por unidad de tiempo y por unidad
de área. La ecuación anterior se hace extensiva a un universo en expansión, definiendo la
distancia por luminosidad mediante la ecuación

d2
L :=

L

4πF
, (2.2)

donde en sentido estricto, debido a la dinámica de expansión del universo, el factor dL debe
manifestar cierta dependencia con la razón de expansión del universo. Como esta última
depende de las componentes de materia en el universo, es de pensarse que tal dependencia
sea heredada por la distancia por luminosidad y de esa manera pensar en dL(z). De hecho,
en una métrica de fondo de tipo FRW, (cf. ec. (1.2)), la distancia por luminosidad en un
modelo de universo plano está dada por (cf. apéndice)

H0dL(z) = (1 + z)

∫ z

0

dz̄

E(z̄)
, con E(z) :=

H(z)

H0
. (2.3)

La relación anterior establece un v́ınculo observacional entre mediciones de la distancia por
luminosidad dL(z) y la razón de expansión del universo, cuantificada por H(z).
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Si la forma de H(z) contiene una sola componente de materia cuya ecuación de estado
w sea constante y asumimos la hipótesis de universo plano (κ = 0), entonces la ecuación
de Friedmann puede escribirse en la forma

H(z) = H0

[

(1 + z)3(1+w)
]1/2

, (2.4)

y aśı la ecuacion (2.3) puede ser integrada de manera anaĺıtica dando como resultado

H0dL(z) =
(1 + z)2−3(1+w)/2

− (1 + z)

1− 3(1 + w)/2
, (2.5)

la cual al considerar dominación por materia (w = 0) se reduce a

H0dL(z) = 2
[

1 + z −
√

1 + z
]

,
(

Ω
(0)
M = 1

)

; (2.6)

mientras que en el caso de dominación por constante cosmológica (w = −1), la razón de
expansion H(z) se mantiene constante y con ello

H0dL(z) = z(1 + z),
(

Ω
(0)
Λ = 1

)

. (2.7)

Hoy en d́ıa, el modelo cosmológico resalta la idea de un universo plano [Perlmutter et al,
1999, Riess et al, 1998] en el que 2 componentes, materia sin presión y constante cosmológica
(o en su caso enerǵıa oscura) predominan. En tal modelo la relación de distancia por
luminosidad se manifiesta como

H0dL(z) = (1 + z)

∫ z

0

dz̄
[

Ω
(0)
M (1 + z̄)3 + Ω

(0)
Λ

]1/2
,

(

Ω
(0)
M + Ω

(0)
Λ = 1

)

. (2.8)

donde la integral debe ser evaluada numericamente. En la Figura 2.1 se grafica la distancia
por luminosidad para diferentes modelos cosmológicos.

Hasta este punto hemos dado el manejo teórico de la distancia por luminosidad y su
dependencia en los parámetros cosmológicos. Ahora vamos a transitar al ámbito obser-
vacional para analizar cómo las observaciones de supernova puede ser conectadas con los
aspectos teóricos. Para tal fin, exponemos que la distancia por luminosidad que manifiesta
un objeto puede ser adaptada a una escala de magnitudes mediante la relación [Mendoza,
2003]

m−M = 5 log10

(

dL(z)

Mpc

)

+ 25, (2.9)

donde m es la magnitud aparente y M es la magnitud absoluta. La ecuación (2.9) en cierta
manera constituye una versión logaŕıtmica de la ecuación (2.2). Los factores numéricos y la
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Figura 2.1: Distancia por luminosidad dL(z) (en unidades de H−1
0 ) como función del co-

rrimiento al rojo z en un modelo de universo plano con Ω
(0)
M + Ω

(0)
Λ = 1. De arriba hacia

abajo las curvas se corresponden con Ω
(0)
Λ = 1, (Ω

(0)
M ,Ω

(0)
Λ ) = (0.3, 0.7), Ω

(0)
M = 1. Se puede

observar que un objeto con la misma luminosidad a un corrimiento al rojo z = 3 es detec-
tado a una distancia tres veces mayor en un universo dominado por constante cosmológica
al respecto del caso de la dominación por materia.
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Figura 2.2: Módulo de distancia µ(z) en función del corrimiento al rojo z para un modelo

cosmológico plano con Ω
(0)
M + Ω

(0)
Λ = 1. Los puntos vienen del conjunto de datos Gold

resultantes del Supernova Search Team Collaboration y resumidos en [Riess et al. 2004]. De

arriba hacia abajo las curvas se corresponden con Ω
(0)
Λ = 1, (Ω

(0)
M ,Ω

(0)
Λ ) = (0.3, 0.7), Ω

(0)
M =

1Se observa que los datos desfavorecen un universo totalmente dominado por materia o
por constante cosmológica. La ĺınea punteada intermedia representa el mejor ajuste a las
observaciones en el cual cerca del 70 % de la densidad de enerǵıa es compatible con una
constante cosmológica.
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normalización de dL en Mpc emanan de convenciones usadas en astronomı́a. A la cantidad
m−M , la cual es función del corrimiento al rojo v́ıa el factor dL(z), recibe el nombre de
módulo de distancia y se denota con la letra griega µ.

De la expresion para dL(z) (2.3), se resalta la dependencia en el parámetro de Hubble
hoy d́ıa H0. Observacionalmente tal parámetro es conocido bajo cierta incertidumbre, la
cual se pondrá de manifiesto en el valor del módulo de distancia µ(z). Es posible escribir
la expresión para el módulo de distancia exhibiendo esta incertidumbre [Padmanabhan,
2003];

µ(z) := m−M = 5 log10 [H0dL(z)] − 5 log10 h + 42.38. (2.10)

Esta ecuación es la que nos va a permitir hacer la comparación entre los valores de
la distancia por luminosidad que arroje el modelo teórico con el módulo de distancia que
arrojen las observaciones de supernova. En la Figura 2.2 podemos ver una gráfica del
módulo de distancia en función del corrimiento al rojo para un modelo de universo plano,
enfatizando que el mejor ajuste a las observaciones de supernova es aquel en el cual el

parámetro de materia Ω
(0)
M ≈ 0.3. Además, de las observaciones es claro que el modelo de

dominación por materia Ω
(0)
M = 1 queda totalmente descartado. Ello permite definir un

modelo de concordancia observacional en el cual tenemos un universo plano, con dominio

de 2 componentes y aproximadamente el 70 % de la enerǵıa del universo (Ω
(0)
Λ = 0.7) se

manifiesta en la forma de una constante cosmológica o enerǵıa oscura.

2.2. Evolución del parametro de desaceleración

Veamos ahora cómo se cuantifica la aceleración al interior de un modelo cosmológico.
En el caṕıtulo 1 expresamos la condición dinámica para una fase de aceleración mediante la
condición ä > 0. En el ámbito de la cosmoloǵıa observacional una fase de desaceleración o
aceleración se cuantifica con el parámetro de desaceleración q, definido mediante la ecuación

q(z) := −
aä

ȧ2
= −

ä

a

1

H2
. (2.11)

Tal definición es representativa de hacer un desarrollo en serie del factor de escala en la
vecindad de t0

a(t) = a0

(

1 +
ȧ0

a0
(t− t0) +

1

2

ä0

a0
(t− t0)

2 + · · ·

)

(2.12)

con lo que el parámetro de desaceleración se interpreta como el factor de proporcionalidad
en el término a segundo orden en el desarrollo en serie del factor de escala, donde dicho sea
de paso, el parámetro de Hubble juega el mismo papel a primer orden. Aśı, la condición
dinámica sobre el factor de escala para tener aceleración o desaceleración la trasladamos
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al factor q. Es decir, una fase de aceleración se manifestaŕıa con la condición q < 0. De
su definición, notamos que el parámetro de desaceleración constituye en cierta manera el
cociente de la ecuación de aceleración con la ecuacioń de Friedmann. Usando esta observa-
ción y considerando un modelo de universo plano donde predomina materia sin presión y
constante cosmológica, dicho par de ecuaciones toma la forma

ä

a
= −

4πG

3
ρ
(0)
M (1 + z)3 +

Λ

3
, H2 = H2

0

[

Ω
(0)
M (1 + z)3 + Ω

(0)
Λ

]

. (2.13)

En términos del corrimiento al rojo el parámetro de desaceleración toma la forma

q(z) =
1
2Ω

(0)
M (1 + z)3 − Ω

(0)
Λ

Ω
(0)
M (1 + z)3 + Ω

(0)
Λ

. (2.14)

Una gráfica del parámetro de desaceleración en términos del corrimiento al rojo es presen-
tada en la Figura 2.3. Además notemos que el corrimiento que define la transición a la fase
de aceleración esta definido mediante la condición q < 0, la cual de (2.14) se manifiesta si
y sólo si

z < z⋆ :=

(

2Ω
(0)
Λ

Ω
(0)
M

)1/3

− 1. (2.15)

Para la ecuación previa, el modelo de concordancia Ω
(0)
M = 0.3, Ω

(0)
Λ = 0.7 arroja z⋆ =

0.67, resaltando que el fenómeno de la expansión acelerada del universo es un fenómeno
relativamente reciente. Nótese también que en este mismo modelo, al usar la relación de

aplanado Ω
(0)
M + Ω

(0)
Λ = 1, el valor actual del parámetro de desaceleración es

q0 =
1

2
Ω

(0)
M − Ω

(0)
Λ =

3

2
Ω

(0)
M − 1, (2.16)

el cual para el modelo de concordancia reproduce q0 ≈ −0.55.
La conclusión de este hecho es que si las observaciones de supernova son compatibles

con el valor Ω
(0)
Λ = 0.7, entonces el universo debe estar sufriendo una expansión acelerada

actualmente.

2.3. El problema de la constante cosmológica

Las observaciones cosmológicas indican que aproximadamente el 70 % de la densidad
de enerǵıa del universo está asociada con la presencia de una constante cosmológica. Desde
la perspectiva astrof́ısica tal enfoque representa la solución más económica al problema de
la enerǵıa oscura, sin embargo desde la perspectiva de la teoŕıa de campos tal enfoque no
resulta del todo satisfactorio. Para ver en que radica este punto comentemos que la teoŕıa
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Figura 2.3: Evolución del parámetro de desaceleración q(z) como función del corrimiento

al rojo z en un modelo de universo plano con Ω
(0)
M + Ω

(0)
Λ = 1. Se observa que a medida

que se incrementa la densidad de enerǵıa en constante cosmológica el universo experimenta
una transición hacia una fase de aceleración.
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de la relatividad general en ausencia de constante cosmológica representa una teoŕıa libre
de escala. De hecho, la incorporación de la constante cosmológica a las ecuaciones de campo
y cuyas dimensiones son L−2 define una escala.

Vamos a establecer una comparación de la siguiente manera. Si las observaciones nos

dicen Ω
(0)
Λ ≈ 0.7, veamos si existe compatibilidad entre la enerǵıa del vacio asociada a la

constante cosmológica con la enerǵıa del vacio que la escala microscoópica (o en un mejor
sentido, aquella propuesta por la teoŕıa cuántica de campos) pudiera proporcionar.

Para ello, notemos que de la definición del factor Ω
(0)
Λ = 8πGρΛ/3H2

0 = ρΛ/3M2
PH2

0 , en
combinación con las observaciones se obtiene

ρΛ(observación) = Ω
(0)
Λ

(

3M2
PH2

0

)

= 0.7
(

3M2
PH2

0

)

, (2.17)

en unidades naturales. Por otra parte, desde la perspectiva de la teoŕıa cuántica de campos
(TCC), la enerǵıa del vaćıo se presentaŕıa a la escala fundamental de Planck, es decir

ρΛ(TCC) = M4
P. (2.18)

Por lo tanto, al tomar el cociente obtenemos debido a que H−1
0 = 9.776h−1

× 109años ∼
10−33eV

ρΛ(observación)

ρΛ(TCC)
= 2.1

H2
0

M2
P

∼ 2.1

(

10−33eV
)2

M2
P

∼ 10−120. (2.19)

Esta discrepancia de 120 órdenes de magnitud entre lo expuesto por la observación astrof́ısi-
ca y la teoŕıa cuántica de campos constituye el problema de la constante cosmológica.

Resultados como este, alientan a que posibles escenarios alternativos al modelaje de la
enerǵıa oscura pudiera incluir modelos dinámicos, cuya densidad de enerǵıa cambie con la
evolución cósmica y que subsanen el hecho de que las densidades dadas por la observación
y la teoŕıa de campos presenten una mayor cordura [Carroll, 1997].

2.4. Modelos de campo escalar

En la sección previa se expuso un argumento en favor de la posibilidad de considerar
modelos dinámicos de enerǵıa oscura. En esta sección vamos a explorar uno de los primeros
modelos, el cual está fundamentado en la dinámica de un campo escalar conocido como
campo de quintaesencia [Ratra & Peebles, 1988, Caldwell, Steinhardt, 1998].

El punto de partida se asemeja mucho a la construcción del campo escalar inflacionario,
partiendo de la acción dada por [Liddle et al. 2000]

SΦ =

∫
[

−
1

2
gµν
∇µΦ∇νΦ− V (Φ)

]

√
−g d4

x. (2.20)
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La definición del tensor de enerǵıa-momento se expresa mediante la variación de la acción,
es decir, [Carroll, 1997]

Tµν = −
2

√
−g

δSΦ

δgµν
. (2.21)

Usando esta definición en (2.20) y observando que δ
√
−g = −(1/2)

√
−ggµνδgµν se obtiene

Tµν = ∇µΦ∇νΦ− gµν

(

1

2
gαβ
∇αΦ∇βΦ + V (Φ)

)

. (2.22)

La ecuación anterior básicamente constituye una manifestación del teorema de Noether,
donde el término entre paréntesis representa el Lagrangiano de un campo escalar [Liddle,
2000].

Con esto, por medio de una identificación con un fluido perfecto y en la hipótesis de
un universo plano, podemos extraer la densidad de enerǵıa y presión asociados al campo
escalar [Copeland et al, 2006]

ρΦ =
1

2
Φ̇2 + V (Φ) , pΦ =

1

2
Φ̇2
− V (Φ) . (2.23)

De esta manera, la ecuación de Friedmann en un universo dominado por el campo escalar
toma la forma

H2 =
8πG

3
ρΦ =

8πG

3

(

1

2
Φ̇2 + V (Φ)

)

. (2.24)

La conservación del tensor de enerǵıa-momento para un fluido perfecto en la métrica de
FRW implica entonces que [Copeland et al, 2006]

Φ̈ + 3HΦ̇ +
dV

dΦ
= 0, (2.25)

que constituye la ecuación de evolución para el campo escalar. Combinando esta ecua-
ción con la ecuación de Friedmann (2.24), podemos obtener la ecuación de aceleración del
universo

ä

a
= −

8πG

3

(

Φ̇2
− V (Φ)

)

, (2.26)

la cual refleja que si el término de potencial domina sobre el término cinético entonces
traerá como resultado una fase de aceleración. De hecho, es posible definir una ecuación de
estado del campo escalar y que además cambia con el tiempo, acorde a la relación

wΦ =
pΦ

ρΦ
=

Φ̇2
− 2V (Φ)

Φ̇2 + 2V (Φ)
. (2.27)
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Es posible resolver estas ecuaciones para encontrar que el potencial que da origen a una ley
de potencias a(t) = (t/t0)

α para el factor de escala tiene la forma [Copeland et al, 2006]

V (Φ) = V0 exp

(

−

√

2

α

Φ

MP

)

, (2.28)

y que además el campo escalar evoluciona con el tiempo acorde a la ecuación

Φ(t) = Φ0 +
√

2αMP ln

(

t

t0

)

. (2.29)

Estos resultados expresan que el potencial exponencial puede ser usado para construir una
fase de aceleración siempre que α > 1.

2.5. Modificaciones a la ecuación de estado

La otra vertiente en los modelos de enerǵıa oscura consiste en poner un mayor énfasis
en la ecuación de estado de la misma. Una de tales consideraciones es el modelaje de la
enerǵıa oscura como un fluido con ecuación de estado de la forma [Kamenshchik et al.,
2001]

p(ρ) = −
A

ρα
, (2.30)

donde A es una constante positiva y α un parámetro constante. Con tal ecuación de estado,
la solución de la la ecuación para la densidad de enerǵıa (1.29) es

ρ(a) =

[

A +
(

ρα+1
0 −A

)

(

a

a0

)

−3(1+α)
]1/(1+α)

, (2.31)

donde ρ0 := ρ (a0).
El modelo donde α = 1 es conocido como gas de Chaplygin y fue el modelo pionero en

la ĺınea de acción de modificar la ecuación de estado. Para el gas de Chaplygin notamos
que

ρCh(a) =

√

A +
(

ρ2
0 −A

)

(

a

a0

)

−6

∼

{

a−3 para un universo temprano,
const. para un universo tard́ıo.

, (2.32)

Este hecho proporciona una posibilidad interesante de poder unificar la fenomenoloǵıa de
materia oscura y enerǵıa oscura con la presencia de un solo fluido cosmológico.

Además, podemos establecer una comparación entre la evolución de la componente de
materia y la del gas de Chaplygin, observando que

ρM (z)

ρCh(z)
=

ρ
(0)
M (1 + z)3

√

A + (ρ2
0 −A)(1 + z)6

z≫1
−→ χ :=

ρ
(0)
M

√

ρ2
0 −A

. (2.33)
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Lo anterior expresa que la constante adimensional χ establece qué proporción de densidad
de enerǵıa del gas de Chaplygin hay en referencia a la de materia cuando ésta comienza a
dominar.

La forma de la razón de expansión para un universo plano conteniendo materia y gas
de Chaplygin viene dado por [Alam et. al., 2003]

H(z) = H0

[

Ω
(0)
M (1 + z)3 +

1

χ
Ω

(0)
M

√

A

ρ2
0 −A

+ (1 + z)6

]1/2

, (2.34)

la cual al evaluar actualmente reproduce

A

ρ2
0 −A

= χ2

(

1−Ω
(0)
M

Ω
(0)
M

)2

− 1 (2.35)

y de esa manera considerar que la razón de expansión toma la forma

H(z) = H0






Ω

(0)
M (1 + z)3 +

1

χ
Ω

(0)
M



χ2

(

1− Ω
(0)
M

Ω
(0)
M

)2

− 1 + (1 + z)6





1/2






1/2

(2.36)

lo que nos dice que dicho modelo sólo manifiesta dependencia en los parámetros Ω
(0)
M y χ.

Tales consideraciones hacia poner más énfasis al estudiar el sector de materia puede ser
visualizado como una lección de experiencia al considerar con mayor detenimiento el sector
de curvatura y encaminarse a definir si la teoŕıa de la relatividad general es la mejor teoŕıa
de gravitación con la que contamos o vale la pena considerar extensiones. Pasos en esa
vertiente lo están empezando a constituir las teoŕıas de gravedad modificada [Capozziello
et al., 2002], de las cuales hablamos en el siguiente caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Teoŕıas métricas de gravedad

modificada

En este caṕıtulo se desarrolla un bosquejo de las teorias métricas de gravedad modificada.
Tales teoŕıas son consideradas extensiones a la teoŕıa de la relatividad general y su principal
motivación es abordar el estudio de problemas de tipo cosmológico, siendo el problema de
la enerǵıa oscura un ejemplo prominente. Ponemos especial atención al modelo de gravedad
f(R), ya que entre sus premisas se encuentra poner un mayor énfasis al sector de curvatura
al interior de una teoŕıa de gravitación.

3.1. Estructura de una teoŕıa de gravitación

Hoy en d́ıa, el modelo cosmológico standard está construido sobre los pilares de la teoŕıa
general de la relatividad. Tal enfoque ha permitido (con suplementos como la constante
cosmológica y el modelo inflacionario) establecer una descripción general del universo,
cubriendo puntos como lo son la nucleośıntesis o la formación de estructura galáctica.

Agregado a esto, la teoŕıa de la relatividad general está condicionada a tener compatibi-
lidad con la teoŕıa de la relatividad especial y con la gravitación newtoniana en el régimen
de bajas enerǵıas y campos gravitacionales débiles. Es decir, cualquier intento a modificar
o extender la teoŕıa de la relatividad general debe seguir preservando esta compatibilidad.

Desde una perspectiva f́ısica, el igualar el tensor de Einstein con el tensor enerǵıa-
momento para constituir las ecuaciones de campo de la relatividad general, refleja el prin-
cipal mensaje de la teoŕıa de Einstein: la curvatura en cada punto del espacio-tiempo
está influenciada por la distribución de materia y enerǵıa. Este hecho caracteriza la comu-
nicación de 2 sectores al interior de una teoŕıa de gravitación, el sector de curvatura y el
sector de materia. Además, una teoŕıa de gravitación en śı constituye una teoŕıa de campo,
y el esṕıritu de su formulación es identificar una acción de la cual emanen las ecuaciones del
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mismo. En este contexto, se reconoce a la métrica gµν del espacio-tiempo como la variable
de campo fundamental. De esta manera, la acción de la teoŕıa gravitacional debe presentar
la forma [Weinberg, 1972, Carroll, 2004]

S[gµν ] =

∫

Lg

√
−g d4

x +

∫

LM
√
−g d4

x, (3.1)

donde el primer término es representativo del sector de curvatura y el segundo del sector
de materia. Además, como estructura global, la teoŕıa debe compartir las hipótesis afines
a la relatividad general de Einstein, a saber [Capozziello et al., 2007]

Principio de Relatividad. Todas las leyes de la f́ısica tienen la misma forma en todos
los sistemas de referencia inerciales

Principio de Equivalencia. Manifestando que a nivel local, los efectos inerciales deben
ser indistinguibles de los efectos gravitacionales, además de establecer la igualdad
entre masa inercial y masa gravitacional.

Formulación Covariante. Las ecuaciones de campo deben ser covariantes

Causalidad. La teoŕıa no debe permitir la aparición de fenomenos superlumı́nicos,
enfatizando que en cada punto del espacio-tiempo la noción de presente, pasado y
futuro sea consistente.

Los anteriores constituyen los pilares de la teoŕıa, la cual, si pretende extender o modifi-
car a la relatividad general, debe ser capaz de explicar los fenómenos astrof́ısicos vinculados
con la formación de estructura, nucleośıntesis primordial y aspectos cosmológicos en gene-
ral.

3.2. Teoŕıas de gravedad generalizada

Ahora vamos a exponer qué estructura presentan las teoŕıas que intentan llevar a cabo
modificaciones o extensiones a la teoŕıa de la relatividad general. Para tal fin, y con la
fundamentación de proceder como en una teoŕıa de campos, consideramos a la acción
como nuestro punto de partida. La familia de las teoŕıas que proponen modificaciones a
la teoŕıa de la relatividad general, principalmente mediante campos escalares y un mayor
énfasis al sector de curvatura de la misma, pueden ser representadas dentro de la siguiente
acción [Hwang et al., 1996]

S [gµν , φ] =

∫
[

1

2
f(φ,R)−

1

2
ψ(φ)gαβ

∇αφ∇βφ− V (φ)

]

√
−g d4

x +

∫

LM
√
−g d4

x, (3.2)

donde f(φ,R) es una función arbitraria del escalar de curvatura y del campo escalar, el cual
tiene asociado un potencial V (φ). La función ψ(φ) representa un parámetro de acoplamien-
to. Tales teoŕıas son conocidas en la literatura como modelos de gravedad generalizada. La
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esencia de la acción anterior es que la dinámica de una teoŕıa de gravitación posiblemente
esté fundamentada en considerar invariantes de mayor orden en el sector de curvatura o
en su caso con un posible acoplamiento con un campo escalar, ya sea en acople mı́nimo y
no mı́nimo. Observamos que la acción anterior involucra 2 variables de campo, la métrica
del espacio-tiempo gµν y el campo escalar φ. En la Tabla 3.1 se presenta un panorama
de las teoŕıas de gravitación generalizadas y algunos casos particulares. Considerando a la
métrica como variable de campo, al tomar la variación de la acción (3.2) en vaćıo surgen
las ecuaciones de campo de la gravedad generalizada [Hwang et al., 1996]

Gµν =
1

F

[

ψ

(

∇µφ∇νφ−
1

2
gµνg

αβ
∇αφ∇βφ

)

−
1

2
(RF − f + 2V ) gµν

+∇µ∇νF − gµν�F

]

, (3.3)

donde F := ∂f/∂R y � = gαβ
∇α∇β es el operados de Laplace-Beltrami.

La variación de la acción respecto a φ produce la ecuación de evolución del campo
escalar

�φ+
1

2ω

(

dω

dφ
gαβ
∇αφ∇βφ+

∂f

∂φ
− 2

dV

dφ

)

= 0. (3.4)

Vale la pena mencionar que no es la primera vez que se considera la posibilidad de tener un
campo escalar que interaccione con el sector gravitacional. El campo escalar inflacionario y
el de quintaesencia (ambos con acople mı́nimo) representan esfuerzos en esta dirección, sin
embargo, otros ejemplos (con acople no mı́nimo) ya se han dado en el pasado, en especial con
la vinculación de implementar el principio de Mach al interior de una teoŕıa de gravitación,
lo cual encaminó a la posibilidad de considerar una constante gravitacional que cambia
con el tiempo [Fujii, 2003]. El principio de Mach establece que el sistema inercial local
está determinado por el movimiento promedio de los objetos astronómicos más distantes.
Esto implicaŕıa que la constante gravitacional pudiera estar determinada por la dinámica
de un campo escalar acoplado de manera no mı́nima al sector gravitacional. La teoŕıa de
Brans-Dicke [Brans et al., 1961] representó un primer esfuerzo en esta ĺınea de pensamiento,
postulando un acoplamiento no mı́nimo entre el campo escalar (carente de potencial) y
el sector gravitacional de la forma f(φ,R) = φR y con un parámetro de acoplamiento
ψ(φ) = ωBD/φ, donde ωBD representa un parámetro adimensional constante, que hace
recuperar el régimen de relatividad general cuando ωBD → ∞. Con tales consideraciones,
las ecuaciones de campo de la teoŕıa de Brans-Dicke toman la forma

Gµν =
8π

φ
Tµν +

ωBD

φ2

(

∇µφ∇νφ−
1

2
gµνg

αβ
∇αφ∇βφ

)

+
1

φ
(∇µ∇νφ− gµν�φ) . (3.5)

Otra motivación independiente para extender la teoŕıa de gravitación viene de cues-
tionar su régimen de aplicabilidad, en especial en el ĺımite de altas enerǵıas, aquel en el
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Teoŕıa de gravitación Lagrangiano gravitacional Lg

Relatividad general R

Relatividad general + Λ R− 2Λ

Teoŕıas métricas de gravitación f(R)

Brans-Dicke φR− w

φ
gµν∂µφ∂νφ

Escalar-Tensorial φR− ψ(φ)gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

Campo escalar mı́nimamente acoplado R− 1
2g

µν∂µφ∂νφ− V (φ)

Cuadro 3.1: Modelos de Gravedad.
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cual las interacciones fundamentales parecen presentar un esquema de unificación. Tales
desarrollos teóricos están encaminados hacia la teoŕıa de cuerdas, supergravedad o teoŕıas
de gran unificación, las cuales consideran acciones efectivas que contienen acoplamientos no
mı́nimos a la geometŕıa y términos de mayor orden en los invariantes de curvatura, como
pudieran ser R2, RαβR

αβ, RαβγδR
αβγδ, con la finalidad de poder hacer un primer intento

por transitar del marco de la gravedad clásica a la gravedad cuántica. Tales términos se
podŕıan interpretar como correcciones a la acción de Hilbert-Einstein a la hora de hacer
teoŕıa cuántica de campos en espacios-tiempos curvos [Birrell et al., 1982].

De hecho, un modelo de gravitación en este sentido es construido a partir del invariante
de Gauss-Bonet, dado por [Barrow et al., 2007]

IGB = R2
− 4RαβR

αβ +RαβγδR
αβγδ, (3.6)

y cuando la acción se construye a partir de una función arbitraria de este invariante se
habla del modelo de gravedad f(IGB).

3.3. Gravedad métrica f(R)

Desde la perspectiva teórica, no existe una razón de principios fundamentales para
restringir el lagrangiano gravitacional a una función lineal del escalar de curvatura. Es
cierto que el escalar de curvatura es el más simple construido a partir de la métrica y sus
segundas derivadas, sin embargo, se podŕıa pensar que la acción fundamental pudiera ser
considerada como una función arbitraria del escalar de curvatura f(R). Previamente se
hab́ıan estudiado modelos (como el modelo R2) con la finalidad de reproducir un modelo
de expansión acelerada del universo [Starobinsky, 1980].

Fundamentado en esto, se ha considerado la familia de teoŕıas conocidas como f(R),
donde el sector de materia ha quedado intacto respecto a relatividad general, más en
cambio, tales teoŕıas proponen que la acción correspondiente al sector de curvatura pudiera
ser generalizada mediante la función f(R). Con esto en mente, la acción del modelo de
gravedad f(R) tiene la forma

S[gµν ] =
1

16πG

∫

f(R)
√
−g d4

x +

∫

LM
√
−g d4

x, (3.7)

donde se ha normalizado a la Hilbert-Einstein, haciendo que las dimensiones de la función
f sean las mismas que las del escalar de curvatura; tomando la variación de la acción
con respecto a la métrica, se obtienen las ecuaciones de campo de la gravedad f(R) [cf.
Apéndice]

f ′(R)Rµν −
1

2
f(R)gµν −∇µ∇νf

′(R) + gµν�f ′(R) = 8πGTµν . (3.8)

Observemos que estas ecuaciones de campo son de cuarto orden en las variables de la
métrica, ese es el precio que se paga por considerar una acción distinta a una función lineal
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en el escalar de curvatura. La traza de la ecuación de campo (3.8) es

f ′(R)R− 2f(R)− 3�f ′(R) = 8πGT, (3.9)

donde T es la traza del tensor de enerǵıa-momento de materia. Notemos que lo anterior se
manifiesta como una ecuación diferencial de segundo orden para f ′(R); cuando f(R) = R
se recupera la relación familiar de relatividad general R = −8πGT que es una ecuación
puramente algebraica. Este hecho hace pensar en la literatura que f ′(R) constituye un
grado de libertad escalar inherente a la teoŕıa [Capozziello et al., 2007]. Este formalismo
de la gravedad f(R) es el que se considera subsecuentemente en esta tesis para construir
un modelo cosmológico, principalmente con la meta de estudiar el problema de la enerǵıa
oscura como una manifestación de esta modificación al sector de curvatura.



Caṕıtulo 4

Modelo cosmológico con gravedad

modificada

En este caṕıtulo se da un panorama general del modelo cosmológico en el contexto de
una teoria métrica de gravitación f(R), considerándola como una modificación a la teoŕıa
general de la relatividad y encaminada a poder estudiar el problema de la enerǵıa oscura.
Con esta hipótesis se obtienen las ecuaciones de Friedmann para dicho modelo en los casos
de vaćıo y de presencia de materia sin presión. Con lo anterior, se establece un v́ınculo con
la cosmoloǵıa observacional, en particular con las observaciones de supernova Ia para hacer
una comparación con el modelo de concordancia observacional. Finalmente, se lleva a cabo
una análisis del proceso de formación de estructura al interior de este modelo de gravedad
modificada.

4.1. Gravedad f(R) como un modelo de enerǵıa oscura

En este apartado se construye un modelo cosmológico al interior del modelo métrico de
gravitación dado por

f(R) = bRn, (4.1)

donde b es una constante. Como aplicación principal se abordará el problema de la enerǵıa
oscura como una manifestación de haber modificado al sector de curvatura. El punto de
partida es resaltar que se comparten caracteŕısticas con el modelo cosmológico construido
con la teoŕıa de la relatividad general. Básicamente la hipótesis de homogeneidad e iso-
troṕıa, representada en la métrica de FLRW (ecuación 1.2) es heredada y además el sector
de mateŕıa es descrito mediante un tensor de enerǵıa-momento de fluido perfecto (ecuación
1.3). El punto que contrasta es que las ecuaciones de campo que relacionan la interacción
entre el sector de curvatura y el sector de materia han sido modificadas por las ecuaciones
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de campo de la gravedad métrica f(R) dadas por la ecuación (3.8). Para aprovechar toda
la experiencia previa en el manejo del modelo cosmológico usando la relatividad general,
dichas ecuaciones pueden ser escritas en la forma [Capozziello et al., 2007]

Gµν = 8πG

[

1

F
Tµν +

M2
P

F

[(

1

2
(f(R)−RF )−�F

)

gµν +∇µ∇νF

]]

, (4.2)

donde Gµν es el tensor de Einstein (1.14). Aqúı se ha definido F := f ′(R), en donde la

prima representa derivación respecto al argumento y además MP = (8πG)−1/2. Si definimos

un tensor de enerǵıa-momento T
(R)
µν vinculado con la curvatura [Capozziello et al., 2002]

como

T (R)
µν :=

M2
P

F

[(

1

2
(f(R)−RF )−�F

)

gµν +∇µ∇νF

]

, (4.3)

entonces las ecuaciones de campo (3.8) pueden escribirse en la forma

Gµν = 8πGT (E)
µν , (4.4)

con un tensor de enerǵıa-momento efectivo T
(E)
µν dado por

T (E)
µν :=

1

F
Tµν + T (R)

µν , (4.5)

el cual tiene contribuciones del sector de materia y del sector de curvatura.

En la identificación de fluido perfecto, es posible asociar una densidad de enerǵıa ρR y
una presión pR vinculadas a la curvatura mediante las ecuaciones

T00
(R) = ρR, T 1

1
(R) = T 2

2
(R) = T 3

3
(R) = pR. (4.6)

Considerando esto y usando la definición del tensor de enerǵıa-momento vinculado a la
curvatura (4.3) se obtiene

ρR(t) =
M2

P

F

[

1

2
(RF − f) + �F + F̈

]

,

pR(t) =
M2

P

F

[

1

2
(f −RF )−�F

]

. (4.7)

El operador de Laplace-Beltrami � aplicado sobre una función escalar está dado por [Liddle,
2000]

� =
1

√
−g

∂µ

(√
−ggµν∂ν

)

. (4.8)
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De esta manera, usando la métrica de FLRW para el modelo de universo plano (κ = 0),
las ecuaciones (4.7) toman la forma

ρR(t) =
M2

P

F

[

1

2
(RF − f)− 3HḞ

]

, (4.9)

pR(t) =
M2

P

F

[

1

2
(f −RF ) + F̈ + 3HḞ

]

. (4.10)

Hasta este punto, hemo hecho énfasis que nuestro modelo cosmológico tiene una depen-
dencia en una función arbitraria del escalar de curvatura. De hecho, dada una métrica, el
escalar de curvatura puede ser calculado. En particular, para la métrica de FLRW está dado
por [Carroll, 1997]

R(t) = 6

[

ä

a
+

(

ȧ

a

)2

+
κ

a2

]

. (4.11)

Si la razón de expansión sigue una ley de potencias a(t) = (t/t0)
α y asumimos universo

plano la ecuación anterior toma la forma

R(t) = R0

(

t

t0

)

−2

, con R0 = 6H2
0 (2− 1/α) . (4.12)

Con todo lo anterior, podemos obtener las ecuaciones cosmológicas para una teoŕıa f(R).
De hecho, considerando la componente 00 de la ecuación de campo (3.8) se obtiene la
ecuacion de Friedmann

H2 =
8πG

3

( ρ

F
+ ρR

)

−
κ

a2
. (4.13)

Para la evolución de la densidad de enerǵıa, consideramos que el tensor de enerǵıa-momento
se conserva, ∇µT µν = 0, la componente ν = 0 de esta ecuación reproduce

ρ̇ + 3H(ρ + p) = 0. (4.14)

Las ecuaciones (4.13) y (4.14) constituyen nuestras ecuaciones de Friedmann modificadas.
En la tabla 4.1 se establece un comparativo de las ecuaciones de cosmológicas dentro del
marco de la relatividad general y su contraparte en la teoŕıa de gravedad métrica f(R).

Si consideramos que el término de densidad de enerǵıa tiene contribuciones de materia
y radiación, i.e. ρ = ρM + ργ entonces al evaluar la ecuación de Friedmann para el tiempo
actual t0 obtenemos la relación de aplanado en el modelo f(R)

1

F0

(

Ω
(0)
M

+ Ω(0)
γ

)

+ Ω
(0)
R

+ Ω(0)
κ = 1, (4.15)

donde Ω
(0)
i

y Ω
(0)
κ están definidos como en la ecuación (1.42).
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Relatividad General Gravedad f(R)

Friedmann H2 = 8πG (ρ + ρΛ) /3− κ/a2 H2 = 8πG (ρ/F + ρR) /3− κ/a2

Enerǵıa ρ̇ + 3H(ρ + p) = 0 ρ̇ + 3H(ρ + p) = 0

Cuadro 4.1: Comparación de las ecuaciones de Friedmann en el marco de la relatividad
general y en el de la gravitación f(R). Se puede observar como en la gravedad f(R) el
término tipo constante cosmológica puede ser representado por un término debido a la
modificación del sector de curvatura. Adicionalmente, se observa que el termino de densidad
de materia se ve amortiguado por un factor 1/F . Estos hechos resaltan que la gravedad
metrica f(R) incorpora un cambio de la razón de expansión del universo al respecto del
modelo ΛCDM.

4.2. Modelo de vaćıo

Como primer paso, vamos a resolver la ecuación de Friedman (4.13) para un universo
plano (κ = 0) y en la aproximación de vaćıo (ρM = 0), la cual en ese caso se reduce a

H2 =
8πG

3
ρR. (4.16)

Buscando soluciones en forma de una ley de potencias para el factor de escala a(t) = (t/t0)
α,

normalizado a la unidad al tiempo actual, entonces

H2 =
(α

t

)2
. (4.17)

Además, al usar las ecuaciones (4.1), (4.10) y (4.12) obtenemos

ρR(t) = 3M2
P

[

(n− 1)

n

(

2α2
− α + 2αn

)

]

t−2. (4.18)

Con ello nos damos cuenta que α y n no son independientes, sino que deben ser compatibles
con la ecuación de Friedmann (4.16). De hecho, para satisfacerla se necesita que

[

α(n− 2) + 2n2
− 3n + 1

]

= 0, (4.19)
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y por lo tanto

α(n) =
3n− 2n2

− 1

n− 2
=

(2n − 1)(1 − n)

n− 2
. (4.20)

Con esto, la evolución del factor ρR(a) está dada por

ρR(a) = ρ
(0)
R

a−2/α = ρ
(0)
R

a−2(n−2)/(2n−1)(1−n). (4.21)

Si comparamos la solución de la ecuación de Friedmann (1.37) con la solución obtenida en
(4.20) podemos identificar una ecuación de estado efectiva dada por

wef = −1 +
2(n− 2)

3(2n − 1)(1 − n)
. (4.22)

Escrito de esta manera, el segundo miembro del lado derecho cuantifica la desviación respec-
to a una ecuación de estado tipo constante cosmológica. Al observar las ecuaciones (4.21)
y (4.22) se observa que el caso n = 2 reproduce una densidad de enerǵıa ρR constante y
ademas una ecuación de estado efectiva wef = −1, es decir, mimetiza el comportamiento de
una constante cosmológica. Para verificar tal hecho, veamos cuál es la solución compatible
con una solución exponencial para el factor de escala a(t) = a0 exp(βt) manteniendo la ley
de potencias f(R) = bRn. Usando las ecuaciones (4.9) y (4.11) obtenemos

H2 = β2, ρR = 6M2
P

(

n− 1

n

)

β2, (4.23)

de donde es fácil ver que para satisfacer la ecuación de Friedmann (4.16) se necesita n = 2.
Lo anterior constituye un ejemplo de la posibilidad de tener una fase expansión exponencial
en el universo como parte de una teoŕıa modificada de gravitación y sin la necesidad de
una constante cosmológica. La demostración aqúı mostrada es un camino alternativo al
mostrado por [Rosas-Guevara, 2006]

4.3. Cosmoloǵıa observacional (SNIa)

Como vimos en el caṕıtulo 2, las observaciones cosmológicas muestran un indicio de la
existencia de una constante cosmológica diferente de cero. En términos simples, la constante
cosmológica representa la solución más económica (sólo un parámetro que no cambia en el
tiempo) al problema de la enerǵıa oscura. En el caṕıtulo 2 se expusieron algunos motivos
de conflicto en esta ĺınea de pensamiento y algunos modelos alternativos para aliviar este
problema. En este apartado se va a explicar vincular de manera observacional el problema
de la enerǵıa oscura de manera alternativa con el uso de una teoŕıa f(R). El punto de
partida es identificar a la razón de expansión H(z) como la cantidad fundamental de la
cosmoloǵıa observacional. Al conocer su valor, todas las demás cantidades observacionales
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pueden ser calculadas v́ıa integrales [Carroll et al, 1992]. En tal sentido, lo que necesitamos
llevar a cabo es resolver la ecuación de Friedmann (4.13) al interior de nuestro modelo en
ley de potencias de la función f(R). Además vamos a considerar un modelo de universo
plano, i.e. κ = 0, en el que existe materia sin presión y cuya densidad de enerǵıa evoluciona
como a−3. Para simplificar el problema, hacemos las ecuaciones adimensionales, midiendo
el tiempo en unidades de H−1

0 y definiendo la variable τ = H0t. La ecuación de Friedmann
en este caso es una ecuación de tercer orden en el tiempo para el factor de escala. Dicho
comportamiento se sigue de la ecuacion (4.13) y de la ecuación (4.9) para el factor ρR. Por
esta razón necesitamos tres condiciones iniciales para poderla resolver.

Por hipótesis se han impuesto las mismas condiciones iniciales que hoy en d́ıa presenta
el modelo ΛCDM, las cuales básicamente se manifiestan mediante el factor de escala a0, el
parámetro de Hubble H0 y el parámetro de desaceleración q0, adimensionalmente pueden
ser escritas como

(

a0, a
′

0, a
′′

0

)

= (1, 1,−0.55) . (4.24)

En esta relación, la prima representa derivada respecto a tau, y el parámetro de desacele-

ración actualmente (z = 0) se ha asumido como en el modelo con (Ω
(0)
M

,Ω
(0)
Λ ) = (0.3, 0.7)

sustituido en la ecuación (2.16). Habiendo establecido esto, se lleva a cabo una integración
numérica de la ecuación de Friedmann con este modelo. Este procedimiento nos permi-
te obtener de manera numérica la razón de expansión del universo, representada por el
parámetro de Hubble.

Una de las premisas de la cosmoloǵıa observacional es que dada la razón de expansión
podemos calcular cantidades importantes, siendo el módulo de distancia (2.10) una de
ellas. Con esto podemos establecer una comparación con las observaciones de SNIa, la
cual se muestra en la Figura 4.1. Puede observarse que acorde a los datos recabados de
observaciones de supernova, un universo dominado por constante cosmológica sobrestima
el módulo de distancia mientras que un universo dominado por materia hace pensar que
las supernovas están más lejos de lo que se esperaŕıa.

En el formalismo del modelo ΛCDM se dice que la situación f́ısica que mejor representa
las observaciones es un universo en el cual predominan 2 componentes, materia sin presión

y enerǵıa oscura, con valores en sus parámetros de densidad de (Ω
(0)
M

,Ω
(0)
Λ ) = (0.3, 0.7).

Actualmente, la escala de observación de las supernovas tipo Ia apenas cruza el rango
de corrimiento al rojo z & 2 y el número de supernovas sondeadas con buena sistemática
de observación es cercano a 200. Si consideramos los millones de galaxias que existen en el
cosmos y la factibilidad que en muchas de ellas existan eventos SNIa, sin lugar a dudas la
muestra estad́ıstica es muy corta. Ello no quiere decir que el modelaje observacional de la
enerǵıa oscura sea erroneo, sino que un punto clave hacia la mejora de este punto va a ser
la extensión del rango de corrimientos z > 3. Esfuerzos en esta vertiente ya se están dando
con el considerar a los destellos de rayos gamma como candidatos a candelas stándar y
aśı poder extender el diagrama de Hubble a mayores corrimientos al rojo con la finalidad
de cuantificar mejor la razón de expansión del universo [Firmani, 2007].



4.4 Formación de estructura 43

z

µ
(z

)

32.521.510.5

52

50

48

46

44

42

40

38

Figura 4.1: Observaciones de supernovas Ia. Se presenta una gráfica del modulo de distancia
µ(z) contra el corrimiento al rojo z para el caso de universo plano. Los puntos representan
5el conjunto de datos Gold [Riess et al, 2008]. La ĺınea sólida superior representa un modelo

dominado por constante cosmológica Ω
(0)
Λ = 1 mientras que la ĺınea punteada inferior

corresponde con un modelo dominado por materia Ω
(0)
M

= 1. El modelo de concordancia

observacional (Ω
(0)
M

,Ω
(0)
Λ ) = (0.3, 0.7) ΛCDM es el que mejor compatibilidad tiene con las

observaciones. En el modelo desarrollado en esta tesis, se ha mantenido fijo el parámetro de

materia en Ω
(0)
M

= 0.3 y se ha encontrado mediante un método de mı́nimos cuadrados que
el valor del ı́ndice de curvatura de la función f(R) ∝ Rn que mejor ajusta las observaciones
es n = 1.70.

4.4. Formación de estructura

Uno de los problemas fundamentales del ámbito astrof́ısico es dar justificación al pro-
ceso de formación de las galaxias y la estructura a gran escala en el universo. Dicho evento
no está exento de visualizar a una teoŕıa de gravitación como ingrediente principal. El
proceso de la formación de estructura a gran escala considera como punto fundamental
el colapso gravitacional de pequeñas inhomogeneidades en densidad hacia estructuras cos-
mológicas de mayor escala. Dichas inhomogeneidades habŕıan sido dejadas por el periodo
inflacionario. En este proceso, el balance entre materia sin presión y constante cosmológica
juega un papel importante. De hecho, como hemos visto, esta última corresponde a una
densidad de enerǵıa que está uniformemente distribuida en todo el espacio-tiempo, es decir,
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no manifiesta variaciones en ninguna escala. Aśı, en el lapso temporal en el que domina la
materia sobre la constante cosmológica, la amplificación de las inhomogeneidades sembra-
das por el proceso inflacionario se ejemplifica con el creciemiento del contraste de densidad
δ(a). En el intervalo en el cual δ ≪ 1 se dice que se tiene un régimen lineal de formación
de estructura, donde las ecuaciones que describen el fenómeno se aproximan a ecuaciones
diferenciales lineales. Tal aproximación no es valida en el régimen δ ≈ 1 donde se presenta
una transición a la no linealidad en el proceso de formación de estructura. F́ısicamente,
para un parámetro de curvatura Ωκ fijo, incrementar el valor de ΩΛ disminuye el valor de
ΩM que a la postre es la cantidad de materia disponible para colapso gravitacional. Debido
a que el modelo inflacionario constituye un modelo de condiciones iniciales que reproduce
Ωκ = 0 con gran precisión, entonces la relación de aplanado del universo se presenta como
ΩM + ΩΛ = 1, lo que da un indicio de que la presencia de la constante cosmológica influye
en los procesos de formación de estructura.

En el régimen de escalas cosmológicas cortas, donde el ĺımite newtoniano es aplicable,
la ecuación de movimiento para las fluctuaciones en densidad del tipo i (e.g. materia sin
presión, radiación, etc.) es [Padmanabhan, 1993]

δ̈i + 2Hδ̇i −
v2
i

a2
k2δi = 4πG

∑

B

ρBδB , (4.25)

donde vi es la velocidad del sonido, H = ȧ/a y la suma del miembro derecho es sobre
todas las componentes energéticas presentes. Aqúı cabe hacer notar que en el caso de la
constante cosmológica, ρΛ no cambia con el tiempo y por ende no tiene fluctuación asociada.
La situación se simplifica cuando asumimos que solo una componente, por ejemplo materia
sin presión, domina sobre las demás. Debido a que dicha componente carece de presión,
como la velocidad del sonido vi es proporcional a la presión, ésta es necesariamente nula y
por lo tanto en el dominio de materia sin presión, la ecuación de evolución se reduce a

δ̈ + 2Hδ̇ = 4πGρδ. (4.26)

La solución de esta ecuación es [Heath, 1977, Dodelson, 2003]

δ(a) =
5

2
Ω

(0)
M

H(a)

H0

∫

a

0

dā

(āH(ā)/H0)
3 . (4.27)

Esta solución está normalizada a recuperar el comportamiento conocido δ(a) = a ∝ t2/3

cuando Ω
(0)
M

= 1. Tal situación enfatiza el hecho de que diferentes valores de los parámetros

Ω
(0)
M

y Ω
(0)
Λ llevan a diferentes evoluciones temporales hasta el presente (a = 1) del con-

traste de densidad de formación de estructura. Para un modelo de universo plano, a mayor
presencia de constante cosmologica se tiene menor cantidad de materia sin presión, la cual
es la que presenta la susceptibilidad a generar el colapso. Esto cataloga a la constante
cosmológica como un inhibidor del proceso de formación de estructura. En la Figura 2 se
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presentan los resultados de analizar el proceso de formación de estructura (en el régimen
lineal) al interior de la teoŕıa de gravedad modificada abordada en este trabajo. Se lleva a
cabo una comparación entre el modelo de dominación total de materia y el modelo ΛCDM
con el modelo obtenido del mejor ajuste a los datos de las supernovas.
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Figura 4.2: Evolución del contraste en densidad en un modelo de universo plano (κ = 0).
Se presentan los modelos dominados por materia (ĺınea sólida) en comparación al modelo
ΛCDM (ĺınea punteada larga). Se enfatiza que la presencia de la constante cosmológica
es un inhibidor del proceso de formación de estructura, teniendo más susceptibilidad a
generarse en un modelo de dominación total de materia. Se realiza la comparación con el
modelo del mejor ajuste a los datos de las supernovas (ĺınea punteada corta) desarrollado
en este trabajo, dando cuenta que a épocas tempranas el crecimiento de la inhomogeneidad
es muy pequeño, alcanzando un comportamiento similar al del modelo ΛCDM a épocas
tard́ıas. Otro aspecto que no se puede pasar por alto es que Una conclusión de este hecho
es que una modificación a la gravitación como la expuesta en este trabajo tiene muy poca
tendencia a formar estructura a épocas tempranas.
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4.5. Lentes gravitacionales

A lo largo del estudio de la enerǵıa oscura diversa fenomenoloǵıa astrof́ısica ha ido sur-
giendo con la finalidad de tener diferentes frentes de estudio al problema. Uno de ellos muy
vinculado también al problema de la materia oscura es el fenómeno de lente gravitacional.
Tal evento está caracterizado por ser una manifestación astronómica de la teoŕıa general de
la relatividad. El fenómeno de lente gravitacional ocurre cuando la luz proveniente de una
fuente astronómica lejana (por ejemplo un cuasar) pasa en su camino a nuestro punto de
observacion en la tierra por un objeto de escala de masa muy grande, siendo un cúmulo de
galaxias el arquetipo de ello. Ante tal suceso, como una de las predicciones de la relatividad
general es que la luz manifestaŕıa cierta desviación al pasar cerca de cuerpos muy masivos.
El objeto astrof́ısico reproduciŕıa entonces el efecto de una lente óptica y de esa manera
la imagen del cuasar ante nuestro proceso de observación generaŕıa cierta distorsión, lo
que seŕıa en alguna manera el sello de la lente gravitacional. La presencia de la constante
cosmológica tiene impacto sobre este hecho. A nivel cualitativo, podemos esperar que el
fenómeno de lente gravitacional esté vinculado al balance entre materia y constante cos-
mológica, la cual influye en la razón de expansión del universo. Se ha postulado [Fukugita
et al., 1992] que un efecto de la presencia de una constante cosmológica es cambiar la pro-
babilidad de que los cuasares experimenten el fenómeno de lente gravitacional ocasionado
por todas las galaxias que se encuentran a lo largo de la ĺınea de visión. La presencia de
lentes gravitacionales y su estudio en cierta manera sondea el volumen de espacio a un
corrimiento al rojo dado. Ello manifiesta dependencia en los parámetros cosmológicos, co-
mo veremos más adelante. En su sentido más estricto, la probabilidad de que un cuasar
experimente el fenómeno de lente gravitacional depende del potencial gravitacional de las
galaxias que han de ser el lente, aśı como de su densidad absoluta. Una herramienta de
tipo estad́ıstica que ha resultado más útil es analizar la probabilidad de que un cuasar ex-
perimente un lente gravitacional debido a un conjunto de galaxias, modeladas como esferas
isotérmicas, de densidad comovil constante. Tal probabilidad es medida respecto al caso

Ω
(0)
M

= 1,Ω
(0)
Λ = 0 y viene dada por la ecuación [Fukugita et al., 1992, Carroll et al, 1992]

Plens =
15

4

(

1 + (1 + zs)
−1/2

)

−3
∫

zs

0

H2
0 (1 + z)2

H(z)/H0

[

dA(0, z)dA(z, zs)

dA(0, zs)

]2

dz. (4.28)

El factor previo a la integral es el responsable de la normalización, es decir, Plens = 1 cuando

Ω
(0)
M

= 1. El corrimiento al rojo de la fuente está dado por zs y la función dA(z1, z2) es
la distancia angular entre los corrimientos al rojo z1 y z2, que en el caso del modelo de
universo plano tiene la forma [Longair, 2008]

dA(z1, z2) =
1

1 + z2

∫

z2

z1

dz

H(z)
. (4.29)

En la Figura 4.4 se grafica Plens para un modelo de universo plano y considerando fuentes
localizadas a zs = 2. Se puede observar que es aproximadamente 12 veces más probable
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sufrir fenómeno de lente gravitacional en un universo dominado con constante cosmológica
respecto a uno dominado por materia. Tal probabilidad disminuye si aumenta el parámetro

Ω
(0)
M

. De hecho, para el modelo de concordancia observacional Ω
(0)
M

= 0.3, es 2.93 veces más

probable sufrir lente gravitacional que en un modelo con modelo Ω
(0)
M

= 1. Con el modelo
de gravedad métrica emanado del mejor ajuste a los datos de supernova, con un exponente
de curvatura n = 1.70 se ha calculado el valor de la probabilidad citada, obteniendo

Plens

(

Ω
(0)
M

= 0.3, n = 1.70
)

= 3.00 (4.30)

el cual se asemeja en gran medida al modelo de concordancia observacional. La ecuación
(4.28) cuantifica las modificaciones que la geometŕıa del espacio-tiempo, parametrizada por

Ω
(0)
M

y Ω
(0)
Λ , hacen sobre las trayectorias de rayos de luz dentro del modelo cosmológico.

Debido a la gran magnificación de la probabilidad para modelos de universo con bajo Ω
(0)
M

,
el fenómeno de lente gravitacional se establece como un serio aspirante para poner ĺımites

sobre el valor de Ω
(0)
Λ . De hecho, la sensibilidad del fenómeno de lente gravitacional a la

enerǵıa oscura responde al hecho de que a mayor presencia de la constante cosmológica la
razón de expansión del universo aumenta, con lo cual su tamaño crece. Ante tal evento la
materia debe distribuirse de manera mucho más homogenea y con ello la luz que ha de
experimentar el fenómeno de lente gravitacional debe viajar una mayor distancia ante una
mayor cantidad de materia candidata a ser lente gravitacional.

4.6. Number counts

Para la teoŕıa de la relatividad general, materia y geometŕıa tienen un lazo muy es-
trecho, en tal sentido es de esperarse que sondeando la cantidad de materia visible en el
universo podŕıa darse una idea de la geometŕıa global del mismo, siendo las galaxias el ob-
jeto fundamental que marca la estructura en el cosmos. Esta es la idea detrás del concepto
de los “number counts” en cosmoloǵıa. Este conteo en número de objetos representa llevar
a cabo estudios de distribuciones en fuentes, t́ıpicamente galaxias, con cierta distribución
de luminosidad. Debido a que la luminosidad tiene dependencia en la distancia al objeto,
lo cual a su vez tiene dependencia en la razón de expansión del universo, entonces esto
constituye una herramienta para estudiar la dinámica cosmológica. [Weinberg, 2008]. Sin
embargo pudieran existir problemas debido a que las galaxias son entes que evolucionan en
una escala temporal aproximadamente igual o menor al tiempo de Hubble H−1

0 , además de
que no tienen una evolución temporal stándard [Coles, 2002]. Hacia el lado de la descrip-
ción global del universo, también debemos mencionar que la geometŕıa del espacio-tiempo
determina el volumen propio del universo en un intervalo de corrimiento al rojo entre z y
z + dz y que subtiende cierto ángulo sólido dΩ. Si además, la densidad de fuentes n(z),
por ejemplo galaxias, es asumida, entonces podemos establecer una comparación entre el
conteo de objetos y el volumen propio de espacio-tiempo. En la hipótesis de homogeneidad
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Figura 4.3: Probabilidad Plens de experimentar fenómeno de lente gravitacional por fuentes
localizadas a un redshift zs = 2 en un modelo de universo plano como función del parámetro

de densidad Ω
(0)
M

= 1 − Ω
(0)
Λ . Se observa que dicha probabilidad se magnifica en presencia

de una constante cosmológica.

e isotroṕıa a muy gran escala, se puede aproximar la distribución de fuentes por una fun-
ción continua del corrimiento al rojo z. El conteo del número de objetos dN por unidad
de ángulo sólido dΩ en el intervalo de corrimiento al rojo entre z y z + dz está dado por
[Padmanabhan, 2002]

dN

dΩdz
= n(z)

dV

dΩdz
=

n(z)

(1 + z)3
r2(z)

H(z)(1 + z)3
, (4.31)

donde el factor r(z) está dado por la ecuación

r(z) =
1

a0

∫

z

0

dz̄

H(z̄)
. (4.32)

De esta forma, lo anterior representa una forma de estimar la geometŕıa del universo dada
una distribución de fuentes n(z) y modelo de expansión H(z). En la figura 4.4 se muestran
varios modelos para el conteo de objetos en la aproximación del continuo con n(z) =
n0(1 + z)3a−3 y teniendo universo plano. Como agregado, se ha hecho una comparación
con el modelo de la gravedad métrica arrojado al mejor ajuste a las observaciones de
supernova, con n = 1.7 y se observa el mismo comportamiento cualitativo respecto del
modelo ΛCDM.
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Figura 4.4: Conteo de objetos dN por unidad de ángulo sólido dΩ en el intervalo dz como
funcion del corrimiento al rojo z. La ĺınea sólida representa el modelo ΛCDM. Se observa
el rasgo particular de un conteo que diverge para un modelo dominado por constante
cosmológica, firma de que dicho modelo se expande exponencialmente y tiene un volumen
que crece sin ĺımite.

Los fenómenos expuestos en este caṕıtulo simplemente mandan el mensaje de la po-
sibilidad de que el modelo cosmológica stándard continue siendo explorado, siempre con
la finalidad de que sus diferentes vertientes de estudio, básicamente orientadas hacia la
cosmoloǵıa observacional y la estructura a gran escala, manifiesten congruencia.





Conclusiones

En esta tesis se ha hecho una exposición del modelo cosmológico stándard fundamentado
en la teoŕıa de la relatividad general. Se han expuesto los principales problemas que dicho
modelo enfrenta desde la perspectiva teórica y observacional, resaltando al problema de la
enerǵıa oscura como uno de los más notables.

El problema de la enerǵıa oscura desde su estudio observacional hasta su modelaje en
el ámbito de la teoŕıa fue estudiado, exponiendo algunos modelos notables que están siendo
considerados en la actualidad, principalmente el campo de quintaesencia y fluidos exóticos.

La principal propuesta de este trabajo considera estudiar el modelaje del problema de
la enerǵıa oscura como una manifestación de una teoŕıa diferente a la relatividad general,
una en la cual el sector de curvatura recibe mucha mayor atención. Tal teoŕıa es conocida
como gravedad métrica f(R). Su motivación principal radica en que se carece de un argu-
mento de principios fundamentales del por qué la acción de la relatividad general debe ser
construida a partir del escalar más simple construible de la métrica y sus segundas deri-
vadas, a saber, el escalar de curvatura. En este sentido en las teoŕıas métricas, la acción
de la que emergen las ecuaciones de campo se considera una función arbitraria del escalar
de curvatura. Cuando dicha función es lineal se recuperan las ecuaciones de campo de la
relatividad general. Existen modelos de gravedad en los cuales se construyen escalares mas
complejos que el escalar de curvatura como pueden ser combinaciones lineales de contrac-
ciones de los tensores de Ricci y Riemann. Este proceder está motivado primordialmente
por aproximaciones a bajas enerǵıas de teoŕıas encaminadas a conectar la gravitación con
la mecánica cuántica, por ejemplo la teoŕıa de cuerdas. En este trabajo se utilizó de manera
particular una ley de potencias para la función de curvatura f ∝ Rn y sometimos dicho
modelo a diferentes pruebas vinculadas con las observaciones astrof́ısicas. Como resultado
de restringir n con las observaciones de supernovas tipo Ia, se obtiene que el el valor que
más se acerca a reproducir el modelo ΛCDM es n = 1.70 con un parámetro de densidad

Ω
(0)
M

= 0.3.

Para el caso del estudio de la formación de estructura, se consideró por hipótesis que
la ecuación de evolución de perturbaciones, la cual expresa la evolución temporal del cons-
traste de densidad de materia, preserva su forma (a primer orden) con respecto al caso
de relatividad general. Se realizó una comparación entre el modelo de dominacón total de
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materia, el ΛCDM y el modelo que mejor ajustó a los datos de la supernovas con n = 1.70.
Se observó que en el caso de la presencia de la constante cosmológica, ésta constituye un
factor inhibidor de la formación de estructura puesto que el crecimiento del contraste de
densidad disminuye. En el caso de la gravedad métrica, se observa que no es un buen mode-
lo generador de estructura, ya que su evolución genera un menor crecimiento del contraste
en densidad. A este respecto vale la pena mencionar que la hipótesis de la existencia de
materia oscura es también una hipótesis involucrada en la formación de estructura. Sin em-
bargo, vale la pena considerar una ĺınea de acción donde se tenga la posibilidd de modelar
la contribución de materia oscura ΩDM como una teoŕıa del tipo f(R).

En el caso de fenómeno de lente gravitacional, analizando la probabilidad de que un
cuasar experimente dicho fenómeno por un cuerpo de galaxias modeladas como esferas
isotérmicas, se obtuvo prácticamente la misma probabilidad de dicho evento en el modelo
ΛCDM en comparación con el modelo arrojado por el ajuste a las supernovas con n = 1.70.

Este trabajo representa la posibilidad de considerar extensiones de la teoŕıa general de
la relatividad mediante modificaciones al sector de curvatura y sus posibles aplicaciones a
la cosmoloǵıa. El analizar el problema de la enerǵıa oscura bajo esta perspectiva senta un
buen precedente de tal esfuerzo.



Apéndice A

Ecuaciones de campo en teoŕıas

f (R)

En esta sección vamos a deducir las ecuaciones de campo del modelo de gravedad f(R).
Para ello, partimos de la acción para el sector gravitacional, dada por

S[gµν ] =
1

16πG

∫

f(R)
√
−g d4

x. (A.1)

Recordando que R = gµνRµν , al tomar la variación de esta acción con respecto a la métrica
se obtiene

δS =
1

16πG

∫

[

f(R)δ
√
−g +

√
−gf ′(R)Rµνδgµν + f ′(R)gµνδRµν

]

d4
x (A.2)

=
1

16πG
(δS1 + δS2 + δS3) ,

donde se ha establecido una correspondencia obvia con cada uno de los términos de (A.2).
Usando la siguiente identidad para el determinante de la métrica [Carroll, 1997]

δ
√
−g = −

1

2

√
−ggµνδgµν , (A.3)

se obtiene que el primer término de (A.2) es

δS1 =

∫
[

−
1

2
f(R)gµν

]

δgµν
√
−g d4

x, (A.4)

mientras que inmediatamente la forma del segundo término es

δS2 =

∫

[

f ′(R)Rµν

]

δgµν
√
−g d4

x, (A.5)

53



54 Ecuaciones de campo en teoŕıas f(R)

las 2 ecuaciones anteriores ya tienen la forma requerida
∫

[· · ·] δgµν
√
−g d4

x, para manipu-
lar el tercer término, realizamos una doble integración por partes y el uso del teorema de
Gauss para eliminar términos a la frontera [Bertschinger, 2000], el resultado que se obtiene
es

δS3 =

∫

[

−∇µ∇νf
′(R) + �f ′(R)

]

δgµν
√
−g d4

x (A.6)

Si conjuntamos todos los términos e incorporamos la acción de materia, definiendo al tensor
de enerǵıa-momento mediante la ecuación [Carroll, 1997]

Tµν = −
2

√
−g

δSM

δgµν
, (A.7)

al anular la variación total, obtenemos las ecuaciones de campo de la gravitación f(R)

f ′(R)Rµν −
1

2
f(R)gµν −∇µ∇νf

′(R) + �f ′(R) = 8πGTµν , (A.8)

las cuales claramente recuperan las ecuaciones de campo de la relatividad general cuando
f(R) = R.
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