UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

APLICACION DE LA TRANSFORMADA
DE WATSON AL PROBLEMA DE ONDAS

OCEANICAS SOBRE UNA ESFERA
GIRATORIA

T E S I 5

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
FISICO
PRESENTA:
MAURICIO JAVIER DEL RAZO SARMINA

DIRECTOR DE TESIS:
DR. ANTONMARIA MINZONI ALESSIO

2010



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Aplicacién de la Transformada de Watson
al Problema de Ondas Oceanicas sobre
una Esfera Giratoria

Mauricio Javier del Razo Sarmina

Facultad de Ciencias, Agosto de 2010



1. Datos del Alumno
Del Razo

Sarmina

Mauricio Javier

58 12 60 92
Universidad Nacional
Auténoma de México
Facultad de Ciencias
Fisica

303596909

2. Datos del tutor
Dr.

Antonmaria
Minzoni

Alessio

3. Datos del sinodal 1
Dr.

Eugenio

Ley

Koo

4. Datos del sinodal 2
Dr.

Carlos

Malaga

Iguifiz

5. Datos del sinodal 3
Dr.

Ramoén Gabriel

Plaza

Villegas

6. Datos del sinodal 4
Dr.

David

Philip

Sanders

7. Datos del trabajo escrito

Aplicacién de la Transformada de Watson al Problema
de Ondas Oceénicas sobre una Esfera Giratoria.

166 p.
2010




VII

A mis padres y a mis hermanos.

“ No soy un santo. Al menos
que para ti un santo es un
pecador que simplemente
sigue esforzindose.”
Nelson Mandela.



Agradecimientos

”Lo mads terrible se aprende enseguida
y lo hermoso nos cuesta la vida.”
Sécrates.

Me resulta imposible agradecer a todas aquellas personas que me han apo-
yado durante mi formacién tanto personal como académica. A pesar de
que estos agradecimientos me parecen insuficientes, me gustarfa darle las
gracias, antes que a nadie, a mi madre Sandra, a quien le debo todo. Su
amor, carifio, cuidado y comprensién, no sélo conmigo sino con el resto
de la gente, han sido y seguirdn siendo mi mejor maestro. Su dedicacion,
esfuerzo, fortaleza, humildad, inteligencia y sabiduria estan presentes in-
cluso en las situaciones més adversas; me han abierto los ojos més de una
vez y con seguridad lo hardn de nuevo. Ella ha sido la mejor madre y sin
duda la méds completa, su ejemplo siempre serd una meta en el horizonte.
También me gustaria agradecer con muy especial carifio a mi padre, Victor,
quien, a pesar de no poder tener un contacto tan continuo conmigo, me co-
noce demasiado y siempre tiene un sabio y bondadoso consejo a la mano.
Gracias a él aprendi una de las lecciones mds importantes en mi vida: que
el humor, la humildad y el carifio son esenciales en la vida diaria. Sin €I,
yo no serfa quien soy y nada de esto seria posible. Mamad, papa, gracias
por ensefiarme lo hermoso, yo sé que les ha costado la vida aprenderlo y
ensefidrmelo.

Gracias también a toda mi familia, cuya unidad y felicidad siempre me ha
brindado seguridad. A mis hermanos, Jose Victor y Carlos, que han sido
amigos, padres, enemigos, consejeros, bancos, choferes, maestros, costales
de box, guardianes y cantidad de cosas, no me imagino la vida sin ustedes.
A mi tfa y a mi tio, Zahia y Ricardo Trabulsi, que me han dado diversién,
hobbies, trabajo, consejos, platicas, albergue y muchas cosas mds, no saben

IX



X Capitulo 0. Agradecimientos

cuanto aprecio todo lo que han hecho por mi. A mi mama grande, que se
enoja si le digo abuela, me faltan palabras para agradecerte, gracias por
siempre cuidar de mi. A mis primitos, Nicolas y Mateo Trabulsi, gracias
por el simple hecho de existir y recordarme la alegria de la infancia. A mi
Yeddo, gracias por los buenos recuerdos; el sélo recordar tu cara me hace
sonreir. A Avi, gracias por tu incondicional amor y carifio.

Esta resolucién fue posible gracias a la Facultad de Ciencias de la Uni-
versidad Nacional Autonoma de México. En especial, quisiera agradecer a
algunos de los profesores que tuve la oportunidad de conocer alli durante
mis estudios. Particularmente me gustarfa agradecer a mi profesor, Anton-
maria Minzoni, por todo el apoyo que me ha dado y la confianza que me
tiene. No s6lo me ha dado muy buenas lecciones de fisica y matemaéticas,
también me ha dado lecciones de vida que jamas olvidaré. Recuerdo sus
clases como las mds divertidas e interesantes de toda la carrera, de éstas
nacié mi gusto por las matematicas aplicadas. También quisiera agradecer
a mis sinodales, quienes son excelentes profesores y muy buenas perso-
nas. A Ramoén Plaza, por siempre considerarme, acogerme e inspirarme
confianza. A David Sanders, por siempre recibirme con una sonrisa, y por
mostrarme que la fisica estadistica puede ser muy interesante sin tener que
ser un dolor de cabeza. A Eugenio Ley Koo, por sus excelentes clases y
su continua preocupacién en que entienda. A Carlos Mélaga, por todo su
apoyo y preocupacién durante el proceso de correcciones. Gracias por sus
comentarios y sugerencias que me ayudaron a entender mds y a mejorar es-
te trabajo. Finalmente, me gustarfa agradecer a Ricardo Méndez Fragoso,
Maria del Carmen Jorge y Jorge, Maria de los Angeles Ortiz Flores, Edgar
Vazquez Luis y Miguel Alcubierre Moya, entre otros, cuyas clases recuerdo
con mucho carifio.

Por dltimo, quiero darle las gracias a todos mis amigos y amistades, us-
tedes saben quiénes son. A mis amigos de la prepa, en especial Marquez,
Borro, Ricky, Alan y Carlos, que més que amigos ya son como hermanos.
Sin ellos, la vida tendria mucho menos sentido. A mis amigos de la carre-
ra, que han hecho de mis dias en la facultad los mejores que pudiese haber
deseado. Gracias amigos, yo no seria quien soy si no fuera por su confian-
za, amistad y apoyo.

Mauricio J. del Razo Sarmina
Agosto 2010.



indice general

Agradecimientos

Introduccién

I Difraccién de Ondas Eléctricas por la Tierra

1. Planteamiento y solucién del problema

1.1. Planteamiento del problema . . . . ... ... ... ......
1.2. PotencialesdeDebye . . . .. ... ... ... ... .....
1.3. Laecuacionde Helmholtz . . . .. ... ... ... .....
1.4. Solucién con frontera esférica conductora . . . . . ... ...
1.5. Wronskianos y la identidad de Abel . . . .. ... ... ...
1.6. Aproximacion del Conductor Perfecto . . . . ... ... ...

. La transformada de Watson de IT

21. Elcontorno . . . . . . . . . . e e
2.1.1. Laaproximaciéonde Laplace. . . . ... ... ... ..
22. Latransformada . . . .. ... ... ... . ... ... .. ...

. Los ceros de ¢

3.1. Otra representacién integral de las funciones de Hankel . . .
3.2. Aplicando el método del descenso més rdpido . . . . . . ..
3.2.1. Aplicando el métodode Newton . . . . . .. ... ..
3.22. Bifurcaciones . ... ... ... .. ... . .. ...
3.23. Elplanoyyelplanon/x . . ... ... ... ......
3.24. Larepresentacién asintdtica . . . . .. ... ... ...
33. Losceros . ... ... ... ...

IX

XI

17
18
20
25



v

INDICE GENERAL

II

.Y la Fisica?

4.1. LOSCEIrOS . . v v v v i e e e e e e e e e e e e e e
42. OndasalrededordelaTierra. . . .. ... ... ... .....
4.3. Pulsos alrededordelaTierra. . . . ... ... .........
44. Otrosresultados . . . . . . ... ... .. ... ...

Ondas Ocednicas sobre una Esfera Giratoria

Ecuaciones de Movimiento
5.1. EcuacionesdeEuler. . . ... ... . ... ... ... .....
5.2. Ecuacién de Vorticidad Bidimensional . . . . ... ... ...

Soluciones a la ecuacién de vorticidad

6.1. Una solucién particularenlaesfera. . . . . . ... ... ...

6.2. Soluciones en el plano tangente . . . . . ... ... ... ...
6.2.1. Larelacién de dispersion para ondas planas . . . . .
6.2.2. Empleando Series de Fouriereny. . . ... ... ...
6.2.3. Empleando la Transformada de Fouriereny. . . . . .
6.2.4. Empleando Series de Fourierenx. . . ... ... ...
6.2.5. Empleando la Transformada de Fourieren x. . . . . .

6.3. Unasolucién generalenlaesfera . . . ... ....... ...

La transformada de Watson

7.1. Enlasolucién particularenlaesfera. . . . .. ... ... ...
7.2. Enla solucién obtenida con series de Fouriereny. . . . . ..
7.3. Enla solucién obtenida con series de Fourieren x. . . . . . .
74. Enlasolucién generalenlaesfera. . ... ...........
7.5. (Enquésoluciones? . . . . ... ... ... L

Conclusiones

A.

Desarrollo en Ondas Esféricas Centradas en el Origen
A.l. Un Primer Desarrollo . . . . ... ...... ... .......
A.2. El Desarrollo en Ondas Esféricas . . . ... ..........

Programa

Grificas de los Contornos

47
47
49
50
55

57

59
59
63

69

125

131
131
133

139

143



Introduccion

En el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias, de las ecuaciones
diferenciales parciales y de la fisica en general es usual encontrarse con
soluciones en forma de series. Estas series suelen incluir desde funciones
trigonométricas hasta funciones especiales y factoriales. Dada la compleji-
dad de estas soluciones, no es garantia su rdpida convergencia . Ademads,
en algunos casos, la interpretacion fisica de las soluciones escritas en esta
forma puede ser engafiosa y dificil de abstraer.

El problema clésico de la difraccién de ondas eléctricas por la Tierra fue
uno de estos problemas. La convergencia de la solucién es sumamente
lenta y extraer la interpretacion fisica no es tarea facil. Como menciona-
remos mds adelante, este problema fue tratado por grandes mentes como
Poincaré, Heaviside y Sommerfeld sin mucho éxito. No fue hasta 1918 que
G.N. Watson lo resolvi6 utilizando un método que ahora se conoce como la
Transformada de Watson, la cual transforma la serie en otra serie que con-
verge mucho més rdpidamente. La solucién obtenida por Watson requiere
tan s6lo dos términos de la serie para obtener resultados semejantes a los
que se obtenian con 8000 términos de la serie original'. Como consecuen-
cia, la solucion de Watson arrojaba resultados fisicos que resultaban mucho
mads apropiados para describir el fenémeno experimentalmente. Mds atin,
la nueva serie es mucho maés facil de interpretar fisicamente.

El presente trabajo consiste en dos partes, al inicio de cada una se presenta
una introduccién més detallada. La primera es una versién detallada del
articulo de 1918 [24], dentro del contexto y los intereses de esta tesis, en el
que Watson resuelve el problema de la difraccién de ondas eléctricas por
la Tierra. Los objetivos que se pretenden cubrir en esta primera parte son
varios. Primero, pretende poner al alcance de estudiantes a nivel Licen-

1Ver el articulo [12].
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XI1I Capitulo 0. Introduccién

ciatura el primer trabajo en el que se emple6 la transformada de Watson,
ya que el articulo original no es facil de leer y no explica con detalle los
célculos realizados. Segundo, el estudio detallado del problema nos da la
pauta sobre cémo y bajo qué circunstancias se puede emplear la Transfor-
mada de Watson, por lo cual este estudio nos sirve para comprender mejor
el empleo y funcionamiento de la transformada. Finalmente, se realiza una
interpretacion fisica bastante méds completa de la realizada por Watson, con
el fin de mostrar el poder de la transformada y establecer un punto de re-
ferencia para poder comparar con futuros trabajos, como lo intenta ser la
segunda parte de esta tesis. En esta parte reconocemos la importancia de
las singularidades en las soluciones en torno a la transformada de Watson,
las cuales a su vez estdn asociadas a la funcién de Green y a la topologia
del problema.

La segunda parte trata sobre las ondas oceanicas sobre una esfera gira-
toria. Se deduce un modelo sencillo bidimensional con el que se pueden
describir las ondas planetarias u ondas de Rossby. Estas ondas son conse-
cuencia principalmente de la fuerza de Coriolis y son trascendentales para
el entendimiento y prediccién de los cambios climaticos en la Tierra. Pri-
mero se toma la ecuacién bidimensional sobre la esfera recién obtenida,
cuya solucién nos ayuda a entender fisicamente las ondas de Rossby, pero
desafortunadamente no tiene singularidades y no resulta ttil para hacer la
transformada de Watson como veremos en el capitulo 7. El hecho de que
no tuviera singularidades era de esperarse, ya que no obtuvimos la funcién
de Green de la ecuacién. Incluso si lo hubiésemos hecho, tampoco habria
tenido singularidades ya que la solucién se puede expresar en términos de
armonicos esféricos, los cuales son de cuadrado integrable. Dado que la
transformada de Watson no se pudo aplicar, se toma la ecuacién sobre un
plano tangente a la esfera con tal de buscar mds soluciones en las que se
pueda intentar aplicar la transformada. La aproximacién del plano tangen-
te es ampliamente usada en oceanografia, ya que retiene mucha informa-
cién sobre la variacion del pardmetro de Coriolis en el espacio. Como nos
interesan las ondas de Rossby que son originadas por la fuerza de Coriolis,
esta aproximacién resulta de gran utilidad para extraer informacién sobre
las ondas oceédnicas sobre una esfera giratoria. También es importante re-
conocer sus limitaciones, no solamente generales, si no en el contexto de
la transformada de Watson. El emplear el plano tangente nos puede dar
informacién sobre fenémenos locales en la esfera, pero no globales. Esto se
debe a la geometria misma y a que las condiciones de frontera cambian de
un caso a otro, mientras en la esfera son periddicas, en el plano pueden to-
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marse como nulas en infinito o de muchas otras maneras como se vera en
el capitulo seis. En el contexto de la transformada de Watson, al emplear
la aproximacién del plano tangente, se esta perdiendo la topologia en la
cual ya sabemos que si funciona la transformada de Watson. En otras pa-
labras, al pasar de la esfera al plano, se cambi6 la topologia del problema,
por lo tanto también la funcién de Green y las singularidades asociadas a
ésta, las cuales sabemos son fundamentales para la transformada de Wat-
son. Por el otro lado, se va a explorar qué informacién podemos obtener
al intentar emplear la transformada de Watson en las soluciones sobre el
plano tangente. Finalmente, se emplea una generalizacion a tres dimensio-
nes de la ecuacién bidimensional sobre la esfera que se tenia, ecuacién que
no se deduce en este trabajo y que describe ondas de Rossby en un fluido
estratificado. En este caso la solucién se parece mucho a la obtenida en la
primera parte del trabajo y plantea la posibilidad de emplear la transfor-
mada de Watson de manera andloga a la primera parte. Aunque se anali-
zan muchos aspectos de esta tltima solucién en torno a la transformada
de Watson, en especial en torno a los efectos de la relacién de dispersion,
se deja como un problema abierto ya que no se ha estudiado con el detalle
que se requiere, ni la fisica de la ecuacién generalizada, ni la posibilidad de
hacer la transformada de Watson.

El objetivo de esta segunda parte es solucionar y entender fisicamente el
problema, para después intentar aplicarle la Transformada de Watson a las
soluciones en las que se pueda intentar y observar las dificultades que pue-
den surgir en el proceso, ademds de entender un poco mds sobre cudndo
es conveniente aplicarla y cudndo es posible emplearla.

El objetivo general de la tesis es promover el uso y la comprensién de la
transformada de Watson a alumnos y cientificos ajenos al método, ya que,
aplicado en &reas inexploradas, puede llevar a nuevos descubrimientos
cientificos, como ya lo hizo en el caso de las ondas eléctricas difractadas
por la Tierra. A continuacién se presenta un ejemplo sencillo de la Trans-
formada de Watson para familiarizar al lector con el método.

La transformada de Watson: Un ejemplo sencillo

A continuacién daremos un ejemplo sencillo de la transformada de Wat-
son para familiarizar al lector con el método. Esencialmente, transforma
una suma infinita a otra suma infinita méds conveniente para el problema
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en cuestiéon. Por lo general, resulta mds conveniente en el sentido de que
converge mads rdpido. La transformacién se logra escribiendo la suma in-
finita como una integral compleja. Después, se deforma el contorno de la
integral compleja y se obtiene otra suma infinita. Veamos un ejemplo, sa-
bemos del electromagnetismo que el desarrollo multipolar es

s n
Vo)== (%) Patcoston, 1)
ai\a

donde P, son los polinomios de Legendre y V es el potencial electrostético.
Por ahora, la fisica no es muy importante, sélo queremos dar un ejemplo
de la transformada. Es importante notar que esta suma s6lo converge para
r < a. Empleando que P,(—cos()) = (—1)"P,(cos()), para n entero, se tiene
que

V=S () carp-cos. el

n=0

Usando el teorema de los residuos de Cauchy?, vamos a comprobar que
podemos reescribir esa suma infinita como

= [(5) P coston

Vv ,
sin(sm)

" 2ia Je

con C encerrando los polos del integrando en el eje real positivo, es decir,
encerrando los ceros de sin(sm), s = 0,1,2,3,.... Podemos ver C en la figura

M.

Calculemos la integral para verificar que en efecto obtenemos la suma (2).
Como los polos de un integrando de la forma f(s)/g(s) estdn en g(s,) =0y
sus residuos se calculan como f(s,)/g’(s,), podemos emplear el teorema de
los residuos de Cauchy, obteniendo que

v 1 (2)‘Y P.(= cos(®)) ds 2mi Z

- ia c sin(sm) - 2ia

Sn

(-) P, (~ cos(6))

7T coS($,7)

Y como s, son los polos que encierra C, entonces s, = 0, 1,2,3,.... Sustitu-
yendo, se sigue que

1

V=— (g)s Py(—cos(6)) d
c

s
sin(sm)

" 2ia

= é ; (g)n P, (—cos(8))(-1)",

2 fc f(2)dz = 2mi 3, Residuos(f(z)), C orientado positivo. Ver [3].
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Figura 1: Contorno C

donde recuperamos (2). Ahora hagamos la transformada, para esto toma-
remos la misma integral sobre otro contorno conveniente. El contorno ele-
gido completo Cy = C + AB + C2 + MN se muestra en la figura (2).

[o0]

Lt
5 e .
<« .2 C A
—-— p———=
e O e e >
/_/ ‘\\~ Ref[s]
M T
~. P
—_

Figura 2: Deformacién del Contorno

Por consiguiente, fC;- = fc + fA . fc2 + fMN, donde por brevedad no escri-

bimos el integrando. Usando nuevamente el teorema de los residuos po-

demos ver que fCr =0, ya que Cr no encierra ningtn polo del integrando.

También ocurre que, cuando mandamos el contorno Cy — oo, las integrales
. 3 2 _ .

fA sy fMN tienden a cero’. Sélo queda fc + fcz =0, es decir

\% ! (2)5 P(—cos(6))— s __1 fcz (f)s P(—cos(6))— ds

~ 2ia c sin(sm)  2ia a sin(sm)”

3Esto se prueba més adelante en un ejemplo muy similar.
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Notemos que C2 estd orientado en sentido negativo. Para poder usar el teo-
rema de Cauchy, requerimos que esté orientado en sentido positivo (con-
trario a las manecillas del reloj). Llamemos C2’ al contorno orientado en

sentido positivo de modo que fcz =- fcz" entonces
1 s d

V=— (Z) Py(—cos(0))— .

2ia Jor \a sin(sm)

Finalmente, se puede ver en la figura (2), que C2’ encierra los polos del inte-
grando s = —1,-2,-3,.... Aplicando el teorema de los residuos de Cauchy
una tdltima vez obtenemos que

1—00

v=- ,;1 (2) Po(=cos(@)(=1)" |

Este es el resultado de usar la transformada de Watson. Obsérvese que aho-
ra la suma si converge para r > a. En este caso la suma obtenida es muy
similar en forma a la original, pero en general esto no necesariamente ocu-
rre.

Es importante notar que el contorno se puede deformar de mdltiples for-
mas y aun asi obtener el mismo resultado, no hay una regla general. En
gran medida esta deformacion estara limitada por el problema en cuestion.



Parte I

Difraccion de Ondas
Eléctricas por la Tierra

"Una mirada hacia atrds vale
mds que una hacia adelante.”
Arquimedes.






Capitulo 1

Planteamiento y solucién
del problema

Entre 1885 y 1889 Heinrich Rudolph Hertz pudo transmitir y recibir ondas
electromagnéticas de radio! en el laboratorio. Ademds, probé experimen-
talmente que estas ondas se reflejan y refractan siguiendo las leyes de la
6ptica geométrica. Su dispositivo experimental para transmitir ondas re-
sulta muy interesante y sencillo; un ejemplo de este dispositivo se puede
apreciar en la figura (1.1a).

lacas del
== Condensador
Abiertas
el =
= =
= gl|E
o o | =
g2
=4 sferas
y: = Metalicas
/
Transformador
(a) Circuito de Antena (b) Campo Dipolar de circuito LC

Figura 1.1: Antena Dipolar

El dispositivo somete a unas esferas metalicas separadas, a una diferencia

Longitud de onda grande.
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de potencial muy alta; la diferencia de potencial oscila por la estructura del
circuito. Cuando esta diferencia de potencial es lo suficientemente grande,
se genera una chispa entre las esferas, la cual genera una corriente. Esta
corriente pasa por las placas abiertas del condensador y oscila al igual que
la diferencia de potencial. Las placas abiertas acttian como antena dipolar
transmitiendo ondas electromagnéticas.

¢(Por qué las esferas metélicas estdn separadas? Sabemos que para generar
radiacién electromagnética, con suficiente intensidad, se requiere acelerar
mucho cargas o corrientes. Las esferas metalicas separadas se encuentran
sometidas a una diferencia de potencial alta, lo cual las lleva a sufrir una
descarga stibita, una chispa, como los rayos en las tormentas. Resulta evi-
dente que esta descarga stbita es en efecto una corriente (o cargas) muy
acelerada; considerando que la diferencia de potencial oscila, nuestro dis-
positivo radfa continuamente.

Muy primitivamente se puede pensar al dispositivo como un inductor y
un condensador en serie (circuito LC). El condensador se abre como en la
figura (1.1b) obteniendo un campo dipolar eléctrico que oscila. Las lineas
azules en la figura (1.1b) representan el campo eléctrico y las rojas el cam-
po magnético. Ya que producen un campo dipolar que oscila, a estos dis-
positivos y a sus variaciones se les suele llamar antena dipolar, oscilador
Hertziano, dipolo de Hertz, etc.

En 1901 Gugliemo Marconi logré hacer la pri-
mer transferencia de radio transatldntica usan-
do estos dispositivos. Marconi pudo mandar
una sefial de radio desde Inglaterra hasta
Canadd, cubriendo aproximadamente un sex-
to de la circunferencia terrestre. Antes de es-
te logro, muchos matemdticos habian predi-
cho que la curvatura de la Tierra no permi-
tiria el paso de las ondas después de cier-
ta distancia. Lo anterior resulta de pensar a
Figura 1.2: Onda Li- l/as .ondas el/ec’.cromagnéticas li/mitadas por la

6ptica geométrica, como un laser (ver figura

(1.2)).

mitada

Los cientificos no entendfan bien lo que ocurria. Surgieron dos teorfas prin-
cipales: la primera planteaba explicar el fendmeno usando la difraccién de
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las ondas por la Tierra, y la segunda planteaba explicarlo mediante la refle-
xién de las ondas entre la superficie de la Tierra y la atmdsfera. Durante 15
afios muchos cientificos, entre ellos Poincaré, Nicholson, MacDonald, Lo-
ve, Sommerfeld, Zenneck, March, Rybczynski, Heaviside, Kennely, Austin,
Eecles, el mismo Marconi y varios mds, intentaron resolver el problema.
Ninguno pudo resolverlo satisfactoriamente, pero si establecieron la pau-
ta para que en 1918 G. N. Watson lo resolviera. La diferencia esencial en-
tre el trabajo de Watson y los trabajos anteriores consiste en el empleo de
la transformada de Watson. A continuacién, en los capitulos 1,2,3 y 4, se
presentara una versién simplificada y detallada del articulo publicado en
1918[24], asi como una interpretacion fisica mas completa del trabajo.

1.1. Planteamiento del problema

Suponemos a la Tierra un conductor homogéneo imperfecto esférico con
radio a. Esta se encuentra rodeada de un dieléctrico homogéneo. Se coloca
una antena dipolar, como la mencionada en la introduccién, a una distancia
b > a en el gje z. La antena emite con periodo T = 2x/w. Ver figura (1.3).

Dieléctrico

y Tierra

Figura 1.3: Tierra y Antena Dipolar

Como las ondas de radio emitidas son electromagnéticas, cumplen con las
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ecuaciones de Maxwell (para dieléctricos y en unidades Gaussianas o cgs),

Vxﬁ+1a—B:o; V-B=0;
c ot
10D 4 R
Vxﬁ———:—ﬂaﬁ V-D =4np,
c ot c

donde F es el campo eléctrico, Bel campo magnetico, c la velocidad de la
luz y se utiliz6 la ley de ohm J = o-ﬁ, con o la conductividad. Ahora bien,
como la antena es armonica en el tiempo, separamos variables de modo
que

E®,1) = Eo(De™ B(x,1) = By(D)e™". (1.1)

Asi pues, podemos hacer explicita la derivada respecto al tiempo en la ley
de Faraday y en la ley de Ampére. Sustituyendo las derivadas respecto al
tiempo tenemos

w - WU - £
——B=—-——"H-= -y H,

c c

oy
I}

V %

- W = Y, N iwe Vi¥ig = -
VXH=—D+ —0cE=(—+ —0)E =pE,
c c c c
donde utilizamos DB = €E y B = uH, con e la permitividad eléctrica y u
la permeabilidad magnética’. Ademds, tomamos y = =X y g = € 4 ¥
Notemos que estas ecuaciones estan escritas para E y H en funcién de la
posicién y del tiempo. Dividiendo toda la ecuacién entre ¢, eliminamos

la dependencia en ¢ obteniendo

V % bjo = —’)/1‘70 V x 1‘7() = ﬁé) (12)

Estas dos serdn nuestras ecuaciones principales. No tomamos en cuenta las
ecuaciones de Maxwell con divergencia porque se cumplen automatica-
mente. Tomemos divergencia por ambos lados de estas ecuaciones. Como
la divergencia de un rotacional es cero, entonces V - li) =0yV- EO =0, esto
es consecuencia de suponer (1.1). Lo anterior aparenta ser contradictorio
con la ley de Gauss eléctrica. Sin embargo para tiempos largos no lo es, ya
que en el caso de conductores, p tiende a cero rdpidamente conforme avan-
za el tiempo. Probar esto es un ejercicio sencillo, se sugiere utilizar la ley de
Ampére y la ley de Gauss eléctrica para obtener una ecuacién diferencial
en p y después preguntarse como debe ser la conductividad.

ZPara esto supusimos que el material es isotrépico, al igual que en la ley de Ohm.
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1.2. Potenciales de Debye

En las ecuaciones que acabamos de deducir necesitamos encontrar 6 canti-
dades, 3 para Hy y 3 para E,. Vamos a reducir esas 6 a una sola, el potencial
eléctrico de Debye. Los potenciales de Debye son ampliamente usados en
optica y en problemas de difraccién de ondas electromagnéticas, en espe-
cial en aquellos problemas con topologia esférica, ver [2, pag. 759].De ahora
en adelante denotaremos a Hy y Ey simplemente como H y E. Escribiendo
(1.2) en coordenadas esféricas, tenemos

PE = — Siln(g) o Si';(gg)H¢ - a;g”], (1.3)
VH, = - S—irll(e) [8r sigéG)qu B 6{;59] 7 (1.4)
SE, - #n(a) ia;p, o sit;(rG)H(b]’ w5
]
yH, = _71 [agf" - 6@%]. (1.8)

Como nuestro campo sera emitido por una antena dipolar y esta alineado
con el eje z, resulta claro que H, = 0. Esto se ve muy claramente en la figura
(1.1b)>. Reescribiendo (1.5) y (1.7) se tiene

1 87‘H¢ 1 6"Hg

E:—— E:— .
PEe r or’ ﬂ¢r(9r

(1.9)

Sustituyendo Ey y E, de (1.9) en (1.8) y (1.6) respectivamente obtenemos

(9er¢
or?

OE, 0*rH, B OE,
kK*rHy = , 1.10
a0 7 a7 TN S og (1.10)

+k°rHy = -8

donde k*> = —By. Estas ecuaciones nos serviran mas adelante. Por otro lado,

como H, = 0 entonces por (1.4) [mig# - 3;? = 0. Por lo tanto, podemos

3De hecho sélo Hy # 0 . Esta suposicién no es necesaria para la construccién de los poten-
ciales de Debye, pero en este caso simplifica los célculos. Para una deduccién mas general ver
[2] pg.760, [22] o el articulo [17].
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escribir Eq y E, como gradientes de un escalar®. Entonces tenemos que

T W
T V00 Y rsin(@) d¢

Tomando U = ‘z;—rn, obtenemos

10711 1 041

b= arae’ * = Fsin(®) arop

A I se le conoce como el potencial eléctrico escalar de Debye’. Igualando
estas dos ecuaciones a (1.9) respectivamente e integrando respecto a r se
tiene que

orll orll
_ g r o B r

PV 7 Tsin@) 9¢

donde la constante de integracién se tomé como 0, ya que resulta irrele-
vante para que se cumplan las ecuaciones de Maxwell (1.9). Ya obtuvimos
cinco de las 6 componentes en funcién del potencial de Debye. Usando
(1.3), sustituimos Hy y Hy recién obtenidas y obtenemos la ultima compo-
nente

1 6

sin() W '

1 0 . oIl
E,» = _rsi—n(e) [%(SIH(Q)%) +

Por lo tanto los campos en funcién del potencial de Debye nos quedan
como:

-1 [osin@®% P11
E = — H, = 111
Fsin(@) [ 90 sin©)dg 0 1D
1 6%T1 B ol
Eo= o0 Hy= 55 =0 (112
1 &l ot
Eo= rsin(0) ordg Hy = _ﬁ%' (1.13)

4Esto es analogo al hecho de que si Vx f = 0 entonces f se puede escribir como el gradiente
de un potencial: f = V@, s6lo que en dos dimensiones sobre la superficie de una esfera.

SEs importante notar que Watson se refiere a IT como funcién Hertziana. Hay un potencial
que se llama potencial vectorial de Hertz. El potencial de Debye multiplicado por el vector
radial nos da la componente radial del vector de Hertz. Para un tratamiento muy completo
sobre los potenciales referirse a [17].
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Hy y E4 se igualaron a cero porque en nuestro problema hay simetrfa axial
respecto a ¢. Es decir, no hay dependencia alguna en ¢ y, consecuentemen-
te, las parciales respecto a ¢ tienen que ser cero. Es justamente esta simetria
y el hecho de que H, = 0lo que nos garantiza que el campo obtenido es un
campo dipolar®.

Asi el problema se reduce a encontrar el potencial II; veamos qué ecua-
cién debe de cumplir. Sustituimos las componentes obtenidas, E,, Hy y Hy,
en las dos ecuaciones (1.10). Integramos respecto a 6 y ¢ respectivamente
y se obtiene una misma ecuaciéon en ambos casos, lo cual implica que la
constante de integracion tiene que ser cero. La ecuacién obtenida es

’? B 1 [o, . ol 1 41
(ﬁ vk )(FH) = T rsin() [a_e(sm(g)%) " Sin®) 962 |

Acomodando términos,

1 6%11 1 a(.

AL S e =o,
F o " Psin() 90 +

r2 sin®(0) 0¢?
que es lo mismo que la ecuacién de onda estacionaria o la ecuacién de
Helmbholtz en coordenadas esféricas. Es decir:

VAT + K*T1 = 0. (1.14)

Ya sabemos qué ecuacién cumple II. Las condiciones de frontera se obtie-
nen trivialmente de las ecuaciones que relacionan los campos E y B con
el potencial de Debye. Una vez obtenida II, podemos obtener todas las
componentes de los campos. Asi hemos reducido nuestro problema a una
ecuacién de onda estacionaria con condiciones de frontera relativamente
simples. Las condiciones de frontera explicitas se obtendran més adelante.

sin(6) (9_1'[

. 1 41
a0

1.3. La ecuacion de Helmholtz

En nuestro problema queremos resolver la ecuaciéon de Helmholtz con una
fuente (antena) fuera del origen y una frontera esférica conductora. Un pri-
mer paso seria resolver estd ecuacién en el espacio libre con una fuente en
el origen. Tenemos

(V2 + k)G = 0. (1.15)

6Para ver como se puede obtener el campo dipolar ver [2, pag.85-87]. Una versién aproxi-
mada se puede ver en [7, pag.444-447].



10 Capitulo 1. Planteamiento y solucién del problema

Notemos que nuestra funcién no depende ni de 6 ni de ¢, ya que la antena
estd en el origen y ademds estamos en espacio libre. Resolvamos esta ecua-
cién. Utilizando el laplaciano en coordenadas esféricas nos permite escribir

10 (,0G\ .
ﬁa_r(rﬁ)-’-kG_o’

lo cual se transforma en
d2
rG” +2G' + kK*G = — (rG) + K*rG = 0.
dr?

Haciendo el cambio de variable G = rG, se reduce a

G +kG =0,
cuya solucién es G = Ae'*” + Be™*", con A y B constantes. Regresando a la
variable anterior queda
etkr e ikr
G=A—+8B .
r r

Despreciamos la onda que no se propaga hacia afuera, ya que tenemos
iwt

una fuente emisora. Tomando en cuenta el hecho de que usamos ¢™' como
funcién temporal s6lo nos queda

Esta funcion resulta ser singular en r = 0; en realidad es solucién a la ecua-
cién: (V2 +k3)G(r) = 4n6(r). De hecho, es la funcién de Green de la ecuacién
de Helmholtz en espacio libre (Ver [13, 7-24 pag.400]).

(Qué pasa si ahora la antena no esta en el origen? Hagamos una trasla-
cién. La distancia entre la antena (origen) y el punto donde evaluamos la
funcién es r. Si movemos el oscilador del origen a un punto 7 y el punto
de evaluacion lo llamamos 7, entonces r = R = |/ — 7|. No confundir 7 con
r = R, por eso se cambié de nombre. Por lo tanto, la solucién a la ecuacién
de Helmbholtz en el espacio libre para una antena en 7 en el punto 7 es:

kR

G(F) = eR , (1.16)
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donde R lo podemos escribir por la ley de cosenos comoR = Vr?2 + r'> = 2r - r'.
Ahora bien, escribiremos esta funcién de Green de la ecuacién de Helm-
holtz en el espacio libre como una suma infinita de ondas esféricas centra-
das en el origen. La deduccién del siguiente desarrollo se puede consultar
en el Apéndice A.

e—ikR i kr’ , kr @
= = an(szrl)Pn(,U)\/TJnH/z(kr)\/TH,M/z(kr), (1.17)

con P los polinomios de Legendre, J las funciones de Bessel y H® las fun-
ciones de Hankel de segundo ordén. En terminos matemaéticos, expresa-
mos una onda esférica, cuya fuente se encuentra fuera del origen, como
suma de ondas esféricas cuyas fuentes se encuentran en el origen.

1.4. Solucién con frontera esférica conductora

Ya se vio que el potencial eléctrico de Debye cumple con la ecuacién de
Helmbholtz, por lo cual este potencial Iy, en el espacio libre, cumple con
(1.16). Es decir:

donde R = [F—b| = /12 + b2 — 2rbu, con b = b2 la posicién de nuestra antena
dipolar, 7 la posicién del observador y u = cos(6). Né6tese que 6 es el angulo
polar y también es el dngulo entre b y 7, y que u ahora denotara el coseno
del angulo polar y no la constante del medio. Por consiguiente, R denota
la distancia entre el observador y la antena dipolar. Por (1.17) podemos
desarrollar Iy como

- Y Cn DEDGDPE) <D,
n=0

I = (1.18)

= 3 Qn+ DEMKDPLG) > b,
n=0

W) = [ Smp®. &= \THD 0. (119)

donde
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con Jy1/2 la funcién de Bessel de primer orden, y H,(f:l P la funcién de Han-
kel de segundo orden. Ahora debemos reconocer que las constantes del
medio son diferentes afuera y adentro de la esfera conductora; para di-
ferenciarlas se usard un subindice i para referirse a las del interior de la

esfera.

Ahora, veamos cudles son las condiciones de frontera que se deben de sa-
tisfacer. Del electromagnetismo sabemos que las componentes tangenciales
(angulares) de E y H tienen que ser continuas (Ver [7, pag.333]). Es decir
en la superficie de la esfera r = a se tiene que H, y E, son continuas’. Pa-
ra poder satisfacer estas condiciones de frontera se requiere que, ademds
del potencial en el espacio libre I, tengamos algo mas, necesitamos la so-
lucién general. Resulta ideal proponer un potencial para el interior de la
esfera I1; y otro potencial I1,, que correspondera al potencial de los campos
difractados o dispersados. De modo que el potencial afuera de la esfera
este dado por Ilyp+I1; y el de adentro por II;. Fijandonos en las ecuaciones
(1.12) y (1.13) y aplicando la continuidad de Hy y Ey en r = a obtenemos

Bill; = By + I1y); 2(VHi) = 2(VHO + rlly), (1.20)
or or

donde nos olvidamos de las derivadas respecto a 6, ya que nos importa la
continuidad al movernos en direccién radial. Ahora bien, debemos encon-
trar una expresion adecuada para II; y II;. Como bien sabemos, las fun-
ciones de Hankel son singulares en el origen 8. Ademads, tienden a cero
conforme el argumento tiende a infinito. Lo que nos hace pensar que una
expansion apropiada seria

I,

l. [e5)
T3 ZO A0 + D& (kr)Py();

i
M=-rs ZO B2 + D (ki) Pa(u).

Ya sabemos que son soluciones porque (1.18) son solucién. Ademés, I1; no
es singular adentro de la esfera, y I1, tiende a cero conforme se aleja de la

7El resto de las componentes angulares no nos importan porque son cero. Respecto a las
radiales, también hay condiciones de continuidad, pero no es dificil probar que con las con-
diciones que acabamos de dar y las ecuaciones de Maxwell, se satisfacen automaticamente.

8Ya que son combinaciones lineales de funciones de Bessel J, y ¥,, donde las segundas son
singulares en el origen, ver Capitulo 4.
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Tierra tal y como esperarfamos de una onda difractada. Ya sélo nos que-
da averiguar el valor de A, y B,, y tenemos dos ecuaciones dadas por las
ecuaciones de fronteras (1.20). Resolvamos el sistema, sustituyendo los po-
tenciales Iy, I1; y I1; evaluados en r = a en las condiciones de frontera 1.20
se obtiene

S+ 1P [fn(kmin(ka)ﬂ k), i |
n=0 i

Z(ln + DP, () [=&ukb)g (ka) — &, (ka)A, + ¢, (kia)B,] = 0.
n=0

Como los polinomios de Legendre son una base completa y ortogonal, por
independencia lineal las cantidades entre corchetes estan igualadas a cero.
Es decir

Bén(ka) A Bitvn(kia) B = _ En(kD)rn(ka)B
koo k; ! k ’
=& (ka)A, + Y, (kia)B, = &,(kb)y,, (ka).
Este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas lo podemos resolver

usando el método de determinantes. Sélo resolvemos para 4,, ya que el
campo adentro de la esfera no nos importa. Entonces

A =kt ka) - By (st k.
Mo, = =B Wby ke o) + By e oy .

Por lo tanto, el valor de A,, es
&) v kap (ki) — Gur (kap(ka) |
oA Un(kia)e, (ka) - B (kia)é,(ka)

En consecuencia obtenemos el valor buscado de I1;. Como nos interesa sa-
ber qué pasa cerca de la superficie terrestre r = a, aproximamos r ~ a.
Sustituyendo A, en Il;(r = a) y suméndole ITy(r = a), factorizando y sa-
cando denominador comtn, obtenemos el potencial apenas afuera de la
esfera, Il = Iy(a) + I1;(a) que es

— AA"

& (kb (kia) [y (ka)é, (ka) = &n(ka)yr, (kia)]
Un(kia)é (ka) — G, (kia), (ka)

i -
M=— % (2n+1)P,
kab;wﬂ )

(1.21)
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Sin embargo, esta expresion se puede simplificar sustancialmente usando
el Wronskiano y la aproximacién del conductor perfecto.

1.5. Wronskianos y la identidad de Abel

Supongamos una ecuacién de la forma
Y+ p(x)y" + q(x)y = 0.
Supongamos y;(x) y y2(x) soluciones, por lo tanto se cumple
Y7+ POy + 4(0)y2) = y20f + p(x)y; +g(x)y1) =0
= Oy = yay)) + POy, = y2yp) = 0.

Llamémosle W = y;y}, — y»y] que ya sabemos que es el Wronskiano, por lo
tanto W’ = y;y5 —y/y>. Consecuentemente la ecuacion de arriba se convierte
en W + p(x)W = 0, cuya solucién es trivial,

W(x) = Ce™J P, (1.22)

A ésta se conoce como la identidad de Abel para calcular Wronskianos. Por
supuesto necesitamos conocer la ecuacién que cumplen nuestras funciones
para poderlo encontrar. Sabemos que las funciones esféricas de Bessel j,(x),
Neumann y,(x) y las dos funciones esféricas de Hankel /,(x) son soluciones
linealmente independientes de la ecuacién diferencial

_”(”;1))y:0,
V4

V' + zy' + (1 (1.23)
Z

donde las funciones esféricas se pueden escribir como

Jn(x) = w/%J,M(x), Yalx) = w/%Ynﬂ/z(m, ha(x) = w/%ILIM/z(x).

En nuestro problema utilizamos otras funciones semejantes: &,(x) y ,(x)
(ver (1.19)). Estas ultimas se pueden escribir como

lpn(x) = jn(x)x’ fn(x) = h£12)(x)x-

Despejando Ji,(x) o A (x) y sustituyendo en la ecuacién diferencial (1.23)
obtenemos la ecuacién diferencial que satisfacen v, (x) y &,(x),

” n(n+1)
y +(1— 2 )y:O.

(1.24)
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Podemos ver que el coeficiente de y" es cero, es decir p(x) = 0. Conse-
cuentemente de (1.22), se tiene que el Wronskiano es constante, es decir:
Yn () (x) — LX)y, (x) = cte. Entonces, evaluando en cualquier valor de x,
por ejemplo en uno, obtenemos

Un ()&, () = Lu(0Yr,(x) = =i (1.25)

Retomando la ecuacién (1.21) identificamos el Wronskiano que acabamos
de encontrar y lo sustituimos por —i, obteniendo

&, (kb)(Kiq) .
Yn(kia)é (ka) — T, (kiaé, (ka)

1 &
m=— ;(zn + DP,(w) (1.26)

Continuemos simplificando esta expresién con la aproximacién del con-
ductor perfecto.

1.6. Aproximacién del Conductor Perfecto

En la deduccién de las ecuaciones, vimos que las constantes de los medios
estdn dadas por

iw, iwe 4no iw,

y=—'u; B=—+—; k2=—,8y=——2'u(47m'+iew).
c c c c

Supongamos que la Tierra es un conductor perfecto, por lo que o; — oo.
Debido a que la Tierra esta rodeada por un dieléctrico la conductividad
afuera debe ser cero. Veamos qué pasa con la fraccién k/B afuera y adentro
de la esfera
k _ wype ki W i€ — Anoriiwy,

cte; — = -
B iew Bi Ao + igw

Tomando el limite cuando o; — oo en el segundo caso se sigue que

k; 1
~ L Lo

B o
Por lo tanto, el denominador de (1.26) se simplifica considerablemente, ob-
teniendo

II =

@n+ P, ()
n=0

[fn(kb)

. 1.27
£ ka) (1.27)

~ kab
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Este es el potencial deseado cuando nos encontremos cerca de la superficie
terrestre, y cuando consideramos a la Tierra un conductor perfecto. Des-
afortunadamente, la convergencia de esta serie es muy lenta y no resulta
atil para explicar los datos obtenidos exprimentalmente. Ademas, resulta
un tanto complicado extraer la fisica de esta expresién matematica. En los
capitulos 2,3 y 4 veremos cémo y qué ocurre al aplicarle la transformada
de Watson a esta solucién.



Capitulo 2

La transformada de Watson
de Il

La transformada de Watson consiste en convertir una suma infinita a una
integral en el plano complejo. Al evaluar esta integral compleja se puede
convertir en otra suma infinita que converge mds rapidamente o resulta
mas conveniente para nuestro problema. Hagamos esta transformada para
nuestro potencial IT obtenido en el capitulo anterior.

Primero queremos escribir (1.27) como los residuos de una integral com-
pleja, fijémonos en

f Po1pCEs-12(kb) | 2.1)
cos(smE;_, ,(ka) ' .

integral que, dado un contorno apropiado, podemos evaluar usando el
Teorema de los Residuos de Cauchy’. Como los polos de un integrando
de la forma f(z)/g(z) estdn en g(z;) = 0 y sus residuos se calculan como
f(z)/g'(z), el teorema dice que

f@) O S(@)
129 2.2
c 81 m Z g @) @2

siempre y cuando g'(z;)) # 0y f(z)) # 0. Dado que el coseno se anula en
s = n+ 1/2, con n entero, la suma de los residuos de la integral (2.1) en

1 fC [f(2)dz = 2ni ) Residuos(f(z)) con C un camino cerrado y orientado positivos y f analitica
sobre y dentro de C excepto en los polos.

17
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s=n+1/2son

Pn(_/‘l)‘f"(kb)
z,,:(n + 1/2)71 sin(z(n + 1/2))é,(ka) + 0

Aplicando la identidad P,(u) = (-=1)"P,(-), que es vélida para n entero?, y
tomando en cuenta el hecho de que sin(r(n + 1/2)) = (-1)", la suma de los
residuos se simplifica a

En(kb)
& ka)’

3 5-Cnt DA
— 2m

Que es practicamente igual a (1.27) excepto por constantes. Es por esto que
vamos a estudiar detalladamente la integral (2.1). Se encontrard un con-
torno apropiado para la integral, el cual evidentemente debe encerrar los
polos s = n + 1/2. Al evaluar la integral sobre este contorno, obtendremos
automdticamente otra serie infinita para nuestro potencial.

2.1. El contorno

Para poder encontrar un contorno apropiado, tendremos que usar cier-
tas propiedades del integrando (1.27), como lo es la paridad. Tomemos
la identidad P,(z) = P-,-1(2) (Ver referencia [26, pag.312]), por lo tanto
P_1p(—p) = P_s_1 p(—p), entonces, Ps_;2(—u) es par en s. Ademads, haciendo
uso de la identidad

H?(x) = e H?(x), (2.3)

y por como definimos &, en (1.19), obtenemos

bid (2)
&s-12(kb) V%HS (kb) (2.4)
k@) [ 0y @ '
172 5 H T (ka) + Z==H," (ka)

Cambiando s por —s, usando la relacién (2.3) y usando la derivada respecto
a x de (2.3), se sigue que

E-s-1p(kb) e &y 2(kb) _ &-1p(kb)

& ptka) e g (ka) & ,(ka) '

2Esta identidad se puede obtener de la férmula de Rodrigues usando el binomio de New-
ton, derivando y aplicando regla de la cadena.
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&y-1/2(kb)
&1 p(ka)
par, las funciones de Legendre son par, la fraccién es par y la funcién s es
impar, todo el integrando es impar.

En consecuencia la fraccién es par respecto a s. Como el coseno es

Ahora bien, probemos otras dos propiedades importantes, definamos 7,(x)

como
X
Ns—1/2(x) = w/7H§“(x>

Ya sabemos que 7,_1/2 y &5-1/2 son soluciones a (1.24), por consiguiente, su
Wronskiano es constante. Evaluando para alguna x, por ejemplo en uno,
obtenemos

Moot 2 (DEs—172 = Ms-12(0E;_ 5 = 2. (2.5)

Dado que supusimos que apenas estamos afuera de la superficie terrestre
2

x = ka, donde a es el radio de la Tierra y k* = —By = “£<, x esreal y positivo.
Las derivadas de n,_1/2(x) y &5-12(x) estan dadas por

, X , T [2

Miap(0) = ([T HY @)+ 5 \/ —H ), (2.6)
, X , s 2 "

E1p(0) = 4/ 7H§2) (%) + R EHﬁz)( ), 2.7)

donde (2.7) es la funcién con la que nos encontramos en la integral com-
pleja. Ademds, se sabe que las funciones de Hankel cumplen que

H(x) = Jy(x) + i¥(x) HP(x) = J(x) = iY,(x).

Entonces, si s es real y positivo, las funciones de Bessel de primer y se-
gundo orden Jy(x), Y,(x) son reales. Sustituyendo Hil)(x) y Hﬁz)(x) en (2.6)y
(2.7) respectivamente, resulta evidente que 77/_, Py & H(x) son comple-
jos conjugados. Es decir, que si uno de los dos se hace cero el otro también,
pero esto no puede ocurrir ya que (2.5) se cumple para cualquier x. Por lo
tanto, £/_, /z(x) nunca es cero para x y s positivas (reales).

De manera similar se puede probar que, si s es puramente imaginario,
&, (%) es complejo conjugado de 77_,_1,2(x). Ademas, no es dificl probar
que 7-g-1/2(x) = €™'n_, ,(x). Nuevamente, si uno se anula, el otro también,
pero eso no puede ocurrir por (2.5). Por lo tanto, &, ,(x) nunca se anula
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para s positivas o puramente imaginarias (x positiva). En otras palabras,
&;_1,,(x) no contribuye con ningun polo en el eje real positivo ni en el eje

imaginario del plano complejo s.

Con lo anterior en mente, ya podemos ele-
gir un buen contorno. Sabemos que debe
de encerrar los polos s = n + 1/2, que son

los polos que nos dan el potencial como la iR¢ *
suma infinita original. Ademads, sabemos Cr
que el integrando es impar y que la fun-

cién &_ /2(ka) no se anula en el eje imagi- - R
nario ni en la parte positiva del eje real, por

lo que no hay polos del integrando ni en el 4R

eje imaginario ni en el eje real excepto por
los del coseno. Una buena opcién resulta
un semicirculo de radio R (R — o) cerra-
do y centrado en el origen con parte real
positiva, como el contorno Cr de la figura
(2.1).

Figura 2.1: Contorno en Plano
s

Como el integrando es una funcién impar de s, la integral sobre el eje ima-

o iR . .

ginario se anula: [’ & = 0. Resulta que la integral sobre el semicirculo tam-
bién se anula cuando R — oo. Para corroborar esto tendremos que emplear
desarrollos asint6ticos del integrando para s >> 1:

2.1.1. Laaproximacién de Laplace

En esta seccién encontraremos las representaciones asintéticas para s >> 1
de las funciones en el integrando, es decir, de las funciones de Legendre y
las funciones de Hankel de segundo orden. Una representacién asintética
nos da el valor aproximado de una funcién para cuando uno de sus para-
metros o variables son muy grandes. El objetivo de esto es probar que la
integral sobre el semicirculo tiende a cero conforme el radio tiende a infi-
nito. Empecemos tomando una representacion integral de las funciones de
Legendre conocida como primera integral de Laplace (Ver referencia [25,
pag.157]):

P,(cos(9)) = % ‘fon [cos(8) + i sin(6) cos(p)]" de.
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La cual se puede reescribir como
Pn(COS(Q)) — l fﬂ enlog[cos(9)+isin(9)cos(ab)]d(p- (28)
T Jo

Para encontrar la aproximaciéon deseada usaremos una versién mds gene-
ral del método de Laplace. El método empleado serd el del descenso més
rapido, el cual se explica con mas detalle en el capitulo 3 y se puede consul-
tar en las referencias [18] o [4]. Llamemos /(¢) = log[cos(0) + i sin(d) cos(¢)],
el método nos pide encontrar los puntos criticos de A(¢), derivemos

) = —i sin.(e.) sin(¢) :
cos(6) + isin(6) cos(¢)
—isin(6) cos(¢) sin®(6) sin(¢)

h'(¢)

" cos(6) + isin(@) cos(d)  [cos(d) + i sin(9) cos@)]*

Para que sea critico, requerimos que n’(¢) = 0, es decir sin(¢y) = 0 con ¢
entre 0 y «, lo cual implica que ¢y = 0,7 son los dos putnos criticos dentro
de los limites de integracién. Mas vale que tomemos en cuenta los dos
posibles puntos criticos ¢y = 0, 7. Para hacer esto, requerimos separar la
integral (2.8) en dos, de manera que la primera integral tenga un punto
critico en ¢y = 0 y la otra lo tenga en ¢y = 7,

1 /2 1 T
- f en log[cos(9)+i sin(6) cos(¢)] d¢ + = f en log [cos(é‘)ﬂ' sin(6) cos(¢)] .
T Jo T Jns2

Vamos a aplicar el método de del descenso mds rdpido a cada una. Em-
pecemos por la primera, desarrollamos h(¢) en serie de Taylor a segundo
orden alrededor del punto critico ¢ = 0,

h/r(0)¢2
2 .

Como /’(0) = 0 por ser critico, podemos hacer el siguiente cambio de va-
riable,

(@) ~ h(0) + W' (0)p +

h(0)¢? 5
=-7°,
2

h(g) — h(0) ~ 2.9)

con 7% > 0, ya que h”(0) < 0 por ser un méximo en el camino de descenso
mas rapido. Sustituyendo h(¢) = h(0) — 7* en la primer integral se tiene que

lenloglcos(9)+isin(6‘)] foo e—nrzﬁdt
/g o dr
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La mayor contribucién a la integral es alrededor del maximo; el resto es
despreciable. En consecuencia se nos permite cambiar el limite superior
a infinito. Usando propiedades del logaritmo y que ¢ = cos(6) + isin(6)
podemos reescribirlo como

1., (™? d
—e" f g (2.10)
0

La derivada d¢/dt la podemos obtener de (2.9) y es

\/ 2 \/ 2(cos(6) + i sin(6)) de \/ 2(cos(B) + i sin(6))
p=1 =7 — > =
h"(0) i sin(6) dr i sin(6)

Sustituyendo en (2.10), obtenemos

leme 2(C°S('9).+ isin(6) e dr = lei(n+l/2)0 : .2 foo e dr
bd isin(0) 0 T isin(6) Jo

La integral es la mitad de una Gaussiana y su valor es Vr/n/2, simplifican-

do queda
B ir+1/2)6 2 _1 0172741 2
24/ nrsin(@) 2 nmsin(@)’

in/4

donde usamos que Vi = eim4, por lo tanto,

1 /2 1 i[0(n+1/2)-n/4]

- f &' log[cos(0)+isin(6) cos(¢)]d¢ ~ _e—
~ 2 [P ’

T Jo 7 sin(0)

De manera completamente anédloga, usando a ¢ = 7 como el punto critico,
obtenemos la segunda integral

—i[0(n+1/2)-n/4

l v enlog[cos(ﬁ)Jrisin(@)cos(¢)]d¢ ~ le i[0(n+1/2)-m/4]

g 2 T in(0)
/2 7 sin(0)

Sumando ambas integrales, obtenemos la aproximacién buscada

1 ei[é)(n+l/2)—7r/4] 1 e—i[[-)(n+l/2)—7r/4] COS[G(I’[ + 1/2) _ 7'('/4]
Pn(COS(H)) X5 + = =
2 7 sin(6) 2 v sin(6) 2 sin(6)
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Tomando en cuenta que en verdad buscamos P, ,2(—cos(6)), recorremos la
n'y cambiamos 6 por 6—n ya que cos(r—6) = — cos(6), obteniendo finalmente
que

cos[n(mr — 0) — /4]

f (n+ 12/2)7r sm(H)

Notemos que el seno se qued¢ igual, ya que sin(r — 6) = sin(f), y que esta
representacion sé6lo es valida cuando 6 # & por el denominador.

Py_12(=cos(0)) = (2.11)

De manera analoga, podemos aproximar HS” usando una integral llamada
la integral de Poisson, solo que esta vez podemos emplear una versién
mas sencilla y andloga al método del descenso més rdpido, el método de
Laplace el cual nuevamente se puede consultar en [18] o [4]. La integral de
Poisson es,

()" f ! 2t
Jn = — Nl —17)"2,
(€ Vb cos(xr)(1 %)
Usando el método de Laplace se obtiene

)"
T(n+ %) In - 3

Ademas, sabemos que las funciones de Bessel para n complejo se definen
como

To(x) ~ (2.12)

o

(_ I)S(X/z)n+25

) = ZIT(s+ DI(T+n+s)’

y cuando n— > oo y x esté fijo el término dominante de la suma es el prime-
ro, por lo que

(x/2)"

W~ F

(2.13)

Se deja al lector ver que (2.12) y (2.13) son equivalentes conforme n — oo,
se sugiere graficar en una computadora. Usando la siguiente identidad

J_n(x) — €M Jy(x)

H® = i
" —isin(nm)

b}
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la cual es muy facil de probar, podemos sustituir (2.12) o (2.13) para obtener
la representacién asintética deseada. Usemos (2.13) por ser mas compacta,
obteniendo

o i (%)—n einn(%)n

" " sin(m) [T =n) T +n)|

(2.14)

Notese que el segundo término es despreciable, ya que se trata de una ex-
ponencial sobre una funcién Gamma (factorial), con Re(n) > 0, entonces
s6lo nos quedamos con el primer término. Con estas dos representaciones
asintéticas podemos ver como se comporta el integrando para s >> 1. Re-
cordando que la integral a resolver es

fsPs—l/z(—,U)fs—l/z(kb)d
o cos(smé_, ,(ka) ’

con Cr como en la figura (2.1). Ya vimos que la parte de la integral sobre
el eje imaginario se cancela por la paridad del integrando, s6lo queda la
parte sobre el semicirculo. Haciendo s — oo, podemos sustituir las repre-
sentaciones que acabamos de encontrar. Fijandonos en (2.4) y sustituyendo
el primer término de la representacién 2.14, obtenemos que

E1p(kb) VR _ bl
MR T

' (ka)
é:s—l/z( ) —s %(%)—s—l + Sirka(%)_s
Multiplicando por (2.11), por s y dividiendo entre el coseno, obtenemos la
representacion asintética de todo el integrando cuando s — oo

(b/a)!*™* cosls(m—0) —n/4] _ (b/a)'/**

a ~ )
1/2-s cos(sm) ,/w sin(6) Vs

lo cual evidentemente se va a cero conforme s — co. Entonces, la integral
sobre el semicirculo del contorno Cr es cero. Dicho de manera mds formal
siempre podemos acotar por arriba el integrando sobre el semicirculo con
una funcién que tienda a cero conforme R — oo, y después aplicar el le-
ma de Jordan (Ver [3]) para obtener que la integral sobre el semicirculo es
cero. Dicho ésto, finalmente podemos decir que la integral sobre todo el
contorno Cr es cero, es decir

Ps1p(=p)és-12(kb)

R—>oo = s =0\ 2.15
cr  cos(smE;_ ,(ka) 2.15)
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Conforme el radio R® del semicirculo Cr de la figura (2.1) se va infinito.

2.2. La transformada

Ya se vio en (2.15) que la integral sobre el contorno elegido es cero. Usando
el Teorema de los Residuos de Cauchy, podemos reescribir la integral como
la suma de los residuos, con sus correspondientes constantes,

2res Pyo1jp(=p)&s-1/2(kb)
c kab cos(sn)fgfl/z(ka)

ds = 2ni Z Residuos = 0

Como la integral es cero, entonces YResiduos= 0. Usando (2.2) para calcu-
lar los residuos, se obtiene que

& (kb) VP, _12(=)éy_1/2(kb)
2n+ 1)P, =0
kab Z( WPy (1) & (ka) kab — cos(vrr) [552_1/2(]‘“) /3S]S:V

donde la primer suma se debe a los ceros del coseno, y la segunda se refiere
a los ceros de ¢7_, /z(ka), contabilizados por v. Si nos fijamos bien, tenemos
la suma infinita (1.27) con un signo menos del lado izquierdo, lo que nos
lleva autométicamente a

2n VP,_12(=)é,-1/2(kb)

n=—-
kab ~ COS(V )[ s]/’?(ka):|

(2.16)

s=V

Y he aqui la transformada de Watson; expresamos el potencial como otra
suma infinita. S6lo queda un gran problema por resolver, no sabemos don-
de estan los ceros de &/_, /z(ka) como funcién de s, y la suma esta sumada
sobre estos ceros. Si no conocemos esos ceros, no podemos hacer nada con
la nueva solucién obtenida, asi que habra que encontrarlos.

Antes de pasar al siguiente capitulo, es importante notar que se pudo ha-
cer la transformada de Watson gracias a que nuestra solucién contaba con
singularidades, es decir los ceros de ¢!_, j2(ka) como funcién de s. A su vez,
estas singularidades surgen de la funcion de Green del problema en la es-
fera, como se puede ver en la seccién 1.4 del primer capitulo.

3No confundir con la R usada en la ec. de Helmholtz.






Capitulo 3

Los ceros de &

Ahora vamos a estudiar los ceros de &,_ jp(ka). Para esto, encontraremos

representaciones asintéticas de unas funciones muy parecidas a H"(x) y
HP(x) por el método del descenso rapido. Con ayuda de estas represen-
taciones, encontraremos el valor aproximado de los ceros de &/_, p(ka), lo
cual nos ayudard a estudiar la nueva solucién obtenida mediante la trans-
formada de Watson en el capitulo anterior. Empecemos derivando una re-
presentacion integral de las funciones de Hankel que nos resultard muy
atil.

3.1. Otrarepresentacién integral de las funciones
de Hankel

Partamos de las integrales Sommerfeld, las cuales se pueden encontrar en
[21, pag.89],

e—iwr/Z ) . e—iwr/Z ) )
Hf,l)(x) — f etvaetx cos(a)da,’ H&Z)(x) — f elvaewf cos(ar)da.
Ve C, T C;

Una posibilidad de C y C; se ilustra en la figura (3.1).

Ahora bien, estas integrales se pueden escribir de distintas maneras. Uno
siempre puede cambiar el sistema de referencia haciendo los cambios de
variables apropiados, lo cual se vera reflejado en rotaciones, traslaciones o
deformaciones de los contornos vistos en el nuevo sistema de referencia.

27
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&)

C . \Im[a]

-mt/2!

Figura 3.1: Contornos de Sommerfeld en plano «

Hagamos primero una traslacion para H\”(x), @ = o’ + 5, obteniendo

e—iwr/2 o X , 1 ey,
H52)(x) — f ezv(a +ﬂ/2)etxcos(a/ +7r/2)da/ — f etva e—zx sin(a’ )da".
Ve Cé T Clz

Asi pues, continuemos con una rotacién. Bien sabemos que en variable
compleja para rotar un vector o ntiimero z un angulo 6 sélo se requiere
multiplicarlo por €. En este caso queremos una rotacién de /2, entonces

hay que multiplicar por ¢™? = i. Con esto en mente, hacemos o’ = ie”,
obteniendo

H‘(,Z)(x) — l f e—va”e—ixsin(ar”i)ida// — _.i e—va" exsinh((l”)dau’
T Jcr e Jer
2 2
donde usamos el hecho que sinh(x) = —isin(ix), y que da’ = ida”. Se repite
analogamente para H"(x). Definiendo w = @”, las nuevas representaciones

integrales quedan como

1 00+im . _1 CO—ift .
Hﬁl)(x) = — f exsmh(w)—vwdw H‘(,Z)(x) = — f exsmh(w)—vwdw A
ur -

o o)

3.1)

Los contornos de la figura (3.1) en el nuevo sistema de referencia se pueden
ver en la figura (3.2).

De esta forma podemos obtener distintas representaciones integrales com-
plejas cambiando el sistema de referencia. A continuacién, aproximaremos
las integrales que acabamos de obtener usando el método del descenso més
rapido para z >> 1.
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_i7tl > = Cz"

Figura 3.2: Contornos de Sommerfeld trasladados y rotados en plano w

3.2. Aplicando el método del descenso mas rapi-
do

Es imperativo que el lector esté familiarizado con el método. Quien no
esté familiarizado con el método referirse a las referencias [4], [16], [15]
o [18] como The Method of Steepest Descent. A continuacién, daremos un
bosquejo muy simplificado del método. Este se utiliza para aproximar in-

tegrales de la forma
f e/lh(z) dz,
c

con C un contorno en el plano complejo y A >> 1. La idea basica consiste en
deformar el contorno C, de modo que se concentren las contribuciones mas
importantes a la integral cerca de un punto. Después, se desarrolla en serie
de Taylor alrededor de ese punto y se resuelve la integral. Para ilustrar el
procedimiento, separemos /(z) en parte real y parte imaginaria

h(z) = R(z) + il(2).

Queremos concentrar las contribuciones mas importantes a la integral cer-
ca de un punto. Como A(z) es el argumento de la exponencial, /(z) corres-
ponde a oscilaciones del integrando que por ahora ignoraremos. La ma-
yor contribucién a la integral viene del maximo de R(z) sobre el contorno.
Notemos que R(z) no tiene un méximo absoluto ya que /A(z) es analitica y
consecuentemente R(z) es armonica (ver [3] o [18]). Por esto, resulta con-
veniente que el contorno pase por el punto silla de R(z)!; a partir de este

os puntos silla corresponden a puntos estacionarios, es decir, puntos zg dados por
W(z0) =0y h’(z0) #0
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punto, el contorno debe tomar el camino de descenso mas rapido. Por la
analiticidad de las funciones, se puede ver que este camino corresponde a
I(2) = cte 2, 1o cual automaticamente nos evita el problema de las oscilacio-
nes del integrando. Una vez identificado el camino de descenso rapido, se
desarrolla i(z) en serie de Taylor alrededor del punto silla o estacionario
20; se sustituye en la integral y se resuelve. Nétese que entre mayor sea 4,
mejor serd la aproximacién.

Apliquemos el método a (3.1). Cambiando de variable para poder factori-
3
zar x

‘ n = xcosh(a + i) = xcosh(y) |.

Siendo n un valor complejo arbitrario. Es suficiente tomar la regién con
—oco < @ < 00y 0 < B <7 Ya que esta regién, al aplicarle el cosh, se mapea a
todo el plano complejo. Aplicando el cambio de variable obtenemos que el
argumento de la exponencial en (3.1) es

x sinh(w) — xw cosh(y).

Queremos deformar nuestro contorno de integracién de modo que pase
por los puntos estacionarios de sinh(w) — w cosh(y). Derivando respecto a w
e igualando a cero

cosh(w) — cosh(y) = 0.

La primer solucién es trivial w = y. Ademads, el cosh es par entonces w = —y
también es solucién. Por lo tanto, los puntos estacionarios estdn en =+y.
Usando identidades hiperbdlicas, se puede ver que +y + n2xi es solucién.
No se llega a nada til tomando n # 0.

El contorno no sélo tiene que pasar por los puntos estacionarios que acaba-
mos de encontrar, también debe evitar oscilaciones y garantizar el descenso
mas rapido. Esto se logra tomando

Im [x sinh(w) — xw cosh(y)] = cte,

donde Im se refiere a la parte imaginaria. Ademds, como pasa por el punto
estacionario +y, esa constante debe de valer cte = Im [x sinh(+y) — (xy)x cosh(xy)].

2Se debe de tener cuidado ya que también corresponde al camino de ascenso mas réapido.
%No confundir estas nuevas variables con las constantes correspondientes al medio del
primer capitulo.
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Igualando obtenemos

‘ Im [sinh(w) — cosh(y)w] = +Im [sinh(y) — (y) cosh(y)]

, (3.2)

donde se us6 que el cosh es par y el sinh es impar para factorizar los signos.
Esta ecuacién nos va a definir los contornos de integracion. Resulta eviden-
te que esta es una ecuacion trascendental y que no es trivial. Para obtener
los contornos podemos seguir dos caminos, analizar el dlgebra a mano o
resolver el problema numéricamente. Nosotros optaremos por resolverlo
numéricamente ya que resulta méas pedagégico®.

3.2.1. Aplicando el método de Newton

El método de Newton, en su forma mads sencilla, nos ayuda a encontrar
las x que cumplen con f(x) = 0. Una manera facil de deducirlo es a partir
del desarrollo en serie de Taylor. Se da un valor inicial x y queremos que
f(x +dx) = 0, entonces f(x + dx) = f(x) +dx = f'(x) +.. = 0, por lo tanto,
dx =~ —f(x)/ f'(x), entonces

)
I ()
Se da una primera aproximacién xy y se obtiene x; que es més cercana a la

buscada y asi sucesivamente. De la misma manera, usando el desarrollo en
Taylor, se generaliza a mas variables

Xn+1 = Xn

(3.3)

Tunt = %~ [DAE)] AR, (3.4)

donde Df(Z,) es la matriz jacobiana. En nuestro problema queremos en-
contrar las w que satisfacen (3.2) usando el método de Newton. Como w
es compleja la podemos pensar como una funcién de dos variables. Em-
pecemos renombrando la ecuacién (3.2). El lado izquierdo lo llamaremos
f(w,7),y ellado derecho simplemente lo llamaremos g(y). Escribamos f(w,y)
explicitamente. Tomando w = u + iv y y = @ + i8 nos permite escribir

fOw,y) = Im [sinh(u + iv) — (u + iv) cosh(a + iB)] .
Aplicando directamente las identidades hiperbdlicas:

sinh(a + b) = sinh(a) cosh(b) + sinh(b) cosh(a), (3.5)
cosh(a + b) = sinh(a) sinh(b) + cosh(a) cosh(b), (3.6)

4Para el tratamiento algebraico se puede revisar [25] pg. 262
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y usando las identidades cosh(ix) = cos(x) y sinh(ix) = isin(x), obtenemos
que f(w,y) es

Im [sinh(u) cos(v) + i cosh(u) sin(v) — (1 + iv) [cosh(@) cos(B) + i sinh(a) sin(B)]] .
En donde ya podemos tomar la parte imaginaria, por lo que

f(w,7y) = cosh(u) sin(v) — v cosh(@) cos(B) — u sinh(a) sin(B),
lo cual implica que la ecuacién (3.2) se puede escribir como

cosh(u) sin(v) — v cosh(a@) cos(B) — u sinh(a) sin(B) = +g(y).

Noétese que no se escribi6 g(y) explicitamente. Para el método de Newton
necesitamos una funcién igualada a cero. Llamémosla F, para el punto
estacionario w = y y F_ para el punto estacionario w = —y,

F.(w,y) = cosh(u) sin(v) — vcosh(a) cos(8) — u sinh(a@) sin(8) — g(y) = 0,
(3.7)

F_(w,y) = cosh(u) sin(v) — v cosh(a) cos(B) — u sinh(a@) sin(8) + g(y) = 0.
(3.8)

Recordando de (3.2) que

8(y) = Im[sinh(y) - (y) cosh()].

Estas son las ecuaciones que se tienen que resolver numéricamente. Se
pueden tomar dos caminos. Emplear el método de Newton en dos varia-
bles (u, v) o tomar una variable como constante (v) y emplear el método de
Newton sobre la otra variable (#). Ambos funcionan, aqui emplearemos el
segundo camino. Se eligi6 el segundo para que el programa fuera mas legi-
ble. Veamos qué resultados arroja el programa. El cé6digo de programacién
y detalles del funcionamiento del programa se pueden ver en el apéndice
B. En la figura (3.3) podemos ver los valores complejos de w que satisfacen
(3.7) y (3.8) para y = in/2. El contorno rojo (el de arriba) es solucién a F1.,
y el negro (el de abajo) es solucién de F1_.

Fijandonos en el contorno rojo, tenemos dos posibles contornos, uno sera el
de descenso mas rapido, y el otro sera el de ascenso mas rapido. Para saber
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T L

o
o

Figura 3.3: Contornos de Integracién para y = i

cual es el correcto hay que encontrar en que contorno w = y es maximo. Lo
anterior se puede hacer tomando un valor arbitrario, cercano a w = y sobre
cada contorno, evaluar y comparar. Resulta que los contornos de descenso
rapido corresponden a los contornos con flechitas de la figura (3.3). Nom-
bremos C; al contorno rojo que tiene flechitas y C} al que no. Andlogamente
para los contornos negros, nombremos C; al que tiene flechitas y C; al que
no.

Los nombres C; y C, se usaran para referirse a los contornos de descenso
mas répido de (3.7) y (3.8) respectivamente, sin importar el valor de y usa-
do.

Ya tenemos los contornos de descenso rdpido, s6lo nos falta hacer el desa-
rrollo en serie de Taylor y evaluar la integral, pero antes habréd que hacerse
cargo de otro problema, las bifurcaciones. Veamos de donde surge este pro-
blema, para encontrar los ceros buscados serd necesario definir dos funcio-
nes S f,l) yS ,(12) como

T ur

1 - 1 .
Ssll)(x) = — f exsmh(w)—nwdw’ 5512)(x) =—— f exsmh(w)—nwdw. (39)
C] C2

Noétese que todo lo que hemos hecho hasta ahora, en cuanto al método
del descenso més rapido, es completamente analogo para estas dos nuevas
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funciones.

Fijandonos en los contornos C; y C, que acabamos de obtener y en las ecua-
ciones (3.1) es evidente que S D = HP (0 yS 5,2)(x) = Hf,z) (x) paray = in/2.
De hecho, esto es cierto para un amplio rango de valores de y; sin embar-
go, no resulta cierto para cualquier valor de y. Al pasar ciertas fronteras,
los contornos cambian dréasticamente de forma mediante bifurcaciones, lo
cual implica que las funciones S y §? serén diferentes ya que el contorno
de integracién serd diferente. Considerando que usaremos las representa-
ciones asintéticas de estas dos funciones para encontrar los ceros, resulta
fundamental estudiar estas bifurcaciones antes de finalizar con el método
del descenso mas répido.

3.2.2. Bifurcaciones

Al ir variando y en la ecuacién (3.2) los contornos van cambiando de for-
ma. Resulta ser que en el plano y hay unas fronteras que al ser cruzadas
cambian cualitativamente la forma de los contornos. A estos cambios les
llamaremos bifurcaciones. En la figura (3.4), tenemos el contorno C; y C;
para distintos valores cercanos de .

T -
| " —
"

(@y=-1+in/2 (©)y=-14+in/2

Figura 3.4: Proceso de Bifurcaciéon

La figura (3.4) representa el proceso de bifurcacién que sufren los contor-
nos al ir variando y. La bifurcacién ocurre justo cuando los contornos se
pegan en algunos puntos, a estos puntos los llamaremos puntos dobles®.
Por lo tanto, si encontramos las regiones en el plano y donde aparecen es-

SPuntos por los que una curva definida por F(x,y) = 0 cruza dos veces. Es decir, tiene dos
valores de la pendiente (dy/dx). Para un tratamiento completo sobre puntos dobles consultar
[6, vol.2 pag.413]
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tos puntos, podremos saber donde ocurren las bifurcaciones.

Una manera de encontrarlos es tomando las parciales igualadas a cero:
F = Fy = 0. Tomemos las parciales de (3.7) (o de (3.8)) igualadas a cero,

F,, = sinh(u) sin(v) — sinh(a) sin(8) = 0,
F, = cosh(u) cos(v) — cosh(a) cos(B) = 0.

Recordando que w = u +ivy y = a + if; w = y es solucién trivial. Ademads,
sinh(u) sin(v) y cosh(u) cos(v) son pares respecto a vy, ya que son productos
de funciones pares o impares. Entonces, w = —y también es solucién. Final-
mente el sin y el cos tienen periodicidad 2x, por lo tanto le podemos sumar
multiplos de 27 a la parte imaginaria de w. Es decir, los puntos dobles estdn
en: w = +y + n2mi, con n entero.

Figura 3.5: Aparicién de Tres Puntos Dobles

En la figura (3.5) tenemos y = —1,2 + in/2. Es fécil notar que los puntos
dobles en esta figura coinciden con los encontrados w = +y + n2mi. Sélo tres
de estos puntos dobles nos dardn ecuaciones ttiles y son justamente los
marcados en la figura (3.5). Estos corresponden a

w=—y  w=2ni-y  w=y-2z| (3.10)
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3.2.3. Elplano yy el plano n/x

Para saber las fronteras de bifurcacién en el plano y hay que saber donde es
que aparecen los puntos dobles. Ya sabemos de (3.10) que estos aparecen
cuando w = —y,2ni — y,y — 2nmi. Sustituyendo (3.10) respectivamente en
las ecuaciones de los contornos (3.2), tomando el signo positivo del lado
derecho, es decir C,°, obtenemos

Im [sinh(y) — y cosh(y)] = 0,
Im [sinh(y) — (y — ix) cosh(y)] = 0,
Im [27i cosh(y)] = 0,

donde nuevamente hicimos uso de la paridad de las funciones hiperbélicas
y de las identidades (3.5) y (3.6). Obteniendo su forma explicita con y =
@ + i y una vez mas usando las identidades (3.5)y (3.6) se sigue que

cosh(a) sin(B) — B cosh(a) cos(B) — a sinh(a@) sin(B) = 0,

cosh(a) sin(B) — B cosh(a) cos(B) — a sinh(@) sin(B) + 7 cosh(a@) cos(B) = 0,
cosh(a@) cos(B) = 0.

Figura 3.6: Plano y

La tercer ecuacion es trivial, tiene como solucién 8 = 7/2 ya que el cosh
nunca se anula y 0 < 8 < . Las primeras dos ecuaciones las resolvemos

%Se puede tomar el otro signo (C,), pero las ecuaciones seran las mismas.
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con el programa usando el método de Newton. Las soluciones estin repre-
sentadas en la figura (3.6). La linea roja que sale del cero es la solucién de
la primera ecuacion, la linea azul que sale de i es solucién a la segunda y
la linea negra central es la solucién de la tercera ecuacién. Estas lineas re-
presentan la aparicién de puntos dobles. Cruzar cualquiera de estas en el
plano y implica una bifurcacién de los contornos. Se nombraron las regio-
nes delimitadas por estas lineas en el plano y. Notemos que no separamos
la region 1 en dos. La razén es que al cruzar la linea negra dentro de la
regién 1 provoca bifurcaciones en otros contornos que no son Cy, Cj, C; ni
C),. Recordando que n = x cosh(y), podemos mapear este plano al plano n/x
(figura (3.7)).

Figura 3.7: Plano n/x

S6lo nos interesan aquellas regiones que cumplan con —x < n < xo0 -1 <

n/x < 1, ya que esta serd una condicién necesaria para la representacion

asintética que usaremos mas adelante. Se graficaron los contornos para ca-

da regién; las gréficas se pueden ver en el apéndice C. Los contornos rojos
’ ’

representan a C; y C] y los negros a C, y C;.

Veamos como cambia S (x). En las gréficas del apéndice se ve que en las
regiones 1,3 y 4, C; no cambia de forma y que sus puntos finales estan en
—oo hasta oo + i, por lo tanto, en esas regiones § M(x) = H"(x). Ahora bien,
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veamos qué ocurre si sumamos Hf,]) Xy H,(,z) (%),

1 00+ ) 1 co—inm )
Hf,l)(x) + H/([Z)(x) =— f exsmh(w)—nwdw -= exsmh(w)—nwdw
T J oo it J_e
U
1 00+1Ti .
H,(ll)(X) + HI(IZ)(X) =— f exsmh(w)—nwdw.
It Joo—ni

Si nos fijamos en las regiones 2 y 6A podemos ver que el contorno C; cam-

bia de forma y tiene sus puntos finales en co — 7i hasta co + 7, por lo tanto,

en esas regiones S fll)(x) = H,(,l)(x) + H,(,z)(x). Asi pues, multipliquemos H,(,z)(x)

—2nmi
pore
. -1 \0O—ITT . X
e—2nm HEIZ) (X) = — f &F smh(w)—nw—Zm‘rldW
I J_c

-1 00—iTT -1 0O+
_ ex sinh(w+27ri)—n(w+2ni)dw _ ex sinh(w’)—n(w’)dw/
- . - . bl

I J-c It J—co42ni

donde usamos que sinh(w + 27i) = sinh(w), por lo tanto

) 1 — 004270 )
H1(12) (x) + e—an Hr(LZ) (x) - — f & smh(w)—nwdw.
17/ -

00

Y en las regiones 5 y 7B el contorno C; se deforma y tiene como puntos
finales —co hasta —co + 27i, por lo que en esas regiones S ,(1]) (x) = Hf,l)(x) +
e 2 (x). Bl comportamiento de S (x) en las dos regiones faltantes, y
de S,(lz)(x) en todas las regiones se obtiene de manera analoga. Juntando
todos los resultados obtenemos los cuadros (3.1) y (3.2).

Region sP(x) =
1,3,4 HD(x)
2, 6A HP(x) + H? (%)
5, 7B HV(x) + e 2m 5P (x)
6B (@ + DH(x) + H? (x)
7A | H(x) + e HP (x) + HY (x))

Cuadro 3.1: Valores de Sﬁ,')(x)
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Region SP(x) =
1,2,5 HY (x)
3,7A HV(x) + H? (%)
4,6B 2 iH Y (%) + H? (x)
6A | HY(x) - @(H (x) + Hy (x)
7B (e — DHP(x) + H(x)

Cuadro 3.2: Valores de § ,(,2) (%)

A todo este andlisis sobre la deformacién de estos contornos en las diferen-
tes regiones se le puede encontrar en la literatura como Contornos de Deb-
ye. Estos cuadros serdn fundamentales para encontrar los ceros buscados,
pero antes terminemos con el método del descenso mas rapido. Ya sélo
nos faltaba desarrollar en serie de Taylor para encontrar la representacién
asintotica de S (x) y Sf,z)(x).

3.2.4. Larepresentacién asintética

Como ya tenemos los contornos correctos para el descenso méas rapido y
hemos resuelto el tema de las bifurcaciones, podemos continuar aproxi-
mando la integral. Empecemos por aproximar S 4" (x), recordando la inte-
gral

1 o 1 S
Sizl)(x) =— f & smh(w)—nwdw = — f ex(smh(w)—w cosh(y)). (311)
Cl Cl

in in
Llamémosle / al argumento de la exponencial sin la x
h(w) = sinh(w) — w cosh(y).

Desarrollando en serie de Taylor a segundo orden alrededor del punto es-
tacionario o punto silla de Cj, es decir, alrededor de y tenemos

h//
h(w) ~ h(y) + (W = YK (y) + (w — y)? 2(7)’

pero como y es punto estacionario, #'(y) = 0, por lo tanto

h’(y)

h(w) = h(y) ~ (w - 7)27.
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Fijandonos que en la parte izquierda de la ecuacién las partes imaginarias
se cancelan por la ecuacién que cumple C; (3.2+), por lo tanto el lado dere-
cho es puramente real. Y como en el camino del descenso mads rdpido (C))
h(y) es méaximo, entonces, h”(y) < 0. Con esto podemos definir una nueva
variable como

2 = o)~ hy) ~ v =y, (312)
Notemos que A”(y) = sinh(y). Despejando w y derivando respecto a 7 se

tiene que

-2 dw -2

sinh(y) 7 @t~ \[sinh(y)’

w=rt

De la ecuacién (3.12), h(w) ~ —72 + h(y), sustituyendo en la integral (3.11),
obtenemos

51(11)(x) ~ l fTb ex(71'2+h(7))d_wd7. — l ._2 &) fTb eiXTsz,
in Jg, dr i\ sinh(y) 7

donde 7, y 7, corresponden a los valores de 7 en los puntos iniciales y
finales del contorno C;. Estos no son de gran importancia, por lo general
se toman los limites de integracién en —co y oo, lo cual es valido por que la
exponencial decae muy rapido alrededor de w = y(r = 0) (porque elegimos
el contorno de descenso més rdpido y porque x >> 1). Por lo tanto, queda

1 [ =2 o
SWDiy)» — Xh(y)f T
e e R I

La integral de la derecha es una gaussiana con solucién vu/x, sustituyendo

h(y), obtenemos
SO ~ L —21_ sinh()-y cosh)
. ir '\ xsinh(y)

Usando que el sinh(x) = —i sin(ix), y que el sin es impar podemos simplificar
a

1 2
iv—i \ mxsin(=iy)

S 5[1 ) (X) ~ ex(sinh(y)—y cosh(y)) .
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Y como i V=i = e/2e7"/* = ™4 entonces finalmente obtenemos que

ex(sinh(y)—y cosh(y))—in/4 —x(sinh(y)—y cosh(y))+in/4

SP(0) ~ <

V% sin(=iy) ; V5 sin(=iy)

El procedimiento para obtener S (x) es completamente analogo, s6lo que
aplicado sobre C, y usando el punto estacionario correspondiente w = —y.
Estas son las representaciones asintéticas buscadas para x >> 1, si se desea
mayor precisién se pueden tomar més términos de la serie de Taylor. Es
necesario mencionar que estas integrales s6lo convergen cuando x > [n/”.
Usando que n = xcosh(y), podemos reescribir estas ecuaciones como

SO ~ . (3.13)

er sinh(y)—-ny—in/4 —xsinh(y)+ny+in/4

e
e SO » ————.
VEsin(—y) V5 sin(=i7)
Considerando a n y x como variables independientes podemos derivarlas
obteniendo

SV(x) ~

a5 (x) aSP(x)

~ —yS (), ~ySP(x), (3.14)
on n
0 o
0 Ginh()s V), Bl o immsPo. (315)
ax (9x
o) 202
9Sw () _ —y sinh(1)S D (x), IS ) —ysinh(y)SP(x), (3.16)
ondx ondx

donde despreciamos el segundo término de la derivada en x porque casi
no contribuye para x >> 1. Nétese que como 0 < Im(y) < 7, las derivadas
se anulan sélo cuando § f,l)(x) oS 512) (x) se anula.

3.3. Los ceros

Finalmente, para encontrar los ceros de ¢/_, ,(ka), utilizaremos las repre-
sentaciones asintéticas (3.13) y los cuadros (3.1) y (3.2). Empecemos por

aproximar los ceros de § Dx), $P(x) y consecuentemente de sus derivadas
paran >> 1.

Sﬁll)(x) ~0 S,(lz)(x) ~ 0,

"Resultado que no demostraremos, ver referencia [25, pag.237]
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para esto requerimos que el numerador sea mucho mds pequefio que el
denominador en los desarrollos asintéticos (3.13). Como x >> 1, lo anterior
se logra tomando Re(sinh(y) — y cosh(y)) = 0, entonces obtenemos que para
5P (x) se cumple que

. ei[x(lm(sinh(y)—y cosh(y)))-/4]
SWD(x) = ~0

V5 sin(=iy)

Notemos que el numerador contiene una exponencial con argumento pu-
ramente imaginario, entonces su médulo es 1. El denominador es un ntime-
ro muy grande, ya que x >> 1. La fraccién completa tiene un valor muy
cercano a cero. Analogamente se cumple lo mismo para S (x), por lo tan-
to los ceros de S i,l)(x) y SE,Z)(x) con n >> 1 estdn cerca de la region (en el
plano y)

Re(sinh(y) — y cosh(y)) = 0. (3.17)

Enla figura (3.8) podemos ver la regién (3.17) de color negro. Ahora encon-

15 -1 25 ] 05 15

Figura 3.8: Region (3.17) en el plano n/x

traremos los ceros de H,(,l)(x), Hf,z) (x) y de sus derivadas para n >> 1. Supon-
gamos que se cumple (3.17), entonces S\’ (x) ~ 0y S{(x) ~ 0. Fijandonos
en los cuadros (3.1) y (3.2) podemos probar que esto implica que HP(x)~ 0
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y que HP(x) ~ 0. Veamos:

Regionl : SV =HD =0 SO =g =
Region2: SV =HD +H® =0 S@ = g =0
= H"=0
Region3: SV =HD =0 SO =gV L O =0
= H? =0
Regiond: SV =HD =0 S@ = 2migh L gO =
= HY =0
Region5: SV =HWD 4 2mH? =0 S@ = g =0
= H?=0.

Y andlogamente nos seguimos hasta la regién 7B, por lo tanto, los ceros de
H"(x), H?(x) también estan cerca de la region (3.17). Haciendo un razona-
miento completamente analogo, utilizando (3.15), se obtiene que los ceros
de las derivadas H,(,l)'(x) y H,(f)'(x), paran >> 1 también estan cerca de (3.17).

Como queremos encontrar los ceros de &, /2(x), recordemos que &,_1,2(x) =

Vrx/ 2H,(12) (x). Entonces, podemos aproximar su derivada respecto a x para

x >> 1 como
4 ﬂ-x ’
Ep) = \ TH,(LZ) (x),

por lo que basta con encontrar los ceros de HY (x) y ya sabemos que éstos
se encuentran cerca de (3.17). De la figura (3.8) y de la figura (3.7), se puede
ver que los ceros buscados (linea negra) se encuentran cerca de las regiones
1,203.Enlasregiones 1y 2 H” (x) = S’ (x) y de la representacion (3.13) es
facil ver que estrictamente S (x) # 0 ya que la exponencial del numerador
nunca es cero. Por lo tanto §(x) # 0, entonces los ceros buscados deben
de estar en la region 3. De los cuadros (3.1) y (3.2) sabemos que en la region
3 se cumple que

S () = HY' (), S = HY'(x) + HY (),
donde se derivé respecto a x. Entonces se cumple que

HY (x) = S@'(x) - HV' (x) = S (x) - S (x).
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Y como queremos H? (x) = 0, entonces S (x) - ! (x) = 0. Usando las
relaciones (3.15) obtenemos que S WD(x) = =5 P(x), es decir

ex(sinh(y)—ycosh(y))—i7r/4 — _e—x(sinh(y)—y cosh(y))+in/4

Dividiendo entre e~*¢inh@)=y cosh)=ir/4 ge tiene que
er(sinh(y)—ycosh(y)) — _ein/Z
= 2x(sinh(y) — ycosh(y)) = in/2 — in(2m + 1),

donde usamos que —e”/? = /2 = (i@W/27m=2mm) con m entero, y sacamos
el log. Simplificando obtenemos que

x(sinh(y) — y cosh(y)) = —in(m + 1/4), (3.18)

donde x = ka con k = w+/ué/c y que ¥ = a + if. También sabemos que x
es grande, entonces necesitamos que m >> x para obtener soluciones no
triviales para y. Ademads, sabemos que |y| no es pequefio por lo que nos
conviene escribir sélo los terminos de segundo orden en y de (3.18)

x(y cosh(y)) = in(m + 1/4), (3.19)
reescribiendo el cosh
Y =Y
oy +2€ = in(m + 1/4).

Y como Re[y] < 0, esto se aproxima como

e _in(m+1/4)

) X
Sacando el logaritmo se obtiene

log % —y = log (i) + log (m + 1/4) - log x.

Como ya vimos que m >> x >> 7 > 1, entonces esta relaciéon se aproxima

como
(320)

Recordando que queremos encontrar n = x coshy, resulta evidente de (3.19)
y de (3.20) que

0~ _m(m +1/4) ’ (3.21)
logm
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la cual es una primera aproximacién para n y fue la que obtuvo Watson
en su articulo [24]. Esta aproximacion se puede mejorar aun mds. Haremos
una iteracién del método de Newton alrededor de nuestra primera aproxi-
macion (3.20). Llamemosle F(y) a

F(7y) = x(sinh(y) — ycosh(y)) + in(m + 1/4) =0

Aplicandole una iteracién del método de Newton obtenemos que

Y= ye— LO0 X[sinh(yo) = yo cosh(yo)] + in(m + 1/4)
F(y0) —xyo sinh(yo)
1 1 in(m +1/4)
=Y+ —

yo tanh(yo)  xyosinh(yo)’

Resulta conveniente definir

1 1 am+1/4
Am=70+_ B _Q

- = —— , 3.22
Yo tanh(yo) Yo sinh(yp) (.22)

de modo que, y; = A, + B,/ x. Notemos también que como v es real, enton-
ces A,, es real y B,, es imaginario. Ahora, veremos que B,,/x << 1. Usando
que yo = —logm queda

_in(m+1/4)
™~ log msinh(logm)"

Y como sinh(log m) = (e‘ log m)—e‘~logm))/2 ~ m/2, ya que m >> 1, entonces

i2nm 1
~ <<1

N ~
mlogm logm
Como x también es grande, entonces B, /x es aun mds pequefio. Ahora
tenemos un nuevo valor de n que es n = xcosh(4,, + B,,/x). Como B,,/x es
chico, expandamos en serie de Taylor a segundo orden alrededor de A,,. Es
decir

B, B, . B,
n = xcosh(A,, + —) = x[cosh(4,,) + — sinh(A,,) + —= cosh(A,,)],
x x 2x2

que son los ceros v,, buscados

BZ
Vm = n = xcosh(4,,) + B, sinh(A,,) + 2—’" cosh(A,,). (3.23)
X
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Ademds, como xy A,, son reales y B,, imaginario, el primer y tercer termino
del lado derecho corresponden a la parte real de los ceros y el segundo ter-
mino corresponde a la parte imaginaria de estos. Despreciando la parte
real por ser pequefia y usando que A,, = 7o, recuperamos nuestra primera
aproximacién (3.21). Finalmente, como B,, << 1, entonces |B2 /2] <<< 1 y
evidentemente menor que x cosh(4,,) porque x y A,, son grandes, por lo que
la parte real de v,, es positiva. También resulta evidente que la parte imagi-
naria de v,, es negativa ya que yy = —logm < 0lo que hace que sinh(4,,) < 0.

Estos son los ceros buscados de ¢/, jp(ka) como funcién de n. Su parte real
es positiva y su parte imaginaria es negativa, lo cual garantiza que se en-
cuentran dentro del contorno de la figura (2.1) tal y como esperdbamos.
Si uno desea obtener los ceros con mayor precisiéon, hay otros métodos. El
lector puede revisar el articulo [10] o utilizar estas aproximaciones como
los valores iniciales de un algoritmo numérico para calcular los ceros.

Es importante resaltar que esta tiltima aproximacién de los ceros no la ob-
tuvo Watson en su articulo y resulta una parte fundamental para la in-
terpretacion fisica de los pulsos que viajan alrededor de la Tierra. Es con
la ayuda de estos ceros que vamos a estudiar la solucién obtenida con la
transformada de Watson en el capitulo anterior.



Capitulo 4

;Y la Fisica?

En este capitulo presentaremos un analisis de la fisica de la solucién obte-
nida al emplear la transformada de Watson, con ayuda de los ceros obte-
nidos en el capitulo anterior. Algunos de los resultados mostrados en esta
seccién apenas y se tratan en el articulo de Watson [24], y algunos otros ni
siquiera se mencionan. El objetivo es mostrar todos los resultados fisicos
que se obtienen gracias al empleo de la transformada de Watson.

4.1. Los ceros

Ahora bien, daremos una primera interpretacion fisica de los ceros obte-
nidos y de la transformada de Watson (2.16). Recordando la solucién final
que obtuvimos

2_7T VmPv,,,—l/Z(_ﬂ)é‘:vm—1/2(kb)
kab 08_y o (ka) ’
ds

S=Viy

I =

(4.1)

vm  cos(vm) [

con v, = n, los ceros (3.23) encontrados en el capitulo anterior. Aludiendo
a la aproximacién de Laplace (2.11) para P,_i/2(—u) se obtiene

cos[vy,(m—0) — /4]

Py, _12(=cos(0)) = (4.2)
’(Vrrﬁzl/z)ﬂ sm(Q)
[ei[v,,,<n—e>—n/4] + e—i[v,,,m—e)—nm]]
= . (4.3)

2 [ Om Jr21/2)7r sin(0)

47
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Recordando que II es solucién a la ecuacién de onda estacionaria (1.15), la
solucién completa en el tiempo serd ¢™'I1 1. Multiplicando (4.1) por ™ y
sustituyendo la aproximacion de Laplace se obtiene

iV (m—0)-n/4] —ilvm(n—0)-n/4]
eiwtn - 27 Vim [e te ]gvm—l/Z(kb)

kab . g._, ,(ka) '
ab <= 2[ /M s1n(0)] cos(vmn)[%]
5=V

Fijandonos en las exponenciales de la ecuacién anterior podemos recono-
cer dos factores muy importantes,

ei[—vm 6+wt] ei[v,,, O+wt] .

y

Separando v,, en parte real e imaginaria, como dijimos en (3.23), se tiene
que

eIm[v,,,]He—i[Re[vm]H—Wt] y e—Im[v,,,]Oei[Re[vm]Hert] . (45)

Las exponenciales recién obtenidas representan ondas viajando en la direc-
cién 0 y -6 respectivamente. El argumento de la exponencial imaginaria,
Fi[Re[v,,]0 £ wt], nos da la fase y la longitud de las ondas. El argumento
de la exponencial real,e*™") nos da la amplitud. Esto quiere decir que
los ceros (3.23) tienen un significado fisico muy importante; su parte real
representa el radio terrestre multiplicado por el ntimero de onda de las on-
das que viajan alrededor de la Tierra, y su parte imaginaria nos dice como
cambia su amplitud al viajar alrededor de la Tierra.

N = Re[n,] +ilm[n,]
N—— S—— N——
Relacionado con: Longitud de Onda Amplitud

Fijandonos en (3.23) podemos ver los valores obtenidos de Re[n,,] y Im[7,,].
Recordando que Re[n,,] > 0y Im[n,,] < 0, resulta evidente que conforme
6 crece (o decrece) la amplitud decrece. Evidentemente, hay més términos
que tomar en cuenta, pero esto nos da una idea inicial del significado fisico
que tienen los ceros encontrados.

Esto es consecuencia de las ecuaciones (1.1), (1.11), (1.12) y (1.13).
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4.2. Ondas alrededor de la Tierra

Ya vimos que los ceros encontrados v,, caracterizan en gran parte las ondas
que viajan alrededor de la Tierra. Notemos que el desarrollo (4.4) es una
suma sobre v,,. Consecuentemente, cada término de la suma representa
una onda con diferente longitud de onda y con una amplitud caracteristi-
ca. Muy semejante a las series de Fourier, s6lo que ahora estamos sumando
sobre un numero complejo v,, y no sobre un entero.

Obtengamos otros resultados interesantes, desarrollemos sec v, de la si-
guiente manera,
1

SeCYut = ———— = 2(e ™ — e 4 o
COS VTt

=Svpmi _ )

Usando este desarrollo podemos reescribir el potencial (4.4) como

iwt — 2_” Vm‘fv,,,—l/Z(kb)
. o€ ki
kab - [ (v,,1+2: /2)n sm(@)] [ fHa/;( a)]

F(0,vp), (4.6)

S=Vi

con
F(g, Vm) — eiwt [ev,,,(in—ﬁ)—iﬂ/4 + e—iv,n(n—9)+i7r/4] (e—vmni _ e—3vmrri + e—Sv”,ﬂim)'
Haciendo el producto de F(6,v,,) se obtiene

F(H, Vm) — e—m/4+wt[e—tvm«‘) _ e—lv,,,é‘—vam + e—lv,,,é)—4mvm + ]+

eizr/4+wt[e+iv,,,9—27rivm _ e+iv,,,(-?—4m'vm + ]

00 (o]
= minl4 Z (=)™ o~ ivm(@=2mmy=wr] y in/4 Z (_1)m+1 llvm(6=2mm yewr]
m'=0

m’=0

Nuevamente tenemos dos exponenciales que representan ondas con argu-
mento Fi[v,,(6 — 2zm’) F wt]. De manera completamente andloga, podemos
separar v,, en parte real e imaginaria. Lo importante en este desarrollo es
que 6 viene acompafiado de 27m’, de donde podemos deducir que m’ = 1
corresponde a una onda que ya avanz6 2«1, que es lo mismo que una vuelta
entera alrededor de la Tierra. De la misma forma, m’ = 2 corresponde a una
onda que ya le dio 2 vueltas a la Tierra, etc.

Recordando que F(6, v,) estd adentro de la suma (4.6), podemos decir que,
cada onda caracterizada por v,, a su vez se descompone en otra suma de



50 Capitulo 4. ;Y la Fisica?

ondas sobre m’. Cada término de esta suma sobre m’ representa las ondas
que ya le dieron una, dos, tres...m" = 1,2,3...) vueltas completas a la Tie-
rra. En la figura (4.1) podemos ver estas ondas param’ = 1,2y 3.

Antena
A

Antena

@m =1 (b)ym' =2 (cpm' =3

Figura 4.1: Ondas viajando alrededor de la Tierra 1, 2 y 3 veces.

4.3. Pulsos alrededor de 1a Tierra

Finalmente obtendremos unos tltimos resultados que no fueron presenta-
dos en el articulo de Watson[24]. Para obtenerlos, debemos de notar cier-
tas dependencias. Los ceros v, dependen linealmente de x = ka segiin
la ecuacion (3.23), pero k la habfamos definido como k> = —By. Es decir
k = w+/u€/c, por lo tanto los ceros v,, dependen de la frecuencia angular w.

En principio tomamos w como constante, ahora vamos a sumar nuestro
potencial sobre un continuo de frecuencias angulares, es decir

f M TI(w)dw,

donde usamos que II depende de v,, que a su vez depende de w. Ahora
bien, hagamos el cambio de variable s = iw y nuestra superposicién que-

dara como,
1 [
—.f e'TI(s)ds.
L Joico
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Esto se parece a la transformada inversa de Laplace. Sélo falta una constan-
te real o en los limites de integracién que debe de ser mayor que la parte
real de los polos de Il(s). De (3.23), podemos ver que como x « s, entonces
II(s) va a tener un polo en s = 0. Es por esto que podemos tomarar o = 0,
pero o > 0 y reescribir nuestra ecuacién como la transformada inversa de
Laplace

1 o +ico
= f e'TI(s)ds. 4.7)

Por la complejidad de Il(s), resulta muy complicado resolver esta integral.
Para poderla resolver habra que hacer el desarrollo asintético de II(s) para

x = ka grande y el indice v,, fijo. El desarrollo asintético de las funciones de
Hankel para x >> 1 obtenido por el método del descenso més rapido es

H](/Z) -~ ' ie—i(x—vmn/z—lr/ét).
X

Y como &, = Vnrx/ 2Hf12+)1 127 entonces

‘fv _1/2(x) - e—i(x—v,,,zr/Z—ﬂ/4)

de donde se sigue que

FEERE

_[_ie—i(x—vmﬂ'/2—rr/4)] — Ee—i(x—vmﬂ/2—n/4)

as as 2

por lo tanto

&,1/2kb) ze—ik(bfa) ~ % 4.8)

9y pka) s 4
ds

ya que b ~ a. Ahora, como cos(v,,m) = (€”™ + ") /2, Im[v,,] < 0y v,, €s
grande, entonces

1V T
2

Y finalmente usando (4.3) y nuevamente que Im[v,] < 0y v, es grande,
obtenemos

e

(4.9)

COS V), T ~

eilvm(m=6)-n/4]
V27 sin 6,

2Esto ser4 evidente més adelante que se haga la representacién asintética de I1(s)

Pv,,,—l/Z(_ Cos 0) ~ (410)




52 Capitulo 4. ;Y la Fisica?

Usando (4.8), (4.9) y (4.9), podemos escribir cada término de II(s) como

vV ; 42
11, ~ A#e”["”’m, con A= V2 , (4.11)
k Vsin @ ab\n

lo cual queremos dejar en funcién de s. Usando (3.23), que x = ka, que

k =w+Jue/c (4.12)

y que s = iw, obtenemos los ceros en funcién de s

a~Jue B2
Vin = —i§ K coshAm + B,, sinh A,, + i m¢ coshA,,,
c 2sa +\Jue
Lo que nos conduce a
. .Ym
Vin = i@y S + By + 11—, con : (4.13)
s
afue B?
Ay = — H coshAm, B, = B,sinhA,, v,= mC_ cosh A, (4.14)
c 2a +\Jue

Y con ayuda de (3.22) podemos ver que a,, y ¥ son reales y negativos y
que 3, es imaginario y negativo, con esto podemos aproximar una parte
de (4.11)

VVm _ \/iams +ﬂm + O'Ym/s

ko —is\Jue/c
Considerando que a ~ 6,378x10%cm, ¢ ~ 2,998x10'0cm/s, u ~ € ~ 1 en aire
seco y en cgs (Gaussiano), que yo = —logm y que w = s/i ~ 100kHz para

ondas de radio, entonces es facil ver que

S >> By + iYm/S.

Entonces,

MN Viays  can

k ~ —ismélc  +ispe
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y podemos reescribir (4.11) como

I, ~ A Y il s+, +i%)0)
m
Vsin 6 Vispe
= ie(amﬁ%)g con B = —_4C Za—me_iﬂ/4_lﬁlnﬁ'
7 ab '\ inuesin@

Sélo nos falta obtener la transformada inversa de Laplace de esto,

B v
Hm ~ ﬁe(amH—T)G. (415)

Ahora, comoI(s) = },,, I1,, y queremos calcular la integral (4.7), calculamos
la integral de cada término

1 T +i00

- f eI, ds

b Jo—ioco

B o+ico Y
— Ym
~ _.f s 1/2es(am9+z)+ )0 4.
1

o—ico
Notemos que «,,0 +  es un término de propagacién y por lo tanto a,, debe
de tener unidades de tiempo, es decir de distancia entre velocidad. Como
a, = —a‘fE coshAm, a tiene unidades de centimetros, u y € son adimen-
sionales en cgs Gaussiano, ¢ es la velocidad de la luz y coshAm ~ m y es
adimensional, entonces nuestra ondas se propagan con una velocidad de
c/m.

Para resolver la integral usaremos una representacion integral de las fun-
ciones de Bessel, la cual se puede encontrar en [25, pag.177],

1 z\" C+ico - 2 d 4 16
J,()=—|= e de .
/@) 2mi (2) I,im ¢ ’ (4.16)
con ¢ > 0. Haciendo el cambio de variable s" = s[a,,0 + 1] y ds’ = ds[a,,0 + 1]
obtenemos
B +ico L m
f s/—l/Zes +7‘—,9(a,,,9+t)ds.
i vozmH + 1 Jo—ico
Y ya nos queda de la forma (4.16), entonces v = -1/2 y
2

_ZZ = ’ymg((lmg +1) - = V_47m0(a/m0 +1).
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Entonces la integral queda como

)\
m
B2 (ame " t) T2 (N=4ymbland +1)).

O recordando el valor de B, lo podemos escribir méds convenientemente
como

1 [oeie B0 [ _yy g\
- f ¢Ml,ds = C< ( Y ) T (N=4ymbln + 1), (417)
o

I Joico Vsin @ \@mt +
con C= 8¢ 27mm. (4.18)
ab \| —pue

Graficando la expresién (4.17) para x constante en funcién del tiempo se
obtiene la figura (4.2). En esta figura se ven muy claramente varios fenéme-

MiApanaa ,
[MATRTAYRERVE

0 1

o —

Figura 4.2: Pulso en funcién del tiempo para x constante.

nos que ocurren con el pulso. Si nos encontramos parados en algtin punto
de la Tierra y el pulso se genera en el polo Norte, no percibiremos el pulso
de forma inmediata, hay que esperar cierto tiempo a que se propague hasta
el punto en donde nos encontramos. Este tiempo se puede calcular a partir
de la expresion

V—=4ymb(anf + 1),
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que se encuentra adentro de la funcién de Bessel del resultado (4.17). Como
Ym < 0, entonces a,,6 + t > 0 para que la raiz sea real, es decir

t> —a,b, con : a, <0.

Durante este tiempo nosotros no vemos nada y es justo lo que observamos
al inicio de la gréafica en la figura (4.2). Una vez pasado este tiempo, nos lle-
ga el pulso seguido por una cola, la cual es consecuencia de la dispersiéon
de las ondas. Este efecto de dispersion se origina de la funcién de Bessel en
(4.17), el cual a su vez es consecuencia matematica directa del factor que va
como yy,,/s en (4.15). Finalmente hay un factor en (4.17) que disminuye la
amplitud conforme @ crece, el término es e#?, es importante recordar que
B €s imaginario y negativo.

Estamos viendo que en la propagacién del pulso hay tres fenémenos fisi-
co muy importantes, propagacién, dispersién y disminucién de amplitud.
Recordando la expresién de los ceros obtenidos en funcién de s (4.13),

. -7}71
Vin = 1S + B + 11—
K

podemos ver que el primer término que es proporcional a s es el que es-
ta relacionado con la propagacion. El tercer término que es inversamente
proporcional a s es el que esta relacionado con la dispersién y el segundo
término que es constante esta relacionado con la disminucién de la ampli-
tud. Los tres fenémenos involucrados en la propagacién de pulsos alrede-
dor de la Tierra son consecuencia directa de la forma matemaética de los
ceros obtenidos.

El emplear la Transformada de Watson le dio un significado fisico mucho
maés profundo y claro a la solucién que la serie original, ademds mejor6 la
convergencia de nuestra solucién. En [12] mencionan que se hubiesen re-
querido 8000 términos de la serie original para obtener los mismos resul-
tados que con tan sélo dos términos de la serie obtenida por medio de la
transformada de Watson.

4.4. Otros resultados

George Neville Watson obtuvo mads resultados de su trabajo. El lector ya
familiarizado con el problema se puede referir al articulo original sin tanta
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dificultad. A continuacion se mencionan estos resultados.

Primero, obtuvo resultados numéricos asumiendo que la Tierra era un con-
ductor perfecto. Con estos resultados, encontré que la onda difractada alre-
dedor de la Tierra no era lo suficientemente intensa como para explicar los
resultados empiricos, lo cual, demanda la existencia de otros fendmenos
fisicos para explicar los resultados experimentales. Por ejemplo, la refle-
xién de las ondas en la atmdsfera. Watson, aun inconforme, hizo los es-
tudios para el caso de un conductor imperfecto. Para el lector interesado,
estos cdlculos resultan relativamente sencillos y se pueden consultar en el
articulo original [24]. Estos estudios lo llevaron a darse cuenta de que, ya
sea en Tierra o agua de mar, la diferencia entre los resultados obtenidos su-
poniendo un conductor perfecto o uno imperfecto eran despreciables. En

Capa de Heaviside

Figura 4.3: Reflexion en la capa de Heaviside

pocas palabras, Watson probé que la difraccién de ondas alrededor de la
Tierra y las ondas que viajan por dentro de la Tierra no bastan para explicar
la transmisién de ondas alrededor de la Tierra. Para explicar el fenémeno,
se requiere incluir la reflexién de éstas en la atmdsfera. En especifico, en la
capa de Heaviside, esta es una capa delgada de gas ionizado entre los 90 y
150 km de altura, la cual fue descubierta en 1924 justamente porque refleja
las ondas de radio. La figura (4.3) ilustra el fenémeno en cuestion.



Parte 11

Ondas Ocednicas sobre una
Esfera Giratoria

”Lo que sabemos es una gota de agua,
lo que ignoramos es el océano.”
Isaac Newton.
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Capitulo 5

Ecuaciones de Movimiento

Un tipo de ondas que resulta sumamente importante estudiar para enten-
der los cambios climéticos son las ondas planetarias o ondas de Rossby. Es-
tas ondas deben su existencia a la rotacién de la Tierra, es decir a la Fuerza
de Coriolis. Son sumamente dificiles de observar en el océano, esto se debe
a que estas ondas pueden tener longitudes de onda de cientos de kiléme-
tros, amplitudes de apenas unos cuantos centimetros y velocidades de pro-
pagacion muy lentas. La ecuacién que deduciremos a continuacion resulta
apropiada para describir estas ondas, ya que desprecia movimientos en la
direccién radial (amplitud) por ser muy pequefios y toma en cuenta ma-
yormente el término de Coriolis.

La deduccién se hara partiendo de las ecuaciones de Euler, en especifico las
de conservacion de momento. Después, se obtendra la ecuacién de conser-
vacion de vorticidad absoluta que es consecuencia de sacarle el rotacional a
las ecuaciones de Euler, y se escribird con ayuda de la funcién de corriente.

5.1. Ecuaciones de Euler

A continuacién presentaremos una deduccién muy simple de las ecuacio-
nes de Euler. La manera més sencilla para describir un fluido en su totali-
dad es atravez del campo de velocidades ¥ que lo rige y las fuerzas a las
que estd sometido. Este campo de velocidades se puede representar como
un espacio lleno de flechas (vectores de velocidad) cuya magnitud y direc-
cién dependen de la posicion y del tiempo como se ve en la figura (5.1).

59
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R&\._

b \\-.\\\
~ \\\\\

SA a\gg

Figura 5.1: Foto de algtin campo de velocidades.

Este campo representa la velocidad que siente un elemento de fluido al pa-
sar por un punto fijo en el espacio a un tiempo dado. Como ya deciamos,
éste tiene que ser funcién de la posicién y del tiempo, v = ¥(¥, 1), donde la
posicién ¥ es un punto fijo en el espacio. A esta descripcién del movimien-
to se le llama la descripcién Euleriana o espacial. Un ejemplo sencillo se
da en un rfo. La descripcién Euleriana da la velocidad que experimenta un
elemento de fluido al pasar por cierto punto, pero no da la velocidad que

experimenta este elemento de fluido al moverse con el rio'.

Para obtener las ecuaciones de movimiento de nuestro océano tendremos
que escribir la segunda ley de Newton para un fluido. Sabemos por la se-
gunda ley que la fuerza es el cambio de momento respecto al tiempo, es
decir,

F=md= o (5.1)
Debido a que la segunda ley es para cuerpos?, entonces necesitamos co-
nocer el momento de un cuerpo, pero el fluido es un continuo, entonces
habra que calcular el momento de un elemento de fluido. Primero, inten-
temos escribir la velocidad del elemento de fluido en términos del campo
de velocidades. Para esto consideremos la trayectoria X de un elemento de
fluido. Como el elemento se mueve, su trayectoria dependera del tiempo,

La Descripcién que da la velocidad de un elemento de fluido moviéndose con el rio es la
descripcién Lagrangiana.
2No para el campo de velocidades que es lo que buscamos.
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entonces ¥ = x(¢).

Escribamos la velocidad del elemento de fluido U en funcién del campo
de velocidades (X, ). Esto se logra sustituyendo la posicién x(r) del ele-
mento de fluido en la dependencia espacial del campo de velocidades:
U = (), 7). Separando el campo de velocidades en sus componentes:
V = (u,v,w), con u, vy w a su vez funciones de x(r) y de r como acabamos
de ver. Usando regla de la cadena, derivamos la primer componente de la
velocidad u(X(r), r) respecto a t, obteniendo
Du Odudx Oudy Odudz Odu

Dr oxdi Tayadi Tozar T ar

O bien como (u, v, w) = (%, %, %), entonces
Du ou N ou N ou N ou ( ) ou Ou Ou N ou
— =u—+v—tw—+ —=W,w) | =, —, — |+ —.
Dt ox Oy 0z Ot ox’ o0y’ 0z or

Haciendo lo mismo de manera analoga para las otras dos variables de la
velocidad, v y w, obtenemos otras dos ecuaciones. Las tres ecuaciones ob-
tenidas se pueden escribir como una sola ecuacién vectorial,

DV oV |

— =—+{F- 5.2

D=5 TV (5.2)
Esta ecuacién representa la aceleracion de un elemento de fluido arbitrario
en funcién del campo de velocidades. Al operador 2 se le llama Derivada
Material ya que mide el cambio respecto al tiempo de alguna propiedad de
un elemento de fluido en movimiento.

Para escribir la segunda ley de Newton, necesitamos la derivada del mo-

mento respecto al tiempo para un elemento de fluido en movimiento, para
esto requerimos primero escribir el momento de un elemento de fluido co-

mo la integral,
r= f pvav,
14

donde V es el volumen del elemento de fluido, p es la densidad del fluido®.
Es importante notar que esta integral es sobre un elemento de fluido que se

3Nétese que ya supusimos que el fluido es incompresible ya que p=cte.
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mueve conforme avanza el tiempo, entonces tomar la derivada respecto al
tiempo de esta integral no es algo trivial. Para meter la derivada temporal
a la integral sobre el volumen material, hay que hacer uso del teorema de
transporte de Reynolds. Después se expande el integrando y se emplea la
conservacion de masa para anular dos términos, el resultado final es,

dp DV
bt A —d .
dt fvat v (5.3)

y se puede ver en [1, pag. 137]. Como ya tenemos la derivada del momento,
calculemos las fuerzas que actdan sobre nuestro fluido. Estas pueden ser
de dos tipos, las fuerzas de cuerpo y las fuerzas de superficie. Las fuerzas
de cuerpo son fuerzas de largo alcance que penetran adentro del fluido
y actuan sobre todos los elementos del fluido, ejemplos de éstas pueden
ser la gravedad, la fuerza de Coriolis y la fuerza centrifuga. Las fuerzas
de superficie son las fuerzas de contacto que actuan sobre la superficie de
nuestro elemento de fluido, ya que éste se encuentra en contacto con otros
elementos de fluido a la vez, por ejemplo la presién y los esfuerzos de corte.
La fuerza superficial neta sobre el elemento de fluido es,

F - f Ts.
ov

con AV la frontera del elemento de fluido. En el caso de un fluido ideal, es
decir un fluido no viscoso, no hay esfuerzos de corte y la tinica contribu-
cién a las fuerzas de superficie es la presion, entonces 7 = —P#, con 7 la
normal al elemento de fluido. Empleando el teorema de Gauss para pasar
de una integral de superficie a una de volumen, obtenemos

F, = —fVPdV.
\%4

Agregando las posibles fuerzas de cuerpo, queda
F= f (~VP)dV + F o), = f (=VP + pAcy)dV, (5.4)
v v
donde A, es la aceleracion debido a las fuerzas de cuerpo y p la densi-

dad del fluido. Retomando las ecuaciones (5.4) y (5.3) e igualando segtn la
segunda ley de Newton obtenemos

Dv R
—dV = | (=VP + pA_,,)dV.
prt f( + PAcpo)
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Como esto es cierto para cualquier volumen, los integrandos deben de ser
iguales. Dividiendo entre p, queda

Dv 1 -

— =—=VP+ Ao (5.5)

Dt p cpo
Esta ecuacién representa la conservacion de momento, ya que se dedujo
a partir de la segunda ley de Newton, y se conoce como la ecuacién de
Euler. Junto con la conservacién de masa, que en este caso es V - v = 0 por
suponer incompresibilidad, tenemos un sistema de cuatro ecuaciones con
cuatro incégnitas, ¥y P.

5.2. Ecuacion de Vorticidad Bidimensional

La ecuacién de vorticidad se obtiene sacandole el rotacional a la ecuacién
de Euler que acabamos de deducir, pero antes veamos como incorporar las
fuerzas asociadas al movimiento de rotacién uniforme, es decir la fuerza
centrifuga y la de Coriolis, a la ecuacién de Euler. Empecemos con la fuerza
de Coriolis que es

i

I?C:—Zmﬁxﬁ — AC:—Zfix\?,

con Q la velocidad angular de la Tierra, ¥ la velocidad del elemento de
fluido moviéndose en la Tierra y A, la aceleracién de Coriolis. Fijando un
sistema de referencia localmente plano en el d&ngulo 0, tenemos que z es
normal a la Tierra, y va en direcciéon norte y x al este. Vamos a represen-
tar al océano como una capa delgada de agua respecto al radio terrestre,
como las ondas de Rossby tienen un amplitud muy pequefia en relacién
a su longitud de onda, supondremos que la componente normal z de la
velocidad es nula. Ademds, tampoco tomaremos en cuenta la componente
normal de la aceleracién de Coriolis, ya que es pequefa en comparacién
con la gravedad*. Tomando lo anterior en cuenta, podemos escribir la A,
como

A_)C = =2(-v,Qc0s O, v, cos @) = 2Q cos O(vy, —Vy),

donde a f = 2Q cos O se le denomina el pardmetro de Coriolis. En este caso,
® es la co-latitud, es decir, el &ngulo medido a partir del eje polar en donde
fijamos nuestro sistema de referencia localmente plano, pero nos conviene

4Esta aproximacion es ampliamente usada en oceanografia, ver [20].
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tomar la latitud que se mide a partir del ecuador, entonces el parametro
de Coriolis se convierte en f = 2Qsin#, con 6 la latitud. Ahora podemos
incorporar esta aceleracion a la ecuacién de Euler, (5.5),

Dv 1
2 _ZVP+20sin 0(vy, —vy),
Dt P
es decir,
Dv, 10P
= ———+ )y
Dt p Ox Fvy
Dv, 10P
— = — fy,.
Dt p oy

Pareciera ser que la gravedad y la fuerza centrifuga no fuerén tomadas en
cuenta, pero ambas fuerzas de cuerpo son conservativas, asi que las pode-
mos escribir como el gradiente de algo. De esta manera las podemos incluir
en la variable P, es decir el término VP contiene el gradiente de presiones
original, la gravedad y la aceleracién centrifuga. A esta nueva P se le co-
noce como presién modificada. Tomemos el rotacional bidimensional de la
ecuacién vectorial®, que es lo mismo que tomar la parcial respecto a x de la
segunda, la parcial respecto a y de la primera y restarlas, obtenemos

(5.6)

ox Dt dy Dt

—_ — V=

d Dy, 6Dvx__ 6vx+% 6f_v6_f
Ox Oy ox oy’

pero como V- ¥ = 0 por ser incompresible, el primer término del lado dere-
cho desaparece. Ademds, como

208_0(, 04, 0)
ox Dt 0x\ ot “ox Yoy
_00A voA | 004 DnoA 004
0tdx  Ox Ox TOxox Ox dy Oy ox
_DOA v oA voa
Dt dx  Ox 0x  Ox Oy’

el término del lado izquierdo se puede escribir como

2(6& %) aVX% Ovy Ovy  Ov, dv, Oy Ov,

Di\ox ~ay) T axax Taxay oy ox oy dy

5y g= _dax , 9oy
an__r')y + o
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Ademas, como w = V X ¥y estamos en dos dimensiones lo podemos sim-
plificar a

Dw  0v,
—_— + —_—
Dt Ox

ox Oy

Oy _Ovy| vy lOvy Ove| Dw - f0ve vy
dox 0y a Dt dox 0Oy
donde w es la componente normal de w. Nétese que el dltimo término es
cero, ya que la cantidad entre paréntesis corresponde a la divergencia que
bien sabemos es cero ya que supusimos incompresibilidad. Por lo tanto, la
ecuacién (5.6) se simplifica a

Dw of of

Dr T ax Moy
Dw df af _

VyT——

— — =0.
Dt * 6x+v}6y

Finalmente, como el pardmetro de Coriolis f es constante en el tiempo,
entonces df/dt = 0, lo que quiere decir que los dos tltimos términos del
lado izquierdo corresponden a la derivada material de f, Df/Dt. Entonces,
se sigue que

D
E(W"‘f):(),

es decir, la cantidad w + f se conserva a lo largo de una trayectoria material
y en el tiempo. Dado que w corresponde a la vorticidad relativa a la Tierra®
y f corresponde a la vorticidad del planeta, a la cantidad & = w + f le
llamaremos vorticidad absoluta, y se cumple que

D¢ _

5 =0, (.7)

es decir se conserva, lo cual tiene sentido ya que no hay disipacién de
energia ni fuerzas no conservativas’. Por esto mismo, podemos decir que
esta tltima ecuacion es valida no solo en el sistema localmente plano, si no
en toda la superficie esférica. De manera mds formal, la vorticidad absoluta

®Todo el campo de velocidades es relativo a la Tierra y definimos w como la componente
normal de w = V X ¥. Se hace de esta manera ya que nos interesa saber como se ven las ondas
desde un punto fijo en la Tierra. Por esta misma razén, agregamos la fuerza de Coriolis como
una fuerza de cuerpo.

7La vorticidad absoluta se describe desde un sistema inercial. La vorticidad relativa se des-
cribe montados en la Tierra y esa no se conserva, ya que entra en juego la fuerza de Coriolis,
la cual es una fuerza no conservativa.
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es el rotacional de la velocidad vista desde un sistema inercial. El rotacio-
nal es circulaciéon por unidad de 4rea, y como la componente normal de la
velocidad es cero, la superficie es uniforme y el drea es tomada de la misma
forma en cualquier punto de la Tierra. Entonces, el teorema de circulacién
de Kelvin nos dice que la circulacién se conserva en trayectorias materia-
les, que es lo mismo que (5.7). Reescribiendo la derivada material tenemos
que

% = %+V~V§: %+V~(\?§)—§V-\?:O,

donde usamos la siguiente identidad vectorial: V - (AX) = ¥ - VA + AV -
X. Nuevamente el tltimo término del lado derecho es una divergencia y
consecuentemente es cero. Como la ecuacion (5.7) es valida en la esfera,
usemos la divergencia en coordenadas esféricas tomando en cuenta que la
componete radial o normal de la velocidad es cero, podemos reescribir esta
ecuacioén de la siguiente manera,

D¢ 3 1

==+
Dt 0t acosf

0 0
6—0(ng CcOS 0) + %(qu;) = 0, (58)

con vy, v, las velocidades en la direccién 6 y ¢ y a el radio de la Tierra.
Noétese también que se emplean senos y no cosenos en la divergencia. Esto
es asi porque 6 es la latitud y no la co-latitud. Mas aun, como V - ¥ = 0,
la condicién de continuidad nos garantiza la existencia de una funcién de
corriente, . Entonces,

1 oy oy

acosf dg YoV = "o

(5.9)

lo cual lo podemos sustituir en (5.8) y obtener

beg _og 1 |0 (.04)_ 9 (.9
DA a20050[60 (§a¢) 3¢ (fae)]

==+
Ot  a’cosf

96 90 0 36

¢ 1 [awag agaw]

2 _% - . JAB) = ——
Di = o T =0 con: JAB) = o 96 90 96 96

D¢ 8 1 [aAaB aBaA}
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Tomando en cuenta este tltimo resultado y recordando que ¢ = w+ f y que
df /ot = 0, entonces

D¢ ow _
E—E‘*‘J(W,W"‘f)—(),

0
= a—”: + T w) + T, f) = 0,

ya que J es lineal en cada argumento, lo cual es trivial demostrarlo. El
altimo término se puede simplificar a

JW, f) = J(,2Q sin )

1 oy 2Q 0y
=——|2Q—=cosf-0|= ——.
a’*cos 6 [ o €08 ] a* d¢
Entonces, obtenemos que
ow 2Q0y
E +J(I/I,W)+?a—¢ = (510)

Finalmente, como w es la componente normal de w = VxV, en coordenadas
esféricas se escribe como

1 Ovg 0cosBv,
¢ 06 |

Recordando que 6 es la latitud y no la co-latitud. Podemos volver a emplear

(5.9) y obtener
w= ! i ! 6_{# + ﬁ cos 0%
" a?cosf | dp \cos | 06 06

1 oy 1 a(

= — + —_—
a?cos20 d¢p  a*cosf ol

acosé

oy 5
=\ =v2.
cosﬁag) W

Es decir, la relacién entre la vorticidad relativa y la funcién de corriente
es w = V2. Lo que quiere decir que podemos interpretar a la vorticidad
como el promedio de la curvatura de la funcién de corriente. Esta relaciéon
nos permite escribir nuestra ecuacién (5.10) en su forma final,

oV
ot

200
+ J(y, V) + ?a_fs =0. (5.11)
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A esta ecuacién se le encuentra en la literatura como “Barotropic Vorti-
city Equationz describe a las ondas de Rossby. Cuenta con tres términos,
el primer término es el cambio de la vorticidad en el tiempo, el segundo
corresponde a los efectos no-lineales y el tercero da la contribucién gracias
al efecto de Coriolis.

Para obtener informacién relevante sobre las ondas de Rossby, podemos
suponer movimientos pequefios y despreciar el término no lineal J(y, V2y)
para quedarnos tinicamente con el término de Coriolis.



Capitulo 6

Soluciones a la ecuacion de
vorticidad

En este capitulo resolveremos la ecuacién de vorticidad que se obtuvo en
el capitulo anterior, pero linealizada. Como supusimos que el término de
Coriolis es mucho mayor que el término no lineal, la ecuacién que vamos
a resolver serd

w200 _
ot a’ op

0. (6.1)

Como ya se mencioné en la introduccién, comenzaremos resolviendo la
ecuacién bidimensional sobre la esfera, la cual no tiene singularidades y no
le podemos aplicar la trasnformada de Watson como veremos en el capitu-
lo 7. Por el otro lado, si nos da informacion fisica relevante de las ondas
de Rossby y estd basada en el articulo [9], por lo que nos da un punto de
referencia de lo que esperamos obtener en las soluciones que encontremos
en este capitulo. Después se resolverd la ecuacién sobre un plano tangen-
te a la esfera, aproximacién ampliamente usada para describir ondas de
Rossby ya que retiene la variacion del pardmetro de Coriolis en el espacio.
Como las ondas de Rossby se originan por la fuerza de Coriolis, ésta es una
aproximacién muy util. A pesar de las limitaciones de esta aproximacion,
nos da informacién relevante sobre las ondas oceédnicas sobre una esfera
giratoria, al menos localmente. Ademads, el haber cambiado de topologia
esférica a plana no necesariamente implica que las soluciones obtenidas no
sean candidatas para aplicarles la transformada de Watson. Lo que si es
importante es que las soluciones a las que les queremos aplicar la trans-

69
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formda de Watson tengan singularidades, es por esto que es buena idea
buscar las funciones de Green de la ecuacién en los distintos casos. Final-
mente empleamos una generalizacién a tres dimensiones de la ecuaciéon
bidimensional obtenida, la cual describe ondas de Rossby en un fluido es-
tratificado. Gran parte de la fisica de esta ecuaciéon queda fuera del alcance
de esta tesis, pero afortunadamente en las variables angulares se puede tra-
tar de manera analoga al caso anterior. Esta tiltima solucién se deja como
un problema abierto y una guia para futuros intentos.

No todas las soluciones obtenidas en este capitulo son obtenidas con el fin
de aplicarles la transformada de Watson, muchas se obtienen tinicamen-
te con el fin de entender las ondas de Rossby. Debido a que la mayoria
de las soluciones obtenidas en el plano tangente son aproximadas, bus-
caremos soluciones por diferentes métodos para entender los fenémenos
fisicos asociados a la ecuacién y descartar errores que podrian ser ocasio-
nados por las aproximaciones realizadas. Esto nos daré una vision global
del comportamiento de la ecuacién. Ademads, nos dard un rango de solu-
ciones mdas amplio en las que podemos intentar emplear la transformada
de Watson en el siguiente capitulo. La variedad de soluciones obtenidas,
tanto en el plano como en la esfera, es importante para entender en que
circunstancias y que elementos se necesitan para aplicar la transformada
de Watson y en cuales no.

6.1. Una solucién particular en la esfera

Retomando la ecuacién original (6.1), con a = 1 para dejarlo igual que en

1

2
8Vl!/+290—l!/=0.

ot 0P

La soluciéon maés sencilla es la estacionaria, es decir cuando la derivada
temporal del Laplaciano es cero, entonces

W _
o

0, = W = constante.

Es decir, ¥ no depende de 6 y es constante en ¢. Las lineas de corriente se
ven como en la figura (6.1).



6.1. Una solucién particular en la esfera 71

Figura 6.1: Solucién estacionaria sobre la esfera.

A continuacién encontraremos una solucién particular, suponiendo que

vy b (20
o —a(z ) ©2

con ¢ la derivada de ¢ respecto al tiempo la cual es constante. Esta supo-
sicién es hecha por Longuet Higgins, ver referencia [9]. Bdsicamente nos
dice que el cambio de la vorticidad V?y en el tiempo es igual a ‘;—f;’—(; = Z_ﬁ'
que es el cambio de la funcién de corriente en la direccién ¢. Esto se podria
pensar como forzar a que la propagacion de la vorticidad, o su cambio de
cualquier tipo en el tiempo, sea a lo largo de la direccién ¢. Sustituyendo

en (6.1) queda

o[22 \_ oy
a5 -

w o
Eﬂf’%—O,

la cual podemos resolver usando caracteristicas, ya que

d ;
V@O0 =Y+ Yy

Por lo tanto, ¢ = ¢t + ¢ es una caracteristica con ¢, una constante. Supo-
niendo que en ¢ = 0, f(¢o) es solucién, entonces para ¢ arbitrario f(¢ — ¢1).
Dado que también hay dependencia en 6, la solucién debe ser de la forma

¥ = f6,¢ 91
Ahora, notemos que los arménicos esféricos cumplen que

V23S, +n(n+1)S, =0.
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Es decir, satisfacen automéaticamente (6.2), si se cumple que —2Q/¢ = n(n +
1), con esto hemos encontrado un conjunto de soluciones particulares de la
forma

-2Q

¢=Sn(0,¢—¢t) con : ¢=m

Estas soluciones las podemos entender como arménicos esféricos que se
mueven con velocidad angular ¢ = n(‘nzﬁ). Por ejemplo, para n = 1, el
armonico esférico S (6, ¢o) rota con velocidad angular —Q visto desde den-
tro de la esfera, y como la Tierra gira con velocidad Q, el sistema no se mue-
ve en absoluto visto desde un sistema fijo afuera. Para n > 1, el arménico
esférico rota més lento que —Q. Visto desde la Tierra, estos modos giran
cada vez mds lento hacia el oeste conforme n aumenta, pero visto desde
un sistema fijo externo, estos modos giran cada vez mds rapido intentando
alcanzar la velocidad angular de la Tierra conforme n crece. En otras pa-
labras, el sistema tiende a ser llevado por la rotacién de la Tierra. Esto es
consistente con los resultados obtenidos de la relacién de dispersion para
el caso de ondas planas, ya que las ondas, vistas desde la Tierra, se mueven
al oeste.

Unas posibles soluciones serian,
Pi(cos G)eis("’*"}’) y  Q:(cos G)e”w’&’),

donde P y Q¢ denotan las funciones de Legendre y ¢ = —2Q/(n(n + 1)).
Notemos que s = 0 corresponde a un modo estacionario, es decir, visto
desde la Tierra no se mueve. Esto es congruente con lo argumentado an-
teriormente ya que si s = 0, entonces n = 0 forzosamente, y ya vimos que
n = 0 corresponde al modo que se mueve junto con la Tierra, el cual es
sumamente aburrido e irrelevante, ya que es constante.

También debemos notar que el polo de los arménicos esféricos no tiene que
coincidir necesariamente con el polo de rotacioén de la Tierra. Lo tinico im-
portante es que el polo de cada arménico esférico, en funcién de n, gire alre-
dedor del eje de rotacion terrestre con velocidad angular w = =2Q/(n(n+1)),
de este modo, nos podemos olvidar de la dependencia temporal por com-
pleto, lo cual no haremos ahora para evitar confusiones.

La forma de los patrones que se propagan hacia el oeste con velocidad

angular ¢ = n(‘nzﬁ) se pueden ver en la figura (6.2). Recordando que estas

iméagenes representan la funcién de corriente, las lineas que se ven en la
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@n=7,m=0 byn=7,m=4

Figura 6.2: Solucién en arménicos esféricos.

figura corresponden a la funcién de corriente constante, es decir lineas de
corriente. Esto quiere decir que para el caso b) tenemos muchos voértices
propagéandose a la izquierda, los mas claros girando en un sentido y los
mads obscuros en el otro, ya que el cambio de color corresponde al cambio
de signo de la funcién de corriente. En el caso de a) tenemos una especie
de vértice degenerado. En la zona clara las lineas de corriente van para un
lado y en la zona obscura van para el otro. Recordemos que estos patrones
-20

giran con velocidad angular ¢ = =% vistos desde la Tierra.

Obtengamos una solucién completa, tomemos el conjunto de soluciones,

sl n
U= ) APicos B)e "),

n=0 s=-n

con A, constantes que dependen de n y 5. Evaluando en ¢ = 0 e igualdndolo
a una condicién inicial, por ejemplo, §(6)d(¢), podemos emplear la ortogo-
nalidad de los polinomios de Legendre y de las exponenciales para obtener
el valor de las constantes AS. Multiplicando por P}, y por e™*'?, e integrando
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en los limites correspondientes, usando el hecho que

1
2 (n+ys)!
Pi(x)P,(x)dx = — O
Il W (0P (xX)dx =) y

T
f e"e ™™ dx = 2n6

us

obtenemos que

A5 = 2n+ 1)(n—s)!
T dan+ 9)!

n

Por lo que nuestra solucién final queda,

(<5}

R e
Y= Z WPH(COS e ()77, (63)

n=0 s=-n

Recordemos que esta es tan sélo es una solucién particular al problema
en cuestion, dado que hicimos una suposicién al principio la cual puede
excluir muchas soluciones. La solucién obtenida basicamente consiste de
armonicos esféricos que se propagan a la izquierda (Oeste) con una veloci-
dad que depende de n.

6.2. Soluciones en el plano tangente

Tomaremos de (6.1), x ~ a¢ y y = af como en la figura (6.3), para ¢ y 6
chicas, de modo que el parametro de Coriolis lo podemos linealizar para
y ~ 0 como f = 2Qsiny/a ~ 2Qy/a. Llamémosle § al cambio de f en la
direccién y, es decir B = % = 2Q/a, con esto obtenemos la aproximacién
en el plano g, la cual basicamente consiste en linealizar el pardmetro de
Coriolis y ver el comportamiento de la ecuacién en el plano tangente. Esta
aproximacién es ampliamente usada para describir Ondas de Rossby. La

ecuacién a resolver resulta simplemente

(‘r//xx + ‘/’yy)[ +ﬂwx =0, (64)

ya que dx = ad¢, donde los subindices denotan derivadas respecto a esa
variable.
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T

/

Figura 6.3: Plano tangente a la esfera.

6.2.1. Larelacién de dispersiéon para ondas planas

Propongamos como solucién una onda plana de la siguiente forma,

= ei(/?x’—wr)

conk = (k, 1) = (kcos a, k sin @) el vector de onda, w la frecuencia, k la norma
del vector de onda k y @ la direccién de propagacién de la onda. Sustitu-
yendo, se obtiene que

—iw[-k* -P1+iBk=0, = (6.5)
wo_ B _ _E
k- R+ER K (6.6)

Esta dltima es la relacién de dispersion que se debe cumplir para ondas
planas. La cantidad w/k es la velocidad de un frente que se propaga en la
direccion x. Como tomamos 8 = 2Q/a positivo, w/k es siempre negativa.
Es decir, el frente se propaga a la izquierda (Oeste) con velocidad B/«?, la
cual sélo depende de la norma del vector de onda y no de la direccién de
propagacién. Esta es una propiedad de las ondas de Rossby, siempre se
propagan hacia el Oeste. Esto tiene mucho sentido, ya que si uno esta pa-
rado sobre la Tierra y esta tiene una velocidad angular positiva (Este), al
hacer una perturbacién en el agua, visto desde la Tierra, aparenta ser que
ésta se propaga hacia el Oeste gracias a la fuerza de Coriolis.
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La relacién de dispersiéon también se puede escribir como

k2+12+'%k:0,
N ]
2 2
(0] +r=(5)

Lo anterior quiere decir que, para valores fijos de la frecuencia w, los vec-
72 .

tores de onda k se encuentran sobre un circulo con centro en —3/2w y con

radio B/2w. Reescribiendo de nuevo la relacién de dispersién

w = —Bk/(k* + 1),
podemos obtener las velocidades de grupo,

w _BK-P _B
ok @rep @S Y

ow Bkl B .
E = m = ﬁ sin2a.

Veamos la figura (6.4) para entender mejor lo que sucede. El circulo dibu-

ok

Y_A - \a
B\ vy JO
2a-m

Figura 6.4: Plano del vector de onda k.

jado son los posibles vectores de onda que puede haber para una w fija. El
vector k forma un angulo de @ con el eje x. Consecuentemente el vector BA
forma un angulo de 2a — 7, es decir el vector AB forma un angulo de 2« con
el eje x. Tomando en cuenta que la magnitud del vector AB es /2w, ya que
es el radio del circulo, podemos escribir la velocidad de grupo como

-

2
Vg = Ez(cos 2a,sin 2a) = —VZVAB.
K K
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Esto es interesante, ya que mientras el vector de onda siempre tiene com-
ponente en x negativa y esta restringido a un circulo, la velocidad de grupo
siempre apunta hacia el centro del circulo. En concreto, si una onda plana
se propaga al Este, tendra una velocidad de grupo al Oeste, o si se propaga
al Noroeste, entonces tendrd una velocidad de grupo al Sur. Un anélisis
maés elaborado sobre esta relacién se pueden buscar en [20, pag.108] o en

[9].

En otras palabras, la velocidad de fase siempre tiene una componente en
direccion Oeste, pero la velocidad de grupo puede apuntar en cualquier
direccién. Entonces, a pesar de que las ondas siempre se propaguen hacia
el oeste, puede haber un flujo de energia en cualquier direccién, ya que la
velocidad de grupo esta asociada al flujo de energifa. Esto es congruente con
las soluciones obtenidas mas adelante en la esfera, ya que todas nuestras
velocidades de fase se propagan al oeste.

6.2.2. Empleando Series de Fourier en y.

Como queremos obtener la funcién de Green de la ecuacién (6.4), escriba-
mos la ecuacién con una fuente puntual en y = 0y x = 0, e instdntanea en
t=0,

(W + w0y, + BYs = 6)SRIS@).

Esta ecuacién diferencial parcial se puede transformar en una ecuacién di-
ferencial ordinaria con ayuda de la transformada de Laplace y las series
de Fourier. Sin perdida de generalidad tomemos 8 = 1 para simplificar los
célculos. Usando el hecho de que

dfo)
L[T]—SF(S) fQ0),

donde £ denota la transformada de Laplace y F(s) es la transformada de
Laplace de f(r). Calculemos la Transformada de Laplace de toda la ecua-
cién obteniendo,

SWax + Uy + ¥ = 6(X)S(Y). (6.7)

La funcién i es la transformada de Laplace de la funcion y; la condicién
inicial usada es f(0) = 0. Ya se removi6 la dependencia temporal, ahora
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falta deshacerse de una de la variables espaciales. Para esto desarrollemos
¥ en serie de Fourier en y,

[ee)
7 im
o= Z A, =
m=—0o

D7 slAne™ = m2Ape™ ]+ Ape™ = 5()5().

m=—oo

En realidad el valor m = 0 no es necesario tomarlo en cuenta ya que es un
modo estacionario, tal y como se vio en el caso de la esfera. Multiplican-
do por ¢7™ e integrando de -7 a = podemos usar la ortogonalidad de las
exponenciales y obtener que

27 ([ A s = Al + Apy) = 6(3).
Que es lo mismo que

Al 0
A Ay 0 ©6.8)
s 2rs

donde las’ denotan derivadas respecto a x. Esta ya es una ecuacién diferen-
cial ordinaria que es muy sencilla de resolver. Para resolver la homogénea,

propongamos como solucién e, Sustituyendo se obtiene el polinomio ca-
racteristico

Es facil notar que r, > 0y que r_ < 0, por lo tanto para tener soluciones que
tengan sentido fisico hay que asegurarse que las soluciones estén acotadas,
entonces,

A" x>0,
A, =
Be'+* x<0,

con A y B constantes. Como  debe ser continua en x = 0, entonces A,, tam-
bién debe serlo. Evaluando ambos casos en cero e igualando obtenemos
que A = B. Para calcular la constante A, integremos la ecuacion 6.8 de —€ a
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€

- - 1 . - € 1

(€)= (=€) + —((€) — f(—€)) — m’ f J=—, =
s e 2nts
N _ 1
lﬁx(e) - lﬁx(_e) = 27'(5! s

ya que i es continua en cero y € tenderd a cero. Sustituyendo nuestra solu-
cién se obtiene que

Ar_e" ¢ —Arpe™  + Ae" - AeT" = —.
2nts

Haciendo € tender a cero y despejando A obtenemos

1 1
A= = s
2rs(r-—ry)  27V1 + 4m?s2

y la solucién queda

e",/\’

—_— > 0;
27 V1 + 4m? 52

m = o
—_—  x<0.
27 V1 + 4m?s?

Recordando que la frecuencia es velocidad entre longitud de onda, nos
conviene concentrarnos en las frecuencias pequefias, ya que estas descri-
ben a las ondas con longitudes de onda muy grandes que son las que nos
interesan. Mds aun, como la frecuencia es pequefia y es el inverso del pe-
riodo nos interesara lo que ocurre después de largos intervalos de tiempo.
Es por esto que desarrollaremos en Taylor a primer orden las raices r. para
las frecuencias s << 1, entonces

rox-——-m's 'y
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donde usamos el desarrollo en serie de Taylor de V1 + 4 = 1+ h/2, lo cual
simplifica A,, considerablemente dejando

e—x/s—mzsx

27 V1 + 4m?s?

200
m-sx
e

27 V1 + 4m?s?

> 0;

x<0.

Ahora, nos falta invertir la transformada de Laplace original para recupe-
rar . El caso mads sencillo es el caso x < 0, asi que empecemos por éste.
Usando que

L' ™F(s)|=H(t-a)f(t-a) y

Lil [ Jo(at)>

1
V52+a2] -

con H la funcién escalon de Heaviside y Jj la funcién de Bessel de orden
cero, podemos invertir A,, para x < 0 si lo escribimos como

2
m-sx
e

4ﬂ|m|\[(#)2 + szl

Entonces, resulta evidente que LA ZLO] es
X

Am =

H(t +m?*x)Jy (ﬁ(l + mzx))

47|m|

b}

con lo que obtenemos la solucién de y para x < 0 que es

S H(+ ) (5 (4 )

W = Z e , (6.10)

4rtim|

m=—0o

conm # 0 por razones que veremos mds adelante. Antes de describir fisica-
mente esta solucién, concentrémonos en obtener la transformada inversa
de Laplace para el caso en que x > 0. Para esto podemos emplear dos méto-
dos, ambos arrojaran resultados que nos ayudaran a entender el compor-
tamiento de la ecuacion. El primero es utilizar la convolucién para invertir
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y dejar el resultado en forma integral para su evaluacién numérica, y el se-
gundo es utilizar el método del descenso rapido para aproximar la integral
inversa de Laplace.

Para resolver usando la convolucién hay que escribir A m COmo el produc-
X2
to de dos funciones de s,

*le SX

e—x/s

e
A m =
=0 2 VT + dm?2s

De este modo, podemos emplear la convolucién que dice que

LFGO)] = (f * 9)0) = f J()g(t = ydr,

con fy g las transformadas inversas de Laplace de F y G respectivamente.
Haciendo

) e—mzxx o) H(t - mzx)Jo (ﬁ(t - mzx))
)= —7"—- = 1) = )
2n V1 + 4m?s? 4t|ml

lo cual se obtiene de manera analoga al caso x < 0. S6lo nos falta invertir
G(s) ="

Calculemos la Transformada inversa de Laplace de G,

270 Jy_ico
1 e o ds’
5 —_—

T omi t

g(t) = L7YG(s) = L f‘V ico e 5est s,
Y

con: § =st

y—ico

Esta integral es una funcién de Bessel, lo cual es evidente al emplear la
representacion integral de las funciones de Bessel!,

1) = — (Z)Vf+iw g g 6.11)
W2 =135 c_ioos e’ ds, .

conv=-ly 72/4 = xt, entonces g(?) se escribe como

8(1) = \/gfl (2Vxr).

!Esta se puede encontrar en [25, pg.177].
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Recordando la convolucién, podemos obtener la transformada inversa de
Laplace de A m ,
x>0

LA m) = f f(@)s(t = dr

o H(t — m?>x)Jo (ﬁ(T - mzx))
- Lo 47r|rr21| \ /thJ_l (22— 1) dr.

Eliminando la funcién escalén de Heaviside con el limite de integracién
obtenemos finalmente,

rrag- [ VLT h ) |

2x 4rim| Vvt — 1

Esta integral es el valor exacto de la transformada inversa que estamos
buscando, pero esta integral no tiene solucién analitica y se tiene que eva-
luar numéricamente para cada ¢, m y x dados. Ademés de consumir mucho
tiempo computacional, la integral tiene un polo en ¢ = 7 1o cual puede hacer
que la aproximacién numérica sea muy mala. Finalmente, como las funcio-
nes se encuentran adentro de la integral, resulta dificil dar una interpreta-
cién fisica de los términos que la componen y su contribucién al resultado
final. Es por todas estas razones que intentaremos resolver la transformada
inversa por otro método mds conveniente.

Utilicemos el método del descenso mas rdpido para aproximar la integral
de la transformada inversa de Laplace. En la parte uno ya se explicé como
funciona este método y de donde se deduce, asi que ahora lo aplicaremos
directamente. Este método sirve para aproximar integrales complejas y el
resultado general es,

f) = f 2()e™ds ~ g(so) _—2”e’h<30> con:  H(sp) =0, (6.13)
c th” (sp)
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donde zj es punto critico de h(z)*. La integral a resolver es la siguiente

1 y+ico e—x/s—mzstrst
L'An)=— —ds,
207 At Jy i V1 + 4m2s?

1 yHieo ,i(s=3(1/s+m?s)
T Andi f T4
4%l Jy-ico V1 + 4m?2s?
La suposicién para poder emplear el método del descenso mds rapido
serd que t >> 1, la cual es congruente con la hecha en el caso anterior en

donde s << 1, y también que x/t es constante. Entonces hay que encontrar
los puntos criticos de A(s),

h(s) = 5 - ;(1/s +mks) = H(s)=1- f(—l/sg +m?) =0

1
= =+ _—
5o \} m?—t/x

Ademds como t >> 1, conviene asegurarse de que ¢ > m*x, de modo que
los puntos criticos sy no pasen de ser reales a ser imaginarios al variar 7 po-
niendo en riesgo nuestra aproximacién. De esta manera, los puntos criticos
son puramente imaginarios. Ahora, nuestra integral tiene dos cortes rama
dados por el término 1/ V1 + 4m?s?, hay que tener cuidado que los pun-
tos criticos nunca pasen por los cortes rama. Dado que 1/ V1 +4m?s? =
1/(V1 + 2msi V1 — 2msi), usando la rama principal del logaritmo, los cor-
tes rama estardn desde los puntos s = i/(2m) y s = —i/2m hasta ico y —ico
respectivamente, lo que quiere decir que nuestros puntos criticos deben de
estar en el segmento entre s = —i/(2m) y s = i/2m, es decir,

—i j -1 1 1
—l<s0<L =5 — < L < —
2m 2m 2m t/x-m?> 2m

1 < 1
t/x—m?  4m?

= 4m’ < t/x—m2

= t> 5m’x,

lo cual concuerda con el hecho de que 7 >> 1. Ademads, como pedimos que
x/t sea constante y x,1 > 0, esta condicién nos dice que 0 < T< /5m?), es

2Para detalles de la férmula y el método ver [16, pag.50]
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decir la constante esta acotada entre 0y 1/(5m?).

Debido a que no hay cambio en la parte real de /(s) al usar el punto critico
con signo positivo o negativo, resulta equivalente usar uno o el otro, asi que

por simplicidad elegiremos el positivo. Calculemos A" (so),

-2 2 )32
W= S W) = —T’C(m2 - ;) #0,

con lo que ya podemos emplear (6.13) para obtener que

LAy = e ﬁ
207 An2i T 5 Am2 [(m2 — t]x)) \ xm? = 1/x)31%

y como A(so) es

2
h(so) = ;—f[\/m2—t/x+ m—]

m2—t/x ! 2 —t]x
entonces,
1 1 %,xi 7
L (A m ) = ——c¢ V2oix N2 —i/x ’
x>0 472§ x(m2 - t/x)3/2(l + 4m2/(m2 - I/X))
L _ 2
_ Le o GEARLR) - |
4t x(m? = t/xP% + dm>x(m® — t/x)'/?

Juntandola con la solucién para x < 0 (6.10), obtenemos la solucién final,

: 1 —x(1 2
VEH(t — Sm2x)e i (=) -0
X2V
y= i Jim 4r2i\Jx(m? — t/x)32 + dm2x(m? — t/x)1/2
=g H(t + m2x)Jo (2t + mx)
< 0.
47tim| x

(6.14)

Noétese que agregamos una funcién de Heaviside para el caso x > 0 ya que
nos garantiza que 7 > 5m*x. Hagamos lo mismo, pero con una cfuente mas
suave en y para obtener una mejor solucién. Dejemos el anélisis para el

final.
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Cambio de fuente en y

Retomando (6.7), cambiemos la 6(y) por ¢ cona > 0, entonces al emplear
la ortogonalidad o superposicion tenemos que calcular la integral,

T
— 72 —1]
f e Ve tmydy.
-n

Esta se puede resolver exactamente completando el cuadrado y utilizando
Erf, pero quedara en funcién de Erf y eso s6lo complica las cosas, asi que
aproximemos para cuando a no es chica. En tal caso la exponencial decae
tan rapido que las contribuciones més grandes a la integral serdn cerca del
cero, por lo tanto no cambiara mucho si movemos los limites de integracién
de —o0 a . Es decir,

ya que esa integral es la transformada de Fourier de una Gaussiana. Y co-
mo s6lo depende de m y de la constante a, este factor queda constante a
lo largo de todas las manipulaciones que hicimos en el caso anterior. De
hecho s6lo hace falta multiplicarlo por la solucién que ya teniamos para
obtener la solucién para la nueva fuente. La solucién queda,

eimz/(zm)H(t - 5m2x)ei \/I/AI‘—m2 (t—x(1+m2))
x> 0;
o At \ai Ax(m? — t/x)312 + dm2x(m? — t/x)1/2
w — em
Ly e""’z/(4”)H(t + mzx)Jo (ﬁ(r + m2x))
x<0
4 +Jar|m|
(6.15)

Las gréficas de esta soluciéon para la suma de los términom = -lym=1,y
la suma de m = -2 y m = 2 las podemos ver en la figura (6.5). Analicemos
la solucién para x > 0, el término mds importante es la exponencial. Se
pueden apreciar dos fendmenos. El primero consiste en la propagacién a
la derecha asociada al término 7 — x(1 + m?). Este muy probablemente sea
consecuencia de haber aproximado para tiempos grandes ya que las ondas
propaguen a la derecha no tiene mucho sentido fisico, tal y como lo vimos
al obtener la relacién de dispersion.
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10002 £
/ l[),(ml_‘
0.0000;
~0.0001 "

00002
10 T

(@) r=200,m=1,-1 (b) t =200, m = 2,2

Figura 6.5: Solucién con series de Fourier en y.

Por el otro lado, todo el argumento de la exponencial para ¢ >> 1 se com-
porta como Vtx, lo cual quiere decir que a conforme ¢ crece veremos que
el patrén se comprime en x. Para ver este fenémeno, veamos las curvas de
nivel de la solucién en la figura (6.6), donde es muy claro como después de
un tiempo, el patrén del lado derecho x > 0 se comprimié.

Para x < 0, el andlisis es muy sencillo, el argumento de la funciéon de Bessel
es un término que propaga a la izquierda. Es importante notar que la velo-
cidad de propagacion esta relacionada con la frecuencia m, esta dara lugar
a fenémenos de dispersion.

Cuando la funcién de corriente es constante, representa lineas de corriente.
Es decir, los contornos de la figura (6.6) son lineas de corriente y son circu-
los. En otras palabras son vértices, los que son mas claros son vortices en
un sentido y lo mds obscuros son vortices en el otro sentido, ya que la fun-
cién de corriente cambia de signo. Esta solucién representa vortices pro-
pagandose a la izquierda mientras del lado derecho se van comprimiendo.
La solucién del lado izquierdo es sumamente parecida a la solucién que se
obtendra en la esfera, vortices propagdndose al Oeste (izquierda).
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Figura 6.6: Curvas de Nivel de la solucién a diferentes tiempos.

6.2.3. Empleando la Transformada de Fourier en y.

Retomando la Transformada de Laplace de la ecuacién original (6.7),
S[&xx + &yy] + lﬁx = 0(x)0(y). (616)

Empleando la convencién apropiada de la transformada de Fourier, que
es cualquiera en la que la exponencial en la integral de la transformada
inversa de Fourier tenga signo positivo de modo que,

d'f
dx"

f{ ]=mwﬂm.

Al aplicarla a la ecuacién se obtiene,

SI=PY + G + G = 8(x),

reescribiendola,

. _—
Yoo+ = — 1) = o)

N N

Que es exactamente igual a la ecuacién (6.8), que obtuvimos al emplear
series de Fourier en y, y por lo tanto nuestra solucién es exactamente igual
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a (6.9), excepto por una constante que depende de la convencién usada.
Evidentemente, en vez de tener los coeficientes de Fourier A,,, tendremos
la Transformada de Fourier i de ,

) ]?
e x/s—1"sx

V1 + 4252

2
el sX

VI +482¢2

lZ:

x < 0.

Notese que cambiamos m por [ para resaltar que ya no se trata de un espec-
tro discreto. Nuevamente como estamos aproximando para s << 1, pode-
mos aproximar la raiz en el denominador a uno. La aproximacién puede
parecer muy abrupta, pero el cdlculo se hizo con una mejor aproximacién
sin tener mejoras cualitativas en los resultados, entonces nos queda,

Ahora como la transformada de Fourier de esas funciones es bien conocida,
—1 _2 —ay2
Fle =] = V2ae ™™,

con a constante, podemos invertir la transformada de Fourier en y obte-
niendo ¢,

4“2
e 4k
x>0
5 25X
L R
e
— x<0
V—2sx

Sélo falta tomar la transformada inversa de Laplace de esta funciones las
cuales nuevamente serdn funciones de Bessel. El procedimiento para ob-
tenerlas es analogo al empleado en la seccién anterior y no tiene sentido
repetirlo. Al multiplicar por ¢, integrar y cambiar de variable nos quedan
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integrales como (6.11). El resultado final es,

e >
\/% x"‘tﬂ} J_l/g[l t(x+Z—) x>0
X X
S (6.17)
1 —? 1/4 -yt
— 1 J_1pn|24— 0.
V=2x [4xt] 12 4x x<

Para hacer un andlisis méds completo, mostramos la gréfica de esta funcién
a diferentes tiempos en la figura (6.7). Es evidente que la solucién tiene una

(c)r=50 (d) r = 100

Figura 6.7: Solucién empleando la Transformada de Fourier.
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singularidad en x = 0, esta se puede deber a dos razones. Se puede deber a
las aproximaciones usadas o a las fuentes empleadas, ya que se empleo la
delta tanto en x como en y. A continuacién resolveremos un caso con una
fuente mds suave, pero antes serd necesario hacer algunos comentarios de
la solucién obtenida.

La solucién para x > 0 contiene como argumento de la funcién de Bessel un
2 . .z
termino que va como ¢ (x + Z\Tx)/ veamos las curvas de nivel de esta funcién.

Tomemos k una constante, entonces

2 2
x+i—x=k = %zkx—xz =
©2 2 g2 k2 2 g2
Xz—kx+z+)jIZZ = (X—§)+%:Z,

la cual evidentemente es la ecuacion de un elipse; las curvas de nivel son
elipses. Al multiplicar este término por ¢ dentro del argumento de la fun-
cién de Bessel, hace que todo este patrén de elipses se comprima hacia el
origen conforme ¢ crece. Es decir, para x > 0 nuestra solucién comprime
elipses y eso es justamente lo que vemos en la figura (6.7).

En el caso de x < 0, el argumento de la funcién de Bessel es, %’, sus curvas
de nivel,

y2

— = = y2 = 4kx,

4x

las cuales son parabolas tales y como se ven en la figura (6.7). Esto quiere
decir que conforme ¢ crece las pardbolas se comprimen, pero en este caso
no es tan claro el como se comprimen como en el caso anterior. Si tomamos
y fija, el argumento queda como ¢/x, el cual al hacer crecer r expande en la
direccién x. De la misma forma, si tomamos x fija, el argumento va como ty,
el cual comprime en la direccién y. Es decir, la solucién para x < 0 expande
en x y comprime en y patrones con forma parabdlica.

Para un andlisis mds completo, veamos las curvas de nivel graficadas en la
figura (6.8). En ésta se puede apreciar lo que acabamos de comentar sobre
parébolas y elipses, pero vemos aun mds cosas. Dentro de las parédbolas,
se forman vértices con forma parabdlica. Esto se debe a que la amplitud
de la solucién (6.17) también depende de la posicién y esta altera la forma
de las curvas de nivel de y. Lo anterior significa que mientras de un lado
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10

~10f;
-10 -5

Figura 6.8: Curvas de nivel de (6.17).

comprime vortices elipticos, del otro lado expande vértices parabdlicos.
Fijandonos mas de cerca, la figura (6.8) se parece un poco a (6.6), pero como
si lo hubiésemos comprimido en y hacia el origen, esto es consecuencia de
haber empleado la transformada de Fourier en vez de las series, es decir,
de haber supuesto un espectro continuo y no discreto.

Cambio de fuente

Antes de continuar con el andlisis de la solucién veamos que pasa si po-
nemos una fuente més suave, por ejemplo §(x)e™". Podriamos emplear el
principio de superposicién para funciones de Green, pero no quedara una
integral amigable, asi que mejor volvamos a la primera ecuacién de esta
seccién (6.16),y empleemos la transformada de Fourier, pero con nuestra
nueva fuente, lo cual da como resultado,

bt 2

L S(x) e
=0

s 2
Todo es andlogo a lo hecho para la fuente anterior, buscamos soluciones

a la homogénea y con ayuda de estas calculamos el valor de la constante
para obtener la solucién particular. Como es de esperarse, la solucién que-
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. -2/4
da exactamente igual, excepto por un factor nuevo que va como % La

solucién se ve de la forma,
o /s—Psx=I[4

E— x>0;
V2 V1 + 4252

Psx—12/4

l&:
e

V2 V1 + 4252

donde nuevamente aproximamos, para s << 1, la raiz en el denominador
a uno, dejando

x <0,

e—x/s—lz(sx+l/4)
V2 -
elz(sx—l/4)

V2

. . . 2
lo cual lo podemos invertir con la misma formula empleada antes: ¥ ~'[e™% | =
_av? .
2ae"?", obteniendo

<
1l

x <0,

e*)c/sivz J(1+45x)

x>0;
. V1 + 4sx
¥ = )
e—y‘/(l—4xx) 0
_— x < V.
V1 —4sx

Ahora nos falta tomar la transformada de Laplace de este resultado, para
esto intentemos escribirla de un forma semejante a la integral (6.11).Em-
pecemos con x > 0, nuevamente aproximamos para s << 1 la raiz en el
denominador a uno. Después, aproximemos con una serie de Taylor el fac-

. 1 ~
tor en la exponencial 17— ~ 1 —4sx, lo que nos da,
> .
N KRS
d’ — o f ea)‘+4y xs x/sds’
T Jy—ico

donde ya aplicamos la Transformada inversa de Laplace a §y. Cambiemos
de variable s = s(t + 4y°x), entonces

éffy2 yHico (t+4y% 1)/ 5"
— ' —x(t+4y*x) /s 7 1
= e ds’,
v 2mi(t + 4y2x) f

y—ico
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la cual ya es una integral de Bessel del tipo (6.11), escribiéndolo apropia-

damente
,yZ
- ﬂu [2 +/x(7 + 422)].
Vi +4yx

De manera semejante lo hacemos para x < 0. Tenemos

1 y+ico 5
w f e—y /(l—4sx)+srds/’
y—ico

- 2ri

cambiando de variable a s’ = 1 — 4sx, obtenemos

L y+ico
eix Y
w _ f e /s’ —ts /(4X)dsl.
Y

=8xmi Jy_ico

Nuevamente cambiando de variable a s = —ts"/(4x), queda

t

e y+ico
€ 4x 2 N
¥ = f o HIGxs")+s ds”,

=2t y—ico

lo cual nuevamente ya es una integral de Bessel del tipo (6.11), escribiéndo-
lo como funcion de Bessel,

_ e [ 2
Y =en 4—)“1-1[ —y*t/x].

Escribiendo las dos soluciones,

,yZ
ﬂh[z Jx(t +420]  x>0;
VE+4y2x

= (6.18)

t —y2
ex 4_xtJ_1[ —y*t/x] x<O.

Nuevamente mostramos el comportamiento de esta solucién graficamente
en la figura (6.9). Si usamos las mismas escalas no se observa bien lo que
ocurre en x < 0 0 x > 0 veamos las soluciones por separado, para x > 0
podemos ver la figura (6.10), y para x < 0 podemos ver la figura (6.11).
Cabe notar que ahora las solucién no es singular para x = 0, asi que la sin-
gularidad se deba muy probablemente a las fuentes usadas. Es dificil saber
si realmente es s6lo por esa razén que la singularidad desapareci6 ya que
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Figura 6.9: Soluciénar =5
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Figura 6.10: Solucién con Gaussiana para x > 0.

hicimos varias aproximaciones para llegar a este tltimo resultado.

Nuevamente, para x < 0 tenemos el mismo fenémeno que en el caso de la
fuente anterior, comprime en y, expande en x, pero para x > 0 es un poco
diferente. El argumento dentro de la funcién de Bessel es x(r + 4y%x). De
aqui, se pueden observar dos fenémenos interesantes. Hay propagacién
de hipérbolas a la izquierda por el factor ¢ + 4y*x, ya que 4y’x = cte son
hipérbolas, pero también hay un fenémeno de compresién en x, ya que to-
do el término de propagacion esta multiplicado por x. Este tltimo es més
facil de entender para r >> 1 ya que todo el argumento aproxima a xt, lo
cual es evidentemente una compresiéon en x conforme ¢ crece.

Basicamente tenemos lo mismo que con la fuente anterior. Compresién en
x para x > 0 y expansién en x para x < 0. Al utilizar una fuente diferen-
te, aparecié un término que de algtin modo u otro propaga. Consideran-
do esta solucién y la encontrada anteriormente con series de Fourier en y,
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008

(a)t=10“ (b)t:SOH (C)t=60“

Figura 6.11: Solucién con Gaussiana para x < 0.

podemos decir que las soluciones son una combinacién de términos que
propagan, comprimen o expanden. Eso quiere decir que si uno fuerza una
solucién que propaga, como lo hicimos para el caso de ondas planas, pro-
bablemente se este perdiendo una buena parte de la solucién.

Por el otro lado, hemos empleado diversas aproximaciones, y podria ser
que nuestra solucion este siendo afectada gravemente. No estamos seguros
si los fenémenos de compresion y expansion estdn asociados al hecho de
haber empleado aproximaciones asintéticas o de cualquier otro tipo. En
especifico, resulta muy curioso el fenémeno de compresién para x > 0 que
continuamente surge de las soluciones. Intentemos por otros métodos y
veamos si este fenémeno se debe a emplear aproximaciones o no.

6.2.4. Empleando Series de Fourier en x.

Partimos de cuando aplicamos la transformada de Laplace a la ecuacién
original y obteniamos (6.7),

S[‘Z’xx + &yy] + ';Zx = 6(-’06()])
Luego desarrollamos ¢ en Fourier en x,

J/: i Bmeimx’

m=—oo

con B, los coeficientes de Fourier. Sustituimos, integramos y usamos la
ortogonalidad de la exponencial compleja®, obteniendo que para cada m se

3No repetimos este procedimiento porque es completamente andlogo al empleado al hacer
series de Fourier en y.
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cumple

o)

2n’

donde ’ denota derivada respecto a y. Reescribiendo la ecuacioén se tiene
que

s[-m*B,, + B)] + imB,, =

B;,;+Bm(ﬂ —mz) =00

K 2rs

(6.19)

Ecuacién cuyas soluciones homogéneas son muy féciles y son de la forma

B :ei\/mz—im/s

m

Ahora, como m? es real y positivo, tomamos la raiz de y/m? — im/s con par-
te real positiva, de manera que podamos tener soluciones fisicamente po-
sibles, es decir acotadas cuando y — oo, entonces nos queda,

Ae™ \m?—im/s y> 0;
Be \/mz—im/s y < 0.

Como esperamos que la funcién sea continua en y = 0, entonces es trivial
que A = B. El coeficiente A lo determinara el lado derecho de la ecuacion.
Integrando la ecuaciéon de —e a € obtenemos

B, =

/ / 1
B,(€) = B (=€) = 7.

ya que B, es continua y la integral de la delta es uno. Sustituyendo los
valores correspondientes de B,,,

1
—A\/mQ—im/s—B\/mz—im/s:Z— como : A=B =
s

-1
As— —
s Im? —im/s

lo que nos lleva al valor final de B,
_ ey mzinis
4rms \/m
Y
4ns \/rm

y=0;
B, =

y<0.
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Falta hacer la transformada inversa de Laplace, la cual en este caso no la
pudimos obtener, pero hay algo rescatable de este intento y es por eso que
se incluye en la tesis. Los coeficientes B,, no dependen de x, al hacer la
transformada inversa de Laplace, suponiendo que pudiéramos, el resulta-
do no va a depender en absoluto de x. Es decir nuestra solucién estard en
forma de una serie donde cada término serd de la forma ™ multiplica-
do por una funcién que depende de ¢, y, y m. Sumandole el hecho que la
serie va sumada en m de menos infinito a infinito, no hay ninguna diferen-
cia en nuestra solucién si x < 0 o si x > 0. Este hecho resulta interesante ya
que todas las demads soluciones que se obtienen si dependen del signo de x.

Esto ultimo nos hace dudar nuevamente al respecto de la compresién en
x 2 0 que hemos visto en nuestras soluciones anteriores ya que no puede
haber compresién para x < 0y x > 0 a la vez. Eso serfa equivalente a con-
centrar vortices en el origen, lo cual no tiene ningtin sentido. Nuevamente
esto nos hace creer que este fenémeno de compresién se deba a las aproxi-
maciones empleadas.

Por el otro lado, cuando imponemos una serie de Fourier en x, estamos su-
poniendo que nuestra solucién es periédica. Esto tiene mucho sentido ya
que queremos solucionar el problema sobre una esfera y la variable x co-
rresponde a la variable ¢, evidentemente también se vale pensar el océano
como un plano infinito para fenémenos mas locales. Quizas el hecho de
que no exista el fenémeno de compresién se deba a suponer soluciones
peridédicas en x.

6.2.5. Empleando la Transformada de Fourier en x.
Nuevamente partimos de (6.7),
S[lzxx + ‘»Zyy] + &x = 5()6)5()’)

Ahora aplicaremos la transformada de Fourier en x, pero usaremos una
convencién diferente a la que usamos en la seccién anterior para simplificar
célculos. Esta vez usaremos la convencién en donde la exponencial de la
transformada inversa tiene el signo negativo, en especifico,

~

fony =+ f T ey =
21 J_ oo

f) = f Fowe ™,
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donde f(w) es la transformada de Fourier de f(x). Al aplicarla a la derivada
n-esima salen factores de la forma (—iw)", es decir,

d'f
dx"

?[ = (=iw)" f(w),

donde ¥ denota la transformada de Fourier. Aplicando la transformada en
x a toda la ecuacién y usando el hecho que la transformada de la delta es
1/2n obtenemos,

S[=K2 + 3§ + ] — ik = ‘5—@).
’ 2
Que es lo mismo que,
co ik 6)
l//yy-’-l//(k s)_Zﬂs'

Sinos fijamos en (6.19), es exactamente la misma ecuacién que cuando em-
pleamos series de Fourier en x, pero con un signo cambiado y usando &
como la frecuencia en vez de m para resaltar que se trata de un espectro
continuo. El cambio de signo se debe a que no usamos la convencién equi-
valente, si hubiésemos usado la equivalente, la ecuacién seria igual. Las
soluciones también son iguales, pero con el signo cambiado. El método pa-
ra obtenerlas es exactamente igual al empleado en el caso de las serie de
Fourier en x, y por lo tanto no lo repetiremos aqui. Las soluciones son,

VT
4rs m
_ Vs
4ns m

Tomemos la transformada inversa de Fourier paray > 0,

> 0;
!z:
y < 0.

foo —e™ VK2 +ik/s "
e "dk.

o drs k% +ik/s

Esta integral la podemos intentar resolver usando variable compleja. Para
esto, es importante notar que k% + ik/s tiene dos ramas,

ViZ 1 ik/s = Vi [k + f (6.20)
= VKVl + /5l (6.21)
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con
6, = Arg(k) y 6> = Arg(k +i/s),

donde usamos que un numero complejo z se puede escribir en su forma
polar z = Re”, con R sunorma y 0 el argumento. Elijamos las ramas al gusto,
evidentemente esta eleccién puede determinar si se puede o no resolver la
integral,

M g < T
P 1—2,
bd 3
—= <t < —,
2277

de modo que la rama de la raiz de k va de 0 a ico, y la de k + i/s va de —i/s
a —ico, como se ve en la figura (6.12a). Como la integral de Fourier va de

m=0 - R
Puntos Rama
m=-i/s c2
0
(a) Cortes Rama (b) Un Contorno Posible

Figura 6.12: Plano k

—o0 a oo, podemos cerrar el contorno por arriba o por abajo. Empecemos ce-
rrando por abajo como en la figura (6.12a). Ademas queremos que la parte
circular del contorno, es decir C1 y C2 en la figura (6.12b), se vaya a cero
al mandarlo al infinito. Considerando que nuestra integral tiene el término
e, yk=a+ibyb — oo, entonces, e k¥ = ¢7*¢b* Para que este término no
explote a infinito, x tiene que ser positivo ya que b < 0 por como elegimos
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el contorno. Evidentemente si cerramos el contorno por arriba obtendre-
mos la solucién para x < 0.

Fijandonos en la figura (6.12b) y usando el teorema de los residuos que ya
hemos empleado anteriormente tenemos que,

—€ R —i/s —iR
T A A e R R AR
-R m2 € Cl1 —iR ml —i/s Cc2

donde haremos tender € a cero y R a oo para recuperar la transformada
inversa de Fourier. Veamos que pasa con las integrales en las muescas m2
y ml. Empecemos por m2,

—e™ VK> +ik/s )
f e "k, (6.22)

2 s \JK? + ik/s

como queremos ver que pasa cuando k — 0, hagamos Taylor cerca del cero
de la siguiente manera

ik ik
B+ =~—,
s s

y sustituyamos obteniendo,

—eVViks
f —eflkxdk
m2 dns \ik/s

gy VT
:f e—i\kle’“xdg
o 4nsk/s|e®?

donde usamos que k = |kle”. Esta ultima integral la podemos acotar facil-
mente, en el argumento de las exponenciales s6lo nos interesa la parte real,
ya que la parte imaginaria es oscilatoria, entonces,

f —e P VR
— ¢
m2 4ms \k/ slet/?

—e™Y VlIk/s|cos8/2
< f e—lk\ cos dek
m

2 4res \k/ slet/?

e VIk/s|cos 6,./2

L
4rs k[ slei?

El dltimo paso es consecuencia del teorema del valor intermedio, en donde
tomamos 6, el punto en donde el integrando es méximo. Queremos encon-
trar el limite cuando |k| — 0|, usemos la regla de 1'Hopital, derivando el

—|k| cos 9(.x|k|ﬂ,'
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denominador y el numerador despreciando constantes que resultan irrele-
vantes obtenemos,

Es decir la integral sobre la mueca m2 es cero, andlogamente se demuestra
para ml. Ahora falta ver que pasa con C1y C2, ya vimos que el factor con
e~** se acota si elegimos el signo de x apropiado, pero falta ver que pasa
con la otra exponencial,

R
& VK2 +ik/s _ e |kllk+i/sle' ~ 2
- ’

donde la escribimos en funcién del dngulo de sus ramas. Comoy > 0y

VIk|lk +i/s| > 0, requerimos que,

Re [eim;"z] = cos # >0,

que es lo mismo que,

0, +6
/2 < % <n/2.

De esta manera, al hacer tender |k| — oo, la exponencial tiende a cero. Vea-
mos si es se cumple, fijémonos primero para C1. La parte imaginaria de
es negativa y la parte real es positiva, los &ngulos permitidos por las ramas
para 60, y 6, en esta zona son,

-n/2<6, <0,

-m/2<6, <0.
Entonces, el méximo valor que puede tomar 2% es cero y el minimo es
—n/2. Esto quiere decir que el factor con la exponencial si tiende a cero en
C1 conforme |k| — oo. De manera andloga, en C2, los dngulos permitidos
son,

<6, <-n/2,
-1 <6, <3m/2.

El maximo valor de 2£% es 7/2 y el minimo es cero, en donde de nuevo

se cumple la condicién para acotar la exponencial. Ya vimos que las dos
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exponenciales tienden a cero cuando mandamos a C1 y a C2 al infinito,
s6lo falta el denominador del integrando, pero este evidentemente tam-
bién tiende a cero al mandar el contorno al infinito, con esto probamos que
en el contorno elegido y las ramas elegidas, las integrales sobre C1 y C2
tienden a cero conforme mandamos el contorno a infinito.

Hasta ahora hemos logrado que la integral original,

e R —i/s —iR
[ R A A e R FR A
-R m2  Je C1 —iR ml ~ils c2

si, R —> y e—0 =

0o —i/s —ico
f +f +f =0. =
—00 —ico —i/s
o —i/s —ico
IRy R e
—0c0 —ico —i/s

La integral f_ o; es justamente la transformada inversa de Fourier que busca-
mos que es igual a ¢. Para obtenerla, basta resolver las otras dos integrales,

e—ikxdk

. —i/s P \/k2+ik/s ikxdk —ico _e—y\/k2+[k/s
Y= e +

—ico 4ms k2 + ik/s ils 4nsk? +ik/s

01 +6 01+6y

-ifs gy VIRIRFITS 7 ' —ico oy VIRHTSl T '
= f e *dk + f e ™k,

L0140, .01 +0y
oo dyrs KK + i/sle’ ™7 ils s IRk + ifslel"5>

en donde usamos (6.21) para reescribir el integrando en funcién del angulo
de sus ramas. Fijandonos en la figura (6.12b) podemos ver que la integral

f_ ;ZS, pasa del lado derecho de la rama y por lo tanto,
01 =—71'/2, y 02=—ﬂ/2.

Igualmente, la integral | _l;jo pasa por el lado izquierdo de la rama por lo
que,

0, = -n/2, y 6, = 3n/2,
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lo que simplifica nuestras integrales a,

(il oy VR i VR
w — f . e—zkxem/de + f . e—tk,\e—m/2dk’
—ico  4ms VIkl|lk + i/ s| —its Ans|kllk +i/s|

_ —ikx -

f—i/s ol VIRI+T5] . f—ioo o~ VIRI/5]
—IKX

ico Ams VIkllk +i/s iss Ams VIk||k + i/ s|

Yidk,

f—ioo oY VIKlk+i/sl o =iy VIKIk=+i/s] "
_ —1
—i/s Ars Vkllk + i/ s|

e ko

~ies i cos (y VIKTIk + 7))
- L/s 27 Ik + /3]

Esta ultima integral es en realidad una integral real, para dejar mds claro
este hecho hagamos el cambio de variable k = —ib, con b > 0, para esto
fijémonos que,

VIkllk +i/s| = | = ibll — ib +i/s| = \b(=1/s + b) = \Jb> — b/s,

ya que por los limites de integracién se cumple que b > 1/s. Una vez dicho
esto y que dk = —idbla integral nos queda,

~ 1 0 COS (y b2 — b/s)

U=s=
2ns Jiis b2 —b/s

Es importante recordar que esta solucién sélo se cumple para x > 0, ya
que cerramos el contorno por abajo. Si los cerramos por arriba como en la
figura (6.13), podemos hacer exactamente el mismo proceso y obtenemos
una integral igual, pero con el limite de integracién cambiado,

. i i cos (y VIKIK + i/s])
i- [ e
0

2ms VIk|lk + 1/ s|

e P*db.

tkx

]

la cual funciona para x < 0, ya que s6lo asi se acota el término e~**. Nueva-
mente esta es una integral real por lo que nos conviene hacer el cambio de
variable k = ib, con b > 0, pero en este caso la raiz se comportard de manera
diferente,

VIkllk + /sl = libllib + ifs| = \Jb(b + 1/s) = \[b> + b/s,
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x<0

Figura 6.13: Contorno para x < 0.

lo que nos lleva finalmente a la solucién para x < 0,

_ 1 00 cos(y\/b2 +Db/s)
U=-— f ——————>¢"db
0 b2 +b/s

2rs
Condensando las dos soluciones, se obtiene

1 oocos(y bz—b/s)
2_7”[1 T

1 oo cos(y b2+b/s)
— f —2¢e"db
2rs Jo Vb2 +b/s

Si recordamos, todo este proceso lo hicimos para y > 0, pero en realidad
es igual para ambos casos. Este hecho es facil de ver ya que la tnica dife-
rencia entre las soluciones, para y positiva o negativa, esta en el signo de la
exponencial. Por lo tanto, al escribir las integrales sobre las ramas, es decir

edb x> 0;

<
1l

(6.23)

x<0.

—i/s —ico . . . .
I o T I /s - terminamos sumando dos exponenciales con signos cambia-
dos, por lo que da igual si inicialmente tenia el signo positivo o negativo,
al sumarlas siempre nos da un coseno que es el que obtenemos en nuestra

solucién.
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Este resultado deja mucho que desear; las integrales se ven bastante poco
amigables y aun nos falta tomar la transformada inversa de Laplace. De
cualquier manera, es importante reconocer que hasta este punto no se ha
realizado ninguna aproximacién. Como es costumbre, a partir de este pun-
to tendremos que aproximar, desafortunadamente no podemos emplear el
método de la fase estacionaria, ya que los puntos de fase estacionaria se en-
cuentran en el eje negativo de b, pero si observamos con cuidado en ambas
integrales, el coseno esta acotado, la exponencial es decreciente y la raiz
igual. Esto quiere decir que la mayor contribucién a la integral pareciera
estar cerca del limite inferior de integracién ya sea 0 o 1/s. Falta tomar en
cuenta las oscilaciones del coseno, pero también es evidente que oscila me-
nos para valores de b pequefios, en especifico para los limites inferiores en
cada caso.

Empecemos aproximando para el caso x < 0 de (6.23), desarrollemos en
serie de Taylor alrededor del limite inferior 0,

b2+b/szl—7,
S

lo que nos da como resultado la siguiente integral,

_ 1 ecos(yVBTs)
= fo 5 (6.24)

Considerando que el coseno se puede escribir como la suma de dos expo-
nenciales complejas, esta integral es la suma de dos integrales del tipo,

eim’ Vx+n'x
Vx
con m’ y n’ constantes reales. Haciendo el cambio de variable u = 2 v,
entonces du = dxyx y la integral queda,

; 2
fe mu—nu du’

conm = —m’[syn = —n’/4 otras constantes reales. Completemos el cuadra-
do del argumento de la exponencial,

—nu® — imu = —nu® — imu — (ﬂ) + (ﬂ)z
2vn) T \avm

- %)(ﬁ)

dx,
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Entonces, la integral se escribe como,

AT [etoly,

Nuevamente cambiando de variable, v = +nu + ﬁ, entonces dv = ndu,
obtenemos
,m2
e 2
e’ dv,
Vn

pero sabemos que f eFdx = VrErf[x]/2, entonces la solucién de la integral
es,
—im’ \x+n’x - ’"’2 \/_
e e
dx = —Erf| Vau + —
= R |
Con ayuda de este resultado, podemos resolver la integral (6.24), obtenien-
do que,

‘.2

1 meis e

27 \/_ V=x
A esta funcién si sabemos sacarle su transformada de Laplace inversa, nue-

vamente multiplicamos e*, integramos y hacemos el cambio de variable
s’ = st obteniendo una integral como 6.11, la cual reescribimos a continua-

cion,
z v C+i00 o 2
J,(2) = (—) sVl H ds.
27i \2 o—ico

El procedimiento es completamente andlogo al caso en el que empleamos
la transformada de Fourier en y, asi que no se repetird, el resultado final

parax <0Oes
g = 1 -y ”41 Zt
- V—87rx xt 2

Ahora, hagdmoslo para el caso x > 0 de (6.23). Este resulta un poco mas

complicado por el limite de integracién. En este caso la contribucién princi-
pal estard cerca de 1/s, entonces desarrollemos en serie de Taylor alrededor
de 1/s,

b=

—b/s =~ l(b —1/s).
s
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Entonces, la integral nos queda,

1 wcos(y,/%(b—l/s))
s e b1

Haciendo el cambio de variable u = b — 1/s obtenemos,

oxls oo COS (y \/g)

2n+s Jo Vu

Que es exactamente de la misma forma que la que obtuvimos para x < 0,
asi que de manera andloga se obtiene que,

U=

e "*db.

2

ﬁe‘%_f
2rsVx

funcién que sabemos invertir en Laplace de manera completamente andlo-
ga al caso x < 0, obteniendo

1 (4x 2\ 2t
lﬁz—(—x+y—) ]_1/2 4xt+y— .
Sﬂx t Xt X

Escribiendo la solucién final obtenida,

(4 2\ 2
_(_x+y_) J_1/2 4xt+y— x> 0;
X

U=

V8mrx t Xt

1=\ e
m(x_yr) Lin|{ =] x<0

Si nos fijamos en la solucién que obtuvimos al emplear la transformada de
Fourier en y (6.17), podemos ver que la solucién es muy semejante. Si la
graficamos se ve practicamente lo mismo, y probablemente si cambiamos
la fuente por otra mas suave obtendremos un resultado similar al que ob-
tuvimos al cambiar la fuente en el otro caso. Este tiltimo resultado nos hace
creer mas que las soluciones que hemos obtenido han sido, en gran medi-
da, acertadas, y que el fenémeno de compresiéon no emerge del empleo de
la asintética, ya que se utilizaron mucho menos aproximaciones y llegamos
a una solucién practicamente igual.

<
Q

(6.25)
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6.3. Una solucién general en la esfera

Antes de empezar, es importante resaltar que falta mucho por estudiar de
este dltimo problema, fisica y mateméticamente, y que lo siguiente se plan-
tea como una guia para futuras investigaciones en el contexto de la trans-
formada de Watson y las ondas ocednicas.

En la primera parte, el tomar la fuente en r = b y fijarse en la solucién para
r < byr>b(118), dio origen a las singularidades, ya que de alli sale la
funcién de Bessel en el denominador. jPorqué no intentar lo mismo en este
problema? ;Qué pasard si intentamos resolver la ecuacién de vorticidad en
tres dimensiones agregando un grado de libertad en la variable radial? Es-
to parece no tener sentido fisico alguno, ya que la funcién de corriente sélo
se puede definir para flujos bidimensionales, pero afortunadamente no es
el caso. De hecho, si se puede obtener una ecuacién analoga en tres dimen-
siones agregando la variable radial. Desafortunadamente, la deduccién de
esta ecuacion requiere introducir varios conceptos que ya se encuentran
fuera del alcance de esta tesis, pero si resolvemos y nos fijamos en r cons-
tante, la funcién ¢ se comporta de manera analoga al caso bidimensional,
es decir s6lo habra vorticidad en las variables angulares. La ecuacién es
précticamente la misma excepto por una constante e,

P ea/(,0
— (w2 (2=
[6t( ang T35, (r ar))

es la parte angular del laplaciano en coordenadas esféricas y

P
v ﬁa—‘g -0, (6.26)

donde Ving

B = 2Q/a* es una constante*. La deduccién de la ecuacién se puede en-
contrar en [20, 4.6.2 pag.113] y describe las ondas de Rossby en un fluido
estratificado. La constante esta definida por € = fy/N, donde f; es el primer
término de la serie de Taylor alrededor de y = 0 del parametro de Coriolis
y N es la frecuencia de flotabilidad®. Nétese que cuando N es grande esta
ecuacion se aproxima a la ecuacién bidimensional que hemos estado tra-
tando. Todo esto no serd muy importante para el analisis que haremos, ya
que nos fijaremos en r constante, olvidandonos asi de lo efectos y cambios
que puedan ocurrir en la variable radial, y s6lo nos fijaremos en la parte an-
gular de la solucién que serd analoga al caso anterior. Esto no quiere decir
que los efectos en la variable radial no sean importantes, lo son y hay que

4Noétese que no es la misma 8 que en la aproximacién del plano tangente, tiene a* en vez

dea.
5En ingles se le llama “buoyancy frequency”.
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dedicarle estudio al tema, pero esto s6lo es un esbozo para guiar investiga-
ciones futuras. No se pretende explicar toda la fisica que se puede obtener
de la ecuacién (6.26), ya que ese es otro problema un poco mdas complicado
al tratado originalmente en este trabajo.
Tomemos € = | y tenemos exactamente la misma ecuacién, pero en tres
dimensiones,
0 oy
% (Vzlﬁ ) +B %

Obtengamos la funcién de Green de esta ecuacién,
9 o 6(r—r")5(0 — 0)6(¢p — ¢")6(1 — 1)
ot dp r2cos @

=0.

(szp) +8

_6(r—r)o(sinf —sin0)5(¢p — ¢")o(t - ')

= > )
donde 6 es la latitud y no la co-latitud. Usemos el hecho de que los armoéni-
cos esféricos son completos y ortonormales, entonces podemos escribir

oo m=l

8(sin 6 — sin@)d(¢p — ¢’) = Z Z Yin(6, $)Y,, (6, ¢).

1=0 m=-1

00 eiw(t’—t)
S(t—1) = f ——dw.
—00 T

entonces la ecuacién queda,

Ademas, sabemos que

0 00 zw(t ’)5(7'—}‘)00 m=l o
5 () +85s = [ aw DIPICEBIARE
Propongamos como solucién,
oo m=l co iw(t 1)
v = Z Z f dw Yim(0, 9)Y (6, ¢ (r, 7)), (6.27)
1=0 m=—1 =%

sustituyendo obtenemos,

Zfdw

lw(t —1)

or

) zw(t —1) ol
- [ans an@%W¢ﬁr)

o

0 I(l1+1
Yin (0, $)Y,,, (¢, ¢)[( ( —) (: ))( lW)+ﬁlm]gzm(r r)
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donde el término con I(/ + 1) es lo tinico que queda de la parte angular
del laplaciano. Ademads, notemos que las integrales sobre w son transfor-
madas inversas de Fourier, entonces podemos aplicar la transformada de
Fourier y deshacernos de las integrales®. Después, usando el hecho de que
los arménicos esféricos son linealmente independientes, igualamos coefi-
cientes obteniendo,

( 10 (rzﬂ) _ M) _ ﬂvm]g,m(r, =200 608

r2or\ or r2 iwr?

donde también dividimos entre —iw. De esta ecuacién, reconocemos que el
operador aplicado a g;,, es la suma del laplaciano en coordenadas esféricas
mas una constante, es decir el operador de Helmholtz, lo que quiere de-
cir que la constante esta relacionada con el niimero de onda « de nuestras

soluciones, es decir
=P o e [P (6.29)
w w

Esta es una relacién de dispersion, es mas si nos fijamos en la relacién de
dispersién obtenida en el caso de ondas planas (6.6), es exactamente la mis-
ma. Por lo tanto, todos los resultados obtenidos en ese caso también aplican
en éste. Resolvamos la ecuacién, multiplicando por 72 y haciendo el cambio
de variable,

Yim

Vi

8im =

dejando a la ecuacién diferencial como,

& Y
PRIV LD 22— (172 Ty = O,
dar? dr

si r # . Esta es la ecuacién de Bessel y sus soluciones son funciones de
Bessel de orden / + 1/2, por lo tanto, de acuerdo al cambio de variable,
las funciones g;,, son funciones esféricas de Bessel multiplicadas por una
constante. Recordando (6.27), la solucién a nuestra ecuacién, olvidando

®La dependencia temporal se puede quitar aplicando la transformada de Fourier o la trans-
formada de Laplace en el tiempo, pero de esta manera queda mas claro la relacién con el
problema de Watson y con la relacién de dispersién en el caso de ondas planas.
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por ahora la integral sobre dw, es de la forma,

m=l

D0 Y., ) A jikr) < b;

1=0 m=-1
=)
=0

donde " = b es la posicién de la fuente puntual, y usamos j; para el caso
r < b ya que son acotadas en cero y h;z) para r > b porque son acotadas en
infinito. Por comodidad, vamos a escribirlo de la siguiente manera,

Yo =
D Y0, 9)Y;, 0, ¢)Binh P ) r>b,

m=l
m=—[

m=[

M

A
Yin(6, $)Y; (6, ¢ )ﬁ)a(kr) r < b;

T
o

m=—

o =

m=

% /Blm
Yin(0, 9)Y,,, (6", ¢")
-1

kr

s

&(kr) r>b,

Iy
o

m=

rkr mkr
xallr) = [ S dapkn)y k) = \[SEH ),

que son exactamente las mismas funciones que las que usamos en la pri-
mera parte del trabajo. Estas soluciones son las soluciones a la ecuacién
homogénea, falta encontrar el valor con la delta. Primero que nada la solu-
cién debe ser continua en r = b, entonces,

con,

(kb)
Apmxi1(kb) = Bié(kb) = Apm = Blmgl—'

Xi(kb)
Después, multiplicamos por 7 la ecuacién (6.28), e integramos de b — € a
b + ¢, dejando

2aglm be _ -1
o= J—

or lp—e iw’

ya que los demds término de la ecuacién son continuos en r = b y desa-
parecen al hacer € — 0. Sustituyendo los valores correspondientes de g, y
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haciendo € — 0, queda

, &1(kb) &kb) |, xukb)| _ ~1
i [bf,(kb)— k }_B’"’x/(kb) [bX’(kb) Tk ]‘ W
v ’ fl(kb) _ __1
bBy, [fl (kb) —X[(kb)m] =%

. [chi,(kb)gg(kb)—fz(kb)xi(kb)] _ -t
I xi(kb) B

La parte del numerador de la fraccién del lado izquierdo corresponde al
Wronskiano que ya habiamos encontrado antes (1.25) en el primer capitulo,
y es —i, por lo tanto,

iwb’

Xi(kb) &i(kb)
Bm = A m = T -
! -wb Y ! —wb
La solucién queda como,

-1 oo m=l

D 2 Ym0 )Y, 0 ¢ kbathkr) 1< by
=1

=0 m

wkbr

Yo

oo m=l

-1
=D 2 Y 0.0, @ ¢ wakb)Ekn) > .
1=0 m=-1

wkb

Finalmente, para poder imponer una condicién de frontera, hay que poner
una funcién perturbada fuera de la Tierra que también sea solucién, por
ejemplo

o m=l
Va= SN VO 0 Conilh)
wkor =0 m=-1
ya que como estamos fuera de la Tierra no importa si es singular en el
origen y debe decaer al infinito. De este modo, la solucién completa, sin el
factor temporal debe ser ., = o +y4. Ahora podemos aplicar la condiciéon
de frontera,

Priess _0 s req o
otor
O est
—_— = en r=a

or
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Esta se puede consultar en [19, 6.12 pag.378]. Aplicando esta condicién
llegamos facilmente a que,

xi(kr)

Cim =~ kb >
I &i( )gj(kr)

lo que nos lleva al valor final de ¢,

oo m=l

Ve = —= Z Z Yin(6, )Y, (0, ¢') [fz(kb)Xz(kr) &i(kb)éi(kr)

Xz(kr)]
& (kr)

o, e / E1(kb)(xi(kr)& (kr) — &(kr)x(kr))
= Z Z Yin(6, $)Y,, (6, 6 )[ £k ]

oo m=l

= — SN Y0, 03000

1=0 m=-1

&i(kb)
& (kr) |’

ya que nuevamente nos encontramos con el Wronskiano (1.25). Ya hemos
obtenido la solucién final, que es,

oo m=l
;o [fz(kb)] (6.30)

Yest = MZZM@ 08| i |

en donde
0o iw(t'~1)
l// = f T[//extdW,

y tomamos r = a, ya que nos interesa que es lo que pasa en las variables
angulares para r constante. La integral sobre dw equivale a tomar la trans-
formada inversa de Fourier (o de Laplace) de .. Esto fue justamente lo
que hicimos en el el capitulo 4 al evaluar los pulsos alrededor de la Tie-
rra. De hecho, estd es una deduccién andloga y un poco mds moderna del
mismo problema que en la primera parte, en donde fue hecho de mane-
ra similar al articulo original. Como podemos ver, i, es casi de la misma
forma que IT en el problema de la primera parte, exceptuando que ahora
tenemos armonicos esféricos y no sélo polinomios de Legendre. Esto nos
hace pensar que es posible que se pueda hacer la transformada de Watson
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en este problema también.

Si tomamos 8 = 0y ¢ = 0, nuevamente y ilustra patrones como los de
la figura (6.2), que representan voértices en sentido positivo o negativo. La
tnica diferencia con la solucién (6.3) del caso anterior, son los coeficien-

&1(kb)
&) (ka)

evaluado en cero que ambos son constantes. Fijindonos en la relacién de
dispersion obtenida (6.29), podemos interpretar esta solucién en relacién al
problema de ondas oceédnicas sobre una esfera giratoria. De (6.29) se sigue
que,

tes que ahora tienen el factor [ ] y el polinomio asociado de Legendre

w_ B

m K2’

donde w/m resulta ser la velocidad de fase en ¢ y es siempre negativa, ya
que B > 0. Esto ya lo habfamos visto en el caso de la relacién de dispersiéon
de ondas planas y se obtienen exactamente los mismo resultados. En el ca-
so de ondas electromagnéticas podemos ver de (4.12) que la relacién de
dispersion solamente establecia congruencia con el hecho de que las ondas
electromagnéticas viajan a la velocidad de la luz y no nos daba maés infor-
macién al respecto, no como en este caso.

Ademas, como k* = I +m?, despreciando el nimero de onda en la direccién
radial, los patrones de la solucién (6.30), con [ y m constante se propagaran
con la misma velocidad negativa en ¢. Entre mayores sean / o m, la veloci-
dad de fase en x se hace menor. Comparando esto con solucién la obtenida
en (6.3), podemos ver cierta consistencia en nuestras soluciones. Se obtiene
un comportamiento muy similar, vértices propagandose al Oeste. S6lo que
en este caso la velocidad de fase en x depende de m y I, mientras que en la
solucién particular s6lo de ! depende, 7. En conclusién esta solucién pare-
ce ser apropiada para describir ondas de Rossby bidimensionales sobre la
esfera.

7En el caso de la solucién particular sobre la esfera [ y m corresponden a n y s respectiva-
mente.



Capitulo 7

La transformada de Watson

En este capitulo final intentaremos aplicar la transformada de Watson a
las distintas soluciones obtenidas. Evidentemente sélo nos servira para las
soluciones que estdn escritas en forma de series. Esto excluye, de manera
automatica, a las soluciones obtenidas en el capitulo anterior por medio de
la transformada de Fourier ya sea en x o en y. Para el resto de las solucio-
nes, veremos que es lo que se puede hacer y a que resultados nos lleva.

7.1. Enlasolucién particular en la esfera.

Recordando la solucién que obtuvimos en la esfera (6.3),

g = i =~ 2n+ D - s)!

Gnn g Palcos 0)e DY,

n=0 s=-n

Como se puede ver hay dos sumas en esta solucién lo cual puede traer
consigo varios problemas.

Esta doble suma la podemos escribir de muchas maneras como una in-
tegral compleja. Podemos incluso intentar escribirla como una doble in-
tegral compleja, pero antes de intentar casos més complicados veamos el
maés sencillo. Tomemos s = sy una constante y nos olvidamos del resto,

115
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entonces,

o 20+ D(n - s0)! 50 6+ 22 1)
= R S —y > L [2) Vi arer
v dntn s sy cosOe

n=0

Nuevamente nos fijamos en la integral,

. f Cnt+ D=5t (cos 0)e @+ D g,
cLc2 cot(mm + m/2)4n(n + sp)! "

Como esta es una integral compleja, es importante sustituir el factorial por
la funcién gamma. La cuestiéon es que la funcién gamma no tiene ceros,
entonces esta integral sé6lo tiene polos en el cot (mn + 71/2) que son los que
recuperan nuestra solucion original. Por lo tanto, como la serie original
no tiene polos, no podemos emplear la transformada de Watson en esta
solucién por mds que se nos ocurran maneras originales de escribir la su-
ma original como una integral compleja. Como ya se mencioné esto era
de esperarse, ya que no se obtuvo la funcién de Green de esta ecuacién, y
aunque la hubieramos obtenido, la solucién estd en términos de arménicos
esféricos que son de cuadrado integrable y no dan lugar a singularidades.

7.2. Enlasolucién obtenida con series de Fourier
eny.
Empecemos por la solucién obtenida empleando series de Fourier en y y

con una fuente bastante suave (6.15),

(t—x(1+m?))

s
e (t— 5m2x)el Vijx-m?

x>0
© . 4 Nai A/ x(m® — t/x)32 + 4m2x(m? — t/x)1/2
w — elm
m;;go e—m2/(4a)H(t + mzx)Jo (ﬁ(z + mZX))
x<0
4 Jar|m|

Primero el caso con x < 0, fijémonos en la integral,

e 14D H(t + m2x)J, (ﬁ(t + mzx)) )
mmy
f e"dm,
c1,c2 4 van|m| cot (tm + 7 /2)
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C2 C1

\ Polos

\
Figura 7.1: Contornos en plano m.
con el contorno de integracién C1 y C2 como se ven en la figura (7.1). Al

aplicar el teorema de los residuos sobre los ceros de cot (7m + 7/2), obtene-
mos,

= e IOH(E + mPx) Ty (2t + mPx)

=2ni imy
= —4 \Jar|m| csc? (nm + 7/2)
m#0
= e IO H(E + mPx)Jo (2 (6 + mPx))
. 2m imy
= 2mi 7.
—_r —4 +Jan|m|

m#0

Que es igual a la solucién original, excepto por una constante, ahora para
hacer la transformada habria que fijarnos en que otros polos tiene la fun-
cién original. El tinico polo esta en m = 0, si evaludramos los residuos en el
polo m = 0 perderiamos la dependencia en x, y ademads el argumento de la
funcién de Bessel es singular en m = 0. Asi que no importa como cerremos
el contorno, como el inico polo es m = 0, jamas obtendriamos una solucién
practica al emplear la transformada de Watson.

Veamos que pasa en el caso x > 0, andlogamente nos fijamos en la integral,

(t=x(1+m?))
imy

.
f IO H( — SmPx)e Vi
c1.c2 cot (mm + m/2)4n \ai x(m? — t/x)32 + dm2x(m? — t/x)!/2
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con la cual, nuevamente empleando el teorema de los residuos, recupera-
mos la solucién original. Esta solucién parece no tener polos, pero si tiene
puntos ramas, los cuales se encuentran igualando el interior de la raiz en
el denominador a cero y son m = +v/t/(5x). Esto nos hace pensar en una
nueva transformada de Watson en la cual en vez de igualar la suma ori-
ginal a la suma sobre ciertos polos, la igualemos a integrales sobre cortes
ramas. Desafortunadamente en este caso no se puede aplicar debido a que
los puntos ramas se encuentran en el eje real en m = ++/1/(5x), entonces
los cortes rama forzosamente cruzan el contorno C1 y C2 o todos los polos
generados por el cotmn + /2. Incluso en caso de lograr resolver este pro-
blema de alguna manera ingeniosa, hay otro problema a la hora de cerrar
los contornos y mandarlos a infinito. Este problema surgira en la proxima
seccion.

7.3. Enlasolucion obtenida con series de Fourier
en x.

Ahora veamos que pasa en el caso de series de Fourier en x. Recordando
el capitulo anterior, no pudimos obtener una solucién en este caso, pero
es posible que la transformada de Watson nos pueda ayudar a obtenerla.
Logramos obtener que,

(o<}
7o E imx
lﬁ - Bme b

m=—0o

con,
—e™ \m?—im/s
Arsm* —im/s
—eY m2—im/s
Agsm? —im/s

Nuevamente fijémonos en la integral,

y=0;
Bm:

y<0.

e dm. (7.1)

f 1oV \m?—im/s
C1,C2 4mts \/m? — im/ s cot (mm + 7/2)
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Al evaluar sobre C1 y C2 con el teorema de los residuos, recuperamos la
solucioén original ya sea paray > 0 oy < 0. Debido a la raiz ym? —im/s
tenemos cortes ramas enm = 0y m = i/s pongamos las ramas y el contorno
de integracién como en la figura (7.2). La idea en este caso es nuevamente

\

Figura 7.2: Contornos en plano m.

convertir la suma original, es decir la integral sobre los contornos C1y C2,
en una integral sobre las dos ramas. Se ve prometedor, es mds los contor-
nos C3, C4, C5 y C6 parecen irse a cero en la exponencial que involucra a y.
El tinico problema es la exponencial de Fourier ¢, ya que si suponemos
x > 0 la parte imaginaria de m tiene que ser positiva para que la exponen-
cial se vaya a cero, lo cual evidentemente no ocurre en C5 y C6. Del mismo
modo, si x < 0, la parte imaginaria de m tiene que ser negativa, lo cual no
ocurre para C3 y C4. Este mismo problema fue el qu mencionamos en la
seccién anterior y nos hubiese ocurrido al intentar cerrar el contorno. Eso
quiere decir que quizds no es una muy buena idea intentar aplicar la Trans-
formada de Watson en las variables de frecuencia de Fourier, pero antes de
darnos por vencido, hagamos un tltimo intento.

Tomemos la integral (7.1), que se obtiene de la solucién para y > 0, supon-
gamos x > 0! y resolvamos la integral en el contorno €’ ilustrado en la
figura (7.3). De manera completamente anéloga a la seccion 6.1.5, la inte-
gral sobre las muecas de las ramas, m1 y m2 es cero. La integral sobre el

ISi x < 0, podemos tomar el contorno por abajo y agarrar la otra rama como en 6.1.5.
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Corte
Rama

/

Figura 7.3: Contorno C’ en el plano m.

resto de las muecas va a ser —inB,, donde B es el residuo en el polo, ver
[3, secc.75 pag.267]. La integral sobre las rayas va a ser la integral de me-
nos infinito a infinito de la funcién, y la integral sobre C1 y C2 se va a cero
porquey > 0, x > 0y m = ib, con b > 0. No repito los detalles porque son
andlogos a los ya hechos en la seccién 6.1.5. Todo esto nos da un resultado
algo interesante,

e dm =0

f +eo \m?—im/s
C' 4ms/m? — im/s cot (mm + 7w/2)

> ) o0 B, ) B, )
— —i B, elﬂlx + elnl](dm + ellnde
Z " Lo cot (mn + 7/2) me cot (mnm + 7/2)

m=—oo

= , 00 Bm . Bm .
:> B” mx — lmxd + lm.xd .
2 Bue LQ icottmr +7/2)¢ " fR icotmr + 712 "

m=—00

Tenemos expresada las series de Fourier en x de ¢ como la suma de dos in-
tegrales. La primer integral, se asemeja a la transformada inversa de Fou-
rier de B, excepto por el factor cotangente y la segunda es una integral
sobre las ramas como las que ya resolvimos en 6.1.5. El factor cotangente
complica mucho la solucién de estas integrales, incluso al emplear aproxi-
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maciones; no intentaremos resolverlas. Lo que si es importante reconocer
es que se obtiene una solucién muy similar a la de 6.1.5, en otras palabras,
a pesar de no poder obtener una solucién final, nuestra solucién aparenta
comportarse de diferente manera para x > 0 que para x < 0. Este hecho se
ve muy claramente en la segunda integral, la integral sobre las ramas. Para
x > 0, el caso que acabamos de resolver, tomamos la rama superior de 1/s
a oo, si resolviéramos el caso para x < 0 estarfamos forzados a usar la otra
rama, la que va de 0 a —co de manera completamente andloga a 6.1.5. En
esa seccién vimos que el tomar una rama o la otra, daba a lugar a compor-
tamientos muy distintos, basicamente compresién para x > 0 y expansién
para x < 0.

En resumen, el intentar aplicar la transformada de Watson en la variable
de Fourier m no result6 exitoso, pero si arrojé resultados curiosos que de-
berian ser estudiados con méds detalle. El resultado final obtenido relaciona
la serie de Fourier con la transformadas de inversa de Fourier de algo muy
parecido, algo similar a la férmula de Poisson. Mas aun, la compresién
en x > 0, un comportamiento que parecia oculto, en la funcién obtenida
antes de emplear la transformada de Watson, parece volver a aparecer al
aplicarla. Evidentemente esto no lo podemos constatar con los resultados
obtenidos hasta ahora, pero serfa interesante averiguar si realmente apare-
ce ese comportamiento, o si s6lo es consecuencia de observar el fenémeno
localmente. En otras palabras, habiamos pensado que era posible que los
fenémenos de compresién para x > 0 sélo aparecian cuando tomébamos
dominios no acotados y no periédicos. Localmente un dominio acotado
y periédico se puede pensar como no acotado y no periédico, como el
océano. En términos matematicos, la serie de Fourier se comporta local-
mente como la transformada de Fourier.

7.4. En lasolucién general en la esfera.

La solucién obtenida fue (6.30), es decir

oo m=l

i v | &EkD)
Vet = = ]ZO] mzl Yin(6, $) Y7, (6, ) [ f; (ka)] : (7.2)

Esta solucién es muy similar a la solucién (1.27) obtenida en la primera
parte de la tesis antes de intentar hacer la transformada de Watson. La di-
ferencia crucial es que ahora tenemos arménicos esféricos y no sélo los
polinomios de Legendre. El punto clave es que contamos con la funcién



122 Capitulo 7. La transformada de Watson

&/(ka) en el denominador, eso quiere decir que tenemos los mismos ceros
que en la primera parte y ya no los tenemos que volver a calcular.

Supongamos por ahora que podemos hacer la transformada de Watson
de manera completamente andloga a la primer parte de la tesis, para ésto
habria que suponer m = mg constante y sélo preocuparse por la suma en /.
Obtendriamos algo andlogo a (2.16), pero con arménicos esféricos,

-1 Z Yv—l/2,mo (, ¢)Y:71/2,m0(9/’ ¢/)§v—l/2(kb)
wkba ﬁfffl/z(k“)] ’
al

sS=v

w:

o cos(vrm) [

con v los ceros (3.23), que son

BZ
v, = n ~ xcosh(A,) + B, sinh(A,) + 2—“ cosh(A,), (7.3)
X

con x = ka. Haciendo el analogo al anélisis fisico realizado en la seccién 4.1
al problema de ondas electromagnéticas obtendriamos algo muy similar a
(4.5), pero con ™, es decir,

eilm[vm ]é)eii[Re[V”, |9—wr]+im¢.

Nuevamente la parte imaginaria de los ceros, es decir el término de en
medio de (7.3), esta relacionada con la amplitud de las ondas. La parte real
esta funcionando como el nimero de onda en 6 y m como el nimero de
onda en ¢. El punto mdas importante es que & no es la misma en el caso de
ondas electromagnéticas que en el caso de ondas de Rossby. Es decir, cada
problema tiene diferentes relaciones de dispersién. De hecho, en el caso de
ondas electromagnéticas podemos ver de (4.12) que k es proporcional a w,
en este caso k es inversamente proporcional vw como se ve en (6.29). Este
hecho es crucial al interpretar la solucién de green final, o en otras palabras,
el pulso viajando en la Tierra. Para esto hay que tomar la solucién con todo
y su parte temporal,

00 eiw(r’—t)
l//=f ?gbmdw, (74)

lo cual es completamente andlogo a lo realizado en la seccién 4.3. En esta
misma seccién reconocimos que la interpretacion fisica de cada uno de los
términos de los ceros v, dependia de su relacién con la frecuencia s o w. El
primer término que era proporcional a s estaba relacionado con la propa-
gacion, el constante con la amplitud y el inversamente proporcional con la



7.4. En la solucién general en la esfera. 123

dispersién. En ese caso k es proporcional a s ~ iw. Ahora, para las ondas
oceénicas, dijimos que k es inversamente proporcional a iw ~ 5. Eso quie-
re decir que el comportamiento y la interpretacién fisica de nuestros ceros
serd totalmente diferente. El primer término de los ceros que era propor-
cional a s, ahora sera inversamente proporcional a +/s. El tercer término
que era inversamente proporcional a s, ahora serd proporcional a yw y el
segundo término permanece constante y relacionado con la amplitud co-
mo acabamos de ver.

¢Cudl es la nueva interpretacién fisica de los ceros? Con lo que tenemos
hasta ahora, no podemos saber, ya que no podemos hacer la transforma-
da inversa de Laplace como lo hicimos en la seccién 4.3. Esto porque con
la nueva relacién de dispersién (6.29) aplicada a los ceros (7.3), no pode-
mos escribir (7.4) como una integral de la forma de (4.16), aunque quizas
se pueda resolver empleando otros métodos.

Antes de todo esto, supusimos de manera muy optimista que se puede
hacer la transformada de Watson. Desgraciadamente no se puede, al me-
nos no de la misma manera que en la primera parte de la tesis. Este hecho
se basa en un simple pero importante detalle que es la paridad del coefi-
ciente de normalizacién de los arménicos esféricos en el eje imaginario de
la variable I. En otras palabras, al escribir nuestra serie como una integral
compleja y al evaluarla sobre el contorno (2.1), la parte de la integral sobre
el eje imaginario no es cero, ya que el integrando no es impar como en el
caso de ondas electromagnéticas.

¢Para qué hice un analisis fisico, si la transformada no se puede hacer? A
pesar de que no se pudiera hacer como aqui se planted, el andlisis hecho,
sobre todo entorno a la relacion dispersién, es algo de suma importancia
al hacer la transformada de Watson, ya que cambia la interpretacién de
los ceros y la fisica de un modelo que matematicamente puede parecer
practicamente igual. Ademas, falta a estudiar con mucho mas detalle este
resultado, ya que quizas ajustando, deformando o girando los contornos,
0 quizas con algun otro truco podriamos lograr aplicar la transformada de
Watson. Esto se deja como tema para futuras investigaciones.
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7.5. ¢En qué soluciones?

Descubrimos que no es una buena idea intentar emplear la transforma-
da de Watson en las variables de frecuencia de las series de Fourier, esto
podria ser consecuencia del problema particular que estamos tratando o
no. La dificultad de emplearla en variables de Fourier viene al cerrar el
contorno de manera circular en el semiplano inferior y superior, ya que el
término e™* forzosamente no converge para uno de los dos. Si nos las in-
geniamos para cerrarlo sélo por la mitad superior o inferior empleando la
paridad del integrando o simplemente dejandolo en términos de integra-
les sobre partes del contorno, quizas pueda ser ttil aplicarla sobre variables
de Fourier, pero habria que investigar méas a detalle al respecto para poder
concluir algo concreto.

Otra posibilidad serfa buscar soluciones por métodos completamente dife-
rentes. Por ejemplo, resolver la ecuacién sobre la esfera con series de Fou-
rier en ¢ y tratar de encontrar los polinomios que cumplen la ecuacién en
6, ya sea por el método de Frobenius o cualquier otro que se nos ocurra. De
este modo, obtendriamos una suma de polinomios que podrian prestarse
a que se lleve acabo la transformada de Watson sobre su indice y no sobre
el indice de Fourier.

También es muy importante tomar en cuenta las propiedades particulares
de la solucién para elegir un contorno. Por ejemplo, en la primera parte de
la tesis se empleo la paridad del integrando para eliminar una parte del
contorno de integracién. Esta simple propiedad fue la que no nos permi-
ti6 hacer la transformada en la solucién general sobre la esfera, entonces es
muy importante identificar las propiedades relevantes de la solucién para
elegir un contorno conveniente y poder realizar la transformada.

Por ultimo, resulta indispensable que la solucién tenga polos o cortes ra-
ma, en la variable sobre la cual queremos hacer la transformada de Watson.
Como ya hemos repetido a lo largo de la tesis, uno pensaria que los polos
podrian aparecer por muchas razones, pero por lo general los polos estdn
asociados a fuentes puntuales, es decir a funciones de Green. La estructu-
ra de la funcién de Green y por consecuencia de los polos, dependen de
la ecuacién diferencial y de la coordenadas usadas en el problema. Si la
transformada de Watson no funciona en unas coordenadas podria llegar a
funcionar en otras.



Conclusiones

Tal y como lo observamos en la primer parte de la tesis, la aplicacion de la
transformada de Watson puede traer muchisimas ventajas, desde acelerar
la convergencia de la serie hasta brindar un significado fisico méas contun-
dente a nuestra solucién. Por el otro lado, en la segunda parte también
vimos que para poderla aplicar, el problema requiere cumplir varias con-
diciones, como que la serie original tenga polos o cortes rama. El estudio y
entendimiento de estas condiciones y de los procesos que se llevan a cabo
en la transformacién son, evidentemente, trascendentales para su empleo
en futuros problemas. En este trabajo hemos descrito estos procesos y ana-
lizado algunas de estas condiciones en el contexto de dos problemas de
interés fisico.

En la primera parte describimos estos procesos, basados en el articulo de
Watson [24] sobre el problema de la difraccién de ondas eléctricas por la
Tierra, con el fin de esclarecer y hacer mds accesible a estudiantes, y a
académicos en general, el empleo de la trasformada de Watson. Esta es
una parte fundamental de la tesis ya que no parece haber ejemplos tan
complejos y detallados de la transformada y del articulo de Watson en la
literatura. Ademds, lo que hay no es de fécil lectura. También se mostré el
poder y lo practico de aplicar la transformada en este problema al generar
una interpretacién fisica mucho mas clara, a partir de la solucién transfor-
mada y mediante un andlisis fisico que no se hizo en el articulo original.
Este tltimo consisti6 en la obtencién de una mejor aproximacién analitica
de los ceros de &. Con ésta se pudieron analizar los pulsos que viajan alre-
dedor de la Tierra, mostrando asi una relacién muy clara entre los ceros de
¢y tres fenémenos fundamentales que ocurren cuando los pulsos viajan al-
rededor de la Tierra: propagacion, dispersion y disminucién de amplitud.
Cada uno de estos relacionado directamente con un término de los ceros
obtenidos.
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En la segunda parte, se dedujo un modelo ya conocido para describir las
ondas de Rossby, es decir, las ondas generadas por la fuerza de Coriolis.
Se intenta solucionar la ecuacién obtenida mediante distintos métodos y
aproximaciones obteniendo resultados muy interesantes. Cuando nos con-
centramos en resolver la ecuacién en el plano tangente. Obtuvimos la rela-
cién de dispersion para ondas planas, en donde vemos que en efecto sélo
estd permitida la propagacién al Oeste, a pesar de que la velocidad de gru-
po y, por consecuencia, el flujo de energfa, puede ir en cualquier direccion.
Mads adelante, aplicamos series de Fourier en y y obtuvimos un efecto de
propagacién de vértices hacia la izquierda (Oeste) muy similar al obtenido
en el caso de la esfera, pero obtuvimos un nuevo fenémeno para x > 0;
un efecto de compresién de vértices del lado derecho. En este punto no
se tenfa la seguridad de si este efecto era causa de las aproximaciones em-
pleadas, o si realmente asi se comportaba nuestro modelo. Consecuente-
mente, se continué buscando soluciones por otros métodos. El siguiente
método fue la transformada de Fourier en y. En este caso obtuvimos una
solucién muy curiosa, del lado izquierdo (Oeste) se observa expansion de
parabolas o de vortices parabdlicos, mientras que del lado derecho se ob-
serva compresion de elipses o vortices elipticos. Esta solucién mostraba
este comportamiento extrafio, ademads de ser singular en x = 0, asi que
decidimos cambiar la condicién inicial por una mas suave. En vez de una
delta en y, pusimos una Gaussiana. Del lado izquierdo obtuvimos nueva-
mente expansién de parabolas, pero del lado derecho obtuvimos propa-
gacion al Oeste (izquierda) y compresion en x, constatando los resultados
anteriores. También intentamos resolver empleando series de Fourier en
x, pero no pudimos; el intento no fue en vano. Surgieron nuevas dudas,
ya que si se pudiera obtener la solucién en dicho caso, no habria habi-
do diferencia entre la solucién del lado izquierdo y derecho. Esto dltimo
significa que el efecto de compresiéon que estdbamos observando del lado
derecho no existia, ya que implicaria que hay compresién de ambos lados
lo cual no tiene sentido fisico. Finalmente intentamos solucionar el proble-
ma mediante la transformada de Fourier en x y obtuvimos practicamente
lo mismo que al emplear la transformada de Fourier en y, pero empleando
muchas menos aproximaciones. Fue con este tltimo resultado que cons-
tatamos que la compresion del lado derecho no era consecuencia de las
aproximaciones empleadas.

También, se obtuvieron dos soluciones sobre la esfera. La primera es la
misma que obtuvo Longuet Higgins en [9]. En esta solucién observamos
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vortices que se propagan al Oeste en forma de arménicos esféricos con una
velocidad angular que depende del ntiimero de onda en 6 de los polino-
mios asociados de Legendre. La segunda la obtuvimos al incluir la varia-
ble radial al problema para tratar que se asemejara mas al problema de la
primera parte de la tesis. Esta vez observamos lo mismo que en la solucién
anterior, sélo que ahora los coeficientes dependian de funciones de Bessel,
y la velocidad angular dependia tanto del nimero de onda en 6 como del
nimero de onda en ¢ de los polinomios asociados de Legendre. Mds atin,
obtuvimos la misma relacién de dispersién que habiamos obtenido en el
plano tangente.

¢Qué podemos extraer de toda esta informacién? En definitiva, hay propa-
gacion de vortices al Oeste. La compresion en x del lado derecho la obser-
vamos en tres de seis métodos empleados. No la observamos al emplear
series de Fourier en x, a pesar de que no obtuvimos una solucién final,
si vimos que aunque la obtuviéramos no habria. Tampoco la observamos
en el caso de la esfera y de la relacién de dispersién, lo cual se debe a
que supusimos soluciones que se propagan. Esto nos lleva a pensar que
este fendmeno no es consecuencia de las aproximaciones empleadas sino
del modelo y de las suposiciones que hagamos sobre nuestra solucién. Por
ejemplo, si elegimos emplear series de Fourier en x, estamos suponiendo
una solucién periddica, lo cual podria hacer desaparecer la parte compre-
siva de la ecuacién. Esto tltimo es mds evidente si suponemos una solu-
cién que se propaga desde un principio, ya que no hay manera de que se
comprima conforme ¢ crece. En otras palabras, parece haber una diferencia
cualitativa considerable al emplear la transformada de Fourier en vez de la
serie, o el suponer soluciones que se propagan o no.

Veamos mds precisamente donde radica esa diferencia. Si nos fijamos en
la solucién en la esfera, es facil notar que su equivalente en el plano es el
suponer series de Fourier en x, ya que la solucién en la esfera va sumada
sobre ¢"™. En la esfera obtuvimos como resultado propagacion al Oeste y
nada de compresién en ¢. En el plano no pudimos resolverlo, pero si sabe-
mos que en nuestra solucién no podia haber compresion en x. Esto constata
el hecho de que el suponer soluciones periédicas hace desaparecer la parte
compresiva. Por el otro lado, al emplear la transformada, yaseaen xoeny,
no parece haber efectos relevantes de propagacién para ¢ >> 1 en ninguna
direccién, sélo de compresion y expansion a la derecha y a la izquierda res-
pectivamente. Finalmente al emplear series de Fourier en y, la compresién
no desaparecié en absoluto, ya que no supusimos periodicidad en x, sino
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en y, pero si obtuvimos una solucién muy diferente a la obtenida emplean-
do la transformada de Fourier en y.

Esto quiere decir que si forzamos una solucién de cualquier tipo, ya sea pe-
riédica o que propague, probablemente nos estamos perdiendo gran parte
de la informacién que brinda el modelo ya que parece haber una combi-
nacién de propagacién, compresién y expansion. Debido a que la transfor-
mada de Fourier es 1til para dominios infinitos no periédicos, podemos
pensar que la solucién obtenida es lo que se veria localmente en el océano,
y lo que obtenemos empleando la serie de Fourier es lo que se veria si
viéramos la esfera desde lejos, como en la solucién obtenida en la esfera.
Esto querria decir que el fenémeno de compresién sélo es visible localmen-
te, habria que constatar este hecho experimentalmente.

También es importante fijarse coémo el cambiar la fuente por una maés sua-
ve, cambi6 la solucién obtenida al emplear la transformada de Fourier en
y. Ademads de que desapareci6 la singularidad y que el lado izquierdo se
quedo muy similar, el lado derecho pasé de comprimir vértices elipticos a
comprimir algo que se asemeja mds a una hipérbola. Esto nos hace pensar
que es de suma importancia emplear una fuente mds apropiada fisicamen-
te para obtener resultados mads reales.

Finalmente, hablemos nuevamente sobre la transformada de Watson. En
ninguna de las soluciones obtenidas pudimos aplicar la transformada, pe-
ro si obtuvimos algo de informacién de cudndo se puede o no aplicar y
qué necesitamos para aplicarla. En primer lugar vimos que puede ser com-
plicado aplicarla a las variables de frecuencia de Fourier, ya que al cerrar el
contorno la exponencial de Fourier diverge ya sea en el semi-plano inferior
o en el superior. Para cerrar el contorno sélo por el semi-plano inferior o
superior, se tendrian que usar propiedades particulares del integrando co-
mo lo podria ser la paridad, como en el caso de la primera parte de la tesis.
En su defecto, se podria dejar en términos de la integral sobre el contorno
que no se pudo anular, como lo intentamos en 7.2, lo cual nos podria llevar
a resultados interesantes.

También vimos, al intentar aplicar la transformada de Watson a una fun-
cién con cortes ramas, que esta se puede no s6lo emplear con los polos, sino
también con los cortes rama, obteniendo integrales que se pueden aproxi-
mar o resolver por métodos numéricos. Esto amplia el horizonte de aplica-
bilidad de la transformada, ya que muchas soluciones contienen factores
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con raices y por consecuencia con cortes ramas. Ademads, notamos que es
importante que los polos que dan lugar a la solucién original no coinci-
dan con los polos que dan lugar a la transformada, ya que al evaluar los
residuos en estos polos la solucién se complica mucho més en vez de sim-
plificarse, esto es consecuencia de la férmula (2.2).

Se reconoci6 que, por lo general, los polos estan asociado a la funcién de
Green, la cual a su vez depende de la forma de la ecuacién diferencial y
de las coordenadas empleadas. Por eso se intent6 resolver un versién del
problema que matemdticamente y topolégicamente se parecfan més al pro-
blema original de Watson. Esta versién corresponde a la solucién general
sobre la esfera. A pesar de que se obtuvo algo muy similar a lo que obtuvo
Watson en su trabajo, no pudimos aplicar la transformada de Watson por
un problema de paridad con los coeficientes de los arménicos esféricos, pe-
ro si obtuvimos varios resultados interesantes. Estos estdn estrechamente
relacionados con la relacién de dispersién del problema. En primer lugar,
en el caso de ondas electromagnéticas la relacion de dispersion sélo nos
decia que las ondas producidas viajaban a la velocidad de la luz, lo cual
es muy sensato. En el caso de ondas de Rossby, la relacién de dispersién
nos restringia la propagaciéon de ondas al Oeste. Ademds relaciona esta
velocidad con los niimeros de onda en 6 y ¢, entre mayores los nimeros,
menor la velocidad. Es importante resaltar que este tiltimo problema no se
ha estudiado con el detalle suficiente y es probable que haciendo alguna
deformacioén en el contorno o con algtn truco matematico se pueda aplicar
la transformada de Watson.

En el contexto de la transformada de Watson la relacién de dispersién re-
sulta trascendental, ya que la aproximacién obtenida de los ceros de & tiene
tres términos. Uno es proporcional a k, otro constante y otro es inversa-
mente proporcional a k. La magnitud del vector de onda k, depende de
la frecuencia w y esa dependencia la da la relacién de dispersiéon. Al ha-
cer la superposicién de frecuencias w, como en 4.3, la fisica del sistema
puede cambiar por completo, asi como la interpretacién de los ceros &,
ya que la dependencia de w cambia por completo. En el caso de ondas
electromagnéticas, cada término estaba asociado a un fenémeno: propaga-
cién, atenuacién y dispersién. En el caso de ondas de Rossby, el término
de atenuacioén que es el constante hubiera sido el mismo, pero los términos
de propagacion y dispersion no. El término de propagacion que antes era
proporcional a w, en el caso de ondas de Rossby hubiera sido inversamente
proporcional a vw, y el término de dispersion que era inversamente pro-
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porcional a w, hubiera sido proporcional a vw. Desafortunadamente no se
pudo resolver la integral de superposicién de frecuencias con la relacién
de dispersién de las ondas de Rossby, privindonos de una interpretaciéon
fisica mas profunda de lo que hubiera pasado si hubiésemos sido capaces
de emplear la transformada de Watson en el problema de ondas ocednicas.



Apéndice A

Desarrollo en Ondas
Esféricas Centradas en el
Origen

Antes de empezar con los desarrollos vamos a ver una representacién in-
tegral de las funciones esféricas de Bessel,

n 1
Ju(x) = S f (1 - 2)'dt, (A1)

o+l | !
donde j,(x) = Va/2xJy41/2(x) y cumple la ecuacién (1.23). Se deja como ejer-
cicio probar que en efecto es solucién de (1.23) y que sus primeros términos
coinciden con los de j,(x). Se sugiere sustituir la integral en (1.23) y escribir
el integrando como una derivada respecto a , (| 11 4 [e’” (1 -yt ] dt), des-

pués resolver la integral original para varios valores de n y comparar con
los originales.

A.1. Un Primer Desarrollo

Ahora, queremos expresar la solucién de la ec. de Helmholtz, que acaba-
mos de obtener, en términos de una suma infinita de funciones especiales
(polinomios de Legendre y funciones de Bessel). Para esto primero vamos

a desarrollar una funcién mas sencilla, ¢ = ¢#*°5®_ Multiplicandola por
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P,(cos(8)) sin(b) e integrando obtenemos

0 1
f <@ P, (cos(9)) sin(0)df = f M Py (uydu,
b -1
donde usamos u = cos(6). Por el otro lado, sabemos que los polinomios de
Legendre satisfacen la férmula de Rodrigues,

n
d -1

Pal) = S aw

Sustituyendo P,(u) en la integral se sigue que

I 1 n
f elkru_d_(MZ _ l)ndu

1 27n! dx"

Integrando por partes obtenemos que

1 ixu dn—l 2 n u=l . : ikru dn—l 2 n
21n! [e du”*l(u -b l_lkrII ¢ e " = 1)du|.

Al evaluar el lado izquierdo nos da cero. Repitiendo la integracién por
partes n veces en total adopta la forma

1 . n 1
f &P (w)du = (ikr) f (1 = u'du,
- -1

1 2n!

donde la integral del lado derecho es igual a la representacién integral para
las funciones esféricas de Bessel (A.1). Sustituyendo esta dltima se sigue
que

1 . 1
. kr)" 2+ 1p)
lkruP — (l ~” .
L T Paluydu = i nlkr) (kryr

Simplificando obtenemos

1
f XUP (u)du = 20" j,(kr), (A2)
-1

lo cual nos da una segunda representacion integral de las funciones esféri-
cas de Bessel. Ahora, supongamos que ¢*™ acepta el desarrollo

M =N Fy(kr)Py(u),
n=0
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con F,(kr) desconocido. Multiplicando por P, (u), integrando respecto a u

de-1a1yusando la ortogonalidad de lo polinomios de Legendre J: 11 P,(w)P,,(wdu =
26,m/(2n + 1), obtenemos

1
ikru _
j:l """ P,(u)du = F,,(kr)—zn 1
Despejando F,(kr) y usando la representacion integral (A.2), observamos
que F,(kr) = 2n + 1)i" j,(kr). Recordando que j,(kr) = Vr/2krd,.1p2(kr),
resulta que el desarrollo buscado es

e ® = ok =N (on+ D" 1/ Jna1 2 (k)P (cos(6)). (A3)
n=0

Matemédticamente, esta ecuacion representa una onda plana expresada co-
mo una suma de ondas esféricas. Este desarrollo es ampliamente usado y
extremadamente ttil. Se le conoce como la férmula de Bauer (Ver [25, 4.82
pag.127] o para una prueba més general ver [25, 11.5 pag.368]). A nosotros
nos servira para obtener un segundo desarrollo que es trascendental para
este trabajo.

A.2. El Desarrollo en Ondas Esféricas

Obtengamos el segundo desarrollo, este consistird en desarrollar la solu-
cién a la ecuacién de Helmholtz en el espacio libre. Definamos F(R) = 4+ M
con 8 un complejo arbitrario. Tomemos su transformada de Fourier en tres
dimensiones en coordenadas esféricas
3 _ 3 _
- 1 e PR ikR 13 1 e PR ikR cos
. € ik L €7 ikRcos(t) p2

F(R) (27r) f R e "d’R (271') f R e R” sin(6)dRdOd .
Integrado en todo el espacio; RdeOa co, 6 de 0 any ¢ de 0 a 2r. Cambiando
de variable a u = ikR cos(9), resolviendo la integral sobre 6 e integrando
sobre ¢, veremos que

A PV e et — | 4 ™ _osin(kR)
o L orR%R-= PR———dR,
&) (271) fo R —ikR (2n)3f0 Tk

donde usamos sin(z) = (e — e7)/(20). Integrando dos veces por partes se
tiene

4 1

FR= i
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Ahora, tomamos la transformada inversa

. TR 4n eFR
- iR By _ 2
F(R) = f F(R)e™ "d’k = @0 f mk sin(Oy)dkdOrd . (A4)
Nuevamente integrado en todo el espacio. Vamos a sustituir e*R por otra
cosa. Como R = F — 7, entonces K = ¢~k Utilizando el primer desa-
rrollo (A.3)! se obtiene que

ek — ;(Zn + )i /%Jm 12(kr)Po(cos(8))

e = N Qn+ 1))

n’'=0

7T / /
an’ﬂﬂ(kr )P, (cos(6)).

En estos desarrollos podemos cambiar las funciones de Legendre por armoéni-
cos esféricos. Esto se logra empleando el teorema de adicién para armoni-
cos esféricos que dice”:

4 I
Pi(cos(9)) = 21% Z Y/ (01, 00)Y]" (62, 2),
m=—1

donde las relaciones entre los dngulos se muestran en la figura (A.1).
Los armonicos esféricos estan definidos por?,

20+ 1 (1 —-m)!

Ym — Pm img
(0, 0) e —(l+m)! ' (cos(0)e™?,
y siendo ortonormales
T 21 ,
[ [ vreony ©.000a0 =61, (A5)
0o Jo

1El desarrollo sobre e~ es facil de probar, solo hace falta meterle el signoalakoalary
usar identidades de las funciones de Bessel.

2Se puede encontrar en la literatura como Addition Theorem for Spherical Harmonics, la prue-
ba no es complicada. Ver referencia [23, pag.122]

3Los arménicos esféricos son la parte angular completa de las soluciones a la ecuacién de
Laplace.
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Figura A.1: Angulos para el teorema de adiciéon

Tomando 6, = 6,, 6, = 6 y ¢1 = ¢, $» = ¢ los desarrollos se transforman
en

ik-r n T m m
&= i | TR U ACR AR

—ik-r’ 1 7T Ny’ m’
T = N An(if \[5m KOV O 6V G B

7

donde, 6,, 6,- y 6k, son los dngulos polares de r, i’ y k respectivamente en
algun sistema de referencia. Los angulos originales 6 y 6 son los angulos
entre r y k y entre r’ y k respectivamente.

Sustituyendo en (A.4) tenemos la multiplicacién de dos series infinitas e
integradas respecto 6; y ¢x. Como los arménicos esféricos son ortonorma-
les, es decir satisfacen (A.5), al hacer la integral sobre 6; y ¢ nos salen dos
deltas 6, O, ; lo cual implica que solo quedan los términos con n = n’ y
m=m,

]’H%(kr) JnJr%(kr’) Kdk
VN Bk

F(R) =8 Y0, )Y (0, 1) fo %

Aplicando nuevamente el teorema de adicién de los arménicos de esféricos



136 Apéndice A. Desarrollo en Ondas Esféricas Centradas en el Origen

podemos ver que

+1

2
D VIO @Y,y 8r) = Puleos(r)

donde y es el angulo entre r y . Ademas, las funciones esféricas de Bessel
estan dadas por j,(x) = /3 Ju+1/2(x), con lo que podemos reescribir F(R),

F(R)=8 2”4; 05(7)) f J"(kr)”’(kr In k) Ju K1) 1 k. (A.6)

Resolvamos la integral del lado derecho. Primero que nada, las funciones
esféricas de Bessel son pares o impares dependiendo del indice n. Dado
que hay dos funciones multiplicdndose el producto siempre es par, por lo
tanto el integrando es par, entonces fo 3 f o

Ahora bien, supongamos que r > r’, los polos del integrando estdn en
k = if = +(~ko). Ademas, como se cumple que ji(x) = (b (x) + h}(x)),
entonces la integral se transforma en

f‘x’ Inkr)u k1) 15 0 %f"" Jnlkr)(5 () (kr) + hlz(kr)))kzdk.
0 —o0

B+ k2 B+ k2

Sabemos que hzl (kr) tiende a cero conforme r tiende a infinito en el semi-
plano superior del plano complejo, y sabemos que A7 (kr) igual, pero en el
semiplano inferior. Entonces, como r > #/, se puede probar que los pro-
ductos hl1 (kr) ju(kr') y hlz(x) Jjn(kr’) también tienden a cero en sus semiplanos
respectivos, lo cual, nos permite separar en dos la integral y tomar contor-
nos complejos de la siguiente forma

© i (kr)j (ki) (kr in(kr' Y2 (kr
f nkn)jalkr’) o1 f]( ) ( )k 20k fj( i ( )kzdk’
0 ’32 + k2 4 o BZ 4 o ,82 + k2

con ¢; un semicirculo orientado positivo en el semiplano superior, y ¢, un
semicirculo orientado positivo en el semiplano inferior, como en la figura
(A.2). El signo negativo del segundo término es necesario ya que c; recorre
el eje real en sentido contrario al deseado.

La integral en los semicirculos se va a cero, solo queda la parte que va de
—o0 a oo. Por el teorema de residuos de Cauchy, esta integral queda igua-
lada a los residuos por 2xi. Usando la regla del cociente para encontrar los
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Im[k] Im[k]

cl

Re[k] Relk]

c2

(a) Contorno c1 (b) Contorno ¢2

Figura A.2: Contornos cl y c2

residuos se tiene que®,

. Jn(kr) ju(kr”) 2 7le0 1) )
[ e = <R o k) = Ttk M

Haciendo uso de la paridad de las funciones esféricas de Bessel obtenemos
Jn(=kor’) = (=1)"ju(kor”) D (~kor) = (=11 (kor).
La integral se simplifica a

fw Jn(kr) ju(kr”)
0 B+ k2

y entonces (A.6) queda como

Kdk = jn(kor WP (kor),

FR) = —% 3@+ DPueosN S jutkor W ko,

Recordando que F(R) = £, que i8 = —ky y como se definen las funciones
esféricas de Bessel j,(x) = /3= Ju11/2(%) se tiene que

*ZkoR
=—zkoZ<2n+1>P (cos(y)),/zk nstatkor) |5 sty i athon)

4Ver introduccién para detalles sobre cémo encontrar los residuos o ver [
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Acomodando términos y escribiendo ky = k y cos(y) = u (sin peligro de
confundir con variables anteriores) se transforma finalmente en

e—th

i nkr’ . [mkr
= o 2,0+ DPG) T dusakr) A S H k),

n

con R = Vr? +r? —2r-r. Este es el desarrollo buscado para r > r'.Sir > r
solo intercambian de lugar r y . Mateméticamente obtuvimos una onda
esférica, cuya fuente se encuentra fuera del origen, como suma de ondas
esféricas cuyas fuentes se encuentran en el origen. Este desarrollo es muy
usado en fisica, sobretodo en problemas de difraccién. Es un resultado par-
ticular del teorema de adicién de Gegenbauer®, también se le encuentra en
la literatura como desarrollo de Rayleigh.

5Ver [25,11.4 pag.362] o ver [11] para una deduccién alterna.
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Programa

El programa acepta como entrada xmin, xmax, ymin, ynax y . Fija un valor
de v = ymin, da como condicién inicial u = xmin, llama al método de New-
ton aplicado sobre u y se obtiene un cero. Después se varia u , se vuelve
a llamar al método de Newton obteniendo otro cero y asi sucesivamente
hasta llegar a u = xmax. Nuevamente todo el proceso se repite para un nue-
vo valor de v y asf sucesivamente hasta llegar a v = ymax. La funcién Ceros
sirve para calcular los contornos de Debye; la funcién Ceros2 sirve para
calcular el plano y o el plano n/x.

from numpy import x
PI=4.xarctan(1.0)

#Definimos la funcion F1- o Fl+ para los contornos
def fl(x,vy,qg):
al=g.real
be=g.imag
a=sinh (g) —g*cosh (qg)
b=cosh (x) *sin(y)-yxcosh(al) xcos (be) -x*sinh (al) *sin (be)
#La curva cl corresponde a (out=b-a.imag)
#La curva c2 corresponde a (out=b+a.imag)
out=b-a.imag
return out

#Definimos la derivada de la funcion Fl- o FI1+

def df1 (x,y,q):
al=g.real
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be=g.imag
a=sinh(x) *sin(y)-sinh (al) *sin (be)
return a

#Definimos la funcion para los planos

def £f2(x,y,ga):
a=cosh (x) *sin (y) -y*cosh (x) xcos (y) —x*sinh (x) *sin (y)
#Agregar la parte comentada para obtener la otra curva
a=a+PIxcosh (x) xcos (y)
return a

#Definimos la derivada de la funcion para los planos
def df2(x,y,ga):
a=-yxsinh (x) xcos (y)-sin(y) *xxcosh (x)
#Agregar la parte comentada para obtener la otra curva
a=a+PIxsinh (x) xcos (y)
return a

#Metodo de Newton
def Newton (x,y,ga,f,df):
dz=1.
i=0
#Corremos el metodo de Newton en "x" tomando y=cte.
while dz>.001:
x=x-f (x,y,g9a)/df (x,y,ga)
dz=abs (f (x,y,ga))
i=i+1
#Asegura que Newton no se quede en un ciclo infinito
if i > 100:
#Se asegura de no imprimir ese valor de x
x=10000
break
return x

#Ceros de la funcion 1
def Ceros (xmin, xmax,ymin, ymax,greal, gimag) :
#Definimos gamma
ga=complex (greal, gimag)
#Creamos malla de condiciones iniciales con los limites
y=ymin
while y<ymax:
y=y+.005
x=xmin
while x<xmax:
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x0=Newton (x,vy,ga, £f1,dfl)
x=x+.5
#Aseguramos que los valores no sean inf o Nan.
if x0 < 1000:
print x0, y

#Ceros de la funcion 2
def Ceros2 (xmin, xmax, ymin, ymax) :
#ga es variable fantasma, un parametro libre en Newton ()
ga=0
#Creamos malla de condiciones iniciales con los limites
y=ymin
while y<ymax:
y=y+.005
x=xmin
while x<xmax:
x0=Newton (x,vy,ga, £2,df2)
x=x+.5
#Hacemos cambio de variable (Puede borrar "cosh'")
z=cosh ( (complex (x0,vy)))
#Aseguramos que los valores no sean inf o Nan.
if abs(z)<4:
print z.real, z.imag

#SOLO LLAMAR A Ceros O A Ceros2 NO A AMBOS!
#Llama a funcion Ceros, pide(xmin,xmax,ymin,ymax,greal,gimag)
#Donde xmin, xmax,ymin,ymax da los limites de cond. iniciales

#Y greal y gimag son la parte real e imaginaria de gamma

Ceros(-10,10,-2%P1,0,-1,2.5)

#Llama a la funcion Ceros2, pide: (xmin,xmax,ymin,ymax)
#Donde xmin, xmax,ymin,ymax da los limites de cond. iniciales
#Ceros2(-2.5,2.5,.1,PI)

También se puede hacer de manera mas dinamica en Mathematica.
Las bifurcaciones de los contornos de Debye:

Manipulate [
ContourPlot [{Im][
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Sinh[x + Ixy] - (x + Ixy)=*Coshl[a + Ixb] -
Sinh[a + Ixb] + (a + Ixb)xCoshl[a + Ixb]] == 0}, {x, -10
Ilo}l {YI _Z*Pir Z*Pi}]/ {al _3/ 3}/ {b/ O/ Pl}]

El plano y:

ContourPlot [{Im[Sinh([x + Ixy] - (x + Ixy)xCosh[x + Ixy]] == 0
Im[Sinh[x + I*xy] - (x + Ixy — IxPi)xCosh[x + Ixy]] == 0,
Re[Sinh[x + I*xy] - (x + Ixy)*Cosh[x + Ixy]] == 0},

{Xr 73! 3}I{y1 OI Pl}]
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Graficas de los Contornos

Contornos en Regién 1; y = ,5 + 1,7i.
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Contornos en Regién 2; y = 1 +i/2.

10 5 ° 5 FLINRET) 5 ° 5 1

(@) C1yCy (b)C2y C)

Contornos en Regioén 3; y = -1 +i/2.

10 5 ] 5 FEIRRET) 5 ] 5 0

@@cCiyC (b)C2y C)

Contornos en Regién 4; y = 1 + 2,5i.
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Contornos en Regién 5; y = -1 + 2,5i.

@C yc, b)C2y C

Contornos en Regioén 6A;y =3 + .

(@) Cry Cy (b) Cry G

Contornos en Regién 6B; y = 3 + 2i.

b) C2y G
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Contornos en Region 7A; y = =3 + 1.

i - . . 1 T
1 | )
sf of e

s
a -
4 19
19 [T 5 o B 10

Contornos en Regién 7B; y = =3 + 2i.
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