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Lo esencial es invisible para los ojos

El zorro

La prueba que confirma que el principito existié es que era encantador, que
refa y que queria un cordero. Querer un cordero es prueba de su existencia

El piloto

Conozco un planeta en el que vive un senor muy colorado. Nunca ha olido una
flor. Nunca ha contemplado una estrella. Nunca ha amado a nadie. Nunca ha
hecho otra cosa que sumas. Se pasa el dia diciendo, como ti: “jSoy un hombre
serio! jSoy un hombre serio!”, lo que le hace hincharse de orgullo. Pero eso no
es un hombre, jes un hongo!.

El principito

il
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Resumen

En este trabajo se estudia el frenado de ondas de gravedad en de fluidos eléctricamente
conductores, por ejemplo, un metal liquido, debido a la accién de campos magnéticos ex-
ternos. Primeramente, en el Capitulo 1 se expone la motivacién de este estudio, que se en-
cuentra fundamentalmente en que el amortiguamiento de metales liquidos, y en particular
de flujos con superficie libre, tiene actualmente aplicaciones en la industria en beneficio de
la calidad de los materiales procesados y del ahorro energético. En el capitulo 2 se presen-
tan las ecuaciones que describen el flujo de fluidos conductores bajo campos magnéticos,
conocidos como las ecuaciones de la magnetohidrodinamica. En el capitulo 3 se presentan
los principios fisicos basicos del amortiguamiento magnético en fluidos conductores, es-
tableciendo los mecanismos esenciales de transformacién de la energia electromagnética en
energias mecanica y térmica. En el capitulo 4, se estudia el amortiguamiento magnético
de ondas de gravedad en un metal liquido en una configuraciéon bidimensional bajo un
campo magnético vertical [1] y se calculan los tiempos de amortiguamiento para distintas
profundidades. Posteriormente, se plantean dos congifuraciones mas a este problema; en
la primera el campo magnético se orienta en forma horizontal, y en la segunda se consid-
era un campo magnético inclinado a 45°. Los problemas se resuelven analiticamente, y
se comparan las distintas configuraciones. Posteriormente, estos mismos problemas son
resueltos numéricamente mediante el método de volumen finito, y se comparan con los
resultados analiticos. Finalmente se plantean las conclusiones del trabajo. Se incluye
también un apéndice en donde se comenta el método de Front Tracking (apéndice A) que
sirvié para simular numéricamente ondas de gravedad en el fluido conductor.






CaApiTULO 1

Antecedentes

Actualmente, existen muchas aplicaciones industriales que utilizan campos magnéticos
para controlar procesos que involucran fluidos eléctricamente conductores, como los met-
ales liquidos, las sales fundidas o los materiales semiconductores. Estas aplicaciones se
enmarcan dentro de lo que se conoce como el procesamiento electromagnético de ma-
teriales el cual estd directamente relacionado con la magnetohidrodinamica (MHD) que
se ocupa del estudio de la dindamica de fluidos eléctricamente conductores en campos
magnéticos.

La naturaleza no intrusiva de las fuerzas electromagnéticas ha permitido a la MHD
tener distintas aplicaciones, como son en el control del crecimiento de cristales semicon-
ductores, la levitacion magnética, el moldeo de metales liquidos e incluso el confinamiento
de plasmas.

En la industria metalirgica es donde, en las tltimas décadas, se ha tenido un mayor
desarrollo, en la bisqueda de un mejor control al procesar los metales fundidos, asi como
mayores eficiencias en estos procesos energéticamente intensivos. De hecho las fuerzas
electromagnéticas permiten el control de los metales liquidos de diversas formas, por
ejemplo, através del bombeo, o mezclado del fluido, estabilizando las superficies libres, o
bien amortiguando chorros de metal fundido.

Una area donde es comun encontrar aplicaciones de la MHD es en producciéon de acero.
Un ejemplo es el proceso de la colada continua para la fabricaciéon de placas recubiertas de
acero (o algin otro metal), en donde se utiliza un campo magnético que evita la mezcla
de los dos metales fundidos que conforman la placa y el recubrimeinto [2]. También
podemos ver la utilizacién de campos magnéticos en moldes de fundiciéon alimentados
por boquillas sumergidas en el mismo metal liquido, lo que ocasiona chorros o vortices
que desestabilizan la superficie y acarrean contaminantes hacia el interior [3]. Aqui, el
campo magnético permite amortiguar los flujos turbulentos y estabilizar la superficie.
Otra aplicacion en la colada continua es en el proceso de solidifiacion de los lingotes en el
molde, en donde los elementos de la aleacién se segregan, ocasionando inhomogeneidades
en el lingote, asi como otro tipo de problemas. Los defectos que surgen por este proceso
pueden ser controlados agitando el metal liquido, lo que puede lograrse mediante campos
magnéticos [3]. Una aplicacién més en la colada continua es en la fabricacién de tiras
metalicas, en donde el metal fundido se mueve en una banda que se encuentra entre dos
rodillos que son enfriados por agua, produciendo asi laminas muy finas, cuyo estado final
es una consecuencia del proceso de solidifiacion con las interacciones del flujo. Una de las
maneras en las que se controla el flujo es mediante un campo magnético transversal, lo
que permite lo que permite obtener tiras de buena calidad [4].

>



6 Capitulo 1. Antecedentes

Fig. 1.1: Fabricacién de laminas delgadas de aluminio mediante colada continua [4]

La industria del aluminio es una de las que demandan un mayor consumo de energia,
solamente superada por la manufactura de algunos productos como el papel, gasolina,
acero, etileno, y unos pocos mas. Sin embargo, es la que requiere mas energia por unidad
de masa [5]. En el 2003 la industria del aluminio de E.U.A producia aproximadamente
27,000 millones de toneladas de aluminio primario, ! (figura 1.5), consumiendo directa-
mente 45.77W -h (0.16 quad) (figura 1.2), que equivalen al 1.2% de la energia eléctrica em-
pleada en los E.U.A. La energia total del proceso de fabricacién del aluminio es 183TW - h
(0.62 quad), teniendo un potencial tedrico de 149 TW - h (0.51 quad) (ver figuras 1.3 y
1.4).

La etapa mas intensiva para su manufactura, es la reduccién de la alimina en aluminio;
dicho proceso es realizado en las celdas Hall-Héroult en donde la alimina se reduce en
presencia de un electrolito, teniendo un requerimiento promedio en los E.U.A de 15 kW -h
para producir 1 kg. Se sabe que los campos magnéticos inducidos por las corrientes
eléctricas utilizadas en el proceso de reduccién pueden desestabilizar la interfase alimina-
electrolito en las celdas de reduccion mediante ondas de gravedad, y para evitarlo el grosor
de la capa de electrolito se mantiene por encima de cierto valor, lo que involucra costos
mayores en la reduccién. Se estima que cada milimetro del electrolito involucra un 1
mill6n de délares por ano en pérdidas de calor [3].

1Se le llama aluminio primario al que es producido directamente de la materia prima, y secundario al
que proviene del reciclado.
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Fig. 1.2: El consumo en energia eléctrica en los E.U.A en el proceso de fabricacién de
aluminio representa el (1.2%) de la electricidad ocupada en este pais, siendo la reduccién
de la alimina la etapa més intensiva [5].

140+

| facit energy used abowe theoretical
120 " A minimum

“ m theoretical minimum energy

100+

80+

Kwh(10%)yr

60+

40

Bauxite Alumina Anodes Smefting Casting Rolling Extrusion  Shapse
Mining Refining Production Casting

Fig. 1.3: El consumo total de energia (que considera el valor energético de la materia
prima) alcanza cerca de los 2007w - h [5].

El recilado es una opcion bastante viable, puesto que evita el proceso de reduccién
teniendo un ahorro de un 94%, aproximadamente, de la energia involucrada en el proceso
completo (figura 1.6), asi como grandes ahorros de agua, y de emisién de contaminantes.
En el mundo un 25% del aluminio producido proviene del reciclado, alcanzando un 50%
en los E.U.A. El ahorro de la energia en esta industria se debe al avance tecnolégico, y al
reciclado, contribuyendo entre ambos a un ahorro de un 22%, y un 39% respectivamente,
dando a un ahorro energético de un 61% en los tltimos 40 anos.



Capitulo 1. Antecedentes

USs. Theoretical Us. Potential Total U.S. Potential
Annual Minimum Process Process U.S. Gross Gross U.S.
Production Energy Energy Energy Energy't Energy?
2003 Requirement Required Savings Required Savings
meicions  KWR0%)/yr  KWR(10°) /3 KWR(I0°)/yr  KWR(10%) /KR (I0)/yr
(gquad) (quad) (quad) (quad) (guad)
Bauxite Mining
Alumina Refining 2661500 037 (0.001) 1002 (0.034)  9.65 (0.033) 10.89 (0.037) 10.52 (0.036)
Anode Production 1230000 1212 (0.041) 1575 (0.054)  3.63 (0.012) 1645 (0.056) 433 (0.015)
Al Smelting 2758000 1652 (0.056)  4297(0.147)  2646(0.090)  12836(0438)  111.84 (0.382)
Primary Casting 2704000  0.90 (0.003) 2.73 (0.009) 1.83 (0.006) 3.94 (0.013) 3.04 (0.010)
Secondary Casting 2820000 094 (0.003)  7.05 (0.024) 6.1 (0.021) 7.93 (0.027) 699 (0.024)
Rolling 4,842,600 1.55(0.005)  3.04 (0.010) 149 (0.005) 6.08 (0.021) 453 (0.015)
Extrusion 1.826.000 080 (0.003)  2.37 (0.008) 1.57 (0.005) 277 (0.009) 1.97 (0.007)
Shape Casting 2413000 0.80 (0.003) 617 (0.021) 536 (0.018) 637 (0.022) 5.56 (0.019)
Total 34.00 (0.116)  90.10 (0.307) 5610 (0.191)  182.77 (0.624)  148.78 (0.508)

Fig. 1.4: Podemos ver el consumo energético en la fabricaciéon del aluminio en cada una
de sus etapas, teniendo un potencial de ahorro energético que va de 0.62 quad a 0.51quad

[5].

Es claro que en estas circunstancias, cualquier mejora tecnoldgica que permita reducir los
costos de produccién del aluminio, manteniendo o incrementando la calidad del producto,
serd un beneficio inmenso para esta industria y para la sociedad en general. En este con-
texto, la MHD ha jugado un papel relevante en el desarrollo de la industria del aluminio;
al permitirnos conocer los principios fisicos que ocurren en el proceso de reduccion, y asi
proponer disenos que puedan mejorar el desempeno de estas celdas.

Vear U.s. Pr_imal'y' U.Ss. Ser.nndnr}' U.S. Aluminum U.Ss. Tntnl
Aluminum Aluminum Imports Aluminum
1992 4.042 2.756 1.573 8.371
1993 3.695 2,944 2327 8.966
1994 3.299 3.086 3.136 9.521
1995 3,375 3,188 2.701 9.264
1996 3.577 3.307 2,572 9.456
1997 3.603 3.547 2.804 9.954
1998 3713 3442 3.264 10.419
1999 3,779 3.695 3.680 11.154
2000 3.668 3.450 3.580 10,698
2001 2,637 2,970 3,487 9.094
2002 2,705 2,927 3.947 9.579
2003 2.704 2,820 4.068 9.592
Average Growth Rate 1993 through 2003
-2.5% -0.4% 51% 0.6%
Percent of Total Supply (2003)
28% 29% 42% 100%

Fig. 1.5: Consumo total de aluminio en los E.U.A, dividido en aluminio primario, secun-
dario, e importado. La mitad procede de material reciclado [5].
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{Tacit Energy Values)
2.2  kKWhikg to produce Primary Metal Ingot
2.8  EWnh'kg to produce Secondary Metal Ingot
4.58% Secondary to Primary Energy
2,820,000 kg of Secondary Metal produced in 2003
1.67E+11  EWhivr Energy Saved in 2003

0.57 CQuads Saved perYear 2003
19100 MW SAVED 2003

Fig. 1.6: Esta figura nos muestra los ahorros energéticos en el procesamiento del aluminio
debido al reciclaje. [5]

Podemos ver que los altos costos de produccién de los metales, asi como el desarrollo

de nuevas aleaciones exigen conocer los procesos que ocurren en la manufactura de estos
materiales para poder realizar disenos que aprovechen de manera eficiente la energia y
permitan obtener productos de alta calidad en respuesta a las exigencias tecnologicas que
nuestra sociedad demanda.
Con este fin, el presente trabajo tiene como objetivo profundizar en el entedimiento de un
proceso fisico que tiene aplicaciones industriales concretas, a saber, el amortiguamiento
magnético de ondas de gravedad en liquidos eléctricamente conductores. Debido a la
complejidad del problema, el estudio se enfoca en modelos bidimensionales, a partir de
los cuales se encuentran resulatados analiticos que son complementados con simulaciones
numéricas. En el siguiente capitulo, se presentan las ecuaciones béasicas de la MHD que
permitiran establecer los modelos de ondas de gravedad bajo campos magnéticos.

> Vs (1.1)

k=1






CAPITULO 2

Ecuaciones de la MHD

Cuando un fluido eléctricamente conductor se mueve dentro de un campo magnético, se
inducen corrientes eléctricas en el medio. Estas corrientes interaccionan a su vez con el
campo ocasionando fuerzas magnéticas que alteran el movimiento original del fluido.
Como se puede imaginar, cuando el medio se encuentra bajo la accién de un campo
magnético, hay una estrecha relacion entre el comportamiento dinamico, y las propiedades
fisicas de un fluido, tales como su viscosidad, y en particular su conductividad eléctrica.
Por tanto, si queremos entender este tipo de fenémenos, hay que prestar también atencion
a las ecuaciones fundamentales del electromagnetismo, y no solamente a las ecuaciones
de balance de los fluidos.

En este capitulo se empezara haciendo un repaso tanto de las ecuaciones de balance
de la dindmica de fluidos, como de las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo.
Finalmente, haciendo uso de aproximaciones adecuadas, se acoplaran para obtener las
ecuaciones de la MHD, que describen el comportamiento de los fluidos conductores bajo
campos magnéticos.

2.1 Ecuaciones de la dinamica de fluidos

De acuerdo a [6], el estudio del movimiento de fluidos(liquidos y gases) constitiuye lo que
se denomina dindmica de fluidos. Por otro lado [7] definimos a un fluido como un medio
que se deforma continuamente, mientras exista un esfuerzo cortante, no importando qué
tan pequeno sea.

Hay dos posibles maneras de obtener las ecuaciones de la mecanica de fluidos, la
primera es a partir de un enfoque molecular que modela al fluido como un conjunto de
moléculas bajo ciertas interacciones, en donde la fenomenologia macroscépica se obtiene
de un analisis estadisitico de todas estas particulas. El problema de este enfoque es que la
teoria solamente esta desarrollada para gases poco densos. El estudio de los gases densos
y de los liquidos se realiza comunmente mediante la hipotesis del continuo.

El enfoque del continuo visualiza la materia como si fuera un continuo, en donde en
cada punto y en cada instante podemos definir alguna variable de campo que caracterice el
estado del fluido, tales como la velocidad, presion o temperatura. Una condicién suficiente
para poder aplicar el enfoque del continuio, es que la distancia libre media entre cada
molécula sea mucho mas pequena que la longitud caracteristica del problema a tratar.
Una forma de establecer este principio es la siguiente [8]. Dado un volumen de control
V', éste puede dividirse en pequenos elementos de volumen de tamano € con la siguiente
restriccion :

11



12 Capitulo 2. Ecuaciones de la MHD

1
- <e < I (2.1)

donde n es el nimero de moléculas por unidad de volumen, y L es la escala de longitud
macroscopica mas pequena del flujo. Esta condicién se cumple para la mayoria de los
casos practicos.

Finalmente usando el enfoque del continuio se mostraran las ecuaciones fundamentales
de la mecanica de fluidos desde un enfoque no relativista. Asi se establecera la ecuaciion
de balance de momentum, y la de conservacion de masa. No se hard mencion de la
ecuacion de balance de energia ya ésta no se utiliza en los problemas tratados.

2.1.1 Conservacion de masa

Si consideramos un elemento de fluido con volumen V que contiene una determinada
masa M, y seguimos al elemento mientras fluye (enfoque lagrangiano), observaremos que
el elemento cambia de tamano y forma, pero la masa permanece constante. Si expresamos
la masa M en la forma

M = /V pdV, (2.2)

donde p(x,y, z,t) es la densidad de masa del fluido, ya que la masa se mantiene constante,
debe cumplirse que

D
— dV =0 2.3

donde D/Dt = 0/0t+ (i - V) es la derivada material. Si usamos el teorema de transporte
de Reynolds [8], encontramos

/V % +V- (pﬁ)] dV = 0. (2.4)

Y ya que el volumen de integracion es arbitrario tenemos que en todo punto se satisface
la ecuaciéon

ap .
L vAS = 2.

que se conoce como la ecuacion de continuidad o ecuacion de conservacién de masa. En
el caso de fluidos incompresibles (p constante) tenemos

V.i=0. (2.6)
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2.1.2 Balance de momentum

Nuevamente consideramos al elemento lagraniano. Es claro de la segunda ley de Newton
que el cambio en el momentum de este elemento de volimen, equivale a la fuerza neta
que actia sobre él.

Las fuerzas que actuan sobre los elementos de fluido pueden ser fuerzas de cuerpo
(largo alcance), o fuerzas de contacto (corto alcance). Tenemos entonces que aplicando
al elemento de volimen la segunda ley de Newton se tiene

D o o
—/pﬁdV:/Pds+/pde, (2.7)
Dt Jy s v

donde P es la fuerza de superficie y tiene unidades de N/m? y p f es la densidad de
fuerzade cuerpo N/m3. La fuerza de contacto P puede expresarse através del tensor de
esfuerzos mecanicos 7, que es un tensor de segundo rango. Podemos entonces reescribir
la ecuacién de balance de momentum de la siguiente manera

D

— | pidv = / G- idS + / pfdv. (2.8)
Dt Jy s v

Utilizando el teorema de transporte de Reynolds y la ecuacion de conservacién de masa
(2.5) para el término de la izquierda, y el teorema de Gauss para el primer término de la
derecha, la ecuacion queda de la siguiente forma

v

/V{%fﬂﬁ'v)ﬁ] dV:/VV'5dV+/pde- (2.9)

Como esto ocurre para cualquier volumen de integracion, tenemos que en todo punto se
satisface

ou

ot
que es la ecuacion de balance de momentum. El tensor de esfuerzos ¢ puede descompon-
erse de la siguiente forma

+(@-V)i=V-5+pf, (2.10)

5 =—pl+7, (2.11)

donde p representa la presion termodindmica, I es el tensor identidad, y 7 es el tensor
de esfuerzos viscosos. Los fluidos con los que vamos a trabajar son los Newtonianos.
En particular, los metales liquidos y los electrolitos, que se encuentran entre los fluidos
eléctricamente conductores mas comunes son Newtonianos. En este tipo de fluidos, el
esfuerzo cortante es directamente proporcional a la rapidez de deformacion.

Ecuacion de Navier Stokes

En el caso de los fluidos Newtonianos incompresibles, el tensor de esfuerzos viscosos se
puede escribir de la siguiente manera



14 Capitulo 2. Ecuaciones de la MHD

1 (9ul auj
- s 7 2.12
T ,LLE, 6] 2 (827]_’_81'2) ( )
donde € es el tensor de rapidez de deformacién, y u es el coeficiente de viscosidad dinamica.

Con esta consideracién la ecuacién de balance de momentum (2.10) toma la siguiente
forma

p <%+(U-V)ﬁ> = —Vp+ Vi +pf. (2.13)
El primer término de la izquierda representa la aceleracion local. El segundo término de la
izquierda representa la aceleracién convectiva, y podemos ver que se trata de un término
no lineal. El primer término de la derecha se refiere al gradiente de presiones, el siguiente
nos habla del transporte de momentum debido a difusién (fuerzas viscosas), y el iltimo
representa las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen que actiian sobre los elementos
de volumen.

2.2 Ecuaciones del electromagnetismo

Las ecuaciones del electromagnetismo que debemos considerar para obtener el sistema de
ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fluido conductor en un campo magnético
son las ecuaciones de Maxwell, la ley de Ohm, y la fuerza de Lorentz. Estas ecuaciones
incluyen efectos relativistas, y rigen toda la electrodindmica que se conoce hasta la fecha,
por lo que haremos un repaso breve sobre cada una de ellas.

2.2.1 Ecuaciones de Maxwell
Ley de Gauss

La ley de Gauss nos dice que el flujo del campo eléctrico E a través de un volumen V,
equivale a la carga eléctrica contenida en él, es decir,

-, 1
}{E -1dS = — [ pe(2)dV, (2.14)
S €0 Jv

donde E es el campo eléctrico, €y es la permitividad eléctrica del vacio, y p. es la densidad
de carga eléctrica en el volumen. Aplicando el teorema de Gauss podemos reescribir esta
ecuacién en forma diferencial

V- E = p./eo. (2.15)

Ley de Faraday

La ley de Faraday nos dice que la variaciéon del flujo magnético através de un circuito da
lugar a una fuerza electromotriz que induce una corriente eléctrica en el mismo. En forma
integral, tenemos que
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fﬁ-di: —i/é-dﬁ, (2.16)
c dt Js

donde B es el vector de induccion magnética, S es la superficie que encierra al circuito,
y C su contorno. Podemos transformar la ecuacién anterior en una ecuaciéon diferencial
que tiene la forma

. 0B

VxE=—7" (2.17)

Ley de Gauss para el campo magnético

Retomando la forma diferencial de la ley de Faraday, y aplicandole el operador divergencia,
podemos ver la propiedad solenoidal del campo magnético

V-B=0. (2.18)

Esto nos dice que las lineas de campo magnético son circuitos cerrados, lo que implica la
inexistencia de monopolos magnéticos.

Ley de Ampeére-Maxwell

Esta ley establece que los campos magnéticos pueden producirse a partir de corrientes
eléctricas o mediante la variacién temporal de los campos eléctricos. En su forma integral,
puede expresarse de la siguiente manera

/E-df:/u<f+aoa@—E>, (2.19)
c s t

donde i es la permeabilidad magnética. Vemos que hay una relacién entre las lineas de
campo magnético que abrazan el circuito C, y la corriente que pasa através de su superficie
S. El ultimo término del lado derecho, se le conoce como corriente de desplazamiento, y
es necesario para que exista la conservacion de carga. La forma diferencial es la siguiente,

. - E
VXxB=p <J+ 6088_75) . (2.20)

Aplicando la divergencia, y utilizando la ley de Gauss se obtiene

_0pe
ot’

que es la ecuacion de conservacion de la carga eléctrica.

V.J=

(2.21)
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2.2.2 La fuerza de Lorentz y la ley de Ohm
Ley de Ohm

La ley de Ohm nos relaciona la densidad de corriente con el campo eléctrico. Cuando el
medio se mueve respecto al sistema de laboratorio con una velocidad , tenemos que esta
ley se expresa como

—

J:a<E+ﬁx§>+%m (2.22)

donde o es la conductividad eléctrica, y el término p.u se conoce como la corriente de
conveccion.

Fuerza de Lorentz

La densidad de fuerza de Lorentz (fuerza de cuerpo por unidad de volumen) se puede
expresar como

f=p.E+JxB, (2.23)

donde el primer término representa a la fuerza eléctrica y el segundo a la fuerza magnética.

2.2.3 Aproximacién MHD

Al considerar el flujo de metales liquidos bajo campos magnéticos en probelmas indus-
triales o a escala de laboratorio, es posible simplificar las ecuaciones que gobiernan estos
fenomenos mediante la aproximacion MHD que consiste basicamente en las siguientes
suposiciones :

1. Efectos no relativistas.
Se considera que la velocidad caracteristica U del fluido es mucho menor que la
velocidad de la luz de modo que U?/c* < 1.

2. Fenomenos a bajas frecuencias

Se consideran fenémenos cuasi-estaticos que involucran bajas frecuencias, es decir
campos que cambien lentamente con el tiempo.

3. EwO(ﬁXé)

Se considera que los campos eléctricos involucrados son del orden de magnitud de
la fuerza electromotriz inducida (f.e.m) @ x B.

Las consideraciones anteriores nos llevan a reescribir las ecuaciones del campo electro-
magnético de la siguiente manera.

Ya que estamos considerando campos a bajas frecuencias, la corriente de desplaza-
miento en la ley de Ampere-Maxwell es despreciable, y por tanto el término 0dp./0t
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también lo podemos omitir [9]. De esta forma, tenemos que recuperamos las ecuaciones
pre-maxwellianas :

V x B = o, V-J=0. (2.24a)

La ley de induccion de Faraday y la ley de Gauss para el campo magnético no tienen
ningiin cambio, de modo que

—

Por su parte, es posible mostrar que bajo la aproximacion MHD la fuerza eléctrica p.F
es despreciable comparada con la fuerza electromagnética [9]. A su vez, el término de la
corriente de conveccién p.u en la ley de Ohm es despreciable comparado con el término
de conduccién J [9]. De esta forma la fuerza de Lorentz y la ley de Ohm quedan

—

f=JxB, j:0<E+ﬁx§>. (2.24c)

Ya que en la MHD la densidad de carga p. no juega un papel significativo, la ley de Gauss
en la ecuacién (2.15) no se considera en esta aproximacién [10].

2.3 Ecuaciones de la MHD

Si combinamos las ecuaciones de Ohm, Faraday, y Ampere es posible obtener la siguiente
ecuacion

—

0B L )= .
E—VX(uXB)—i—)\VB, A= (o), (2.25)

que se conoce como la ecuacion de induccion, donde A representa la difusividad magnética.
El término de la izquierda nos habla de los cambios temporales en el campo magnético. El
primer término de la derecha es el término de adveccién (transporte de campo magnético
debido al movimiento del fluido), y el segundo término nos habla de transporte de campo
magnético debido a la difusion.

Si consideramos la aproximacion MHD y suponemos que el fluido es incompresible,
tenemos entonces que las ecuaciones que gobiernan el flujo de un fluido conductor en un
campo magnético se encuentran en la siguiente tabla :
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ECUACION DE CONTINUIDAD V-i=0

ECUACION DE NAVIER-STOKES CON | 28 = —V (p/p) + vV + (J X B) /p
LA FUERZA DE LORENTZ INCLUIDA

ECUACION DE TRANSPORTE DE 9 — v x (ﬁ X E) +A\V2B
CAMPO MAGNETICO

LEY DE AMPERE Y CONSERVACION V x B=pulJ, V-J=0

DE CARGA

LA LEY DE FARADAY Y LA LEY DE VxE= —%—f, V-B=0
GAUSS DEL CAMPO MAGNETICO

FUERZA DE LORENTZ Y LEY DE OHM | f=J X B, J=o0 <E + U X B)

Tabla 2.1: Las ecuaciones de la MHD para fluidos Newtonianos incompresibles

Como se puede observar en las ecuaciones de la MHD que se encuentran en la tabla
(2.1), éstas dependen de varios parametros y por tanto es complicado comprender los
efectos que dominan en la dindmica del fluido. Es muy 1til adimensionalizar las ecuaciones
para concentrar la informacién y poder determinar los érdenes de magnitud de los diversos
términos en las ecuaciones.

] VARIABLES \ VARIABLE \ COMENTARIO \
VELOCIDAD ut = % U es una velocidad caracterisitca
PRESION P =t
TIEMPO = L;U L es la longitud caracterisitica
POSICION =z
CAMPO MAGNETICO B* = B% B, es un campo magnético carac-
terisitico
DENSIDAD DE CORRIENTE | J* = UUJZBC
CAMPO ELECTRICO E* = 05

Tabla 2.2: Variables adimensionales

En la tabla (2.2) se muestra una posible adimensionalizacién de las variables de flujo, en
donde el simbolo * denota las variables adimensionales. Con esta adimencionalizacion,

las ecuaciones toman la siguiente forma :

V'@t =0, (2.26a)

" é*) , (2.26b)
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dB* 1 -
o =V (u x B) + =-V7B, (2.26¢)
V* x B* = RmJ*, V-J =0, (2.26d)
. oB* .
V' x E*=——"— V*-B*=0 (2.26¢)
ot
J* = E* 4+ x B*. (2.26f)

Los parametros adimensionales Re, Ha y R,, denotan a los nimeros de Reynolds, Hart-
mann y Reynolds magnético, respectivamente, cuya definicion e interpretacion se da en
la tabla 2.3. En dicha tabla se muestra también el parametro de interacciéon N que se
relaciona con Re y Ha.

NUMEROS SIMBOLO | DEFINICION | SIGNIFICADO
NUMERO DE Re UL/v Razon de fuerzas iner-
REYNOLDS ciales y viscosas
NUMERO DE R, UL/ Razén de campo
REYNOLDS magnético inducido
MAGNETICO y aplicado

NUMERO DE Ha B.L(c/pv) | Razén de fuerzas de
HARTMAN Lorentz y viscosas
PARAMETRO DE | N =12 oB?L/pU | Razén de fuerzas de
INTERACCION Lorentz e inerciales

Tabla 2.3: Nuimeros adimensionales

2.4 Aproximacién MHD para bajos niimeros de Reynolds
magnético

En la gran mayoria de los fluyjos MHD que tienen lugar en procesos industriales o en el
laboratorio donde intervienen metales liquidos, sales fundidas o electrolitos, se encuentra
que el nimero magnético de Reynolds es muy pequenio (R,, < 1). Esto nos indica que el
campo magnético inducido es mucho menor que el campo magnético aplicado. Esto trae
consigo ciertas simplificaciones en las ecuaciones MHD, ya que la ley de Ampere se reduce
aVxDB = 0, de manera que el campo magnético satisface las condiciones magnetostaticas.

En estas condiciones el campo magnético puede considerarse imperturbado por el flujo
B = Eo. Si el campo magnético aplicado no presenta variaciones temporales, de la ley
de Faraday encontramos que V x E, de modo que el campo E es electrostatico, es decir
E = —V¢. Asi, la ley de Ohm queda

j=—-Vo¢+ix By (2.27)
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Si introducimos esta ecuacién en la conservacion de carga obtenemos la ecuacion

Vip=V. (ﬁ X §0> , (2.28)
el campo magnético debe cumplir las siguientes ecuaciones
VxBy=0  V-By=0, (2.29)

y las ecuaciones de la dindamica de fluido para fluidos conductores sometidos a campos
magnéticos quedan

V-i=0, (2.30)
g—z =~V (p/p) + vV + (fx é) /p, (2.31)

obteniendo un sistema cerrado.

Unidades

Aqui se muestran las unidades de algunas magnitudes fisicas en el S.I. de medidas

| PARAMETRO SIMBOLO | UNIDADES |

CALOR ESPECIFICO c J/(K - kg)
CAMPO DE DENSIDAD DE CORRIENTE J A/m?
ELECTRICA
CAMPO DE INDUCCION MAGNETICA B T=N/(A-m)
CAMPO DE VELOCIDADES u m/s
CAMPO ELECTRICO E N/C
CARGA ELECTRICA Q C=A-s
CONDUCTIVIDAD ELECTRICA o A%/ (W - m)
CONDUCTIVIDAD TERMICA k W/(im- K)
DENSIDAD DE MASA ) kg/m?
DENSIDAD ELECTRICA Pe C/m?
DIFUSIVIDAD(VISCOSIDAD) DINAMICA i kg/(m - s)
DIFUSIVIDAD (VISCOSIDAD) CINEMATICA v=p/p m?/s
DIFUSIVIDAD MAGNETICA A= (po) m?/s
DISUSIVIDAD TERMICA a=k/(cp) m?/s
ENERGIA INTERNA POR UNIDAD DE e J/kg
MASA
TEMPERATURA T K
PERMITIVIDAD ELECTRICA € C?/(m*- N)
PERMEABILIDAD MAGNETICA o H/m = N/A?
PRESION p Pa = N/m?

Tabla 2.4: Las unidades el S.I.



CAPITULO 3

Amortiguamiento Magnético

En este capitulo presentaremos una revision general de los principios fisicos basicos del
amortiguamiento magnético de fluidos eléctricamente conductores. En particular, discu-
tiremos las diferencias esenciales entre considerar un modelo bidimensional y uno tridi-
mensional, haciendo énfasis en las distintas condiciones fisicas y sus implicaciones en el
amortiguamiento magnético.

3.1 Aspectos generales de la fuerza de Lorentz

Una de las diferencias béasicas de los flujos MHD respecto a los flujos hidrodinamicos
ordinarios es la anisotropia que introduce la existencia de un campo magnético aplicado.
Como hemos mencionado en el capitulo 1, los efectos del campo magnético sobre el flujo
del fluido conductor pueden ser muy variados y dar lugar a aplicaciones muy diversas.
Uno de los principales efectos es la aparicion de fuerzas magnéticas o fuerzas de Lorentz,
capaces de modificar la dinamica del flujo. Asi, bajo ciertas circunstancias, las fuerzas
de Lorentz pueden producir movimientos en el fluido, como sucede en las bombas MHD
[11], o bien en los agitadores electromagnéticos [12]. Una manera de producir movimiento
es mediante la inyeccién de corrientes eléctricas en el fluido en presencia de un campo
magnético estatico. Otra manera es utilizando campos magnéticos viajeros dependientes
del tiempo capaces de inducir corrientes en el fluido, que al interactuar con el mismo
campo, originan una fuerza de Lorentz que agita al fluido. En estos casos la fuerza de
Lorentz actiia como un motor que impulsa el fluido. Recordemos que la fuerza de Lorentz
es una fuerza de cuerpo que actia sobre el volumen del fluido.

Pero la fuerza de Lorentz también puede actuar para inhibir o amortiguar el movimiento.
El mecanismo principal que da lugar a dicho efecto, puede comprenderse de una manera
sencilla. Como sabemos, el movimiento de un fluido conductor dentro de un campo
magnético induce corrientes eléctricas en el medio las cuales, dada la conductividad
eléctrica finita del fluido, dan lugar a la dispacién de energia por efecto de Joule.
El incremento en la energia térmica del fluido viene acompanado de una disminucién de
su energia cinética, lo que lleva a amortiguar el movimiento. Hay que notar que para que
esto sea posible bajo campos magnéticos tipicos de aplicacoines industriales o de labora-
torio (By ~ 0.1 — 1T), las corrientes inducidas deben ser suficientemente intensas, lo que
requiere que la conductividad del fluido sea alta, como en los metales liquidos. En flui-
dos de baja conductividad eléctrica, como los electrolitos de amortiguamiento magnético
requiere campos magnéticos extremadamente intensos.
El amortiguamiento magnético descrito previamente se presenta bajo campos magnéticos

21
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estaticos y como se menciond en el capitulo 1, ha sido utilizado en diversas aplicaciones
industriales con el fin de suprimir o reducir movimientos no deseados. En ocasiones, dichos
movimientos se presentan en la forma de chorros de fluido, como cuando se alimentan los
moldes en procesos de colada continua [3]. En otros casos se presentan en la forma de
remolinos o vértices [13]. Asimismo, en procesos de solidificacién o de crecimiento de
cristales semiconductores, se trata de suprimir la conveccion natural producida por los
gradientes térmicos presentaes en el proceso [3].
En experimentos de laboratorio, los campos magnéticos estaticos también han sido uti-
lizados para retardar el inicio de la convecciéon de Rayleigh-Bénard en un fluido calentado
por abajo [14]. En otras aplicaciones metalirgicas en las que se requiere estabilizar su-
perficies libres de metal liquido, el campo magnético se utiliza para amortiguar las ondas
de gravedad [1]. Este es precisamente el problema que nos interesa analizar en el presente
trabajo. Nétese que en todas estas aplicaciones la fuerza de Lorentz actia como un freno
en el fluido.

Los principios fisicos fundamentales del amortiguamiento han sido expuestos princi-
palmente por Davidson [13] y a continuacién presentaremos algunas de las ideas mas
importantes detras de este fenémeno.

3.2 Amortiguamiento magnético

Consideremos un fluido conductor incompresible que atraviesa un campo magnético ex-
terno uniforme éo, que sin pérdida de generalidad se encuentra orientado en direccién
z. Ademads, suponemos que el nimero de Reynolds magnético es pequeno, R,, < 1, de
tal manera que podemos despreciar el campo magnético inducido. Ya que la densidad de
corriente eléctrica estd dada através de la ley de Ohm (ecuacién 2.27),

J=o (—ng i x EO) (3.1)

podemos expresar la fuerza de Lorentz por unidad de volumen en la forma
F=JxBy=0 (EO X ng) — 0B, (3.2)

donde w, representa las componentes del campo magnético de velocidad @ en el plano
normal a By, es decir, @ = (uy, uy,0).

Si calculamos la potencia mecanica de la fuerza de Lorentz, es decir, la tasa a la que
esta fuerza hace trabajo sobre el fluido obtenemos

—

F-i=a@-(JxBy)=—J(ixB) (3.3)

y utilizando la ley de Ohm 3.1, tenemos

NG I )
F~u_—J-<;+V<I>>——;—J~(V¢)——;—V-(J¢), (3.4)
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donde se ha utilizado el hecho de que J es solenoidal, V - J = 0. Si ahora integramos en
un volumen V', encontramos

/F adv = — /—dV /Vv-(¢f)dv. (3.5)

Cuando no existen fuentes externas de corriente, la segunda integral del lado derecho de
la ecuacién (3.5) se anula, obteniendo entonces

/F qdv = — /—dV (3.6)

La ecuacion (3.6) representa la conversion de energia mecanica en calor a una tasa deter-
minada por la disipacion Ohmica. Dicho en otras palabras, la energia mecanica acarreada
por el movimiento del fluido, se convierte primero en energia eléctrica (corrientes induci-
das) mediante la interaccién con el campo magnético aplicado y finalmente se transforma
en calor através de la disipacion Ohmica.

El resultado anterior puede obtenerse también a partir del teorema de Poynting, que
establece la conservacién de la energia electromagnética [10]. En el caso de la MHD,
utilizando las leyes de Faraday y Ampere, se encuentra que

B? .. ExB
8( >__J.E_v.g 57
ot 14

La interpretaciéon de esta ecuacién es mas facil cuando se integra en un volumen de control
V', es decir

= LS
4 B—dv_—/f-EdV—fEXB-dS* (3.8)
dt v s M
donde en la segunda integral del lado drecho se ha utilizado el teorema de la divergencia.
El término del lado derecho de la ecuacién (3.8) representa la razén de cambio temporal de
la energia magnética contenida en el volumen; el primer término del lado derecho denota
la potencia eléctrica total suministrada al volumen V, mientras que el segundo término
del lado derecho representa el flujo de energia, ya sea en forma de trabajo o calor, a través
de la superficie del volumen de control. El vector

B Ex B

i

se conoce como el vector de Poynting. Cuando existe flujo de Poynting a través de la su-
perficie, tenemos que el volumen de control estd intercambiando energia electromagnética
con sus alrededores. Si utilizamos la ley de Ohm recordando que E = —V ¢, tenemos que

(3.9)

/J EdV = /—dV+/ (J x B) - adV (3.10)

y sustituyendo en la ecuacion (3.8) obtenemos
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/—V— /—dV /jxé)-ﬁdv—j[ﬁ-dﬁ (3.11)
S

donde el primer término del lado izquierdo representa la disipaciéon 6éhmica o de Joule
y el segundo denota la tasa de disminucion de energia magnética debido a la tasa de
trabajo de la fuerza de Lorentz sobre el medio. Ya que en nuestro caso tenemos que el
campo magnético es constante, B = éo, y suponiendo que el volumen V se extiende a
todo el espacio de modo geu no hay flujo de energia electromagnética, la primera integral
del lado izqueirdo, y la ultima del lado derecho en la ecuacién (3.11) son cero, de donde
encontramos el resultado establecido en la ecuacién 3.6

/V(fx B) - ddV = /—dV (3.12)

3.3 La conservacion de carga y las ecuaciones de movimiento

Como establecimos en el capitulo anterior, la conservacion de la carga en la aproximacion
MHD se toma de la forma V - J = 0. Sustituyendo la ley de Ohm, encontramos que el
potencial eléctrico satisface la ecuacion

V2=V - (i x By, (3.13)

y dado que By es constante tenemos

V3¢ =By-Vxi=By & (3.14)

donde w = V x u es el vector vorticidad. Por otro lado, las ecuaciones de movimiento
tienen la forma

Vi (3.15)

04 4 (it V)i = - <?
ot 0
donde hemos escrito la fuerza de Lorentz de manera explicita de acuerdo a la ecuacion
(3.3). En general, la solucién de las ecuaciones (3.14), (3.15) y (3.16) con sus respectivas
condiciones iniciales y de frontera es bastante dificil, de manera que utilizaremos varias
aproximaciones para simplificar el problema.

Una aproximacion muy comun que se justifica al considerar ondas de gravedad, es el
despreciar las fuerzas viscosas, lo que haremos en el analisis subsecuente. Por otra parte,
el problema se simplifica de manera significativa si consideramos que el movimiento es
bidimensional, tal como una onda plana, y suponemos que el campo magnético éo esta
en el plano de movimiento. En tal caso, los vectores w y By son ortogonales de manera
que la ecuacién (3.14) se reduce a la ecuacién de Laplace

2
oBj

) + VVZﬁ‘i‘ %(é@ X ng) — TUL, (316)
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Vg =0. (3.17)

En principio, la distribucién espacial de ¢ determina la manera en que las corrientes
eléctricas inducidas completan sus trayectorias dentro del fluido o através de las paredes
que confinan al mismo. Si suponemos que el fluido no estd confinado o bien que esta
confinado por paredes perfectamente conductoras que proveen una trayectoria de retorno
sin resistencia para la corriente inducida, puede considerarse que ¢ = 0 [13]. Bajo estas
condiciones, la ley de Ohm y la fuerza de Lorentz se reducen a

-

J = o(ii x By), (3.18)

F = —oB2i,, (3.19)

de modo que las ecuaciones de movimiento (Navier-Stokes) toman la forma

ou . B )
(o (1) -

donde 7 = p/oB? aparece naturalmente como una escala de tiempo caracteristica del
amortiguamiento magnético. De hecho observamos que la fuerza de Lorentz en la ecuacion
(3.20) aparece como una fuerza de frenado o bien como una friccion magnética. El tiempo
T esta relacionado en la disipacion de Joule por lo que también se conoce como tiempo de
Joule.

3.4 Amortiguamiento magnético en dos y tres dimen-
siones

Hasta este punto, hemos establecido que un campo magnético constante puede suprimir
el movimiento de un fluido eléctricamente conductor. Como se ha visto, el movimiento del
fluido a través de las lineas de campo magnético, induce corrientes eléctricas que disipan
la energia mecanica ocasionando un aumento de la energia térmica, en detrimiento de la
energia cinética, de manera que la fuerza de Lorentz actia como una fuerza de friccion.

El resultado final del analisis tedérico del amortiguamiento estda determinado por la
dimensionalidad del modelo, es decir, por la modelacién en dos o tres dimensiones.
Fisiciamente, lo que esta en juego es la manera en que se modelan las trayectorias de
la corriente inducida, las que a su vez estan determinadas por la distribucién espacial del
potencial eléctrico ¢. En la seccion anterior establecimos que en este trabajo utilizaremos
un modelo simplificado en dos dimensiones en donde el potencial eléctrico puede consider-
arse cero en todos lados. Es importante entonces comprender claramente las implicaciones
fisicas de tal aproximacion y por tanto, las limitaciones del modelo.

Como mencionamos previamente, en el caso bidimensional donde el campo yace en el
mismo plane del movimiento, la corriente inducida esta dada por J = o(u x B) siempre
y cuando ¢ = 0. Esto nos indica que la corriente inducida apunta en la direccién normal
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al plano de movimiento. En tal caso no es necesario, desde el punto de vsita matematico
especificar la trayectoria de retorno para las corrientes inducidas cuando el potencial elec-
trostatico es nulo las componentes z y y del momentum lineal experimentan una fuerza
de frenado —u, /7. Esto trae como consecuencia que la fuerza de Lorentz destruye com-
pletamente el momentum del flujo [13]. Un ejemplo de lo anterior es el caso de un chorro
laminar sumergido bidimensional bajo un campo magnético uniforme, transversal al flujo
[14]. La solucién muestra que la fuerza de Lorentz destruye el momentum del chorro y
le aniquila completamente a una cierta distancia a partir de su fuente. Otro ejemplo de
amortiguamiento magnético en dos dimensiones es el frenado de vortices estacionarios
(steady streaming) en un flujo oscilatorio bajo un campo magnético transversal, donde
para un campo suficientemente intenso los vortices desaparecen completamente [15].

La diferencia entre los problemas bidimensionales y los tridimensionales es que en
éstos ultimos es necesario considerar cémo, através de la distribucion espacial de poten-
cial eléctrico, las corrientes inducidas recirculan dentro del fluido [13]. Es decir, en flujos
tridimensionales el potencial eléctrico es distinto de cero. El considerar trayectorias cer-
radas para la corriente inducida tiene una influencia profunda en el comportamiento del
flujo. Davidson mostré [13] que en tal caso ya no es posible destruir el momentum del flujo
sino que la fuerza de Lorentz redistribuye el momentum lineal de tal forma que e reduce
la energia cinética delf lujo. De hecho, el momentum lineal se conserva y a diferencia del
caso bidimensional, el flujo, por ejemplo, el chorro de fluido, no puede ser frenado com-
pletamente por el campo magnético. Esto puede mostrarse de manera sencilla si notamos
que

/JidV:/V'(xif)d\/:/xif-dgzo, (3.21)
v |4 S

ya que en el espacio tridimensional la corriente recircula dentro del volumen V. De modo
que si integramos la fuerza de Lorentz en todo el volumen, tenemos

/ Fav = D0 / JdV =0, (3.22)
v P v
es decir, el momentum lineal se conserva [13]. Esto se debe a que para cada elemento de
fluido que es frenado por la fuerza F , existe otro elemento correspondiente que recibe una
aceleracion igual pero en sentido opuesto.

En el caso del amortiguamiento magnético de vértices ocurre un proceso andlogo.
El que las trayctorias de las corrientes inducidas se cierren garantiza que al menos una
compontente del momentum angular se conserva. Por lo tanto, la fuerza de Lorentz actia
para redistribuir el momento angular de tal forma que se reduce la energia cinética del
vértice. Sin embargo, la conservacién del momentum angular impone un limite inferior
en la energia cinética global del flujo y, al igual que el chorro, el vortice no puede ser
destruido por el amortiguamiento magnético [13].

Lo anterior puede mostrarse si calculamos la torca magnética T = 7" x F', es decir,

— —

T=#x(Jx By)=(Bx J)x7= (7 By)J — (¥ J)B. (3.23)
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Ya que estamos interesados en la componente de T' que es paralela a By, calculamos

2
By 3

T.-B, = B,- ((éo x J) x F) — (Box J)-(Fx By) = —B2(71-J.) = — 2V-(7T) (3:24)

e integrando en el volumen V' tenemos
Lo B2 L
/ T - BydV = —70/7{(] -dS =0, (3.25)
1% 5

ya que la corriente recircula dentro del volumen (no hay corrientes que atraviesen la
superfice §). Este resultado nos dice que no existe torca en la direccién del campo
magnético y por tanto la componente del momentum angular en esta direccion se conserva.
En otras palabras, la fuerza de Lorentz no puede crear o destruir esta componente del
momentum angular.

Tenemos entonces por un lado, que la fuerza de Lorentz disipa la energia cinética del
fluido, pero por otro lado el momentum lineal se conserva, al igual que la componente del
momentum angular en la direccion del campo magnético. En su explicacién, Davidson
comenta [13] que la disipacién de Joule global D, al igual que la energia cinética, E,
dependen cuadraticamente de la velocidad, de tal manera que cuando la energia disminuye,
la disipacién también. Sin embargo, el cambio de la disipacién relativa D/E es negativo,
lo que indica que la disipacion Ohmica declina més rapido que la energia cinética. La
declinacién en la disipacién relativa, D/ FE se logra propagando momentum lineal o angular
a lo largo de las lineas de campo magnético. Lo que ocurre es que la fuerza de Lorentz
redirecciona el flujo de tal forma que hay un decaimiento en la disipacién, cosa que siempre
ocurre cuando el momentum lineal o angular se conserva. Un estimado de esta disipacion
es

p~E (?) , (3.26)

en donde ¢ es una escala caracteristica del flujo, y [ es una escala caracteristica en la
direcciéon By. La ecuacién (3.26) da una estimacién de la deformacién del flujo, puesto
que si queremos que se conserve el momentum, la disipacion debe decaer de tal forma que
(0/1) tienda a cero lo que ocasiona que el chorro, en este caso particular, se elongue en
direccién del campo magnético como se puede ver en la figura (3.1)
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B /1\

Fig. 3.1: Para minimizar la disipacién global D el chorro se redirecciona en sentido de las
lineas del campo magnético [13]

En sintesis, podemos decir que en el amortiguamiento magnético tridimensional, la fuerza
de Lorentz no altera el momentum global delf luido (lineal o angular) aunque si destruye
a la energia cinética del flujo. La fuerza de Lorentz ocasiona que el flujo evolucione de tal
manera que minimice su disipacién de Joule global, lo que se logra propagando momentum
y vorticidad a lo largo de las lineas de campo magnético [13].

El anélisis tridimensional del amortiguamiento magnético, en particular de las ondas
de gravedad puede resultar bastante complejo y va maés alld del alcance del presente
trabajo. No obstante sus limitaciones, el analisis bidimensional puede aportar resultados
interesantes y puede considerarse como un primer acercamiento al problema que en un
futuro se espera atacar de manera més completa.



CAPITULO 4

Amortiguamiento de ondas de
gravedad mediante campos
magnéticos

En este capitulo vamos a estudiar el amortiguamiento de ondas de gravedad sometidas
a campos magnéticos. Comenzaremos repasando brevemente el problema bidimensional
de ondas de gravedad bajo un campo magnético que atraviesa verticalmente al fluido
conductor [1]. Posteriormente, se considerara un campo magnético orientado en forma
longitudinal al flujo, y un tercer caso donde el campo magnético tiene ambas componentes
vertical y longitudinal, de la misma magnitud (campo magnético a 45°). El efecto fun-
damental de las distintas orientaciones del campo magnético se da en la direccion de las
fuerzas que actian sobre el fluido conductor.

4.1 Amortiguamiento con campo magnético vertical

Consideremos una capa infinita de un fluido eléctricamente conductor, por ejemplo un
metal liquido de profundidad h, limitada en la parte inferior por una pared rigida y en
la superior por una superficie libre, en contacto con un medio no conductor. Nuestro
sistema de referencia se encuentra en la interfase de la superficie libre no perturbada,
en donde 1 son los desplazamientos verticales del fluido respecto a esta superficie de
equilibrio, como lo muestra la figura (4.1). La capa de fluido se encuentra expuesta
a un campo magnético constante que apunta en la direccion vertical, es decir, B =
Bye,, y nos interesa estudiar el amortiguamiento magnético de ondas de gravedad que
se propagan en la superficie del fluido conductor. Vamos a considerar que el flujo del
fluido conductor es bidimensional teniendo lugar en el plano (x,y), en donde z crece en la
direccién horizontal, y y en la direccién vertical, de tal forma que la velocidad se expresa
como U = (uy,uy,0). Ademds supondremos que el fluido es inviscido, incompresible, y
de conductividad eléctrica constante. Por otra parte, ya que trabajaremos con metales
liquidos a escala de laboratorio, el nimero de Reynolds magnético es muy pequeno de tal
manera que es posible despreciar efectos del campo magnético inducido.

Supondremos que las perturbaciones a la velocidad y a la presién son de amplitud
pequena, de tal manera que el problema pueda ser linealizado.

29
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Fig. 4.1: El campo magnético apunta en la direccion y

Finalmente, ya que el movimiento de la onda plana es bidimensional y el campo magnético
Eo se encuentra en el plano del movimiento, la corriente inducida sera perpendicular al
plano de movimiento. De acuerdo a la discusion del capitulo 3, supondremos que el
potencial eléctrico es cero (¢ = 0), de manera que la fuerza e Lorentz y la ley de Ohm se
pueden escribir en la forma

f:a(ﬁx §0>, (4.1)

F=—0cB,. (4.2)

Fig. 4.2: Las corrientes en direccién z cierran através de paredes conductoras

Las componentes de la velocidad satisfacen la ecuacién de continuidad

Ouy + %
ox Jy
mientras que la ecuacion de balance de momentum linealizada tiene la siguiente forma

iy (11) _ Dl (4.4)

ot p T

—0, (4.3)
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en donde 7 = p/o B2, como ya se vio en el capitulo anterior es el tiempo caracteristico
del proceso de amortiguamiento magnético. Nétese que en este caso la fuerza de Lorentz
apunta en direccién x. En la ecuacién (4.4) p/ es la perturbacién de la presién sobre
la distribucién hidrostatica de equilibrio. Como se mencioné en el capitulo anterior,
supondremos que las fuerzas viscosas son despreciables. Las condiciones de frontera se
denominan como cinematica, dindmica y de no penetracién. La primera relaciona los
desplazamientos verticales de la superficie libre 1) con la velocidad vertical en esos puntos,
y nos indica que la superficie libre nunca se desprende, la segunda establece un balance de
fuerzas en la interfase a partir de la ecuacién de Bernoulli, y la tltima dice que el fluido
no penetra la pared del fondo [16]. Estas condiciones se expresan, respectivamente, como

uy(y = 0) = %, (4.5a)
p(y = 0) = pgn, (4.5b)
u,(y = —h) =0, (4.5¢)

en donde como ya se menciond, 7(x,t) es el desplazamiento vertical de la superficie libre.
Se proponen soluciones en forma de ondas viajeras que se mueven en la direccién z, es
decir,

n = noexpi(kr + wt), (4.6a)
u, = H(y) expi(kx + wt), (4.6b)
p = pll(y) expi(kx + wt), (4.6¢)

en donde k£ y w son el nimero de onda y la frecuencia angular de las ondas. Al resolver
la ecuacién de balance (4.4) con las condiciones de frontera (4.5) y las suposiciones (4.6),
se obtiene que la relacién de dispersion que caracteriza a la onda amortiguada es [1]

w? = agtanh (ah), (4.7a)
1 B2
N=— =270 (4.7b)
wr o pw
2 g2 !
= 4.
a’ =k N (4.7¢)

donde N es el parametro de interaccion que compara las fuerzas electromagnéticas con
respecto a las fuerzas inerciales. Notese que el parametro N puede interpretarse como el
cociente del tiempo caracteristico (1/w) y el tiempo de frenado magnético 7. Se puede
ver que w es en general complejo, donde la parte imaginaria esta relacionada con la
amortiguacion de las oscilaciones, y la parte real con su desfasamiento. Podemos analizar
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dos casos especiales, en el primer caso consideramos el limite N = 0 y obtenemos ondas
de gravedad no amortiguadas [16]. En dicho limite tenemos [16],

wi = kgtanh (kh). (4.8)

El otro caso especial es para aguas poco profundas (aguas someras) donde kh < 1,indica
que la profundidad es mucho menor que la longitud de onda A. En este caso se encuentra

[1]:

1 1

Podemos ver de esta tltima expresién que la oscilacion se amortigua en un tiempo de orden
t = 27, y es criticamente amortiguada cuando wy = %, ya que en este caso w solamente
serd imaginario (no hay fase ), y la onda serd frenada directamente sin permitirle oscilar.

El comportamiento de w puede verse en las graficas (4.3a) y (4.3b) en donde se evalia
la parte real w,, y la parte imaginaria w;, normalizadas por wy, contra el parametro de
interaccion Ny, es decir, el pardmetro N evaluado en wy, que representa la intensidad
de la fuerza de frenado. Se puede observar que a medida que aumenta el parametro de
interaccién, la oscilacion representada por w, se desfaza hacia frecuencias mas pequenas,
y los tiempos de amortiguamiento representados por el inverso de w; disminuyen hasta
llegar a un punto critico.

kh=0.31416 kh=0.31416

wy w;

- a) - b)
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Fig. 4.3: La parte real eimaginaria de w/wy como funcién de Ny, para el caso B, cuando
kh = 0.31416

4.2 Amortiguamiento con un campo magnético hor-
izontal

En esta seccién se va a con31derar el caso en que el campo magnético esta orientado en
la direccién horizontal x, B = Byé, = B Ya que este caso no ha sido analizado en la
literatura, haremos el tratamiento con mas detalle.

No
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Fig. 4.4: El campo magnético apunta en la direccion x

Fig. 4.5: Las corrientes en direccion z cierran através de paredes conductoras

Dado que el fluido se mueve en el plano z — y y que el campo magnético es horizontal, la
fuerza de Lorentz apunta en direccién vertical, de manera que la ecuacion de balance de
momentum linealizada puede escribirse como

ou p! u
— ==V (=) - 2é,. 4.10
ot < p ) o (410
Si aplicamos el rotacional a la ecuacién (4.10) obtenemos
0w Ou,
—=_"TY 4.11
ot oz " (411)

lo que muestra que el flujo no es irrotacional, por lo que es posible suponer que el flujo es
potencial. Entonces la ecuacién de balance de momentum a resolver es la ecuacion (4.10)
con las mismas condiciones de frontera que en el caso anterior, excepto por que ahora
debe considerar la fuerza de Lorentz en la direccion vertical. De esta forma, tenemos

uy(y = —h) =0, (4.12)

uy(y =0) = >, (4.13)
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U, (0
p(y = 0) = pgno + yT( )770,0- (4.14)

La ecuacién (4.14) nos indica que la diferencia de presién en la superficie involucra
tanto a la fuerza de gravedad como a la componente vertical de la fuerza de Lorentz,
excluyendo los efectos de tensién superficial.

Resolvemos el problema proponiendo soluciones en forma de onda, es decir,

n = noexpi(kr + wt), (4.15a)
u, = H(y) expi(kx + wt), (4.15b)
uy = M(y) expi(kx + wt), (4.15¢)
p = pll(y) expi(kx + wt). (4.15d)

Ahora, buscamos obtener una ecuacion diferencial para una sola funcién. Para esto apli-
camos la divergencia a la ecuacién de balance (4.10) y se obtiene que
H/
" (y) — K*1(y) = ——. (4.16)

T

Ahora para eliminar H' nos fijamos en la componente = de la ecuacién de balance, que
nos dice que

Oy 10p

= ——— 4.17
ot pOox (4.17)
Derivando con respecto a x y utilizando la ecuacién de continuidad (4.3)
1 2
O (Ouy\ _ 107 (4.18)
at \ oy p 0x?
Utilizando (4.15) se encuentra que
K211
H(y) = i" W) (4.19)
w
y sustituyendo en la ecuacién (4.16) se obtiene finalmente
K211
I — k= - (4.20)
Tw
lo que podemos expresar como
" -’ =0 (4.21)

donde
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a? = k? <°"T - Z) . (4.22)

wT

La solucién para la ecuacién (4.21) es de la forma

II(y) = Acosh (ay) + Bsinh (ay). (4.23)

La condicién dindamica se puede escribir de la siguiente manera

pI(0) = pgno + pnoH(O) (4.24)

)
-
de donde se obtiene, la constante A
i

A=gno+—. (4.25)

La constante B se puede obtener a partir de la condicién cinemaética, que puede expresarse
como

H(0) = iwny. (4.26)

Para poderla aplicar debemos entonces escribir I en términos de H; para esto, nos fijamos
en la componente vertical y de la ecuacién de balance de momento

Ou,  10p

S 1.27
ot poy T ( )
de donde, al sustituir (4.15) se obtiene
1 10p
' Z)l=_-Z 4.2
Uy (zw + 7_> 9y (4.28)

de modo que

) =10 () (4.20)

Aplicando finalmente la ecuacién de frontera cinemética en y = 0, se obtiene

wTt +1

H(O):z'wnoz—l'[’(o)( T ) (4.30)

en donde podemos ver que

II' = a (Asinh (ay) + B cosh (ay)) (4.31)

I1'(0) = aB (4.32)

y por lo tanto
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B = Wt =) (4.33)

aT
Por 1ltimo de la condicién de no penetracion se obtiene la relacion de dispersion

H(—h) = II'(—h) ( ’ ) — 0, (4.34)

wT + 1
esto es
a (Asinh (—ah) 4+ B cosh (—ah)) = 0. (4.35)
Finalmente obtenemos
B
tanh (ah) = T (4.36)

que es justamente la relacién de dispersion donde los valores de A y B estan definidos en
las ecuaciones (4.25) y (4.33) respectivamente.

Limite de aguas poco profundas

Explicitamente la relacién de dispersién puede escribirse como

wno (wT—1)

tanh (ah) = L‘n” (4.37)
W 0

gno + —

de manera simplificada tenemos

WA — iw

oz7’(g+m)'

T

tanh (ah) = (4.38)
Si suponemos que las perturbaciones son mucho menores que la longitud de onda, tal
que 1y < A, incluso mucho menor respecto a la profundidad 7y < h, podemos entonces
despreciar estas contribuciones de la expresion anterior. Ademds en el caso de aguas poco
profundas ah > 1, por lo que tanh (ah) =~ «ah, de tal forma que podemos escribir

W —iw

= 4.
ah o (4.39)

Ahora sustituimos el valor de a de la ecuacion (4.22) para obtener

2 (w‘—i) :wQT—z‘w (4.40)

wT Tg

ésto se cumple cuando w es real

w? = gk*h (4.41)

es decir que los efectos de amortiguamiento no juegan un papel importante a medida
que la profundidad decrece, teniendo asi meramente ondas de gravedad, a diferencia al
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ejemplo anterior en el que en aguas poco profundas tenemos un tiempo de decaimiento
que involucra al tiempoe 7, ésto lo podemos ver claramente en las siguientes graficas en
donde para parametros de interaccion no muy grandes, w, permanece cercano a wy y wj

permanece cercano a cero.
kh=0.31416 kh=0.31416

- a) - b)

0.2 I

No

05 10 15 20 25 30 35 00 000000000000500

Fig. 4.6: La parte imaginaria de w/wy como funcién de Ny, para el caso de un campo
magnético vertical, cuando kh = 0.31416

4.3 Amortiguamiento con campo magnético inclinado

En esta seccién analizaremos una combinacién de los dos casos anteriores. Consideraremos
la superposicion de un campo magnético de magnitud By que apunta en la direccion
vertical y, y otro campo de la misma magnitud orientado en la direccién horizontal x,
de tal forma que vamos a tenemos un campo magnético inclinado a 45°, es decir, B =
Byé, + Byé,. Del andlisis de los casos anteriores, el comportamiento que esperado es que
en aguas poco profundas el campo magnético vertical sea el dominante, y a medida que
la profundidad aumente la otra componente del campo magnético juegue un papel mas
importante.

Fig. 4.7: El campo magnético tiene componentes x y y de la misma magnitud

No
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Al igual que en los casos anteriores, las corrientes viajaran en la direccién perpendicular
al plano de movimiento, y consideraremos que el fluido no esta limitado o bien que las
corrientes cerraran através de las paredes perfectamente conductoras. En este caso la
fuerza de Lorentz por unidad de masa, F'/p de la siguiente manera

F o1 1

o Ty S (1.42)

p T T
Al igual que en los casos anteriores, la fuerza de Lorentz resulta irrotacional, no pudiendo
asi aplicarse la teoria de flujo potencial. La ecuacién de balance de momentum es

ou P 1 . 1 R

y las condiciones de frontera son

1. Condicién de no penetracion:

uy(y = —h)=0. (4.44)
2. Condicién cinematica linealizada:
()= 5 (4.45)
3. Condicién dindamica linealizada:
Py =0) = pgn + - (~us(0) + ,(0)), (1.46)

donde el cambio en la presion se debe a un balance de las fuerzas verticales en la
superficie.

De la misma manera que en los casos anteriores, proponemos soluciones en forma de onda,
es decir,

n = noexpi(kr + wt), (4.47a)
u, = H(y) expi(kx + wt), (4.47D)
uy = M(y) expi(kx + wt), (4.47¢)
p = pll(y) expi(kz + wt). (4.47d)

El procedimiento de solucién es semejante, a los casos anteriores. Primeramente nos
fijamos en la componente horizontal = de la ecuacién (4.43):
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Oy 10p 1 1
= 2T T, + 4.48
ot pOx e + T (4.48)
Derivando con respecto a x, y utilizando la ecuacion de continuidad se obtiene
0 0 1 0? 10 10
O (4.49)
ot oy pox? Ty T Ox
y sustituyendo las ecuaciones (4.47) llegamos a
H 1 )
N=—|(—-iw——|——H 4.50
k2 ( @w 7') kT ( )
Derivando con respecto a y
H" 1 i
= —+|-iw——) - —H 4.51
k2 < w 7') kr (4.51)

ya que nos interesa dejar todo en funciéon de H, nos fijamos en la componente vertical de

la ecuacion de balance

Derivando con respecto a x

0 (6uy> 1 9*p N 10u, 10w,

ot\ox ) pozxdy T Ooxr T 0z’
y sustituyendo (4.47) se obtiene
1 ik
iw(ik)H = — (k) — ~H' — " H.
T T

Sustituimos II" de (4.51) y encontramos
o , H" . 1 ? 1 ik
iyt =) (4 (- 3) - ) - -

Reordenando llegamos a la siguiente ecuacion diferencial

2k

WwT — 1

H" + H —kK*H =0,

cuya solucién es de la forma

H(y) = Aexp (By) cosh (ay) + Bexp (By) sinh (ay),
donde

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)
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Para obtener la constante A, aplicamos la condicion cinematica que puede escribirse como

0
H(0) = 8—2 — W, (4.59)
obteniendo
A = iwnp. (4.60)
Para obtener la constante B, utilizamos la condiciéon dinamica, es decir
u Uy
ply = 0) = pgnmo + (f’ = 7) pro, Yy =0. (4.61)

Ya que necesitamos una expresion para u,, consideramos la componente horizontal de la
ecuacion de balance de momentum

Ol opl u, uy

= P e Ty 4.62
ot orp T * T (4.62)
Utilizando las ecuaciones (4.47), encontramos
iy + -2 = —(ik)2 + L2, (4.63)
T p T

y despejando u,, obtenemos

kp  uy , 1\ !
Up = | —i— + — | | tw+ = . (4.64)
p T T

Al sustituir en la ecuacién (4.61) llegamos a

u on kp u T
ply = 0) = pgno + —Lpmo — — (—z— + —y> ( : ) , y=0 (4.65)
T T p T wT + 1

y utilizando las ecuaciones (4.47), podemos escribir

H(0) kno T P10 T
I1(0) = - 20 _ Py 4,
pIL(0) = pgno + P +i=—=p (0) or 7 1 2 (0) or 1) (4.66)

de donde
1(0) ( ! Ll)) — g+ H(0) (1 ;> | (4.67)

o (iwr + T 7(iwr +1)
De la ecuacién (4.50) podemos escribir I1(y) en funcién de H(y) y H'(y), obteniendo

(% (e 2) = 500) (- ) =250 (- )
(4.68)
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Para evaluar en y=0 recordamos que

H(y) = Aexp (By) cosh (ay) + Bexp (By) sinh (ay), (4.69a)

H(0) = A, (4.69b)

H'(0) = BH(y) + Aexp (By)asinh (ay) + Bexp (By)a cosh ay, (4.69¢)
H'(0) = BA + Ba. (4.69d)

Sustituyendo estos resultados en (4.68) obtenemos

(52 (e 2) =) o) A G- )
(4.70)

y haciendo un poco de algebra

—1
1 1 1 ik 7
B_k2<g+A(;_T(in+1)>> (n_o_in—i-l) +FA_%
Q (—z’w — %) a

(4.71)
Finalmente aplicando la condicién de no deslizamiento obtenemos la relacion de dispersion

H(—h) =0, (4.72)

esto es

Acosh (ah) = Bsinh (ah) (4.73)
de donde

tanh ah = (4.74)

A
B Y
estando A y B dadas por las ecuaciones (4.60) y (4.71), respectivamente.

Limite de aguas poco profundas

Previamente encontramos que en el limite de aguas poco profundas el campo magnético
horizontal no ejerce ningin efecto de frenado. En el presente caso, esperamos que este
limite tenga un comportamiento dominado meramente por la componente vertical del
campo y lleguemos al primer caso de campo magnético vertical.

Tenemos que

N
k’2 (g+A(%_m»<%_mfrk+1> +rrA BA

B N a(fiwf%) (€7
== 3 , (4.75)
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o bien

—1
1 1 1 ik 7
B_ ., (% + (; - —T(iw‘r+1)>> (n—o - iw7+1> i A

i 4.76
A o (—iw — 1) a (4.76)
Sustituyendo el valor de A encontramos
g 1 1 1 e \h
E g2 (iwno ™ (F - T(’iUJT+1)>) <% - iw7’+1> + _ Biwng (4.77)
A o (—iw — 1) a '

Ya que estamos considerando perturbaciones muy pequenas, es decir que 7, es despreciable
en comparacién a la profundidad h y a la longitud de onda A, podemos simplificar de la
forma

b )
Z oo e Am 4.78
i ety (4.78)
B kg
- = , 4.79
A —afiw) (iw+ 1) (479)
de modo que la relacién de dispersién queda
tanh (ah) = —aﬂ (4.80)
— = .

Pero en el caso de aguas poco profundas tanh (ah) ~ ah, por tanto la ecuacién se puede
reescribir
2 o)
—w 4=
ah = —a——F5—". (4.81)
k*g
Si denominamos w, y w; a la parte real e imaginaria de w, respectivamente, resolvemos la
ecuacion anterior, encontramos

1
W= —, 4.82
2T ( )

Wy = W/ki’gh + (%) (4.83)

Podemos ver que en este limite, el amortiguamiento (representado por la parte imaginaria)
coincide exactamente con el primer caso donde el campo magnético es vertical, con tiempos
de amortiguamiento de orden 27 . Ademsds, la fase también coincide ya que para aguas
poco profundas las ondas de gravedad cumplen que wj = k*gh. Esto lo podemos verificar
en las siguientes graficas, donde observamos un comportamiento similar al caso B, en
donde w, tiende a cero conforme N, crece, y w; crece hasta un punto critico.
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Fig. 4.8: La parte real eimaginaria de w/wy como funcién de Ny, para el caso B,,, cuando

kh = 0.31416

Y

4.4 Resultados Analiticos

Ahora analizaremos los tres casos obtenidos en las secciones anteriores. Como se ha hecho
anteriormente, vamos a graficar la parte real e imaginaria de w normalizada con respecto
a wp que es la frecuencia angular de ondas de gravedad no amortiguada, donde la parte
real w, representa la fase de la oscilacion, y w; es la relacionada con la amortiguacion.

Empezaremos analizando casos de aguas poco profundas kh < 1 en donde variaremos
la intensidad del campo magnético expresado através del parametro de interaccién Ny. Lo
que se podra ver en estas graficas, es que a medida que se aumenta el campo magnético
la componente de amortiguamiento w; crece, y la componente w, decrece, lo que indica
que estamos amortiguando la oscilacién al alargar sus periodos, y disminuir la amplitud.
Si el campo magnético sigue creciendo, la onda llegara a amortiguarse criticamente. Pos-
teriormente, se consideraran casos a profundidades mayores, para analizar la manera en
que el amortiguamiento se ve afectado.

Vamos a graficar las tres relaciones de dispersién que se han obtenido, donde B,
representara el caso donde se tiene tinicamente el campo magnético vertical, B, el caso
donde se tiene el campo magnético horizontal, y B, el caso del campo inclinado. Las
relaciones de dispersion para los casos anteriores seran comparadas con la relacion de
dispersién a aguas poco profundas que viene dada en la ecuacién (4.9), y que vamos
a denotar como Bj. Se ha elegido esta tultima expresiéon como referencia, puesto que
ninguna de las tres configuraciones alcanza tiempos de amortiguamiento menores a los que
presenta este caso. Primero analizamos un caso de aguas someras en donde kh = 0.31416.
En la misma grafica aparecerdn los casos By, B;, B, y By, y con el fin de visualizar
el comportamiento de w, y w; tanto a valores pequenos de Ny (0 < Ny < 3.5) como a
valores grandes (3.5 < Ny < 25), se presentardn dos pares de graficas para cada uno de
los rangos de Ny. En la grafica (4.9a) observamos que para el caso B, (campo horizontal),
wy/wo es practicamente igual a 1, y inicamente para valores grandes de Ny (fig 4.9¢) se
observa una desviacién de este valor. Por su parte, w;/wy crece linealmente con Ny a una

No
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tasa mucho menor que la correspondiente a los otros casos. De hecho, no se alcanza a
observar para qué valor de (Ny > 25) se presenta el amortiguamiento critico. Esto nos
dice que el campo horizontal afecta el movimiento solo para N, suficientemente grande.
Por otro lado, los casos B, y B,, vemos que se comportan de manera similar al caso By,
para Ny pequenos y grandes. Recordemos que en el limite dado por el caso By, ( ecuacién
(4.9)), el amortiguamiento es critico cuando Ny = 2; esto se observa para las graficas
de w,/wy, puesto que para valores Ny > 2 se tiene que w, = 0, lo que significa que la
onda deja de oscilar, mientras que en las graficas de w;/wy se puede ver que para Ny = 2
el amortiguamiento es maximo y empieza a decaer. Hay que mencionar que los valores
negativos que se observan en las graficas (4.9a) y (4.9¢), asi como los valores encima de 1
en la grafica (4.9b) son errores numéricos.
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Fig. 4.9: La parte real e imaginaria de w/wy como funcién de Ny para kh = 0.31416

En el siguiente caso incrementamos ligeramente la profundidad, es decir, kh = 0.62832.
En la gréfica (4.10b) podemos ver como en el caso B, la tasa de crecimiento de w;/wy es
ligeramente mayor que en el caso de kh = 0.31416; esto significa que el campo magnético
horizontal empieza a manifestarse en los efectos de frenado. De hecho, si nos fijamos
en la grafica (4.10d) para Ny grandes, estos efectos son muy importantes, teniendo un
maximo de amortiguamiento alrededor de Ny ~ 10. Nétese que este maximo no amor-
tigua criticamente a la oscilacién, puesto que si nos fijamos en la grafica (4.10c) se observa
que w,/wp no se hace cero. Para los casos B, y B,, se puede observar que su compor-
tamiento empieza a diferir ligeramente respecto al caso By. Tenemos que los valores
criticos de amortiguacién de estos dos casos empiezan a alejarse de N = 2. También se
tiene que el caso B, alcanza el amortiguamiento critico a Ny menores que el caso By,
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como se observa en las gréficas (4.10a) y (4.10b). Esto puede interpretarse como si la
componente horizontal de campo magnético de la configuracién B,,, actia en detrim-
iento del amortiguamiento para (Ny > 1). Obsérvese sin embargo, que para Ny pequenos,
por ejemplo Ny < 0.5 los casos B, y By, se comportan muy similares al caso limite By.
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Fig. 4.10: La parte real e imaginaria de w/wy como funcién de Ny para kh = 0.62832

Incrementando un poco mas la profundidad, es decir, kh = 1.25664, podemos ver de la
grafica (4.11b) que en el caso B, w;/wy toma valores significativos, es decir, comparables
con las otras dos configuraciones, inclusive para Ny pequenos. Sin embargo, su amor-
tiguamiento maximo alrededor de Ny ~ 4, no amortigua criticamente la oscilacién (ver
gréaficas (4.11c) y (4.11d)). Por otro, lado podemos ver que el caso By, se comporta muy
similar al limite B, para Ny pequenos, y empieza a diferir respecto a este a medida que
el campo magnético se hace mas intenso, por ejemplo para Ny > 0.5, como lo muestra la
grafica (4.11b) . Para el caso B,, se tiene que su comportamiento empieza a alejarse del
limite By, teniendo w;/wp un crecimiento més lento, pues como se esperaba a mayor pro-
fundidad el amortiguamiento es menor. Y al igual que en el caso pasado, B,, amortigua
mejor que B, para Ny pequenos, pero no para Ny grandes, llegando asi mas rapidamente
al amortiguamiento critico, como se ve en las graficas (4.11c) y (4.11d).



Capitulo 4. Amortiguamiento de ondas de gravedad mediante campos

46 magnéticos
kh=1.25664 kh=1.25664
wr w;
o a) - b)
wo
° BL . : B
08 :
- 6, el e By
06 .
., . s O . B
0.4 ’, e, x 04 e et
. -. fo00® .u.-"‘ *o) . B,
02 . . . Byy L e aad y
No ‘ No
05 10 15 2.0 25 3.0 35 05 1.0 15 20 25 30 35
125664 kh=1.25664
=1. w;
o = d)
& C) wo
NS B
_— o l © B
osp 33 |
. By 04 :{ -L\ . By

AN
. By 03 / v . By
e —— 0.2 \

1

o o qooe
o

No

H 10 15 20 25 5 0 15 20 25

Fig. 4.11: La parte real e imaginaria de w/wy como funcién de Ny para kh = 1.25664

Ahora analizaremos kh = 2.51328, que puede considerarse como una condicién de aguas
profundas. Para Ny pequenos podemos ver en las graficas (4.12a) y (4.12b) que los casos
B, y B, ya presentan comportamientos similares, mientras que el caso B,, coincide al
caso By en este rango (Ny < 1.5). El comportamiento para Ny grandes puede verse en las
graficas (4.12c¢) y (4.12d), donde encontramos que los casos B, y B, empiezan a diferir;
puesto que el méximo valor de w;/wy para el caso B,, es menor respecto al maximo que
se obtiene en el caso B,; mds atn, este ultimo si amortigua criticamente la oscilaciéon y
el otro no. En el caso B,, para Ny grandes vemos que su comportamiento empieza a
asemejarse al caso B,, aunque su valor critico para w;/wy lo alcanza en Ny o~ 8, mientras
que el otro en Ny ~ 6, como se ve en la grafica (4.12c).
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Fig. 4.12: La parte real e imaginaria de w/wy como funcién de Ny para kh = 2.51328
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Si seguimos incrementando la profundidad, en este caso, kh = 5.02656, (figuras (4.13a)-
(4.13d)) tenemos un resultado parecido al caso anterior en el que para Ny pequenos las
configuraciones B, y B, tienen un comportamiento similar, aunque alejados del limite
By. En el caso By, w;/wy coincide con el caso By, para Ny < 0.5 (ver gréafica (4.13a))
mientras que w,/wy toma valores por debajo del limite By, (fig. (4.13b)). Para Ny més

grandes el caso B,,, empieza a comportarse como el caso B, en los cual se puede ver el
amortiguamiento critico para valores Ng = 20 y Ny = 14, respectivamente (ver grafica
4.13c). El caso B, como ha venido ocurriendo, alcanza el amortiguamiento maximo y
para Ny ~ 2.5 toma el valor w;/wy ~ 0.35, siendo incapaz de amortiguar criticamente la

oscilacidn.
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Fig. 4.13: La parte real e imaginaria de w/wy como funcién de Ny para kh = 5.02656

Por ltimo, consideramos el caso de aguas muy profundas, kh > 1, por ejemplo, kh =
62.832,(figs (4.14a) y(4.14b)). Se puede observar que los casos B, y B, son muy similares
(aunque no idénticos), en los que ninguna de estas configuraciones es capaz de amortiguar
criticamente la oscilaciéon. Lo mismo ocurre para el caso By, el cual llega a su maximo
para Ny menores que los otros casos (ver grafica 4.14). Se observa que los amortiguamien-
tos maximos tienen un valor w;/wy < 0.35 . Las gréficas (4.15a) y (4.15b) muestran que

este comportamiento no cambia para aguas més profundas, en donde kh = 628.32.
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Fig. 4.14: La parte real e imaginaria de w/wy como funcién de Ny para kh = 62.832
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Fig. 4.15: La parte real e imaginaria de w/wy como funcién de Ny para kh = 628.32

4.5 Simulaciones Numéricas

Adicionalmente a los calculos analiticos, se realizaron simulaciones numéricas de amor-
tiguamiento de ondas superficiales mediante campos magnéticos. Las ecuaciones de
Navier-Stokes se discretizaron mediante el método de Volumen Finito [17], y la ecuacién
de la presién se desacoplé mediante el método de proyeccion [18], y fue resuelta mediante
el método de sobre relajacion SOR. La superficie libre fue tratada meditante el método
de Front Tracking [19] que consiste en crear una curva mediante puntos que sirven de
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interfase entre dos fluidos de distintas densidades, y/o algunas otras propiedades fisicas
como es en este caso la conductividad eléctrica. Los valores de velocidad obtenidos de
resolver las ecuaciones de Navier-Stokes son interpolados a la interfase para que ésta se
desplace junto con el fluido. Una explicacion mas detallada del método de Fron Tracking
se dard en el apéndice (A).

En las simulaciones se consideré un sistema cartesiano (x,y), en donde se utilizaron
dos fluidos de distintas densidades separados por una interfase. El fluido de abajo tenia
una conductividad o, y el superior no era conductor. La relacién de densidades entre los
fluidos era de 10 — 1 para el fluido conductor. Debido a que se trabajaban con Re,, < 1,
el campo inducido era despreciable comparado con el impuesto, y no hubo necesidad de
resolver la ecuacion de transporte de campo magnético, pudiendo considerar la fuerza
de Lorentz simplemente como una fuerza de frenado que se anadia en las ecuaciones de
balance de momento.

Ya que consideramos el problema bidimensional, el potencial eléctrico fue considerado
nulo, como se expico previamente.

Las condiciones de frontera se tomaron periddicas en las fronteras verticales, y de no
deslizamiento en la parede horizontal (fondo). Ademads, se manejaron tensiones super-
ficiales pequenas aunque para longitudes de onda grande éstas no afectan. Asimismo,
se utilizaron viscosidades muy pequenas de tal forma que el fluido puede considerarse
inviscido.

Se simularon los 3 casos anteriores para campo magnético horizontal, vertical e incli-
nado, para un dominio 10 x 10, y una amplitud de onda de 0.03, en donde se fue cambiando
la profundidad del fluido para comparar estos resultados con los analiticos. El criterio de
amortiguamiento de la perturbacion se eligié como el tiempo en que la amplitud de la
perturbacién decayé por un facor de e,

En la figura (4.16) se muestra el desplazamiento vertical de la superficie libre como funcién
del tiempo, para los distintos casos B, B, y By, y considerando una profundidad pequena
(aguas someras),es decir, kh = 0.31416. Las lineas horizontales marcadas arriba y abajo
del desplazamiento 0.5, denotan los valores del desplazamiento donde la perturbacion
ha decaido por un factor e=!. Observamos que el caso B, no ejerce ninguna fuerza de
amortiguamiento, mientras que B, y B,, se comportan de forma similar, amortiguando
el primero en un tiempo 9.2s, y el segundo 8.8s; en ambos casos el limite para aguas
someras me indica que el tiempo de amortiguamiento es en 27, que en este caso serian 8s.

7 = 4, kh=0.31416
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Fig. 4.16: Desplazamiento vertical de la superficie libre como funcion del tiempo, para los
casos By, B, y Bgy.Ny = 0.182567 , kh = 0.31416

Al incrementar la profundidad 4 veces, es decir, kh = 1.25664, podemos observar que B,

tiene un efecto considerable en el amortiguamiento, mientras que el efecto de B, se atenia
con la profundidad, y el caso B, varfa muy poco.

7 =4, kh=1.25664
! B
I
2.01104 - I

2

1.98896 ( \

desplazamiento(m)

tiempo(s)

Fig. 4.17: Desplazamiento vertical de la superficie libre como funcion del tiempo, para los
casos By, B, y Bgy.Ny = 0.109212 , kh = 1.25664

Si incrementamos la profundidad, 8 veces con respecto al primer caso (kh = 2.51328),
se observa que para el caso B,, no hay grandes cambios, amortiguando en un tiempo
de 9s, mientras que los casos B, y B, amortiguan en tiempos similares de 17.3s y 18.6s,
respectivamente.
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Fig. 4.18: Desplazamiento vertical de la superficie libre como funcion del tiempo, para los
casos By, B, v Bgy.Ny = 0.10136 , kh = 2.51328

Por ultimo, se comprob6 que en aguas muy profundas (16 veces la profundidad original
kh = 5.02656), el tiempo de amortiguamiento para el caso B,, sigue siendo el mismo,
mientras que los casos B, y B, tienen un comportamiento parecido, amortiguando en 17s
y 19.1s respectivamente (ver figura 4.19).
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7 = 4, kh=>5.02656

I AR A

tiempo(s)

desplazamiento(m)

Fig. 4.19: Desplazamiento vertical de la superficie libre como funcion del tiempo, para los
casos By, B, y Bgy.Ny = 0.100701 , kh = 5.02656

Tiempo de Amortiguamiento contra profundidad

A continuacién, vamos a comparar los tiempos amortiguamiento calculados numéricamente
contra los resultados analiticos, para distintas profundidades en los tres casos analizados,
es decir, By, By y By.

tau=4, k=0.31416

T
Bxy numerico  +
Bxy analitico

9.5

85

tiempo de amortiguamiento(s)

75

0 2 4 6 8 10
profundidad(m)

Fig. 4.20: Tiempo de amortiguamiento como funcién de la profundidad para el caso B,,,
comparando los resultados analiticos y numéricos. 7 =4, k = 0.31416
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tau=4, k=0.31416
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Fig. 4.21: Tiempo de amortiguamiento como funcién de la profundidad para el caso B,,
comparando los resultados analiticos y numéricos. 7 = 4, k = 0.31416
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Fig. 4.22: Tiempo de amortiguamiento como funcién de la profundidad para el caso B,,
comparando los resultados analiticos y numéricos. 7 = 4, k = 0.31416

Podemos observar que en general los resultados numéricos predicen tiempos de amor-
tiguamiento ligeramente mayores que los resultados analiticos. En las siguientes dos
graficas se resumen los resultados; en la gréfica (4.23) se muestran los resultados analiticos
de los tres casos a distintas profundidades, mientras que en la grafica (4.24) se muestran
los resultados numéricos, observando asi la semejanza de ambas graficas.
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Fig. 4.23: Comparamos los tiempos de amortiguamiento analiticos a diferentes profundi-
dades para las distintas configuraciones
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Fig. 4.24: Comparamos los tiempos de amortiguamiento numéricos a diferentes profundi-
dades para las distintas configuraciones

Frenado critico

Ahora analizaremos el comportamiento del amortiguamiento critico como funcién del
tiempo para distintos valores de Ny. Esto permite identificar el valor de Ny para el
cual el desplazamiento vertical se amortigua sin oscilacones. La figura (4.25) muestra
el desplazamiento vertical como funcién del tiempo para el caso B,, y tomando kh =
5.02656, considerando distintos valores del parametro Ny. Podemos observar que cuando
Ny alcanza el valor de 20 el amortiguamiento se alcanza sin que aparezca un maximo en
el desplazamiento, por lo que se amortigua criticamente.
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magnéticos
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Bxy, kh=5.02656
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Fig. 4.25: Desplazamiento vertical como funcién del tiempo en el caso B,, para distintos
valores de Ny. kh = 5.02656

Para el B, a esta misma profundidad, podemos observar que el valor de Ny para el cual
se amortigua criticamenet la oscilacién es Ny = 14; un valor menor que en el caso By,

como predecian los resultados analiticos.

desplazamiento(m)
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7.985
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Fig. 4.26: Desplazamiento vertical como funciéon del tiempo en

valores de Ny. kh = 5.02656

10

el caso B, para distintos

En el caso de B, se observa que para Ny grandes, como en este caso es Ny = 20 la
oscilacion no se amortigua criticamente.sélo hay un méximo alrededor de No = 2, sin
embargo este punto no amortigua la oscilacion, podemos ver que para parametros de in-
teraccion muy grandes como la onda esta muy desfazada, pero no amortiguada totalmente

como en No = 20.
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Fig. 4.27: Desplazamiento vertical como funciéon del tiempo en el caso B, para distintos
valores de Ny. kh = 5.02656






Conclusiones

En este trabajo se estudié el amortiguamiento de ondas de gravedad en fluidos conductores
(metales liquidos) sometidos a campos magnéticos, con el fin de comprender sus mecanis-
mos fisicos y encontrar soluciones analiticas y numéricas para problemas bidimensionales.

Después de establecer la motivacion del trabajo, y las ecuaciones fundamentales de la
MHD, se discutieron los fundamentos fisicos del fenémeno de amortiguamiento debido a
campos magnéticos externos. Béasicamente, tenemos que el movimiento del fluido dentro
del campo magnético induce corrientes eléctricas que dan lugar a una disipacion Ohmica
en el medio, lo que incrementa la energia térmica en detrimiento de la energia cinética del
fluido. La escala de tiempo caracteristica del amortiguamiento magnético es 7 = p/oBZ.
Se discutieron las caracteristicas fundamentales del amortiguamiento en dos y tres dimen-
siones, haciendo notar que en este ultimo caso, al permitir que las corrientes eléctricas
ciierren sus trayectorias dentro del fluido, el momentum lineal y angular se conservan a
pesar de la disipaciéon de la energia cinética. Sin embargo, debido a la complejidad del
problema MHD en tres dimensiones, en este trabajo se consideré tinicamente se considera
el caso bidimensional, que permite realizar un primer acercamiento al problema. Dicha
aproximacién es valida cuando se considera un dominio infinito, de forma que las corri-
entes no cierran , o bien cuando las paredes son perfectamente conductoras, de tal forma
que las corrientes cierran através de ellas sin resistencia alguna.

El sistema que se resolvié consiste de una capa infinita de un fluido eléctricamente
conductor de profundidad h, limitada en la parte inferior por una pared y en la superior
por una superficie libre. Se analiz6 el amortiguamiento del flujo debido a la accién de un
campo magnético externo, en tres orientaciones distintas, que son la vertical, horizontal
e inclinada a 45°. Las ecuaciones se resolvieron analitica y numéricamente obteniéndose
tiempos de amortiguamiento de las oscilaciones de la superficie libre para distintas pro-
fundidades, h, y distintos parametros de interaccion, Ny.

Se encontro que para aguas poco profundas el campo magnético horizontal practicamente
no influye en el amortiguamiento del flujo, obteniendo para esta configuraciéon tiempos
de amortiguamiento muy grandes; sin embargo, para las otras configuraciones (vertical e
inclinada), el amortiguamiento, de acuerdo al criterio establecido, se da en un tiempo 27.
Si consideramos Ny pequenos, por ejemplo, Ny < 1, se puede observar que a medida que
la profundidad se incrementa, el campo magnético horizontal empieza a tomar un papel
mé&s importante en el amortiguamiento, mientras que el vertical uno ligeramente menor,
hasta llegar al punto en que estas dos configuraciones tienen una influencia muy parecida
sobre el flujo. Por otro lado, el campo inclinado mantiene los tiempos de amortiguamiento
invariantes en 27. Considerando Ny grandes Ny > 10, se encontr6 que los valores criticos
de amortiguamiento son menores para el campo magnético vertical que el inclinado, lo

o7
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cual no es evidente, y nos indica que en ciertos regimenes la componente horizontal de este
influye en detrimiento y no en beneficio del amortiguamiento. También se encontrd que
el campo horizontal nunca amortigua criticamente la oscilacion, en otras palabras, la fase
de la oscilacién nunca es cero. Finalmente, se pudo observar que a partir de cierto limite,
el amortiguamiento deja de depender de la profundidad, teniendo los campos horizontales
y verticales un comportamiento muy similar (aunque no idéntico).

Las soluciones analiticas se compararon cualitativa y cuantitativamente con los re-
sultados numéricos, encontrando una comparacion razonable entre las soluciones aunque
existen diferencias debidas posiblemente a el método numérico de solucion.

Se concluye que el tiempo minimo de amortiguamiento para nuestro sistema, es 27
ademas que para Ny pequenos, y h moderadas, que es el caso de procesos industri-
ales y experimentos de laboratorio, el campo magnético vertical es la configuracién que
mejor amortigua, ya que arroja siempre tiempos de amortiguamiento muy cercanos a
este minimo. Por su parte, una configuracion de campo inclinado a 45° nos ofrece una
forma de poder controlar el tiempo de amortiguamiento, ya que independientemente de
la profundidad, siempre amortigua las oscilaciones en 27.

Como tarea a futuro se contempla el estudio del amortiguamiento magnético en tres
dimensiones, tanto desde el enfoque analitico como utilizando simulaciones numéricas.
Por supuesto, la realizacion de experimentos de laboratorio sera de gran utilidad para
profundizar en el entendimiento de este fenémeno.
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APENDICE A

Front Tracking

Existen distintos métodos para describir flujos multifasicos o multifluidos, en los cuales
se resuelven distintos tipos de problemas. Principalmente se estudian flujos de burbujas
ascendentes en 2 o 3 dimensiones, la colision y ruptura de gotas, modelado de células
biologicas representadas por gotas deformadas debido a fuerzas electrostaticas, cambios
de fase como la solidificaciéon de materiales puros, o la evaporacién de estos, entre otros.
Algunas técnicas de flujos multifésicos son el (MAC) mark and cell method, (VOF) volume
of flutd method, en donde el flujo multifdsico se calcula directamente de una malla regular
y estacionaria, o los métodos Lagrangianos en donde la malla regular fluye junto con
el fluido, entre otros [20]. Otro método es el de front tracking, en donde una interfase
identificada por puntos se encuentra inmersa en una malla fija, que es la que vamos a
describir a continuacion.

El método de front tracking, desarrollado principalmente por Glimm et al [21], consiste
en escribir un conjunto de ecuaciones las cuales describan el comportamiento del dominio
computacional. Los diferentes tipos o fases del fluido se distinguen considerando las
propiedades materiales, como son la densidad de masa p, la viscosidad v o la conductivi-
dad eléctrica o, variables respecto a las coordenadas espaciales. Los términos interfaciales,
como lo es la tension superficial se toman en cuenta considerando estas fuentes por fun-
ciones delta 6 en la frontera entre las fases. En este caso las ecuaciones que describen
el flujo de fluidos eléctricamente conductores, son las ecuaciones de la MHD, y pueden
resueltas mediante métodos como volumen, diferencias, o elemento finito. Por otro lado,
la interface o front es identificada por un conjunto de puntos que se encuentran inmersos
en la malla. La tensiéon superficial se calcula a partir de estos puntos, y los valores son
transferidos a los nodos. Finalmente las propiedades fisicas del fluido son transportadas
por adveccién debido al movimiento del front.

A.1 Desarrollo numérico

Consideremos un dominio dividido por una malla regular, en el cual se encuentra una
interface definida por un conjunto de puntos como se muestra en la figura (A.1). Como en
este trabajo las ecuaciones de movimiento se resolvieron mediante el método de volumen
finito, escribimos las ecuaciones de balance de momentum en la forma que se muestra a
continuacion

a = —
% + V- (pa?) = =Vp+ V- (Vi +V7d) +pf + / PR/ (7 = 7)dS", (A1)
S
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en donde Vi = du;/0x; y VI = du;/dx;. Cabe mencionar que p, vy o no son constantes
en el espacio ya que tenemos distintos fluidos o fases en el dominio, y que f es una fuerza
de cuerpo que en nuestro caso es J x By. Por otro lado 67 es una funcién delta en donde
B representa la dimension, x la curvatura de la interface, I' la tensién superficial entre
dos fluidos, 77 es el vector unitario normal al front, 7 es el punto en el que la ecuacion es
evaluado, y 2’ es un punto en el front.

Fixed Grid

\1 Front | o
Fluid 1

Fluid 2

Fig. A.1: El front se encuentra inmerso en una malla fija [22].

Aunque hemos dicho que la densidad no es constante en el espacio, para fluidos incom-
presibles la densidad de una particula de fluido permanece constante, por lo que podemos
escribir la ecuacion de continuidad

V. i=0. (A.2)

El primer paso para resolver las ecuaciones es actualizar la densidad de manera explicita
con alguna funcién

P = f(p" A A). (A.3)

La densidad debe actualizarse siempre, ya que después de que el front se mueve, el campo
de densidades debe construirse a partir de este. Con esto podemos resolver las ecuaciones
de Navier-Stokes por el método que queramos. El método de proyeccion nos permite
resolver tinicamente un sistema de ecuaciones para la presién; para esto escribimos las
ecuaciones de balance de momentum mediante un paso predictor en el cual encontramos
una velocidad o*

pn—o—lﬁ* _ pnﬁn

A = V), - p T + V- (Vi + VEa) + Fr, (A.4)
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en donde Fr representa las fuerzas de cuerpo y la tension superficial, y el subindice h
hace referencia a aproximaciones numéricas. Ahora implementamos un paso corrector en
donde se incluye el término de la presion de tal manera que tengamos

pn+1,&m+1 _ pn+1,l—[*
= —Vup, A5
At hP (A.5)
de donde para determinar la presion, proyectamos la velocidad en el espacio de divergencia
cero @1, de tal manera que satisfaga la ecuacién de continuidad

V-t = 0. (A.6)

Aplicando divergencia a la ecuacién (A.5) obtenemos una ecuacién de Poisson para la
presién que debe ser resuelta con condiciones de frontera tipo Neumann, como se muestra,
a continuacion

-Vpp = Aitvh ETAN (A.7)
y dado que la densidad no es constante, debemos aplicar métodos iterativos para re-
solverla, como es en este caso el método de sobre relajacién (SOR).

Las ecuaciones de N-S se resuelven en los nodos de la malla fija, mientras que la
tension superficial se calcula en los elementos del front, por lo que es necesario tener una
funcion que transporte los valores de la interfase a la malla y viceversa. Tenemos que para
transportar un valor de un elemento del front front, representado por ®;, expresado en
unidades por area, a un punto de la malla representado por ®,, y expresado en unidades
por volumen, de tal forma que para que el valor total de la superficie S del front se
conserve en el volumen AV requerimos que

Vi

pn+1

/Ascpf(s)dsz/ B, (F)dV., (A.8)

AV

para esto necesitamos que

AS,
Qijr = Z q)lwﬁjkh_gl7 (A.9)
!

en donde ®; es una aproximacién discreta del valor del front ® ¢, y ®;;, una aproximacién
al valor del nodo ®,, AS; es el area del elemento [ y wfjk es la funcion de peso del punto
(1jk) respecto al elemento [ en donde la funcién de peso debe cumplir que

D wh =1, (A.10)
ijk
lo que me dice que el valor de un elemento del front debe conservarse cuando se lleve a la
malla. Las funciones de peso pueden escribirse como el producto de funciones unidimen-
sionales. Dado un punto en la interface rj, = (z,,yp, 2,) su funcién de peso respectiva se
puede escribir como
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wijk(Tp) = d(x, — ih)d(y, — jh)d(z, — kh). (A.11)

Un tipo de interpolacién para d(r) es la volumétrica, en donde r representa la distancia
de una coordenada al nodo mas cercano en esa direccion, dada por la expresién

_J(h—1r])/h if || <h
d(r) = {0 i 1| > h (A.12)

de donde podemos ver que se necesitan 2 puntos en cada direccion, teniendo para una
malla en tres dimensiones 2% puntos para los cuales los efectos de un elemento del front
son percibidos. En el cédigo se utiliza una interpolacion de la forma

i) = {(1/4h)(1+cos7rr/2h)) if |r| < 2h (A.13)

0 if |r| > 2h

lo que nos dice que se ocupan 4 coordenadas en cada direccién, siendo 4% para un caso
tridimensional.

A.2 Adveccion de las propiedades materiales

Las propeidades fisicas como son la conductividad eléctrica o la densidad de masa, no
perciben los efectos de adveccion directamente, sino que es la interfase la que se desplaza;
a partir de esta, las propiedades del fluido se actualizan.

Front

La estructura del front consiste en puntos conectados por elementos almacenados en listas
que indican el objeto anterior y posterior a este. En los puntos se almacenan las coorde-
nadas de estos, y en los elementos se almacena casi toda la informacién del sistema como
son los puntos que la conforman, los elementos conectados a los mismos puntos, la tension
superficial, el salto de densidad através del elemento, y cualquier otra cantidad necesitada
para la simulacion. Dado que la malla es regular y estructurada es facil encontrar el punto
mas cercano del front a la malla, por lo que es mas sencillo transferir informacion en esta
direccién, y no tanto de la malla al front.
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pointers to end poin

®

element ;

pointers to adjacent
elements

Fig. A.2: Los puntos del front se conectan por elementos [22].

Debido a la adveccién la interface se deforma, lo que hace que los elementos del front se
alarguen o se acorten. Para mantener la precision es necesario agregar elementos cuando
la separacién de los puntos sea muy grande, y eliminarlos cuando sea muy pequena.
Para agregar elementos en dos dimensiones, es suficiente con agregar un punto mediante
interpolacién lineal, o alguna de mayor orden cuando la tensién superficial es muy alta y
los efectos de la curvatura son muy notorios. Para eliminar elementos basta con borrar
puntos. Para determinar cuando es necesario anadir o borrar un elementos definimos
una longitud y minima y maxima con respecto a la separacién entre los nodos. Un buen
criterio es tomar de 2 a 4 elementos de front por nodo.

Tension superficial

Como tenemos los elementos y puntos del front explicitamente, podemos calcular la
tension superficial directamente. La fuerza en un elemento se expresa como

SFp = / TkitdS, (A.14)
AS
y la curvatura en una linea bidimensional de la siguiente manera
kil = 95 /98, (A.15)
reescribiendo asf la ecuacién (A.14) como
. oS L
as 05

por lo que para encontrar la curvatura, es necesario encontrar las tangentes en los ex-
tremos, garantizandonos asi que la fuerza sobre una superficie cerrada sea cero. La pre-
cision y eficiencia de los computos de la tension superficial, dependen en la manera de
encontrar los vectores tangentes. La tangente a una curva viene dada por

- or, or
=—/ | == Al
R P (A17)
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Desplazando el front

Una vez obtenido el campo de velocidades, debemos interpolar estas de la malla al front
para poder desplazar la interfase. Para esto identificamos el nodo mas cercano el front e
interpolamos las velocidades

Py = Z Wik Piji- (A.18)

ijk

Ya que tenemos las velocidades en el front, integramos en el tiempo con un integrador del
orden que queramos, por ejemplo Euler

e e N TAY (A.19)

Densidad y propiedades fisicas
Una vez desplazado el front, basta con constriur el campo de densidades para obtener

el resto de propiedades, y para esto debemos fijarnos en el gradiente de densidades que
puede expresarse como

Vp = / Apiid(F — 77)dS (A.20)
S

en donde Ap es el salto de densidades entre los fluidos. Discretizando esta ecuacién
obtengo

Vhpijk = Z prijkﬁlASl. (A21)
l

Una vez construido el campo de gradiente de densidades podemos recuperar la densidad
aplicando la divergencia a la ecuacién (A.21), de tal manera que obtenemos una ecuacién
de Poisson que resolvemos con las condiciones de frontera correspondientes

VQp = Vh . Vhpijk' (A.22)

Ya que la frontera se desplaza distancias menores que la longitud entre nodos, no es
necesario resolver muy lejos del front, de esta manera evitamos que la densidad lejos de
esta varie y aparezcan errores.

Algoritmo

Finalmente mostramos el algoritmo que sigue el método de front tracking para resolver
un sistema multifasico
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