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Introduccién

El grado topologico es una aplicacion de las ternas (f, (2, z) tales que Q es
un conjunto abierto y acotado de un espacio de Banach E, f : Q@ — E una
funcion continua y un punto z € E'\ f(9f2) a las cuales asigna un nimero entero,
intuitivamente, una herramienta de “conteo algebraico” de los ceros de una funcion.
Debido a sus propiedades, el grado es una herramienta muy ttil en el estudio del
analisis no lineal, en este trabajo daremos cuenta de su importancia en la rama
de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Entre sus aplicaciones se encuentran
teoremas de punto fijo y teoremas de geometria y topologia de R™, sin embargo
nuestro interés principal sera su aplicacién para la demostracion del teorema de
punto de fijo de Schauder.

El objetivo de esta tesis es utilizar el teorema del punto fijo de Schauder para
dar una prueba detallada del articulo On Schauder’s fixed point theorem and forced
second-order nonlinear oscilations [13], tratado por A. C. Lazer, el cual es conside-
rado uno de los predecesores de la condicién de Landesman-Lazer que marcara un
nuevo proceder en las demostraciones tanto en ecuaciones diferenciales parciales
como ordinarias.

En el ano de 1968, A. C. Lazer trato el problema escalar para la ecuaciéon
diferencial

Z+ci+g(x) = k(t), (1)

donde ¢ es cualquier constante y k(t) es una funcion continua y T-periddica de
promedio cero, esto es

_ 1 T
k::T/O k(t) dt = 0.

Lazer demostré la existencia de soluciones de soluciones T-periddicas de la
ecuacion (1) cuando la parte no lineal g : R — R es continua y sub-lineal, es decir

9(x)

-0 cuando |x| — oo, (2)
x

y ademaés satisface que
9(—x) <0< g(2) (3)
para x > 0 suficientemente grande.
Para probar esto, Lazer aplic6 de una manera sofisticada el teorema del punto
fijo de Schauder a un subconjunto convexo de las funciones T-periddicas. Recorde-
mos que este tltimo teorema requiere tratar con operadores compactos continuos
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VIII INTRODUCCION

de un conjunto convexo en si mismo para garantizar la existencia de un punto fijo,
la construccion de tal operador depende directamente de las condiciones (2) y (3).

La tesis esta organizada como sigue: En el Capitulo 1 fijamos la notaciéon prin-
cipal y enunciamos, sin prueba, algunos resultados bésicos que utilizaremos poste-
riormente en este trabajo. El Capitulo 2 esta dedicado a la definicién y propiedades
del grado, comenzando con el grado de Brouwer y concluyendo con el grado de
Leray-Schauder, que utilizamos para probar el teorema del punto fijo de Schau-
der. La prueba del resultado de Lazer es abordada en el Capitulo 3. Finalmente,
se incluyen cuatro apéndices que tratan los principales resultados de Anélisis y
Topologia que se utilizan en este trabajo.



CAPITULO ]_

Preliminares

En este capitulo discutiremos resultados preliminares y notacién que utilizaremos
a lo largo de este trabajo.

1.1. Continuidad

Comenzaremos con un esquema, sin pruebas, de topologia en espacios métricos.
Para consultar pruebas, puede consultar [17].

Sean X, Y espacios métricos, dada r > 0, denotaremos por:

= U.(z,X) la bola abierta con centro en z € X y radio r.
= B,.(z,X) la bola cerrada con centro en x € X y radio r.

= S.(z,X) la esfera con centro en z € X y radio r.

Cuando no se preste a confusion, escribiremos simplemente U, (x), B.(z) y S.(z);
U, (0) = U, y sus respectivas formas. En R"™ también se notara Uy = U", By = B"
y S = sn—1,

Consideremos una funciéon f : X — Y, son equivalentes las siguientes nociones
de continuidad

1. f es continua.
2. Paratoda sucesion (z,) C X tal que z,, — = € X, se tiene que f(z,) — f(z).

3. Para todo A C Y abierto (cerrado), f~*(A) es abierto (cerrado).
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La compacidad, es un concepto sumamente importante en el desarrollo de este
trabajo. A continuacion listamos algunas nociones de compacidad. Para esto recor-
demos primero que una familia A de subconjuntos abiertos de X es una cubierta

abierta de K si
KclJA
A

Definicion 1.1 Sea K un subespacio de X.

s Decimos que K C X es compacto si toda cubierta abierta A de K tiene
una subcubierta finita.

= Decimos que K C X es secuencialmente compacto si toda conjunto in-
finito de K tiene puntos de acumulacion.

= Decimos que K C X es relativamente compacto si K es compacto.

s Decimos que K C X es precompacto si para todo € > 0, toda cubierta
B :={U.(z): x € K} de K tiene una subcubierta finita.

Nota 1.2 Para f: X — Y, una funcién continua son equivalentes:

(a) K es relativamente compacto si y solo si toda sucesion en K tiene una sub-
sucesién convergente en X.

(b) Si K es relativamente compacto, entonces f(K) es relativamente compacto.
(c¢) Si K es compacto, entonces f(K) es compacto.

(d) Si X es un espacio completo, entonces K es relativamente compacto si y solo
si K es precompacto.

(e) Si X es un espacio completo, K es secuencialmente compacto si y solo si K
es compacto.

<&

1.2. Espacios de Banach y espacios de funciones

Una sucesion (z) C X es de Cauchy si dado £ > 0 existe N € N tal que para
toda m,n > N se tiene

distx (Tp, Tm) < €.

Decimos que un espacio X es completo si toda sucesion de Cauchy en X
converge en X.

Definicién 1.3 Un espacio vectorial normado E es un espacio de Banach si E
es completo con la métrica inducida por la norma.
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Si F, F son espacios de Banach, entonces E' X F' es un espacio de Banach con
la norma

I llexe =11+l

La propiedad de la cerradura en espacios de Banach garantiza la completitud,
mas formalmente:

Teorema 1.4 Si A C X es cerrado y X es completo, entonces A es completo.
En particular, si F es un subespacio vectorial cerrado de E y E es de Banach,
entonces F' es de Banach.

A lo largo de este trabajo utilizaremos F, ' para denotar espacios de Banach.
Se utilizara la siguiente notacién para espacios de funciones.

Notacion 1.5

C%X,E):={u: X — E|u es continua},
C%X,E) :={u:X — E|u es continua y u(X) es acotado}.

Si E =R, escribiremos C°(X) y C%(X) en lugar de C°(X,R) y C%L(X,R).
El espacio C%(X, E) con la norma
[ullo = llully, (x,m) = sup [u(z)||e
reX

es un espacio de Banach.
Denotamos por R al conjunto de los ntimero reales.

Nota 1.6 Si X es compacto, entonces C°(X,R) = C%(X,R). <&

Consideraremos D a un abierto en un espacio de Banach, en particular si
D CR™

Una funcién f : D — R™ k-veces continuamente diferenciable es aquella que
tiene derivadas parciales de orden k en cada funcién coordenada fi i € {1,...,m},
y éstas son continuas. Entendiendo Ny := N U {0} el conjunto de los ntimeros
naturales y el 0, denotamos

Notaciéon 1.7 Para k,m € Ng, D C R"™ abierto, denotaremos por
C*(D,R™) := {u € C°(D,R™) |u es k-veces continuamente diferenciable en DY},

C*(D,R™):= () C*(D,R™).
k=1

Definicion 1.8 FEl soporte de una funcion continua f : D — R™ es el conjunto

sop[f] = {@ € R [ (@) Z0} N D
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Para k € Ny, denotaremos por

C*(D) ={f € C*(D) | sop| f] es compacto}

(D) = ﬁ CE(D)
k=1

Notacion 1.9 El espacio de las funciones lineales continuas (J acotadas) serd
denotado por

LE,F)={L:E — F|L es lineal y continua},
escribiremos L(E,E) = L(E) y L(E,R) = E*, el espacio dual de E.
Cuando estemos tratando funciones lineales constantemente escribiremos Lx 6
Liz] en vez de L(x).
Este espacio con la norma

1Ll ez, r) = sup [|Lz||F

x€ST

también es un espacio de Banach. Ademas para toda xz € E se cumple
ILz]lr < [|Lllce,m ) e

Nota 1.10 Una funcion L € L(E, F) siy solo si ||L||zg,r) < 0o &

1.3. El teorema de Arzela-Ascoli

Uno de los teoremas de analisis funcional mas conocidos es el Teorema de
Arzela-Ascoli, es por esa razon que no daremos una demostracion del teorema, los
lectores interesados en una prueba pueden referirse a [7], [8] o [15].

Primero veamos dos importantes conceptos. Sean X,Y espacios vectoriales
normados.

Definicién 1.11 Una familia F de funciones en C°(X,Y) se dice uniforme-
mente acotada si existe M > 0 tal que

f(@)lly <M para todo © € X y para toda f € F.

Es decir, si existe M > 0 tal que
| flloe < M para toda f € F.

Definicion 1.12 Un subconjunto H de C°(X,Y) es equicontinuo en el punto
20 €Y si, dado € > 0, existe § := d(g, z9) > 0 tal que, para toda f € H,
distx (f(z), f(20)) <€ st disty (2, z0) < 6.

‘H es equicontinuo si lo es en todo punto de X.
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Con estos dos conceptos en mente, enunciamos el conocido teorema.

1.13 Teorema de Arzela-Ascoli. Sea K un espacio métrico compacto. Un sub-
conjunto H de C°(K,R™) es relativamente compacto si y sdlo si H es equicontinuo
y uniformemente acotado.

1.4. Algunos teoremas sobre integrales

Listaremos algunos teoremas sobre la integral de Lebesgue utilizados en este
trabajo, para consultar pruebas de ellos referimos al lector a [5] y [7].

Definiciéon 1.14 Decimos que f :  — R una funcion medible es (Lebesgue)-
integrable si la integral de Lebesgue cumple

/Q|f| d\ < 0.

Notaremos por L' (Q) al conjunto de funciones integrables en ).
Los siguientes, seran dos teoremas de uso comun en el desarrollo de este trabajo.

1.15 Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. Sea (f;)72, una
sucesion de funciones en L'(Q). Si

|[fn(@)| < F(z) c.d. en Q (Vn €N)
para alguna F € LY (Q) y ademds

lim f,(x) = f(x) c.d. en Q,

n— oo

entonces [ es integrable en ) y

lim fndA:/fd)\.
Q Q

n—oo
1.16 Teorema del cambio de variable. Sea ¢ : Q — Q' C R™ un difeomorfismo

de clase C' y f € C°(Q). Entonces f es Lebesgue-integrable si y sélo si (f o
©) |det Dy| lo es y, en tal caso, se cumple que

/ f(p(x)) |det Deg| dix = / F(w)dy.
Q Q/






CAPITULO 2

El grado topolégico

El grado topologico, al cual llamaremos por abreviacion el grado, de una fun-
cion es una herramienta clasica muy tutil para resolver ecuaciones funcionales. Fue
introducido por L. Brouwer para dimension finita y después extendido por J. Leray
y J. Schauder a dimensién infinita.

Primero daremos una vista un tanto axiomaética del grado y de sus propiedades
principales en la seccién 2.1 para después abordar su construcciéon en la secciéon
2.2, finalmente y a partir de lo anterior, discutiremos el grado de Leray-Schauder
en la secciéon 2.4. Este trabajo tiene como finalidad resaltar la importancia de este
método topoldgico para resolver ecuaciones diferenciales. Una de las aplicaciones
del grado, el teorema del punto fijo de Schauder es utilizado como herramienta en
el capitulo siguiente.

Aunque constantemente recordaremos la notacion utilizada en en este trabajo,
gran parte de la notacion y teoria para este capitulo es la definida en el Apéndice.
Por lo que recomendamos una lectura rapida de los apéndices de Regularizacion y
Lema de Sard del Apéndice para una mayor comprension del material presentado.

2.1. El grado de Brouwer

Para este capitulo vamos a suponer:

(H.1) Q es un conjunto abierto y acotado en R™, con frontera 052,

(H.2) f es una funcién continua de § a R"; sus componentes seran denotadas por
fi
(H.3) z es un punto en R™ tal que z ¢ f(99).

7



8 2. EL GRADO TOPOLOGICO

A cada terna (f,€, z) que cumple (H.1)-(H.3), podemos asociarle un entero
deg(f,, z), llamado el grado de f respecto a 'y a z, con las siguientes propieda-
des:

(P.1) Normalizacion: Si Iz~ denota la identidad en R™, entonces

1 sizeQ

ng(IRn,Q7Z) = {0 siz ¢ g

(P.2) Propiedad de solubilidad: Si deg(f,2,z) # 0 entonces existe x € ) tal que
f(@) = 2.

(P.3) Traslacion: deg(f, 2, z) = deg(f — 2,9,0).
(P.4) Descomposicion: Si Q1 NQe =0y z € R™\ f(9(Q1 UQy)), entonces
deg(f, Q1 UQo, 2) = deg(f, Q1,2) + deg(f, Qa, 2).

A continuaciéon daremos un esquema del procedimiento normalmente utilizado
para definir el grado, sin embargo, por ahora omitiremos tanto la consistencia
de la definicion como las pruebas de las propiedades (P.1)-(P.4). La construccion
completa, serd dada en la seccion 2.2.

Primero, considera uno una funcién f de clase C! y un valor regular z. Recor-
demos que, z es un valor regular de f si el Jacobiano Jy(z) es diferente de cero
para cada € f~!(z). El Jacobiano es el determinante de la matriz f'(x) con
entradas

ai; = 0, f*(x).
Como se observa en la seccion A.2 del Apéndice A, si z es un valor regular, entonces
el conjunto f~1(z) C Q es finito y podemos entonces definir el grado de la siguiente
manera
deg(f,2,2)= > sen[Js(x)], (2.1)

zef~1(2)

donde, para a € R\ {0}, definimos

1 sia>0
sgna] = -1 sia< O

Es decir, el grado cuenta el nimero de preimagenes de z bajo f en ) con orien-
tacion, dada por el signo del Jacobiano. Se verifica inmediatamente que el grado
definido cumple las propiedades (P.1)-(P.4).

Para extender la definicion anterior a cualquier funcién continua f y cualquier
punto z, se utilizan métodos de aproximaciéon. Primero, para aproximar z por
valores regulares zj se utiliza el lema de Sard. El siguiente resultado se demuestra
en el Apéndice B (ver Corolario B.6).

2.1 Densidad de los valores regulares. Si f € C1(Q,R"), entonces el conjunto
de valores regulares de f es denso en R™.
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Todo z tal que f(x) = z es llamado una solucién no singular de la ecuacion
f =z, siempre y cuando = ¢ Ky, donde Ky = {o € Q: Js(x)) = 0}.

De acuerdo a la propiedad anterior, existe una sucesion (z;) C R™ \ Ky, tal
que, zx — z cuando k — oco. Ya que la distancia de z a 99 es mayor a cero,
para k suficientemente grande, z; esta suficientemente cerca de z y cumple (H.3).
Tiene entonces sentido considerar deg(f, €2, zx), dado por (2.1). Méas aun, se puede
probar que para k > 1, deg(f, €2, zx) es una constante independiente de la sucesion
que aproxima a z. Por lo tanto, podemos definir el grado para f € C1(2,R") N
C°(©2,R™) en cualquier z poniendo

deg(f) Q7 Z) = klingo deg(f7 Qa Zk)

De un modo similar, usando la densidad de las funciones de clase C° en las
continuas sobre un compacto!, dada f € C°(Q,R"), consideremos (f)52, C
CHQ,R™) N C°(2,R™) una sucesion tal que fi, — f uniformemente en 2 cuando
k — oco. Si k > 1, entonces cualquier (fx,$?, z) satisface (H.1)-(H.3) y podemos
considerar el grado deg( fx, §2, z). Una vez mas, se puede demostrar que en el limite
deg(fx, 2, 2) es una constante que no depende de la eleccion de (fx) y por lo tanto
se puede definir el grado de f poniendo

deg(f,Q,z) = lim deg(fr,Q, 2).
k—o0
Una propiedad importante del grado definido anteriormente es la siguiente.

(P.5) Invariancia homotopica: Si h es una homotopia admisible, entonces el grado
deg(h(t,-), 8, z) es constante con respecto a t € [0,1]. En particular, si f(x) =
h(0,z) v g(x) = h(1,x) entonces deg(f, 2, z) = deg(g, 2, 2).

Donde, decimos que una homotopia h es admisible si h € C°(]0,1] x Q,R") es tal
que z ¢ h(t,0Q) para toda ¢ € [0, 1], es decir, una homotopia admisible es aquella
para la cual h(t,-) € C°(Q,R") cumple (H.3) para toda t € [0, 1].

Teorema 2.2 (Dependencia de los valores frontera) Sean f,g € C°(Q,R")
tales que f(x) = g(x) para toda © € 0N y sea z ¢ f(ON) = ¢g(9N). Entonces
deg(f,Q, z) = deg(g, 2, 2).

Demostracion. Consideremos la homotopia

h(t,z) =tg(x) + (1 —t) f(x).

Para todo x € 09 se tiene f(x) = g(x) y por lo tanto h(t,z) = f(x) # z. Por lo
tanto h es admisible y la invariancia bajo homotopias implica:

deg(f7 Qa Z) = deg(h(7 O)a Q7 Z) = deg(h(a 1)7 Qa Z) = deg(ga Q7 2)7
lo que prueba el resultado. [

Sabiendo esto, se derivan otras propiedades del grado. Permitanos listarlas (sin
demostracion).

IE] teorema de aproximacién de Weierstrass nos garantiza la densidad de las funciones de
clase C*° en compactos de R™.
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(P.6) Continuidad funcional: si fi — f uniformemente en (), entonces el grado
deg(fr,Q,z) — deg(f, 2, 2).

(P.7) Continuidad puntual: el grado deg(f, €2, z) es continuo con respecto a z.

(P.8) Propiedad de excision: deg(f,2,2) = deg(f,0o,2) para todo subconjunto
abierto Qo de Q tal que z ¢ f(2\ Qo).

Nota 2.3 Ha sido probado en [2] por S. Weiss y H. Amann que el grado topologico
deg(f,Q,z) € Z esta tnicamente determinado por las propiedades (P.1), (P.4)
y (P.5). Esto es, que la tnica funcion, del conjunto de funciones continuas que
cumplen las propiedades (H.1)-(H.3) a Z, es el grado. &

2.1.1. El teorema del punto fijo de Brouwer

En esta subseccion supondremos que el grado deg(f, 2, z) que cumple las pro-
piedades (P.1)-(P.8) ya ha sido definido. Con esta herramienta en mano demostra-
remos el clasico teorema de punto de fijo de Brouwer.

2.4 Teorema del punto fijo de Brouwer. Si f es una funcion continua de un
conjunto compacto y convero K C R™ en si mismo, entonces f tiene un punto fijo.
Lo mismo se cumple si K es un conjunto homeomorfo a un conjunto compacto,
convexo y no vacio de R™.

Demostracion. Primero supongamos K = B,. Si f(z) = = para alguna x € S, ya
acabamos, de lo contrario consideremos la homotopia de Ig» a Ign — f

hit,z) =z —tf(x),
de donde para toda x € S, se sigue que,

[p(t,2)]| = llz = tf ()]
> ||zl =t f (@)
>(1—-t)r>0

para toda t € [0,1), como = — f(x) # 0 para toda x € S, se tiene que 0 ¢ h(1,S,).
Es claro, entonces que h es una homotopia admisible y la propiedad de invariancia
homotdpica, (P.5), implica

deg(I» — £,U,,0) = deg(Izn, Uy, 0) = 1.

Usando la propiedad de punto fijo, (P.2), se concluye que existe x € U, tal que
xz — f(x) = 0, esto es, x = f(x) y por lo tanto  es un punto fijo de f. Si K
es cualquier compacto y convexo, extendemos continuamente f a R™ como en la
Proposicién C.6 y la denotamos g, de modo que g(R") C K.? Tomamos 7 sufi-
cientemente grande, tal que K C B,., entonces g(B,) C K C B,. Por la primera

2El proceso de Tietze-Dugundji utiliza las combinaciones convexas en la imagen para la ex-
tension de funciones continuas, mas detalles en el Apéndice C.
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parte de la demostracion, existe un punto fijo  de g en B, es decir en K. Como
glx = f, « es punto fijo de f.

Sea K un espacio métrico homeomorfo a un subconjunto compacto y convexo
Ade R"y f: K — K una funcion continua. Sea ¢ : K — A el homeomorfismo,
entonces g = wo fop ! : A — A es continua y por la parte anterior tiene un
punto fijo z en A y en consecuencia

Fle™) (@) = (¢ opo fopl)(a) = (¢ " og)(z) = v~ (),

por lo que ¢~ !(z) es un punto fijo de f. ]

Teorema 2.5 La esfera unitaria S"~' no es un ‘retracto’ de la bola cerrada B"
en R™. Es decir, no eriste un mapeo continuo f : B® — S"~1 tal que f(x) = z,
para toda x € S*™1, a estos mapeos se les suele llamar ‘retracciones’.

Demostracion. Suponiendo lo contrario, el Teorema 2.2, tomando g = Ig~, implica
por (P.1) que
deg(f,U",0) = deg(Ig~,U",0) = 1.
Usando la propiedad de solubilidad, (P.2), se concluye que existe z € U™ tal que
f(x) =0y esto es una contradiccién con la suposicion f(U") C S*1L. [ ]
De hecho, aunque no seréd demostrado en este trabajo, cabe mencionar que los
teoremas anteriores son equivalentes.

2.2. Una construccion analitica

En esta seccién daremos una relacién completa del grado topoldgico y de sus
propiedades. No seguiremos el bosquejo de la prueba clésica presentada en la
seccion 2.1, pero utilizaremos una definiciéon alterna del grado desde un enfoque
més analitico debido a E. Heinz [12] que hace un poco mas sencillas las pruebas
desde el punto de vista técnico.

2.2.1. El grado para funciones en C?

Comenzaremos con el caso para funciones de clase C2. Introducimos la siguiente
notacion para el conjunto de ternas admisibles en dimension n:

A, = {(f,9Q,2)|Q C R" abierto y acotado, f € CO(Q,R") y z € R"\ f(dQ)}.

Queda siempre entendido que las condiciones (H.1)-(H.3) se satisfacen en la nota-
cion correspondiente, es decir siempre consideraremos que (f,Q,z) € A,.

Sea f € C%(Q,R"), denotemos por J¢(x) al Jacobiano de fy Ky = {x € Q :
Jr(xz) = 0} el conjunto de valores singulares de f. De la condiciéon (H.3) se tiene
que dist(z, f(09Q)) = min{|z — f(z)| : ¢ € 92} > 0, pues {z} es cerrado y f(99)
es compacto por la continuidad de f, definimos para el resto del capitulo

p = dist(z, f(0)).
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%,

Figura 2.1: El soporte de ¢(|- — z|), cuando se cumple (2.2).

Consideremos entonces las funciones que nos permitiran evaluar el grado, sea
© una funcioén continua definida en [0, 00), con las siguientes propiedades:

sop[¢] C (0, p), (2.2)

/Rn o(|z|) dz = 1. (2.3)

Ahora si estamos listos, a continuacion la definicion del grado para funciones
de clase C2.

Definicion 2.6 Para f € C%(Q,R"), definimos el grado

dea(£.9.2) = [ ol1f(@) = 2)y (@) o

Nota 2.7 Obviamente, como z € R™\ f(99Q) se sigue que 0 € R\ {f(90) — z},
por lo que (f — 2,9Q,0) € A, y tiene sentido entonces hablar de deg(f — z,,0).
El teorema de cambio de variable y el hecho de que J¢(z) = Jy_, () implican que
deg(f,9Q, z) = deg(f — 2,9,0), a saber se cumple la propiedad (P.3). &

Todavia resta justificar que el grado estd bien definido, mostrando que no
depende de la eleccién de . Mas precisamente, debemos mostrar que si @1, 2
satisfacen las propiedades (2.2) y (2.3), entonces

/ (1 (@) — 20)J () dx = / o (x) — 2[)J; (x) dx. (2.4)
Q Q

Por la Nota 2.7, podemos tomar z = 0 sin perder generalidad, de modo que en esta
ocasion p = dist(0, f(092)). Poniendo ® = ¢1 — @2, demostrar (2.4) es lo mismo
que demostrar

/Q o(|f()))J5(z) dz = 0.
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Para lo cual haremos uso del siguiente lema.

Lema 2.8 Consideremos una funcion continua ® definida en [0,00) con las si-
guientes propiedades:

sop[®] C (0, p), (2.5)

/00 "o (r)dr = 0. (2.6)
0

Entonces (recordando que p = dist(0, f(99)), ya que supusimos z =0),
[ 2s@Dse)ds o

Demostracion. Definimos la funciéon continua en [0, 00)

—n (T gn=1p(g) d i 0
.
sir=20.

e (2.5) y (2.6) se sigue que, para r > p se tiene

W) =" / 10 (s)ds = 1" /OO "1B(s) ds = 0.

0 0

Por tanto, sop[ V] C (0, p). Mas atin, ¥ es de clase C! en [0,00) y

" 1
V' (r) = —nr_"_l/o s" 1D (s) ds + ;@(r)

= ")+ (),

si r > 0, de modo que
O(r) =r¥'(r) +n¥(r) en [0, 00). (2.7)
Sea d;;(x) el cofactor det;;j(Df(x)) dado en la Definicion D.7, esto es, el cofactor

de 9; f* en el Jacobiano J¢ y consideremos el campo vectorial V € C*(Q, R"), con

componentes
() = 3 dis (@) V(| F (@)D f ().

Debido a que sop[¥] C (0, p), existe € > 0 tal que sop[V¥] C (e,p — €), entonces
sop[div(V)] C (|f) " ([e, p — €]) C Q por lo que en realidad V € CL(Q,R™).

Tomamos x € Q tal que £ < [f(z)| < p — ¢, denotamos Jy(z) = Jp, Vi(z) =
VI f(x) = £,9(|f]) = €(f(x)|) y dij(x) = d;j. Calculando,

Za di; (| f]) f1+28 Fidi (| f]) + |J'f Zzajf’“dijfif’f.
=1 =1 =1 k=1

(2.8)
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Teniendo en cuenta la propiedad de los cofactores para funciones f de clase C?
demostrada en el Lema D.8, nos dice que

zn: Bjdij =0,
j=1

sumando la primera parte de (2.8) sobre j, obtenemos

DN 05du () S Z adu U(|f)) 1" =0. (2.9)

Jj=11i=1 =1

Recordemos que por el desarrollo de D f(z) por cofactores se tiene
n .
Jr = Zajfldij para toda j € {1,...,n},
i=1

de modo que al sumar la segunda parte de (2.8) sobre j, se obtiene

> (S ) v =S -y @

j=1 \i=1

Para i = k, por el desarrollo del determinante de Df(x) por el i-ésimo rengon,
tenemos que

D 0ifrdiy = 0;f'dij = Jp. (2.11)
j=1 j=1
Para i < k observamos que
oft ot N\
oft ... Ouft
n 81f1:_1 6nf1:_1
> 0 fFdi; = det Oftth Ot =0. (2.12)
=1 : :
ofF ... Onf*
ofr ... Ohf"

De manera similar se demuestra que Z?:l 8jfkdij = 0 si ¢ > k. De modo que
juntando (2.11) y (2.12) podemos dar la siguiente expresion

Zajfkdij = 0irJy para toda i,k € {1,...,n}. (2.13)

=1
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Finalmente, sumando el tercer sumando de (2.8) sobre j, por (2.13) tenemos

Uy sy Mz ara)

n

Z f| Zzaf di f1f* =

1=1 k=1 =1 k=1
= ZZflf ik
f' i=1 k=1 (2.14)
5 S
=1
_yp |(]'c D \pe = w1 11

Juntando (2.9),(2.10) y (2.14), utilizando (2.7) y el hecho de que para = € ) tal
que |f(z)] <e 6 |f(z)] > p— e se tiene ®(|f(z)]) = 0 = |[DV(2)[| z®n,rn). Asi, la
divergencia de V en  esta dada por

div(V(z)) = Zajw‘
= Jy () (1f @) V(|f(@)]) + n¥(|f(2)]) = (| f(2)) T (x)

Integrando sobre 2, la Observacién D.5 y el hecho de que V € C} (2, R™) implican

/ B(|f ()]} (x) dx = /Q div(V(x)) dz = 0, (2.15)

Lo que prueba nuestro lema. ]

Se concluye observando que ® = ¢; — @9 cumple (2.5) y (2.6), por lo que el
Lema 2.8 implica que

[ @s@N st da =0,
Q

Que era exactamente lo que queriamos probar para ver que el grado esta bien defi-
nido. Terminamos esta subseccion, evaluando el grado en algunos casos especificos.

Proposicion 2.9 Sea f = A € L(R™) con A invertible. Entonces

sgn[det(A)] siz € A(Q)

Demostracion. Por el teorema del cambio de variable, tenemos

deg(A,Q, 2) = /Q o(|Az — 2[)Ja(z) da

— [ lie — 2l det(4) do = sgnldet(4)) [ oy~ 2] dy
Q A(Q)
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En este caso p = dist(z, A(99)). Se sigue que si z € A(2) entonces B,(z) C A(Q),
de lo contrario B,(z) N A(Q2) = (. Luego, (2.3) implica

T

En particular, encontramos que

1 size

deg(IR’UQaZ) = {0 siz ¢ ﬁ

a saber (P.1) se cumple.

Una segunda proposiciéon, muestra el caso en el que z es un valor regular de f
una funcién de clase C2.

Proposicion 2.10 Sea D un subconjunto abierto (no necesariamente acotado)
de R, f € CY{(D,R") y 29 € D tal que z = f(xo) es un valor regular de f.
Entonces existe € > 0 suficientemente pequeno y ¢ como en la definicion del grado
con sop[¢] C [0, pl, tal que

/B #UF@) = ) = sy

Demostracion. Por ser z un valor regular se sigue que Jy(zg) # 0, por el teorema
de la funcién inversa sabemos que existe € > 0 tal que f induce un difeomorfismo
entre la bola B.(zg) y Ve := f(B:(z0)) lo que entre otras propiedades implica que
{zo} = f~(2) N B=(wo) y que sgn[J¢(x)] es constante en B.(zp), por el teorema
de cambio de variable obtenemos

/ o(|f(x) = 2[)Jy(x) do = Sgn[Jf(on)]/ o(|f(x) = 2|) [T (2)| dz
Bc (o)

BE (wo)

— sgulJ;(zo) / oy — =) dy

Ve

Como V; es abierto, existe a < p tal que B,(z) C V.. Podemos entonces suponer
que sop[p] C [0,a], de donde

/V w(ly—ZI)dy:/B (z)@(ly—ZI)dy=/Rn o(ly —2))dy =1,

= o4

y por lo tanto

/ o(|f(x) — 2])Jf () dz = sgn[J¢(x0)] / e(ly — 2[) dy = sgn[J(z0)]-
Be (o)

VE
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La proposicién anterior, muestra que cuando f € C%(D,R"™), tenemos la si-
guiente formula para el grado y un valor regular z = f(z() para € > 0 suficiente-
mente pequeno,

deg(f, Ue(x0), z) = sgn[Jy(zo)].

En las dos proposiciones anteriores, esta implicito que el grado es un entero.
En general, mostraremos que el grado, como fue definido en la Definicién 2.6, es
siempre un entero. Por otra parte, al final de la seccién recuperaremos la formula
(2.1) para valores regulares y mapeos de clase C*.

2.2.2. El grado para funciones continuas

Recordemos que f denota a una funcion que cumple las propiedades (H.1)-(H.3)
para un subconjunto abierto y acotado 2 y un punto z de R™, donde

p = dist(z, f(0)).

Vamos, entonces a definir el grado para funciones continuas que satisfacen
las condiciones (H.1)-(H.3) establecidas al principio de la Seccion 2.1. Para este
propésito, haremos uso del siguiente lema.

Lema 2.11 Parai= 1,2, sean f; € C°(Q,R") N C?(Q,R") tales que
| fi(x) — 2| > a, Ve 0Q,
donde a € (0, p). Dado € € [0, /6], supongamos que
[fo— filloo <e.
Entonces tiene sentido hablar de deg(f;,Q,2) parai=1,2, y
deg(f1,9Q, z) = deg(f2,Q, 2).

Demostracion. De acuerdo a la Nota 2.7, podemos suponer z = 0. Sea® x €
C*°((0,00)) una funcién no decreciente tal que

_J1 si0<r<2e
XTV0 sior>3e

definimos f3 € C?(©,R™) N C°(, R™) por

fs(@) = (1= x(f1(@)) () + x| /1 (@)]) fa(2).

De la definicién de x se sigue:

fa(x) = fi(x) Vo e Q:|fi(z)| > 3e, (2.16)
f3(x) = fo(z) VzeQ:|fi(z) < 2e. (2.17)

3La existencia de estas funciones puede deducirse con un poco de ingenio del capitulo de
regularizacion del Apéndice, sin embargo I. Dundas da algunos ejemplo de ellas en [11], pag. 95.
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En particular, como |fi(x)| > a para todo x € 9Q y a > 6¢, entonces | f3(x)| =
|f1(x)| > a para todo x € 0€). Méas aun, como para toda x € € se tiene

fs(x) = fr(z) = x([f1(@)]) - (f2(2) = fr (),
fa(x) = fa(z) = (1 = x([1(@)]) - (f1(z) = fa(2)),

por tanto, para:=1,2

(2.18)

|fs(z) — fi(z)| < € Ve Q. (2.19)

Escogemos dos funciones ¢; € C9((0,0)) con las siguientes propiedades:

/ eillz)de=1  (i=1,2)

sop[p1] C (4e,5e) C (0, ),
sop[p2] C (0,e) C (0, ).
De acuerdo a la Definicién 2.6, las funciones @1, ps pueden ser utilizadas para

calcular el grado de f; (i = 1,2,3), ya que a < min,cgo{|fi(z)|} v 0 ¢ fi(0Q)
para ¢ = 1,2, 3. En particular, se tiene

dﬁmnm:/wmmmmwm7
2 (2.20)

dex(£1,9.0) = [ er(lA@DI (o) do
Ahora, como sop[¢1] C [4¢, be] obtenemos que

e1([fs(x))) #0 <= 4de <|fs(2)] < 5e.

Usando (2.19), se deduce que 3¢ < |f1(x)| < 6¢ siempre que 4¢ < |f3(z)| < Be y
(2.16) implica que f3(x) = fi(z) para todo = € € tal que 4e < |f3(z)| < 5e. De
modo que

e1(fs(@)) g, (2) = 1 (lfi(@))) Jp () Ve,
esto junto con (2.20), implican que deg(fs,2,0) = deg(f1, 2, 0). Andlogamente se
prueba que

e2(|f3(2)]) I 1s () = pa(|fa(2)) I (2) Ve,
y se deduce que deg(fs,,0) = deg(f2,£,0). Se concluye que deg(f1,9,0) =

deg(f3,9,0) = deg(f2,,0), lo que prueba el lema. ]
Entenderemos U, (f) := U,(f, C°(22,R™)), donde C°(Q,R™) es un espacio de
Banach con la norma || - ||c. Recordando que para un espacio de Banach X

Up(e, X) ={y € X : [lx —y| < p}.

Corolario 2.12 Sea f : Q2 — R™ una funcion continua que satisface las condicio-
nes (H.1)-(H.3). Entonces existe § > 0, tal que si fi, fo € C*(Q,R™") N C°(Q,R")
y f1, f2 € Us(f), entonces

deg(fla Q) Z) = deg(f27 Q’ Z)
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Demostracion. Sea 3 € (0, p), entonces p — 3 = « € (0,p) y por lo tanto existe
e € (0,/6). Tomando 6 = /2 se sigue del lema anterior que deg(f1,Q,2) =
deg(f2,9Q, 2). |
Ahora, estamos listos para definir el grado para cualquier terna (f, (2, z) que
cumpla (H.1)-(H.3), a estas ternas las llamaremos admisibles. El corolario anterior
nos dice que para vecindades suficientemente pequenas de f el grado deg(-, {2, z)
esta definido y es constante para funciones de clase C2. Luego, la densidad de
C>®(Q,R")NC°(Q,R") en C°(Q, R™) implica que existe una sucesion de funciones
(fx)52, que convergen uniformemente a f, lo que motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.13 (El grado para funciones continuas) Sea (f, 2, z) una terna
admisible, definimos el grado por

deg(f7 Qa Z) = klinolo deg(fka 97 Z))

donde deg(f, 2, 2) estd dado por la Definicion 2.6 y (fx)3, es cualquier sucesion
en C(,R™") N C°(Q,R"™) que converge uniformemente a f.

Claramente, por el Corolario 2.12, el grado topoldgico para funciones continuas
esté bien definido.

2.2.3. Propiedades del grado

En esta subseccion probaremos que el grado satisface las propiedades (P.1)-
(P.7). Hemos ya probado que (P.1) y (P.3) se cumplen, esta altima para funciones
de clase C?. De acuerdo a la Definicién 2.13 y al Corolario 2.12, es suficiente tra-
bajar las pruebas bajo la suposicién adicional de que f es de clase C? (ya que
las generalizaciones son pruebas triviales). Puntualicemos que, el hecho de que
z ¢ f(09) implica que z ¢ f(0N) para k > 1, asi como y ¢ f(9) para y
suficientemente cercano a z, por lo que tiene sentido considerar deg(fx,$2,z) y

deg(f,Q,y).

Para formalizar lo dicho, consideremos fi, € U,(f), entonces para todo = € 92
tenemos

I fe(2) =zl = [1f(2) — 2 + fu(z) — f(2)]]
2 £ (@) = zll = | fu(z) = f(2)]]
>p—p=0.
Lo que justifica que z ¢ f;(0S) para k > 1. Ahora, si y € U,(z) entonces para
todo x € 9N se tiene

If(@) =yl = 11f(z) =2+ 2 =yl
> |[f(z) — 2] =[]z =yl
>p—p=0,
lo que nos dice que y ¢ f(99Q). Es decir que las ternas (fx,Q,2) y (f,Q,y) son
admisibles siempre que fi € U,(f) y y € U,(2).
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Proposicion 2.14 El grado cumple la propiedad (P.2), es decir, si deg(f,$,z) #
0 entonces existe x € Q tal que f(z) = .

Demostracion. Razonando por contradiccion supongamos f(x) # z para todo z €
Q, entonces como z ¢ f(00Q), f(x) # z en todo el compacto §2 y por lo tanto
para § € (0,p) se tiene 6 < ||f(x) — z|| para todo = € Q. Escogemos ¢ tal que

Je (|z])dz = 1y sop[¢] C (0,8). Se sigue que ¢(|f(z) —2]) = 0 en Qy en
consecuencia

deg(f, 9, 2) = / (1 () — 21)Jp () da = 0.

Lo que es una contradiccion a nuestra suposicion. [ |

Proposicion 2.15 FEl grado cumple la propiedad (P.4), es decir, si Q3 N Qs =10
yz € R™\ f(O(21 UQy)), entonces

deg(f, Q1 UQq, 2) = deg(f, 1, z) + deg(f, N2, 2).

Demostracion. Como Q1 N Qs =0y 9(Q; UQs) C 99, para i = 1,2, se tiene
[ ellf@ = s @de= [ ellf@) - )y do
Q1UQs 01
+ [ ellf@) = =)@ do

donde ¢ es una funcién para evaluar deg(f, Q1 U s, 2). Asi, (P.4) se sigue direc-
tamente de la Definicion 2.6. ]

Proposicion 2.16 El grado cumple la propiedad (P.5), es decir, si h es una
homotopia admisible, entonces el grado deg(h(t,-), <, z) es constante con respecto a
t €10,1]. En particular, si f(x) = h(0,z) y g(x) = h(1,x) entonces deg(f,Q,z) =
deg(g,€, 2).

Demostracion. Para t € [0, 1], definimos
hi(z) := h(t,z) € C°(Q,R™),

por ser h una homotopia admisible, se tiene z ¢ h:(9Q) y entonces (h:,$, z)
es una terna admisible. Consecuentemente, el Corolario 2.12 implica que existe
g¢ > 0 tal que deg(-,, z) esta definido y es constante en U, (ht). Ahora, como
h € C°(0,1] x Q,R") y [0,1] x Q es compacto, h es uniformemente continua alli,
esto quiere decir que para todo £; > 0 podemos encontrar d; > 0 tal que

|h(t1, z1) — h(ta, x2)|| < & si (t1,21) — (t2,22)|| < & en [0,1] x Q.

Por tanto ||hy, — Ry, |leo < €, siempre que |81 — ta] < d;. Podemos cubrir el intervalo
[0,1] con la cubierta de bolas {Us,(t)| t € [0,1]}, por compacidad existen {t; <
to < ..<tp} =Y, tales que

0,1 ¢ |JUs, (#). (2.21)

Y
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Donde, por construccion y(t) = deg(he, €2, z) es constante en cada una de ellas.
Por (2.21) para toda i < k existe j con i < j <k tal que Us, (t;) N Us,, (tj) # 0,
de modo que y(t;) = y(t) = y(t;). Asi, en namero finito de pasos obtenemos
y(t1) = y(t;) = ... = y(tx), de nuevo por (2.21) se sigue que y(t) es constante en
[0,1] . En particular,

deg(f, €2, z) = deg(ho, 2, 2) = y(0) = y(1) = deg(h1, 2, 2) = deg(g, 2, 2).

Lo que prueba (P.5). |

Proposicién 2.17 El grado cumple la propiedad (P.6), es decir, si fr — f
uniformemente en ), entonces el grado deg(fx,, z) — deg(f,, 2).

Demostracion. Como ya hemos visto, para k > 1, deg(fx, 2, z) esta bien definido.
El resultado se sigue del Corolario 2.12. [

Proposicion 2.18 El grado cumple la propiedad (P.7), es decir, el grado deg(f, 2, z)
es continuo con respecto a z.

Demostracion. Sea (zx)3; una sucesion en R™ tal que 2 — z cuando k — oo.
Consideremos las funciones g = f — 2z y gr = f — zx. Por el corolario 2.12, existe
0 > 0 tal que deg(+,2,0) es constante en Us(g), para k > 1 se tiene ||gr — g|loo =
Iz — zx|| < 0. Se sigue que

deg(f,Q, z) = deg(g,Q2,0) = kl;r& deg(gx,2,0) = kh;rrgo deg(f,, zx).

Esto prueba la continuidad de deg(f, €, ). [

Proposicién 2.19 El grado cumple la propiedad (P.8), es decir, deg(f, 2, 2)
deg(f, 90, 2) para todo subconjunto abierto Qo de Q tal que z ¢ f(Q\ Qo).

Demostracion. Puesto que f(z) # z para todo x € (2\Q0) U0, entonces f(z) # 2
en el compacto Q\ Qp, y por lo tanto existe a > 0 tal que

a < dist(z, F(Q\ Q) < dist(z, F(AQU)) < p,

lo anterior ya que al Qg C Q, se tiene 92 C IQ U IQy C Q \ Q. En la definicion
del grado 2.6, permitanos escoger ¢ de tal manera que sop[¢| C (0, ). Entonces
o(|f(z) — z]) =0 en Q\ Qg y esto implica

/ e(If(x) = 2|)Jy () de = / e(|f(x) = 2|)Jp(2) da.
Q Qo

Por definicién, la primera integral equivale a deg(f, (2, z) mientras que la segunda
equivale a deg(f, Qo, z), concluimos que deg(f, 2, z) = deg(f, Qo, 2). ]

Adicionalmente probaremos que el grado cumple las siguientes propiedades.

(P.9) Si(f,Q,z) es una terna admisible, entonces deg(+, {2, z) es constante en U, (f).
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(P.10) Si(f,£,2) es una terna admisible, entonces deg(f, (2, ) es constante en U,(z).

Proposicion 2.20 FEl grado cumple la propiedad (P.9), es decir, si (f,Q,z) es
una terna admisible, entonces deg(-, 2, z) es constante en U,(f).

Demostracion. Sea g :  — R™ una funcién continua y tal que g € U,(f), por
lo visto al principio de esta subseccion deg(g, 2, z) esta definido. Consideremos la
homotopia h de f a g dada por

h(t,z) = (1 —t)f(z) + tg().
Afirmamos que esta es una homotopia admisible, para todo x € 9f2 se tiene

[t z) — 2]l = (1 = 1) f(z) + tg(z) — =]
2 |f(x) =zl =t f(z) — g(2)]]
>p—p=0,

de donde se infiere que z ¢ h(t, 0Q) para toda t € [0, 1]. De esta manera observamos
que h es una homotopia admisible, concluimos por la propiedad (P.5) que

deg(f,, z) = deg(h(0,-), 9, z) = deg(h(1,),Q, z) = deg(g, 2, 2).

Proposicion 2.21 El grado cumple la propiedad (P.10), es decir, si (f,,2) es
una terna admisible, entonces deg(f,(2,-) es constante en U,(z).

Demostracion. Sea y € U,(z), por lo visto al principio de esta subseccion (f, 2, y)
es una terna admisible. Ahora consideremos las funciones fi = f—zy fo = f—v,
la propiedad (P.3) nos dice que las ternas (f1,9,0) y (f2,£,0) son admisibles y
ademas || f1 — fa|lc = ||y — 2| < p y por tanto fo € U,(f1). La propiedad anterior
nos dice que

deg(f7 Qa Z) = deg(fla Q: O) = deg(f% Qv O) = deg(f7 Qa y)

]
De estas dos propiedades, se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 2.22 Si g:Q — R" es una funcion continua, y se cumple que
Hf—wmﬁg, (2.22)
IV—yHﬁg. (2.23)

FEntonces
deg(f,, z) = deg(g,Q, ).
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Demostracion. Observemos que, para todo xz € 92 se tiene

lg(x) = 2l = llg(z) — f(z) + f(2) — 2|
> | f(@) =2l = If = gl

Zp- g = %p,
de donde %” < dist(z, g(09?)). Entonces, por la propiedad (P.10)
deg(g, 9, z) = deg(g, 2, y). (2.24)
Maés aun, la propiedad (P.9), nos dice que
deg(f, 9, z) = deg(g,, 2) (2.25)

Juntando(2.24) y (2.25),
deg(f, 2, 2) = deg(g, 2, y).

A cerca de la invariancia homotopica, propiedad (P.5), el grado cumple atin un
poco mas de acuerdo a la siguiente proposicion.

Proposicién 2.23 Si h € C°([0,1] x Q,R") y z € C°([0,1],R") son tales que
z(t) € R™\ h(t,00) para toda t € [0,1] entonces el grado deg(h(t,-),Q, z(t)) es
constante con respecto a t € [0, 1].

Demostracion. Notamos hy 1= h(t,-), 2zt 1= 2(t) y pt := dist(z, ht(092)), y defini-
mos

p* = inf p,.
te[0,1]

Afirmamos que p* > 0. Supongamos por contradiccion que p* = 0, entonces existe
una sucesion (¢, zx) € [0,1] x 02 tal que
dist(zy, , ht,, (21)) — 0.

Ahora, utilizando que [0,1] x 9 es compacto, podemos suponer sin perder gene-
ralidad que ty — tg € [0,1] ¥y 2 — 2 € 99, lo que implica que

dist(zt,, he, (20)) = kl;r{)lo dist(zt,,, he,, (25)) =0

lo cual es una contradiccién al hecho de que p; > 0 para toda ¢ € [0, 1]. Como h
es uniformemente continua en [0,1] x Q y z uniformemente continua en [0, 1] se
observa que existe d > 0 tal que

P I
||ht1 7ht2||00 < ? y HZtl — th” < ? si |t1 *t2| < 0 en [0, 1]

Se sigue de la Proposicion 2.22 que y(t) = deg(h, §2, 2z¢) es constante en Us(t, [0, 1]),
procediendo igual que en la demostracién de la Proposicién 2.16 se concluye que
y(t) no depende de ¢, es decir

deg(h(t,-),, 2(t)) es constante en [0, 1].
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2.2.4. El grado para los valores regulares de una funcién de
clase C*

Ahora, rescataremos la definicién del grado para funciones de clase C! y valores
regulares, dada en (2.1). Primero, demostraremos un lema que nos servira como
una herramienta para lograr nuestro objetivo.

Lema 2.24 FI grado estd determinado por sus valores en ternas (L,U;(x), z),
donde L € L(R™,R™) es un isomorfismo, en particular para f € C1(Q,R") y z un
valor regular de f se tiene

deg(f,,2) = > deg(Df(x),U1,0).

zef~1(2)

Demostracion. Como ya hemos visto, podemos suponer f € C1(£,R") y z un valor
regular de f. Si f~!(z) = ), ya sabemos por la Propiedad (P.2) necesariamente
que deg(f,Q,2) = 0. Si f71(z) # 0, ya que Q es acotado podemos suponer que
f1(2) = {z1,..., 7} de modo que existe r > 0 tal que las bolas B,(z;) C
cumplen que B, (z;)NB,(x;) = 0 sii # j. Una aplicacion de (P.8) y posteriormente
de (P.4) implica

deg(fa Qa Z) = deg(fa Uf:lUT‘(xi)v Z)
k
= Z deg(fv Ur(xi)v Z)
=1

Asi, podemos suponer sin perder generalidad que Q = U,(z9) vy f~(2) = {20}
De acuerdo, basta probar que

deg(f,Ur(zg), z) = deg(Df(x0), U1(0),0).

Como z es un valor regular, entonces L := D f(zo) € L(R™,R"™) es un isomorfismo
y en consecuencia para x € R™ tenemos que

]
L=

|Le| > donde L7 = | L7 qan . (2.26)

Por otro lado, f(zg) = z implica que

|f(z) — 2 — L{z — x0]|

|z — ol

—0 cuando x — xg.

Supongamos r > 0 suficientemente pequeno de modo que

< Iz ==oll

para todo x € B,(xo). (2.27)

Consideremos la homotopia

h=(1-t)f(x)+ tLlx — o]
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y la aplicacion w € C([0,T],R™) dada por w(t) = (1 — t)z. Utilizando (2.26) y
(2.27), calculamos para t € [0,1] y € Sr(z0)
1A(t, 2) —w®)] = |(1 =) f(z) + tL{z — o] = (1 = )z]|
> ||Lfz — o[ = (L =8| f(z) = 2 = L[z — x|
[ —wol| _ v
A1 Y P
de donde se concluye que w(t) ¢ h(t,0N) para toda ¢ € [0,1]. Aplicando la Propo-

sicion 2.23, obtenemos

deg(f, U, (o), z) = deg(L[- — xo], Ur(x0),0), (2.28)

>0,

tomamos R > 0 suficientemente grande, de manera que U,.(z9) C Ug(0). Como L
es un isomorfismo L[z — xg] = 0 si y s6lo si x = zg, por lo que una aplicacion de
la propiedad (P.8) implica

deg(L[- — o}, Ur(20),0) = deg(L[- — 2o}, Ur(0),0). (2.29)
La homotopia H = (1 — t)L[x — x¢| + tLz cumple para t € [0,1] y € Sr(0) que
e — (L= )z _ flall ~ flvoll . R~ (R —7)

R e e
En consecuencia, (P.5) implica

deg(L[- — o], Ur(0),0) = deg(L, Ur(0),0). (2.30)
Aplicando de nuevo (P.8),

deg(L, Ur(0),0) = deg(L, U1(0),0). (2.31)

Juntando (2.28)-(2.31) se concluye

deg(f, Ur(x0), z) = deg(D f(x0), U1(0), 0).
Como acordamos, esto demuestra el lema. [

Teorema 2.25 Si z es un valor reqular de f € C*(Q,R") N C°(Q,R™), entonces
deg(f,Q,z) = Z sgn[Jy(z)].

zef=1(z)

Demostracion. Por el lema anterior, se tiene que
deg(f,Q,z) = Z deg(Df(z),Us,0).
zef~1(2)

Es claro que Df(x) € C®(U;(z),R™) y que su derivada es ella misma para toda
xr € f~1(2), pues es un isomorfismo lineal, de este modo la Proposicién 2.9 y el
hecho de que 0 € Df(x)(U;) para toda x € f~!(z) implican que

deg(f,,2) = > sgn[Js(z)].
zef~1(2)
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Ejemplo 2.26 Sea f € C''(R?,R?) dada por

- ().

2xy

Observando que f puede ser considerada como f : C — C tal que z — 22, el valor
complejo que le corresponde a (0,1)7 es i de quien sabemos sus raices son

1 , 1 .
S+ y -5+

por lo que
1 1
-1 T
0,10)T) =4 —(1,1),——(1,1) b Uy,
N ={Ssan-San}cn
de donde se sigue que (f,Us, (0,1)7) € Ay y por lo tanto tiene sentido calcular su
grado. Caclulando el Jacobiano de f obtenemos

Jr((z,y)) = 42® + 4%,

el cual es mayor a 0 para todo (z,y) # (0,0), esto nos dice que (0,1) es un valor
regular y por el Teorema 2.25 se tiene

deg(f, Uz, (0,1)7) = 2.

Notemos que en este ejemplo la cardinalidad de la imagen inversa coincide con el
el valor absoluto del grado, esto es porque el signo del Jacobiano tiene el mismo
signo para cada preimagen. Es claro, que siempre que se tenga esta propiedad se
podra verificar que

‘deg(f’ Q, Z)I = #(f_l(z))

Terminamos esta seccion, mostrando que el grado (f, 2, z) de la Definicion 2.13
es siempre un entero. Como siempre, es suficiente ahora considerar la funciones
de clase C. Si z es un valor regular se sigue del teorema anterior que deg(f, 2, 2)
es un entero. Si z no es un valor regular, la densidad de los valores regulares
nos garantiza que existe una sucesion de valores regulares zj tales que zp — z.
Como deg(f, €, z) es un entero entonces, por la continuidad puntual del grado
establecida en la propiedad (P.7), se infiere que deg(f, (2, z) también es un entero.
Esto no dice mas que, el grado esta determinado por sus valores en funciones de
clase C'! y valores regulares por la identidad antes presentada.

2.3. Variando el espacio

Ya hemos definido el grado en R™, quisiéramos poder extenderlo a espacios de
Banach, primeramente lo haremos para los de dimension finita y posteriormente
infinita, con el grado de Leray-Schauder en el siguiente capitulo. El siguiente paso,
es dar una definiciéon que extienda la definicién ya conocida para las ternas admisi-
bles, ahora en espacios de Banach de dimension finita. En esta seccién denotaremos
por E a un espacio de Banach de dimension finita n.
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Para FE, consideramos el conjunto de ternas admisibles
Ap = {(f,9Q,2)| Q C E abierto y acotado, f € C°(Q, E) y z ¢ f(0Q)}.

Como habra notado el lector, simplemente hemos extendido las propiedades
(H.1)-(H.3), de modo que ahora € es un subconjunto abierto y acotado de E.
Queda entendido que (f,€,z) denotara a una terna admisible, comprendiendo
ahora de este manera las propiedades (H.1)-(H.3) o la nocion de ternas admisibles.

Observacion 2.27 Esta definicion extiende a la ya conocida para A,. &

Sin embargo, hemos utilizado muchas propiedades de los espacios R"”, tales
como la densidad de funciones de clase C'™° en compactos, herramienta no restrin-
gida a R™ por el teorema de aproximacién de Weierstrass, pero hemos utilizado
maés, convergencia en las derivadas, propiedad que hemos tomado del capitulo Re-
gularizacion del Apéndice el cual fué desarrollado s6lo para R™. Esto, aunado a la
definicion de valor regular, que es cierto, podriamos definir en torno a la derivada
de Frechet en espacios de Banach. Mas no es necesario, pues lo que haremos es
continuar trabajando en R™ de cierto modo:

Proposicion 2.28 Sea ¢ : E — R™ el isomorfismo candnico entre E y R™ respecto
a alguna base de E, entonces

(pofor™,0(),0(2) € Ap.

Demostracion. Recordando las propiedades topologicas de los homeomorfismos,
sabemos que  es una funcion abierta (cerrada), con lo que queda claro que p(Q)
es abierto, por otro lado un isomorfismo canoénico es claramente lineal, por lo que
ademas es Lipschitz continuo, esto garantiza que () es acotado. Esto demuestra
que () satisface (H.1).

Denotamos h = o f o ¢~ !, de nuevo utilizando que ¢ es un homeomorfismo
sabemos que h € C%(p(9), R")

©(Q) = p(02U Q) = (02) U p(2) = dp(Q) Up(Q) = ()

1

por lo que h € C%(p(Q),R™). Esto prueba que ¢ o f o ¢~ satisface la propiedad

(H.2).

Para verificar (H.3), queremos ver que

p(2) ¢ h(0p(2)).

Utilizando la propiedad uno a uno de ¢, z € f(99Q) siy solo si p(z) € (o f)(0Q),
pero 9Q = ¢~ 1(0p(Q)). Esto implica, z ¢ f(9Q) si y solo si ¢(z) ¢ h(dp(Q)),
verificando que ¢(z) cumple (H.3). ]

Ahora es claro, que a (f, {2, z) podemos asociarle una terna en A, y por lo tanto

aplicar todas las propiedades antes mencionadas. Con esto en mente, enunciamos
la siguiente definicion.
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Definicion 2.29 Si ¢ : E — R™ es un isomorfismo candnico entre E y R”
respecto a alguna base de E, definimos el grado en E, como

degp(f,€, 2) = deg(po f oo o(), p(2)).

La Proposicion 2.28 le da sentido a la definicion anterior. Sin embargo, queda
ver que degy esta bien definido, es necesario que la definicién no dependa de la base
elegida. Para esto tomemos A := {z1,...,2,} v ' := {y1, ..., yn} dos bases de E y
©1, 2 los isomorfismos candnicos de £ a R™ de las bases A y I' respectivamente.
Definimos,

A=propr! € LRY)
N = 1(9)
Q2 = () = A()

Por la densidad de C*(Q1,R™) N C°(Q1,R™) en C°(€;,R™) podemos encontrar
g1 € CH(Q1,RM)NCY(Q1,R™) y un valor regular z; de g; tal que si go := AogjoA™1
y z2 = Az = pa(z), entonces

dist i\Z ,Qi
llpio fowi—gillo < % (2.32)
dist(p;(2), Q2
lii(e) — =l « L1 TH) (2.33)
para ¢ = 1,2. Veamos porque podemos hacerlo:
lp2o fowy! —gall = lA(pro fopr" —g1)A™H|
<|All-llero foprt —gill - A7
=llerofoert —aill - 1Al - 1A7Y|
(2.34)
Ademas,
lp2(2) = 22|l = [[Apa(z) — Az |
< [|All - le1(2) — 2. (2.35)

Asi, basta encontrar g; tal que

_ . [ dist(e1(2), ) diSt(@z@)ﬁﬁ}
@Ofowl—mooﬁmln{ : -
leve foer —al 3 STA[- [[AT]

y posteriormente por el Lema de Sard, tomar z; valor regular de g; de forma que

le1(2) — 21| < ml’n{diSt(‘pl?Ez)’ Ql)7 diSt(s?é)"zZ'), 0s) }

Entonces (2.34) y (2.35) implican (2.32) y (2.33).
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El Corolario 2.22; (2.32) y (2.33) implican, para i = 1,2, que
deg((pi o f © gpi_l) 807/(9)’ 901(2)) = deg(gia Qia Zl) (236)

Por otro lado como A es un homeomorfismo lineal,
92 ' (22) = {z € R" [ ga(2) = 20}
— {2 €R"|(Aog 0 AV)(z) = Az}
={zeR"[(groA™")(x) ==}
={r eR"|A7 (z) € gy '(=1)}
={z eR" |z € A(g7 ' (21))} = Algr ' (21)). (2.37)
Se concluye, que para todo 2 € A(g; ' (21)),
sgn[Jg, (Az)] = sgn[det(Dg2(Ax))] = sgndet(ADgi (A~ (Az))A™)] = sgulJ,, ()],
por lo que (2.37) nos dice que sgn[J,, (y)] = sgn[J, (z)] # 0 para toda y € g5 ' (22).
Asi, z es valor regular de go. Con esto en mente, calculamos
deg(Q% QQ? 22) = Z Sgn[ng (CE)]
w€g; ' (22)

= Y senlJy(2)]

z€A(gy (1))

> sen[Je(Ay)]

yEgy ' (21)

= > sgnlJy (y)]
y€gy H(=1)

= deg(g1,Q1,21). (2.38)

Juntando las ecuaciones (2.36) y (2.38) obtenemos que

deg(p10 foprt 01(R), 01(2)) = deg(p20 f oy, va(), p2(2)).

Esto dice, que en efecto degy esta bien definido. Como ya hemos visto, degy ex-
tiende al grado usual en R™, por lo que denotaremos degy = deg.

Nota 2.30 Por construccion, degy cumple las propiedades (P.1)-(P.10), con sus
respectivas modificaciones, £ = R™. &

2.4. El Grado de Leray-Schauder

En esta seccion vamos a definir el grado de Leray-Schauder, a saber el grado
para mapeos f € C°(X, X), donde X es una espacio de Banach y f es una per-
turbacion compacta de la identidad, concepto que definiremos mas adelante. Esta
extension del grado es particularmente importante en la teoria de las ecuaciones
diferenciales.
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2.4.1. Motivacion

Es cierto que ya hemos definido un grado topologico para espacios de Banach
de dimension finita. La pregunta es jporque razén estamos motivados a definir un
grado en dimensién infinita? Bueno, consideremos el siguiente problema:

Sabemos que la ecuacion diferencial ordinaria dada por

u(t) = f(u(t)), u(0) = uo (2.39)
si f € C°(R) es acotada y f es Lipschitz continua, entonces el teorema de exis-

tencia y unicidad de Picard-Lindeldf 4 nos dice que localmente existe una tnica
solucion a la ecuacion.

Pero podemos debilitar las hipotesis de existencia un poco mas, pidamos so-
lamente f € CY(R) acotada. Sin suponer continuidad de Lipschitz de f, todavia
se cumple para u € X = C°([0,a],R) que u es solucion de (2.39) si y solo si u es
solucién de

t) = ug —|—/O f(u(s)) ds. (2.40)

Ahora consideremos el operador P : X — X dado por

P =0+ [ 109 o

El lector debe ya haber asociado (2.40) a (2.41), descubriendo que u es solucion
de (2.39) si y solo si u es un punto de fijo del operador P. Aqui es donde entra la
teorfa del grado, pero ;porqué no podemos utilizar el grado que ya hemos cons-
truido? Desafortunadamente X, aunque claramente es un espacio de Banach no
tiene dimension finita. Suponiendo que tenemos un cierto grado de dimension infi-
nita para espacios de Banach, veamos como pudiera esto dar una solucién a (2.39).

Es claro que, u es punto fijo de P si y s6lo si u es un cero de Ix — P. Puesto que
f es acotada consideremos M = || f||x. Si suponemos P(u) = u a priori, entonces
necesariamente para toda t € [0, a] se tiene que

lu(t)| < |uo| + Ma. (2.42)

Esto nos dice que de existir la solucion de (2.39) en [0, a], entonces ||u|x <
r = |ug| + Ma, por tanto todos los puntos fijos de u estan en B,(0,X). Por las
propiedades ya conocidas del grado, quisieramos un grado en dimension infinita
con las mismas propiedades. Pues veamos que es equivalente que u sea soluciéon de
(2.39) en X a pedir que para alguna h > 0 se cumpla

deg(I - Pa Ur+h(OaX)a0) 7é Oa

pues esto aseguraria que P tiene puntos fijos. Esto, por lo tanto nos lleva a querer
definir un grado en dimension infinita para espacios de Banach, al menos para

4Para una demostracion, puede consultar [4] p. 105
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operadores de la forma Iy — P, donde veremos P cumple con tener una imagen
"delgada" para entonces aplicar la idea que veremos en la Proposiciéon 2.31.

Cabe mencionar que como normalmente ocurre, el debilitar las hipotesis tam-
bién deblita el teorema. Dejamos al lector reflexionar sobre la unicidad de la solu-
cion.

2.4.2. El grado de perturbaciones finito-dimensionales de la

identidad

Sean X un espacio de Banach y D un subconjunto abierto y acotado de X.
Sea g : D — X una funcion de la forma

9(z) =z — ¢(x)

donde ¢ € C%(D,F) y F es un subespacio de dimensién finita de X, a estas
funciones Ix — ¢ las llamaremos perturbaciones finito-dimensionales de la
identidad.

Si E es un subespacio de X que contiene a F' denotaremos por gr a la funcién
gr:QNF = F, gr(z) = g(x).

Proposicion 2.31 Si z € F\ g(0D) entonces para cualquier subespacio E de
dimension finita de X que contiene a F' se cumple que

deg(gE,DﬂE,z) = deg(gF,DﬂF,z).

Demostracion. Denotaremos 2 = DNE y O, Og la frontera respecto a los espacios
F, E respectivamente. Utilizando que

Or(QNF)CIOgQNF CODNF, (2.43)

se tiene que z ¢ gr(Or(Q N F)) de donde se sigue que (gr, QN F,2) € Ap,
analogamente para FE. Por lo visto en la Proposicién 2.28, podemos suponer
E =R"F = R™ x {0} ", m < n; seguiremos notando gr y gr a las res-
pectivas restricciones de g.

Sea z € ) tal que gg(z) = z. Esto quiere decir que = ¢(z) + z, por lo tanto
z € QNR™ y en consecuencia gg(z) = gr(r). Esto muestra que g (2) C gp'(2)
y como la otra contencién es trivial, se tiene

9z (2) = g5 (2). (2.44)

Podemos suponer QNR™ # (§, de otro modo, g'(z) = 0 y por (2.44), g5*(2) = 0.
Como siempre, podemos suponer ¢ de clase C!' y supongamos adicionalmente que
z es un valor regular de gp. Para x € gEl (z), la representacion matricial de Dgg(x)
es de la forma:
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gp(x) O
0 Ign-m
donde,
gr = (ajgiE)i,jE{l,...,m} € R™ x R™,
C = (0j98)je{Mt1,...n}ie{1,...m}y € RT x R"™™,
Asi,

Jye (@) = det(Dgr (@) - Tan-m) = Jy (@), (2.45)

lo que nos dice que x es también un valor regular de gg. Utilizando la definicién del
grado para valores regulares y funciones de clase C!, la propiedad (2.44) implica

deg(gE7Q7Z) = Z Sgn[']gE(w)] = Z Sgn[JgF ({L‘)] = deg(gF7Q ﬂRm,z),

w9y (2) zegp' (2)

que prueba el resultado cuando z es valor regular de gr. En el caso en que z
no es un valor regular de gr, podemos usar el lema de Sard para construir una
sucesion (zx)52, de valores regulares de gp, y por (2.45) también de gg, y utilizar
la propiedad de continuidad puntual del grado de modo que

deg(gp, €2, 2) = lim deg(gp, Q, z)
k—o0
= lim deg(gr, QNR™, 2;)
k—oc0
=deg(gr, 2NR™, 2).
Esto prueba que
deg(gr, DNR", z) = deg(gr, D NR™, 2).

Corolario 2.32 Siz € F\ g(0D) y E1, Ey subespacios de Banach de dimension
finita de X que contienen a F y z, se tiene

deg(gg,, D N E1,2) = deg(gg,, D N Ey, z). (2.46)

Demostracion. Se tiene FF C E1NEyy z € E1NE5. Aplicando la Proposicion 2.31,
deg(gg,, DN E1, z) = deg(9r,nE,, DN E1 N Ea, 2) 1=1,2.
Se concluye que,
deg(gg,, DN E1,z) = deg(gp,, D N Ea, z).
]

El corolario anterior nos garantiza que la siguiente es una buena definicién del
grado para una perturbacién finito-dimensional de la identidad en un espacio de
Banach X.
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Definiciéon 2.33 (Perturbaciones finito-dimensionales) Si z € X \ ¢(dD)
definimos el grado de g como

deg(g, D, 2) = deg(gs, DN E, 2),
donde E es cualquier subespacio de dimension finita de X que contiene a F' y a z.

Observacion 2.34 Esta definicién extiende a la ya conocida para espacios de
Banach, pues f — Ix es una funcién con imagen de dimension finita en un espacio
X de Banach de dimension finita. O

2.4.3. Definiendo el grado de Leray-Schauder

Sean D un subespacio abierto y acotado de una espacio de Banach X, no es
necesariamente de dimensién finita y S : D — X un operador de la forma

S=1-T

donde I := Ix es la identidad en X y T es un operador compacto, a estos operado-
res los llamaremos perturbaciones compactas de la identidad y denotaremos
por PK(D, X) al conjunto de perturbaciones compactas de la unidad que van de
D a X. En esta subseccion se utilizan definiciones y resultados demostrados en el
Apéndice D.3, por lo que se recomienda una lectura previa de éste si no se esta
familiarizado con la teoria de operadores compactos.

Sea z ¢ S(OD). Un operador continuo de la forma S = I — T con dominio
cerrado y acotado es una aplicaciéon cerrada, cuando 7' es un operador compacto.
De este modo, es facil ver que S(9D) es cerrado y por lo tanto

r = dist(z, S(0D)) > 0.

Por otro lado, es sabido que existe una sucesion (T )32, € C(D, X), tal que
T, — T uniformemente en D y

Tx(D) C Ey C X, donde dim(E}) < oo, (2.47)

(ver Lema D.11). Vamos a definir el grado de I — T como el limite de los grados
I — Ty que ya hemos definido en la secciéon anterior.

Sea Ty, — T cumpliendo (2.47) y sea Sy, = I — T}. Si tomamos k tal que

sup [|T'(z) — Ty (x)[| <, (2.48)
zeD

se infiere que z ¢ Si(0D) y por lo tanto tiene sentido considerar deg(I — Ty, D, z)
con la definicién anterior. Observando que para un espacio de dimension finita F,
el generado como espacio de Banach de F y {z}, < E, z >, sigue siendo de dimen-
si6n finita, motivamos la definicién de Leray-Schauder. Pero primero, como ya es
costumbre, extendemos de manera definitiva la definicién de las ternas admisibles
para espacios de Banach en general.
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Definicién 2.35 Sea X un espacio de Banach. Denotamos,
Ax :={(S,D,z)| D C X abierto y acotado, S € PK(D,E) y z ¢ S(0D)},
el conjunto de ternas admisibles en X.

Observacion 2.36 Esta definicion extiende a la ya conocida para espacios de
Banach X de dimensién finita, ya que, Ix — f es un operador compacto. <&

Definicién 2.37 (Grado de Leray-Schauder) Si z ¢ S(0D) definimos el grado
de Leray-Schauder de S como

deg(S, D7 Z) = deg(I - Tk7 D7 Z)?
para cualquier Ty, que satsiface (2.47) y (2.48).

Observacion 2.38 El grado de Leray-Schauder extiende al grado para espacios
de Banach de dimension finita. Ademés cumple (P.1)-(P.10) con sus respectivas
modificaciones, para (P.5) con homotopias h € PK(D, X), es decir perturbaciones
compactas de la identidad. &

So6lo queda checar que esta definicion no depende de la aproximacion de Tj.
Sean T; tales que cumplen (2.47) y (2.48) y sean E; subespacios de dimension
finita de X que contenien a z tales que T;(D) C E;, i = 1,2. Sea F = E; + E»,
usamos la Definicion 2.33 para obtener

deg(S;, D,z) = deg((S;)g, DNE, z) (2.49)
para ¢ = 1,2. Como 0(DNE) C 9D N E, se tiene que dist(z,S(O(DNE))) > r
Consideremos la homotopia

h(t,z) = (1 =1)S1 () + t92(x),

entonces para z € 9(D N E), se tiene

1At 2) = 2| = I(1 = 1)1 (2) + tSa(x) — z||
= [(1=1)(S1(x) = S(x)) + t(S2(x) — S(x)) + 5(z) — 2|
2 [|S(z) =zl = (1 = )[[(S1(x) = S() || + ¢ (S2(x) — S(@))])
= [[8(z) = 2 = (A = (T2 () = T(@))| + tI[(To(z) — T(x))]])
>r—r=0.

De donde se sigue que z ¢ h(t,0(D N E)) para toda t € [0, 1], por lo que h es una
homotopia admisible y por (P.5) tenemos

deg((S1)m, D 1 B, ) = deg((S2) E, D N E, 2), (2.50)
por (2.49) esto prueba que
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deg(I — Ty, D, z) =deg(I — T, D, 2), (2.51)

y por lo tanto deg(S, D, z) no depende de T}, ni de Fy, es decir no depende de las
aproximaciones ni de los subespacios de dimension finita que contengan la imagen
de las mismas.

Lo anterior, aunado a la definiciéon del grado de Leray-Schauder y la Nota 2.3
nos permite definir el grado en un espacio de Banach X como la tnica aplicacion
continua G : Ax — Z, que cumple las propiedades (P.1), (P.4) y (P.5).

2.4.4. El teorema del punto fijo de Schauder

Lema 2.39 Si X es un espacio de Banach y A C X es relativamente compacto
entonces conv(A) es relativamente compacto.

Demostracion. Sea (z;) una sucesion en conv(A), es decir de la forma
Zn = (1 — ti)ai + tb;

donde a,,b, € Ay t, € [0,1]. Por ser A relativamente compacto y [0,1] un
compacto existen subsucesiones (a;, ) de (a;), (b;,) de (b;) y (¢;,,) de (t;) y puntos
x,y € X, t€l0,1] tales que a;, — x,b;, > yen X yt;, —ten|0,1]. Por tanto,

zip, > (1—t)x+ty en X.

Esto prueba que conv(A) es relativamente compacto. ]

2.40 Teorema del Punto Fijo de Schauder. Sea X un espacio de Banach,
K C X no wvacio, cerrado, acotado y convero u homeomorfo a un conjunto con
estas propiedades. Si T : K — K es un operador compacto, entonces T tiene
puntos fijos.

Demostracion. Por el teorema de Tietze-Dugundji, existe una extension continua
G: X — X de T tal que
G(X) Cconv(T(K)) C K,

ya que conv(T(K)) C conv(K) = K.

Como K es acotado, existe r € N tal que K C U, y por lo tanto G(z) ¢ S,
para todo z € X. De lo anterior, deducimos que G(x) # x para todo = € S, y de

esto, que 0 ¢ (I — G)(9U,).

Veamos que la restriccion de GG a B, es un operador compacto. Sabemos que
T(K) es relativamente compacto y por el lema anterior conv(A) es relativamente
compacto. Como

G(By) C G(X) C conv(T(K)),

se sigue que G(B,) es relativamente compacto, ya que, la propiedad de ser rela-
tivamente compacto se hereda a subconjuntos. Asi, la restriccion de G a B, es
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un operador compacto. Por la Definicién del grado de Leray-Schauder, podemos
considerar deg(l — G, U,,0).

Escribimos G = G|, y definimos la homotopia h € PK([0,1] x B,, X) dada por:

h(t,z) = (I — G)(z) + tG(x),

Observemos que para toda x € Sy, ¢t € [0, 1] se tiene

1A, 2)[| = (I = G)(x) + tG(2)]|
> [1(@)] = (1 =) G ()]
>r—r=0,

pues G(B;) C K C U,. Es claro entonces que 0 ¢ h(t,S,) para toda t € [0,1].
Esto implica que h es admisible y por (P.5) se tiene que

deg(I — G,U,,0) = deg(I,U,,0) = 1.

Concluimos la prueba observando que (P.2) nos dice que I — G tiene puntos fijos
en U,, pero cualquier punto fijo z € U, de I — G cumple © = G(z) € K y por lo
tanto = T'(x), es decir T tiene puntos fijos.

Usando que los homemorfismos son operadores compactos y composicion de
operadores compactos es compacto, al igual que en el teorema del punto fijo de
Brouwer se demuestra para conjuntos homeomorfos a conjuntos no vacios, cerrados,
acotados y convexos. ]



CAPITULO 3

Oscilaciones forzadas de segundo orden

3.1. Introduccién y enunciado del teorema

El resultado principal del articulo On Schauder’s Fized Point Theorem and
Forced Second-Order Nonlinear Oscillations publicado por A. C. Lazer en el ano
de 1968, signific6 un nuevo método para establecer la existencia de soluciones pe-
riddicas de ecuaciones diferenciales no lineales aplicando el teorema del punto fijo
de Schauder. Comenzaremos dando algunas definiciones necesarias para enunciar
el resultado principal.

Sea T > 0.

Definiciéon 3.1 Una funcion k : R — R se llama T-periodica si k(T +t) = k(t)
para toda t € R. Denotaremos por

Pr={fcC'%R)| f(t+T) = f(t) para toda t € R}

al espacio de las funciones continuas y T-periddicas.

Proposicién 3.2 Pr con la norma

£l pr = mix [F ()] = Sﬁplf(t)\ = [[flloo

te(0,1

es un espacio de Banach.

Demostracion. Primero veamos que con esta norma podemos identificar Py con el
subespacio H de C°([0,T)), donde:

H={f e C0.1])| f(0) = (1)},

37



38 3. OSCILACIONES FORZADAS DE SEGUNDO ORDEN

el cual es cerrado en CY([0, T)), esto es claro pues para toda sucesién convergente
(fx) C H, se tiene

m fi(0) = lim fi(T)

k—o0 k—o0

y por lo tanto es un espacio de Banach. Claramente, i : Pr — H dada por
i(f) = flom

es una funcion inyectiva tal que [|i(f)||cc = ||f|lco- Veamos que la imagen de i es
todo H. Sea w € H. Definimos,

W(t) = w(t — |t/T|T) teR.

Puesto que w es continua en [0,7] y W(0) = W(nT) para toda n € Z, entonces
W € C(R) y por construccion W € Pr, ademés es claro que w = i(W). Esto
prueba que ¢ es una isometria de espacios de Banach entre Pr y H. [

Recordemos que el teorema de Arzela-Ascoli, se limita a familias de funciones
sobre espacios compactos por lo que no es posible aplicarlo a Pr, sin embargo el
resultado anterior nos permitird dar una versiéon del teorema para Pr.

Lema 3.3 Si X C Pr es equicontinuo y uniformemente acotado, entonces X es
relativamente compacto.

Demostracion. Recordemos de la proposiciéon anterior que
i
PT = H.
Sea X C Py, consideremos:
X -5 i(X) = H < C°([0,T))
y supongamos que X es una familia equicontinua y uniformemente acotada.

Existe M € RT tal que para toda f € X se tiene que

(oo = [[flloe < M,

por tanto i(X) es uniformemente acotado. Sea zo € [0, 7] y € > 0. Entonces, por
equicontinuidad de X, existe ¢ tal que para toda f € X

If(z0) — f(z)] <e si |zo —z| <.
En particular,
i(f)(20) —i(F)(2)] = [f(20) = f(2)| <& sl [z2—2|<dy 2€[0,T],
como zp € [0, T] arbitrario, esto implica que i(X) es una familia equicontinua de H.
Puesto que [0, 7] es compacto e i(X) C C°([0,T]), podemos aplicar el teorema

de Arzela-Ascoli a i(X). Concluimos que i(X) es relativamente compacto y, por
la Nota 1.2 (b), se cumple que X = i~1(i(X)) es relativamente compacto. |
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Notacion 3.4 Durante este capitulo escribiremos

Definicién 3.5 El promedio de una funcion continua y T-periddica f: R — R
se define como

T
7= (/1) / f(s)ds € R,

denotaremos por
Qr={fePr|f=0}

al conjunto de las funciones continuas y T-periddicas con promedio cero.

sen x+1

Figura 3.1: Ejemplos de funciones en Pr y Q.

El objetivo de este trabajo es investigar la existencia de soluciones T-peridédicas
de la ecuacién

&+t + g(x) = k(t) (3.1)
donde,
(a) ceR,
(b) k€ Qr,
(¢) g:R — R es una funcion continua tal que zg(x) > 0 para |z| suficientemente
grande,

(d) g(x)/z — 0 cuando |z| — cc.
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<

Figura 3.2: Una funcion racional que cumple (c) y (d).

Note que otra manera de caracterizar la propiedad (c) cuando la desigualdad es
estricta es pedir que exista R € RT tal que

deg(g, B-(0),0) =1,

para toda r > R, lo que nos dice que la funcién g puede hacer practicamente lo que
sea en un cierto rango acotado pero debe tener signos distintos fuera del mismo,
como observamos en la Fig. 3.1.

Veamos pues, un ejemplo del tipo de funciones g y k en la ecuacion (3.1), de
la cual, este trabajo garantiza la existencia de una soluciéon T-periodica.
Y 25 4

25

Figura 3.3: go(z) Figura 3.4: k(t)

Ejemplo 3.6 Consideremos las funciones k, g, dadas por

k(t) = sen(t),
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ga(z) = sgn(z) |z|* a € (0,1).

Para cada «, estas funciones satisfacen las condiciones (b)-(d) con T = 27.

3.2. Enunciado y demostracion del teorema

Demostraremos el siguiente resultado debido a A. C. Lazer [13].

Teorema 3.7 (A.C. Lazer) Sea k € Qr. Si g es continua, y
g(x)/xr =0 cuando |x| — oo, (3.2)
y ademds existe un numero b tal que
zg(z) >0 para |z|>0b, (3.3)
entonces para todo nimero c la ecuacion diferencial
i+ ci+ g(x) = k(t)
tiene al menos una solucion T-periddica.

Primero vamos a reducir la ecuacion (3.1) a dos casos esenciales, cuando ¢ = 0
0 ¢ = 1. A partir de esto, buscaremos expresar la soluciéon de la ecuaciéon como un
problema de punto fijo, segtin el caso, para lo cual vamos a construir un subcon-
junto convexo de un espacio Banach apropiado y un operador compacto, esto nos
permitira utilizar el teorema de punto fijo de Schauder y asi garantizar la existen-
cia de soluciones T-periédicas y de promedio cero de la ecuacion (3.1).

Sean k € Q7 y g € C°(R) funciones que satisfacen las hipotesis del teorema y
b como en (3.3).

3.2.1. Version funcional del problema parac=0y c=1

Demostraremos algunos lemas técnicos que facilitaran la construcciéon de la
version funcional de nuestro problema para los casos antes mencionados.

Lema 3.8 Siz € CY(R) N Pr satisface

t
x'Jrcz:/ f
0

para f € C°(R), entonces x € C*(R) N Pr y satisface
Z+ck = f(t).

Demostracion. Si x € CY(R) y

i) = [ s ex(t),
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entonces & es derivable en todo punto. Derivando, obtenemos

Z(t) = f(t) — ci(t).
De manera que z € C*(R) y f € C°(R) implican que # € C?(R) y cumple:

&+t = f(t).

Lema 3.9 Si feQr y

/f

entonces I(f) € Pr y [[I(f)]| < (T/2)||f]-

Demostracion. Observemos que, con el cambio de variable u = s — T,

/:Ft+Tf(s)ds:/:Ft+Tf(8—T)dsZ/Otf(u)du

Como f € Qr, se tiene

nwen= [ sas= [ st [ seas= [ sea=100,

esto prueba que I(f) € Pr.

Se tiene que

IO 5@ ds << ZI e 0T/

Por otra parte, como f € Qr,

T
+/t F=0 Vtel0,T]

y, en consecuencia,

<@-olfl < Ifl vee /2T

[

11G7) = mis T < 5 171

te[0,T]

(B =

Concluimos que

El Lema anterior asegura que el operador lineal I : Q1 — Pr esté bien definido.
Claramente, la desigualdad anterior muestra que I es continuo.
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Lema 3.10 Si FF € Pr y
L, [T
GIF)(t) = [T —1] / et P (s) ds,
t

entonces G(F') € Pp, ||G(F)| < ||F|| y G(F) es solucion de la ecuacion diferencial

i+ x=F(t).

Demostracion. Usando que F(s) = F(s —T) y el cambio de variable u = s — T,
tenemos

1 2T+t
GF)(t+T)= / e TE(s —T)ds
T+t
1 T+t
7 e tE ) du= o),
t

y por lo tanto G(F') € Pr.
Para ver que |G(F)|| < ||F||, observemos que para toda t € R tenemos

T -1 s s—t T -1 s s—t
et —1] e’ T'F(s)ds| < [e’ —1] e’ "||F| ds
t t

]
= =g IFI = 1P

En consecuencia,

1G] = max |GE)E] < 7]

Consideremos las siguientes funciones:

p:R—>RxR
t— (t,1),

b:RxR—R
T+u
(u,v) — [T — 1]_1/ e’ F(s)ds.
Entonces G(F) (t) = Vb (p(t)) - ¢'(t), de modo que
(eTF(t +7T)—F(¢t),— /T+t e*tF(s) ds) -(1,1)
. T+t
=l —1] (eTF(t) — F(t), —/ et (s) ds) -(1,1)

. T+t
=T —1] ([T = 1)F(¢), —/t e TF(s) ds> -(1,1)
= F(t) = G(F)(t)
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y por lo tanto G(F) + G(F) = F(t), lo que nos dice que G(F) es solucion de
T4z = F(t).

Lema 3.11 Si f € Qr y H(f) = G(I(f)), entonces H(f) € Pr y
IHAOI < IO <T/20f]]-
Ademds H(f) es de clase C? y es solucion de la ecuacion

B4 i= f(t).

Demostracion. Por los Lemas 3.9 y 3.10 se tiene que:
feQr=1(f) e Pr = H(f) = G((f)) € Pr,
IGAUNI < TN <T/2]f]-

La desigualdad anterior implica que H : Q7 — Pr es continua. Ademaés, por el
lema anterior, z = H(f) € Pr N C*(R) y es solucién de la ecuacion

t
ita=I1(H)() :/ .
0
El Lema 3.8 nos dice que z € Pr N C?(R) y es solucién de la ecuacion
Z+a=f(t).
|

El siguiente resultado relaciona al operador H con el problema que nos interesa
cuando ¢ = 1.

Corolario 3.12 Siz € Pr ya € R son tales que k — g(z) € Qr y

v =H(k—g(z)) +a,
entonces x es de clase C? y satisface

i+ i+ g(x) = k().
Demostracion. Consideremos la funcion x := z—a = H(k—g(z)). Como k—g(x) €
Q7 el Lema 3.11 implica que x es de clase C? y

L(t) + &(t) = X(t) + x(t) = k — g().

Por tanto z es de clase C? y satisface la ecuacién

i+ @+ g(x) = k(1)

Si f € Pp, denotamos
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Lema 3.13 Si f € Qr y S(f) = I(I(f)), entonces S(f) € Pr y

sl < 2
Ademds, S(f) de clase C? y solucion de la ecuacion
&= f(t).
Demostracion. Por el Lema 3.9,
I(f) € Pr=I(f) € Qr = S(f) = I(I(f)) € Pr,

ISCHIT = IZENI < @/ < TILHI < (T2 /2)]1 11
Observemos que z = S(f) € Pr N C*(R) cumple

i=$([7m)=év—uﬁ

El Lema 3.8 implica que z € Pr N C?(R) y cumple la ecuacion

i = f(t).

Corolario 3.14 Sixz € Pr ya € R cumplen que k —g(z) € Qr y
x=a+ Sk —g(x)),
entonces x es de clase C? y satisface la ecuacion
4+ g(x) = k(t).

Demostracion. Consideremos la funcion ¢ = x —a = S(k—g(x)). Como k —g(x) €
Qr el Lema 3.13 implica que ¢ de clase C? es tal que

b= k(t) - g(a).
Pero )
=0,
por lo que
I+ g(x) = k(t).

Se sigue que © = ¢+ a es una solucion T-periddica de clase C? de la ecuacion (3.1)
para el caso ¢ = 0. ]

Para resolver los casos ¢ = 0,1 de la ecuacion (3.1), todo se reduce a encontrar
x € Pryaé€ R como en los Corolarios 3.12 y 3.14. Esto, como veremos en la
siguiente seccién, nos garantiza la solucién para cualquier ¢ € R.
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3.2.2. Reduccidén de la ecuacién (3.1) a los casos ¢ = 0,1

La ecuacion
&+ et + g(x) = k(t)

tiene esencialmente 2 casos: cuando ¢ = 1 y cuando ¢ = 0.
El resultado que veremos a continuaciéon garantiza que si sabemos resolver las

ecuaciones de la forma
4z + g(x) = k(t)
que cumplan las hipotesis del Teorema 3.7 para cualquier 7' > 0, entonces podemos

resolver el problema para toda 0 # ¢ € R.

Proposicion 3.15 Si para toda T > 0, y para k,g como en el Teorema 3.7 la
ecuacion
T+2a Jrg(x) = k(t)

tiene una solucion T-periddica, entonces para toda c € R, ¢ #0, T >0 y para k, g
como en el Teorema 3.7 la ecuacion

i+ ci 4 g(x) = k(t)
tiene una solucion T-periddica.

Demostracion. Dada una funcién z € C%(R) y ¢ # 0, definimos
y(s) = z(sch).

Entonces y € C%(R) cumple

En consecuencia, )
§(s) +9(s) = 5 (&) + ci(t)).

k(sc™1)

- Entonces

Sean § := c% y k(s) = )

i+ ci 4 g(x) = k(t)

si y solo si

Si T := |¢| T, entonces
y(s +T) = a(se™ £T) = a(sc™") = y(s),

es decir, y € P; si y sélo si € Pr. Usando el teorema del cambio de variable
para t = sc” !, se tiene

/OTy<5> ds = /OT w(sc™t)ds = c/OT/Cx(t) dt = c/OT a(t) dt.
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Por tanto, se tiene y € Q4 si y solo si z € Qr. En particular, ke Q4 siy sélo
si k € Qp. Claramente, § satisface (3.2) y (3.3) si y solo si ¢ satisface dichas
condiciones. Esto prueba la proposicion. ]

De este modo hemos reducido la solucién de la ecuacion (3.1) a los casos ¢ = 1
yc=0.

3.2.3. Algunas estimaciones

8(x)

Figura 3.5: Una funcién g que cumple (3.2).

Lema 3.16 Si g€ C°(R) es tal que

9(z) 0

T

cuando |x| — oo

entonces, para cualquier € > 0 existe un nimero Ry(e) tal que
lg(x)| <eD  si D>Ri(e) y |a| < D. (3.4)

Demostracion. Si r(e) es tal que |g(z)/x| < € para |z| > r(e), entonces aprove-
chando que g es continua y B, () compacto tomamos

M = max{|g(z)| : [z < r(e)}

y definimos
Ry (e) := méax{r(e), M/e}.
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Hay dos casos, |z| < r(¢) 6 |z| > r(e). Si |z| < r(e), entonces |g(z)] < M =
e(M/e) < eRi(e) < eD. Si|z| > r(e), entonces |g(z)/x| < € lo que implica que
lg(z)] <ela| <eD. n

Lema 3.17 Si 8 € R y o < 1 entonces existe Ry(f,a) € R tal que
B+ta<t Vit > Ra (B, ).

Demostracion. Sea f(t) = (1 — a)t — 8. Entonces f'(t) =1 —« > 0 para todo ¢, y
f(-£-) = 0. Por tanto,

e’

20 izl Ry a)

Definicién 3.18 Para C' > 0, tomamos § = 6(C') tal que 0 < § < min{1/3,1/(3C)}
y definimos

D= D(C) :méx{l f%, b+1(303/?5||k,31(5)} (3.5)

Con Ry como en el Lema 8.16; b y k como en las hipdtesis del Teorema 3.7.

Lema 3.19 El numero real D tiene la siguientes propiedades:
(a) |g(z)| <D si |z| < D,
(b) b+3m < D, donde

m :=m(C) = méx {5D, %Hk” + C’5D}. (3.6)
Demostracion. Observemos que 36,3C40 < 1. Asi
b 3C b+ (3C)/2)| K|
R2(b’36)_1—36 Y R2<b+ 5 ||k||,3C’5>— T 305

Se sigue que las propiedades (a) y (b) son consecuencia inmediata de las definicio-
nes de R; y Rs. [ ]

De ahora en adelante, dada C' > 0, supondremos 0, D y m como en (3.5) y
(3.6) respectivamente.

3.2.4. El problema de punto fijo

Sea N : Pr — R a la funcion dada por

T
N(G):go@:%/o (go0).

Notaremos

G(0):=gol—N(0) € Qr.
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Lema 3.20 La funcion N : Pr — R es continua.

Demostracion. Sea (f,,)5%; C Pr una sucesion de funciones tal que f, — f* € Pp
cuando n — oco. Asi, existe M > 0 tal que (f,) C B (0, Pr). Por otro lado g es
continua en R y entonces K := méx,ep,, o,r) |9(z)| < 0o. De lo anterior se sigue
que

ol <K <00 Va,

lo que implica que K € L([0,T]) domina a la sucesion (g(f,)) € L*([0,T]) que
por continuidad de g converge a g(f*) alli. El teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue nos dice que

T T T
Iim N(fn)z% Iim (gofn):%/o lim (gofn):%/o (gof*)=N(f").

n—oo n—roo 0 n—oo

Esto prueba que N : Pr — R es contiua. ]

Observacion 3.21 El Lema 3.19 implica que, para todo 6 € Pr con ||0]] < D,
se tienen las siguientes cotas

lg o8]l < oD,
|IN(0)] <D,
19(0)]] < 26D.

<

Sea L : Q7 — Pr N CY(R) un operador tal que existen Cy,Cy > 0 con las
siguientes propiedades:

C
OIS ¥feQr, (3.7)

L)

En el problema que nos intersa los operadores H y S jugaran el papel de L.

< Co| £l VfeQr. (3.8)

Lema 3.22 El conjunto Y := {L(k — g(0)) |6 € Pr,||0|| < D} con D := D(Cy)
es relativamente compacto en Pr.

Demostracion. Por el Lema 3.3, basta probar que Y es equicontinuo y uniforme-
mente acotado.

Consideremos D := D(C1),0 := 6(C1) y m := m(Ci) como en la Definicién
3.18 y el Lema 3.19.

Sea (vy,) = (L(k — g(0,)) C Y una sucesion, de modo que (6,,) C Pr son tales
que ||0,]] < D. Entonces (k— g(6,)) C Qr y por (3.6), (3.7) y la Observacion 3.21
se cumple que

. C _ C
lonll = 120k = §8)1  SH1Kk = 360 < SH(IK] +26D) < m
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por lo que v, es uniformemente acotada. Por (3.8)

Cg2m
Cl = 037

pra

4,
at "

d 5 5
_ H Lk g(en»H < Gullk - §(6.)]] < Cal(Ik]| + 26D) <

Por el teorema del valor medio para derivadas, para cada z < y y cada n € N,
existe &, € (z,y) tal que |v,(y) — v, ()] = |(dv,/dt)(&n)] |y — z|. Por lo tanto para
todos < y € R y para toda n € N, se tiene que |v,(y) — vn(x)| < Cs |y — x|. Sea
e > 0. Escogemos § = ¢/2C5. Si |y — x| < 4 entonces |v,(y) — v, (z)| <e/2 <elo
que nos dice que (vy,) es una familia equicontinua en Pr. ]

El espacio X := Pr x R con las operaciones y la norma usual para el producto
de espacios de Banach, es decir si (6,a), (01,a1),(02,a2) € X y A €R

)\(01, al) =+ (92, (ZQ) = (/\91 + 02, Aap + ag),
100, a)llx = 0] + |al

resulta ser un R-espacio de Banach ya que Pr y R lo son.

Definicion 3.23 Para C > 0 definimos el conjunto
E:=E(C) ={(0,a) € X|[|0]| < D(C),la] <b+2m(C)}.

El conjunto E definido es el producto de la bola con centro en 0 y radio D =
D(C') en Pr con el intervalo [—(b+ 2m),b + 2m]. En consecuencia, E es cerrado,
acotado y convexo. Ademés (0,0) € E(C) para toda C > 0, por lo que E # (.

Definicién 3.24 Definimos el mapeo A : X — X como A[(0,a)] = (0*,a*), donde

0" = a+ Lk — §(0))

a*=a— N(0%) (39)

Por la definicion de L, L(k—g(0)) € Pr y por ser a constante, a+ L(k—g(0)) =
0* € Pr. Ahora, puesto que * € Pp,0* es continua y por tanto N(6*) < oo, de
manera que a — N(6*) = a* € R. Por lo anterior, (0*,a*) € X y por tanto A esta
bien definido.

Proposicion 3.25 Para E := E(C}), donde Cy como en (3.7) se cumplen:
(I) A(E)CE
(IT) A(E) es relativamente compacto

Es decir, A: E — E es un operador compacto.

Demostracion.

(I) Consideremos (6,a) € E. Por la Definicion 3.23, la propiedad (3.7), el Lema
3.19 y la Observacion 3.21 se sigue que para D := D(Cy),0 := 6(Ch) y
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m :=m(C1) se tiene

1071 < fal + [ L(k = g(0))]]
< (b+2m) + (C1/2)[[k — g(0)]
< (b+2m) + (C1/2)||k|| + C16D < b+ 3m < D. (3.10)

Como
D=R(5) y [0 <D,

la Observacion 3.21 implica

T
7| o

IN(6")] = < 6D <m. (3.11)

Si |a] < b+ m, entonces (3.11) implica que |a — N(6*)| < b+ 2m, y por lo
tanto

a€[-(b+m),(b+m)]=a" €[-(b+2m), (b+2m)]. (3.12)
Por la forma de A dada en (3.9),
10° —all = LGk — (@) < S (K] +26D) < m,
lo anterior nos dice que para toda t € R
a—m<0*(t)<a+m
por lo que

a>b+m = 0 @t)>a-m>2b+m—-—m=0b
a<—(b+m) = 6@ <a+m<—-(0b+m)+m=-b

Recordemos la propiedad (3.3), que dice
zg(z) >0 para |z|>Db.

Entonces para toda t € R, a > b+ m implica 6*(t) > b y por (3.3) se
tiene ¢g(0*(t)) > 0, a < —(b + m) implica 6*(t) < —b y por (3.3) se tiene
g(0*(t)) < 0. Asi, por (3.11) se sigue que

b+m<a<b+2m=>b<a—N(6")<a<b+2m,
—(b+2m)<a<—(b+m)=—-(b+2m)<a<a— N(0") < -b.
Por lo tanto,

a € [b+m,b+ 2m] implica a* € [b,b + 2m)|

ac[-(b+2m),—(b+m)  implica a* € [—(b+2m),—b] (3.13)

(3.10)-(3.13) implican que (6*,a*) € E. Esto demuestra A(E) C E.
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(II) Basta probar que para toda sucesion ((6},ar)) C A(E) existe una subsuce-

sion ((0 ,a’ )) convergente en X. Sea entonces (A[(0n,an)]) = ((65,a}))

ng’ Nk n»-'n
una sucesion en E. Como |a,| < b+ 2m para todo n, existe una subsucesion

(an,) tal que a,, — a € R cuando k — oo. Como ||6,, || < D el Lema 3.22
implica que existe una subsucesion de (6., ), a la que para no complicar méas
la notaciéon continuaremos denotando por (6, ), tal que

Lk—g(0,,)) = ¢ en Pr.

Por tanto,
O = any + L(k = §(0n,)) = a+ =10 Pr

respecto a la norma definida en Pr. Como NN es continua, se tiene que
al, =an, —N@O,)—>a+N@O) =ack
Concluimos que (6,4) € X,y

i (165, a7,) — (B.6)x = N (165, ~ Ol +|a;, —a]) =0.

Por lo tanto ((6}, a’)) tiene una subsucesion convergente en X. Como supu-

simos ((6,a?)) arbitraria, esto prueba que A(FE) es relativamente compacto.

Estamos listos para probar el resultado principal de esta subseccion.

Teorema 3.26 Sea L : Qr — PrNCY(R) un operador que satisface (3.7) y (5.8).
Entonces existen © € Pr y a € R tales que

gox =g(z) € Qr,
a+L(k—gozx)==x.

Demostracion. E := E(C4) es un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo
del espacio de Banach X. Por la Proposicién 3.25, A : E — E esté bien definido
y es un operador compacto. Por el teorema del punto fijo de Schauder existe al
menos un punto fijo de A, es decir, existen & € Pr y a € R tales que

¥ =a+ Lk - g(x)) ==,
a*=a— N(z%) =a.

De estas igualdades se sigue que N(z) = N(z*) = 0. Por tanto,
gor=g(x) € Qr

y entonces
a+L(k—gozx)=ux,

como afrima el enunciado. [ ]
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3.2.5. Demostraciéon del teorema principal

Consideremos la ecuacion
Z+ct+g(x) = k(t),

donde los datos cumplen las hipotesis del teorema 3.7. Tomemos en consideracién
los tres casos posibles:

Caso 1 (¢ = 1). Recordemos el operador H definido en el Lema 3.11,

H: Qr — Pr N C?(R) satisface

TR

| H0| < 1) - O < 1N+ 1) < T

Por lo que H cumple (3.7) y (3.8) para C; = T,Cy = T. De modo que por el
Teorema 3.26 existen z € Pr y a € R tales que

gox=g(z) € Qr,
a+H(k—gox)==x.

El Corolario 3.12 implica que € Pr N C?(R) tal que es solucion de la ecuacion
i+ x+g(x) = k(t).
Esto resuelve el caso ¢ = 1.

Caso 2 (¢ = 0). El operador definido en el Lema 3.13,

S : Qr — Pr N C?(R) satisface

2
ISCI < S

|50 <1ieon <2 < zisn.

Por lo que S cumple (3.7) y (3.8) para C; = T?,Cy = T. De modo que por el
Teorema 3.26 existen € Pr y a € R tales que

gox=g(r) € Qr,
a+ H(k—gozxz)=ux.

El Corolario 3.14 implica que x € Pr N C?(R) tal que es solucién de la ecuacion

i+ g(x) = k().
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Esto resuelve el caso ¢ = 0.

Caso 3 (¢ € R\ {0}). Como a lo largo de este capitulo hemos considerado
g, k arbitrarias, el Caso 1 y la proposicién 3.15 garantizan que existe z € C?(R)
solucion de la ecuacion

i+ ci+ g(x) = k(t),

para toda ¢ € R\ {0}.

Hemos concluido la prueba del teorema principal del articulo tratado por A.
C. Lazer en 1968, hemos demostrado la existencia de soluciones periédicas para
oscilaciones forzadas de segundo orden. El siguiente corolario ofrece condiciones
para una generalizacion de este resultado.

Corolario 3.27 Si g, como en el Teorema 3.7, tiene limites
g(Fo0) ;= 1m ¢(t)

y f € Pr, entonces la ecuacion
&4 ct+ g(x) = f(t),

tiene al menos una solucion T-periddica siempre que

g9(=00) < f < g(0).

Demostracion. Ponemos f:=f—f € Qry G := g(z) — f. Se sigue que G cumple
las condiciones del Teorema 3.7 y por lo tanto existe una soluciéon T-periodica de
la ecuacion R

Z+4ct+ Gx) = f(t)

que es equivalente a la ecuacion

i+ ci 4 g(x) = f(t).



APENDICE A

Teoria de regularizacion

La existencia de funciones suaves juega un papel muy importante en teoria del
analisis no lineal. En esta seccion daremos la construccion de funciones ¢ € C*°(R)
con soporte compacto y tales que

/R Clleldr=1.

A estas funciones las llamaremos funciones regularizadoras, en la Capitulo 2 las
utilizaremos para dar una defincién del grado topologico asi como para construir
aproximaciones locales de funciones continuas en subconjuntos abiertos de R™ de
clase C*, lo que mas formalmente quiere decir que probaremos que C*°(V,R")

Figura A.1: Regularizador estandar en dimension 2.

95
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es denso en C°(V,R") donde V es un compacto de R™. Primero, veamos un teo-
rema de integracién que serd una herramienta til para la construcciéon de estés
funciones.

A.1. Integracién por partes

Sea 2 un abierto de R™.

Teorema A.1l (Integracién por partes) Si p € C1(Q), entonces

(a)
/ 8130 =0 Vi= ]., ey N
Q

(b) Si f € CHQ) yp e CLA), entonces

/Q(ai )fz—/Q(aif)go Vi=1,..,n.

Demostracion.

(a) Sea ¢ la extension de ¢ a R™ que vale 0 fuera de 2, entonces ¢ € C(R™).
Tomamos ¢ > 0 suficientemente grande tal que sop[¢ ] C [—¢, ¢]™. Sin perder
generalidad supongamos i = 1 y denotemos (¢,y) € RxR"~! = R". Entonces

O@(t,y)dt = @(c,y) — ¢(—c,y) =0 Vye R

—C

Por tanto,

/also: alsa:/ /a@(t,y)dtdy:/ (t,y) dt dy = 0.
Q R" Rn—1 JR Ro—1J—¢

La demostracién para i # 1 se sigue de manera similar.

(b) Sea i € {1,...,n}. Observando que fyp € CL(Q) y aplicando el teorema
anterior a fy, obtenemos

O:/Qai(fgo) Z/Q(aif)@‘i‘/Q(aiﬁp)f-

Se sigue que

/Q(ai )f:—/ﬂ(aif)cp Vi=1,..,n.
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A.2. Regularizacion

Consideremos la fiuncion ¢ : Rt U {0} — R* U {0} dada por

1 .
exp (r ~ > sir <1,
p(r) = !

0 sir>1,

Es facil comprobar que ¢ € C*°(R) y ademas que sop[ ] = [0, 1], esto nos dice
en particular que la composicion (]-|) es continua en R™ y tiene soporte compacto
B™. Por lo tanto, tiene sentido considerar

0<C= o(|z]) dx < 0. (A1)
be

Estamos listos para dar la definicién del regularizador estandar.

Definicién A.2 Definimos n € C*°(R"), el regularizador estandar por

n(z) = {Cl‘/’(|$) silz| <1,

0 si|z] > 1,

Se sigue de (A.1) que n cumple las siguientes propiedades.

sop[n] =B", (A.2)
/ n(z)dx = 1. (A.3)
RN

Para § € RT y en base a la definicién de regularizador estandar, definimos la
funcién con soporte compacto By,

e )

De la definicién de 1 y el teorema del cambio de variable se sigue la propiedad
(A.3) para ns. Es claro que la traslacion ns(z — -) tiene soporte Bs(x) y cumple
(A.2).

Hemos construido ya funciones suaves en R™ con dominios compactos aptos a
nuestro control, para continuar la construccién de nuestros regularizadores, debe-
mos dotarlos de un dominio apropiado, para esto definimos

Qs = {z € Q] dist(z,00) > d§}.

Esto garantiza que el soporte de ns(x — -) esta contenido en 2 para toda z € Q5.
Observemos para la siguiente definicién que 7 es una funciéon par.
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Definicion A.3 Si f : Q2 — R es una funcion localmente integrable, definimos su
d-regularizador

F=nsxf en Qs

Esto es,

£3(x) = /Q no(@ — ) f(y) dy = /Q no(y — 2)f (y) dy = /B PRI
para x € 5.

El teorema de Fubini aplicado a funciones localmente integrables, la férmula de
la convolucion y el hecho que para toda = € €5 se tiene que Bs(x) C 2 le dan senti-
do a las igualdades de la definiciéon anterior. Si quisiéramos ilustrar graficamente lo
que estamos haciendo, podriamos interpretarlo como levantar suavemente nuestra
funciéon f en una vecindad de radio § del punto z. Estamos listos para aproximar
cualquier funcién localmente integrable por funciones de clase C*° como veremos
en la siguiente proposicién.

Proposicion A.4 Sea f: Q — R una funcion localmente integrable, entonces
(1) [ € O ().

(I) Si f € C°%Q), entonces fO — f uniformemente en subconjuntos compactos
de Q0 cuando § — 0.

(II1) Si f € CH(Q), entonces 0;f° — 0;f uniformemente en subconjuntos com-
pactos de Q0 cuando § — 0, para todo i =1,...,n.

Demostracion. Utilizaremos que sop[d;u] C sop[u] para toda funcion u € C*(€).
(I) Fijemos x € Q5, ¢ € {1,...,n}. Como Qs es abierto, existe 0 <ty < ¢ tal que
Uy, (z) C Qs, es claro entonces para toda t € [0, %] que,
Vi := Bs(x) U Bs(z + te;) C Q. (A.4)
Observemos que
Oims(z —y) # 0 implica y € Bs(z) C V,,
ns(x —y) —ns(x +te; —y) #0 implica y € Bs(z +te;) C Vi

Si definimos el conjunto convexo

V= U Vi C Q,
t€(0,to]

entonces

/Q Bs(z — y) F(y) dy = /V Bns(x — 1) f () dy (A.5)
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y
/Q (ng(x_y)_né(xJ“tei_y)) dy = /V (na(x—y)—ns(x+tei—y) dy), (A.6)

para toda t € Uy,. Ademas, como V es compacto y ns € C=(RY) se tiene
10ins||co(vy < oo. Por la convexidad de V' y el teorema del valor medio para
funciones derivables en R, tenemos que

ns(x +te; —y) —ns(x —y)
t

‘ < 0insllcovys

entonces para toda t € [0, %] se tiene

ns(x +tlei —y) —ns(x —y
(! D) g = 1)) 100)| < 210msllencey 1)
(A7)
Como f € LY(V), ya que es localmente integrable, la parte derecha de la

ecuacion (A.7) claramente es una funcion en L'(V'). Asi, por (A.4)-(A.6)

s X €;) — 6 s
}%f<“3 f”—A@mwwmw@
O(x +te;) — fO(x
= i L1 f()iA&m@—yﬁ@My (A8)
:tﬁi%/v (775(35”61'_‘1;)_775@_@/) 8ina(xy))f(y) dy.

Finalmente por (A.7) podemos aplicar el teorema de la convergencia domi-
nada de Lebesgue a (A.8), de manera que

§ N\ £6
AR fm—A@mwwmw@

= / 1fm (na(x i =) ==Y g - y))f(y) dy =0,
14

t—0 t

lo que hasta ahora demuestra que 0; f existe y ademas
Bif‘s = 6i775 * f (J? S Q(;),

para toda ¢ € {1,...,n}. Notando que 9;n comparte las propiedades de 7
utilizadas en la prueba, inductivamente podemos probar que D® f% existe y

Df = D5 f (z € Qs),
para todo multi-indice a. Esto prueba (I).

Sea K C Q compacto, de manera que en realidad K N 9Q = ( y por lo
tanto dist(K,0Q) > 0, pues 99 es cerrado. Entonces, existe dy > 0 tal que
Bs,(K) = {z € RV | dist(z, K) < §o} C Q. Como f es continua en Q y
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Bs,(K) es compacto, f es uniformemente continua en B, (K). Sea € > 0,
elegimos entonces 01 € (0, o] tal que

[f(x) = f(y) <& Va,y € Bs,(K) tales que [lz —y|| <0 (A.9)

Utilizando la propiedad (A.3) se sigue que, para 6 € (0,6;] y = € K,

£ (@) — f(z)] = / ns(z — ) f(y) dy — F(z)
Q

= /35(1) ns(x —y)f(y)dy — (/B(;(r) ns(z —y) dy)f(x)

En consecuencia, ||f° — fllcox) <e V8 € (0,6:]. Esto implica (II).

(IIT) Tomamos de nuevo dy > 0 tal que Bs, (K) C 2, para § € (0,6] y = € K se
tiene h(y) = ns(z—y) € C2(Bs,(K)). Entonces, por el teorema de integracion
por partes, para toda x € K se tiene

0:f° () — 0;f (x)| = ‘/Q dms(x —y) f(y) dy — 0 f (z)
- /135(m) ins(z —y) f(y) dy — </136(m) ns(z — ) dy)f)if(x)

- /Bm) ns(x — )i f (y) dy — </;95<m> ns(x — y) dy) 9if (x)

_ / ns( — 9)(Dif (y) — O F()) dy|
Bs(x)

(A.10)

Utilizando que 9;f € C°(Q) y (A.3) podemos probar (III) imitando la de-
mostracion de (I).

Nota A.5 Si f = (f!,..., f") : © — R" es localmente integrable, podemos aproxi-
mar localmente cada funcién coordenada f? por funciones de clase C* utilizando

el procedimiento anterior, esto nos dice que que podemos aproximar localmente a
fpor ((fH2,....(f")?) € C>(Qs) cuando § — 0. &



APENDICE B

Lema de Sard

B.1. El lema de Sard

Supongamos 2 C R™ un conjunto abierto y acotado.
Para una funcién f : Q — R™ continuamente diferenciable llamemos
J5 (@) = det(Df (x))
al Jacobiano de f, y denotemos
K¢(Q):={zeQ|Jy=0} (K si no se presta a confusion).

Definicion B.1 Sea f € CY(Q,R"), decimos que y € R™ es un valor regular de
fsif~ly)n Ky =0 y caso contrario lo llamamos un valor singular.

Lema B.2 Sea f como en la definicion anterior, entonces f~1(y) es finito para
todo wvalor regular y de f.

Demostracion. Razonando por contradiccion, supongamos f~1(y) es infinito. Co-
mo el dominio de f es acotado y f~!(y) es cerrado, pues f es continua, f~*(y) es
compacto y por lo tanto secuencialmente compacto. De manera que f~!(y) tiene
al menos un punto de acumulacion, llamémosle x. Por otro lado el teorema de la
funcién inversa nos garantiza que existen vecindades U, V de z y y respectivamente
tales que f es una biyeccion alli, pues J¢(z) # 0, es decir que f~!(y) NU = {xz}.
Esto contradice el hecho de que z sea punto de acumulacion de f~1(y). u
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Notacion B.3 Denotaremos por || a la medida de Lebesque de un conjunto en
R™.

Lema B.4 Sea A CR" tal que |A| =0, entonces R™\ A es denso en R"

Demostracion. Razonando por contradiccion, supongamos que R™\ A no es denso
en R”. Es decir que existen z € R” y ¢ > 0 tales que B.(z) C (R™\ A)° = A. De
manera que 0 < |B:(z2)| < |A], lo cual es una contradiccion pues |A| = 0. |

B.5 Lema de Sard. Si f € C'(Q2,R"™), entonces |f(Ky)| = 0.

Demostracion. Sea
R = ﬁ[mk—ixk—i—iHmEmeeZ"
' Pt om’ 2m ’

donde z* es la k-ésima coordenada de z. Esta es una familia numerable de cubos

cubriendo R", ponemos
O:={ReR|RCQ},

la cual es una cubierta numerable de €2, ya que O C R y 2 abierto.

Ahora, probaremos que |f(K;NR)| = 0 para todo R € O. Sea R € O con
diagonal (didmetro) de tamano r > 0, como f es continuamente diferenciable en
una vecindad de R podemos definir M; := méx,cr [|Df(2)| zry). Sea e € (0,1],
como R es compacto y Df continua alli, entonces D f es uniformemente continua
en R. Dada e, existe entonces m(e) € N tal que si 6(g) := /nr/m(e), se cumple
que:

IDf(z) = Df()llzmyy <e Va,y € R tales que ||z —y|| < d(e) (B.1)

Consecuentemente y observando que la derivada respecto de t de la funciéon
f((1—=t)y+tx) esDf((1 —t)y + tx)[x — y], tenemos

1F(2) — £(y) — DF@)[e — 3 = \ [ Drt =0y ta)ie )~ Dy - y1]

[ 7=+ t2) - Ds ) - dt]

1
< / IDF((1 = )y + tx) — DF ()| camy | — wll di

<ed(e)
(B.2)
para todo z,y como en (B.1) ya que, para todo = € Bs()(y), la convexidad de la
bola implica que, si t € [0, 1], entonces (1 —t)y + tx € Bs)(y).

Podemos cubrir a R con cubos de lado §(¢)//n = r/m(e), de manera exacta
m(e) cubitos por lado, es decir cubrimos a R con m(g)™ cubitos, llamémosle a éstos
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Ry, ..., Ry, ..., Ry eyn. Observemos que la diagonal de cualquier Ry es de tamafo
d(e). Por ende si z,y € Ry, entonces ||z — y|| < d(e).

Sea k € {1,...m(e)"}. Si Ky N Ry = 0 es claro que |f(Kf N Ry)| = 0. Su-
pongamos entonces que Ky N Ry # (), es decir existe z € Ry, tal que Jy(z) = 0.
Denotando Ry, := Ry, — z definimos g : R, — R™ por g(x) = f(z+z) — f(z). Asi
(B.2) implica

lg(@) =Df (@)l = 1f(z + ) = f(2) = Df(2)[z]]| < eb(e) (B.3)
pues RNk - Bé(s) (0)

Hasta ahora no hemos utilizado el hecho de que J¢(z) = 0, esto nos dice que
el rango de Df(z) es necesariamente menor a n, es decir que Df(z) no es isomor-
fismo. Por lo cual podemos garantizar que Df(z)(Rx) C L subespacio de R™ de
dimensiéon n — 1. Por lo cual podemos encontrar b; € S"~' N L+ y luego extender
{b1} a una base ortonormal {by,...,b,} de R™. En consecuencia, con las siguientes
propiedades:

lg(z) - 1| = [(9(z) = Df(2)[z]) - b1] < [[g(z) — Df(2)[z]]| < ed(e)
y para b; con i # 1,

(9(x) = Df(2)[x]) - bi| + [Df(2)[x] - bil
=Df ()]l + IDf () cmllzll
8(2) + Myd() < 8()(1+ My)

para todo x € ]3;;; Lo que nos dice que g(EC) esta contenido en el rectangulo rotado

de R™ con lados paralelos a los b; (pues el producto punto da la proyecciones a
éstos), cuyo volumen es

2e6(e) [ [ 26(e) (1 + My) = (20(2))™(1 + My)" e (B.5)
i#1

Puesto que la medida de Lebesgue se preserva bajo isometria y dado que
f(Rk) = g(Ry) + f(2), por (B.5) para toda k tal que Ky N Ry # () tenemos

(K7 0 R < IF(R)| = [9(Re) + £(2)] = 9|
< (26(e))" (1 + M) le. (B.6)

Por (B.6) y utilizando resultados bésicos de teoria de la medida tenemos que

m(e)" ()"
IF(KfnR)| < Y [f(KfNRy)l Z (1 4 My)™~
k=1 k=1 (B.7)
=m(e)"(26(e))" (1 + My)"'e = (2n'?r)" (1 + My)" !
= Mg&,
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donde Mj no depende de ¢, de manera que |f(K; N R)| — 0 cuando ¢ — 0. Lo
que prueba que |f(Ks N R)| = 0 para todo R € O.

Por ultimo como O es numerable y la uniéon numerable de conjuntos de medida
cero tiene medida cero, concluimos que |f(K;NQ)| = |f(K;NA)| =0, donde A
es la union de los rectangulos en R sobre O. Lo que prueba que |f(K;)|=0. =

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema anterior y el Lema
B.4.

Corolario B.6 (Densidad de los valores regulares) Si f € C1(Q,R"), enton-
ces el conjunto de valores requlares de f es denso en R™.



APENDICE C

Extension de Tietze-Dugundji

C.1. El teorema de Tietze-Dugundji

El teorema de Tietze-Dugundji es sumamente importante, pues para cualquier
espacio métrico nos va a permitir extender continuamente funciones continuas de
cualquier subespacio cerrado al espacio mismo. Para esto utilizaremos, sin ver la
demostracion, el siguiente teorema demostrado en el afio de 1948 por H. A. Stone
[16].

Definicion C.1 Una coleccion A de subconjuntos de un espacio topoldgico X se
dice localmente finita, si para cada punto x € X existe una vecindad U de x tal

que U intersecta solamente a una cantidad finita de elementos de A.

C.2 Teorema de Stone. Toda cubierta abierta de un espacio métrico tiene un
refinamiento localmente finito.

Definiciéon C.3 Sea X un espacio métrico, A C X. Definimos como conv(A) a
las combinaciones lineales convezxas de A, es decir

conv(A) = { zj: i

a; € 10,1], Zai = lyx; € Apara todai € I indice ﬁnito}.
I

Observacion C.4 conv(A) es un conjunto convexo, ademas tiene la propiedad
de ser el convexo mas chico que contiene a A. Es decir, para todo convexo K tal
que A C K se tiene conv(A) C K. O
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Nota C.5 De la observacién anterior se sigue que
conv(A) = {tz + (1 = t)y|z,y € Ay ¢ € [0, 1]}.
O
C.6 Teorema de Tietze-Dugundji. Sea X un espacio métrico, A C X un

subespacio cerrado, E un espacio normado y f : A — E continua. Entonces existe
g: E — E continua que extiende a f y tal que g(E) C conv(f(A)).

Demostracion. X \ A es abierto y hereda la métrica de X, consideramos entonces
la cubierta abierta de X \ A dada por:

A = {Udist(z,4)/2(z) |7 € X\ A}.
Por el Teorema C.2 de Stone existe un refinamiento localmente finito
A= {Vi}r
de A. Es decir A’ es tal que para todo i € I existe z; € X \ A tal que

Vi € Uldist(a,4)/2().-

Definimos, para = € X,

0 siz ¢V,
wil®) {dist(:z:,aVi) si zeV; (C.1)

pi(z)
Yi(r) = =—————.
Zke[ or()
1; estd bien definida ya que para toda z € X \ A, pr(z) # 0 sblo para un nu-
mero finito de K’sen I'y D, .; ox(7) > 0, pues A’ es una cubierta abierta de X'\ A.

Claramente ;(z) es continua en X \ A (pues de hecho la distancia es Lipschitz
continua). Luego, 1); es continua. Ademas, para toda z € X se tienen las siguientes
propiedades.

0 < y(z) <1, (C.2)
D tw(z) =1, (C.3)
kel

Para cada i € I, elegimos a; € A N By gist(x;,4) (). Definimos para x € X la
extension de f dada por

2 e f(x) size A
9(@) {Zkelwi(x)f(ai) size X\ A
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Veamos que g : F — FE es una funcién continua. Observemos que ¢ es continua
en A, pues f lo es, y que g es continua en X \ A, pues es una suma finita de
funciones continuas. Resta probar que, para toda sucesion (z,) C X \ A tal que
T, = x € A, se tiene que g(z,) — g(x).

Sea (z,) C X \ A tal que z,, —» z € A. Sea ¢ > 0. Tomamos § > 0 tal que

If(@) = f2) <e (C4)
para todo z € AN Bs(x). Sea y € (X \ A) N Bs/s(x). Entonces, para todo i € 1
tal que y € V;, como dist(y, ;) < dist(x;, A)/2 se cumple:
2dist(y, ;) < dist(x;, A) < dist(x;, z) < dist(y, x;) + dist(y, x).

En consecuencia,

dist(y, z;) < dist(y, z). (C.5)

Ademas por lo anterior dist(x;, A) < 2dist(y, z), entonces

dist(z;, a;) < 2dist(z;, A) =4

w < 4dist(y, z). (C.6)

De (C.5) y (C.6), concluimos que
dist(z, a;) < dist(z,y) + dist(y, x;) + dist(z;, a;)
< 2dist(z,y) + 4 dist(z,y) < 6dist(z,y) <4,

lo que por (C.4) implica que || f(z) — f(a;)|| < e. Asi, utilizando (C.3), obtene-
mos

lg(z) = gl = I1f () = > wi(y) f(as)|

kel

=1 di)(f(@) = fla)l <Y vily)e <e.

kel kel

Como x,, — x, entonces existe N € N tal que para toda n > N se tiene que
rn, € X \ AN Bj/g(x), de este modo garantizamos que

lg(z) —g(zn)|l <€

para toda n > N. Como ¢ arbitrario, esto implica que g(z,) — g(x). Esto prueba
que g es continua. Ademas por (C.2), (C.3) y el hecho de que @i (x) # 0 sélo para
un namero finito de k’s en I implica que g(E) C conv(f(A)). |






APENDICE D

Algunas funciones

D.1. Formas lineales

Definicion D.1 Sea X un R-espacio de Banach de dimension finita. Una apli-
cacion B : X™ — R es una forma n-lineal si

() BlT1, ooy ATy ooy T = AB[T1, .0y Tp]
(b) Blz1, ooy i + Yiy ooy Tn) = Blx1, ooy iy ooy Tp] + BlX1,y ooy Uiy oovy T

para toda A € R y para todo y;,x; € X, i € {1,...,n}. Lo anterior utilizando la
notacion para los elementos de la siguiente manera

x = (z1,...,25) para todo x € X™,

donde

1
(R

z; = (2}, ...,2M) € X para todo i € {1,...,n} donde M es la dimension de X.

Proposicion D.2 Toda forma n-lineal B : X™ — R es continua.

Demostracion. Escribiremos J := {1,..., M} durante la prueba. Primero, demos-
tremos que para todo x = (z1,...,z,) € X" fijo se tiene la siguiente identidad

Blz] = j;n (:lxgikB[eil, e]> (D.1)

donde j := (i1, ...,in) € J" y €;, € X es el ig-ésimo basico de la base canoénica de
X. Probaremos esta identidad por induccién sobre la dimensiéon n.
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Paran =1, sea xz € X.
Blz] = Blz'ey + ... + 2Mep] = inB[ei]

que es justamente la identidad (D.1) para dimension 1, pues J" = J = {1,...., M }
en este caso.

Paso de induccioén, supongamos la identidad (D.1) cierta para k = n — 1y

demostremos para k = n. Sea x = (z1,...,2,) € X™. Definimos la funcion B :
X" ! = R por

E[yl, '~~7yn71] = B[ylv "'vynflvmn]'

Claramente B es una forma (n — 1)-lineal, pues B es una forma n-lineal. Entonces
por hipotesis de induccion podemos aplicar la identidad (D.1) a B:

Blxi,...,xy] = Blx1, ...Tp_1]
n—1
_ ik Q. .
= E (H.IZ B[ell,...,ewl])
jEJn—l =1
n—1
i
= E (Hmi’“B[eil,...,einl,an
jEJ"’l =1
n—1
i 1 M
= E (H$¢k3[6i17~-~7€in17$n€1+-~-+$n eM]>
jEJn 1 =1
n-l . (D.2)
= E ch E T Blei, s o €y s €m]
jEJ"_l =1
M n—1
i
= < (Hxik$:1nB[ei17"‘7€in—1ﬂem]>>
jeJn-1 m=1 =1

— Z < H m”“:va [€iy, - .,ein_laemo

(Jym)eJn=1xJ

j€ Jn —

Lo que prueba la identidad. Siempre que y := (y1,...,yn) = T := (21, ..., T5) € X"
con respecto a la norma producto, esto quiere decir que y; — x para todo i =
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1,...,n y todo j € J. Entonces utilizando la identidad (D.1) se tiene que

. _ 14 Tk . .
g}l—%B[y] _yh_lfir Z (Hyl B[e“,...,elno

JEIN Ni=1
(I
= Z H lim yEkB[€i17...7€in]>
jean NiZ1 V"
n )
=Y ( xz’“B[eil,...,einD = Blz].
jeJn Ni=1

Por la equivalencia topolégica de continuidad con respecto a limites concluimos
que B es continua. [ |

Proposicién D.3 Sean f := (f1,..., fn) € C*(R,X™) y B una forma n-lineal.
Consideremos la funcion h := Bo f: R — R, entonces h es derivable y el cdlculo
de su derivada para un tiempo t es

h/(t) = ZB[fl(t)a ey fllc(t)v 7fn(t)]
k=1

Demostracion. Sea ty € R. Por la Proposicion D.1, B es continua y abre limites,
tenemos entonces que

W (to) = lim Blfito), -, fn(to)] = Blfs(#), ... fu(t)]

t—to to —t
— Ym S (B[f1(ﬁ),---7fk1(t),fk(t0)7~-~7fn(to)]
it £ to—t
_ B[fl(t)v“~7fk(t)7fk-i-l(to)a "'7fn(t0)]
o (D.3)
= 3" BUAG). s fieato). i TV ZID, i) o)
k=1
= > Blfi(to), .--; fi(t0), ..., fu(to)].
k=1
]

D.2. Divergencia y cofactores

Denotaremos por D a un abierto en R"™.

Definicién D.4 Sea u € CY(Q,R"). La divergencia de u, divu € C°(D) se
define como

divu(z) := Z o' ().
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Observaciéon D.5 Siu € C}(D,R") entonces

/divuzO.
D

Para ver esto, notemos que u’ € C}(D,R). Aplicando el Teorema A.1 a u’ se tiene
que |, p O0iu® = 0y el resultado se sigue pues la integral es lineal. <&

Definicién D.6 Sea A = (a;;) € R"*" una matriz. El cofactor-ij de A,
detij (A)

es (—1)"7 weces el determinante de la matriz de A quitando la i-ésima linea y la
j-ésima columna:

aill a2 e ai,j—1 a1,54+1 . A1n
a21 a22 . az j—1 a2 j+1 cee a2n
L i+j
dSt(A) = (—1) 7 det ai—1,1 A;—-1,2 ... Gj—15-1 @Ai—1,54+41 --- Qi—1n
Qi+1,1 QAi+12 oo Qitl5-1  Qi+154+1 -+ Qitln
An1 Gn2 s Qp, -1 Ap,j+1 s Ann

Notacion D.7 Para una funcion f € C1(D,R") utilizaremos la siguiente nota-
cion con respecto a sus cofactores

di]’ = dSt(Df(x))
Ademds escribiremos fpam denotar la ausencia del objeto f.

Lema D.8 Si f € C?(D,R"), entonces

Zﬁjdij(x) =0 para todoi=1,....,n yx € D.
j=1

Demostracion. Utilizando la Notacion D.7 fijemos i € {1,...,n} y denotemos

9k = 8k(f1’ ceny fia ceey fn)T = (81€f17 "'78kfi7 A 8kfn)T
Con esta notacion es claro que
dij = (=1)" det(g1, .., Gjy o) Gn)-

Recordando la Definicién D.1 de una forma n-lineal, es claro que por las propie-
dades del determinante, éste es una forma n-lineal con respecto a los vectores gg.
Sea x € D, entonces definimos h : V — (R™)™ de la siguiente manera

h(t) :== (g1(x + tej), ..., G5, ..., gy (x + tej)),
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donde e; es el j-ésimo vector canénico de R” y V' C R es un abierto tal que
z +tej € D para toda t € V. Como f € C?(D,R"), entonces h € C*(V), asi por
la Proposicion D.3 det(h) es diferenciable en el 0 € V' y ademas

(det h)'(0) =) " det(gr, ..., Gy s Diks -ons Gn) ().
k#j

Pero es claro que (—1)"*7(det h)’(0) es justamente la definicion de 9;d;;, entonces

0jdij(x) = (1) " det(gr, ey Gy s DiGks -ons Gn) (). (D.4)
k#j
Si escribimos
crj = det(0Gr, g1, s Gjs oor Gl -ovs G ) (X)
entonces c; = cji, ya que f es de clase C?, implica 0;g; = Oxg;. Intercambiar dos

columnas vecinas en un determinante s6lo cambia el signo del determinante. Por
lo tanto

~ (D tey k<y
det det(g1, ..., G5y ooy Qi G -, Gn ) () = . D.5
( J J n)( ) (*1)k72ckj k > j ( )
Definimos o1; = —1 para k > j, oy; =1 para k < j y 0;; = 0. Con esta notacién

(D.4) y (D.5) implican que

(=)™ 0dij(x) = > (=) Py + Y (1) ey = (1) onjer;
k=1

k<j k<j

Todo lo anterior es valido para j = 1,...,n. Formando la suma respecto a j obte-
nemos

n

("> 0idiy = > (1) oy e,
j=1

k,j=1
n
= Z (—1) g (cambio de indice),
k,j=1
n
== > (D) o (Ckj = Cjk, Ohj = Tjk)-
k=1

El tnico valor real con parte positiva igual a su parte negativa es el 0, esto implica
que la suma es 0. [

D.3. Operadores en espacios de Banach

Sean F, F espacios de Banach.

Definicion D.9 Sea AC E y f: A — F una funcion continua. Decimos que f
es un operador compacto si f(A) es relativamente compacto en F. Denotamos
por K(A, F) a la familia de operadores compactos de A en F.
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Definicion D.10 Sea A C E y f : A — F. Decimos que f es un operador de
dimension finita si existe un subespacio de dimension finita en F que contiene
a f(A). Denotaremos por F(A, F) a la familia de funciones de dimension finita
entre A y F.

Lema D.11 F(A, F) es denso en K(A, F).
Demostracion. Sea f € K(A, F), como f(A) es relativamente compacto, entonces

f(A) es precompacto. Sea £ > 0, entonces existe Y C FE finito tal que f(A) C
Y + U.. Definimos para y € Y, z € f(A)

y(2) = méx{0,e — |z — yl|}, (D.6)
L @y(z)

Es claro que para cada y € Y, ¢, es continua. Ademas como Y + U, cubre a
f(A) se tiene que py(2) € [0,1] ¥ >°, cy ¢y(2) > 0 para toda 2 € f(A) y como
esta suma es finita, aseguramos entonces que v, esta bien definida, es continua y
ademés >y ¥y (2) = 1 para toda z € f(A).

Ahora definimos g : A — F por

g(@) =Y by (f(@)y. (D.8)

Por lo anterior y puesto que f es continua, g es continua y su imagen esta
contenida en el espacio de dimension finita < Y >, por esto g € F(A, F). Sea
x € A, entonces

lg(z) = F@)l =11 Y ey (F@)y — f@))]

yey
<D eu(f@)lly = F@)I <D py(fla)e =e.
yey yey

Esto indica que ||g — f]loo < &. Como ¢ fue elegido arbitrariamente se obtiene
la densidad deseada. ]

Definicion D.12 Sea A C E y f : A — F. Llamamos a f es un operador
completamente continuo si f es continua y f(B) es relativamente compacto
para todo B subespacio acotado de A. Denotamos por Z(A,F) a la familia de
operadores completamente continuos de A en F'.

Definicion D.13 Sea A C E cerrado y acotado, f : A — E. Decimos que [ es
propio si f~1(K) es compacto para todo K C F compacto.

Proposicion D.14 Si f € K(A, E) entonces I — f es propio.
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Demostracion. Sea K C E compacto. Sea (x) C (I — f)7}(K) una sucesion,
queremos demostrar que () tiene una subsucesion convergente en (I — f) f =1 (K).
Denotemos yy, := z — f(x), como yr € K y K es compacto podemos suponer
sin perder generalidad pasando a subsucesiones que y; — y € K. Ahora como
f(zr) € f(A) y f(A) es relativamente compacto, entonces de igual forma podemos
suponer pasando a subsucesiones que f(xzx) — z € E. Por lo tanto xp = yi +
f(zr) — y+ 2z € E, pero como (I — f) es continuo entonces (I — f)71(K) es
cerrado y por lo tanto x = yi, + f(2) = y+ 2 € (I — f)~*(K). Lo que prueba
que (I — f)~}(K) es compacto. Como K fue un compacto arbitrario concluimos
que (I — f) propio. [ ]

Lema D.15 Sea A C E cerrado y acotado, f : A — F operador continuo y propio.
Entonces f es una aplicacion cerrada.

Demostracion. Sea B C A cerrado. Sea (yx) C f(B) una sucesion tal que yp — y en
F, queremos demostrar que y € f(B). Consideremos (z) C A tal que f(zx) = yx
para toda n € N. Como {yi}32, U {y} es secuencialmente compacto en F y F
es completo, entonces {y;}7° ; U {y} es compacto. Ahora usando que f es propio,
se tiene que {z;}32,; C B es relativamente compacto, por lo tanto existe una
subsucesion (zx,) C B tal que z, — = € B, ya que B es cerrado, por continuidad
de f se tiene yr, = f(xg,) — f(x) y esto prueba que y = f(x) y por lo tanto
y € f(B). ]
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