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Prdlogo

El propésito de este trabajo es ahondar en una de la técnicas del anali-
sis multivariado denominado Andlisis de conglomerados o también llamado
Clasificacion no supervisada, el cual tiene como principal propoésito el agru-
par objetos (personas, variables, productos, etc.) dado un cierto grupo de
caracteristicas que distingan a los elementos de la poblacion que nos es de
interés.

Es también objetivo del presente trabajo el introducir una técnica pro-
puesta para la formacion y evaluacion del ntimero de conglomerados obte-
nido mediante modelos basados en mezclas, y asi darle otros elementos al
investigador o persona que utilice la clasificaciéon no supervisada para poder
contestar preguntas del estilo ;cudntos grupos deberan de ser? o j;serd que si
son 4 grupos y no 57 Esta técnica lleva implicita muchos conceptos que se
iran desarrollando conforme al trabajo. Conceptos de probabilidad como lo
son los el de funcién de distribucion y funciéon de densidad. Conocimientos
de estadistica tales como funcién de verosimilitud y modelos de mezclas o los
conceptos de aproximacion numérica mediante algoritmos de optimizacion
de la verosimilitud del mejor modelo propuesto. En los capitulos siguientes
se dara una explicacion de los conceptos que se requeriran para la construc-
cion de esta técnica que puede ser utilizada como un criterio de decision al
momento de formar conglomerados, dicha técnica propone un algoritmo para
reducir el arbol generado por una jerarquia de un modelo basado en mezclas.

También se tiene el propésito de proporcionar al lector o estudiante de
las carreras de actuaria, matematicas o alguna carrera afin, una pequena
introducciéon o referencia bibliografica para realizar consultas ya sea para
realizar una aplicacién de lo visto en él o como un pequeno libro de texto
que le permita al lector poder aprender un poco sobre algunas técnicas del
analisis multivariado que se presentan en el desarrollo del trabajo.

Este trabajo ha sido pensado para llevar una secuencia que permita poder
comprender bien todos los elementos que lo constituyen. En el primer capitulo
se tocaran algunos temas introductorios, definiciones y conceptos necesarios
para poder comprender y saber de que trata el andlisis de conglomerados,
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sus ventajas y desventajas, sus limitaciones, controversias, etc. En el segundo
capitulo se ilustrara la metodologia del analisis de conglomerados asi como
cuestiones que se deben tomar en cuenta para llevar acabo un buen analisis de
los datos de interés y se plantearan preguntas intentando dar soluciones. En el
tercer capitulo se daran algunas de las herramientas mas utilizadas dentro del
analisis de conglomerados, modelos y algoritmos a los cuales se recurre para
la formacion de conglomerados dentro de un conjunto de datos. En el cuarto
capitulo se daran la teoria y fundamentos en los que se basan la técnica
y el algoritmo propuestos en este trabajo asi como algunas aplicaciones y
ejemplos en la practica. En el quinto capitulo se llevara acabo la aplicacion
de los métodos comunmente utilizados en el anélisis de conglomerados a un
conjunto de datos simulados y en este a su vez, se aplicara la herramienta
propuesta en este trabajo para hacer comparaciones entre los métodos usuales
y lo que esta herramienta nos puede proporcionar. Ya en sexto y tultimo
capitulo se llegara a las conclusiones respectivas de esta técnica y algoritmo
aqui propuesto sobre las aplicaciones con un datos reales en donde se podra
concluir si es 0 no de gran utilidad esta técnica recientemente propuesta.

Este trabajo fue realizado con apoyo del software estadistico R y del
programa IXTEX y toda la sintaxis utilizada en el desarrollo de este trabajo
serd expuesta en el apéndice para su consulta. Los software R y ITEX son
software libre y pueden ser obtenidos en los sitios de Internet:

www.r-project.org 'y www.latex-project.org

VI



Capitulo 1

Introduccion al analisis de
conglomerados

Para comenzar con el desarrollo de este trabajo, primero tenemos que
definir todos los conceptos que se han de utilizar a lo largo del presente. Tal
es el caso de los conceptos de grupo o conglomerado y similaridad.

Sera de suma importancia plantearse preguntas como: ; Qué es un grupo?
L Qué es similaridad?; Existe algiin método para poder construir grupos de
individuos u objetos de interés? Hoy en dia ;En qué contextos es importan-
te agrupar datos u observaciones obtenidas mediante técnicas estadisticas?.
Estas son las preguntas clave que seran discutidas y analizadas para poder
proponer definiciones, soluciones y aplicaciones para asi lograr resultados en
base al 6ptimo uso y andlisis de la informacion.

1.1. EIl analisis multivariado una herramienta
de investigacion

Muchas veces los académicos e investigadores se encuentran con situacio-
nes cuya mejor forma de resolverlas es definiendo grupos de objetos homo-
géneos, tanto si son personas como productos, variables, comportamientos e
incluso empresas. La pregunta que nos es de suma importancia en estos mo-
mentos es, ;Cémo definiremos al andlisis de conglomerados? Comenzamos
respondiendo esta pregunta con la siguiente definicion:

Definicion 1.- El Andlisis de Conglomerados es la herramienta del anélisis
multivariado que tiene por objeto el agrupar elementos de una cierta pobla-
cién o conjunto de datos en funciéon de sus caracteristicas, sus similaridades
y disimilaridades.



1.1. El analisis multivariado una herramienta de investigaciéon

Una vez definido lo que es el andlisis de conglomerados, es importante
centrarnos en lo que se fundamenta esta herramienta estadistica, es decir en
., Cémo podemos definir a un grupo o conglomerado de objetos? Una idea
intuitiva es la que dice que un grupo es un conjunto de personas u objetos
que son parecidos entre ellos o que tienen algo similar o en comun que los
caracteriza y/o los diferencia de otros individuos. Pues bien, podemos darle
un poco mas de solidez a esta idea un poco vaga dando la siguiente definicion
de un grupo.

Definicion 2.- Un o conglomerado es un conjunto de individuos u objetos de
tal forma que cada objeto sea muy parecido a los que hay en el conglomerado
y, ademas tienen que ser lo menos parecidos a los objetos de otros grupos
con respecto a un criterio predeterminado.

Algunos ejemplos claros de la definiciéon que hemos dado de grupo puede
ser el conjunto de personas que prefieren cierto producto de caracteristicas
especificas, o también en las ciencias naturales la necesidad de la creacion de
una taxonomia biolégica para la clasificacion de varios grupos de animales o
insectos. O en las ciencias sociales como el anélisis de varios tipos de perfiles
psiquiatricos.

Otra definicién que sera de mucha utilidad para comprender un poco mas
sen qué se fija este método para realizar la clasificacion?, es la definicion de
similaridad entre los elementos de un grupo.

Definicion 3.- La similaridad entre objetos es una medida de asociacién, pa-
recido o de correspondencia, entre objetos que van a ser agrupados.

La similaridad ente objetos puede medirse de varias formas, pero hay tres
principalmente que dominan las aplicaciones del andlisis de conglomerados.
Estas formas son: medidas de correlacion, de distancia y de asociacion. Cada
uno de los métodos representa una perspectiva particular de similitud, de-
pendiendo tanto de sus objetivos como del tipo de datos. Tanto las medidas
de distancia como las de correlacion exigen datos que provengan de obser-
vaciones de variables continuas, mientras que las medidas de asociacién son
para datos que provengan de variables que no son continuas .

'En el capitulo 2 se daran la definicién y caracteristicas de lo que es una métrica y sus
aplicaciones en el analisis de conglomerados.



1. Introducciéon al analisis de conglomerados

1.2. ;Cuantos grupos deben formarse?

Quiza el reto mas importante para el investigador que utiliza el analisis
de conglomerados es la determinacion del ntimero final de grupos a formar en
cierto conjunto de datos de una poblacién. Desafortunadamente no existe un
procedimiento tinico o estandar, dado que no se utiliza un criterio estadistico
interno para la inferencia, tal como una prueba de hipotesis. Durante estos
ultimos anos se han desarrollado varios criterios y lineas a seguir para apro-
ximarse a la solucion del problema. La principal conclusién es que existen
procedimientos que deben ser establecidos y calculados por el propio investi-
gador, lo que muchas veces implica procedimientos complejos. Una clase de
reglas o criterios para poder establecer el nimero final de conglomerados que
es relativamente simple y muy utilizada, es proponer alguna medida de simi-
laridad o distancia entre los conglomerados a cada paso sucesivo, donde la
solucion final se define cuando la medida de similaridad excede un valor dado
o cuando los resultados sucesivos entre los pasos a seguir en algin algoritmo
son muy influyentes.

También, el investigador o la persona que realiza el analisis de conglome-
rados deberia complementar el juicio estrictamente empirico con cualquier
conceptualizacion de las relaciones tedricas que pueda sugerir un niimero na-
tural de conglomerados. Se puede empezar este proceso especificando algiin
criterio basandose en consideraciones practicas, como el decir el resultado
esperado es logico y facil de comunicar si se tiene entre tres y seis conglo-
merados, y a continuacion resolver para este nimero de conglomerados y
seleccionar la mejor alternativa después de evaluar todas ellas. En el analisis
final, sin embargo, probablemente sea mejor calcular varias soluciones dife-
rentes, es decir, probar con dos, tres o mas soluciones diferentes y después
decidir entre las soluciones alternativas utilizando criterios a priori, juicios
practicos, sentido comin o fundamentos tedricos. Las soluciones se veran
mejoradas mediante la restriccion de la solucion de acuerdo con los aspectos
conceptuales del problema.

Cuando se identifica una solucion aceptable, el investigador deberia exa-
minar la estructura fundamental representada en los conglomerados defini-
dos. Es de particular interés un tamano bastante grande en los conglomerados
definidos o conglomerados que solo tengan uno o dos observaciones. Los inves-
tigadores deben examinar los tamanos de los conglomerados muy variables
desde una perspectiva conceptual, comparando los resultados actuales con
las expectativas formadas en los objetivos de investigacién. Resultan mucho
mas problematicos los conglomerados de un tinico miembro, que pueden ser
atipicos no detectados en andlisis anteriores. Si aparece un conglomerado con
una unica observacion o uno de un tamano muy pequeno en comparacion con



1.3. Antecedentes histéricos

los demés conglomerados, el investigador debe decidir si representa un com-
ponente estructural valido de la muestra o si deberia ser eliminado por ser
un dato atipico. Si se elimina cualquier observacién, concretamente cuando
se emplean modelos jerarquicos?, el investigador deberfa repetir el andlisis y
empezar de nuevo el proceso de formacion de conglomerados.

Y con esta pequena introduccion de lo que es el analisis de conglomerados,
los problemas que aborda y las diferentes soluciones finales que puede darnos
un analisis de este tipo sobre un conjunto de datos de interés, podemos
ahora dar una pequefia resena historica de las aplicaciones del anélisis de
conglomerados y su amplio uso en muchas disciplinas que no solo involucran
las ciencias exactas, sino las ciencias bioquimicas, de la salud y sociales.

1.3. Antecedentes historicos

Algunos de los antecedentes historicos sobre el analisis de conglomerados
que pueden darnos muchas mas ideas sobre el surgimiento y las extensas
aplicaciones de esta rama de la estadistica a diversos y variados problemas
son:

= En la taxonomia de los animales y las plantas, los conglomerados da-
tan desde Aristoteles siendo el modelo moderno esencialmente de Car-
los Lineo (1753), cada Especie pertenece a grupos que incrementan en
tamano y decrecen en el nimero de caracteristicas comunes.

s Las enfermedades del cuerpo no son tan elusivas como las enfermedades
de la mente, por lo tanto en Psiquiatria hay un acuerdo en la existencia
de la paranoia, la esquizofrenia y depresion dichas categorias pueden
ser vistas en la clasificacion de Kant publicado en 1970. La dificultad
de clasificacion para las caracteristicas de una enfermedad mental es
subjetiva, sutil y de caracter variable dependiendo de los sintomas.

= La conglomeracion en el campo de la Antropologia y la Arqueologia se
puede ver reflejada en el descubrimiento de objetos como herramientas
de piedras, objetos funerarios, piezas de ceramica, estatuas ceremonia-
les, o craneos que pueden ser clasificados dentro de grupos de objetos
similares, cada grupo producido por una misma civilizacion.

= Pasa lo mismo en la Fitosociologia, la cudl se encarga de la distribu-
cién espacial de las distintas especies de plantas y animales, sustenta

2En el capitulo 3 se daré toda la teorfa sobre los diversos métodos de clasificacién no
supervisada.
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la misma relacion de la taxonomia que la epidemiologia en cuanto a
la clasificacion de las enfermedades. La informacion tipica consiste en
contar el nimero de especies en varios cuadrantes y el conglomerado
detecta cuadrantes similares al ser del mismo tipo de habitat.

» También en el campo de la Economia, Fisher (1969) considera una
matriz de salidas-entradas en el cual las filas y las columnas tienen
las mismas etiquetas para que el conglomerado de filas y columnas
ocurran simultdneamente, Goronzy (1970) conglomera caracteristicas
tanto operativas como financieras, en el campo de la Investigacion de
Mercados, mientras que King (1966) lo hace manteniendo una reserva
en el inventario de acuerdo al comportamiento del precio.

» En Lingtistica, Dyen (1967) usa la proporcién de unir palabras de una
lista de 196 significados, como medida de distancia entre dos lenguajes,
con el fin de reconstruir un arbol de lenguajes evolutivo; Abell (1960)
encuentra grupos de galaxias a través de la bisqueda de placas foto-
graficas en las méas altas latitudes galacticas.

Y se podria dar una lista mucho mas amplia sobre la historia y las aplica-
ciones del analisis de conglomerados, pero no es el objetivo de este trabajo.
Ahora enlistaremos y haremos algunas comparaciones entre las ventajas y
desventajas que estan presentes en el anéalisis de conglomerados.

1.4. Inconvenientes del andlisis de conglome-
rados

Junto con los beneficios y aplicaciones que tiene el anélisis de conglo-
merados en una extensa rama del conocimiento humano, existen algunos
inconvenientes. El andlisis de conglomerados puede caracterizarse como des-
criptivo, atedrico y no inferencial. Este andlisis no tiene bases estadisticas
sobre las cuales deducir inferencias estadisticas para una poblacién a partir
de una muestra, y tiene una aplicacién totalmente exploratoria de los datos.

Otro inconveniente de este anélisis es que frecuentemente las soluciones no
son unicas. En diversos paquetes estadisticos que son ampliamente utilizados
en la actualidad como R, S-plus, SPSS, Minitab, etc. Tendremos soluciones
diferentes con los mismos datos, las soluciones dependen de muchos elementos
del procedimiento y se pueden obtener varias soluciones diferentes variando
uno o mas de estos elementos.

Ademas, el analisis de conglomerados siempre creard conglomerados a
pesar de como estén estructurados los datos. Finalmente, la solucion es to-



1.5. Contribucion del trabajo

talmente dependiente de las variables utilizadas como base para la medida de
similaridad. La incorporaciéon u omisién de variables relevantes puede tener
un impacto substancial sobre el resultado final del analisis. Por lo tanto, el
investigador debe tener particular cuidado en llevar una evaluaciéon del im-
pacto de cada decisiéon implicada en el desarrollo o aplicacion del analisis de
conglomerados para no tener resultados erroneos o que no sean los esperados
por el investigador. Es muy importante siempre tener presente este impacto
para asi obtener los resultados 6éptimos derivados de este analisis.

Como pudimos apreciar en los parrafos anteriores, el analisis multivariado
tiene aplicaciones extensas que no solo abordan problemas de tipo estadis-
tico o de un entorno puramente cientifico. También puede ser llevado a un
entorno laboral donde se tienen situaciones que la vida laboral exige que sean
estudiadas y respondidas. Pero a la vez, también tiene algunos inconvenientes
que deben ser tomados muy en cuenta y siempre se debe estar consciente de
que los resultados obtenidos mediante este andlisis no siempre son los “me-
jores", y que siempre habra algo de subjetividad implicita para la toma de
decisiones en el anélisis.

Con esta breve introduccién daremos paso al siguiente capitulo donde se
revisara de una forma rapida los conceptos basicos y fundamentales de la
estadistica inferencial clasica univariada y multivariada asi como del algebra
lineal que seran de utilidad en la teoria y desarrollo del trabajo para después
en capitulos posteriores dar una breve descripcion de los diferentes algoritmos
y métodos para realizar clasificacion no supervisada .

1.5. Contribucién del trabajo

La contribucion principal de este trabajo es el de presentar herramientas
de diagnéstico para la formacion y evaluacion del nimero de grupos basados
en el grado de separacion entre los componentes de una mezcla de distribu-
ciones. Tales herramientas seran la matriz de clasificacién errénea, medidas
para evaluar el error que se puede cometer al clasificar elementos de la pobla-
cion en un grupo equivocado entre otras. También se propone un algoritmo
de podado o ajuste de un arbol generado por el modelo jerarquico basado en
mezclas. El algoritmo comienza con el arbol que corresponde al modelo basa-
do en mezclas elegido mediante el criterio de informacién bayesiana (BIC)3.
Entonces se combinan progresivamente componentes de la mezcla y se fusio-
nan en un conglomerado que corresponde a una posible mejor clasificacion
de los datos. Es decir, cada conglomerado en la particion final obtenida me-

3En los capitulos posteriores se daran los conceptos necesarios para fundamentar bien
el algoritmo.
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diante un modelo de mezclas puede, por lo tanto, ser modelado por mas de
un componente de una mezcla de distribuciones. El procedimiento resultante
puede ser considerado como un hibrido entre los métodos basados en mezclas
y métodos no paramétricos para formar conglomerados.



Capitulo 2

Elementos de Inferencia Clasica

En este capitulo vamos a introducir, retomar y definir varios conceptos
que seran de gran utilidad para el desarrollo tedrico de este trabajo. Con
ello se intenta dar las bases matematicas para que se pueda formalizar y dar
una explicacién a un problema o fenémeno real en estudio. Empezaremos por
retomar algunos conceptos de inferencia clasica y que son de gran importancia
para sustentar los argumentos que se emplearan para pasos posteriores.

2.1. Conceptos previos

Comenzamos definiendo los conceptos de variable aleatoria y funcion de
distribucién que son muy importantes en probabilidad y son objetos de es-
tudio y anélisis en estadistica.

Definicion 4.- Sea (2,7, ) un espacio de probabilidad'. Se dice que una
funcién X : Q — R es una variable aleatoria real si [X <z] € ¥ V x € R.

Definicion 5.- Sea X una variable aleatoria real, a la funciéon F': R —— R,
definida por F(z) = P[X < z] se le llama funcién de distribuciéon? de X

Como se demuestra en los cursos de probabilidad, las funciones de distri-
bucién cumplen con tres propiedades, estas son:

1. F' Es una funcién monoétona no decreciente y continua por la derecha.

2. limg, oo F(x) = 1.

1Se entiende por Q un espacio muestral, 1 una medida de probabilidad y & una o-
algebra de .
2También llamada funcién de distribucién acumulada.



2.1. Conceptos previos

3. limg, ., F(x) = 0.

La importancia de la funcion de distribucién es que ésta tiene toda la
informacion probabilistica relativa a una variable aleatoria X, disponiendo de
ella, se puede obtener la probabilidad de cualquier evento cuya ocurrencia o
no ocurrencia dependa del valor que tome X. Dos variables aleatorias pueden
ser distintas, vistas como funciones definidas sobre el espacio muestral €2, pero
pueden ser idénticas en cuanto a su distribucién y entonces desde el punto
de vista probabilistico, dan exactamente la misma informaciéon y pueden ser
utilizadas indistintamente para el mismo propédsito.

Para el caso multivariado, definimos una variable aleatoria como la fun-
cion X : Q —— R"™ con n > 1. En el caso de una familia de n variables
aleatorias, el papel de central de las funciones de distribucién cuando se tra-
ta de una sola variable aleatoria, no lo tiene la coleccién de las n funciones de
distribucion correspondientes, sino que se le llama la funcién de distribucién
conjunta, la cual definimos a continuacion.

Definicion 6.- Sean X1, X, ..., X, n variables aleatorias. La funcion F :
R™ — [0, 1], definida por:

F(ZUI,I'Q,'-.,ZETZ) :P[Xl §x17X2 §x27"'7Xn an]

es llamada la funcién de distribucion conjunta de Xy, Xo,..., X,

Existen dos tipos de distribuciones de variables aleatorias, las discretas
(toma valores en un conjunto de resultados a lo mas numerable) y las con-
tinuas (toman valores en conjuntos infinitos no numerables por ejemplo R).
Es en estas ultimas es en las que nos enfocaremos en el desarrollo del traba-
jo ya que una distribucion comunmente utilizada es la distribucién normal
multivariada. Definimos una distribucién continua como sigue.

Definicion 7.- Se dice que una funcién de distribucion F' de la variable alea-
toria X es continua si existe una funcién no negativa f : R —— R, integrable
tal que:

F@)= [ f)dy Vo eR

—00

En este caso se dice también que la variable aleatoria X es absolutamente
continua y la funciéon f es llamada una funcién de densidad de X.

Este otro concepto de funciéon de densidad es fundamental en probabilidad
y que es en el que se basan muchos de los resultados en estadistica y daremos
algunas de sus propiedades bésicas.
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2. Elementos de Inferencia Clasica

Definicion 8.- Sea X una variable aleatoria continua y f su funcién de den-
sidad, entonces:

. f(x)>0 V2 € R
2. [Z flx)de =1

Para el caso de variables aleatorias multivariadas tendremos algo similar,
definiremos una funciéon de distribucién conjunta continua como sigue:

Definicion 9.- Se dice que la funcion de distribucién conjunta F' de las va-

riables aleatorias X, ..., X,, es absolutamente continua si existe una funcion
f :R" — R integrable tal que:

T Tn
F(Xl,...,Xn):/_ /_ fr, o yyn) dyr .. dy, Yxe R

En este caso se dice también que las variables aleatorias X, ..., X,, for-
man un vector aleatorio absolutamente continuo y la funcion f es llamada la
funcion de densidad conjunta de X1,..., X,,.

También para el caso multivariado la funcién de densidad conjunta f
cumple las mismas propiedades que las funciones de densidad de una sola
variable aleatoria, es decir, es una funcién no negativa y su integral sobre
todo el espacio muestral es 1.

2.2. Inferencia

De aqui en adelante se entenderéd que la expresién f(x;6) representa una
funcién de densidad arbitraria que depende de una variable aleatoria x y
de un cierto vector de parametros desconocidos 6. Este vector describe en
su totalidad a la funcién de densidad de x. La expresion f(x;60) puede ser
cualquiera de las distribuciones conocidas como la distribucién bernoulli,
binomial, exponencial, normal, normal multivariada, gamma, etc. Denota-
remos cuando una variable aleatoria x se Distribuye de cierta forma como
x ~ exp(A). Es decir, la variable aleatoria x tiene una distribucion exponen-
cial con parametro A. Ahora definiremos el concepto de parametro que es de
gran importancia en la estadistica.

Definicion 10.- Un Pardametro es una cantidad que se asume fija pero des-

conocida. Esta cantidad es la que identifica la ley o distribucién usada para
describir un fenémeno aleatorio.

11
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Definicion 11.- Al conjunto de valores donde el o los parametros de una
distribucion toma valores se le llama espacio parametral y se denota con la
letra griega mayuscula ©.

Definicion 12.- Sixy,Xa, .. .,X, esun conjunto de v.a’s (variables aleatorias),
se dice que es una Muestra Aleatoria si se satisfacen las condiciones:

Lox; ~ f(x;0) Vi=1,2,...,n
2. f(x1, X2, .. x0) =TT f(xi30)

Es decir, una muestra aleatoria es un conjunto de v.a’s que son inde-
pendientes (su funcién de densidad conjunta puede ser expresada como el
producto de las funciones marginales de cada v.a.) y que cada una de ellas
tiene la misma distribucion con los mismos parametros. También indicaremos
a la muestra aleatoria como X = (x1,Xa, ..., X,) y al vector de observaciones
dadas de cada variable que conforman la muestra aleatoria lo expresamos por
T = (T1,%2, ..., Tp).

Definicion 13.- Al conjunto de valores que puede tomar la muestra aleatoria
se le llama Espacio muestral y se denota por Y.

Definicion 14.- Sea X1,Xa, ..., X, una muestra aleatoria de f(x;;6). Una FEs-
tadistica es cualquier funcion de la muestra aleatoria que no dependa de
parametros desconocidos.

Definicion 15.- Sea x3,Xa, ..., X, una muestra aleatoria de f(x;;6). Un Fs-
timador es una estadistica T'(X) cuyos valores t(x) sirven para aproximar los
valores del(os) pardmetro(s) desconocido(s) #. Y denotaremos a el estimador
del pardmetro 6 como 8 = T(X).

Definicion 16.- A los valores del estimador, es decir de t(z) se les llama Fs-
timado o Estimada.

Para que estos conceptos de estimador y estimado sean mas claros supon-
gamos por ejemplo que se tiene una poblacién normal N(u,o?). Un posible
estimador para p es

n

N — X1 +Xo+ ... +X,

i—1 n

Y un estimado seria un valor particular de X dada una muestra de tamano
n y lo denotamos como .

12



2. Elementos de Inferencia Clasica

2.2.1. Estimaciéon por Maxima Verosimilitud

Ahora se describird uno de los métodos para encontrar estimadores de
parametros, este método es el método denominado de maxima verosimili-
tud 2. Antes de enunciar el método de maxima verosimilitud, es preciso re-
cordar el concepto fundamental que es la idea principal de este método, este
concepto es el de la Funcion de Verosimilitud o simplemente llamada Vero-
similitud

Definicion 17.- Sea x1,Xa, . . ., X, una muestra aleatoria de f(x;; ). Se define
la Funcion de Verosimilitud como:

n

L(H) = f(X1,X2,---7Xn) = Hf(xi§8i> (2'1)
i=1

Nétese que ambas funciones, la funcién de densidad y la verosimilitud son
iguales, pero la diferencia entre la funcion conjunta de densidad de la muestra
X y la funcién de verosimilitud radica en que la funcion de densidad conjunta
determina totalmente el comportamiento probabilistico de la muestra X y
podemos realizar calculos de probabilidades sobre ésta. Pero en el caso en que
0 es desconocido, es el caso que nos interesa ya que la funcién de densidad
conjunta se convierte en la funcién de verosimilitud y realizamos la estimacion
del parametro 6 considerando ahora a la verosimilitud como una funciéon que
depende ahora de 6. Es entonces que podemos definir al estimador maximo

verosimil para el parametro de interés 6 como

Definicion 18.- Sea xi,Xa,...,X, una muestra aleatoria de f(x;;0) y L(0)
su respectiva funcion de verosimilitud. § = T'(X) sera el estimador maximo
verosimil si # satisface que:

-~

L) > L) Vo €06

El estimador maximo verosimil, es el valor de # que maximiza la pro-
babilidad de aparicién de los valores observados de la muestra y se obtiene
maximizando la funcién L(#). Ahora enunciaremos el método de maxima
verosimilitud.

Método de Maxima Verosimilitud

Sea f(X;601,0s,...,0;) una funcién de densidad con k pardmetros que es
diferenciable y que su méaximo no se encuentra en un extremo de su dominio

3Este no es le tinico método de estimacién de pardmetros, otro método es el de mo-
mentos propuesto por Pearson.
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2.2. Inferencia

de definicién, su maximo lo alcanzara en el punto que satisface el sistema:

OL(0y,0s, ... ,0,)
86,

Y el punto 6 = (04, 0,, ..., 0;) correspondera a un méximo si la matriz hes-
siana de segundas derivadas H, evaluada en 0 es definida negativa®, entonces
6 es el estimador maximo verosimil y lo denotaremos como Orry -

Como por lo regular es dificil trabajar con la funcién de verosimilitud
L(04,05,...,0,) ya que por su complejidad es dificil de realizar operaciones
como derivar o integrar. Para ello es conveniente utilizar la funcién log(L(0))
ya que es una transformacion que no afecta los resultados que se obtienen al
momento de realizar la maximizacién de la funcién de verosimilitud, ya que
ambas funciones alcanzan su maximo en el mismo punto critico.

=0 para i=1,2,..,k

Definicion 19.- A la funcién (64, 60s, ..., 0,) dada por

l<91;627--~79n) = log(L(ﬁl,Hg,...,Hn)) (22)
Se le define como la funcién log-verosimil o log-verosimilitud

El trabajar con la funcién de log-verosimilitud tiene tres ventajas princi-
pales:

1. Pasamos del producto de funciones de densidad a la suma de sus logarit-
mos y la expresion resultante suele ser mas simple que la verosimilitud.

2. Al tomar logaritmos, las constantes multiplicativas de la funcién de
densidad conjunta, que son irrelevantes para el maximo, se hacen adi-
tivas y desaparecen al derivar.

3. Si multiplicamos la funcién [(#) por —2 se obtiene un resultado asinté-
tico importante en estadistica que proporciona un método general para
juzgar el ajuste de un modelo a los datos. Esta expresion es

D = —2i(0)

A esta expresion se le llama devianza y mide la discrepancia entre los
datos y el modelo, es decir, entre mas grande sea [(f), mayor serd la
concordancia entre el valor del parametro y los datos y menor sera la
devianza.

Damos por terminada esta seccion de inferencia univariada para dar paso
a las definiciones y conceptos de la inferencia multivariada y seguir con el
desarrollo tedrico del trabajo.

4Véase J. Marsden Célculo Vectorial.
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2.3. Inferencia Multivariada

Ahora mencionaremos algunos de los conceptos principales de la inferen-
cia multivariada como el de matriz de datos, vector de medias y la matriz de
varianzas y covarianzas entre otros. Todos éstos son el sustento de la teoria
que contiene el analisis multivariado y que sirven para dar paso a pruebas de
hipétesis o la introducciéon de distribuciones multivariadas que son de gran
utilidad para realizar la inferencia que se requiere para poder analizar un
grupo de datos multivariados.

Debemos enfatizar que al igual que en la estadistica univariada, se par-
te de una poblacién en estudio que tiene caracteristicas de interés y que
queremos medir, para que de una pequena muestra podamos hacer inferen-
cia sobre toda la poblacién. Entonces supondremos que cada una de estas
caracteristicas que posee la poblaciéon es una variable.

La informacién de partida para la inferencia multivariada puede ser de
varios tipos. La que utilizaremos es una tabla donde apareceran los valores de
p variables observadas en n individuos o elementos y con valores observados
provenientes de variables continuas.

2.3.1. La Matriz de Datos

Supongamos que se ha observado p variables numéricas en un conjunto
de n elementos o individuos. Cada una de estas p variables se denomina una
variable escalar o univariada y al conjunto de las p variables forman una
variable vectorial o multivariada. Entonces damos paso a definir a la matriz
de datos

Definicion 20.- Sea x1,Xs,...,X, una muestra aleatoria cuyas funciones de
distribucién f(x;; @) son multivariadas. Entonces, los valores de las p variables
escalares en cada uno de los n elementos pueden representarse en una matriz
X de dimensiones (n x p) que llamaremos Matriz de Datos, y denotaremos
por z;; al elemento de esta matriz que representa el valor de la variable j
sobre la observacion o individuo ¢. Es decir

X=uw; donde 1:=1,....,.n y j=1,...,p

La matriz de datos X puede ser representada de dos formas diferentes.
por filas:
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T11 T2 ... Tip X1

/

To1 T2 ... Typ X9
x=|"" " ~ |~ (2.3)

/

Tnl Tp2 .- Tnp X

Donde cada variable x; es un vector fila de dimensién p x 1 que representa
los valores de las p variables sobre el i-ésimo individuo. También podemos
expresar de una manera alternativa esta matriz de datos X por columnas:

X =[x - X

Donde ahora cada variables x(;) es un vector columna de dimension n
x 1 que representa la variables escalar z; medida en los n elementos de la
poblacién. Llamaremos x = (z1,...,z,)" a la variable multivariada formada
por las p variables escalares que toman valores particulares xi,...,x,, en los
n valores observados.

2.4. Medidas de tendencia central y disper-
sion multivariada

A continuacion daremos paso al analisis multivariado de los datos. Presen-
taremos como obtener medidas conjuntas de tendencia central y de dispersion
para el conjunto de da variables y medidas de tendencia lineal entre pares de
variables.

2.4.1. El vector de medias muestrales

La medida de tendencia central mas utilizada para describir datos multi-
variados es el vector de medias muestrales, que es un vector de dimension p
cuyas entradas son las medias de cada una de las p variables. Puede calcu-
larse de una manera similar al caso univariado donde se promedia cada una
de las variables y se asigna a cada entrada correspondiente la media de cada
variable.

Definicion 21.- Sea Xi,Xs, ..., X, una muestra aleatoria, entonces se define
el vector de medias x como un vector en R? tal que
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X1
n i2
Xp
Donde cada x; es la media aritmética de la i-ésima variable con i =
1,...,p

Observemos que al igual que en el caso univariado, el vector de medias
muestrales se encuentra en el centro de los datos en el sentido de hacer cero
la suma de las desviaciones:

1=i

Ya que escribiendo la suma de la forma >} ; X — nx y aplicando la defi-
nicion del vector de medias, es evidente que esta suma se vuelve cero.

Las medidas de tendencia central univariadas basadas en el orden de las
observaciones, no se pueden generalizar facilmente al caso multivariado ya
que por resultados de algebra lineal, se sabe que el espacio vectorial R™ no
tiene orden alguno, lo cual dificulta el hecho de intentar generalizar estas
medidas. Por ejemplo, podemos calcular el vector de medianas, pero este no
es un punto que necesariamente esta ubicado en el centro de los datos.

Antes de seguir con las definiciones y resultados del analisis multivariado
debemos hacer énfasis en que la poblacién tiene sus parametros poblacionales
que son de nuestro interés y objeto de estudio, los cuales se estimaran por
algiin método y obtener asi un estimador para realizar inferencias sobre la
poblaciéon a partir de una muestra. Uno de estos parametros poblacionales
es el vector de valores esperados que consiste en un vector de dimension px1
el cual tiene como entradas las esperanzas de cada una de las p variables de
interés de la poblacién. A este vector lo denotaremos como:

K1 E(x)
. M:2 _ E<X2) (2.5)
Hp E(x,)

Una vez que se ha aclarada la diferencia entre el vector de medias mues-
trales y el vector de valores esperados poblacional, podemos entonces seguir
con otro definicién importante para el analisis multivariado que es la ma-
triz de varianzas y covarianzas, una matriz de suma importancia porque nos
podréa decir o reflejar en cierto grado la relaciéon entre las variables de la
poblacion que estamos midiendo.
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2.4.2. La matriz de varianzas y covarianzas

En muchos casos, es de suma importancia saber si existe alguna relacion
entre algin par de variables como el peso y la estatura, o el ingreso y gasto
de un hogar. Esto se puede medir mediante una relacién que contemple a
un par de variables, esta relacion puede describirse a través de la covarianza
entre las variables x; y x; que la definimos como sigue

Definicion 22.- Sean x; y x; dos variables aleatorias, entonces definimos la
covarianza Cov(x;,X;) entre las variables x; y x; como

Cov(x;,%x;) = B((x; — B(x;))(x; — E(x;)) (2.6)

En la estadistica univariada es de suma importancia encontrar la varianza
de alguna poblacién en estudio para saber que tan homogénea es, en el caso
multivariado se cuenta con la matriz de varianzas y covarianzas® poblacional,
que es una matriz de nxp que la definimos de la siguiente forma

Definicion 23.- Sea x1,Xs,...,X, una muestra aleatoria, se define la matriz
de wvarianzas y covarianzas poblacional a la matriz ¥ = Var(X) de nxp tal
que

Var(x1) Cov(xi,x2) ... Cov(xy,x,) o} o1 ... O
Cov(xz,x1) Var(xe) ... Cov(xa,X,) 091 O3 ... Og
Cov(x,,x1) Cov(x,,X2) ... Var(x,) Onl Opz ... 0Op

Y =Var(X) (2.7)

Las entradas de esta matriz son las varianzas de cada una de las variables
que tiene la poblacién o7 y las covarianzas de cada par de variables o;; con
1,7=12,...,p

Como se ha comentado, para las variables univariadas la dispersiéon res-
pecto a la media se mide comtiinmente con la varianza, o por su raiz cuadrada
que se define como la desviacion estandar. La relacién lineal existente entre
dos variables se mide por la covarianza, la covarianza muestral se define como:

Definicion 24.- Sea x1,Xa,...,X, una muestra aleatoria, se define la cova-
rianza muestral como

Z(%‘ — &) (2 — Tk) (2.8)

>También llamada simplemente matriz de covarianzas
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Y ésta mide el grado de dependencia lineal entre ambas variables.
Para una variable multivariada definimos la matriz de varianzas y cova-
rianzas muestral como:

Definicion 25.- Sea x1,Xs,...,X, una muestra aleatoria, se define la matriz
de varianzas y covarianzas muestral como la matriz S de n x p tal que

(2.9)

Que es una matriz simétrica por que contiene en su diagonal las varianzas
muestrales de las variables y fuera de ella las covarianzas muestrales entre
las variables. En efecto, si multiplicamos los vectores:

Ti1—T1 (zi1—71)? oo (T —T1) (Tip—Tp)
: [ﬂcil—fl ﬂcip—ip] : : :

Tip—Tp (Ti1—Tp) (wip—Tp) - (zip—1p)?

Se obtiene la matriz de cuadrados y productos cruzados de las p variables en
el i-ésimo elemento. El sumar para todos los elementos y dividir entre n se
obtienen las varianzas en la diagonal y las covarianzas en fuera de ella. La
matriz de varianzas y covarianzas, que por simplicidad se le llamara matriz
de covarianzas, es la matriz simétrica de dimensiéon nxp con forma:

s | 1 o (210)

2.4.3. La matriz de correlacion

La dependencia lineal entre dos variables se puede estudiar mediante el
coeficiente de correlacion lineal. Este coeficiente para las dos variables alea-
torias x; y x; se define como:

Definicion 26.- Sean x; y x; dos variables aleatorias, definimos el coeficiente
de correlacién entre x; y x; como:

_ Cov(x;x;)
\/Var (x;)Var(x;)

Px; x;

Entonces podemos definir el coeficiente de correlacion muestral entre las
variables x; y x; como:
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Definicion 27.- Sean x; y x; dos variables aleatorias, se define el coeficiente
de correlacion lineal muestral de como

Sij 1 rfj 1 (xi = %i) (x5 — X5)

SiS; \/ Zl 1 Xz - Xz) 711 ?:I(Xj - }_(j>2

Tz’j:

Y tiene las propiedades siguientes:

L. 0<|ry| <1

2. Si z;; = a+ bxy, entonces || = 1.

3. 7; es invariante ante transformaciones lineales de las variables.

La dependencia por pares entre las variables se mide por la matriz de
correlacién que se define como sigue:

Definicion 28.- Definimos la matriz de correlacion R a la matriz cuadrada
y simétrica que tiene unos en la diagonal principal y fuera de ella todos los
coeficientes de correlaciéon lineal entre los pares de variables y la denotamos
como:

1 T2 ... Tip
T 1 ...

R=| = . (2.11)
Tp Tp2 - 1

Esta matriz es semidefinida positiva ya que puede contener entradas fuera
de la diagonal negativas o iguales a cero.

2.5. Distancia y Variabilidad

2.5.1. ;Qué importancia tiene la mediciéon de la dis-
tancia en el analisis de conglomerados?

Como ya se habia mencionado en capitulos anteriores, usaremos el concep-
to de similaridad, que asociamos con el de distancia de una forma intuitiva,
ya que una distancia viene a la mente para saber si algo se encuentra cerca o
lejos un punto geografico, o una poblacion respecto a otra y si esta distancia
influye en ciertas caracteristicas.

Se discutira en esta seccién las principales medidas de similaridad entre los
datos y por tanto, las mas comunes de utilizar en el analisis de conglomerados
segin cita Hair en su libro[5] son:
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s Medidas de correlacién

s Medidas de distancia

= Medidas de asociacion ©

Medidas de correlacion

La medida de similaridad entre dos objetos que probablemente viene a
la mente, en primera instancia, es la del coeficiente de correlaciéon entre un
par de objetos medido sobre varias variables ya que tiene un amplio uso en
estadistica y el andlisis multivariado. En efecto, en lugar de hacer la corre-
lacién entre dos conjuntos de variables, transponemos la matriz de datos X
de tal forma que las columnas representan observaciones o individuos y los
renglones representan variables. Por tanto, el coeficiente de correlacion entre
las dos columnas de nimeros es la correlacion (o similaridad) entre los per-
files de los dos objetos. Una cifra cercana a 1 en valor absoluto indica una
similitud o parecido muy alto y una cifra cercana cero indica una falta de
similitud.

Sin embargo, las medidas de correlacién se utilizan rara vez por que el
interés de la mayoria de las aplicaciones del analisis de conglomerados esta
en los elementos o individuos de la poblacién.

Medidas de distancia

Aunque se mencioné que las medidas de correlacién es una idea intuitiva
de asociacion y se utilizan en varias técnicas del analisis multivariado, no son
las medidas de similaridad mas utilizadas en el andlisis de conglomerados. Las
medidas de similitud que estan asociadas al concepto de distancia, que son
las que representan la simililaridad como la proximidad de las observaciones
son las mas utilizadas. Las medidas de distancia son en realidad medidas de
diferencia o variacion donde los valores elevados indican una menor similari-
dad o parecido entre las observaciones. Es asi como la distancia se convierte
en una medida de similaridad utilizando una relacién inversa.

Medidas de asociaciéon

Las medidas de asociaciéon se utilizan para comparar objetos cuyas carac-
teristicas se miden a través de variables categoricas, es decir, son variables
nominales u ordinales. Un ejemplo que podemos dar seria el caso en que un

6Estas ultimas son empleadas en datos categéricos a diferencia de las dos primeras
utilizadas en datos de origen continuo.
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grupo de encuestados responden si o no a cierto nimero de preguntas. Una
medida de asociacion podria evaluar el grado de acuerdo o de acercamiento
entre cada par de encuestados. La forma mas simple de medida de asociacion
serfa el porcentaje de veces que existié un acuerdo (ambos dicen si 0 ambos
dicen no) para el mismo conjunto de preguntas. Se han desarrollado exten-
siones de este simple coeficiente de ajuste para acomodar variables nominales
de varias categorias o incluso medidas ordinales.

2.5.2. El concepto de distancia

Asl pues, una vez dada una breve explicacién sobre los diferentes tipos
de medidas que existen para establecer una similaridad entre un conjunto
de datos, el procedimiento para estudiar la dispersion de las observaciones
que utilizaremos es el concepto de distancia entre dos puntos. En el caso
univariado, la distancia entre el valor de la variable x en un punto x;, y
la media de la variable X, se mide de una manera natural con la distancia
euclidiana /(x; — )2, o lo que es equivalente, por el valor absoluto de su
diferencia |z; —x|. La varianza es un promedio de estas distancias al cuadrado
entre los puntos y su media. Cuando se dispone de una variable multivariada,
cada dato es un punto en RP, y podemos pensar en construir medidas de
variabilidad o dispersiéon promediando las distancias entre cada punto y el
vector de medias. Esto requiere de generalizar el concepto de distancia para
cualquier espacio de dimension arbitraria.

Definicion 29.- Definimos la funciéon distancia d(,, ,,) entre dos puntos si
dados dos puntos cualesquiera x; y x; € R? se cumplen las propiedades

1. d: R? x R — R*" , es decir, dados dos puntos en el espacio de dimen-
sion p su distancia con esta funcién es no negativa. En otras palabras,
podemos decir que d(;, »;) >0 Va;,x; € R

2. d(z; ;) = d(z,,2;), es decir, la distancia es una funcion simétrica.

3. dig 2y =0 & i=71,7=12,...,p, es decir, la distancia entre un
punto y el mismo es cero.

4. diz; o) < Ay zy) T Az, 2, €8 decir, la distancia entre los puntos z; y z;
cumple la desigualdad del triangulo.

Estas propiedades generalizan la nocién intuitiva de distancia entre dos
puntos para espacios de dimensiones mayores a 3 y que son dificil de ver.
Ademas estas propiedades nos seran de utilidad para posteriormente definir

22
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distancias entre puntos de una poblacion y asi poder medir su grado de
dispersién o para poder formar conglomerados en base a las distancias entre
individuos del mismo grupo.

2.5.3. Ejemplos de distancias

Ya definida la distancia entre dos puntos en un espacio de dimension p,
podemos dar algunos ejemplos de distancias cominmente usadas en el estudio
de la dispersion o variabilidad de los puntos de nuestra muestra.

Distancia de Minkowski

Una familia de medidas de distancia muy habituales en R es la familia de
métricas o distancias de Minkowski, que se define como:

p l
zz,x] Z Tiky — Tj)" )"

Donde las potencias méas utilizadas son r = 2 que seria el caso particular
de la distancia euclidiana

P 1
xz,xj - Z Tik — x]k 2

Y para r = 1 tenemos la distancia
p
d(xivxj) = Z |Zak — Ljk
k=1

Distancia euclidiana
La distancia mas utilizada es la euclidiana dada por:
p
Awiay) = D\ @ik — jn)?
k=i

Pero tiene el inconveniente de depender de las unidades de medida de
las variables. Una forma de evitar este problema es dividir cada variable por
un termino que elimine el efecto de la escala. Esto conduce a la familia de
métricas euclideas ponderadas que se definen como:
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2.5. Distancia y Variabilidad

Distancias euclidianas ponderadas

Definimos las distancias euclidianas ponderadas de la siguiente forma:
1
diz,zy) = [(xi = %) M(x; — x;)]7

Donde M es una matriz diagonal que se utiliza para estandarizar las
variables y hacer la medida invariante ante cambios de escala. Por ejemplo,
si ponemos sobre la diagonal de M las desviaciones estandar de las variables,
obtenemos:

o Tig — I]k 1 - — 2
e Z )2 = (X S (win — wn)?)
k=1 k=1
Que puede verse como una distancia euclidiana donde cada coordenada
se pondera inversamente proporcional a la varianza. En general la matriz M
puede no ser diagonal, pero siempre debe ser no singular y definida positiva
para que d(g, ;) = 0. En el caso particular en que tomemos M=I se obtiene
de nuevo la distancia euclidiana. Si tomamos M = S~! se obtiene la distancia
de Mahalanobis que estudiaremos a continuacion.

Distancia de Mahalanobis

Definicion 30.- Se define la distancia de Mahalanobis entre un punto y
su vector de medias por:

dr = [(x; — %)'S ™ (x; — %)]2

Es frecuente referirse al valor d3, también como la distancia de Mahalano-
bis, en lugar de referirnos como el cuadrado de la distancia. Desarrollaremos
esta distancia y comprobaremos que es una medida muy razonable de distan-
cia entre variables correlacionadas y por tanto de gran utilidad. Consideremos
el caso cuando p = 2. Entonces, si escribimos s19 = 15159, tenemos que

Y la distancia de Mahalanobis (al cuadrado) entre dos puntos (x1, 1),
(x2,y2) puede escribirse como:

2o 1 l(fﬁl — 1) (- ye) (- - ’y2)]

M= 2 + 2
1—1r2 ST S5 5182

De donde r es el coeficiente de correlacion. Si r = 0, esta distancia se re-
duce a la euclidea estandarizando las variables por sus desviaciones estandar.
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Cuando r # 0 la distancia de Mahalanobis anade un término adicional que
es positivo (y, por tanto “separa” los puntos) cuando las diferencias entre las
variables tienen le mismo signo, cuando r > 0, o distinto cuando r < 0.
Ahora en base a estas definiciones y ejemplos de distancias, definiremos la
matriz de distancias que es muy importante en el analisis de conglomerados.

2.5.4. Matriz de distancias

La matriz de distancias es importante en el andlisis de conglomerados ya
que en muchas de las ocasiones el criterio de similaridad entre las observa-
ciones va a estar dada por alguna distancia de las que acabamos de enunciar.
A esta matriz la definimos como:

Definicion 31.- La matriz de distancias como la matriz de nxn cuyos elemen-
tos representan las distancias d entre los puntos z; y x; de un conjunto de
datos, es decir, es la matriz cuyas entradas son x;; = d,, ., y tiene la forma

0 Apy gy - dyy oz
dl’val O d$27xn
dovr oy - O

Esta matriz tiene las siguientes propiedades:

= Es una matriz simétrica
= Su diagonal contiene ceros ya que d, , = 0

» Es semi-definida positiva ya que sus entradas son mayores o iguales a
cero

Por simplicidad, sélo se tomara la diagonal ya sea inferior o superior
de la matriz ya que es simétrica y asi es como esta matriz es empleada
en los algoritmos jerarquicos de formacién de conglomerados como son el
encadenamiento simple, encadenamiento completo, etc, que mencionaremos
en el siguiente capitulo de este trabajo.

Para terminar con este capitulo, podemos mencionar algunas diferencias
que existen entre las medidas de correlaciéon y de distancia que hay para
formar conglomerados. Las diferencias entre las medidas de distancia y de
correlacion serian que las medidas de distancia se centran en los valores obte-
nidos de las observaciones y representan casos similares que estan juntos. La
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2.5. Distancia y Variabilidad

eleccion de una medida de correlacion en lugar de una medida de distancia re-
quiere una interpretaciéon muy diferente de los resultados por el investigador.
Los conglomerados basados en medidas de correlacién pueden no tener valo-
res similares y en lugar tener patrones similares. Los conglomerados basados
en la distancia tienen valores méas parecidos para el conjunto de variables,
pero los patrones pueden ser bastante diferentes.

En el siguiente capitulo se abordaran algunos métodos clasicos utilizados
en el analisis de conglomerados. Se dara una pequena explicacion y algunas
comparaciones entre estos métodos, asi como ventajas y desventajas de cada
uno.
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Capitulo 3

Métodos de clasificacion no
supervisada

Son varios los métodos que son empleados en el anélisis de conglomerados
para formar grupos de individuos u objetos. En este capitulo se mencionaran
dichos métodos segiin son presentados por los autores Hair [5] y Pena [9]
de una manera breve, pero que sirva para saber ;cémo es que se dividen
y clasifican los diferentes algoritmos y métodos de clasificacién? y jen qué
consiste cada uno de estos?.

Comenzaremos dando la clasificacion de estos métodos para saber cuales
son las diferencias que marcan a cada grupo de métodos. Tenemos que dentro
de los métodos de clasificacién existen varios tipos:

= Métodos jerarquicos: Estos métodos no asumen ningiin modelo estadis-
tico para los datos.

= Métodos no jerarquicos o de particion: Estos métodos asumen un mo-
delo definido para los datos.

= Modelos basados en mezclas: Estos métodos asumen un modelo de pro-
babilidad, buscan expresar grupos a través de una combinaciéon lineal
convexa de distribuciones de probabilidad.!

Existen otros tipos de métodos de clasificaciéon no supervisada en la li-
teratura de aprendizaje automatizado que no se abordaran en este trabajo,
ya que se estaria desviando mucho del objetivo principal, ademéas de que se
emplearan los métodos clasicos para poder realizar una comparacion con el

'En la mayoria de las aplicaciones reales y por simplicidad se asume que este conjunto
de distribuciones esta formado por distribuciones normales multivariadas.
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método que se desarrollara para saber si existe alguna diferencia o si se pue-
den mostrar resultados similares al utilizar el método propuesto que con los
algoritmos clasicos.

Ahora bien, daremos una breve descripcién de algunos de estos algoritmos
y métodos de clasificacion para saber ;cual es su desarrollo y metodologia
para llegar a la formacion de conglomerados y el niimero resultante de grupos
que se pueden distinguir?

3.1. Meétodos Jerarquicos

Los métodos jerarquicos buscan estructurar los elementos de un conjunto
de forma jerarquica dada su similaridad. Por ejemplo, tenemos una encuesta
de atributos de distintas profesiones y lo que queremos es darle un orden a ca-
da una de estas mediante su similaridad. Una clasificacion jerarquica implica
que los datos se ordenan en niveles, de tal manera que los niveles superiores
contengan a los inferiores. Este tipo de clasificacion es muy frecuente en la
Biologia, al clasificar animales, plantas, insectos. etc. Estrictamente, estos
métodos no definen grupos, sino la estructura de asociacién en cadena que
pueda existir entre los elementos.

Entre los métodos jerarquicos existen dos tipos de procedimientos que
son los algoritmos de Aglomeracion y los algoritmos Divisivos.

En los métodos de aglomeracion, cada objeto u observacion empieza den-
tro de su propio conglomerado. En etapas posteriores, los dos conglomerados
mas cercanos se combinan en un nuevo conglomerado agregado, reduciendo
asi el nimero de conglomerados paso a paso. En otros, un tercer individuo se
une a los dos primeros en un conglomerado. Eventualmente todos los indivi-
duos se agrupan en un tinico conglomerado; por esta razon, los procedimientos
de aglomeracién son denominados aveces como métodos de construccion.
Mientras que en el caso de los métodos divisivos, éstos parten del conjunto
de elementos y lo van dividiendo sucesivamente hasta llegar a los elementos
individuales. Los algoritmos de aglomeracion requieren de menor tiempo de
calculo y son los méas utilizados.

Una caracteristica importante de los métodos jerarquicos es que los re-
sultados obtenidos en un paso previo siempre deben encajar dentro de los
resultados del siguiente paso, creando algo parecido a un arbol. Por ejemplo,
una soluciéon de seis conglomerados se obtiene uniendo dos de los conglome-
rados encontrados en el paso en que se tienen 7 conglomerados. Dado que los
conglomerados se forman solo por unién de los conglomerados existentes, se
puede rastrear hasta su origen de un conglomerado por observacion.
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3. Métodos de clasificacion no supervisada

A la representacion grafica del algoritmo se le denomina Dendograma
o Arbol el cual describiremos a continuacion.

El dendograma

El Dendograma o Arbol Jerarquico, es una representacion grafica del
resultado del proceso de agrupamiento en forma de arbol. Los criterios para
definir distancias que hemos presentado tienen la propiedad de que, si se
consideran tres grupos A, B y C, se verifica que:

d(A,C) < mix(d(A,B),d(B, C))

Y una medida de distancia que tiene esta propiedad se denomina ultra-
meétrica. Esta propiedad es mas fuerte que la propiedad triangular, ya que
una ultramétrica es siempre una distancia. En efecto si d(A, C) es menor
o igual que el maximo de d(A, B),d(B, C) forzosamente sera menor o igual
que la suma d(A,B) + d(B, C). El dendograma es la representacién de una
ultramétrica, y se construye como sigue:

1. En la parte inferior del grafico se tienen los n elementos iniciales.

2. Las uniones entre elementos se indican por tres lineas rectas. Dos diri-
gidas a los elementos que se unen, y que son perpendiculares al eje de
los elementos, y una paralela a este eje, que se sitia al nivel en que se
unen.

3. El proceso se repite hasta que todos los elementos estan conectados por
lineas rectas.

Si cortamos el dendograma a un nivel de distancia dado, obtenemos una
clasificacion del nimero de grupos existentes a ese nivel y los elementos que
los forman. El dendograma es ttil cuando los puntos tienen claramente una
estructura jerarquica pero puede ser confuso cuando se interpreta mecanica-
mente.

Cuando el proceso de obtenciéon de conglomerados procede en direccién
opuesta al método de aglomeracion, se dice que es un método divisivo. En
estos métodos, se empieza con un gran conglomerado que contiene todas las
observaciones (individuos u objetos). En los pasos sucesivos, las observaciones
que son mas diferentes se dividen y se construyen conglomerados mas peque-
nos. Este proceso continua hasta que cada observacién es un conglomerado
en si mismo.
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Son cinco los algoritmos més utilizados para obtener conglomerados que
se basan en los métodos jerarquicos que son:

1. Encadenamiento simple o del vecino méas cercano
2. Encadenamiento completo o del vecino mas lejano

3. Encadenamiento medio que es un promedio de los dos anteriores

4. Método de Ward

5. Método del centroide

3.1.1. Encadenamiento Simple

El procedimiento del encadenamiento simple se basa en la distancia mi-
nima. Encuentra los dos objetos separados por la distancia méas corta y las
coloca en el primer conglomerado. A continuacién se encuentra la distancia
mas corta, o bien un tercer objeto se une a los dos primeros para formar
un conglomerado o se forma un nuevo conglomerado de dos miembros. La
distancia entre dos conglomerados cualesquiera es la distancia méas peque-
na desde cualquier punto en un conglomerado a cualquier punto en el otro.
Dos conglomerados se fusionan en cualquier nivel por la distancia méas cor-
ta existente entre ellos. El proceso continua hasta que todos los objetos se
encuentran en un conglomerado. A este procedimiento también es conocido
como el método del Vecino mds Cercano.

En base al procedimiento descrito en al parrafo anterior, podemos enun-
ciar la forma matematica del mismo que da lugar a la formacién de los
conglomerados. Supongamos que tenemos un grupo A con n, y un grupo B
con ny elementos, y que ambos se fusionan para crear un nuevo grupo AB
con n, + ny elementos. La distancia del nuevo grupo AB a otro grupo C' con
n. elementos en base al método de encadenamiento simple se calcula como
sigue:

Tenemos que la distancia entre los dos nuevos grupos es la menor de las
distancias entre grupos antes de la fusién. Es decir:

d(C; AB) = min(dca, deg)

Una forma alternativa y simple de calcular esta distancia cuando se desea
programar o utilizar en computadora este procedimiento es reexpresar al
minimo entre las dos distancias como:

min(dea,dep) = 1/2(dea + dep — |dea — depl)
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En efecto, si dgp > deoa el término en valor absoluto es deg — deoa y el
resultado de la operacion es do a4, que resulta ser la menor de las distancias.
Sidca > dep el segundo término es doa —dep v se tiene que dep es la menor
de las distancias obtenidas.

La ventaja que se tiene con este criterio es que sélo depende del orden
de las distancias, sera invariante ante transformaciones monétonas y obten-
dremos la misma jerarquia aunque las distancias sean numéricamente distin-
tas. Ahora, una desventaja es que los problemas se producen cuando estan
mal definidos los conglomerados. En estos casos este criterio tiende a pro-
ducir grupos muy grandes, que pueden incluir elementos muy distantes en
los extremos de los conglomerados, y los individuos que se encuentran en los
extremos pueden ser muy diferentes a los individuos que se encuentran mas
cerca entre si.

3.1.2. Encadenamiento Completo

El método de encadenamiento completo es parecido al de encadenamien-
to simple excepto en que el criterio de aglomeracién se basa en la distancia
maxima. Por esta razén, a veces se le conoce también como el método del
vecino mas lejano. La distancia maxima entre individuos de cada conglome-
rado representa la esfera méas reducida (didmetro minimo) que puede incluir
a todos los objetos en ambos conglomerados. A este método se le denomi-
na encadenamiento completo por que todos los objetos de un conglomerado
se vinculan con el resto a alguna distancia maxima o por la minima simili-
tud. Podremos decir entonces que la similitud dentro del grupo es igual al
didmetro del grupo.

El planteamiento matematico para este método es el siguiente. La dis-
tancia entre los dos nuevos grupos es la mayor de las distancias entre grupos
antes de la fusion. Es decir, tendriamos que esta distancia esta dada por:

d(C, AB) = méx(dca, dcp)

También podemos reexpresar al maximo de dos niimeros para simplificar
calculos y asi poder emplearlo para ser utilizado en la computadora como
sigue:

max(dca,dep) = 1/2(dca + dop + [doa — desl)

La ventaja de este criterio es que también es invariante ante transfor-
maciones monoétonas de las distancias al depender, como en el anterior, del
orden de las distancias.
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3.1.3. Encadenamiento Medio

El método de encadenamiento medio comienza igual que los métodos
de encadenamiento simple y completo, pero el criterio de aglomeraciéon es
la distancia media de todos los individuos de un conglomerado con todos
los individuos de otro. Tales técnicas no dependen de los valores extremos,
como se hace en el encadenamiento simple o completo y la particion se basa
en todos los miembros de los conglomerados en lugar de un par tnico de
miembros extremos.

Podemos enunciar este método de la siguiente forma. La distancia entre
dos nuevos grupos es la media ponderada de las distancias entre grupos antes
de la fusion. Es decir:

d(C,AB) = —" oy +—"" dop

Ng + Ny Ng + Np

Una ventaja es que el enfoque del encadenamiento medio tiende a com-
binar los conglomerados con variaciones reducidas dentro del conglomerado.
Las desventajas son que este criterio no es invariante ante transformaciones
monoétonas. También tiende a estar sesgado hacia la produccion de conglo-
merados con aproximadamente la misma varianza.

3.1.4. Meétodo de Ward

El Método de Ward, ha sido propuesto por Ward y Whishart y consiste
en que la distancia entre los conglomerados es la suma de los cuadrados entre
dos conglomerados sumados para todas las variables. En cada paso del pro-
cedimiento de aglomeracion, se minimiza la suma de cuadrados dentro del
conglomerado para todas las particiones (el conjunto completo de conglome-
rados disjuntos) obtenida mediante la combinacién de dos conglomerados en
un paso previo.

La diferencia entre la formulacion de los otros métodos anteriores es que
ahora se parte de los elementos directamente, en lugar de utilizar la matriz
de distancias, y se define la medida de distancia W de una agrupacion de
observaciones en grupos. Esta medida W es precisamente la suma de las
distancias al cuadrado entre cada elemento y la media de su grupo:

G nyg
W =23 > (zig — Ty)(xig — Ty)'

g=11i=1

Donde 7, es la media del grupo g. El criterio comienza suponiendo que
cada dato forma un grupo, g = n y, por lo tanto, W es cero. A continuacion,
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se unen los elementos que produzcan el incremento minimo de W. Obvia-
mente, esto implica tomar los mas préximos con la distancia euclidiana. En
la siguiente etapa, tenemos n — 1 grupos, n — 2 de un elemento y uno de dos
elementos. Decidimos de nuevo unir dos grupos para que W crezca lo menos
posible, con lo que pasamos a n — 2 grupos y asi sucesivamente hasta tener
un unico grupo. Los valores de W van indicando el crecimiento del criterio
al formar grupos y pueden utilizarse para decidir cuantos grupos naturales
contienen nuestros datos.

Puede demostrarse que, en cada etapa, los grupos que deben unirse para
minimizar W son aquellos tales que:

Ngn
mmﬁ@ig —Ty) (Tig — Ty)

Este procedimiento tiende a combinar los conglomerados con un ntimero
reducido de observaciones. La desventaja es que también esta sesgado hacia
la produccion de conglomerados con aproximadamente el mismo niimero de
observaciones.

3.1.5. Meétodo del Centroide

En el método del centroide, la distancia entre los dos conglomerados es la
distancia (normalmente euclidea o cuadrada) entre sus centroides. Ademas,
se aplica generalmente con solo variables continuas. Los Centroides de los
grupos son los valores medios de las observaciones de las variables en el
valor tedrico del conglomerado. En este método, cada vez que se agrupa a
los individuos, se calcula un nuevo centroide. Los centroides de los grupos
cambian a medida que se fusionan conglomerados. En otras palabras, existe
un cambio en un centroide de cada grupo cada vez que un nuevo individuo
o grupo de individuos se anade al conglomerado existente.

Podemos llevar este método a su forma matematica de la manera siguien-
te: sabemos que la distancia entre dos grupos se hace igual a la distancia
euclidea entre sus centros, donde se toman como centros los vectores de me-
dias de las observaciones que pertenecen al grupo. Cuando de unen dos grupos
se pueden calcular las nuevas distancias entre ellos sin utilizar los elemen-
tos originales. Y puede demostrarse que el cuadrado de la distancia euclidea
de un grupo C' a la unién de los grupos A, con n, elementos y B con ny,
elementos es:

Ng 2 Ny 2 NNy

d*(C,AB) = —2—d - P, - 2 P
(C,AB) e + 8 CA+na+nb CB ™ (no ¥ ng)? AB

33



3.1. Métodos Jerarquicos

Este método es mas popular entre los bidlogos pero la desventaja es que
pueden producirse resultados desordenados y a menudo confusos. La confu-
sion se produce a causa de los cambios, esto es, casos donde la distancia entre
los centroides de un par puede ser menor que la distancia entre los centroi-
des de otro par fusionado en una combinacién anterior. La ventaja de este
método es que se ve menos afectada por datos atipicos que los otros métodos
jerarquicos.

Ejemplos

Ahora mostraremos un ejemplo de un conjunto de datos simulados en el
software R provenientes de dos poblaciones normales cuyas distribuciones
son Ny(—5,4) y Ny(0,16) para ver como es que se representan graficamente
la obtencién de conglomerados mediante algunos de estos métodos mencio-
nados?. La forma como se construyeron los datos es la siguiente: La primera
coordenada z de cada punto corresponde a un valor de la normal N;(—5,4)
y la segunda coordenada y corresponde a un valor de la normal Ny(0,16),
luego, los puntos (z,y) se graficaron y es asi como se obtuvo el diagrama de
dispersion.

Primeramente mostraremos el diagrama de dispersién para los datos pro-
venientes de estas dos poblaciones normales propuestas. Para este ejemplo se
generaron 70 observaciones de cada poblaciéon cuyo diagrama es el siguiente:

Diagrama de dispersiéon

30
I

10

Figura 3.1: Datos simulados de dos poblaciones normales

2En el apéndice se proporcionara la sintaxis empleada en R para este ejemplo
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3. Métodos de clasificacion no supervisada

Dado que éste es un ejemplo ideado para ilustrar de una forma clara y
sencilla los resultados de la aplicacion de estos métodos, es claro que en este
diagrama se pueden distinguir dos grupos relativamente separados los cuales
se intentara clasificar por los métodos de encadenamiento simple, encadena-
miento completo y el encadenamiento medio. A continuacién presentamos
los resultados obtenidos de aplicar estos métodos en el conjunto de datos
simulados.

Después de haber aplicado el método de encadenamiento simple, el den-
dograma que se obtuvo es el siguiente:

Dendograma encadenamiento simple

Alturas

Observaciones
hclust (*, "single")

Figura 3.2: Dendograma de encadenamiento simple

Podemos observar en el dendograma que se tiene una clasificacion del
conjunto de datos en dos grupos ya que es muy notorio que existen dos
ramificaciones de las observaciones lo cual lleva a determinar que el niimero
de datos obtenidos por este método coincide con el niimero real de grupos.
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3.1. Métodos Jerarquicos

También mostramos el dendograma obtenido mediante el método de en-
cadenamiento completo el cual es:

Dendograma encadenamiento completo

40

20

Alturas

10

observaciones
hclust (*, "complete™)

Figura 3.3: Dendograma resultado del encadenamiento completo

Aqui también es bastante notoria la formacion de dos grupos mediante
este método lo cual concuerda con los datos reales.
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3. Métodos de clasificacion no supervisada

Por 1ltimo mostraremos el dendograma correspondiente al método de en-
cadenamiento medio que es un promedio de los dos anteriores.

Dendograma encadenamiento medio

25

20

15

Alturas
10
|

Osbervaciones
hclust (*, "average")

Figura 3.4: Dendograma resultado del encadenamiento promedio

Este dendograma viene a corroborar que efectivamente estos tres métodos
con este conjunto de datos simulados en R concuerdan y dan una buena cla-
sificacion de los datos y los asocia de la siguiente manera a su correspondiente
grupo como se muestra en la siguiente grafica:

37



3.2. Métodos No Jerarquicos

30
|

20
|
o
&
o
o

10
|

-10 -8 -6 -4 -2 0 2

Figura 3.5: Clasificacién de los datos

Es importante aclarar que esto no ocurre con frecuencia en la practica,
ya que la determinacion del nimero de grupos reales es dificil y se pueden
obtener en algunos métodos un cierto niimero de grupos y en otros otro
numero diferente.

Estos no son los tinicos métodos propuestos para realizar clasificaciéon no
supervisada, a continuaciéon mostraremos los métodos no jerarquicos para la
formacién de conglomerados.

3.2. Meétodos No Jerarquicos

A diferencia con los métodos jerarquicos, los procedimientos no jerarqui-
cos no implican los procesos de construccién de arboles. En vez de esto, se
asignan los objetos a conglomerados una vez que el niimero de conglomerados
a formar esta especificado. Por lo tanto, la solucién de seis conglomerados no
solo es una combinacion de dos conglomerados desde una solucién de siete
conglomerados, sino que se basa solo en la busqueda de la mejor solucion de
seis conglomerados.

En un ejemplo simple, el proceso opera de la siguiente forma. El primer
paso es seleccionar una Semilla de conglomerado como centro de con-
glomerado inicial, y todos los objetos (individuos) dentro de una distancia
umbral previamente especificada se incluyen dentro del conglomerado resul-
tante. Entonces se selecciona otra semilla de conglomerado y la asignacion
continua hasta que todos los objetos estan asignados. Los objetos pueden en-
tonces asignarse si estan cercanos a otro conglomerado que no sea el original.
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3. Métodos de clasificacion no supervisada

Existen diferentes aproximaciones para seleccionar las semillas de conglome-
rado y asignar objetos.

Ahora bien. En los métodos no jerarquicos o de particién disponemos de
datos que sospechamos son heterogéneos y se desea dividirlos en un ntimero
de grupos prefijado, de tal forma que:

1. Cada elemento pertenezca a uno, y solo uno de los grupos.
2. Todo elemento quede clasificado.

3. Cada grupo sea internamente homogéneo.

Un ejemplo que podemos dar para la aplicacién de este método es el
siguiente. Supongamos que tenemos que analizar y clasificar una base de
datos de compras en una empresa y se desea hacer una clasificacion de clientes
en funcion de sus caracteristicas de consumidor.

3.2.1. Algoritmo de K-Medias

Los procedimientos de aglomeracién no jerarquicos se denominan frecuen-
temente como aglomeracién de K-medias, y normalmente utilizan una de
las siguientes tres aproximaciones para asignar las observaciones individuales
de uno de los conglomerados.

1. Umbral Secuencial
2. Umbral Paralelo
3. Optimizacién

El Umbral Secuencial empieza seleccionando una semilla de conglome-
rado e incluye todos los objetos que caen dentro de una distancia previamente
especificada. Cuando los objetos dentro de la distancia estan incluidos, se se-
lecciona una segunda semilla de conglomerado y se incluyen todos los objetos
dentro de la distancia previamente especificada. A continuacion se seleccio-
na una tercera semilla, y el proceso continua cono se ha descrito. Cuando
un objeto se incluye en un conglomerado con una semilla, no se considera a
efectos de anteriores semillas.

El Umbral Paralelo en contraste, selecciona varias semillas de conglo-
merado simultaneamente al principio y asigna objetos dentro de la distancia
umbral hasta la semilla mas cercana. A medida que el proceso avanza, se
puede ajustar las distancias umbral para incluir mas o menos objetos en los
conglomerados. También en algunas variantes de este método, los objetos
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permanecen fuera de los conglomerados si estan fuera de la distancia previa-
mente especificada desde cualquiera de las semillas de conglomerado.

La Optimizacion es parecida a los otros dos procedimientos no jerarqui-
cos excepto en que permite la reubicacion de los objetos. Si en el curso de la
asignacion de los objetos, un objeto se acerca mas a otro conglomerado que
no es el que tiene asignado en este momento, entonces un procedimiento de
optimizacién cambia el objeto al conglomerado mas cercano.

Implementacion del Algoritmo

Supongamos una muestra de n elementos con p variables. El objetivo es
dividir esta muestra en un niimero de grupos prefijados, K. Requiere de las
4 etapas siguientes:

1. Seleccionar K puntos como centros de los grupos iniciales. Esto puede
hacerse:

a) asignando aleatoriamente los objetos a los grupos y tomando los
centros de los grupos formados.

b) tomando como centros los K puntos més alejados entre si.

c¢) construyendo unos grupos iniciales con informacion a priori y cal-
culando sus centros, o bien seleccionando los centros a priori.

2. Calcular las distancias euclidianas de cada elemento a los centros de
los K grupos, y asignar cada elemento al grupo cuyo centro este méas
proximo. La asignacion se realiza secuencialmente y al introducir un
nuevo elemento en un grupo se recalculan las coordenadas del nuevo
centro del grupo.

3. Definir un criterio de optimizacion y comprobar si resignando alguno
de los elementos mejora el criterio.

4. Sino es posible mejorar el criterio de optimizacién, terminar el proceso.

El criterio de similaridad o de optimizacion que se utiliza en el algoritmo
de k-medias, es minimizar la suma de cuadrados dentro de los grupos
(SCDG@G) para todas las variables dada por:

K p ng
SCDG =335 (@i — Tj1)°
k=1 j=11i=1

Donde ;5 es el valor de la variable j en el elemento 7 del grupo £y Tj;, es
la media de esta variable en el grupo. Este criterio es equivalente a la suma
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3. Métodos de clasificacion no supervisada

ponderada de las varianzas de las variables de los grupos, ya que se puede
escribir de la siguiente forma:

K »p
min SCDG =min > nks?k

Donde ny, es el nimero de elementos del grupo g y S?k es la varianza de
la variable j en dicho grupo.

Las varianzas de las variables en los grupos son claramente una medida
de la heterogeneidad de la clasificacion y al minimizarlas obtendremos gru-
pos mas similares. Un criterio alternativo de similaridad seria minimizar las
distancias al cuadrado entre las observaciones y los centros de cada grupo. Si
medimos las distancias con la norma euclidiana, este criterio se escribe como:

K ng K ng
min Y > (wi — Tjn) (Tie — Tjp) =min Y Y d*(i, k)
k=1 i=1 k=1i=1

Donde d?(i, k) es el cuadrado de la distancia euclidiana entre el elemento
i del grupo g y su media de grupo. Se puede comprobar que ambos criterios
son equivalentes. Ya que se tiene que un escalar es igual a su traza, podemos
escribir este ultimo criterio de la forma:

K ng
mlnz Ztr d2 (1,k)) mlntr

=11=1

||MN

Nk
Z Tip — Tp) (i, — Tp)']

Y nombrando a W la matriz de suma de cuadrados dentro de los grupos,

ng

Z Z Tik — Tk (xlk — xk)

tenemos que mintr(W) = min SCDG. Y ambos criterios son equivalentes.
Este criterio se denomina criterio de la traza y fue propuesto por Ward en
el ano de 1963.

La minimizacién de la suma de cuadrados dentro de cada grupo requiere

calcular la suma
K P n

SCDG ZZZ xmk LC]k

k=1j=11i=1

Para todas las posibles particiones, lo cual resulta ser bastante complicado
a menos que n tome valores pequenos. El algoritmo de k-medias busca la
particion 6optima con la restricciéon de que en cada iteracion solo se permite
mover un elemento de un grupo a otro. el algoritmo funciona como sigue:

41



3.2. Métodos No Jerarquicos

1. Partir de una asignacion inicial.
2. Comprobar si moviendo algin elemento se reduce la tr(W).

3. Si es posible reducir ¢tr(W) moviendo un elemento hacerlo, recalcular
las medias de los dos grupos afectados por el cambio y volver a (2). Si
no es posible reducir tr(W), terminar.

En consecuencia, el resultado del algoritmo puede depender de lo asigna-
cién inicial y del orden de los elementos. Conviene siempre repetir el algoritmo
con distintos valores iniciales y permutando los elementos de la muestra. El
efecto del orden suele ser pequeno, pero conviene asegurarse en cada posible
caso.

Numero de Grupos

En la aplicacién habitual del algoritmo de k-medias hay que fijar el ni-
mero de grupos K. Resulta ser que no puede estimarse este niimero con un
criterio de homogeneidad, ya que la forma de conseguir grupos muy homo-
géneos y a la vez minimizar la SC DG, es hacer tantos grupos como observa-
ciones, con lo que siempre SC' DG=0. Muchos métodos han sido propuestos
para fijar un ntimero de grupos. Uno de los métodos més utilizados es reali-
zar una prueba de hipotesis basado en una estadistica F de reduccion de la
variabilidad, comparando la SCDG con K grupos con la de (K + 1) grupos,
y calculando la reduccion relativa de la variabilidad al aumentar un grupo
adicional. La estadistica de prueba es:

_ SCDG(K) — SCDG(K +1)

¥ = SeDaK + 1)/ —K=1)

Esta estadistica compara la disminucion de la variabilidad al aumentar un
grupo con la varianza promedio. El valor obtenido se compara con el cuantil
de una distribucion F' de Fisher con p y p(n — K — 1) grados de libertad
denotado por F), p—k—1). Rechazando la hipétesis nula si la estadistica F
es mayor al cuantil F}, ,,,—x—1) al nivel a. Este método no tiene una buena
justificacién ya que los datos no tienen porque seguir un comportamiento
parecido a una distribucién F' para la aplicacion de esta. Otra regla empirica
comunmente utilizada en varios paquetes estadisticos es introducir un grupo
mas si la estadistica F es mayor a 10.

Una vez que los distintos métodos de clasificacion no supervisada mas co-
munes en la practica han sido descritos y detallados, es momento de pasar a
otro tipo de métodos. Estos métodos son de gran utilidad en la formacion de
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3. Métodos de clasificacion no supervisada

conglomerados dada su gran flexibilidad y sustento en la teoria de la proba-
bilidad, son capaces de dar mas justificacion y mas certidumbre al momento
de preguntarse ;jcuantos grupos existen? Estos son los métodos modelos de
mezclas y en la siguiente seccién daremos una descripcion de ellos.

3.3. Conglomerados basados en modelos de
mezclas

La importancia de los modelos de mezclas en el analisis estadistico de
datos es evidente en el rango tan amplio de articulos que han utilizado a
estos modelos para aplicaciones estadisticas y en la literatura cientifica en
general. Los modelos basados en mezclas han provisto una base matematica
para la aproximacion en la modelacion estadistica en una amplia variedad de
fenoémenos aleatorios. Dada su gran utilidad asi como su flexibilidad, estos
modelos han continuado recibiendo una creciente atencion a través de los
anos, desde ambos puntos de vista tanto tedrico, como practico. En verdad,
en décadas pasadas el extenso potencial de sus aplicaciones se ha ampliado
considerablemente. Campos como la astronomia, biologia, ingenieria, gené-
tica, mercadotecnia, medicina, psiquiatria y ciencias sociales entre muchos
otros son algunos en los cuales los modelos basados en mezclas han sido
aplicados con gran éxito.

Cabe senalar que en estas aplicaciones los modelos basados en mezclas
respaldan muchas de las areas de la estadistica, incluyendo el analisis de
conglomerados, analisis discriminante, analisis de supervivencia, sumados a
estos el papel mas importante en al anélisis de datos e inferencia es proveer
de modelos descriptivos para distribuciones.

La utilidad de los modelos basados en mezclas en la modelacion de la
heterogeneidad en un contexto de anélisis de conglomerados es obvio ya que
como se vera mas adelante, a cada conglomerado del conjunto de datos se
le puede asociar un componente de la mezcla. En otro ejemplo donde exis-
te una estructura de un grupo, estos tienen un papel de mucho uso en la
evaluacion de los indices de error (sensibilidad y especificacién) en el diag-
nostico y proceso de monitoreo en la ausencia de algin estandar. Pero como
una distribucién continua puede ser aproximada arbitrariamente bien por
una mezcla de densidades normales con una varianza comin (o una matriz
de covarianzas en el caso multivariado), los modelos de mezclas proveen de
un sistema semiparamétrico conveniente en el cual un modelo con una forma
desconocida en su distribucion puede ser aproximado no importando cual sea
el objetivo aun cuando sea, por ejemplo, una estimacion de una distribucion
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a priori en estadistica bayesiana.

Ya que los modelos basados en mezclas son de mucha utilidad en esta-
distica debido a que fundamentan varias ramas de esta misma, es necesario
plantear la teoria que esta detras de ellos y mencionar algunas de sus propie-
dades y los conceptos que hacen de estos una herramienta muy versatil para
la modelacion de grupos. Daremos a continuacion las definiciones y conceptos
basicos que son empleados para la construccion de estos modelos.

3.3.1. Definiciones Basicas

Definicion 32.- Sea X1,Xs,...,X, una muestra aleatoria de tamano n donde
X representa un vector aleatorio de dimensién p con funcién de densidad
f(xx) en RP. De donde x; contiene las p variables aleatorias correspondien-
tes a la i-ésima observaciéon de algtin fenémeno. Y sea x = (x},x5,...,x))".
De donde (") denota el vector transpuesto. Usaremos x para denotar a toda
la muestra representada en la matriz de datos. Y para denotar a una rea-
lizacion de alguno de los vectores aleatorios usaremos las letras mintsculas
x = (2f,xh,...,2))" de donde x; es el i-ésimo valor observado del vector
aleatorio xy.
Definimos una mezcla de distribuciones como:

F(x) = kimfk(xw) (3.1)

De donde g es el nimero de componentes que se supone es un nimero
conocido y fx(x]#) son funciones de densidad y 7, son constantes no negativas
tales que cumplen con:

g
0<m <1 y d om =1 (k=1,...,9)
k=1

A pesar de que aqui estamos suponiendo que una de las caracteristicas del
vector X es que sea un vector aleatorio continuo, podemos ver sin problema
alguno a f;(x]0)® como una funcién de densidad discreta cuando se tienen
variables de conteo.

Las constantes 7y, ..., m, son llamadas las “proporciones" o “pesos”. Co-
mo las funciones fi(x),..., f,(x) son funciones de densidad y dado que una
combinacion lineal convexa de funciones de densidad da como resultado otra
funcién de densidad, entonces la mezcla f(x) es también una funcién de den-
sidad. Las funciones fi(x) se les da el nombre de densidades componente de

3Podemos usar esta notacién o también usaremos para mayor comodidad la expresién

fk: (X)
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la mezcla. Nos referiremos a la funcién de densidad f(x) como una distribu-
cién mezcla de g componentes y denotaremos por F'(x) a su correspondiente
funcién de distribucién llamada funcién de distribucién de g componentes 4.
Durante toda la formulacion de la teoria de los modelos de mezclas, el
numero de componentes g es considerado fijo. Pero en la gran mayoria de
los casos y en las aplicaciones, el valor de g es desconocido y tiene que ser
estimado por los datos disponibles, y junto con las proporciones de la mezcla
y los parametros en las distribuciones especificadas de las densidades com-
ponentes. En el contexto del anéalisis de conglomerados, se suele asociar un
componente de la mezcla a un grupo presente en la poblacion de interés.

3.3.2. Interpretaciéon de un modelo de mezclas

Una manera muy facil de generar un vector aleatorio x con una mezcla
de distribuciones de g componentes f(xy) es la siguiente. Sea z; una variable
aleatoria categorica, es decir que toma los valores 1,2,..., g con probabili-
dades m, 7, ..., T, respectivamente, y suponiendo que las densidades con-
dicionales de x; dado z; =i es f;(x) con k =1,...,g. Entonces la funciéon
de densidad marginal de x; esta dada por f(xy). En este contexto, la varia-
ble z; puede ser pensada como una etiqueta® del vector x. Por simplicidad,
es conveniente trabajar después con un vector de etiquetas de dimension g
en lugar de una tnica variable categérica z; donde el i-ésimo elemento de
zj, z;; = (2;);, es definido como cero o uno de acuerdo el componente de
origen x;, en la mezcla es igual a k o no (i=1,...,g). Entonces z; tiene una
distribucién multinomial de g categorias con sus respectivas probabilidades
T, ...,y de la siguiente manera:

n! 21 7o ,
_ _ J 23 Z g i
P(Z]_Z])_ | | 'ﬂ-l 77T2 7""7ngJ
nyna: -+ Ng:
Y la denotaremos como
z; ~ Multinomial, (1, 7) Donde 7= (m,...,m,)

En la interpretacion que acabamos de dar de un modelo de mezclas, una
situacion muy obvia es cuando en el modelo de mezclas con g componentes es
deseable una poblacion consistente en g grupos Gy, ..., G4 con proporciones
T,...,Tg. Si la funcién de densidad de x; en el grupo G; esta dada por

4Solo haremos referencia al uso de mezclas de un nimero finito de componentes y
usualmente nos referiremos a estas simplemente como mezclas.

=4 .

°Esto lo podemos pensar como la etiqueta o el numero de conglomerado al que pertenece
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f(xx) para k = 1,...,g, entonces la funcién de densidad de x; tiene el g-
ésimo componente de la mezcla. En este caso los g componentes de la mezcla
pueden ser fisicamente identificados externamente con los g grupos existentes
Gi,...,Gy.

No es objetivo de este trabajo demostrar que existen muchos ejemplos en
la practica para estos modelos de mezclas donde la poblacion es una mezcla
de ¢ distintos grupos que son conocidos de una manera a priori. Sin embargo,
hay también ejemplos que envuelven el uso de modelos basados en mezclas
donde los componentes no pueden ser identificados de una manera facil o
a priori como en le caso anterior. En algunos casos, los componentes son
introducidos en un modelo de mezclas para permitir una mejor flexibilidad
en la modelacién de una poblacion heterogénea que es aparentemente dificil
de modelar por una simple distribucion.

Comunmente en el ajuste de modelos basados en mezclas se asume que los
datos son generados por una mezcla de distribuciones de probabilidad sub-
yacentes en que alguna de las distribuciones componentes es un grupo o un
conglomerado. Dadas las observaciones x = (x1,2a,...,x,) y sean fi(x;|0x)
la funcién de densidad de la i-ésima observacién proveniente del k-ésimo
componente, donde 0, es el vector de parametros de la distribucién corres-
pondiente y sea G el nimero de componentes en la mezcla. Este es el punto
que se va a discutir en este trabajo ya que a veces la obtencién de un modelo
de mezclas, que por lo general seran distribuciones normales multivariadas,
este modelo puede no ser tan practico al final de todo. Esto debido a que se
pueden tener mas componentes de las que se esperan y asi ser menos facil de
manejar o interpretar el modelo.

Este modelo es usualmente formulado en una de las siguientes dos formas.

1. Verosimilitud de la clasificacion.

2. Verosimilitud de la mezcla.

El primer modelo trata de maximizar la expresion
Le(01,...,0g21,...,2,%) = H [ (x:30,,) (3.2)
i=1

Donde z; son valores discretos de una etiqueta de clasificacion, v; = k si
x; pertenece al k-ésimo grupo.
El segundo maximiza la expresion

n g

Lc(eh s 769;7‘-17 R 77Tn;X> = H Z ﬂ-kfk(xﬂek) (33>

i=1k=1
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Donde 7, es la probabilidad de que una observacion pertenezca al k-ésimo
componente y ademds 7, > 0y Y7y m=1

Estaremos principalmente interesados en el caso en que fi(z;;0y) sea una
normal multivariada, este un modelo que ha sido utilizado con mucho éxito
en un numero de aplicaciones. En esta instancia, los parametros 6, consisten
en un vector de medias p; y una matriz de varianzas y covarianzas Y y su
funcién de densidad estd dada como

exp —3 (i — ) Sy ' (i — i)
(2m)% |52

Je(@s; pe, i) =

Los conglomerados tienen formas elipsoidales con centros en los vectores
(e y la matriz 3, determina otras caracteristicas geométricas de los conglo-
merados.

3.3.3. Estimacion del modelo basado en mezclas

A través de los anos, una gran variedad de aproximaciones han sido uti-
lizadas para estimar las distribuciones de mezclas de funciones de densidad.
Estas han incluido métodos gréaficos, métodos de por momentos, distancias
minimas, maxima verosimilitud y aproximaciones bayesianas. Tal vez la ra-
z6n principal para los investigadores y la literatura en la metodologia de la
estimacion para modelos basados en mezclas, es de hecho las férmulas expli-
citas para los parametros a estimar no estan disponibles de una forma facil
y practica. Por ejemplo, el estimador méaximo-verosimil para los pesos de la
mezcla y las medias de las distribuciones componentes, asi como para las
varianzas y covarianzas no pueden ser escritas de una forma que puedan ser
llevadas a una forma sencilla y practica. Estos estimadores tienen que ser
aproximados mediante métodos iterativos y computacionales. De hecho se
mencionaran algunas técnicas para estimar estos parametros mediante soft-
ware y algoritmos, asi como también se enunciara el algoritmo EM que es de
gran utilidad para estos casos donde es dificil obtener un estimador maximo
verosimil de una forma mas facil o directa.

Cuando tenemos que realizar una estimacion de uno o mas parametros, el
método mas comun y conocido es el método de la maxima verosimilitud, que
como ya se ha mencionado en secciones anteriores, consiste en maximizar la
funcion de verosimilitud de cierta funcién de densidad f(x;6,,...,0,)y en-
contrar el vector (51, ce 59) que maximice la probabilidad de que la muestra
obtenida sea seleccionada. En el caso de los modelos basados en mezclas, ya
sabemos que su funciéon de verosimilitud esta dada por la expresién (3.3).
La cual puede ser una funcién bastante complicada de maximizar por méto-

47



3.3. Conglomerados basados en modelos de mezclas

dos normales de calculo vectorial, es entonces cuando se recurre a métodos
iterativos.

Ya se ha expuesto la teoria acerca de estos modelos de mezclas. Dada
la facilidad que se cuenta al manejar distribuciones normales ya que poseen
propiedades probabilisticas que en estadistica son muy utiles. Al suponer
distribuciones normales tanto univariadas como multivariadas tiene mayor
facilidad para realizar estimaciones, estimaciones por intervalos y pruebas de
hipétesis, esto da lugar a suponer que las distribuciones componentes siguen
una distribucién normal. Formularemos a continuacion esta teoria en el caso
particular en el que x ~ N(u, ¥2).

3.3.4. Estimacion de modelos de mezclas normales

Un enfoque natural o intuitivo para realizar la subdivision de la muestra
en grupos o conglomerados es suponer que los datos se han generado como
una mezcla de distribuciones normales multivariadas y estimar conjuntamen-
te los parametros de las distribuciones que forman la mezcla y los pesos de
cada funcién de distribucion componente o probabilidades de cada dato de
pertenecer a determinado grupo. Vamos a presentar este enfoque.

Como ya se ha definido anteriormente, los datos provienen de una mezcla
de distribuciones f(x) = >9_; mifr(x) que tiene como ya se ha visto su
funcién de verosimilitud correspondiente

g

Lar(:0) = [[(3 mefulx) (3.4)

=1

Y puede escribirse como la suma de g™ términos correspondientes a todas
las posibles clasificaciones de las n observaciones entre los G grupos. Y su
funcion log-verosimilitud es

i=1

Ahora supongamos que cada funciéon componente fi(x) es una normal
p-variada con un vector de medias u;, y matriz de varianzas y covarianzas
Yk, de manera que el vector de parametros desconocidos es

9:(71'1,...,7TG,M1,...,MG,El,EQ,...,EG) (36)

Sustituyendo estas densidades por su expresion original en su log-verosi-
militud tenemos lo siguiente:
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= 3 o83 mufsilH(2m) expl— 55 ) (87

i=1

Si observamos que haciendo en esta funcion jip = x;, la estimacion de 3,
es cero si m, # 0, el cociente Wk|2k|_% tiende a infinito y también lo hara
la funcién log-verosimil. Por lo tanto, esta funcién tiene muchos méaximos,
ligados a soluciones donde cada densidad viene determinada exactamente por
una observacion. Para evitar estas singularidades supondremos que, como
minimo, hay p observaciones de cada distribucién, y trataremos de encontrar
un maximo local de esta funcién que proporcione un estimador consistente
de los parametros.

Un problema adicional es que las distribuciones normales no estan iden-
tificadas, ya que el orden 1,...,G es arbitrario. Para resolver este pro-
blema podemos suponer que las distribuciones fi,..., fg corresponden a
m > Ty > ... > mq o definir el orden de las distribuciones por una me-
dida del tamano de la media o la matriz de covarianzas.

Para maximizar esta funcion con relacién a las probabilidades m, hay
que tener en cuenta que ZkGZI 7, = 1. Introduciendo esta restricciéon con un
multiplicador de Lagrange en la log-verosimilitud, la funciéon a maximizar es

ZlOgZﬂ'kfk Xl Zﬂ'k — 1 (38)
i=1

Derivando respecto a los pesos de cada grupo obtenemos lo siguiente:

Ol (X;0) _ Z”: fr(x:)
Oy = k(%)

—A=0

y multiplicando por 7, y como por hipdtesis 7, # 0 ya que en otro caso
el modelo k es redundante, podemos escribir

/\7Tk = Zﬂ-ik (39)
i=1
Donde
e = k%) (3.10)

S T fi(xi)

Los coeficientes m;; representan la probabilidad de que, una vez observa-
do un dato x; haya sido generado por la distribucion normal multivariada
fr(xx). Estas probabilidades se denominan a posteriori y se calculan por el
teorema de Bayes. Su interpretacion es la siguiente. Antes de observar x;
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3.3. Conglomerados basados en modelos de mezclas

la probabilidad de que cualquier observacion, y en particular la x;, venga
del grupo k es m,. Sin embargo, después de observar x;, esta probabilidad
se modifica en funcién de lo compatible que sea este valor con el modelo k.
Esta compatibilidad se mide por fi(x;): si este valor es relativamente alto,
aumentara la probabilidad de que venga del modelo k. Es obvio que para
cada dato se cumple Zle i = 1.

Para determinar el valor de A, sumando en la expresion (3.9) que renom-
braremos como X' para todos los grupos obtenemos que

G
ka:n

1 k=1

A:

n
1=

Y susbtituyendo en X obtenemos las ecuaciones para estimar las proba-
bilidades a priori son

1 n
T =— Y ik (3.11)
ni3

Que proporcionan las probabilidades a priori como medio promedio de
las probabilidades a posteriori.

Ahora hagamos los céalculos para realizar las estimaciones de los para-
metros de las distribuciones normales multivariadas. Derivando la funcién
log-verosimilitud respecto al vector de medias de la k-ésima distribucion te-
nemos

Oln(X;0) Z": TS (%) 55 (%0 — )
Ok i—1 Zszl T fe(X)

=0 Donde k=1,....G

Una vez resolviendo cada uno de estos sistemas para obtener el estimador
maximo verosimil del k-ésimo vector de medias tenemos que es

n

~ Tik
ik =2 s % (3.12)
i=1 Zz‘:l ik
Es decir, el vector de medias de cada distribucién se estima como una
media ponderada de todas las observaciones con pesos w;, = ZJ““ donde

)
Tik

wir > 0y >, wir, = 1. Los pesos wjy representan la probabilidaz&lrelativa de
que la i-ésima observacion pertenezca al k-ésimo grupo.

Anélogamente obtendremos los estimadores para las matrices de covarian-
zas de cada distribucion, derivamos respecto a ;. para obtener el sistema de
ecuaciones y asi el estimador méaximo verosimil de ¥, que es
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3. Métodos de clasificacion no supervisada

n
Bh= 3 s~ ) O — ) (3.13)
i=1 £wi=1 ik

Este estimador tiene una interpretaciéon parecida al anterior, es un pro-
medio de las desviaciones de os datos respecto a sus medias, son pesos pro-
porcionales a las probabilidades a posteriori.

Para resolver las ecuaciones para cada parametro 7y, fix v S y obtener
estimadores necesitamos las probabilidades 7, y para calcular estas proba-
bilidades con la expresion para m;;, necesitamos los parametros del modelo.

En este trabajo, se hara énfasis en el uso del algoritmo EM para la esti-
macion y ajuste de modelos de mezclas via maxima verosimilitud.

3.3.5. Algoritmo EM

El algoritmo esperanza-maximizacion o algoritmo EM se usa en estadis-
tica para encontrar estimadores de maxima verosimilitud de parametros en
modelos probabilisticos que dependen de variables no observables. El algorit-
mo EM alterna pasos de esperanza (paso E), donde se computa la esperanza
de la verosimilitud mediante la inclusién de variables latentes como si fue-
ran observables, y un paso de maximizaciéon (paso M), donde se computan
estimadores de maxima verosimilitud de los parametros mediante la maxi-
mizacion de la verosimilitud esperada del paso E. Los parametros que se
encuentran en el paso M se usan para comenzar el paso E siguiente, y asi el
proceso se repite.

El algoritmo EM viene expuesto por Arthur Dempster, Nan Laird y Do-
nald Rubin de la Royal Statistical Society en una publicacién de 1977. Los
autores senialan que el método ya habia sido propuesto muchas veces en si-
tuaciones especiales por otros autores, pero la publicacién de 1977 generaliza
el método y desarrolla la teoria detras de él.

Para aplicar el algoritmo EM, ya se ha planteado al idea de introducir
un conjunto de variables no observadas que llamamos etiquetas (z1, ..., 2,),
que tienen como funcién indicar de que componente de la mezcla proviene
cada observacion. Con este objetivo, z; serd un vector aleatorio de dimension
Gx1% que tendra una entrada igual a 1, que sera el correspondiente grupo del
que proviene el dato z;, y todas las entradas restantes seran igual a 0.

Un ejemplo seria que x; proviene de la poblacion niimero 1 si z;; = 1y
Zio = Ziz = ... = zjc = 0, también ya se habia mencionado la propiedad que
Zngl Zig =1y >, Z?=1 2ig = n. Con estas variables, la funcion de densidad

SEn este caso asumiremos que G es el niimero de grupos
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3.3. Conglomerados basados en modelos de mezclas

condicionada de x; dada z; es

G
f(xilz;) = H ;)7 (3.14)

Podemos ver que, en z; solo la entrada z;,4 es distinto de cero y esa entrada
definira cual es la funcion de densidad de las observaciones. Analogamente,
obtenemos la funcién de densidad de las variable z; que es

G
z;) = [[ e (3.15)
g=1
por otro lado, la funciéon de densidad conjunta es:

f(xi,2) = f(xi|z) f H 7o fq(Xi))% (3.16)
g=1

y su funciéon de log-verosimilitud es:

n

(X1, X, Z1, - - -, Zg|0) = log(Hf X;,%;)) Zlog f(xi,2))
i=1

n G n G
= Z Z Ziglogmy + Z Z Ziglog fo(x;) (3.17)

i=1 g=1 i=1 g=1

Si las variables z;, que definen la poblacién de la que proviene cada dato
fueran conocidas, la estimacion de los parametros es la estudiada en el analisis
discriminante que no es el objetivo de este trabajo abordar esa rama del
analisis multivariado, pero para realizar esa estimacion se tiene que la media
de cada entrada se estima como el promedio de las observaciones generadas
por el componente, que puede escribirse como

n

= Z Z ZigXi (3.18)

i=1g=1
Y la matriz de covarianzas de cada grupo se calcularéa teniendo en cuenta
solo las observaciones de ese grupo mediante

= Zi) Zig(xi — %) (% — %)’ (3.19)

Sin embargo, el problema es que ahora las variables de clasificacién no
son conocidas. La solucién que proporciona el algoritmo EM es estimar las
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variables z;, mediante las probabilidades a posteriori, y después utilizar estas
formulas.

El algoritmo EM comienza con una estimacion inicial de los parame-
tros, a esta estimacién la denotamos por 00 En el paso E calcularemos
el valor esperado de las observaciones ausentes en la verosimilitud completa
condicionando a los pardmetros iniciales y a los datos observados. Como la
verosimilitud es lineal en z;4, esto equivale a sustituir las variables ausentes
por sus esperanzas. Las variables ausentes, z;,, son variables binomiales con
valores 0,1 y

E(z) = plzig = 11X, 09) = p(2iy = 1]x;,09) = 7.7 (3.20)

Donde 7T( ) es la probabilidad de que la observacién x; venga del modelo j
cuando ya se ha observado x; y los parametros de los modelos son los dados
por 6© . Estas son las probabilidades a posteriori que se calculan por (3.10)
utilizando como valores de los parametros especificados en 6. Y al sustituir
las variables ausentes por sus esperanzas se obtiene

n g
(X1, Xn, 21, ..., 2¢|0) = Z Z Tig logﬂg + Z Z 7ng 'log fo(xg) (3.21)
i=1g=1 i=1g=1

En el paso M se maximiza (3.21) respecto al vector de pardmetros 6.

Observamos que los pardmetros m, aparecen solo en el primer término y

los de las normales solo en el segundo. Es asi como podemos obtenerlos

independientemente. Comenzando por los 7, estos pardmetros estan sujetos
a que su suma debe ser igual a uno, por lo que la funcién a maximizar es

n g

> Z ) log g — A( Z g — 1) (3.22)
i=1g=1 g=1

Que conduce a (3.11) con los valores 7;, ahora fijos a 7r( ). Para obtener los

estimadores de los parametros de la distribucién normal, derlvando el segundo

término se obtienen las ecuaciones (3.12) y (3.13), donde ahora las m;, son

(0)

iguales a 7;,’. La solucion de estas ecuaciones conducen a un nuevo vector

de parametros que llamaremos 5(1), y el algoritmo se itera hasta obtener
convergencia.
En resumen el algortimo es:

1. Parte de un valor 8© y calcula ﬁi(g) con (3.10).

2. Resuelve (3.11), (3.12) y (3.13) para obtener 6.

3. Vuelve con este valor al paso 1 e itera 1 y 2 hasta convergencia.
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3.3. Conglomerados basados en modelos de mezclas

Aplicacién al analisis de conglomerados

Se han propuesto distintas aplicaciones de los modelos basados en mezclas
de normales para resolver problemas de analisis de conglomerados. Autores
como Banfield y Raftery (1993) y Dasgupta y Raftery (1988) han diseniado un
método basado en mezclas de distribuciones normales y un algoritmo llamado
MCLUST", que funciona bastante bien en la practica cuando se tienen grupos
bien separados y estos siguen significativamente una distribucién normal. Las
bases del procedimiento son comenzar el algoritmo EM con una estimacion
inicial obtenida mediante analisis jerarquico y reparametrizar las matrices de
covarianzas para que puedan tener partes comunes y partes especificas. En
resumen este procedimiento consiste en:

1. Seleccionar un valor M para el maximo nimero de grupos.

2. Estimar los parametros de la mezcla con el algoritmo EM para G =
1,..., M. Las condiciones iniciales del algoritmo se establecen con un
método jerarquico de los ya mencionados anteriormente y la estima-
cion se realiza para todas las posibles condiciones sobre las matrices de
covarianzas. Si se consideran r condiciones se realizan un total de M,
estimaciones con el algoritmo EM.

3. Seleccionar finalmente el nimero de grupos y las condiciones de las ma-
trices de covarianzas mas convenientes buscando la solucién que maxi-
miza el criterio de informacién bayesiana (BIC).

Solo por 1ltimo nos resta mencionar ;jcomo es qué esta definido el BIC?
y ipor qué es utilizado como criterio para elegir un modelo final de mezclas?
Y por tanto el nimero de grupos estimados por la mezcla.

3.3.6. Criterio BIC

El criterio para seleccionar el niimero de grupos es maximizar el BICS.
Si sustituimos la expresion de la verosimilitud en el méximo de la mezcla de
normales en la expresion del BIC y eliminando constantes, este criterio en
este caso equivale a:

G = méx((2+ L(G)) = rIn(n)) (3.23)

"Este algoritmo esta disponible en el Software R
8Por sus siglas en ingles Bayesian Information Criterion
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Donde L(G) es la log-verosimilitud del mejor modelo de mezcla con G
componentes, 7 es el nimero de parametros del modelo y n es el nimero de
observaciones.

Podemos llevar acabo la obtenciéon de varios modelos con G componentes
por medio del algoritmo EM y entonces escoger el que maximice el BIC.
Pero este procedimiento puede resultar largo y lento. Una sugerencia que
propone Fraley y Raftery es usar una aproximacion jerarquica: encontrar
un modelo con G — 1 componentes fusionando dos grupos del modelo con
G componentes para el cual la fusion conduce a tener un decremento muy
pequenio en la verosimilitud. Entre esta secuencia de pasos es como se elige
el que maximice el BIC.

Importancia del criterio BIC

La importancia del criterio BIC radica en que este trata de seleccionar
el modelo mas adecuado, con maxima probabilidad a posteriori, y puede
demostrarse que es un criterio consistente, de manera que la probabilidad
de seleccionar el modelo correcto tiende a 1 cuando el tamafio de muestra
n — oo.

Es asi como damos paso al siguiente capitulo de este trabajo donde se
da la teoria y procedimientos que utiliza la técnica que se esta proponiendo
en este trabajo. El objetivo del mismo es dar a conocer y mostrar en que
casos es de utilidad el uso de esta técnica como una herramienta de decision
que amplie un poco mas el criterio al momento de llevar acabo la formacién
de conglomerados y por tanto obtener una aproximacion del nimero real de
grupos existentes en un conjunto de datos u observaciones.
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Capitulo 4

Evaluacién del grado de
separacion entre conglomerados

Como ya se reviso en la seccion anterior, la razéon por la cual se abor-
da con mas detalle la formacion de conglomerados mediante los modelos de
mezclas es que los componentes de la mezcla en el modelo no necesariamente
corresponden a los distintos grupos en el conjunto de datos. Si los grupos se
comportan como una distribuciéon normal multivariada entonces, los conglo-
merados resultantes verdaderamente tenderan a ser “distintos” en el sentido
comun de la palabra, es decir, serdan contiguos, densos y con areas relativa-
mente vacias entre ellos y no se traslaparan elementos de grupos cercanos.
Sin embargo, si los grupos no se comportan como tal, la correspondencia
entre los componentes de un modelo de mezclas y los grupos en el conjunto
de datos puede verse estropeada. Un grupo aislado con una distribucion no
eliptica, por ejemplo, puede ser modelado no solo por uno, sino por varios
componentes de una mezcla, es decir, puede llegar a existir un traslape de
los datos y los correspondientes conglomerados que se proponen en el mode-
lo seran distintos a los reales. Es uno de los problemas méas comunes que se
puede llegar a encontrar el investigador al momento de modelar los grupos de
una poblacion, que haya areas entre los conglomerados que tengan una gran
cantidad de puntos en donde practicamente la probabilidad de clasificacién
de un elemento en uno u otro conglomerado es igual. Ese es el propdsito
de este capitulo y trabajo el dar algunas herramientas para poder evaluar si
existe o no este problema y como poder solucionarlo u obtener un modelo
mas adecuado que nos describa mejor los grupos de nuestra poblacién, segin
lo proponen los autores Tantrum J., Murua A.y Wener S.[2].
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4.1. Separacién entre los componentes de una mezcla

4.1. Separacion entre los componentes de una
mezcla

En este capitulo se abordara el problema de la evaluacion del grado de se-
paracion que existe entre los componentes de un modelo de mezclas ajustado
a un grupo de datos, para asi poder tomar una mejor decisiéon en cuanto al ni-
mero final de grupos que existen. En las siguientes secciones de este capitulo,
mostraremos tres métodos de evaluacién de la separacion entre componentes
de una mezcla que son:

= Basados en la probabilidad a posteriori.
= Usando méargenes.

= Basados en probabilidades de clasificacion errénea.

4.1.1. Probabilidades aposteriori

Estrictamente hablando, nosotros deberiamos de esperar componentes de
una mezcla que modelan diferentes grupos en el conjunto de datos. Es decir,
los componentes de la mezcla modelan grupos distintos dentro del conjunto
de datos y se espera que no exista alguna superposicién con algtin otro grupo
cercano. Pero cuando los grupos no presentan esta caracteristica, se tiene
una superposicion entre dos o mas grupos que estan relativamente cercanos
uno del otro.

Podemos llevar este problema a términos de probabilidad. Asumimos que
ya hemos modelado la distribucion de los datos observados mediante la fun-
cién de densidad de una mezcla de distribuciones dada por (3.1). Podemos
generar observaciones de esta funcién de densidad primeramente generan-
do una variable componente de etiquetas z con P(z = k) = 7, vy luego
generando x de f,.

Sabemos que por el teorema de Bayes, la probabilidad a posteriori de

P(z = k|X) es

T fr(X)
Z?:l mif i(X )
Entonces el componente k de la mezcla esta bien separado del resto de
los componentes si P(z = k|X) s6lo toma valores extremos, cercanos a 0 o

a 1 donde 1 es para observaciones generadas por el componente k, y 0 en
cualquier otro caso.

Pz =k|X) = (4.1)
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4. Evaluacién del grado de separacion entre conglomerados

La evaluaciéon exacta de las distribuciones de P(z = k|X) para los G
componentes es generalmente imposible de realizar cuando el nimero de com-

ponentes crece. Para ver porque sucede esto, definimos la variable aleatoria
h(X) = P(z = k|X). Y su funcién de distribucién Fj,(u) esta dada por.

Fiw) = P(W(X) < ) = [ I(h(x) < u)f(2)d (4.2)

Donde I(+) denota la funcién indicadora. Excepto en casos triviales (cuan-
do G = 2,3 = 3y) laregién definida por la funcién indicadora que tiene una
forma muy compleja descrita en términos secciones cénicas. Por lo tanto en
general esta integral no puede ser evaluada con métodos directos y se recurre
a la simulacion por el método de simulaciéon Monte Carlo.

4.1.2. Evaluacion de la separaciéon usando margenes

Una forma alternativa de ver a las probabilidades a posteriori es conside-
rando los mérgenes. Sea z(.X) la etiqueta estimada para X mediante la regla
de Bayes, tenemos que:

zZ(X) = argméix P(z = k| X)

El margen de X obtenido del componente z del modelo es el siguiente:

margen(X,z) = P(z(X) = z|z) — r]??éé};( P(z(X) = k|z)
Notese que un margen negativo significa que x es asignado erréneamente
a un componente, y un margen pequenio significa que X se sitiia en una region
donde los componentes se sobreponen considerablemente.

4.1.3. Probabilidades de clasificacion errdénea

Cuando el nimero de conglomerados es moderado, podemos recurrir a la
matriz de clasificacion errénea como una herramienta para detectar compo-
nentes bien separados asi como los sobrepuestos de un modelo de mezclas.
Esta matriz la definimos de la siguiente manera:

Definicion 33.- .- Sea myy la probabilidad que es asignada mediante la regla
de Bayes a una observacién que viene del componente g al componente ¢'.
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Entonces la matriz de clasificacion errénea es

myp mig - g | L—myp | m
Mo Moz -+ Mag | 1 —may | M

M=| 7 . . . (4.3)
me1 Mgz -+ Mmge | 1 —mee | Tq

De donde my, es la probabilidad de clasificar la observacion del grupo g
correctamente en ese mismo grupo, 1 —myg, es la probabilidad de clasificacién
errénea, es decir, la probabilidad de que una observacién del grupo g sea
clasificada erréoneamente en cualquier otro grupo ¢, y m, es la probabilidad
de pertenecer al grupo g.

Podemos extraer informacién importante directamente de la matriz de
clasificacion erronea en tres diferentes formas. En la primera podemos extraer
la probabilidad total de clasificacion erronea que definimos como:

G
Pee = 2_:1 mg(1 — myg) (4.4)

Esta probabilidad es una medida global de incertidumbre lo que hacemos
es ponderar las probabilidades de pertenecer al grupo g-ésimo, es decir 7,
por la probabilidad (1 — my,). Por ejemplo, si la probabilidad de clasifica-
cién errénea es cercana es diferente de 0, entonces se esta disminuyendo la
probabilidad 7, y dado que la suma de estas probabilidades es uno, cuando
se ponderan por 1 — m,, entonces esta suma ya no da 1 como resultado y
esto nos esta indicando que algunos datos se estan traslapando con otros
provenientes de algin otro grupo. Entonces podemos concluir que mientras
mas bajas sea la probabilidad (1 — my,), mejor serd la separacién entre los
componentes de la mezcla.

En otra forma, podemos observar las probabilidades de clasificacion erré-
nea del g-ésimo componente que denotamos por MCy y que la definiremos

CcOIMo:
G-1

MCy = Z mgi = (1 —mygg) (4.5)
i#g

Notemos que cuando esta probabilidad es relativamente alta, nos dice
que se esta teniendo una probabilidad considerable de llevar acabo una cla-
sificacion errénea de una observacion que originalmente viene del grupo g a
cualquier otro de los G — 1 grupos existentes, y en el caso contrario, si esta
probabilidad es cercana a 0 quiere decir que la probabilidad de cometer un
error de clasificacién es practicamente nula y los conglomerados asociados a
los grupos corresponden casi perfectamente y no existe ningin traslape entre
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los conglomerados del modelo. También sera 1til graficar estas probabilida-
des contra cada MC, para asi tener una herramienta grafica mas para tener
otro criterio sobre si existe una clasificacién errénea en el conjunto de datos.

La tultima forma en la que podemos extraer informacion de la matriz
de clasificacién errénea M es que los valores mgy, y my, indican que otro
componente se traslapa con el componente g.

Estas herramientas propuestas para evaluar la separacion entre los compo-
nentes de un modelo basado en mezclas son el primer paso para poder ahora
llevar acabo la evaluacion entre los conglomerados que se encuentran en el
conjunto de datos que estamos estudiando. Describiremos a continuacion que
es lo que podemos hacer para evaluar la separacion entre conglomerados.

4.2. Separacion entre conglomerados

Un modelo basado en mezclas es s6lo un estimador para la distribucién
real del conjunto de los datos. Por lo tanto el grado de separacién entre los
componentes de la mezcla (o la ausencia de esta) no siempre refleja exacta-
mente la separacion real entre los conglomerados.

No podemos calcular la matriz de probabilidades de clasificacion errénea
de los datos observados (z1,...,x,) ni los margenes, porque estos requieren
el conocimiento de las etiquetas verdaderas. Sin embargo, podemos calcular
las probabilidades aposteriori P(z = k|z;) y por tanto generar una grafica
llamada Rootograma que es una variante de un histograma, donde las alturas
de las barras representan la raiz cuadrada de las frecuencias en cada catego-
ria. Si el rootograma se carga hacia el extremo derecho, es decir, se tiene una
barra de frecuencia muy alta en la categoria del niimero uno, quiere decir que
la probabilidad de una mala clasificacién en ese grupo es nula y la gran ma-
yoria de los elementos pertenecientes a ese grupo estan siendo correctamente
clasificados en ese grupo por el modelo. Si sucede que las barras tienen una
forma uniforme en las alturas de las frecuencias o las frecuencias son muy
altas en 0, esto quiere decir que un niimero considerable de elementos que se
han clasificado en ese grupo no pertenecen realmente a él, lo que nos indica
que existe un traslape en los datos o que haya regiones entre conglomerados
que no estén relativamente vacias y que para el modelo propuesto, clasificar
a alguno de los elementos entre uno o otro de los conglomerados contiguos
da practicamente lo mismo. Esta grafica hace mas visibles los conteos bajos
para tener una mejor perspectiva visual.
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4.3. Conglomerados hibridos

Los métodos de obtencién de conglomerados mediante modelos de mez-
clas, generan un jerarquia de modelos de mezclas. Es decir, el modelo con
m — 1 componentes en la mezcla, es obtenido fusionando dos conglomerados
del modelos con m componentes para el cual, el cambio lleva al decremento
mas pequeno en la log-verosimilitud. El resultado de este proceso de fusion,
puede ser representado por un arbol binario 7" donde las hojas del arbol son
las observaciones. A cada nodo N del arbol se le asignara una generacion o
nivel entre 1 y m — 1 que indicard en que punto del proceso de fusién fue
generado. El nodo interior corresponde a la i-ésima fusion y en la secuencia
se le asigna la generacion o nivel n — 7; el nodo raiz tiene nivel 1. Cada nodo
N es también asociado al conglomerado formado por las hojas descendentes.

La secuencia de fusion define una secuencia de arboles, T;, es obtenido de
T removiendo la descendencia de todos los nodos con nivel mayor o igual a
m. Por construccion, T, tiene m hojas y corresponde al modelo de mezclas
con m componentes mezcla. Entonces, si G es el nimero de componentes
mezcla obtenido por el criterio BIC, definimos T el arbol correspondiente.

Si los distintos grupos en el conjunto de datos siguen una distribucion
normal, entonces esperarfamos rigurosamente’ una correspondencia uno a
uno entre los grupos y los componentes de la mezcla asociado al arbol T¢.
También, los conglomerados asociados con las hojas de T seran similares a
los del grupo. Si los grupos no tienen una distribucién normal, cada grupo
puede ser modelado por méas de un componente mezcla, y en consecuencia
puede ser el resultado de la uniéon de varios conglomerados.

La idea de los conglomerados hibridos es probar, para cada nodo de T el
cual tiene hojas y aunque los correspondientes conglomerados estén bien se-
parados, puede haber evidencia estadistica suficiente para suponer que no lo
estan. Si no estan bien separados, entonces los conglomerados probablemente
correspondan al mismo grupo y entonces se debe fusionarlos. El nuevo con-
glomerado es entonces modelado por la suma de los componentes de la mezcla
“modelando las hojas ” que fueron “podadas” Este proceso de “podado” es
repetido hasta que ningin conglomerado pueda ser fusionado.

4.4. Prueba de unimodalidad

Una herramienta méas que tiene el algoritmo propuesto en la seccién ante-
rior, es la herramienta que nos ayuda a determinar si existe evidencia estadis-
tica suficiente para suponer que hay unimodalidad en los datos proyectados

! Rigurosamente por que G, después de todo sélo es un valor estimado.
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4. Evaluacién del grado de separacion entre conglomerados

en la direccién del discriminante de Fisher? provenientes de dos componentes
de la mezcla, esto se traduce en que dos poblaciones bien separadas y que
siguen una distribucién normal multivariada, pueden ser modeladas por una
mezcla de dos normales multivariadas y para este caso la funcion de densidad
de la mezcla tendria dos modas. Pero si estas dos modas estan significati-
vamente juntas, entonces se podria suponer que en realidad la funcion de
densidad no tiene dos, sino simplemente una moda. Para esto, necesitamos
una forma de medir jcuanta evidencia de unimodalidad existe en un conjunto
de datos?

Para probar si existe evidencia estadistica suficiente para suponer que se
tiene una distribucion unimodal hay que realizar una prueba de hipétesis la
cual mostramos a continuacion:

Definicion 34.- Seanx;,X, ...,X, una muestra aleatoria (univariada) de f(x),
y sea F,(x) la distribuciéon acumulada empirica de la muestra. Para probar
la hipdtesis nula Hy : f(x) = H(x), de donde H(x) es la mejor distribucién
unimodal, usaremos la estadistica de prueba DIP[(] dada por la expresién:

D = sup,|F,(x) — H(x)| (4.6)

De donde H(x) es la funcion de distribucién acumulada mejor aproximada a
Fo(x)

4.5. Implementacién del algoritmo

Ahora daremos los pasos que emplea la formacion de conglomerados hi-
bridos y la evaluacién de ;qué tan bueno es el modelo? Esto es dado que,
como ya se ha dicho antes, puede que un grupo no tenga una distribucién
normal y por lo tanto necesite de mas de un componente para poder describir
su forma, esto implica que también pueda existir un traslape de los datos de
un grupo con otro. Esto se puede traducir en que puede ser llevada a cabo
una fusiéon de dos conglomerados si es que se encuentran muy juntos, ya que
la existencia de dos conglomerados muy juntos y con un traslape significativo
quiere decir que existe una alta probabilidad de clasificacion errénea en otro
grupo que no corresponde al grupo real al cual pertenece la observacion. La
razén por la cual se le denominan formacién de conglomerados hibridos es
que se utilizan varias herramientas y técnicas que hacen posible la evalua-
cién de la viabilidad del modelo obtenido mediante los modelos basados en
mezclas de distribuciones. Esta técnica propone los siguientes pasos para la
evaluacion del grado de separacién entre los componentes:

2Esto se debe a que es la mejor direccién que separa a los datos
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10.

11.

12.

Obtener el modelo de mezclas de distribuciones normales que maximice

el BIC.

. Obtener las probabilidades de posteriores mediante la regla de Bayes

de cada observacion.

Graficar los rootogramas de las probabilidades posteriores de las obser-
vaciones.

Calcular la matriz de clasificacién errénea.

Obtener la estadistica chzl mg(1 — my,) para tener una medida de se-
paracion entre los componentes de la mezcla.

Graficar las probabilidades de clasificacion errénea de cada componente
MC,.

Obtener la funcién de distribucién empirica F,(x) para cada par de
componentes candidatos a fusionarse.

Obtener la funcién unimodal H (x) que mejor se aproxime a F,(X).

Llevar acabo el proceso de fusién de los nodos para obtener el arbol
T

Realizar una prueba de hipétesis de unimodalidad para la distribucion
Fyp(u) = P(h(X) < u) y rechazar H, con nivel de significancia « si
sup,|F,(x) — H(x)| > ¢ donde ¢ es el cuantil que aparece en la tabla
gDiptab del paquete diptest.

Repetir los pasos 7 a 11 hasta que no ya no pueda ser fusionado con-
glomerado alguno.

Generar el arbol binario 71" asociado al modelo.

4.5.1. Comentarios

El método de los conglomerados hibridos esta basado en que los grupos
existentes pueden corresponder a una coleccién de mezclas de distribuciones.
El propésito del método aqui descrito, es el de identificar esa coleccion. No
es proposito de este el mejorar el ajuste del modelo de mezclas obtenido
mediante el criterio BIC. El algoritmo de podado requiere que el nivel de
significancia para las pruebas DIP sea especificado, mientras mas grande sea
la significancia, mas hojas seran podadas del arbol jerarquico Tg. El nivel
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de significancia no deberia ser tomado tan a la ligera, ya que el total de
procesos de poda no constituye un nivel « de significancia para la prueba de
unimodalidad para el modelo multivariado.

Primero, existe un problema de multiplicidad. Si nosotros estamos lle-
vando a cabo varias pruebas con nivel «, entonces la probabilidad errénea de
rechazo de una o mas de las hipétesis nulas es mas grande que .

Segundo, estamos escogiendo la direcciéon de la proyeccién que maximiza
la separacion entre los conglomerados. Esto se convierte en un problema de
dimension del espacio donde se encuentran los dos conglomerados los cua-
les estan siendo considerados. Por ejemplo, si nosotros tenemos un total de
n+ 1 observaciones en un espacio de dimension n, entonces siempre existiran
direcciones para las cuales las observaciones en los dos conglomerados que
estamos tomando en cuenta, se proyecten en exactamente en un mismo punto
puntos, es decir un dato proyectado en esa direccion puede corresponder a
uno o mas datos. Nosotros tratamos con este problema primero, proyectando
las observaciones provenientes de dos conglomerados en sus k£ primeras com-
ponentes principales y luego encontrando la direccién del discriminante de
Fisher en este subespacio de dimensién menor. Nosotros escogemos k como
un tercio del total del nimero de observaciones en los dos conglomerados que
se proyectaran.

Una vez expuesta la teoria que engloba este algoritmo que nos sirve para
aproximar el nimero final de conglomerados en un conjunto de datos obteni-
dos mediante modelos de mezclas, es momento de llevar acabo los ejemplos
correspondientes para ver que tan bueno resulta este en un conjunto de datos
propuesto para su andlisis. Llevaremos acabo una clasificaciéon de las obser-
vaciones, formando los correspondientes conglomerados y obteniendo una
aproximacion al ntimero real de grupos existentes en el conjunto de datos.
Veremos que tan buena informacién nos dan las estadisticas propuestas en
este capitulo, asi como las graficas y la prueba de hipotesis propuesta para
saber si un conglomerado es modelado por mas de un componente de una
mezcla o si esta bien modelado por un componente y a su vez esta bien
separado de los G — 1 componentes restantes.
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Capitulo 5

Aplicaciones

Toda herramienta matemaética, tiene como propodsito el ser llevada a la
aplicacion y en este caso, la herramienta de diagnodstico propuesta en este tra-
bajo tiene también como propoésito ser aplicada a una base de datos obtenida
mediante un experimento, simulacién o recopilaciéon de datos en un estudio
estadistico. Ya hemos dado la teoria y fundamentos en los que esta basada
esta técnica, asi como en las situaciones en las que puede ser aplicada como
herramienta de diagnodstico o de toma de decisién al momento de realizar un
proceso de clasificaciéon no supervisada, es decir, la formacién y obtencién de
un determinado ntimero de grupos en una poblacion de interés.

5.1. Un primer analisis

Para este capitulo se tomard como informacion la matriz de datos X
con datos provenientes de algunas simulaciones realizadas en el software R*.
Los datos de este nuestro ejemplo 1, fueron obtenidos de una simulacion
consistente en dos distribuciones normales N(—15,4) y dos distribuciones
exponenciales exp(.2). Es decir, se generaron 70 observaciones anélogamente
al ejemplo del capitulo 3 y las coordenadas (z1,y1) v (2, y2).

Lo e N(—15,4)
n Y~ N(—15,4)
» 29 ~ exp(.2)

=y ~ exp(.2)

ILa sintaxis utilizada para la obtencién de los datos estara disponible en la seccién de
apéndices.
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Esta simulaciéon realizada dié como resultado los datos mostrados en la
figura 5.1:

Grafica de los datos
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Figura 5.1: Datos simulados del ejemplo

Es muy probable que con esta grafica sélo se puedan apreciar bien dos
conglomerados ya que existen dos nubes de puntos que parecen estar muy
cercanos entre ellos, existe una relativa area vacia entre ellos y también exis-
ten algunos puntos muy lejanos a los cuales seria dificil poder clasificar o
pueden ser considerados como puntos discrepantes.

Podemos comenzar el analisis de estos datos aplicando los métodos clasi-
cos de formaciéon de conglomerados compararlos entre ellos y ver si son muy
diferentes los resultados a los que se llegan con la aplicacién de cada uno, que
si recordamos, como en el capitulo 3, también se simularon datos a modo que
todos los métodos coincidieran para concluir que en esa poblacion existian 2
grupos.
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Los métodos que se emplearan en esta primera formacion de conglome-
rados consiste en:

Método de encadenamiento sencillo

Método de encadenamiento completo

Método de encadenamiento medio

Algoritmo de K-medias

Modelos basados en mezclas de distribuciones normales

Este ultimo método es el paso inicial para la aplicacién de todos los pasos
que se propusieron en el capitulo anterior para la evaluacion y diagnéstico
de la clasificaciéon obtenida mediante el mejor modelo basado en mezclas
escogido mediante el criterio de informacién bayesiana (BIC).

Mostraremos en la siguiente grafica los 3 primeros dendogramas corres-
pondientes a las clasificaciones obtenidas mediantes los primeros 4 algoritmos
para nuestro primer ejemplo.

Vecino mas cercano Vecino mas lejano Promedio

30

20

Distancia
Distancia
Distancia

01 2 3 456 7

0 5 10

Observaciones Observaciones Observaciones
hclust (¥, "single") hclust (¥, "complete”) helust (¥, "average")

Figura 5.2: Clasificaciones obtenidas para el ejemplo
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En el primer dendograma que corresponde al vecino mas cercano, po-
demos ver que es muy dificil establecer un niimero final de conglomerados
obtenidos mediante este método, ya que si cortamos a cierta altura el den-
dograma por ejemplo, a la altura 5, se tendrian 2 grupos, pero uno de ellos
consta solo dos elementos y en el otro se concentraria la mayoria de los da-
tos. Es decir, aqui se presenta una de las desventajas de aplicar este método.
Puede formar grupos muy grandes y por lo tanto, en este ejemplo considera
que casi todas las observaciones pertenecen a un solo grupo, esto se traduce
que para fines practicos este método no es muy bueno para la obtencién del
numero final y la formacién de conglomerados en este caso.

Si nosotros utilizaramos el método del vecino més lejano entonces obten-
driamos el segundo dendograma. Aplicando el mismo criterio de el corte del
dendograma pero ahora a la altura de 10, este nos sugiere que hay aproxi-
madamente 4 grupos en los datos y si nos fijamos en el grafico original de los
datos, la clasificacion asociada a este método con dos grupos concuerda un
poco mas con la vista previa que nos ofrece la grafica sobre los datos.

Ahora, si nosotros aplicamos el método del promedio de ambos, obtene-
mos el tercer dendograma y aplicando el mismo criterio, pero ahora realizando
el corte a la altura de 10, este nos sugiere que hay aproximadamente 4 grupos
en los datos y por lo tanto da otra clasificacion diferente a los dos anteriores.

En conclusion, estos 3 primeros métodos dan 2 resultados distintos para
un mismo grupo de datos, es decir, un método da un resultado con un ntimero
final de 2 conglomerados y los métodos restantes nos dan un resultado final de
4 conglomerados con una clasificacién aunque no igual, si bastante parecida.
En el siguiente grafico de mosaico mostramos la clasificacién correspondiente
a cada método.
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Vecino mas cercano Vecino mas lejano Promedio
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Figura 5.3: Clasificaciéon para el ejemplo 1

En el caso que nosotros queramos aplicar el algoritmo de K-medias, su-
ponemos K = 4 como sugieren dos de los 3 métodos anteriores y veamos
cual es la clasificacion obtenida mediante K-medias para los datos de nuestro
ejemplo es la figura 5.4.
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Datos clasificados

25

20
1

15
1
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1

Figura 5.4: K-medias para el ejemplo

Estas clasificaciones obtenidas mediante encadenamiento completo, me-
dio y K-medias son muy parecidas y al parecer tienen buenos resultados y
coherencia con los datos ya que si es notorio que existen dos grupos identi-
ficables en la primera grafica de los datos, pero existe una nube de puntos
que al parecer no siguen una forma normal y ahi es donde se presentan los
problemas de obtenciéon de grupos mediante estos métodos del anélisis de
conglomerados.

Ahora como ultimo método de anélisis preliminar que aplicaremos al con-
junto de los datos es el método de los modelos basados en mezclas. El mo-
delo propuesto mediante el software R es el calculado mediante el paquete
mclust que tiene que ser instalado desde cualquier espejo CRAN ya que en
este paquete estan la mayoria de las rutinas utilizadas para la modelacion de
conglomerados mediante mezclas de distribuciones.
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El modelo de mezclas 6ptimo obtenido en R tiene 4 componentes que
son normales bivariadas, con diferentes matrices de covarianzas muestrales y
orientaciones cuyos vectores de medias muestrales son:

X Y

w1 | 13.965242 | 13.981728
pe | 8.821011 | 3.326189
w3 | 2.005687 | 3.870258
ta | 2.552594 | 15.144646

Cuadro 5.1: Vectores de medias del ejemplo 1

Y las matrices de varianzas y covarianzas de cada componente se muestran
a continuacion

s _ [ 38079942 —0.4700239
L7\ —0.4700239  5.2684712

s _ ( 27019524 —1.154484
27\ —1.154484  4.850281

. _ (07442849 1119023
37\ 1.1190226 5.565788

s _ [ 4929051 9.94526
47\ 9.945261 51.13972

Y por ultimo tenemos las probabilidades de pertenecer a cada grupo, es
decir, los pesos de la mezcla 7, que son:

(71, w2, T3, m4) = (0.51908341, 0.21311127, 0.19591163, 0.07189368)
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La clasificacion que nos da este modelo de 4 componentes normales biva-
riadas que se muestra en la figura 5.5:

Clasificasion de los datos

30
l

20
|

10

Mediante modelos basados en mezclas

Figura 5.5: Modelos basados en mezclas para el ejemplo

La razén por la que el nimero de componentes G es igual a 4 se debe
a que el BIC se maximiza para este modelo VVV en G = 4 como lo po-
demos apreciar en esta grafica de los BIC’s correspondientes al niimero de
componentes de la mezcla.

Grafica BIC
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Figura 5.6: BIC para nuestro ejemplo

Podemos ver que cuando el nimero de componentes es 4, el BIC es igual
a -1646.656 el cual es el valor maximo alcanzado para este modelo.

74



5. Aplicaciones

En resumen, podemos concluir que aplicando los métodos del vecino méas
lejano, promedio, K-medias y de mezclas, obtenemos que aproximadamen-
te el nimero final de conglomerados es 4 y las clasificaciones obtenidas las
pondremos en una sola grafica para su comparacion en la figura 5.7.
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Figura 5.7: Clasificaciones para el ejemplo 1

Ahora ya que tuvimos un primer analisis de los datos con los métodos
antes mencionados Es momento de poner en practica el algoritmo antes pro-
puesto para que podamos realizar la evaluacién del ntimero final de conglo-
merados del modelo de mezclas obtenido.
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5.2. Implementacion del algoritmo

5.2. Implementacién del algoritmo

El modelo 6ptimo calculado mediante R es en el que nos basaremos para
suponer que existen 4 grupos en los datos, es decir, supondremos de aqui en
adelante que G = 4. Una vez supuesto este nimero, entonces procederemos a
implementar los pasos del algoritmo para saber si uno o mas conglomerados
no poseen una distribucién normal y por tanto podrian ser modelado por dos
o mas componentes mezcla del modelo propuesto por R, es decir, si existe
traslape entre uno o mas componentes de la mezcla.

5.2.1. Matriz de probabilidades posteriores

Comenzaremos mencionando que la matriz de probabilidades posteriores
asignadas a cada observacion por la regla de Bayes no la mostraremos en esta
seccién ya que es una matriz de dimensiones (140,4), es decir, una matriz
donde los renglones son las 140 observaciones de nuestro ejemplo y 4 columnas
correspondientes a cada uno de los 4 componentes que conformar la mezcla,
esta matriz se obtiene en R primero creando un objeto al cual se le asigna el
resultado obtenido de aplicar la funcion Mclust incluida en le paquete mclust
y mediante la sentencia.

>mezcla$z

5.2.2. Rootogramas

El siguiente paso es mostrar las graficas de los rootogramas de proba-
bilidades posteriores para cada componente de la mezcla, cada rootograma
representa la raiz cuadrada de la frecuencia de cada intervalo y es una buena
herramienta de diagnostico de separacion de los componentes de la mezcla.

Debemos recordar que esta grafica si esta cargada hacia el 1, indica que
nuestro grupo esta bien separado del resto y clasificado, si esta cargado hacia
el cero esto quiere decir que nuestro grupo esta bien separado pero mal clasi-
ficado y si en el rootograma existen muchas frecuencias intermedias entre el 0
y el 1, esto nos quiere decir que no esta bien clasificado nuestro conglomerado
y existe traslape con algin(os) componente(s) de la mezcla.
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Empezaremos con el rootograma correspondiente al primer componente
de la mezcla que se muestra en la figura 5.8

©
qj
o

Rootograma componente 1

Raices de probailidades posteriores

Rootograma componente 1 vs. componente 2

Raices de probailidades posteriores

Rootograma componente 1 vs. componente 3

Raices de probailidades posteriores

Rootograma componente 1 vs. componente 4

Raices de probailidades posteriores

Figura 5.8: Rootograma del componente 1

Tenemos en este rootograma que en el primer renglén tenemos que las
probabilidades posteriores de clasificar bien a una observacion del grupo 1
en ese mismo grupo, son bastante altas y que éste estd bien separado de
los demaés, es decir, es muy poco probable que una observacion clasificada
en el componente numero 1 de la mezcla, sea clasificado a cualquier otro
de los 3 conglomerados restantes, lo cual indica que podemos suponer que
este conglomerado sigue una distribucién normal y sus elementos tienen una
probabilidad posterior alta de ser bien clasificados.
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5.2. Implementacion del algoritmo

Ahora mostraremos el rootograma correspondiente al componente niimero
2 de la mezcla en la figura 5.9.

Rootograma componente 2 vs. componente 1
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Rootograma componente 2 vs. componente 4
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Raices de probailidades posteriores

Figura 5.9: Rootograma del componente 2

Notemos que para el caso del rootograma del componente 2 de la mezcla,
este nos indica que el componente esa bien separado del componente 1 de la
mezcla y también esta separado del componente 3, pero con respecto al com-
ponente 4, existen muchas frecuencias intermedias, esto nos esta indicando
que puede existir un traslape entre estos dos componentes de la mezcla, lo
cual los hace candidatos a ser fusionados en el proceso de podado del arbol
binario que sera mostrado méas adelante.
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A continuacién mostramos el rootograma correspondiente al componente
3 de la mezcla en la figura 5.10.

Rootograma componente 3 vs. componente 1
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Figura 5.10: Rootograma del componente 3

Es notable para el caso del componente 3, que este componente si tiene
problemas de clasificacion ya que en el rootograma puede apreciarse que
este componente esta bien separado del numero 1, pero existen demasiadas
frecuencias intermedias en el rootograma del componente 3 y ademas existe
traslape con el componente 2 y 4. Esto nos hace sospechar fuertemente que
este componente es candidato también a ser fusionado con los componente 2
y 4 de la mezcla ya que el rootograma muestra evidencia de traslape entre
los 3 componentes.
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Por ultimo mostramos el rootograma correspondiente al componente 4
numero 4 de la mezcla en la figura 5.11.

Rootograma componente 4 vs. componente 1
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Figura 5.11: Rootograma del componente 4

Para este ultimo caso, observamos que el componente 4 al parecer esta
separado del resto, pero es posible que exista algin traslape con los compo-
nentes 2 y 3 y que existen frecuencias intermedias que asi lo muestran.

Lo que podemos concluir después de haber dado el segundo paso del algo-
ritmo de evaluacion del niimero final de conglomerados, es que el componente
1 de la mezcla esta bien separado del resto, lo cual lo podemos ver en la gra-
fica de la clasificacién obtenida mediante modelos de mezclas de la figura
5.5. En esta misma ya se habia mencionado antes el posible traslape de los
componentes restantes que serian el 2,3 y 4 de la mezcla, los cuales, con la
obtencion de los rootogramas se ha podido dar una prueba para poder supo-
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ner que estos conglomerados no siguen una distribuciéon normal multivariada
y por tanto son candidatos a ser fusionados y asi reducir el nimero final de
conglomerados en el conjunto de datos.

5.2.3. Matriz de clasificacion errénea

Como siguiente paso del algoritmo, tenemos el calculo de la matriz de
clasificacion errénea, los elementos de esta matriz myy como ya se menciono,
mgg es la probabilidad posterior de clasificar una observaciéon del componen-
te g al componente ¢'. Se tomo la observacién del grupo g con la probabilidad
posterior mas pequenia porque es la que refleja que tan mal clasificada esta
en su respectivo componente, estas probabilidades my,, son las correspon-
dientes a la diagonal de la matriz, las demas entradas son los cruces de los
componentes gg' v ¢'g.

La matriz de clasificacién erréonea obtenida con R es la siguiente:

c1 2 c3 c4 MC, Pi,
C1 [ 05111182  0.48883818 8.629884¢ — 51 1.697503¢ — 12 | 0.4888818 | 0.51908341
C2 | 3.348326e — 13 0.7834997  0.2048378 0.01166257 | 0.2165003 | 0.21311127
C3 | 5.891190e — 09 0.4639845  0.5056009 0.03041455 | 0.4943991 | 0.19591163
C4 | 6.858079¢ — 11 0.1094927  0.06177568 0.8287316 | 0.1712684 | 0.07189368

La matriz de clasificacion errénea nos da la siguiente informacion:

1. Para el componente 1 tenemos una probabilidad de clasificaciéon erré-
nea un poco alta con el componente 2, lo cual sugiere que es probable
que haya traslape y para los componentes 3 y 4 esta probabilidad prac-
ticamente es 0 indicando que esta bastante bien separado de estos dos.

2. Para el componente 2 hay una probabilidad de clasificacion errénea con-
siderable alta con los componentes 3 y 4, es decir, es probable que una
observacion del grupo 2 sea clasificado en alguno de estos dos compo-
nentes, pero es poco probable que una observacion de este componente
sea clasificado en el componente 1, lo cual nos dice que tal vez si estén
bien separados estos componentes.

3. Para el componente 3 existen mayores probabilidades de clasificacion
erréneas con el componente 2 y 4, lo cual no dice que estos 3 com-
ponentes pueden ser fusionados mas adelante, mientras que para el
componente 1 la probabilidad es muy pequena lo cual dice que pueden
estar bien separados.
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4. Por ultimo para el componente 4 confirmamos que existe evidencia para
suponer que hay un traslape considerable con los componentes 2 y 3 ya
que estas probabilidades son algo altas mientras que la del componente
1 es casi 0.

La matriz de clasificacion errénea ha dado otro punto para suponer que
en el conjunto de datos si existe traslape entre los componentes de la mezcla,
lo cual nos indica que uno o mas conglomerados no siguen una distribucion
normal multivariada y por lo tanto se requieren de mas de un componente
mezcla para modelarlos y se esta teniendo un modelo con redundancia de
parametros.

5.2.4. Probabilidad total de clasificacion erronea

Como siguiente paso del algoritmo, toca realizar el calculo de la proba-
bilidad total de clasificacién errénea que se definié en (4.4). El resultado
obtenido fue:

4
Pre =3 7y(1 — my,) = 0.4090807
g=1

El resultado para nuestro ejemplo es que tenemos aproximadamente un
40 % de probabilidad de clasificar mal una obsevacion en cualquiera de los
componentes.

5.2.5. Probabilidades de clasificaciéon errénea de cada
componente

Otro paso a seguir es el graficar las probabilidades de clasificacién errénea

para cada uno de los componentes de la mezcla, estas probabilidades las

definimos en (4.5) y estas estan dadas en la pentltima columna de la matriz
de clasificacién errénea y la grafica seria la siguiente:
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MCg
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Figura 5.12: Probabilidades MCg por componente

5.2.6. Prueba de unimodalidad

Para realizar la prueba de unimodalidad se deben de realizar antes las pro-
yecciones ortogonales de los datos originales en la direccién del discriminante
lineal de Fisher?. Estas tienen que hacerse para cada par de componentes de
la mezcla para después realizar la prueba de unimodalidad y rechazar o no
rechazar la hipotesis nula de unimodalidad para cada caso. Para nuestro caso
tendremos 7 proyecciones.

2Véase Pefia D. Andlisis de datos multivariantes|9)
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La proyeccion para los componentes 1 y 2 se muestra en la figura 5.13:

Histograma proyeccion
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Figura 5.13: Histograma y densidad para componentes 1y 2
En este par de graficas podemos ver un comportamiento bimodal, lo cual

nos hace pensar que estos componentes estan bien separados y es muy pro-
bable que se rechace la hipétesis nula de unimodalidad.
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Para los componentes 1 y 3 tenemos la siguiente proyeccion de la figura
5.14:

Histograma proyeccion
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Figura 5.14: Histograma y densidad para componentes 1y 3

Aqui también podemos observar que los componentes 1 y 3 al parecer si
tienen una buena separacion ya que las graficas muestran un comportamiento
bimodal de los datos proyectados para ambos componentes.

Esto nos dice que es muy probable que sea rechazada la hipotesis nula de
unimodalidad para este par de componentes.
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La proyeccion correspondiente para los componentes 1 y 4 es la de la
figura 5.15:

Histograma proyeccion
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Figura 5.15: Histograma y densidad para componentes 1y 4
Para este caso, tenemos un comportamiento bimodal, lo cual dice que

estos componentes pueden estar suficientemente separados y por tanto se
podria rechazar la hipotesis de unimodalidad.
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En la figura 5.16 tenemos la siguiente proyeccion para los componentes 2
y 3
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Figura 5.16: Histograma y densidad para componentes 2 y 3

En este caso como podemos ver en ambas graficas, aqui se puede apreciar
corroborar las sospechas de traslape entre componentes de la mezcla. Los
datos proyectados de los componentes 2 y 3 muestran un comportamiento casi
unimodal, lo cual se traduce en que estos componentes pueden ser fusionados
sino se rechaza la hipétesis nula de unimodalidad en la prueba no paramétrica
descrita anteriormente.
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Los componentes 2 y 4 tienen asociada la siguiente proyeccion de los datos
que se muestra en la figura 5.17:
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Figura 5.17: Histograma y densidad para componentes 2 y 4

Aqui también es notorio que los datos proyectados siguen un comporta-
miento que puede ser unimodal y como ya se habia mencionado antes, algunas
de las herramientas propuestas aqui revelan la evidencia para suponer que
estos componentes estan juntos por los resultados de los rootogramas y la
matriz de clasificacién errénea. Es muy probable que para estos componentes
tampoco se rechace la hipotesis de unimodalidad al realizar esta prueba de
hipotesis.
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Por ultimo, en la figura 5.18 se muestra para los componentes 3 y 4
tenemos las proyecciones siguientes:
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Figura 5.18: Histograma y densidad para componentes 3 y 4

En esta ultima proyeccién solo se viene a reiterar el traslape existente para
este par de componentes ya que también en la grafica se puede observar un
comportamiento casi unimodal lo cual sugiere que estos componentes pueden
ser fusionados al momento de obtener el arbol binario T asociado al modelo
de mezclas.

En conclusién, las proyecciones también nos dieron mas informacién para
saber si los componentes de la mezcla estan bien separados o no, estas pro-
yecciones vienen a reafirmar las sospechas que se tenian de traslape entre los
componentes 2,3 y 4 que ya se tenian al momento de obtener los rootogramas
y matriz de probabilidad posterior.
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Como siguiente paso se realizaran las pruebas de unimodalidad para cada
par de componentes para asi decidir si cada par es fusionado o no y asi obtener
un modelo con menos componentes y por tanto reducir la probabilidad de
clasificacion erréonea y minimizar el error que se tiene al clasificar con el
modelo de mezclas ya antes obtenido en R. La prueba de unimodalidad
descrita en 4.6, se realizara en R con el paquete diptest que puede ser obtenido
en la pagina de R. Para todos los pares de componentes a realizar la prueba,
se utilizara un nivel de significancia o = 0.1 y los cuantiles de la mejor
distribucion unimodal estan dados en la tabla gDiptab.

Para los componentes 1 y 2 el valor de la estadistica de prueba D es:

> dip(proyeccion)
$n
[1] 99

$dip
[1] 0.03911370

En este caso, el nimero de datos proyectados es n = 99 y el valor de la
estadistica es D = 0.03911370. El valor del cuantil en tablas de la estadistica
D es

n Pr 0.90
100 0.047152782

Es decir, con un nivel de a = 0.1 tenemos que el cuantil 0.047152782 es
mayor que D, es decir para los componentes 1 y 2 no se rechaza la hipotesis
nula de unimodalidad, por lo tanto hay evidencia estadistica suficiente para
suponer que estos dos componentes no estan bien separados.

Para los componentes 1 y 3 tenemos el siguiente valor de la estadistica D

$n
[1] 105

$dip
[1] 0.09522506

Para los componentes 1 y 3 tenemos que el valor de la estadistica es
D = 0.09522506 y el cuantil en la tabla es el mismo que para el caso anterior
ya que n = 105 y el cuantil es 0.047152782. Usando la misma regla de decision
que para el caso anterior, el cuantil es mayor que «, por tanto, se rechaza la
hipétesis de unimodalidad para este caso al igual que el anterior.

Para el par de componentes 1 y 4 el valor de la estadistica obtenido es:
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$n
[1] 82

$dip
[1] 0.02903800

El valor del cuantil en tablas para el numero de datos proyectados n = 58 es:

n Pr 0.90
50 0.064913632

Como el valor del cuantil es mayor que el de la estadistica, entonces para
este caso también no se rechaza la hipotesis de unimodalidad.

Ahora para los componentes 2 y 3 tenemos que la estadistica tiene el
valor:

$n
[1] 58

$dip
[1] 0.02955439

El valor del cuantil en tablas es el mismo que para el caso anterior
0.064913632 y como es mayor que el valor de la estadistica, entonces no
se rechaza la hipodtesis nula y se puede suponer que ambos componentes si-
guen una distribucion unimodal lo cual concuerda con las graficas de los
histogramas y de las densidades estimadas.

Los componentes 2 y 4 dieron como valor de la estadistica D el siguiente:

$n
[1] 35

$dip
[1] 0.04466146

El valor del cuantil en tablas es:

n Pr 0.90
30 0.081479138

Para este caso también se tiene que no se rechaza la hipotesis nula, ya que el
valor del cuantil es mayor que el de la estadistica. Esto también concuerda
con lo observado en las graficas anteriores.
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Por dltimo para los componentes 3 y 4 tenemos el valor de la estadistica

D:

$n
[1] 41

$dip
[1] 0.03810558

Y el valor del cuantil en tablas es el mismo que para 50 observaciones
0.064913632 y es mayor que el valor de la estadistica D, por tanto aqui
tampoco se rechaza la hipdtesis nula de unimodalidad y se puede suponer
que estos componentes también siguen un comportamiento unimodal, lo cual
se traduce en un traslape de los componentes.

En conclusiéon, el componente 1 esta bien separado del componente 3 y
al parecer hay evidencia estadistica suficiente para suponer que no esta bien
separado de los componentes 2 y 4. Asi como también hay evidencia que
corrobora lo que ya se habia dicho sobre los componentes 2, 3 y 4 que existe un
traslape de los datos, lo cual se traduce en que estos componentes no siguen
una distribucién normal multivariada y se tendria que aplicar el algoritmo
aqui propuesto para saber si hay o no fusiéon de uno o mas conglomerados.

Para dibujar el arbol 7', el primer paso es encontrar el par de componentes
que estén mas cercanos, este par lo obtenemos mediante el uso de la esta-
distica D, pero tenemos dos valores de la estadistica que tienen un nimero
pequeno y parecido. Si nos fijamos en la estadistica D de los componentes 1
y 4 es igual a D = 0.029038 y para los componentes 2 y 3 es D = 0.02955439,
para ambos casos se tiene que no es rechazada la hipdtesis de unimodalidad
y por tanto estan traslapados, pero en base a la informacién antes obtenida
de los rootogramas y la matriz de clasificacion errénea asi como las probabi-
lidades de clasificacién erronea por componentes, optaremos por fusionar los
componentes 2 y 3 ya que existe mayor evidencia de traslape entre estos dos
conglomerados.

Entonces estos dos componentes seran los primeros en ser fusionados y
después de ser fusionados se tiene que probar este nuevo conglomerado con
los 2 restantes que serian el 1 y 4. Y después el conglomerado resultante tiene
que ser probado contra el ultimo conglomerado libre para saber si éstos son
fusionados o no y asi llegar al nodo raiz.
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Ahora para el nuevo conglomerado que llamaremos (2, 3), hay que realizar
de nuevo las proyecciones contra los dos conglomerados restantes. La primera
proyeccion mostrada en la figura 5.19 sera contra el componente 1 y es la
siguiente:
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Figura 5.19: Histograma y densidad para componentes (2,3) y 1

En las graficas del histograma y de la densidad de los datos proyectados de
los componentes (2, 3) y 1 se puede observar que no existe un comportamiento
unimodal de los datos lo cual confirmamos con el resultado de la prueba de
unimodalidad.

$n
[1] 131

$dip
[1] 0.06819015

El valor del cuantil en tablas es:
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n Pr 0.90
100 0.047152783

En este caso, tenemos que el valor de la estadistica D = 0.06819015 es
mayor que el valor del cuantil en tablas 0.047152783, entonces se rechaza
la hipdtesis nula de unimodalidad para estos dos componentes y su puede
suponer que ambos componentes estan bien separados y no pueden ser fusio-
nados.

Para el componentes (2,3) y el componentes 4 tenemos la siguiente pro-
yeccion en la figura 5.20:
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Figura 5.20: Histograma y densidad para componentes (2,3) y 4
Vemos que para este par de componentes, las graficas tanto del histograma

como de la densidad muestran un comportamiento unimodal lo cual se verifica
aplicando la prueba de unimodalidad.
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$n
[1] 67

$dip
[1] 0.03171908

Y el valor del cuantil en tablas es 0.064913632. Dado que el valor del
cuantil en tablas es mayor que el de la estadistica, entonces no se rechaza en
este caso la hipodtesis de unimodalidad, lo cual dice que estos componentes
pueden ser fusionados.

En este paso del algoritmo tenemos que el nuevo conglomerado (2, 3) debe
ser fusionado con el conglomerado numero 4. A este nuevo conglomerado le
llamaremos (2,3,4) y por ultimo resta verificar si puede ser fusionado o no
con el ultimo conglomerado restante numero 1.

La proyecciéon de estos dos conglomerados (2,3,4) y 1 se muestra en la
figura 5.21:

Histograma proyeccion

o
<
o
g™
o
c
Q o
=1 N
(&)
o
L g
o
T T T T T T T 1
-35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0
Proyeccion
Densidad proyeccion
<
o -
o o
(1] -
S
[a) o
o
S 4 — —
S T T T T T T

—-40 -30 -20 -10 0 10

N =140 Bandwidth = 3.327

Figura 5.21: Histograma y densidad para componentes (2,3,4) y 1
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Por ultimo para este caso tenemos que las graficas tanto del histograma
como de la densidad muestran que los conglomerados (2,3,4) y 1 siguen un
comportamiento bimodal, lo cual verificaremos con la prueba de unimodadi-
lad la cual arrojo como resultados:

$n
[1] 140

$dip
[1] 0.06336869

Y el valor del cuantil en tablas es:

n Pr 0.90
100 0.047152782

Como podemos ver, el valor de la estadistica D = 0.06336869, que es
mayor que el valor del cuantil en tablas 0.047152782, por lo tanto rechazamos
la hipotesis nula de unimodalidad al nivel a = 0.1 para los componentes
(2,3,4) y 1, lo cual se traduce en que estos conglomerados no pueden ser
fusionados.

Sélo queda mencionar que la distribucién del nuevo componente que es
resultado de la fusion de los componentes 2,3 y 4 estd dada por la suma
de estos 3 componentes, es decir fa34)(x) = fo(x) + f3(x) + fa(x). Los
parametros de esta densidad son los correspondientes a la nueva variable
aleatoria dada por la suma de las 3 densidades y la proporcion (s34 esta
dada por w234y = T + T3 + 4.

Mientras que los parametros del primer componente vienen siendo los
originales mostrados en la tabla de vectores media del modelo original de 4
componentes [5.1].

Podemos concluir entonces que los conglomerados 2,3 y 4 fueron fusio-
nados mediante el uso de la prueba de hipétesis de unimodalidad. Mientras
que el conglomerado numero 1 no fue fusionado con este criterio, asi pues
podemos pasar a dibujar el arbol binario 7' con la informacién que nos dio
la prueba de hipotesis.
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5.2.7. Arbol binario

Como ya se menciond, mediante las pruebas de hipotesis realizadas en la
secciéon, tenemos que los conglomerados fusionados son el 2,3 y 4 mientras
que el 1 resulté no ser fusionado, con el arbol binario podemos ilustrar este
proceso de fusion de conglomerados. En el primer arbol se muestran los nodos
correspondientes a los 4 conglomerados del modelo y estan relacionados de
tal forma que los mas juntos son los que tienen estadisticas D menores, lo
cual significa que son candidatos a ser fusionados, a continuacién mostramos
este primer arbol.

Arbol Binario T

Nodo Raiz

contenta-imagesleps.com

Figura 5.22: Arbol binario T

El arbol es la representacién grafica del proceso de fusion de los com-
ponentes de la mezcla. Como podemos ver, el arbol tiene 4 nodos que son
los correspondientes a cada componente de la mezcla. Esta grafica muestra el
arbol binario antes del proceso donde se puede ver que el arbol tiene 3 niveles
y las ramas son las observaciones correspondientes a cada conglomerado.
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5.2. Implementacion del algoritmo

Ahora mostramos el arbol binario después de la primera fusién de los
componentes 2 y 3:

Arbol Binario T

(23)

Nodo Raiz

contentz-images2eps.com

Figura 5.23: Arbol binario T
En este arbol se observa ya el primer corte y fusion de los componentes

2 y 3, ahora el nodo mas cercano es el 4 al que después se fusionara con el
nuevo componente (2,3) para mostrar de forma grafica este proceso.
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5. Aplicaciones

Ahora mostramos el arbol binario final obtenido mediante la fusién de
los componentes 2,3 y 4, y el componente restante 1 que este ya no pudo ser
fusionado, dando como resultado un numero final de 2 conglomerados en el
conjunto de datos.

Arbol Binario T

(234)

Nodo Raiz

contenta-imagesleps.com

Figura 5.24: Arbol binario T

Aqui se muestra el ultimo paso de la fusiéon de componentes de la mezcla,
se observa como los componentes 2.3 y 4 fueron fusionados, mientras que
el componente 1 se considera un componente bien separado del resto. Esto
concuerda con toda la informacion obtenida por las demés herramientas del
algoritmo que dijo que existia un traslape entre los componentes 2.3 y 4, y
ya fusionados se redujo el nimero de componentes de la mezcla a sélo 2 y es
mas compacto el modelo de mezclas final.

Ahora pasamos a la tultima seccion de este capitulo donde se evalua el
desempeno de este algoritmo para nuestro ejemplo.
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5.2. Implementacion del algoritmo

5.2.8. Resultados finales del algoritmo

Como ultimo paso queda ver jqué tan bueno fue el ajuste de este nuevo
modelo? Podremos verificar esto mediante el uso de la matriz de clasifica-
cion erronea M y la probabilidad total de clasificacion errénea P,.. Para este
caso el elemento my; es el mismo descrito en la matriz M original, mien-
tras que el componente m; 234y esta dado por myp34) = 1 — myy. Para el
componente mz34)1 que es la probabilidad posterior de que una observa-
cién del nuevo conglomerado (2,3,4) sea clasificado en el grupo 1, tenemos
que esta probabilidad la obtenemos sumando las probabilidades de clasificar
una observacién del conglomerado 2,3 o 4 en el conglomerado 1, es decir,
M234) = Mo + M3 + my = 5.960105623¢ — 09. Y por tanto obtenemos
la probabilidad posterior de clasificar un elemento del nuevo conglomerado
(2,3,4) en el mismo es 1—m(2, 3,4). recordando que las probabilidades de cla-
sificacién errénea por componente MCj se calculan como MCy = Zg[gl Mgi
entonces construimos nuestra matriz como sigue:

C1 C2 MC, Pi,
c1 0.5111182 0.4888818 0.4888818 0.51908341
C2 | 5.960105623¢ — 09 0.9999990 | 5.960105623¢ — 09 | 0.48091659

Y la probabilidad total de clasificacion errénea es:

Pce = Mclﬂ'l + MCQTFQ = 0.2537737464

Podemos observar que la matriz de clasificacion erronea se tiene una muy
alta probabilidad de clasificar bien una observacion de componente (2, 3,4) en
el mismo y la misma probabilidad de clasificar una observaciéon de componen-
te 1 en si mismo. También podemos observar que tenemos una probabilidad
total de clasificacion errénea menor que la que se obtuvo con el modelo de
mezclas de 4 componentes.

Tenemos que para el modelo de 4 componentes nos dio P, = 0.4090807
que es mayor a la probabilidad del modelo ya ajustado mediante el algoritmo
que es P.. = MCymi+MCoymy = 0.2537737464 , es decir, pasamos de un 40 %
de probabilidad de clasificar mal las observaciones a un 25 % de probabilidad
de clasificar mal las observaciones.

Por lo tanto podemos concluir que el algoritmo para este caso fue eficiente
ya que se redujo el numero de componentes de la mezcla y por tanto también
se redujo el numero de parametros a estimar y se mejoraron las probabilidades
de clasificacién errénea lo cual indica que hay menos incertidumbre para
clasificar haciendo al nuevo modelo mas confiable.
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Conclusiones

Hasta este momento hemos visto las numerosas aplicaciones que tiene
el analisis de conglomerados en diferentes ramas del conocimiento humano.
También hemos visto los diferentes métodos clasicos para obtener conglo-
merados asi como sus ventajas y desventajas. Se proporciono la teoria que
existe detras de los modelos basados en mezclas, asi como su gran flexibili-
dad y empleo en diversos problemas. Pero estos modelos a pesar de ser tan
flexibles y ampliamente utilizados poseen la desventaja de que si alguno o
varios de los grupos no siguen una distribuciéon normal multivariada, uno o
mas grupos pueden ser modelados por mas de un componente de una mezcla
de distribuciones normales.

Es en este punto donde presentamos el algoritmo propuesto en el articu-
lo [2]. Como pudimos ver, algunos de los pasos del algoritmo como son los
rootogramas y la matriz de clasificacion errénea son muy utiles para detectar
el traslape de uno o mas componentes de la mezcla. Esto nos lleva a sospechar
que dicho grupo no esta siguiendo una distribucion normal y por tanto se
tiene un niimero mas grande de componentes que de grupos en la poblacion.

En este trabajo propusimos como ejemplo un conjunto de datos bivariados
simulados en el paquete estadistico R, el cual consiste en 140 observaciones
provenientes de las distribuciones mencionadas al principio del capitulo 5.
Esta simulacién fue propuesta ya que presentaba buenas propiedades. En
primer lugar fue obtenida mediante distribuciones normales las cuales dieron
origen al conjunto de datos que se puede apreciar aproximadamente encerra-
das en el rectdngulo en R? dado por [10,20] x [10, 15] que por construccién
si tiene una distribucion normal, el resto de la nube de puntos que sigue
una curva descendente se obtuvo mediante las distribuciones exponenciales
dando esta forma a ese conjunto de datos. Obviamente por construccion este
conjunto de datos no sigue una distribucion normal y por tanto en R se ob-
tuvo que para modelar esta nube de puntos eran necesarios 3 componentes
normales bivariados, lo cual llevo a un total de 4 componentes en un primer
modelo de mezclas de distribuciones normales bivariadas.

Como pudimos observar, la probabilidad total de clasificacién errénea era
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alta (0.4090807) dandonos sospechas de una clasificacién mala en el conjunto
de observaciones. También mediante la matriz de clasificaciéon errénea pudi-
mos obtener las probabilidades de este tipo de cada componente, teniendo
probabilidades altas como en el caso del componente tres. Fue también im-
portante el calculo y uso de la matriz de clasificaciéon erréonea ya que los
elementos mgy, que son las probabilidades posteriores de clasificar equivo-
cadamente una observacién del grupo g al grupo ¢’ nos dieron informacién
sobre que tan traslapados se encontraban cada par de componentes.

Por ejemplo los componentes 1 y 3 tenian una probabilidad practicamen-
te cero ya que my3 = 8.629884¢ — 51 lo cual indicaba que estos componentes
estaban bastante bien separados y no podrian ser candidatos a una futura
fusiéon. Sin embargo para los componentes 3 y 2 se tuvo una probabilidad
mass = 0.4639845 que es bastante alta, esta probabilidad nos decia que apro-
ximadamente el 46 % de las observaciones del componente 3 podian ser mal
clasificadas en el componente 2.

Los rootogramas también fueron de gran utilidad ya que éstos son una
representacion grafica de lo que ocurre dentro del conjunto de datos. En
los rootogramas correspondientes al componente 1 es claramente visible que
no existe casi traslape alguno con cualquier otro componente de la mezcla,
mientras que para el componente 3 es muy evidente que si existia traslape
con los componentes 2 y 4. Esto era de esperarse ya que por construccion de
los datos, esta terna de componentes no siguen una distribucion normal.

También se propuso una herramienta estadistica mas fuerte para poder
determinar si es significativo o no el traslape de los componentes y asi de-
terminar el nimero final de conglomerados. Esto fue mediante la prueba de
hipotesis de unimodalidad que propone la estadistica DIP para realizar la
prueba. Aqui se entr6 en un debate ya que la menor de las estadisticas pa-
ra los primeros pares de componentes fue la estadistica D = 0.029038 que
correspondia a los componentes 1 y 4. Pero dada la informacion previa que
brindé la matriz de clasificacién errénea, asi como las probabilidades de cla-
sificacion erronea de cada componente y los rootogramas se opto por fusionar
el par de componentes 2 y 3 que su estadistica fue D = 0.0295543. En base
a la informacién anterior fue como el proceso de fusiéon de los componen-
tes se realizd ya que en ésta, se tenia mucha mayor probabilidad posterior
de clasificar errbneamente elementos del componente 2 al 3 y viceversa que
probabilidad posterior de clasificar erréneamente observaciones del grupo 1
al 4 y viceversa. Aqui se tuvo mucho cuidado ya que los resultados de la
estadistica D al parecer son muy sensibles, si nos hubiéramos fijado en sélo
3 decimales ya que en casos practicos se realiza este truncamiento frecuen-
temente y practicamente eran iguales. Se debian tener mas herramientas y
resultados para poder tener mas criterio sobre cuales conglomerados se deben
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fusionar o cuales son mas factibles, en este caso fueron mas factibles de ser
fusionados los componentes 2 y 3.

Asi por ultimo realizamos el proceso de la obtenciéon de arbol binario T,
que es la parte visual del algoritmo, en este se pueden apreciar los pasos en
los que los componentes 2,3 y 4 fueron fusionados hasta llegar a que no era
factible fusionar el nuevo conglomerado formado por los componentes 2,3 y
4 con el restante componente 1, dando por resultado un nimero final de 2
conglomerados.

Se concluyé que este nuevo modelo conformado por el conglomerado co-
rrespondiente al componente 1 del modelo original y otro conglomerado co-
rrespondiente a una combinaciéon de los componentes 2, 3 y 4 del modelo
original. Se disminuyé el ntimero de conglomerados de 4 a 2 y se mejoro la
clasificacion de los datos existentes y también se obtuvo una nueva matriz
de clasificacién errénea para este nuevo modelo y se redujo de un 40 % a un
25 % aproximadamente la probabilidad total de clasificar erroneamente las
observaciones del conjunto de datos.

Por lo tanto se puede concluir que el empleo de este algoritmo junto con
todas las herramientas propuestas tiene que ser de una manera muy cuidadosa
sin dejar pasar por alto la informacién obtenida por los rootogramas u otras
herramientas del algoritmo antes mencionadas, ya que no es suficiente y no
puede ser 6ptimo el tomar la minima estadistica D entre los primeros pares
de componentes a fusionar ya que se puede llegar a resultados diferentes. Esta
informacion junto con le criterio del investigador pueden influir mucho en el
resultado final del algoritmo ya que si se hubieran fusionado los componentes
1y 4, el resultado final hubiera sido que los componentes fusionado hubieran
sido el 1, 2 y 4, y se tendria un componente no fusionado que hubiera sido el
numero 3.

Esto puede deberse a que el uso del discriminante lineal de Fisher como
la mejor direccién que discrimina cada par de componentes de la mezcla para
asi obtener la proyeccion univariada de los datos y asi tener su distribucién
y posterior uso de la prueba de hipotesis de unimodalidad, tal vez no sea
la 6ptima, pudiera ser que en trabajos mas recientes se propongan otras
direcciones diferentes a la del discriminante lineal que sean mucho mejores
ya que si recordamos, este discriminante es de forma lineal y no es tan flexible
como un discriminante no lineal.
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Apéndice A

Discriminante lineal de Fisher

En el anéalisis discriminante se aborda el problema de recuperar, mediante
las variables x; ja cual de las pobalciones pertenece la observacion? Se trata
de encontrar funciones discriminantes o reglas de decision h = (21,22, ..., )
cuyos valores en los distintos grupos (o poblaciones) estén lo mas separados
posible, es decir, buscamos funciones h sencillas que permitan asignar ca-
da uno de los individuos a una poblacién concreta 2, con g = 1,2,...,G,
minimizando la tasa de error en dicha asignacion.

La funciéon h maés sencilla y conocida es la funcién discriminante lineal de
Fisher, donde h es una funcién lineal de x = (z1,x9,...,x,) y se enuncia a
continuacion:

Sean p; y pe los vectores media de dos poblaciones €2, y )y respecti-
vamente. Sea X la matriz de varianzas y covarianzas comun para ambas
poblaciones. Sea x = (z1, T2, ..., ;) una observacién a clasificar.

El criterio geométrico, consiste en asignar la observacion x a la poblacion
mas cercana utilizando la distancia de Mahalanobis:

1

dy = [(x; —%)'S7H(x; — X)]2
La regla de decision es la siguiente:
= w se asigna a Qy si d3,(x, p1) < d3 (X, p2)
= w se asigna a {2y en caso contrario

A partir de la diferencia d3;(x, pa) — d%;(x, 1), se construye la funciéon
discriminante lineal como sigue:

L(x) = (x = B )27 (1 — o)
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Y se expresa la regla de decision en funcion de ésta:

» w se asigna a €2 si L(x) >0

= w se asigna a {2, en caso contrario

Esta funcion es la funcién discriminante de Fisher.

Clasificacion cuando los parametros son estimados

En las aplicaciones préacticas 1, po y > son desconocidos y se deberan
estimar a partir de muestras de tamanos n; y ns de las dos poblaciones {2y
y Qg.

Sean X1,Xs v Si, Sy los vectores media y las matrices de varianzas y
covarianzas muestrales. La version muestral del discriminante lineal de Fisher

es:
~ }_(1 +>_(2 —1/= —\/
Bx) = (x = )05, )

De donde S, = % es la matriz de varianzas y covarianzas mues-

tral ponderada.
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Apendice B

Sintaxis en R

En este apéndice se da la sintaxis utilizada para la simulacion de datos y
obtencién de resultados en el software R.

Sintaxis ejemplo capitulo 3

###HH###H#E Ejemplo capitulo 3 ###########

x1=rnorm(70,mean=-5,sd=2) #Se simulan 70 observaciones de una N(-5,4)
yl=rnorm(70,mean=0,sd=4) ##Se simulan 70 observaciones de una N(0,16)
zl=cbind(x,y) # Se combinan los objetos x y y en columnas
z2=cbind(x1,y1) # Se combinan los objetos x1 y yl en columnas
datos=rbind(z1,z2) # Se combinan los objetos zl y z2 en renglones
plot(datos) #Se grafican los datos

hi=hclust(dist(datos) ,method="single") #Conglomerados usando vecino mas cercano
plot(hl, main="Dendograma", xlab="Observaciones", ylab="Distancia")
clustersil=cutree(hl,k=2)

plot(simulacion[],type="n", main="Datos clasificados")
points(simulacion[clustersi==1,1],simulacion[clustersi==1,2],col="red")
points(simulacion[clustersi==2,1],simulacion[clusters1==2,2],col="blue")

h2=hclust(dist(datos) ,method="complete") #Conglomerados usando vecino mas lejano
plot(h2, main="Dendograma", xlab="Observaciones", ylab="Distancia")
clusters2=cutree(h2,k=4)

plot(simulacion[],type="n", main="Datos clasificados")
points(simulacion[clusters2==1,1],simulacion[clusters2==1,2],col="red")
points(simulacion[clusters2==2,1],simulacion[clusters2==2,2],col="blue")

h3=hclust (dist (datos) ,method="average") #Conglomerados usando promedio
plot(h3, main="Dendograma", xlab="Observaciones", ylab="Distancia")
abline(h=10)

clusters3=cutree (h3,k=4)

plot(simulacion[],type="n", main="Datos clasificados")
points(simulacion[clusters3==1,1],simulacion[clusters3==1,2],col="red")
points(simulacion[clusters3==2,1],simulacion[clusters3==2,2],col="blue")

kmedias=kmeans(datos, 2) #Se aplica el algoritmo de k-medias con k=2

kmedias

plot(simulacion[],type="n", main="Datos clasificados")
points(simulacion[kmedias$cluster==1,1],simulacion[kmedias$cluster==1,2],col="red")
points(simulacion[kmedias$cluster==2,1],simulacion[kmedias$cluster==2,2],col="blue")

Sintaxis ejemplo 1

Sintaxis utilizada en el ejemplo simulado para el capitulo 5 y sobre el cual
se realizaron todos los célculos y se obtuvieron los resultados presentados en
este trabajo.

Simulacion de los datos
x1=rnorm(70,mean=-15,sd=2)#Se simulan 70 obs. de una N(-15,4)
x2=rnorm(70,mean=-15,sd=2)#Se simulan 70 obs. de una N(-15,4)
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x3=rexp(70,rate=.2)
x4=rexp(70,rate=.2)#Se simulan 70 obs. de una exp(.25)

z1l=cbind(x1+29,x2+29) #Se agrupan las coordenadas
z2=cbind(x3,x4) #Se agrupan las coordenadas

simulacion=rbind(z1,z2) #Se hacen las coordenadas

plot(simulacion, main="Grafica de los datos") #Se grafican los datos simulados

# #H####H#H A #### Ingreso de los datos y analisis ######### HHH##
simulacion<-read.table("simulacionlexp.2exp.2.txt", header = TRUE)

plot(simulacion, main="Datos simulados")

par (mfrow=c(2,2)) #Grafico en mosaico
hist(x1)#Histograma de x1 #histograma de la variable x1
hist(x2)#Histograma de x2 #histograma de la variable x2
hist(x3)#Histograma de x3 #histograma de la variable x3
hist(x4)#Histograma de x4 #histograma de la variable x4

Obtencion de conglomerados

par (mfrow=c(1,3)) #Grafico en mosaico

plot(hl, main="Vecino mas cercano", xlab="Observaciones", ylab="Distancia")
abline(h=5) #Linea horizontal a la altura 5

plot(h2, main="Vecino mas lejano", xlab="Observaciones", ylab="Distancia")
abline(h=20) #Linea horizontal a la altura 20

plot(h3, main="Promedio", xlab="Observaciones", ylab="Distancia")
abline(h=10) #Linea horizontal a la altura 10

par (mfrow=c(1,3)) #Grafico en mosaico

clustersi=cutree(hl,k=2)

plot(simulacion[],type="n", main="Vecino mas cercano")
points(simulacion[clustersi==1,1],simulacion[clustersl==1,2],col="red")
points(simulacion[clusters1==2,1],simulacion[clusters1==2,2],col="blue")
points(simulacion[clusters1==3,1],simulacion[clusters1==3,2],col="green")
points(simulacion[clustersi==4,1],simulacion[clusters1==4,2],col="orange")

clusters2=cutree(h2,k=4)

plot(simulacion[],type="n", main="Vecino mas lejano")
points(simulacion[clusters2==1,1],simulacion[clusters2==1,2],col="red")
points(simulacion[clusters2==2,1],simulacion[clusters2==2,2],col="blue")
points(simulacion[clusters2==3,1],simulacion[clusters2==3,2],col="green")
points(simulacion[clusters2==4,1],simulacion[clusters2==4,2],col="orange")

clusters3=cutree(h3,k=4)

plot(simulacion[],type="n", main="Promedio")
points(simulacion[clusters3==1,1],simulacion[clusters3==1,2],col="red")
points(simulacion[clusters3==2,1],simulacion[clusters3==2,2],col="blue")
points(simulacion[clusters3==3,1],simulacion[clusters3==3,2],col="green")
points(simulacion[clusters3==4,1],simulacion[clusters3==4,2],col="orange")

Modelos basados en mezclas
##### Descargar, instalar y cargar el paquete Mclust

mezcla<-Mclust(simulacion, modelNames="VVV") #Conglomerados con modelos basados en mezclas
mezcla

plot(simulacion[],type="n"
points(simulacion[mezcla$classification==1,1],simulacion[mezcla$classification==1,2],
+col="blue")
points(simulacion[mezcla$classification==2,1],simulacion[mezcla$classification==2,2],
+col="green")
points(simulacion[mezcla$classification==3,1],simulacion[mezcla$classification==3,2],
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+col="red")
points(simulacion[mezcla$classification==4,1],simulacion[mezcla$classification==4,2],
+col="black")

title(main="clasificasion")

mezclaBIC<-mclustBIC(simulacion, modelNames="VVV") #BIC

mezclaBIC

plot(mezclaBIC, xlab="Numero de componentes") #Grafica BIC para cada particion de Sigma
title(main="Grafica BIC", xlab="Numero de componentes")

abline(v=4)

abline(v=3)

mclust2Dplot (simulacion, parameters=mezcla$parameters,z=mezcla$z) #Grafica de clasificacion
title(main="Clasificasién de los datos", sub="Mediante modelos basados en mezclas")

H#HH R EE## Mosaico de comparacidn mezclas #######
par (mfrow=c(2,2)) #Grafico en mosaico

clusters2=cutree(h2,k=4)

plot(simulacion[],type="n", main="Vecino mas lejano")
points(simulacion[clusters2==1,1],simulacion[clusters2==1,2],col="red")
points(simulacion[clusters2==2,1],simulacion[clusters2==2,2],col="blue")
points(simulacion[clusters2==3,1],simulacion[clusters2==3,2],col="green")
points(simulacion[clusters2==4,1],simulacion[clusters2==4,2],col="orange")

clusters3=cutree(h3,k=4)

plot(simulacion[],type="n", main="Promedio")
points(simulacion[clusters3==1,1],simulacion[clusters3==1,2],col="red")
points(simulacion[clusters3==2,1],simulacion[clusters3==2,2],col="blue")
points(simulacion[clusters3==3,1],simulacion[clusters3==3,2],col="green")
points(simulacion[clusters3==4,1],simulacion[clusters3==4,2],col="orange")

kmedias=kmeans (simulacion, 4) #Se aplica el algoritmo de k-medias con k=4

kmedias

plot(simulacion[],type="n", main="K-medias")
points(simulacion[kmedias$cluster==1,1],simulacion[kmedias$cluster==1,2],col="red")
points(simulacion[kmedias$cluster==2,1],simulacion[kmedias$cluster==2,2],col="blue")
points(simulacion[kmedias$cluster==3,1],simulacion[kmedias$cluster==3,2],col="green")
points(simulacion[kmedias$cluster==4,1],simulacion[kmedias$cluster==4,2],col="orange")

##########H Proyecciones

direccion<-DIRECCION(simulacion[mezcla$classification==2,],+
simulacion[mezcla$classification==2,] ,mezcla$parameters$mean(,2] ,mezcla$parameters+
$mean[,2] ,mezcla$parameters$variance$sigmal,,2] ,mezcla$parameters$variance$sigmal,,2])
proyeccion<-PROYECCION(direccion,simulacion[mezcla$classification==2,],+
simulacion[mezcla$classification==2,])

par (mfrow=c(2,1))
hist(proyeccion, main="Histograma proyeccién", xlab="Proyeccion", ylab="Frecuencia")
plot(density(proyeccion), main="Densidad proyeccién", ylab="Densidad")

plot(density(prol), main="Comparacién", ylab="Densidad")

unimodal<-density(prol, bw=30) #Mejor aproximacion unimodal
lines(unimodal, col="grey")
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Funciénes programadas

Aqui se da la sintaxis de las funciones programadas para obtener algunos
datos como lo es la matriz de clasificacion erronea, las probabilidades M C,,
la probabilidad total de clasificacion erronea P.,..

####### Matriz de probabilidades posteriores #######
MV <- function(x,mu,S){

dens <- 1:length(x[,1])

for( i in 1:length(x[,1]) ){

dens[i] <- (2#pi)~(-length(mu)/2) * det(S)~(-1/2) * exp( (-1/2) * t((x[i,] - mu)) %*V
+solve(S) %*% (x[i,]1- mu) )

}

dens

}

simulacion <- as.matrix(simulacion)
attach(mezcla)

pl <- MV( simulacion, parameters$mean[,1], parameters$variance$sigmal , ,1] )
aMyv <- pi

for( i in 2:length(parameters$pro) ){

p <- MV( simulacion, parameters$mean[,i], parameters$variance$sigmal , ,i] )
dMV <- cbind(dMV,p)
}

wdMV <- parameters$pro * dMV[1,]

for(i in 2:length(dMV[,1]) ){
wdMV <- rbind(wdMV,parameters$pro * dMV[i,])
}

wdMV <- matrix(wdMV,ncol=4)

M <- matrix( rep(0,times=length(wdMV[,1])*length(wdMV[1,]) ), nrow=length(wdMV[,1]),
+ncol = length(wdMV[1,1) )

for( i in 1:length(wdMV[,1]) ){
for( j in 1:length(wdMv[1,]) ){
M[i,j] <- wdMV[i,j] / sum(wdMV[i,])

}

####### Probabilidad total de clasificacion erronea #######
PTCE<-function(MCE,pesos){
probce<-1:4
for(i in 1:4)
probce[i]1<-(1-MCE[i,i])*mezcla$parameters$pro[il]
sum(probce)

}

###### Probabilidades MC_g ############
MCg<-function(MCE){
mcg<-1:4
for(j in 1:4){
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mcg[j1<-(1-MCE[j, j1)
}
mcg

}
###H###### Proyecciones

DIRECCION<-function(clasl,clas2,mul,mu2,sigmal,sigma2){
Sponderada<-((length(clasl)*sigmal)+(length(clas2)*sigma2))/(length(clasl)+
+length(clas2))

W= solve(Sponderada) %*% (mul-mu2)

}

PROYECCION<-function(dir,clasl,clas2){
prol<-t(dir)%*Yt(clasl)
pro2<-t(dir)%*Jt (clas2)
pro<-rbind(t(prol),t(pro2))

Estas funciones programadas se combinaron para obtener los diferentes
resultados numéricos en este trabajo.
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