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1. Introduccién:

El péndulo de Foucault llamado asi por el fisico francés Leon Foucault el cual se dice que el invento fue
producto de la casualidad. Cuando en 1848, Foucault trabajaba en su taller intentando acoplar una
pesada barra metalica a un torno, mientras era sostenida mediante un cable de acero, Foucault observo
una curiosa propiedad. El conjunto del cable méas la barra formaba un péndulo, que oscilaba en un
plano vertical el cual permanecia invariable (aparentemente invariable en intervalos de tiempo de unos
minutos). Foucault observo que este plano se mantenia incluso rotando el sistema de sustentacion del
cable, lo que marcaba una diferencia entre el sistema tierra y el sistema que giraba con el sistema de
sustentaciéon: para el primero se conservaba el plano de oscilacién del péndulo y para el segundo, no.
En pocas palabras un péndulo de Foucault es la combinacién de oscilaciones de un péndulo cénico y
la de un péndulo simple considerandolo respecto a un sistema de referencia no inercial (“respecto a
la tierra”). Tal movimiento del Péndulo de Foucault se atribuye principalmente a una fuerza llamada
fuerza de Coriolis causada por la rotacién de la tierra. En seguida se muestra en la siguiente figura un
vistazo a las oscilaciones del péndulo de Foucault dibujadas en su proyecciéon sobre el plano XY .

Figura 1:

1.1. Objetivos:

Sabiendo que el movimiento del Péndulo de Foucault es debido a la rotacion de la tierra, y que
ademas se considera que no existe algiin tipo de perdida de energia, es decir el movimiento en consid-
eracion es conservativo. Ademas teniendo en cuenta que en el mundo fisico en donde vivimos existen
muchas fuerzas (Fuerzas de Friccidon) que se oponen al movimiento de los cuerpos, por lo que al
final terminan en disipar toda la energia del objeto llevandolo asi al reposo , por lo que el Péndulo
de Foucault es algo asi como un péndulo ideal que nunca se detendra debido a que no existe fuerza
que se oponga a su movimiento; pero como hemos mencionado anteriormente, en nuestro mundo fisico
existe la friccion, sobre todo un tipo de friccién natural la resistencia del aire que seria la causante
de oponerse al movimiento del Péndulo de Foucault y también de llevar al reposo dicho péndulo. De
tal manera que se han ideado formas de mantener un Péndulo de Foucault en movimiento. Por lo que
en el siguiente trabajo de tesina, como una bisqueda de mantener el péndulo en constante movimiento
supondremos un amortiguamiento lineal y no lineal que puede suponerse como la resistencia del aire y
una excitacion en el parametro de la longitud del péndulo dada por [ = ly + ¢ 8 sin (£2¢) en donde la
combinacién de estos dos efectos propiciara una competencia entre el amortiguamiento y la excitacion
periodica en el parametro de la longitud, por lo que para nuestros fines desearfamos que la energia
disipada del Péndulo de Foucault por el amortiguamiento al pasar el tiempo sea igual a la energia
ganada por la excitaciéon paramética, queddndonos asi con una ganancia de energia neta igual a cero,
y de esta manera poder estabilizar el movimiento del Péndulo de Foucault en movimiento constante.
Posteriormente poder encontrar una amplitud que dependa de la constante de amortiguamiento y del
parametro de excitaciéon . Ademéas para encontrar las ecuaciones de movimiento tanto para longitud
constante como longitud variable con | = lyp+¢ (3 sin (2¢), se hara uso de formulacién lagrangiana para
sistemas de referencia no inerciales, después se usara el método asintotico de escalas multiples para asi
encontrar su soluciéon, ya que las ecuaciones de movimiento son ecuaciones diferenciales no lineales.



2. Sistemas de referencia inerciales y no-inerciales :

En mecénica, un sistema de referencia inercial es un sistema de referencia en el que las leyes del
movimiento cumplen la conservacién del momento lineal. El término aparece principalmente en mecéni-
ca newtoniana donde los sistemas inerciales son precisamente aquellos en los que se cumplen las leyes
de Newton.

Y por contraposicion a la definicién de sistema inercial, se tiene que un sistema es no inercial cuando
las leyes de newton no se cumplen.

Dado un sistema de referencia inercial, un segundo sistema de referencia sera no inercial cuando describa
un movimiento acelerado respecto al primero.

La aceleracién del sistema no inercial puede deberse a:

» Un cambio en el médulo de su velocidad de traslacion (aceleracion lineal).

Un cambio en la direccion de su velocidad de traslacion (por ejemplo en un movimiento de giro
alrededor de un sistema de referencia inercial).

» Un movimiento de rotacion sobre si mismo (véase figura 2).

Una combinacién de algunos de los anteriores.

Sistema de referencia en rotacion (S’) con respecto a otro sistema (S).

Figura 2:

Un ejemplo de sistema no inercial podria ser el correspondiente a un sistema de coordenadas "fijo en
la Tierra", en el cual los movimientos de los cuerpos serian medidos respecto a puntos de la Tierra que
estarian girando.

Un observador situado en un sistema de referencia no inercial, debe de recurrir a fuerzas llamadas
ficticias (tales como la fuerza de Coriolis o la fuerza centrifuga) para poder explicar los movimientos
con respecto a dicho sistema de referencia. Estas fuerzas no existen realmente, en el sentido de que no
son causadas directamente por la interaccién con otro objeto, pero deberan introducirse si se quiere
explicar el fenémeno segun las leyes de Newton.

Por tanto, puede detectarse que un sistema de referencia dado es no inercial por sus violaciones de las
Leyes de Newton. Por ejemplo, la rotacién de la Tierra se manifiesta por la rotacién del vector de la
gravedad que actta sobre un Péndulo de Foucault, que hace que el plano de oscilacién del péndulo
varie respecto a su entorno.

Siendo precisos se podria argumentar que los sistemas de referencia inerciales no existen, o al menos
no en nuestro entorno, pues la Tierra gira sobre si misma y también alrededor del Sol, y éste a su
vez lo hace respecto al centro de la Via Léctea. Sin embargo, con objeto de simplificar los problemas,
normalmente se considerardn como inerciales sistemas que en realidad no lo son, siempre que el error
que se cometa sea aceptable. Asi, para muchos problemas resulta conveniente considerar la superficie
de la Tierra como un sistema de referencia inercial.



2.1. velocidad relativa y aceleracién relativa

A continuacion para dos sistemas de referencia se deduciran las ecuaciones de velocidad relativa y de
aceleracion relativa para diferentes sistemas de referencia:

En la figura 3 se muestran dos sistemas de referencia en la que dos observadores O y O’ poseen su
propio sistema de referencia fijo, el observador O que tiene su sistema de referencia XY Z, observa que
el sistema X'Y’Z’ fijo aO’ esta rotando con una velocidad angular . Para O la situacion es justamente
inversa; O’ observa que el sistema XY Z gira con una velocidad —€). ademas por simplicidad se ha
supuesto que los dos sistemas tienen el origen en comin.

Sistemas de referencia en movimiento relativo de rotacion uniforme.

Figura 3: X'

En la figura 3 se observa un vector de posicién de la particula P respecto al sistema XY Z el cual esta
representado por :

T = ze, + yey + ze, (2.1.1)

Y por tanto se tiene que la velocidad de la particula p medida por O con respecto a su sistema de
referencia XY 7 es:

‘—/>_d7_d:c dy  dz

= ﬁ = Eex + aey + Eez (212)

Similarmente, el vector posicion de P referente al sistema X'Y'Z’ es:

T =aley + Yey + ey (2.1.3)

Pero como se ha supuesto que ambos sistemas tienen el origen en comin esta es la razéon por la que se
escribi6 7 en vez de 7. Entonces la velocidad de P medida por O’ con respecto a su propio sistema
de referencia X'Y'Z’ es:

T v’ dx dy’ dz'

4 e Y 2.1.4
T T N T (2.1.4)

Al derivar la ecuacion (2.1.1) y (2.1.3) con respecto al tiempo ambos observadores O y O’ han supuesto
que su propio sistema de referencia no estd rotando, y por tanto se ha considerado que sus vectores
unitarios no estan cambiando en direccién con respecto al tiempo.

Sin embargo el observador O puede decir que, para ¢él, el sistema XY’ Z’ esta rotando con una velocidad
angular © por lo que los vectores unitarios e/, e, y e, no tienen direccién constante de tal modo que
al calcular la derivada de (2.1.3) con respecto al tiempo se tiene:



dv  da dy’ dz' de de, de.s
T :xex’+clytey’+zez’+<l', €x 1 Yty _|_Z/ €z>

A dt di a Y a dt (2.1.5)

dexl dey/ de 2!

Pero Y o de acuerdo a [4] son equivalentes a:
degy
d; = 6 X €y
dey/
dt = 6 X €y
de =
d; =0 x (9%

De la ecuacion (2.1.5)se tiene que la expresion que esta en el paréntesis se puede escribir como:

deg de, de, = —= —
== uas I :QXeI/x’—i—Qxey/y'—f-Qer/z’:

%
a TV dt ¢

X (ex@’ +eyy +ey2')
_>
= x7 (2.1.6)

Y de acuerdo a la ecuacion (2.1.5) y usando (2.1.4) y (2.1.2), se obtiene que:

V=V +0x7 (2.1.7)

La expresiéon anterior da la relacién entre las velocidades 7 Y 7’ de P, medidas por los observadores
O y O’ en movimiento relativo de rotacion uniforme.

Para obtener una relacion entre las aceleraciones de los dos sistemas de referencia: se procede de manera
similar. la aceleracion de P medida por O con respecto a XY Z es:

AV _dv,, Ve
at  dt T @ T

e, (2.1.8)

La aceleracion de P, medida por O’respecto a su sistema de referencia X'Y’Z’,cuando él ignora la
rotacion es:

dv’ dV’/ AV
—>! x’ Y 2!
= - —L —Z2 e 2.1.
d i + T €y (2.1.9)

Ahora al derivar la ecuacion (2.1.7) respecto al tiempo y teniendo en cuenta que ﬁ es constante,
entonces se tiene que:

v AV = d7
%
— — 0 x — 2.1.10
CTa T A T (2.1.10)
Pero teniendo en cuenta que
dx’ dy’ dz'
7/ = d—ieay + d—zeyr + d—ztez/ =Vl6ey + Vy/,ey/ +V0iey (2.1.11)



Y derivando (2.1.11) con respecto al tiempo se tiene :

de de, de.s
/ T / Y / z
+ V I +V;// 7 +V, i

(2.1.12)

dv’ (de’, vy, av, )
_ ..

dt dat T A YT

Por lo que los primeros tres términos en (2.1.12) corresponden a d’, dados en la ecuacion (2.1.9), y
los tres dltimos términos se pueden ver de la siguiente manera:

de, de, de.s -2 -
VIS 4V T VI = X Ve + T X Ve L0 x Ve

= ﬁ X (V:]c//ex/ + V;/ey/ + Vzllez/) = 6 X 7/

!/

=d + T x 7’, y recordando que @ V=

Por tanto la ecuaciéon (2.1.12) se escribe como:

dt
7’ + ﬁ X7 y sustituyendo las ecuaciones anteriores en (2.1.10) se tiene que:
— — —
d=7d+a ><7'+Q><(7’+Q><7>)
Y finalmente obtenemos:
—
7:7/+2?5x7f+9x(6x7>) (2.1.13)

La ecuacion anterior representa las aceleraciones a y d’ de la particula P, respecto a cada observador
O y O’ en un movimiento de rotaciéon uniforme. en (2.1.13) el segundo termino 22 x V' representa la
denominada aceleracion de Coriolis y el tercer termino ﬁ X <Q X 7) corresponde a la llamada

aceleracion centripeta. Ambas aceleraciones son el resultado del movimiento rotacional relativo
entre dos observadores.



3. Ecuacién del Péndulo de Foucault ( Coordenadas Cartesianas )

Ahora me interesa conocer las ecuaciones de movimiento del Péndulo. En el sistema XY Z para un
observador que rota junto con la tierra todo esto para coordenadas cartesianas. En la figura 4. La
intencién es representar un sistema XY Z anclado a la tierra, la cual le genera un movimiento de
rotacién a dicho sistema, en la que si imaginamos a un observador que sostiene alguna cuerda que a
su vez tiene atada en su extremo alguna masa que sostiene en su otra mano, y posteriormente la deja
oscilar al soltarla, entonces al querer deducir el movimiento producido por dicho péndulo, es necesario
hacer uso de calculo vectorial para asi entonces, comenzar a deducir las ecuaciones de movimiento.

Figura 4:

ﬁ
Se tiene que en la figura 4, el vector €} representa la velocidad angular para lugares de la tierra con
latitud A, tal vector esta expresado como :

= [—Qcos(N), 0,Qsin(N)] (3.1)

Donde la cantidad € es la velocidad angular de la tierra que equivale a 7,292 x 10~%rad s~*, también
tenemos que la posicion de la masita para un observador que se encuentra anclado en el sistema XY 7
esta dada por el vector:

7 = [Isin(), 0,21 sin? (6/2)] (3.2)

Observamos que este vector solo esta en el plano X Z debido a que no se ha considerado la rotaciéon
de la tierra por consiguiente es necesario tomar en cuenta la velocidad angular terrestre para obtener
una posiciéon mas acertada de la masa en el plano XY Z al considerar la rotacion.

%
Antes de encontrar tal vector denotemos a las componentes de la velocidad angular €} como:

Q, = —Q cos(N) (3.3a)
0, =0 (3.3b)
Q. = Qsin(A) (3.3c)

Ya una vez hecho esto, fij¢émonos que la velocidad que afecta al movimiento del péndulo a moverse en
el plano XY es 2, y como la velocidad angular es constante entonces su desplazamiento angular debe
estar dado por €.t , por lo que al vector 7 le podemos aplicar una matriz de giro sobre el plano XY
entonces denotemos a B como matriz de giro, por tanto:



cos (Q,t) sin(Q,t) 0
B=| —sin(Q.t) cos(Qt) 0 (3.4)
0 1
x cos (Q.t) sin(Q.t) 0 [ sin (0)
y | = | —sin(Q.t) cos(Q;t) 0 0 (3.5)
z 0 1 21 sin? (0/2)

x =1 sin (0) cos (2,t)
= | y=—lsin(f )Sln( 2t) (3.6)
z =21 sin?(0/2)

3.1. Pequeiias Oscilaciones

Para obtener las componentes = e y correspondientes a la proyeccién sobre el plano XY en pequenas
oscilaciones, es suficiente hacer que 6 sea muy pequeno, lo suficiente como para decir que la ecuaciéon
(3.6) se transforma en :

x =16cos (Qt)
y = —10sin (Q,t) (3.1.1)
z=10%/2

Entonces de (3.1.1) obtengamos & e § en donde Z no nos interesa tanto ya que para oscilaciones lo
suficientemente pequenas podemos considerar Z = 0.

Entonces de (3.1.1) se puede obtener & ,% ; ¥ ¢

i =10cos(Qt) —Q,10sin (Q 1) (3.1.2)

i =160cos(Q.t) —20.10sin (Qt) — Q216 cos (. 1) (3.1.3)
§ = —10sin (. t) — Q.10 cos (Q. 1) (3.1.4)
j=—l0cos (1) — 2,10 cos (Qt) + Q21 0sin (1) (3.1.5)

Ahora si de la ecuacion (17) correspondientes a la ecuacion de pequenas oscilaciones en coordenadas
esféricas (“ver apéndice seccion A”) despejamos a 6 y la sustituimos en (3.1.3) tenemos que:

i=1(02—w?) fcos (Q:t) —2Q,10sin (Qut) — Q2160 cos (1)

Simplificando mas :

i=—w?lfcos (Qt) —2Q,10sin (1)
— i=—wlr—20.10sin(Q.t) (3.1.6)

Y si escribimos a Z como:

P=—wlz+ (—2 Q. 16sin (1) — 20216 cos (ta)) +20Q216 cos (2. 1) (3.1.7)

10



Y ademés si observamos bien que:

20,9 =—-2Q.10sin(Q.t) — 20216 cos (. ) (3.1.8)

por lo que sustituyendo (3.1.8) que es equivalente a lo que esta en paréntesis de (3.1.7) ,& queda como:

F=—w?r+20.9+20%16 cos(Q.1)
— i=-wlr+20.9+20%x (3.1.9)

Ahora para § sustituyendole 6 la cual se despeja de (17) y simplificando:

j=w?l0sin (Qt) — 20,16 cos (Q. 1)

= j=—wly—2Q0.10cos (1) (3.1.10)
escribimos a §j como:
j=—wy+ (—QQzlécos (Q.1) +20216 sin (ta)) — 20216 sin (Q.1) (3.1.11)
Observando bien que:
—20, 0 =—-2Q,10cos (Q.t) +20210sin (Q. 1) (3.1.12)

Sustituyendo (3.1.12) en (3.1.11) § queda como:

j=—-w?y—2Q.&—20%10 sin (Q. 1)
— j=—wly—20.2+20%y (3.1.13)

Juntando (3.1.9) y (3.1.13) tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

.2 . 2
[x— w $+292y+2(2zx] (3.1.14)

j=—-wy—2Q,2+20%y

Entonces en la ecuaciéon (3.1.14) se tienen los términos 202z y 202 que corresponden a los términos
centrifugos. Y 2Q, 3, —2 8, & debidos a la aceleracién de Coriolis.

Y observando que (3.1.14) se puede expresar como:

F=(—w?+209)2+2Q. 9
[@—(—w2+293>y—2ﬂzx (3.1.15)
En donde el termino QZ se puede despreciar ya que son demasiado pequenos y obtenemos:
. 2 .
T=—-wzr+2Q,9
i —w?y— 20,0 (3.1.16)

11



Ahora si hacemos w = x + iy , entonces w = £ + iy y W = & + 1§ entonces el sistema anterior se reduce
a una sola ecuacion diferencial compleja:

W+ 2iQ0 — a’w =0 (3.1.17)

donde a® = 202 — w? y si obtenemos los vectores del siguiente sistema que se obtiene de proponer

Ww=vy 0= —2i0Q,v — a’w entonces lo anterior se puede representar como:

HE RS
0| | —a? =20, v
y si encontramos sus valores propios se tiene que:
A= —iQ, £ a2 - 02
— A= i, + /2 —u? (3.1.18)

pero como Q2 < w?se tiene que :1/Q2 — w2es complejo ademdas si desaparecemos Q2 siendo muy
préoximo a cero entonces:

A~ —iQ, + iw (3.1.19)

Por tanto la soluciéon de w esta dada por:

w = e H1 (clem + coe 1) (3.1.20)

también sabemos que (3.1.20) se puede escribir como:

w = et <\/c% + c%) cos(wt + )
Y sea A= /c}+c5 .

— w = Ae™ % cos(wt 4 B) (3.1.21)

Recordando que w = x + iy y sabiendo que e *%! = cos (.t) — isin (Q.t) y sustituyendo esto en
(3.1.21) tenemos:

x + 1y = A(cos (2,t) — isin (2,t)) cos(wt + ) (3.1.22)

Simplificando (3.1.22) se tiene:

x = Acos (.t) cos (wt + 3)
: (3.1.23)

y = —Asin (2,t) cos (wt + B)

En donde tenemos que x e y son la parte real y compleja respectivamente de (3.1.22). Por tanto de la

ecuacion (3.3c) 2, = Qsin(A) por lo que si hacemos el caso particular en el que nos encontramos en

el ecuador se tendra A =0
x = A cos (wt + ()

y=0

12



Y en este caso particular el Péndulo de Foucault es equivalente al péndulo plano que oscila con una
frecuencia de w, y si nos encontramos en el polo norte 2, = Qpor lo que (3.1.23) quedara dada por:

x = Acos (2t) cos (wt + )
y = —Asin (Qt) cos (wt + B)

y el péndulo girara junto con la tierra lo cual para un observador que esta en el polo norte le parecera
que el péndulo oscila como un péndulo simple ya que el también esta girando junto con la tierra .

3.2. Periodo del Péndulo de Foucault

Ahora con todo lo anterior se sabe que el péndulo esta girando y a su vez esta oscilando lo que causa
desplazamientos sobre su proyeccion como los mostrados en la figura 1. Pero no sabemos cuanto tiempo
transcurre para volver a su punto de partida después de haber dado una revolucién completa.

Entonces para encontrar el periodo para el Péndulo de Foucault se hara uso del sistema z,y de
(3.1.23). y escribiéndola de nuevo:

x = Acos (,t) cos (wt + )
y = —Asin (Q,t) cos (wt + )

ademés supongamos que x = r cos (¢), e y = r sin (¢) , donde ¢ es el desplazamiento angular cuando

el péndulo va rotando, y r la variacién del radio sobre su proyeccién, entonces hagamos & e g lo cual
tenemos que:

T = —Awcos(Q,t) sin(wt + B) — AQ, sin(Q,t) cos(wt + 3)

¥ = Awsin(Q,t) sin(wt + ) — AQ, cos(§2t) cos(wt + B). (3:2.1)
También haciendo: 22 + 32 y 2 + g2
22+ y? =% = A? cos? (wt + ) (3.2.2)
= r = A cos (wt + ) (3.2.3)
Y
i? 4+ g = A% w?sin? (wt + B) + A2 Q2 cos? (wt + B) (3.2.4)
Por otra parte : @2 + g% = 2 + T2(;'52
lo que nos conduce a que:
i+ r2¢% = A2W? sin? (wt + B) + A2 Q2 cos? (wt + f) (3.2.5)
Ya casi por terminar, nos falta encontrar 72
2 = A% w? sin? (wt + ) (3.2.6)

Y sustituyendo (3.2.6) y (3.2.2) en el lado izquierdo de (3.2.5) se tiene que:

A? cos? (wt + B) ¢ + A w? sin? (wt+ p) = A’ w2 sin? (wt + B) + A2 Q? cos® (wt + j3)

13



Por la ecuaciéon anterior eliminando términos semejantes y simplificando llegamos a:

Por lo que el periodo T estara dado por:

Por tanto el periodo es:

¢E2:Q2

14
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4. Formulacién lagrangiana en un sistema de referencia:

Antes de empezar con la presente seccion cabe mencionar que el articulo de Alexander Khein y D.F
Nelson [6] y |7] en el que estudian el Péndulo de Foucault con variables de angulo y accion
mediante formulacién lagrangiana y haciendo uso de oscilaciones pequenas resuelven la ecuacion de
movimiento, y llegan a dar una representaciéon de la amplitud para oscilaciones pequenas, en donde
el sistema de ecuaciones diferenciales obtenido de las ecuaciones de euler lagrange es conservativo,
en nuestro caso se usara formulacion lagrangiana, pero al momento de introducir una perturbacion
al Péndulo de Foucault mediante un amortiguamiento lineal este dejara de ser conservativo, por lo
que recurriremos a la solucion de las ecuaciones diferenciales no lineales mediante el analisis asintotico
usando escalas multiples. De esta manera encontraremos una representacion de la amplitud que
resuelva el problema y que no proviene de algtin sistema conservativo.

Recordando que la relaci()g entre las velocidades relativas para dos sistemas de referencia esta dada
por la formula V' = V' + (I x 7. Y teniendo en cuenta que la Lagrangiana se compone de la energia
cinética y de la energia potencial entonces la lagrangiana esta dada por:

L=T-U (4.1)
Donde T es la cinética y U la potencial y entonces (4.1) es igual a:

2
L=

U (). (4.2)

Si representamos a

o= |7

Entonces:
H?sz (V'+dx7) (V+dx7)
[P = [P 27707 4 [ 7| 43)
Entonces :
L:%H?’2+m7’.9x7+%‘)5’x7“2—wm (4.4)

Y (4.4) corresponde a la Lagrangiana en un sistema de referencia XY Z.
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4.1. Lagrangiana en Coordenadas Cartesianas:

Para esto hagamos :

T =(2,9,2), V'=(i4.?)

Y

R ik
Ox7=[ Q% 0 Q | =y, Q. — 2, yQ)
r Yy =z

y de acuerdo a la ecuacion (2.1.7) referente a la velocidad relativa entre dos sistemas O y O’ tenemos
que

V= (6 -y Qe yta Qe — 2, 2 +y Q) (4.1.1)

2
Entonces usando (4.1.1) para hacer H7H y posteriormente sustituir en (4.2) se tiene que la lagrangiana

esta dada por:

L=— @+ +2)+m (—dyQL+9sQ —92Q +2yQy) (4.12)

+

| 3o 3

(222 + 2 242202+ 4202 -2Q,Qzz) - Ul(r).

Donde U = mgz

4.2. Lagrangiana en coordenadas cilindricas:

De acuerdo a la ecuacion (4.1.2) se cambiara la lagrangiana de cartesianas a coordenadas cilindricas
por lo que solo es necesario hacer las sustituciones correspondientes a cada variable, por lo que de
acuerdo a la siguiente figura se tiene que :

Figura b: +
z=pcos(¢), &=pcos(d)—pesin(g)
y=psin(¢), y=psin(¢)+pe cos(d)

 E— . pp
Z:l— l2— 2, Zzim

(4.2.1)

16



Donde [ es la longitud del péndulo y p € [0, {].

Antes de proceder a tales sustituciones, por simplicidad veremos primero lo que sucede en el caso de
pequenas oscilaciones .

4.2.1. Lagrangiana para oscilaciones pequeiias

Para el caso en el que tenemos oscilaciones pequenas, se puede proponer que la elevacidén z es
proxima a cero y por tanto se puede también proponer Z =~ 0, ademés teniendo en cuenta que los
términos Q2 y Q2 junto con €, 2, son casi nulos por lo que son términos que podemos despreciar, por
lo que la ecuacion (4.1.2) se puede representar como:

m
L= (@ +§") +mQ. (v —iy) —mg= (4.2.1.1)

Y si expresamos a z en serie de taylor:

R (4.2.1.2)

Posteriormente en (4.2.1.2) corto la serie hasta orden dos debido a que se esta considerando oscilaciones
pequenas:

)
o

N
2
|

[N}
o~

(4.2.1.3)

Ahora sustituyendo (4.2.1.3) en (4.2.1.1) y teniendo en cuenta que p* = 2% + y?, entonces L para

oscilaciones pequenas es:

mw?
2

L=— (#*+9)+mQ, (29— dy) — (z* + v°) (4.2.1.4)

2
Donde:

Y por consiguiente si sustituimos &, ¢, z, y en (4.2.1.4) tomadas de (4.2.1) y simplificando encontramos
que L en cilindricas es:

me

L= (p2 + 9 ¢2) +mQ p*p— ——p” (4.2.1.5)

Por lo anterior encontremos las ecuaciones de movimiento haciendo uso de (4.2.1.5):

usando la ecuacién de Euler Lagrange se tiene que :

d (0L oL

(o) ok _ 42.1.

dt <3p'> dp 0 (42.1.6a)
d (0L oL

" ((%) ~ 55 =0 (4.2.1.6b)
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Donde cada una nos dara la ecuaciéon de movimiento tanto como para p como para ¢ , entonces de
(4.2.1.6a) y (4.2.1.6b) obtenemos:

p—pd*—2Qpp+w?p=0 (4.2.1.7a)
d o/ )
7 (mp <¢) + QZ)> =Py =0, = P, = cte. (4.2.1.7b)
Por lo que en (4.2.1.7b) el momento angular P4 se conserva y usando este hecho entonces (4.2.1.7a) se
2
b
puede expresar como p + (w2 + Qg) p— 2¢ 5. Por tal motivo tenemos que las ecuaciones de Lagrange
mep
para py ¢ son:
P2
ot (w2 +02)p— —2 =0,
A 2 m2p8 (4.2.1.8)

Py =mp? (qb + Qz) = cte.

Podemos realizar un diagrama fase para la situacion de pequenas oscilaciones, donde el sistema anterior
puede ser escrito:

p=v
P} (4.2.1.9)

@:—(w2+§2§)p+m2p3

Tal diagrama fase esta representado en la siguiente figura.

Figura 6:

En donde se muestra que el diagrama fase del sistema (4.2.1.9) posee dos puntos de equilibrio, tales
1

P2 1
W(:_Qg) , se puede decir que la

aparicién de tales puntos de equilibrio diferentes al origen se debe a la rotacion de la tierra ya que
la aceleracién centripeta no apunta en la direccién de la gravedad, es decir no apunta en la direccién

puntos de equilibrio son estables , y estan dados por p =

radial.

18



4.2.2. Lagrangiana para oscilaciones no pequefias

Ahora para encontrar la ecuaciones de movimiento tanto para p como para ¢ sin hacer uso de oscila-
ciones pequenas basta hacer uso de (4.2.1) y sustituir en (4.1.2) y asi obtener la lagrangiana:

2 :2 2
mp-p mp . )
L:2(l2—p2)+ 2 +m sin(¢) Qu /(12 — p?) p +

m Q sin(¢) p* p

V(2= p?)
+m cos(p) Qp Qp /(1 2) + m Qudcos(¢) py/ (I 2) +mgy/(1 (4.2.2.1)

02 2 . m02 2 02 2 212 1202
MR 0 g, MBS @) mB g mpd | mi02

+ 2 2 2 2

Y haciendo:

4oLy oL _
dt \ 9p op

Se ha encontrado con ayuda de Méaxima que la ecuacién de movimiento para p es:

2 - 22 352 Q:c Qz CcoS 2
2/) pg+[.).+ 2pp2+ Qpp”—Qzchos(Qﬁ) =)+ 2 (2¢)p
2Q¢ cos (@) p PY 2 2
+ — Q2 —2Qudp — Q2sin? () p+ Lp — p” = 0.
12— p? 12— p2

Y si quito de (4.2.2.2) todos aquellos términos que tienen como coeficientes, términos despreciables,
tales como Q, Q., 02, Q2. Entonces

Pp . pp” pp2 | 2Qu¢cos (¢) p? pg

+p+ - +
2 — P2 12 — p2 (l2 - p2)2 /(l2 _ p2) /(l2 _ ,02)

Ahora haciendo:

—20.dp—*p=0. (4.2.2.3)

d (OL\ 9L
5s) 6"

Se encuentra que la ecuaciéon de movimiento de ¢ es:

. 2 cos Oy
dp? — M—l— 20.pp + 2 ppd + QL p sin (@) /(12 — p?) + —Q2 p? cos (¢) sin (¢) = 0.

12 —p?
(4.2.2.4)

Y quitando los términos despreciables se obtiene:

. 2 cos Qy
op* — 2 08 (9) Rap’p +20.pp + 2 ppd = 0. (4.2.2.5)

12—-p?
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Por tanto las ecuaciones de movimiento son:

2 o -2 3 -2 | 2
pep . PP p°p 2Q, ¢ cos (¢) p pyg - 9
B + + —20.dp—*p=0 (4.2.2.6
l2 _ p2 l2 _ p2 (l2 o p2)2 (l2 — p2) (l2 — p2) ( )
. 2 cos 0,020 .
G2 2 OSDD o e sh =0 (4.2.2.7)

12 2

-p

Ahora en las ecuaciones anteriores de movimiento, realizamos expansiéon de taylor hasta orden tres en
1 1 1

P 2 B y luego las sustituimos en (4.2.2.6) y en (4.2.2.7), y

las expresiones

obtenemos
4. D o 5 2 3 -2 -2 | 4 3 ' 2
P pip L 2p°p° 2p°p%  ppt Qugcos(9) pt gp®  2Qu¢cos (@) p L gp
rPr . re UL i AT L WA St s A Y 0 =0
R P R TR PR B ap’ I oot o
(4.2.2.8)
Q. cos 45 . ..
o cos(@)pp 210, cos()p?p+ 2. pp + 20pp + p° = 0 (4.2.2.9)

Si en las ecuaciones de movimiento hacemos p = er en donde e < 1. Entonces

eSri 32y 27072 265132 3ri2 Qudeos (¢) ert gedrd 20, cos (@) e2r? : ger .
g | ! ! 2 —
L + B +ei+ R 7 S 3 RREYE ; 2Q,¢er+ ; —per = (
Qucos(p)edrir

i — 219, cos(¢)e3r?i + 2Q,e%r7 + 20 + ger? = 0.

Y posteriormente obteniendo las ecuaciones de menor orden de épsilon, correspondientes a cada
ecuacién de movimiento , obtenemos

. . qgr 19
O (e) : 7’—2QZ¢7’+T—¢ r=0, (4.2.2.10a)

O(€e*): 2077+ 2¢r7+¢r? =0. (4.2.2.10b)

Por lo que (4.2.2.10a) se puede trabajar como:
i+ (w2—2azq5—¢2)r=0
— i+ (w2+QZ—Q§—2QZ¢—¢2>T=0
=i+ (W + Q)7 — <Q§+2QZ<§+Q§2>T:O

i (@) (2 46) =0 (4.22.11)
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ademaés se puede expresar a (4.2.2.10b) como :

20, 77 + 2017 + G2 = jt 2 (6+9.)] =0

Entonces se tiene que:

r2 <¢'5 + QZ> = C = cte (4.2.2.12)
Y por consiguiente:

. (q; N Qz>2 _ f; (4.2.2.13)

Sustituyendo (4.2.2.13) en (4.2.2.11) se tiene que:

C?
= it (W) r——=0 (4.2.2.14)
T
Entonces juntando (4.2.2.12) y (4.2.2.14) se tiene:
C?
: 2 2 —
T"‘(W "‘QZ)T—F—O

( ) (4.2.2.15)
2 (p+Q.)=C

Por lo que (4.2.2.15) es equivalente a las ecuaciones de pequenas oscilaciones del sistema (4.2.1.8).

Y los puntos de equilibrio estaran determinados cuando # = 0 y = 0. Por lo que se tiene que los
puntos de equilibrio 7. obtenidos de (4.2.2.15) son

1
C? 1
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5. Resolucién a las ecuaciones de movimiento del Péndulo de
Foucault mediante el método de escalas miuiltiples

En esta secciéon se utilizara el método de escalas multiples para la resolucién a las ecuaciones de
movimiento del Péndulo de Foucault. tal método es explicado en el Apéndice en la seccién C. Por
tanto en esta seccién solo nos ocuparemos en aplicar tal método

Recordando que las ecuaciones de movimiento tanto de p como de ¢ son respectivamente

P> p

=2 3 -2 ] 2
.. 20, ¢ cos
RECRE pp prp L K (@) p P9

- -
N I R IRV G

—2Q.9p—¢°p =0, (5.1a)

2 cos (¢) upp

: +2Q.pp+ 2 ppo = 0. (5.1b)

-
Pp” — Z,

En la ecuacion (5.1a) y (5.1b) para poder aplicar escalas multiples es necesario primero expandir en serie

1 1
P Y P
estas expansiones no nos quedemos con términos que contengan a p en el denominador. Y ya una vez
hecho esto se sustituird p = er en donde r = ¥ — r con r. de equilibrio, entonces p = er —er, = p—ere
conp=crg+e’iF +e3 4+ 4.

v luego simplificar cada ecuacién de tal manera, que al hacer

de taylor

Ya una vez hecho esto con ayuda del programa Méaxima podemos aplicar este método asintético.

Aplicando el método de escalas multiples a las ecuaciones de movimiento de p y ¢ respectivamente,
en el que se consideraran dos tiempos de escalamiento 1,m donde n = et y m = %t . Por lo que
p(t,n,m,e) =p(t,n,m,e) —ere =iy (t,n,m)+e271 (t,n,m) +e37 (t,n,m) —ere+---+ . Entonces
tenemos que el método nos arroja las siguientes ecuaciones de orden .

Ecuaciones de orden para p

O (e): f((]t’t) + <w2 — Qngf; — qbz) (Fo—71e) =0

o (5.2a)
0@): 2"+ (v ~29.6-¢*) po =0
. 20),.¢ 72 4 2
0 () i+ (w2 =206 — §?) 1y = 27" — 0008 <q;) (7 +c) (5.2b)
49,6 FoTe
n ¢ cos (P) Tor,
l
S(tt) (=2, 2
. m + 72
0(%): " + (=200 — @) 7o = —20{" — 27l — ) - 0O T (7;8 r2) (5.2¢)
)2, .
(1) (o) a0,deos(0) (0 — )
l l
QFOF(t’t)re _w2 (78 . 7'2) n 3w2r€f§ _ 3w2r2770
12 212 212 212

Ecuacién de orden para ¢

O (%) 0 20, (Fg —1e) Ty + 26 (Fo —1e) 7 + ¢ (79 — 1)° = % [(fo —r)? (¢3+ g)] —0 (5.3)
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la ecuacion (5.3) implica que (7o — re)? ((;5 + !?z) = (' = cte y por consiguiente obtenemos

i-—Y a.

(o — T6)2

Y tenemos que si hacemos C' = 0. Esto con el fin de facilitarnos las soluciones, entonces obtenemos

é - Q, (5.4)
y sustituyendo (5.4) en las ecuaciones de orden de p. Obtenemos
1)) 2 2\ (7 _ _
O(): 757+ (W +Q2) (Fo—1e) =0 (5.58)
.ba
O@): I+ (W +92)py=0
20,9, cos (1) (72 + 7‘2
0(2): 4 (w2 +92) 7 = 270" + ( l ) (76 +7e) (5.5b)
B 49,9, cos (2,t) Tore
[
tt t t Py (75 +72)
O(): i 4 (W20 r = —2n" —ong™ — " - 0 g (5.5¢)
_O\?% -
(TO ) (o —7e) 49, cos (Q.t) 71 (Fo — 7¢)
- +
l [
2f0f(t’t)re _w2 (78 — rg’) 4 3w2ref(2) B 3w?r2ry
12 212 212 212
Por lo que empezaremos a resolver (5.5a), entonces
po = ag (n,m)sin( w? —I—Q%t) +b0(77,m)sin( w2+Qgt> .
Y debido a que pg = €7y — ere, tenemos que
b
FO:MCOS< w2+Q§t>+O(Z’m>sin< w2+Q§t>+re (5.6)
€

Y utilizando (5.6) para sustituir en la ecuacion de orden (5.5b), desarrollando y simplificando tenemos
que

2a9b2; 2, cos (Q,t) sin <2 w? 4 Q2 t) 0.0
+ X z

2] e2]

+§Cf;;()\/w2+(2§sin( w2+9§t)—§cj;;)\/w2+§lgcos< w2+Q§t)+Q§§;Z (ag + bY) cos (1) .

th,t) (W +02) = (ag — b3) cos () cos (2 w? + Q2 t)

Y eliminando de la ecuacién diferencial de 71 todos aquellos términos seculares tenemos que

2apb€2; 2, cos (Q,¢) sin (2 w? + 02 t) 0,0,
g2l * g2l
(af + b3) cos (t).

F§t7t)+(w2 + Qg) Fl =

(ag — b3) cos (1) cos (2 w? + Q2 t)
Q..

+ €2]
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an dbo

d
y ademés encontramos que — =

dn

ecuacion (5.6) se convierte en

_ag(m)
ro =

b
cos( w2—|—(22t)+0(€m) sin( w2+Q§t)+7“e

=0y — i = 0 por lo que ag y by solo dependen de m, y entonces la

(5.7)

y al resolver la ecuacion diferencial de 71 con la ayuda de Maxima y luego sustituir la solucion en (5.5¢)

tenemos

(t:t)

o+ (w? 4+ Q2) o
2 dag 2 5 392 (w2 +02) ) 3002 302 (w2402
QQ z z
[ Ver b <8 ptase T g ) T (gap tamE T g

+ [(bOC'g + agbgCg) cos (2Q,t) — Cy (aobg + ag) sin (2ta)] sin ( w? 4 Q2 t)

3w 302 (WP +Q2) 3w | 302

(4 92)

: )] sin( w2+Qgt>

_=24% 02 _
+ [ edm Wit ag (853l2 4e3]2 4e3] 8e3l2  4e3]2

) + aob? (

431

z )] cos (\/mt

+ [(a§Ca + agbjCs) cos (2Q.t) + Cy (adbo + b) sin (2Q.t)] cos ( w? + Q2 t) + terminos noresonantes

Por lo que eliminando términos seculares llegamos a las siguientes ecuaciones diferenciales

d

dfs = —C1 (b + agbo) — (Coby + Csagbo) cos (2Q2.t) + Cy (aobf + af) sin (29.t)
db

dTv: = O (af + aobg) — (Caai + Csagh) cos (2Q.t) — Cy (adbo + by sin (2€2.1)

(5.8a)

(5.8b)

De las ecuaciones (5.8a)

y (5.8b) como €, es pequenio y ademéas Cy, Cs, y C4 son constantes pequenas

podemos suponer todos aquellos términos que van acompanados de cos (2€2,t) y sin (202,¢) como con-
stantes muy pequenas por lo que el sistema anterior de ecuaciones diferenciales lo podemos escribir

como

ap = —C4 (b% + a%bo) + k1

b/o = Cy (ag + aobg) + ko

24
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Ahora representando (5.9a) en un diagrama fase, el cual esta mostrado en la figura 7.

Figura 7:

En la figura 7 se muestra que el punto de equilibrio es diferente al origen como se esperaba, ya que la
rotaciéon de la tierra es la causa de que el punto de equilibrio no sea el origen, como se habia mencionado
en 4.2.1.
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6. Aplicaciéon del concepto de Resonancia Paramétrica a las
ecuaciones de movimiento del Péndulo de Foucault con un
amortiguamiento lineal

En esta seccién se vera como afecta a la soluciéon de las ecuaciones de movimiento, al aplicarle el
concepto de resonancia [2] con un amortiguamiento lineal, por lo que veremos cual es la amplitud
de oscilacién al combinar estos dos efectos.

Lo que se pretende es dar una excitacién a la cuerda que sostiene la masa de dicho péndulo, es decir se
realizara un cambio en la longitud de la cuerda mediante una variaciéon periédica. Tal variacion de la
cuerda estara dada por [ = ly+¢/3 sin (2¢) donde [y es la longitud inicial de la cuerda, por lo que ahora
se obtendra una lagrangiana en la que se ha considerado a [ como variable, y por consiguiente una
ecuacion de movimiento de p y de ¢ con longitud variable y posteriormente sumar un amortiguamiento
lineal de ecp a la ecuaciéon de movimiento de p

Entonces se tiene que la nueva ecuacién de movimiento de p con longitud [ variable y con un amor-
tiguamiento lineal ecp esta dada por:

2 = :2 32 ; 2
pp . PP p°p 2Q¢ cos (@) p P9 ST

55 t P+ + + + —2Q,0p — o%p

12— p? P—p? (12— p?)? 12— 2 12— p2 o)
1212 1, 12 sin (¢) Q. 21ip*p '

n p o Mp e sin(¢) Lz 0Dy ep—o.
R R N R G
Y la ecuaciéon de movimiento de ¢ con longitud variable esta dada por

.. 2 cos 0,020 . 219,
¢p* — 2 00849) "f +2Qpp + 2 ppp+ —— 5 cos9) _, (6.2)

/12_p2 l2_p2

Para poder aplicar el método de escalas multiples a las ecuaciones (7.1) y (6.2) primero es necesario
1 1

12— p?’ (l2 —,02)2’ /12 — 02
de p y alrededor de cero, entonces [ aparecerd en el denominador de dicha expansién, y esto no es
conveniente ya que [ ya no es constante como en el la seccion (5).

expresar de otra manera a va que si se expanden en taylor en funcién

Entonces se tendra que

_ 6.3
P—p* I (1+a) (6.3
CHN— (6.3b)
(2 =p)? 1§ (1t '
1 1 (6.3¢)
- . 3c
VE— 2 /i+a)
2ef e2p? p? )
En donde x = —, sin (Qt) + ;7 sin (Qt) — e Y de esta manera ya no se tendra el problema de
0 0

tener a [ en el denominador en cada una de las expansiones, pero ahora se desarrollara en funciéon de x
y alrededor de cero, posteriormente se sustituira el valor de z en las expansiones (6.3a), (6.3b) y (6.3c).

También se tiene que [ = e8Qcos () y [ = —eS02sin (Qt). Por lo que si desarrollamos tales
expansiones y hacemos las sustituciones correspondientes en (7.1) y (6.2) se podra entonces aplicar el
método de Escalas Mnltiples.
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Ademas de todo lo anterior para aplicar el método de Escalas Miltiples se utilizara solo un tiempo
lento ), con p = er, y recordando que en la seccién 5 se propuso que r = ¥ —r, en donde 7, es punto de
equilibrio. entonces tendremos que p (t,1,€) = p(t,1n,€) —ere = 7o (t,n) + 271 (t,n) + 37 (t,n) —
Ere+ -+ .

por lo que habré que sustituir p = p—er, y luego con ayuda del programa Maxima, aplicar tal método
a las ecuaciones de movimiento. Por lo que tal método nos arroja las siguientes ecuaciones de orden

Ecuaciones de orden para p

0(@): Y4 <w2 206 — q's?) (Fo — 1) = —2Bsin (¢) Q9 cos (s 1)

(6.4)
O (e): ﬁ(()t’t) + <w2 — 20,0 — gz52) po = —2Besin (¢) 2, cos (1)
b cos 72 2
02+ ¢ (w2 _20.4— ¢2) F = ot _ 20y cos (;zb) (7§ +72) ol
) 0
40, P cos (¢) Tore B (To —Te) (W2 - 92) sin (€27) (6.5)
+ o + o

Ecuacién de orden de ¢

O (%) : 20, (fg —1e) T + 2¢ (Fo — 1) Tp + & (7o — 1e)” + 23 cos (¢) 202, cos (21) (7g — 1) = 0
(6.6)

O (e?) : % [(fo —7e)? ((b + Qzﬂ + 283 cos (¢) Q8 cos (Qt) (Fog —1re) =0

En donde el termino 23 cos (¢) Q8, cos () (Fo — re) se puede considerar que cambia muy lenta-
mente, de tal manera que ocasiona una aceleracién y desaceleracion periédica de ¢, que en prome-
dio la variacién de la velocidad es demasiado pequeiia, de tal manera que se puede considerar a

d .
2(3 cos (¢) Q8 cos () (7o — re) = 0. Por tanto nos podemos quedar con 7 [(Fo —1e)? <q§ + Qz)} =0,

lo que implica que (7y — 7‘6)2 (gb + QZ) = C = cte. Por consiguiente

: c
=y

De la misma manera como se manejo en la seccién 5 hacemos el caso particular con C' = 0.

Tomemos la suposicion de resonancia paramétrica con una frecuencia de Q = 2 /w? + Q2 y luego
sustituimos ¢ y Q en (6.4) y (6.5) obtenemos

O (g): _r(()t’t) + (w? + Q2) (Fo — re) = 4B sin (Q.t) Vw? + Q.Q; cos (2 w? + Q2 t)

(6.7a)
O(e): P+ (w? + 92) po = 4Besin (2ut) Va? + 2,9, cos <2 Ry t)
200,90, Q. 72 2
O (62) : f§t7t) + (w2 + Qg) Fl - _277((;777) + o8 (l ) (TO + Te) — Cfét) (67b)
0
4,2, cos (ta) ToTe p (FO - Te) (3W2 + 492) sin (2 w? + Qg t)
— " _ ZO

27



Ahora resolviendo (6.7b)

166929, (w? + Q2) cos (Qt) sin (2 w? + 02 t)
(9w + 802w?)

po = +ag (n) cos ( w? 4 Q2 t) +bo (1) sin < w? 4+ Q2 t)

12Bew?Qy sin (1) \/w? 4+ Q2 ¢ + 165Q2Q, (w? + Q2) sin (Qut) /w? + Q2 3
— (00T 1 80207) cos (2 w* 4 Q2 t)

Y COIMO pg = €Ty — €T entonces

1689, (w2 + Qg) cos (£2,t) sin (2 w? + Qg)
(9w? + 8Q2w?)

o =

+agp (n) cos ( w? 4+ Q2 t) +bo (1) sin ( w? 4+ Q2 t) +7

(9w? + 8Q2w?)

2 : 2 2 2 2 2\ o} 2 2
__(12ﬂw Q sin (Q,1) /w2 + Q2 + 16892, (w? + Q2) sin (Qut) /w 4—QZ>(DS<2 uﬂ%_92t>

En seguida sustituimos 7y en (6.7b) y después desarrollando y simplificando tenemos que
A 4 (W + Q2 =

(2d0v/w? + 2+ age /7 + 2 = Bag [q— s (1+ 92)] + 2/ + Qb [l (14 92) + ko] ) sin (/o + 2t
- (260\/0‘)2 + Q2 + boc J/w? 4+ Q2 + Bby [q — s (1 +Q2)] + 2\/w? + Q2Bag [k (1 + Q2) +k2]> cos( w2 +Q§t>

+ terminos no seculares

y de la ecuacién anterior igualando a cero todos aquellos términos seculares se obtienen las siguientes
ecuaciones diferenciales

B 2
day _ _aoc | Foo g s (11 %)] Bbo [k1 (1 +Q2) + ko

dn 2 2y/w? + Q2

(6.8)
dby boc  Bbo [q— s (14 Q2)] 2
o 2 - ki1 (14 Q kol .
dn 2 2¢/w? + Q2 Foolfa (1+) + 1o
En donde tenemos que :
82038 (200.8) 602, sin (2Q,¢)

7k1_

<3w2 293) 320202 cos? (Q.t)
q= , 5= y =

2l + lo Iy (9w2 + 89%) Iy (90.)2 + 893) ’ lo (9w2 + 892)

Se tiene que s, ki, ko pueden ser considerados constantes muy pequenas ya que al pasar el tiempo

varian muy lentamente y ademas son periddicas, por lo que al pasar el tiempo no se disparan para
convertirse en valores grandes

Ademas podemos simplificar aun mas (6.8) diciendo que:

Q1=q—s(1+92)

Q2 =k1 (1+Q2) + ks
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Por lo que (6.8 ) se expresa como:

) aoc B ag
Gh=—""+—7—=0Q1 — b
0 > o/t Q1 — Q2 bo
(6.9)
; boc Bbo
Realizando al sistema anterior un cambio a coordenadas polares ; diciendo que :
ag=Rcos(f) dy= R cos(h) — Rfsin ()
bo = Rsin () by= Rsin(0) + Rfcos(h).
Se llega a que el sistema (6.9) puede ser expresado en términos de Ry 0 como
i ¢ [ cos(20) .
= —_— Q1 — 20
R= R |-5+ FMQEQl B sin (20) Q2
(6.10)
. BQ1 sin (20)
= ———=— cos (26

Ql sin (2(9)

2\/w? + 2

del origen (R = 0) dependera del signo de la expresion —g +4

Los puntos fijos de (6.10) son + Q2co0s(20) y R = 0 es decir el origen . La estabilidad

Q\C/O:;QTH)% Q1 — sin (26) le . Si tal
expresion resulta ser negativa implicara que el origen es un atractor, y si es positiva tenemos que es
un repulsor .Esto es consistente con la formulacion de la ecuacion de Mathieu con amortiguamiento,
donde las soluciones se amortiguan a cero por debajo de las lenguas de Arnold [3|, o bien crecen
exponencialmente por encima de dichas lenguas.
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7. Aplicacion del concepto de Resonancia Paramétrica a las
ecuaciones de movimiento del Péndulo de Foucault con un
amortiguamiento no lineal.

Ahora de la misma manera como procedimos en el caso del amortiguamiento lineal, procederemos
ahora a encontrar la amplitud R pero haciendo uso del amortiguamiento no lineal € ¢ p® . Sin embargo
cabe hacer mencion que el termino de disipacion debe estar dado por e ¢ p |p| , pero este termino no
puede ser trabajado bajo métodos perturbativos (’ tales como escalas miltiples ’). Y como estamos
trabajando un termino de disipacion no lineal de la forma e ¢ p entonces al finalizar el método de escalas
multiples, y con el fin de hacer una aproximacion al amortiguamiento de € ¢ p |p|, propondremos que

/
CZ donde A es la amplitud de oscilacion de la velocidad el cual esta dado por A = R \/w? + Q2.

Entonces se tiene que la nueva ecuacién de movimiento de p con longitud ! variable y con un amor-
tiguamiento no lineal € ¢ p3 esta dada por:

CcC =

2 -2 3 2 I 2
pPh ., PP p°p 2Qu¢cos () p Py T
+po+ + + + —2Q.0p — ¢"p

2= p? B=p? @-p?  JE-p5 - )

N Pi2p  dlp  Pp N 2lsin (¢) Qe 21lp*p e =0

R N BN G- L
Y recordando que en promedio qS = (_0)2 — 2, y que por simplicidad se ha supuesto que C' = 0

ro — Te

. v debido a esto @ = —Q, . Ademas tenemos que la frecuencia debida a la resonancia esta dada

por Q = 2y/w? + Q2. Entonces al aplicar el método de escalas multiples a (7.1) llegamos a que las
ecuaciones de orden para p estan dadas por

0 () : _T(()t,t) + (w? + Q2) (T — re) = 4Bsin (1) Vw? + Q. Qg cos <2 w? + 0?2 t)

(7.2a)
O (e): _p(()tyt) + (w? + Q2) po = 4Besin (Q.t) Vw? + Q. Q, cos (2 w? + Q2 t)
9 _(t,1) 9 B () 20, cos (ta) (7(2) + rg) _(t) 3
O(?): M+ (W+Q3)m=-2r" + 7 —c<r0>
0
4B (fo — 1e) (w? + Q2) sin (2 w? + 02 t)
_ 7.2b
. (7.20)
Bw?sin (2 w? + Q%) 49,9, cos (Q,t) Fore
+ i + o .

Entonces resolviendo (7.2a) llegamos a que :

1689.9, (w? + 02) cos (2.t) sin (2 21 92)
o =

(9w? + 8Q2w?)

2 i 2 2 2 2 AR 2 2
B (125w Qg sin (Qt) y/w? + Q2 4 16802, (w? 4 Q2) sin (1) \/w? + QZ> cos (2 o t)

(9w? 4 802w?)

+agp (n) cos ( w? 4+ Q2 t) +bo (1) sin ( w? 4+ Q2 t) +7re
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Notemos que los términos de frecuencia doble son pequenos porque estdn multiplicados por €., Y

sustituyendo 7 en (7.2b) desarrollando y simplificando tenemos que

P 4 (W22 =

202 20202 cos? (2Q.t
Z) _3 x Y4y COS ( )—:ICLBC:|)COS< wQ—i—QZt)

Y
0 0

203 o 2 i
802 Q2 sin (2Q,t)  6Q5Q, Sln(2ta)]>Cos< w2—|—Q§t)

<2V *+0%a 5[ I (92 +802) Iy (9u2 1 802)

a3 2
+<—2 w? 4 02 3C8bo(w2+ﬂz)+?m;bo(w2+ﬁz)]>c0s< w2+Q§t>

2 202 20202 cos? (20t
i Z>—3 z {2 cos” ( )—i-kﬂc])sin( w2—|—Q§t>

d -
2ﬂx/w2+Q§—aoﬁ +
L 2l0 lo l()

dn

20)3 2 i
80202 sin (20.1) | 60Q2Q, sm(mzt)])sm( 2 +Qgt)

2?2
< whE b(’ﬂ[ (002 +802) T Iy (92 1 8022)

3 2
<2 W2+ 02 [368“0 (w?+9Q2) + 3%‘0% (w®+ Qz)D sin (V/e? + 02t

+ terminos no seculares

Y después de igualar las ecuaciones seculares a cero y despejando dg y by obtenemos

da a
i = 3 1 k) = St e (a) + ol
2 (7.3)
db b
o _No%(q—cw) —8Bao—e (b5 + agbo)

Donde

&

3w? 292 320202 cos® (22,t)
lo (9w2 + SQE)

[\]

¢ = constante de amortiguamiento. ]
0

B = termino paramétrico S = 895 O sin (200:1) | 6950, sin (20):1)
- P — Ul (9w? + 802) lo (9?2 + 802)
3
=S ea)

k1 = valor pequeno
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Obteniendo un diagrama fase para el sistema (7.3) tenemos que

Figura 8:

Por lo que observamos que el diagrama fase posee dos puntos de equilibrio atractores y diferentes al
origen. Por tanto el campo vectorial (ag, by) se va aproximando cada vez mas a alguno de estos puntos
y por tal razén ag y bg tienen un limite diferente a cero, y por consiguiente la amplitud R que esta

dada por R = \/a% + b(% seré distinta de cero.

A continuaciéon haremos un cambio a coordenadas polares para poder representar Ry 6 .

_BR
2/w? 4+ Q2
B q sin (20)

2¢/w? + Q2

R— —e R3 + [q cos (20) + Sck; — S sin (20)]

6 =—3S cos (260) —

/
Y ademéas acordandose que hemos supuesto que ¢ = CZ , donde A = R \/w? + Q2 . entonces el sistema
(7.4) se convierte en
. v R? BR Bk )
R=—- + cos (20) + ————= — S sin (20
v e |1 R e () (7.5)
7.5
. B q sin (20)
0 =-S5 cos(20) — ——=
p (26) 2y/w? + Q2
En el sistema (6.4) si hacemos 6 =0, = 0 = Ay = const. entonces tendremos que
3 SCOS(QQ)—M -0 (7.6)
RN/ o) .

una posibilidad de que @ sea cero es que [ sea cero. Entonces tendremos que

’)/C/Rz

NoE

=
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Por lo que el tnico punto de equilibrio estaria dado por (g, 0) lo cual nos dice que la tinica amplitud
limite a alcanzar seria cero. Esto es porque se ha eliminado la excitacién del péndulo.

Regresando a (7.6) tenemos que otra manera de que 0 sea cero. es que

S cos (260) — 520 _, (77)

2/ + Q2
y usando la identidad trigonométrica cos (26p) = /1 — sin? (26p) y simplificando (7.7) llegamos a que:

25
VAS?+¢2

Y ahora usando la identidad sin (260y) = /1 — cos? (26) tendremos que

sin (2 90) ==

q

VAST+ ¢

Y sustituyendo sin (26p) y cos (26p) en (7.5) y con R = 0 tenemos que

cos (26p) =+

1
By 2 v |*
R=——+ + 7.8
4y v Va2 + Q2 8y (¢)? (7:8)
q2 ) 52
Donde por simplificacién se ha supuesto que ¢ = i\/ﬁ. Ademés de (7.8) tenemos que el punto
+4q
By k1 P>

74_5
Y

de equilibrio esta determinado por | 6, 1

2
)2] lo cual nos dice que las

+
Vw2 +Q2 8y (¢

oscilaciones del péndulo paramétrico, con amortiguamiento no lineal, alcanzan un punto de oscilacién
estacionaria. y también se observa que en el caso de que el pardmetro de excitacion 3 sea cero las
oscilaciones del péndulo paramétrico se amortiguaran hasta llegar al reposo.

Ya una vez hecho esto pasaremos a representar el diagrama fase del sistema (7.4) pero primeramente
para valores de 5 > c.

Figura 9:
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en el diagrama fase de la figura 9, tenemos que para valores de § > ¢ la amplitud R llega a tomar
un valor limite diferente de cero , y esto sucede cuando 6 tiene como limite un valor constante al
transcurrir del tiempo. Y vemos que para ciertas condiciones iniciales el campo vectorial (6, R) tiene
como punto de equilibrio a (0., R.) = (—0.30735, 5.7098) el cual es el limite de 6 y R respectivamente.

Para dar una mejor interpretacion a lo que esto significa a continuaciéon mostramos la grafica de R y
0 . Y posteriormente pasaremos a su interpretacion fisica.

Grafica de R y 0 con respecto al tiempo

Figura 10:

En la grafica de R y 6 tenemos que la amplitud R por un tiempo corto empieza a decaer pero después
se recupera empezando a crecer y a estabilizarse hasta llegar a una amplitud limite, todo esto ocurre
en cuanto # empieza a cambiar muy lentamente, que llega a convertirse en constante. la interpretaciéon
es que aunque el parametro resonante 8 es mayor que el amortiguamiento ¢, la energia ganada por
la resonancia en principio es menor que la energia perdida por el amortiguamiento pero de alguna
manera la energia debida a la resonancia empieza a crecer y a competir con la energia disipada por
el amortiguamiento no lineal, de tal manera que el cambio neto de la energia se va aproximando cada

vez mas a cero, es decir — = 0, esto es conforme el tiempo va en aumento, y de esta manera tenemos

que el Péndulo no se ira al reposo al suponer que 3 > ¢, es mas tendra una amplitud diferente a cero.

En seguida procederemos al anélisis del caso 5 < ¢. Por lo que obteniendo el siguiente diagrama fase
tenemos.

Figura 11:
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En el diagrama fase anterior hemos supuesto que 8 = 0.12 y ¢ = 0.75, pero en particular tenemos que
cuando (B < ¢ la amplitud se vuelve cada vez mas pequena y su comportamiento es el mismo al caso
cuando B > c. Pero con la diferencia de que el tiempo en que la amplitud alcanza a estabilizarse es
mucho mayor que cuando 8 > ¢ esto lo podemos ver en la siguiente gréafica de R.

Gréfica de R para valores de 8 < c.

Figura 12:

Por lo que se puede concluir es que ya sea que f > ¢ 6 f < ¢ tenemos que la amplitud nunca es
cero. el tnico caso en el que el péndulo llegaria al reposo es cuando (3 sea cero. ya que solo existiria el
amortiguamiento no lineal que se encargaria de disipar toda la energia.

El caso cuando 3 es cero esta representado en la siguiente grafica que representa el decrecimiento de
la amplitud R al paso del tiempo .

Grafica de R para § = 0.

Figura 13:
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8.

Conclusiones

1. En este trabajo de tesina se ha examinado el movimiento dinamico del Péndulo

de Foucault para el caso conservativo, ademas se ha mostrado la dinamica de sus
oscilaciones para tiempos largos, en donde se encontré6 que posee dos puntos de
equilibrio estables y diferentes al origen, esto debido al efecto de rotaciéon terrestre
sobre dicho péndulo.

. También se estudio el efecto resultante de excitar paramétricamente al péndulo por

una variaciéon peridédica de su longitud, que a su vez fue puesto en competencia con
amortiguamientos disipativos de energia del tipo lineal y no lineal. Encontrando que
para el caso del péndulo paramétrico con amortiguamiento lineal se obtuvo un com-
portamiento similar al de la ecuacién de Mathieu con disipacién lineal. En este caso
se obtuvo que las lenguas de Arnold se despegan del eje vertical. Por lo que las solu-
ciones que estan por debajo de tales lenguas se amortiguan exponencialmente hasta
alcanzar el reposo y las soluciones que estan por encima de las lenguas crecen expo-
nencialmente. Mostrando asi que tales soluciones son inestables. Y para el caso del
péndulo con excitacién paramétrica y con un amortiguamiento no lineal de la forma
p 1p|, se tiene que la amplitud de oscilacion alcanza un estado estacionario , es decir
alcanza una amplitud limite, por lo que tenemos que sus soluciones son asintética-
mente estables, ademas se encontré que la amplitud es directamente proporcional a
su parametro de excitacién e inversamente proporcional a su amortiguamiento.

. También se tiene que la evolucion de ¢ en el caso de Foucault se considera constante,

pero para el caso de Foucault paramétrico y con amortiguamiento , tenemos que ¢
tiene pequenas variaciones en su velocidad, debido al termino 24 cos (¢) 2, cos (Q2t) (7o
el cual es periodico y en consideracién muy pequeno, pero en promedio la velocidad

puede ser considerada como constante. Por lo que 7 [(Fo —1e)? ((b + QZ>] =0.

. El péndulo paramétrico con amortiguamiento no lineal, nos arroja un resultado

importante y de interés cientifico, el cual es el de poder disenar un péndulo con
la caracteristica que aunque se tenga la resistencia del aire, podamos mantener el
movimiento dinamico de dicho péndulo al introducir una variacién perioédica en la
longitud de dicho péndulo. Tal diseno es novedoso, ya que como sabemos a difer-
encia de mantener un Péndulo de Foucault en oscilacién constante al ponerlo sobre
una bobina, cuyo tnico propésito es el de restaurar la energia perdida debida a la
friccion del aire mediante la repulsion de cargas. Lo que hace diferente a este pén-
dulo es que solo es mantenido en movimiento debido al efecto de la resonancia y del
amortiguamiento no lineal.
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Apéndice:
A. Ecuacién del Péndulo de Foucault (Coordenadas Esféricas)

A continuacién se hara uso de la formula de la velocidad 7 = 7’ + ﬁ X 7 , la cual nos relaciona
las velocidades relativas entre dos sistemas de referencia O y O’. Tal propoésito de usar esta formula
es el de encontrar la ecuacién de movimiento del Péndulo de Foucault en coordenadas esféricas,
esto se debe a que podemos encontrar ecuaciones de movimiento haciendo uso de la lagrangiana en la
que su obtencién es basada en la geometria del problema a tratar, ya que con solo conocer la posicién
y velocidad de alguna particula, es posible su obtencién. En donde la lagrangiana se compone de la

1 2
energia cinética y energia potencial, es decir L =T —U = 5™m HVH —U (|| 7]|) = cinetica — potencial

Fijandonos en la figura 14.

v
Figura 14:

tenemos que la posicién 7 de la masa del péndulo con respecto al sistema XY Z el cual esta anclado
en la tierra es

7 =[Isin(h), 0,1 —1cos(0)] = [l sin(f), 0,21 sin®(0/2)] . (1)

Ahora para encontrar la posicién 7' de la masita en el sistema X'Y’Z’ es necesario aplicar una matriz
T
de giro al vector 7 sobre el eje Y con un giro de — — X\ donde A es la latitud de la tierra, esto es

equivalente a realizar un cambio de base del sistema XY Z al sistema X'Y'Z’.

cos (g - )\) 0 sin <g - )\) [ sin (0)
7= 0 1 0 0
—sin (g — )\) 0 cos (g — A) 21 sin” (6/2)

sin(A) 0 cos(A) [ sin ()
= 0 1 0 0
—cos(A) 0 sin(A) 21 sin? (6/2)

y entonces

7= [1 sin (\) sin (0) + 21 cos () sin® (6/2), 0, —I cos (A) sin () + 21 sin (\) sin® (/2)]  (2)
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—>/

dt

Ahora si se quiere encontrar 7’ es suficiente hacer 7’ = , entonces

V' =1§[sin(A+8), 0, —cos (A+6)] 3)

También se tiene que el vector velocidad angular para un sitio en la tierra con latitud A esta dado por

& = [-Q cos(\), 0, sin(N)]. (4)
Por tanto
. i j k
Ox7=|-Qcos(\) 0 Qsin(\)

Isin(@) 0 [—1cos(h)
= [0, =1 Qcos (N) +1Qcos (\) cos (0) — I Qsin (N) sin (6) , 0] (5)
y simplificando (5) obtenemos que
%
dx7 =0, —1Qcos () +1Q cos(A+6),0]. (6)

.. -2 —
Por consiguiente ya una vez que se ha encontrado 7’ y % 7 y como tenemos que 7 = 7’ + Q x 7,
entonces es

V= [z'asm(xw), 1Qcos (A +0) —1Qcos (A —zécos(A+9)} (7)

y por tanto

H7H2:l292+[chos()\+9)—chos()\)]2 (8)

En donde la energia cinética T es:

2
r=1m V| 9)
2
1 9 59 2
T—im{l 0° + [1Qcos (A +60) —1Qcos ()] } (10)
y la energia potencial U es:

U=mgll—1cos(0). (11)

Por lo tanto el lagrangiano esta dado por

1 .

L= 3™ { 126? + [1Qcos (A +6) — ZQCOS()\)]Q} —mgll—1cos(0)]. (12)

Entonces la ecuacion de movimiento estara dada por la ecuacién de Euler Lagrange

d (OL oL
° (89) ~% o (13)
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y al realizar tales sustituciones en (13) y simplificando llegamos a que la ecuacién de movimiento es

0 + w?sin () + Q% cos (A +6) sin (A +8) — Q% cos (\) sin(A+60) =0 |. (14)

Y de acuerdo a la ecuacién anterior la podemos también escribir como

0 + w?sin (0) + %2 [sin (2)) cos (26) + cos (2)) sin (26)]

—0?% cos (\) [sin () cos (#) + cos (\) sin (0)] = 0

Pequeiias Oscilaciones

ahora para encontrar la ecuacion de movimiento en Pequenas Oscilaciones, de (15) hagamos a 6 muy
pequeno, lo suficiente para poder decir que sin (0) = 6, cos (20) ~ 1 y sin (20) ~ 26. y por tanto la
ecuacion (15) con # pequeno es

; 1
6 + w6 + 5(22 [sin (2X) 4 (26) cos (2))] — Q% cos (N) [sin (A) + 6 cos (A)] = 0. (16)
Y simplificando (16 ) llegamos a

0 +w?0 — Q%sin? (\) 0 =0 + [w? — Q?sin® (V)] 0

y definiendo a Q2 sin? (\) como 92, tenemos que la ecuacién de movimiento en Pequeiias Oscilaciones
esta dada por

0+ (W —-02)0=0 (17)

z
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formulacion lagrangiana, 4, 15
fuerza de Coriolis, 4

latitud, 9

Péndulo de Foucault, 4, 5, 15
pequenas oscilaciones, 10, 17, 18, 21
Periodo del Péndulo de Foucault, 13
periodo T, 14

perturbacion, 15

puntos de equilibrio, 18, 21

resonancia, 26

sistema inercial, 5
sistema no inercial, 5
sistemas de referencia, 7
sistemas inerciales, 5

términos despreciables, 19
términos seculares, 23, 24

velocidad angular terrestre, 9
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