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Introducción

Aunque desde tiempos muy remotos al hombre le ha interesado medir y explicar

matemáticamente los fenómenos biológicos que ocurren a su alrededor, no fue sino

hasta el siglo pasado que se estableció la Bioloǵıa Matemática como una rama de

las Matemáticas, cuyo principal fin es describir los procesos biológicos por medio de

herra-mientas matemáticas y computacionales para poder entender su fenomenoloǵıa

por medio de otro enfoque y, en algún momento, hacer aportaciones al área biológica.

Dentro de la Bioloǵıa Matemática existen varias áreas de estudio, tanto en la Bio-

loǵıa como en las Matemáticas; en las Matemáticas se pueden encontrar modelos de

fenómenos biológicos por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, proce-

sos estocásticos, autómatas celulares, algoritmos genéticos, entre otros, y los fenómenos

biológicos a modelar se pueden encontrar en diversas ramas de las ciencias naturales tales

como Fisioloǵıa, Ecoloǵıa, Epidemioloǵıa, Genética, Anatomı́a, Neuroloǵıa, Inmunoloǵıa,

Canceroloǵıa, por mencionar algunas.

El estudio matemático que presentaremos está motivado por un fenómeno observado

en el cáncer. En la literatura existen numerosos modelos matemáticos que intentan des-

cribir procesos que ocurren durante el desarrollo del cáncer, algunos de éstos describen:

el crecimiento de tumores cancerosos avasculares, la respuesta del sistema inmune a la

presencia de células cancerosas en el cuerpo, movimiento de las células cancerosas y su

propagación en el organismo, control de crecimiento de tumores, modelos de vascular-

ización o angiogénesis de los mismos, entre otros.

En este trabajo se analizará con detalle un modelo matemático para un tumor

secundario canceroso por medio de ecuaciones diferenciales parciales, el cual fue pro-

puesto años atrás por Anderson et. al. [3] y describe la paradoja del tumor primario,

este fenómeno fue observado por primera vez por Folkman (médico estadounidense des-

cubridor de las protéınas angiogénicas) junto con sus colaboradores y consiste en la

inhibición de la angiogénesis de un tumor secundario gracias a la presencia del tumor

primario en el organismo; esta inhibición es dependiente de una sustancia que segrega el

tumor primario la cual, a su vez, depende del tamaño que este último tenga. El estudio

de este modelo está dividido en los siguientes caṕıtulos:

v



vi INTRODUCCIÓN

En el primer caṕıtulo se estudian algunas generalidades de los tumores y del cáncer,

la diferencia entre tumor benigno y tumor maligno o cáncer, aśı como las etapas en el

proceso de crecimiento de un tumor canceroso. También se explica a nivel celular cómo

se lleva a cabo la vascularización de un tumor canceroso; este fenómeno es indispensable

para el crecimiento del tumor ya que al tener un sistema de circulación propio, es decir,

adquiere un sistema de nutrición y de excreción y como consecuencia el tumor puede

crecer desmesuradamente hasta invadir totalmente al órgano en el cual se originó; esos

nuevos vasos sangúıneos sirven también para que algunas de las células del tumor viajen

hasta llegar al torrente sangúıneo invadiendo órganos ajenos al tumor del que provienen.

Posteriormente, se explica cual es el efecto de las protéınas angiogénicas y antigan-

giogénicas en las células endoteliales y por último, se profundiza en la fenomenoloǵıa de

la paradoja del tumor primario.

A lo largo del segundo caṕıtulo se estudiarán los primeros modelos matemáticos

que surgieron para describir la angiogénesis en tumores cancerosos. Estos modelos están

basados en sel estudio de la dinámica de la densidad de las células endoteliales, las

cuales se encargan de formar los nuevos vasos sangúıneos. El primer modelo para la

angiogénesis fue propuesto por Balding y McElwain [6], quienes adaptaron el modelo

de Edelstein para el crecimiento de las hifas de los hongos [22], a los vasos capilares.

A pesar de que este modelo no fue diseñado en un principio para estudiar la formación

de los capilares, describe los aspectos más importantes de la angiogénesis a saber: la

respuesta de las células endoteliales a qúımicos segregados por el tumor y el crecimiento

de los vasos capilares por medio del movimiento de las células endoteliales. En ese mismo

caṕıtulo se estudiarán también los primeros modelos para la angiogénesis de Chaplain

y Stuart, a partir de los cuales los cient́ıficos comenzaron a proponer modificaciones de

las ecuaciones que ellos proponen para describir de forma más precisa el fenómeno.

En el tercer caṕıtulo se enuncia el modelo que se estudiará con más detalle en

este trabajo, el cual está basado en los trabajos anteriores propuestos por Chaplain y

Stuart, y Anderson. En este modelo se intenta describir la paradoja del tumor primario.

El modelo consta de tres ecuaciones diferenciales parciales: una de conservación para

las células endoteliales y dos de reacción-difusión para dos sustancias, una que inhibe

(angiostatina) y otra que promueve la angiogénesis (el factor angiogénico tumoral, TAF).

La dependencia de la angiogénesis del tumor secundario del tamaño del tumor primario

se incopora al sistema de ecuaciones por medio de un parámetro s que representa el

tamaño del tumor primario. Posteriormente se adimensionaliza el sistema con valores

de referencia adecuados y se encuentran los estados estacionarios para cada una de las

ecuaciones adimensionalizadas del sistema.

El cuarto caṕıtulo contiene el estudio numérico del sistema de ecuaciones. Se trabaja

con valores numéricos experimentales para cada una de las constantes involucradas y con

estos valores se obtienen gráficas del estado estacionario de las células endoteliales. Se
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encuentran los valores umbrales para el tamaño del tumor primario para los cuales el

tumor secundario se vasculariza totalmente, debilmente o se inhibe por completo su

vascularización. También se llega al estado estacionario por medio de las simulaciones

numéricas para la ecuación de las células endoteliales con su condición inicial y sus

condiciones de frontera. Se estudiará la solución numérica del sistema de ecuaciones con

funciones fuente para el TAF y la angiostatina y se harán las simulaciones numéricas

correspondientes al caso en el que el tumor primario es extirpado.

Por último, en el caṕıtulo cinco se analizará la estabilidad espectral del estado

estacionario de las células endoteliales. Se mostrará que las perturbaciones del estado

estacionario tienden a cero por medio del método de norma pesada de Sattinger [60]

para ecuaciones eĺıpticas y parabólicas.

Asimismo, se incluye en el apéndice A la deducción de la ecuación diferencial que

gobierna la cinética de Michaelis-Menten. En el apéndice B se encuentra el código con

el que se llevaron a cabo las simulaciones numéricas del cuarto caṕıtulo y, finalmente en

el apéndice C se añaden algunas gráficas adicionales obtenidas del estudio numérico de

las ecuaciones del sistema.





CAPÍTULO 1

Tumores y cáncer: generalidades

En un organismo multicelular, todas las células están destinadas a la colaboración;

estas células env́ıan, reciben, interpretan y elaboran un conjunto de señales qúımicas

extracelulares, pero en el momento que hay algún problema molecular con estas señales,

el equilibrio que existe entre ellas se rompe, como, por ejemplo: cuando un conjunto

de mutaciones promueven el comportamiento individualista de una célula, dando como

resultado un aumento en la velocidad de crecimiento (incrementando su masa) y división

(proliferación) de esta misma; son exactamente este tipo de mutaciones celulares las que

pueden dar origen a un tumor o neoplasia, que etimológicamnte significa “crecimiento

nuevo”.

1. ¿Qué es un tumor?

Un tumor se puede definir como un conjunto de células que crecen y se dividen con

una velocidad mayor que las normales rompiendo el equilibrio [12]. Existen dos tipos de

tumores: los benignos y los malignos. Los primeros son no invasivos, es decir, son tumores

que suelen estar encapsulados y al crecer sus células no se dirigen hacia otros tejidos;

por lo tanto, destruyéndolos u operándolos desaparecen totalmente del organismo.

Sin embargo, las células de los tumores malignos presentan hiperproliferación, por

lo tanto, al crecer, invaden y destruyen los tejidos de los alrededores, evaden la muerte

celular programada o apoptosis, crean su propia red vascular y, en algunos de estos

tumores, varias de sus células son capaces de desprenderse de él, viajando por el torrente

sangúıneo o por los vasos linfáticos, depositándose en otros tejidos. A este fenómeno se

le conoce como metástasis. Una vez que un tumor maligno se ha metastatizado, se

encuentra en varias partes del organismo y la mayoŕıa de las veces las metástasis no

pueden ser detectadas por métodos cĺınicos debido a su tamaño, siendo ésta una de las

razones por las cuales estos tumores son muy dif́ıciles de erradicar por completo del

cuerpo. Un tumor es cĺınicamente detectable hasta que alcanza la acumulación de 108

células aproximadamente.

A los tumores malignos también se les conoce como cáncer. Fue Hipócrates (460-370

B.C.), el padre de la Medicina, quien utilizó por primera vez los términos griegos karkinos

1



2 1. TUMORES Y CÁNCER: GENERALIDADES

y karkinoma (que significa cangrejo) para este tipo de tumores, pues su morfoloǵıa le

recordaba a dicho animal; después el médico romano Celsus (28-50 B.C.) lo tradujo al

latin: cancer. Aunque el nombre se le atribuye a Hipócrates, este tipo de tumores ya se

hab́ıan observado desde antes, pues se han encontrado registros de varios casos de cáncer

de seno en papiros egipcios [7].

Existe evidencia que demuestra que la mayoŕıa de los tumores malignos se originan

a partir de la acumulación gradual de mutaciones en una sola célula [12]. La generación

del cáncer o carcinogénesis está ligada a un cambio en la secuencia del ADN (mu-

tagénesis), el cual puede darse por factores f́ısicos, qúımicos, genéticos y ambientales del

individuo, como por ejemplo, padecer obesidad, la vejez, estar en contacto con qúımicos

carcinogénicos (asbesto, arsénico), estar expuesto a radiaciones (rayos X, rayos UV),

contraer algún virus (Virus del Papiloma Humano (VPH), Hepatitis), etc.

En los tumores cancerosos se conocen tres etapas o estados [69]: el avascular,

vascular y metastásico.Un tumor avascular, es aquel que, como su nombre lo indica,

se desarrollan en ausencia de vasos sangúıneos; según los experimentos in vitro estos

tumores se asemejan a agregados esféricos, pero las razones de esto aún no se tienen

muy claras [69].

Figura 1.1. Capas del tumor avascular. Debido a que los nu-

trientes llegan al tumor avascular por medio de transporte difusivo,

al aumentar el tumor su tamaño, este proceso no es suficiente para

suministrar de nutrientes a sus células más internas y se forman tres

capas o regiones: núcleo necrótico, capa quiescente y capa proliferante
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Los tumores avasculares obtienen sus nutrientes y se deshacen de los desechos deriva-

dos de su metabolismo por medio de transporte difusivo; cuando el tumor es pequeño,

este proceso es suficiente para que a toda célula le llegue alimento. En esta etapa el

agregado crece exponencialmente [38], pero a medida que el tumor canceroso crece, los

nutrientes, en particular el ox́ıgeno, van siendo absorbidos por sus capas más externas y

el proceso difusivo no es suficiente para proveer de estas sustancias a las células que se

encuentran en el interior del tumor; esto da como resultado la formación de tres regiones

bien diferenciadas: las células del centro que al no tener alimento mueren, formando una

capa interna llamada núcleo necrótico; un conjunto de células inactivas que se encuentra

en medio del tumor creando la capa quiescente; y más externamente están las células

que se dividen las cuales forman la capa proliferante, como es ilustrado en la figura (1.1).

Se ha observado, que este tipo de agregados crecen hasta alcanzar un determinado

tamaño (aprox. de 1mm a 2mm de diámetro), el cual está dado por el balance entre

las células muertas del interior del tumor y las células proliferantes. Una vez que ha

alcanzado dicho tamaño, el tumor entra en un estado latente y deja de expandirse [15],

aunque sigue siendo metabólicamente activo; el tiempo que permanece en este estado

depende del tipo de cáncer del que se trate.

Pero ya que la naturaleza de las células cancerosas es proliferar indefinidamente,

éstas logran encontrar una forma para seguir creciendo. Fue el Dr. Judah Folkman

(1933-2009), quien a principios de los años 60’s, trabajando con tumores cancerosos en

los laboratorios de la marina estadounidense, se percató de que si colocaba a los tumores

en cultivos in vitro, estos sólo crećıan hasta un determinado tamaño y se moŕıan, a

diferencia de los tumores implantados en ratones, los cuales crećıan desmesuradamente.

Observó que la diferencia entre unos y otros, era que los segundos hab́ıan sido capaces de

generar su propia red vascular a partir de los vasos capilares ya existentes en los tejidos

de sus alrededores, obteniendo aśı el medio para su alimentación y excreción (ésta es la

fase vascular del cáncer) y los primeros, al estar en un medio artificial, no teńıan cómo

obtener nutrientes para seguir creciendo.

Basándose en lo anterior, Folkman y su equipo de trabajo propusieron (∼ 1971) al

Instituto Nacional de Canceroloǵıa de EEUU su hipótesis, en la que sosteńıan que el

crecimiento de los tumores cancerosos era dependiente de la red vascular que generaban

por śı mismos y por lo cual, al inhibir este proceso conocido como angiogénesis, se podŕıa

combatir el cáncer. Sin embargo, para la comunidad cient́ıfica esta hipótesis parećıa

rid́ıcula y por lo tanto no fue aceptada; para ese tiempo ya era conocido que los tumores

presentaban angiogénesis pero se supońıa que ésta era dependiente de la pus y de la

inflamación, y no del tumor mismo[8].

A pesar de ésto, Folkman y sus colegas, entre ellos Gimbrone [50], siguieron reali-

zando una gran variedad de experimentos para demostrar la veracidad de su supuesto.
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Algunos de estos experimentos consist́ıan en injertar un tumor en la córnea de los ra-

tones y observar la respuesta de los vasos sangúıneos de los alrededores ante la presencia

del tumor; estos experimentos les permitieron observar a detalle el proceso de la an-

giogénesis tumoral, pues al estar el tumor implantado en este tejido permit́ıa que los

vasos sangúıneos fueran más visibles.

No fue si no hasta después de diez años a partir de que Folkman sugirió su hipótesis,

que los cient́ıficos empezaron a darle credibilidad, pues fue el primero en aislar una

protéına segregada por el tumor que estimula el desarrollo de una red vascular, la cual

parte de los vasos sangúıneos que se encuentran cerca, alcanzando al tumor. Con este

descubrimiento pudo demostrar que la vasculatura que adquiere el tumor es dependiente

del tumor mismo y de los vasos en derredor (este proceso será explicado a detalle en

la siguiente sección). Cabe destacar que en la actualidad la mayoŕıa de los cient́ıficos

dedicados al estudio del cáncer aceptan ampliamente lo propuesto por Folkman y sus

colaboradores.

Por último, la etapa metástica de un tumor canceroso, es la fase en la que las

células cancerosas invaden otros tejidos y vasos. Esto es resultado de la interrupción de

los mecanismos de adhesión que mantiene a las células del tumor juntas permitiendo

que algunas se desprendan de éste; estas células son capaces de atravesar la membrana

basal, la matriz extracelular y la capa de células endoteliales con el fin de llegar hasta

un vaso sangúıneo o linfático penetrándolo (véase figura 1.2).

Al llegar al vaso, las células cancerosas se liberan a la circulación del sistema san-

gúıneo o linfático y de esta manera pueden viajar por el organismo deteniéndose en

órganos preferenciales, dependiendo del tipo de cáncer del que se trate (hoy en d́ıa to-

dav́ıa no se sabe qué es lo que determina esta preferencia); cuando llegan al órgano se

adhieren a través de moléculas de adhesión [30], atraviesan su endotelio por medio de

la acción de ciertas enzimas y penetran en él. Ah́ı forman un pequeño conglomerado de

células llamado micrometástasis. Finalmente estas células tumorales proliferan (como la

célula madre de la cual provienen), logrando aśı colonizar este nuevo tejido [12]. Al nue-

vo tumor que se formó se le conoce como tumor secundario o metástasis, y al tumor del

cual provienen las metástasis se le conoce como tumor primario. Las metástasis pueden

llegar a otras partes del organismo no sólo por los vasos sangúıneos y linfáticos si no

también se pueden propagar por medio de las membranas o por simple contacto entre

los órganos (véase figura (1.3)).

Para lograr metastatizar, las células tumorales deben tener propiedades muy es-

pećıficas (sólo el . 01 % de las células que salen a los vasos linfáticos o sangúıneos lo

logran): deben, por un lado, ser células madre que tengan la capacidad de dividirse in-

definidamente, y por el otro, deben tener la habilidad de poder establecerse y sobrevivir

en un ambiente muy diferente al de su origen (esto lo cumplen solamente una pequeña

población de células tumorales). Otra propiedad espećıfica de estas células es que no
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Figura 1.2. Las células del tumor atraviesan la membrana basal, la

matriz extracelular y la capa de células endoteliales logrando aśı pe-

netrar un vaso sangúıneo o linfático, liberándose a la circulación.

dependen de las señales extracelulares para crecer y dividirse como pasa con las célu-

las normales, es por eso que a pesar de que se desprenden muchas células del tumor

primario, sólo son pocas las que logran colonizar y el tiempo en el que lo logran es

indefinido. Cabe destacar que las metástasis al establecerse en algún tejido comienzan

un proceso de evolución análogo al del tumor primario, es decir, pasan por las mismas

etapas hasta lograr vascularizarse.

Pero aún aśı, esta etapa es la más peligrosa, pues el tumor es capaz de invadir no sólo

tejidos locales, si no también tejidos que se encuentran distantes a él, y si el tumor ya se

encuentra vascularizado, esos nuevos vasos sangúıneos son una potente ruta de escape

para las metástasis. Por eso es tan importante la inhibición de la angiogénesis pues al

tener vasos sangúıneos propios, las células cancerosas tienen más posibilidades de viajar

por el torrente sangúıneo y ya que suelen ser microscópicas es muy dificil detectarlas, por

lo tanto casi imposible erradicar el cáncer. En consecuencia, esta etapa es la responsable

de alrededor del 90 % de las muertes por cáncer.
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Figura 1.3. Metástasis. Las células que se desprenden del tumor

primario viajan por el torrente sangúıneo adheriéndose a órganos por

medio de moléculas de adhesión; atraviesan su endotelio, proliferan y

forman un nuevo agregado de células cancerosas conocido como tumor

secundario o metástasis

2. El proceso de angiogénesis

Al proceso de formación de nuevos vasos sangúıneos a partir de la vasculatura exis-

tente se le conoce como angiogénesis y a la terapia en la cual se intenta inhibir este

proceso es conocida como terapia antiangiogénica. El término angiogénesis fue utilizado

por primera vez por Hertig en 1935 para describir la formación de la placenta [33]. Es

importante señalar que la angiogénesis, no sólo se observa en los tumores cancerosos, sino

también en la cicatrización de heridas, en una irritación o infección ocular, en el ciclo

menstrual, en la formación embrional y en algunas enfermedades como la retinoplast́ıa

y las placas arteroescleróticas [68].

Un tipo de células que tienen un papel fundamental en el desarrollo de nuevos vasos

sangúıneos son las células endoteliales, las cuales son células aplanadas que forman una

delgada capa que recubre el interior de los vasos del aparato circulatorio. A esta capa le

sigue la membrana basal que se encarga de separar el endotelio de las capas exteriores;

en esas capas exteriores puede encontrarse tejido conectivo (fibroblastos) y músculo

que permiten que el vaso amolde su diámetro y su pared al flujo sangúıneo, pero su

distribución vaŕıa dependiendo del lugar y función del vaso [12].

Las células endoteliales son las encargadas de controlar el paso de sustancias y

materiales a través del torrente sangúıneo [12], poseen la capacidad de reconstruir,

reparar y renovar los vasos proliferando y migrando a los sitios dañados, como, por
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ejemplo, cuando la pared de un vaso se daña, las células de los alrededores proliferan

y migran para cubrir el daño, y también son las responsables de la creación de nuevos

vasos sangúıneos. El proceso de angiogénsis comienza con la respuesta quimiotáctil o

quimiotaxis (movimiento celular controlado por el gradiente de algún qúımico difusivo)

que tienen las células endoteliales ante ciertas señales qúımicas, segregadas por células

que se encontraban en estado de hipoxia; la falta de ox́ıgeno en casi cualquier tipo de

célula provoca un incremento intracelular de la concentración del factor hipoxia-inducible

(HIF-1), que estimula la secreción extracelular de protéınas [12], como por ejemplo, el

factor vascular de crecimiento endotelial cuyas iniciales en inglés son VEGF.

Ya que en el tumor canceroso avascular latente algunas de las células se encuentran

en un estado de hipoxia (las células que no alcanzan a recibir suficiente ox́ıgeno por

el proceso difusivo), éstas van a segregar dichos factores de crecimiento, en particular

los conocidos como factores o señales angiogénicas tumorales (TAF). Actualmente se

han encontrado más de treinta factores angiogénicos tumorales, que se difunden en el

tejido circundante actuando principalmente en las células endoteliales que se encuentran

en el interior de los vasos sangúıneos más cercanos; las células endoteliales responden

quimiotáctilmente a dichas protéınas, secretando enzimas que degradan la membrana

basal del vaso capilar. A los vasos de los cuales provienen las células endoteliales se les

llama vasos parentales o progenitores.

Al ser degradada la membrana basal del vaso, quedan espacios que permiten el paso

a pseudópodos (extensiones de la superficie de las células endoteliales) hacia la matriz

extracelular. Los pseudópodos (véase figura 1.4) gúıan la dirección en la que se va a

desarrollar el nuevo vaso y poco a poco la membrana basal permite el paso a células

endoteliales completas, las cuales migran a la matriz extracelular formando columnas

celulares o brotes que van a dar origen a la nueva vasculatura. En un tejido normal

estos vasos crecen hasta alcanzar otro vaso sangúıneo y aśı forman una red para el

torrente sangúıneo; pero en el caso del tumor canceroso, estos vasos llegarán hasta él,

penetrándolo y proveyéndole su propio sistema circulatorio.

Según lo observado por Folkman [5], es a una determinada distancia de la punta

de los nuevos brotes en donde las células endoteliales comienzan a proliferar; algunos de

los brotes que están relativamente cerca, al crecer, fusionan sus puntas formando lazos

o bucles, durante un proceso conocido como anastomosis (veáse figura 1.5); en estas

anastomosis se vuelve a dar el proceso de angiogénesis dando como resultado nuevos

vasos capilares.

Aunque los nuevos vasos sangúıneos derivan del vaso parental, sus estructuras suelen

ser muy diferentes, pues tienen formas muy irregulares debido a la excesiva proliferación

de las células endoteliales, por ejemplo, a veces están incompletos, torcidos y suelen

tener una circulación sangúınea lenta; todos estos factores facilitan la diseminación de
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Figura 1.4. Pseudópodo. Extensiones de la superficie de las célu-

las endoteliales, las cuales gúıan la dirección en la que se va a desa-

rrollar un nuevo vaso sangúıneo.

las metástasis [30] y dificultan la llegada al tumor de ciertos qúımicos de las terapias

antitumorales.

3. Antiangiogénesis y la paradoja del tumor primario

Aśı como el tumor segrega factores angiogénicos también segrega factores antian-

giogénicos, es decir, factores que inhiben la formación de la nueva vasculatura. Aún no

se sabe que es lo que desencadena la angiogénesis, pues el tiempo que puede permanecer

el tumor en estado de latencia es indefinido, pero se cree que es el balance entre los

factores proangiogénicos y antiangiogéncios lo que determina si se lleva acabo o no la

angiogénesis. A la progresión del tumor avascular al estado vascular se le conoce como

el “switch del fenotipo angiogénico”, pues cuando el tumor segrega más factores

proangiogénicos, el tumor pasa del estado latente al estado vascular, y cuando segrega

más antiangiogénicos, el tumor permanece inactivo [20].

La terapia antiangiogénica se basa principalmente en el fenómeno descrito en el

párrafo anterior: con el objetivo de que el balance esté del lado de los factores antian-

giogénicos, éstos se suministran externamente, inhibiéndose aśı la vascularización del
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Figura 1.5. Anastomosis de vasos capilares. Algunos de los

brotes capilares que se forman, al crecer fusionan sus puntas formando

“loops” o ciclos, durante un proceso conocido como anastomosis

tumor y por consiguiente su crecimiento y diseminación de las metástasis en el orga-

nismo pues se mantiene en estado de latencia y en ocasiones se llega a inducir necrosis

total en el tumor. Ésta es una terapia nueva, que aunque conceptualmente Folkman la

propuso desde 1971, no fue si no hasta el año 2004 cuando se pudo implementar en

pacientes con cáncer colonorectal.

Como la tasa de mutación de las células cancerosas es muy alta, desarrollan rápi-

damente resistencia a la mayoŕıa de las terapias existentes contra el cáncer, lo cual es

uno de los principales obstáculos para curar el cáncer por completo; pero a diferencia

de esas terapias, el principal objetivo de la terapia antiangiangiogénica son las células

endoteliales, las cuales son genéticamente más estables, pocas veces se dividen y tienen

una tasa baja de mutación.

La terapia antiangiogénica se dirige principalmente a las células endoteliales de dos

formas: indirecta y directamente. Los inhibidores indirectos son aquellos que bloquean

los receptores de las células endoteliales a los productos segregados por el tumor. Por

ejemplo, algunos de estos bloquean o neutralizan los receptores de las células al VEGF

[20].

Por otra parte, los inhibidores directos, son aquellos que bloquean la proliferación y

migración de las células endoteliales. Hay de tres tipos:

1. Los inhibidores sintéticos, diseñados para interferir en alguno de los pasos del

proceso angiogénico (metaloproteinasas).
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2. Móleculas de bajo peso molecular (caplostatina)

3. Inhibidores endógenos o naturales, aquellos que son segregados por el tumor

mismo o por las células que se encuentran a sus alrededores (endostatina,

angiostatina)

Debido a la naturaleza del modelo matemático que se quiere estudiar, sólo nos concen-

traremos en los inhibidores directos endógenos.

Bouck [20] fue el primero en demostrar que los tumores cancerosos son capaces

de producir inhibidores angiogénicos como la trombospondina. Otro de los inhibidores

naturales más importantes y de los primeros que fueron descubiertos es la angiostatina,

la cual es una protéına que detiene el crecimiento de algunos tumores primarios [53],

pues es capaz de inhibir la proliferación y la migración de las células endoteliales de una

forma dependiente de la dosis [37, 54], es decir, a mayor concentración mayor inhibición;

también promueve que los tumores regresen a su estado de latencia por el balance entre

células apoptóticas y proliferantes, pues hace que aumente el ı́ndice de apoptosis en el

tumor sin que el ı́ndice de proliferación celular se modifique [18].

Un proceso muy peculiar en el que participa la angiostatina, es el de la paradoja del

tumor primario. Este fenómeno ha sido reportado por varios investigadores y médicos

[54], pues con el afán de ponerle fin al cáncer de sus pacientes con ciertos tipos de

tumores como el de seno, colon o sarcomas osteogénicos, extirpan el tumor; sin embargo,

después de un tiempo (que puede ser desde meses hasta años), se inicia un crecimiento

exponencial de las micrometastasis presentes en el organismo, pero cĺınicamente ocultas

por su tamaño al momento de remover el tumor primario.

Es por eso que se desarrollaron varios estudios para demostrar que la presencia

del tumor primario en el organismo era lo que deteńıa el crecimiento de los tumores

secundarios o micrometástasis; uno de los estudios más importantes fue el realizado

por Folkman y sus colaboradores en el que usaron un modelo en ratones o murino del

carcinoma pulmonar de Lewis [54]. Implantaron células de este carcinoma de forma

subcutánea en la dorsal como tumor primario en dos grupos de ratones, después de unos

d́ıas, al primer grupo se le extirpó el tumor primario después de un determinado tiempo

y observaron que después de esto se dio una vascularización total en las metastasis

que hace este carcinoma en el pulmón. A diferencia del segundo grupo, en el cual no

se les extirpó el carcinoma de Lewis y encontraron que sus metastásis no presentaban

vascularización o muy poca. Fue entonces que al hacer el análisis del suero de la sangre

de los ratones del segundo grupo pudieron aislar por primera vez a la angiostatina, pues

ésta se encontraba en concentraciones altas.

Para demostrar que la presencia del tumor primario inhibe directamente la an-

giogénesis, Folkman y sus colaboradores implantaron en la córnea del ojo de varios

ratones un poĺımero biocompatible (desarrollados por Langer y Folkman [41]) el cual
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liberaba constantemente factores angiogénicos a los alrededores (simulando la actividad

de un tumor [53]); después de un tiempo, la vascularización alrededor de este material

fue evidente, pero a un grupo de estos ratones se les administraron inyecciones sub-

cutáneas de angiostatina humana después de 48 horas del experimento y observaron

que a diferencia de los otros ratones, en este grupo se pod́ıa observar una notable in-

hibición de la angiogénesis. Por lo tanto, con este experimento pudieron concluir que el

efecto inhibitorio de la angiogénesis de las metástasis está directamente relacionado a la

prese-ncia del tumor primario en el organismo.

Esta inhibición indirecta de las metástasis tiene lugar porque mientras el tumor

primario estimula su propia vascularización también segrega los factores proangiogénicos

y antiangiogénicos; como estos factores son secretados a la circulación, permanecen en

el torrente sangúıneo durante su vida media [54]. Ya que la vida media del VEGF en la

circulación es de aproximadamente 3 minutos y la de la angiostatina es de 2.5 d́ıas, esta

última permanece más tiempo en el torrente por lo que puede alcanzar a los tumores

secundarios, de esta manera contribuye al balance de los factores antiangiogénicos de las

metástasis, inhibiendo su proceso de angiogénesis. Pero para que este efecto inhibitorio

exista, el tumor primario tiene que sobrepasar un tamaño umbral, ya que su tamaño se

correlaciona directamente con la potencia angiogénica que tenga sobre los secundarios

[61], es decir, mientras más grande es el tumor más angiostatina segrega, y por lo tanto

la angiogénesis en las metástasis se inhibe más.

La angiostatina no sólo inhibe la neovascularización de las metátasis, sino (como se

vio al principio de esta sección), también hace que éstas permanezcan en su estado de

latencia. Y debido a este alto potencial antiangiogénico de la angiostatina, se incorporó a

la terapia antiangiogénica, pues después de haber extráıdo el tumor, se puede seguir

sumistrando sistémicamente o externamente cierta dosis de angiostatina para aśı, simular

la presencia del tumor primario con un tamaño por arriba del umbral y aśı detener el

crecimiento exponencial de los secundarios.

La endostatina es otro potente inhibidor natural de la angiogénesis; éste al igual que

la angiostatina es un inhibidor espećıfico de la proliferación de las células endoteliales y

fue descubierto por Folkman [52] de la misma forma que la angiostatina. Se observó que,

al ser suministrada sistémicamente en ratones con carcinoma pulmonar de Lewis, la en-

dostatina inhib́ıa el crecimiento de las metástasis manteniéndolas en estado microscópico

aśı como el crecimiento del tumor primario regresándolo a un tamaño de menos de 1

mm3. También se encontró que la endostatina pod́ıa ser usada en el tratamiento de

diversos tumores malignos de humano tales como melanomas, fibrosarcomas y heman-

gioendoteliomas implantados en ratones.

Estas observaciones sugirieron a Folkman que una de las posibles formas y quizás

exitosas en la que se pod́ıa atacar el cáncer era viéndolo en términos de dos distintas
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poblaciones celulares: las cancerosas y las endoteliales. Hoy en d́ıa la terapia antian-

giogénica es muy utilizada para erradicar el cáncer en humanos, pero es importante

señalar que en muchos casos ésta no es suficiente y tiene que ser complementada con

quimioterapia y radioterapia.



CAPÍTULO 2

Modelación matemática de la angiogénesis

Debido a que la comunidad cient́ıfica se sintió atráıda (finales de los 70’s y prin-

cipios de los 80’s del siglo pasado) por la fenomenoloǵıa de la angiogénesis como en

[45, 21, 6] (en particular, por los aspectos expuestos en el caṕıtulo anterior), varios

grupos de cient́ıficos se dieron a la tarea de explicarla desde otro enfoque. En ese afán,

se comenzaron a desarrollar modelos matemáticos, principalmente los modelos conti-

nuos: esto es, en lugar de describir el comportamiento de cada uno de los elementos que

generan el proceso a explicar, se analiza la dinámica de la densidad de éstos.

Es importante aclarar que la modelación aqúı presentada está desarrollada bajo la

segunda ĺınea, aunque cabe destacar que existen diversos enfoques con los que se puede

abordar el mismo proceso.

1. El modelo de Balding y McElwain

Como es de esperarse hubo varios intentos por describir la angiogénesis. Uno de

los primeros modelos con más auge en la literatura cient́ıfica en modelos continuos para

la neovascularización, fue el propuesto por Balding y McElwain [6] en 1985, el cual

está basado en los experimentos de Muthukkaruppan [49], Folkman [26], Gross et al.

[31] y Langer et al. [41], en donde se implanta un pedazo de tumor en la córnea de

un ratón para observar la formación de nuevos vasos capilares que se dirigen al tumor

como respuesta de los vasos ĺımbicos de los alrededores ante los agentes angiogénicos

segregados por el tumor (obsérvese figura 2.1); ya que la córnea es un tejido que general-

mente es avascular, se puede observar con mayor detalle la formación de nuevos vasos

sangúıneos. En los art́ıculos mencionados, los autores reportaron resultados cualitativos

del experimento similares de proliferación celular en los vasos ĺımbicos. El limbo (o los

vasos ĺımbicos) es el ĺımite externo de la córnea, y cuando éste se ve agredido f́ısica o

fisiológicamente los vasos ĺımbicos se dilatan y pueden apreciarse con relativa facilidad

en la periferia córneal[23].

A pesar de la existencia de varios art́ıculos del área biológica que reportaron el mis-

mo fenómeno biológico, Balding y McElwain se basaron en lo descrito por Muthukkaru-

ppanor [49], quien reportó que, después de haber implantado el tumor en la córnea,

13
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Figura 2.1. Córnea y vasos ĺımbicos. Implante de tumor en la

córnea del ojo de un ratón, lo que provoca la dilatación de los vasos

ĺımbicos (ĺımite externo de la córnea), como es en el tejido corneal, es

posible la visualización a simple vista de los nuevos capilares que se

forman por la presencia del tumor en el ojo.

observó la formación de nuevos brotes capilares desde el vaso ĺımbico de forma perpen-

dicular a él; la vascularización total del tumor se dio entre el d́ıa 8 y 12, dependiendo

del tamaño del tumor que haya sido implantado y de su distancia al vaso parental.

Para el desarrollo de este modelo, Balding y McElwain suponen que el gradiente del

factor angiogénico tumoral (TAF), segregado por el tumor, estimula en este orden los

siguientes procesos:

a) La respuesta quimiotáctil o quimiotaxis (movimiento celular en una direc-

ción, controlado por el gradiente de algún qúımico difusivo) de las células

endoteliales ante él, provocando la degradación de la base de la membrana de

los capilares más cercanos al tumor y formando pequeños brotes capilares.

b) La migración de las células endoteliales que están en dichos brotes a través de

la matriz extracelular, que puede verse como movimiento aleatorio [39].
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c) La proliferación de las células endoteliales que están en las puntas de los brotes,

dando como resultado secundario la anastomosis o unión de punta-punta de

los brotes, o de punta-capilar.

A diferencia de Deakin [21], quien propuso un modelo matemático que describe el

movimiento individual de las células endoteliales, Balding y McElwain lo hacen a una

escala mayor, es decir, en términos de densidades; se basan en la modelación hecha por

Edelstein [22] para el crecimiento de los filamentos o hifas en los hongos, pues Gimbrone

et al. [29], observaron que estos filamentos al desarrollarse forman estructuras similares

a las que forman los brotes de los vasos sangúıneos durante el proceso de vascularización.

Al observar esta analoǵıa, Balding y McElwain tomaron las estructuras correspondien-

tes para el sistema sangúıneo y reprodujeron el modelo en términos de las variables

adecuadas, es decir, en lugar de tomar a la densidad de las puntas de las hifas y de

los filamentos, consideran la densidad de las puntas de los vasos capilares n(x, t) (se

entiende por puntas, el conjunto de células endoteliales que se encuntra situado en las

puntas de los brotes y de los capilares) y de los vasos capilares ρ(x, t). Estas estructuras

se pueden apreciar en la figura 2.3. Cabe señalar que en aras de simplificar el modelo,

las ecuaciones propuestas están en una dimensión espacial.

1.1. Ecuación para la densidad de los brotes La base para el desarrollo de

esta ecuación (y de la mayor parte de las ecuaciones que aparecerán en este caṕıtulo),

es la ecuación general de conservación, por lo cual se considera adecuado hacer un

paréntesis para su deducción [48].

1.1.1. Ecuación general de conservación Sea u(x, t) la densidad volumétrica de

un material dado en el punto x al tiempo t y sea S una superficie arbitraria que encierra

a un volumen V , entonces el cambio de la cantidad de materia que hay dentro de V es

igual al flujo Ju del material u a través de S en la componente en dirección de la normal

exterior n más el material generado (destruido) en V , es decir, una fuente f de material

que puede ser función de u, x y t:

d

dt

Z

V

u(x, t) dv = −

Z

S

Ju · n ds+

Z

V

f(u,x, t) dv.

Por el teorema de la divergencia, la ecuación anterior toma la forma
Z

S

Ju · n ds =

Z

V

divJu dv =

Z

V

∇·Ju dv.

Obsérvese que
d

dt

Z

V

u(t,x) dv =

Z

V

∂u

∂t
dv, (2.1)

tras haber aplicado la Regla de Leibniz (véase [19]), la ecuación se escribe como
Z

V

»
∂u

∂t
+∇·Ju + f(u,x, t)

–

dv = 0.
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Como esta relación es valida para todo volumen arbitrario V , el integrando tiene que

ser igual a cero, es decir,
∂u

∂t
+∇·Ju + f(u,x, t) = 0. (2.2)

A esta última ecuación se le conoce como la ecuación de conservación para u(x, t).

Por lo tanto Balding y McElwain en [6] proponen como primera ecuación del modelo

a la ecuación de conservación de la densidad de los brotes n(x, t),

∂n

∂t
+∇·Jn + f(n, x, t) = 0, (2.3)

donde Jn es el flujo celular, que según Keller y Segel [39], está descrito por dos términos:

uno debido al movimiento aleotorio o difusión de las células, y otro debido a su respuesta

quimiotáctil ante algún qúımico difusivo e(x, t)

Jn = Jdifusivo + Jquimioe
. (2.4)

Esta expresión ha sido utilizada exitosamente para describir una gran variedad de

fenómenos biológicos que se originan como respuesta de algún tipo de célula ante la

presencia en el medio de algún qúımico difusivo. Por ejemplo, Rosen [58] lo usó para

describir el movimiento quimiotáctil de neutrófilos. La primera expresión toma la forma

de la ley de Fick, según la cual la cantidad de materia transportada en una dirección

dada a través de una unidad de área transversal en una unidad de tiempo (el flujo Jdif ),

es proporcional al gradiente de la concentración n(x, t) de la materia [24]

Jdifusivo = −Dn∇n. (2.5)

Aqúı Dn > 0 es el coeficiente constante de motilidad azarosa, resultado del movimiento

irregular de cada célula endotelial cerca de las puntas de los brotes. Pero Balding y McEl-

wain [6] consideran que este término es demasiado pequeño y lo desprecian afirmando

que no se ha reportado que los brotes capilares se dirijan en una dirección diferente

a la dirección en la que está el tumor, lo cual podŕıa ser observado por la interacción

del colágeno de la matriz extracelular y las puntas de los brotes. Sin embargo, para el

desarrollo de su modelo, no consideran ese fenómeno.

Para el otro término se tomará la función quimiotáctica de flujo propuesta también

por Keller y Segel [39]; ellos encontraron que esta expresión es muy acertada para mode-

lar el movimiento celular en presencia de alguna sustancia qúımica, por lo cual ha sido

ampliamente usada para describir este fenómeno qúımico-biológico:

Jquimio = nξ(e)∇e. (2.6)

Este término describe la presencia de gradiente de concentración de algún atractor e(x, t)

originando un aumento en el movimiento de las células hacia él. El flujo de las células

incrementará con el número de éstas presentes n(x, t), y ξ(e) es la función quimiotácil

del atractor, la cual puede tomar diferentes formas, las más usadas en Bioloǵıa son:
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1. Constante:

ξ(e) = ξ0. (2.7)

2. Ley logaŕıtmica:

ξ(e) =
ξ0
e
, (2.8)

la cual es usada para modelar un flujo quimiotáctil dirigido proporcional a la

derivada del logaritmo de e [43].

3. Ley del receptor cinético:

ξ(e) =
ξ0k

(k + e)2
; (2.9)

se usa para modelar el flujo proporcional a la derivada de
ξ0k

k + e
, que representa

la fracción de los receptores de membrana cuando la concentración del atractor

qúımico es e y la constante de disociación del recepto-atractor es k. Esta

expresión fue propuesta por Lapidus y Schiller [42], quienes de acuerdo a

sus experimentos, encontraron que es la función que mejor se ajustaba a la

corriente quimiotáctil de las células que observaban.

En todos los casos anteriores ξ0 es una constante. Cabe señalar que las dos primeras

formas son casos especiales de la tercera, ya que si se toman valores de e muy pequeños,

entonces la ley de receptor se aproxima como ξ(e) �
ξ0
k

, la cual es una constante. Ahora,

si se toman valores muy cercanos a k, es decir, e � k, tenemos que ξ(e) �
ξ0
e

, que es la

ley logaŕıtmica.

Si el qúımico que estimula la quimiotaxis en las células endoteliales es el TAF, cuya

concentración denotaremos por c(x, t), la expresión correspondiente para su flujo es la

siguiente,

JquimioT AF
= nϕ(c)∇c = nϕ1∇c,

siendo ϕ(c) su función correspondiente de quimiotaxis, adoptando la forma de la función

quimiotáctil constante, con ϕ1 constante. Por lo tanto la ecuación para la densidad de

las puntas de los brotes está dada por (siguiendo la notación de Leibnitz),

∂n

∂t
=

∂

∂x

„

ϕ1n
∂c

∂x

«

+ σ,

siendo σ su función fuente. Los autores obtienen dicha función fuente considerando la

ramificación lateral de los capilares como una forma de generación de puntas y suponien-

do que la razón con la que se generan los brotes es una función lineal de la concentración

de TAF, con velocidad con la que aparecen las puntas constante, y que denotaremos por

ν1.

También toman el término que Edelstein [22] adopta para la anastomosis de punta-

hifa en los filamentos, pues la anastomosis puede verse como una forma de pérdida-

creación de las puntas; por lo tanto en este modelo proponen a ν2 como la razón con la
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Figura 2.2. Anastomosis. El nacimiento de nuevas puntas se da

por medio de la anastomosis ese puede ser de dos formas entre dos

puntas, que se le conoce como anatomosis punta-punta y entre una

punta y capilar que es anastomosis punta-capilar

que se genera un nuevo brote al presententarse la unión o anastomosis entre un punta

y un capilar. Aśı, la función fuente σ para las puntas se escribe como,

σ = ν1cρ− ν2nρ (2.10)

Escribiendo la ecuación completa para la densidad de las puntas, tenemos,

∂n

∂t
=

∂

∂x

„

nϕ1

∂c

∂x

«

+ ν1cρ− ν2nρ. (2.11)

1.2. Ecuación para la densidad de los vasos capilares En [6], los autores

suponen que la densidad de los vasos capilares sólo se incrementa por el movimiento de

las puntas de los brotes (véase figura 2.3), por lo tanto si ρ(x, t) es la densidad capilar,

n(x, t) y v(x, t) son la densidad y la velocidad de las puntas, respectivamente, y d(ρ) es

la tasa de mortalidad de los capilares, la ecuación de conservación de masa es

∂ρ

∂t
= −nv − d, (2.12)

con d = γ1ρ, donde γ1 es una constante de proporcionalidad. El término correspondiente

a la velocidad de las puntas, en términos biológicos, se refiere a qué tan rápido crecen

éstos, en función de su respuesta ante el TAF. Por lo tanto, este término corresponde a

la función de quimiotaxis obtenida en la subsección anterior, es decir,

v = ϕ1

∂c

∂x
.
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Ya que este modelo está basado en el supuesto de que el crecimiento de los vasos

depende principalmente del crecimiento de las puntas, un aumento en la densidad de

éstas es una medida de la actividad angiogénica.

Figura 2.3. Crecimiento de capilares. Ya que las células en-

doteliales proliferan en las puntas de los capilares, la forma en la que

estos van a crecer es por medio de sus puntas. En la figura se puede

ver un capilar al tiempo t y la forma en la que va creciendo al pasar

el tiempo (t + ∆t).

Dado que en las ecuaciones (2.10) y (2.12) aparece c(x, t), la concentración del

TAF, es esencial tener la ecuación que la describa. Para modelar la distribución de

concentración del quimioatractor afuera del tumor, se procede escribiendo la ecuación

de conservación para éste, es decir,

∂c

∂t
+∇·Jc + f̃(c, x, t) = 0. (2.13)

Los autores consideran que se puede omitir la función fuente pues suponen que sólo el

tumor es quien lo está produciendo y que no hay pérdida alguna; sin embargo, ellos mis-

mos señalan en sus conclusiones que esta suposición puede no ser válida biológicamente,

ya que los experimentos mostrados por Deakin en [21] muestran que las puntas de los

brotes actúan como atractores del TAF; por lo tanto, habŕıa un término correspondiente

para la “fuente”. Aún aśı, los autores prefieren despreciar este término para no complicar

el modelo. Por lo tanto si se toma un flujo difusivo que obedece la ley de Fick obtenemos,

Jc = Jdifusivo = −D∇c. (2.14)

Se obtiene entonces una ecuación conocida como ecuación de difusión o del calor,

para el factor angiogénico tumoral,

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
,

con D como el coeficiente de difusión, que los autores lo toman como constante. Y como

suponen que la concentración del TAF es fija en el borde del tumor x = 0, proponen
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como condición de frontera: c(x, t) = c0 en x = 0. Como es sabido la solución para esta

ecuación está determinda por la función de Green (solución fundamental) φ(x, t) [25].

φ(x, t) :=
1

(4πt)
1

2

e
−x

2

4t .

Posteriormente proceden a adimensionalizar las ecuaciones propuestas para cada

una de las variables n(x, t) y ρ(x, t), tomando como constantes de referencia a la con-

centración inicial c0 del TAF, la distancia L del tumor al vaso ĺımbico más cercano, ρ0

para la densidad y,

τ =
L2

4D
, v̄ =

L

τ
, n̄ =

ρ0

L
para el tiempo, la velocidad de alargamiento de las puntas y densidad de células en-

doteliales, respectivamente. Por lo tanto las cantidades adimensionalizadas son:

c̃ =
c

c0
x̃ =

x

L
ρ̃ =

ρ

ρ0

t̃ =
t

τ
ṽ =

v

v̄
ñ =

n

n̄
.

Quitando los tildes de las nuevas variables, las ecuaciones adimensionalizadas del sistema

se escriben,
∂ρ

∂t
= −nv − γρ,

∂n

∂t
=

∂(nv)

∂x
+ νcρ− βnρ,

donde ν, β y γ son las variables adimensionalizadas para ν1, ν2 y γ1 respectivamente.

Se está suponiendo que inicialmente no hay vasos capilares ni puntas en la córnea, que

la densidad de vasos capilares en el vaso ĺımbico o parental permanece constante, y que

la densidad de puntas y de vasos capilares es mı́nima lejos del vaso parental. Después

Figura 2.4. Reescalamiento del dominio. Si se toma como valor

de referencia a la distancia del tumor al vaso ĺımbico (L) como valor de

referencia para reescalar el dominio, el vaso parental queda localizado

en x = 1 y el tumor permanece en x = 0.
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de adimensionalizar, el tumor permanece en x = 0 y el vaso parental en x = 1 (figura

1.2), es decir,

ρ(x, 0) =

(
1 , x = 1

0 , x < 1

n(x, 0) = 0 , x ≤ 1,

ρ(1, t) = 1 , t ≥ 0,

n(x, t), ρ(x, t) → 0 si x→ −∞.

Posteriormente los autores hacen un análisis numérico de las ecuaciones. Para es-

to, revisan los datos experimentales para decidir qué valores pueden ser asignados a

sus parámetros pero encontraron que esos datos no estaban completos, pues varios au-

tores se negaban a dar datos cuantitavos detallados sobre sus experimentos, tales como

la distancia precisa del borde del tumor al vaso ĺımbico más cercano (sólo daban una

aproximación de la distancia que hab́ıan considerado); por esta razón decidieron tomar

los datos obtenidos de diferentes experimentos, no con el mismo tumor ni con el mismo

animal; y ya que de algunos parámetros no exist́ıan valores experimentales, asignaron

valores arbitrarios, como en el caso de ν y β; otros valores como para los de D y γ

los estimaron por medio de los parámetros experimentales que ya teńıan, calibraron el

modelo con esos datos y encontraron los valores numéricos para los cuales se reprodućıa

mejor lo reportado experimentalmente. La finalidad de su análisis numérico fue repro-

ducir los resultados experimentales. Adicionalmente, Balding y McElwain hicieron un

análisis detallado [6] de la sensibilidad del sistema a algunos de los parámetros, como el

que representa la tasa de muerte de los vasos capilares γ.

En este mismo art́ıculo [6] Balding et al. estudian el caso en el que es extirpado

el tumor o el material fuente del TAF al tiempo t0 y suponen que para un t > t0, la

concentración de TAF en el dominio es nula; por lo que las ecuaciones que modelan este

proceso son,
∂ρ

∂t
= −γρ,

∂n

∂t
= −βnρ,

con condición,

c(x, t) = 0 , t > t0,

cuyas soluciones son exponenciales que decaen dependiendo de los parámetros γ y β que

se elijan. Para el análisis numérico de este sistema toman lo reportado por Ausprunk

et al. en [4] et al., quienes proveen una secuencia detallada de la regresión de los capi-

lares después de haber removido el poĺımero biocompatible, reportando que, después de
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diez semanas de removerlo, las córneas regresaban a su estado avascular. Sin embargo,

Balding y McElwain encontraron que la densidad de vasos capilares y de las puntas

decáıan casi totalmente ocho semanas y tres semanas respectivamente; con este análisis

concluyen que el suponer que la concentración del TAF desaparece inmediatamente del

tejido después de haber sido extipardo el tumor no es realista, pues se esperaŕıa que el

TAF ya segregado al tejido siguiera difundiéndose por más tiempo.

A pesar de que este art́ıculo [6] es una adaptación a los procesos más sobresalientes

de la angiogénesis (el nacimiento de nuevos brotes capilares) del modelo propuesto

por Edelstein para los hongos [22], abrió una rama muy importante en la modelación

matemática del cáncer. Antes de la aparición de este modelo para la vascularización de

un tumor, exist́ıa el propuesto por Deakin [21] y el de Liotta [45], pero éste último no

toma en cuenta la respuesta quimiotáctil de las células endoteliales a pesar de las eviden-

cias que ya exist́ıan respecto a este fenómeno; y como se ha visto a lo largo de la sección,

el término de quimiotaxis es crucial para la descripción de la angiogénesis de un tumor

de cáncer. A diferencia de estos dos modelos, uno de los aspectos más sobresalientes que

tiene la propuesta de Balding y McElwain es que fueron sumamente cuidadosos en que

la mayoŕıa de los parámetros usados tuvieran coherencia con lo registrado en los datos

experimentales descritos por diversos autores en la rama biológica.

2. Modelación matemática de Chaplain y Stuart

Con el fin de describir de una manera un poco más sencilla la dinámica de la

angiogénesis, Chaplain y Stuart [15], basándose en el art́ıculo de Balding y McElwain

[6], propusieron un modelo más general, en el sentido de que a diferencia del modelo

visto en la sección anterior, éste no observa el cambio de la densidad de los brotes y

de los capilares, si no que toma como variable a la concentración c(x, t) del TAF, y de

esta manera sigue indirectamente la dinámica de las células endoteliales presentes en los

nuevos vasos capilares mientras atraviesan la matriz extracelular diriǵıendose hacia el

tumor.

Para el desarrollo de este modelo, los autores toman la evidencia experimental de

Sholley [66] y de Paweletz et al. [57] quienes describen el proceso de la angiogénesis, y

proponen la neovascularización se puede resumir en tres eventos importantes:

1) Degradación de la membrana basal.

2) Migración de las células endoteliales.

3) Proliferación de las células endoteliales.

Cabe señalar que la migración y la proliferación son los eventos más importantes y

son independientes entre śı; éstos pueden llevarse a cabo en ausencia de la división celular

[66]; la mitosis o división celular se presenta para completar el proceso de angiogénesis.
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Sholley y Paweletz afirman que los brotes capilares se forman por la alineación de las

células endoteliales y sólo las células que están inmediatamente detrás de la punta del

brote son las que proliferan y se dividen. La proliferación celular es la que permite el

crecimiento del brote capilar. Según Ausprunk y Folkman la proliferación está restringida

a las células endoteliales situadas en las puntas de los brotes porque esas células están

actuando como atractores del TAF.

Inicialmente los brotes que van saliendo del vaso parental lo hacen de una forma

más o menos paralela, pero después de una determinada distancia umbral, los brotes

empiezan a inclinarse unos a otros debido a cambios en el gradiente de la concentración

del TAF, dando como resultado la anastomosis de los brotes capilares y formando las

estructuras ya conocidas: punta-punta y punta-brote. Chaplain y Stuart en éste art́ıculo

([15]), utilizan también la evidencia experimental de Sekiya et al. [63], Oosaki et al. [51]

y Lisniak y Sopotinskaia [46] ligada a la relación que tiene la concentración del TAF

con el tamaño del tumor y la formación de nuevos vasos sangúıneos y su crecimiento.

La finalidad de este modelo es describir la difusión del TAF en los tejidos de los

alrededores del tumor y determinar su efecto en la migración y proliferación celular. Tal

como en el trabajo de Balding y McElwain, la motivación principal para Chapalin y

Stuart en [15], es describir matemáticamente la angiogénesis en la córnea de animales.

Chaplain y Stuart, en aras de seguir lo más de cerca posible lo descrito experimen-

talmente, dividen la dinámica del TAF en dos fases: in vitro e in vivo, dado que los

estudios experimentales existentes hasta ese momento sobre la angiogénesis (y por ende

de la concentración del TAF en el tejido circundante al tumor), se divid́ıan en dos: el

estudio de cultivos de células tumorales in vitro, y el estudio de la formación de nuevos

vasos capilares a partir de los vasos ĺımbicos como resultado de la inserción en las córneas

de ratones y conejos de tumores o poĺımeros con segregación de factores angiogénicos,

es decir, experimentos in vivo [26, 49, 29].

Para la matematización de lo que ocurre en estas dos fases, los autores consideran

una región abierta y acotada Ω en R la cual denota el exterior del tumor, con fronteras

suaves. Consideran fronteras finitas a las que, para la fase in vivo, se les permite avanzar

o retroceder de acuerdo con el comportamiento del TAF y de las células proliferantes

que se encuentran en las puntas, ya que como se mencionó anteriormente, estas células

actúan como atractores del TAF. Aśı, la frontera que indica el alcance del TAF en el

tejido, retrocede hacia el tumor cuando los brotes empiezan a crecer.

Sin embargo, por las mismas razones de Balding y McElwain, restringen el modelo

a una dimensión espacial. Como se vio en el caṕıtulo anterior, en la superficie del tumor

hay una capa de células proliferantes, en donde se supone se mantiene constante la

concentración del TAF; entonces, c(x, t) = cb en ∂Ω. En las dos fases, Chaplain y Stuart

utilizan la ecuación de conservación para c(x, t), (2.13), y la ecuación (2.14) como su flujo,

y en contraste con el modelo de la sección anterior, los autores incluyen un término de
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decaimiento, el cual modela la absorción natural del TAF por el tejido circundante al

tumor (este término hace que sea un modelo más realista comparado con el de la sección

anterior); de este modo la función fuente es no nula y la ecuación queda como:

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− F (c, x). (2.15)

Este tipo de ecuaciones se les conocen como ecuaciones de reacción-difusión, y en

este caso se tiene una ecuación para c(x, t) con D como el coeficiente de difusión y F

como la función fuente la cual fue obtenida estudiando la fenomenoloǵıa para cada fase,

in vitro e in vivo. Nótese que ésta no depende de n(x, t).

2.1. Fase in vitro En esta primera fase, Chaplain y Stuart modelan el alcance

del TAF en el tejido circundante al tumor hasta alcanzar un estado estacionario [15],

basándose en los modelos experimentales de [29, 5], en los que se observó la existencia

de una distancia cŕıtica para el alcance del TAF en el medio circundante al tumor.

Ya que el tumor se encuentra in vitro, el TAF secretado por el tumor sólo es ab-

sorbido por el tejido de sus alrededores (pues no hay presencia de vasos capilares), con

una razón igual a g(c), es decir, F (c, n, x) = g(c), que es el término de decaimiento. El

tumor está situado en x = 0 y como vimos anteriormente, c(x, t) = cb en ∂Ω (el borde

del tumor); la otra frontera es una frontera libre denotada por s(t); ésta la delimitará el

alcance más lejano que tenga el TAF afuera del tumor. En esta frontera, la concentración

c(x, t) y el gradiente de la misma es igual a cero, esto se escribe,

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− g(c) , (x, t) ∈ (0, s(t))× (0, T ), (2.16)

con condiciones iniciales

c(x, 0) = c0(x) y s(0) = s0 (2.17)

y condiciones de frontera

c(x, t) = cb en x = 0 , y c(x, t) =
∂c(x, t)

∂x
= 0 en x = s(t). (2.18)

Para la expresión de la función g(c), Chaplain y Stuart consideran en [15] a g(c) = m,

con m una constante, ya que ésta es una buena aproximación a las caracteŕısticas cuali-

tativas presentadas por Galib en [28]: el decaimiento del qúımico es lineal en ausencia

del término difusivo.

Ahora, para encontrar el máximo alcance del TAF en el medio, se determina el

alcance de la frontera libre s en el estado estacionario de la ecuación (2.16) con

condiciones (2.17) y (2.18), es decir, la solución c(x, t) tal que su concentración es la

misma para todo tiempo; por lo tanto
∂c

∂t
= 0. Aśı el problema se reduce a un problema

de condiciones iniciales de ecuaciones diferenciales ordinarias,

D
d2c

dx2
= m,
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con condiciones iniciales dadas por (2.17). Resolviendo la ecuación y aplicando las condi-

ciones iniciales se obtiene el valor para la frontera libre en el estado estacionario

s =

r
2Dcb

m
,

y el valor del estado estacionario:

c(x) =
mx2

2D
−

msx

D
+ cb =

m

2D
(x− s)2. (2.19)

Del análisis del estado estacionario es posible hacer observaciones cualitativas, las cuales

se pueden verificar experimentalmente [15]. Entre ellas observamos que:

Si se tiene un valor grande para cb, entonces el alcance del TAF será mayor, lo

cual tiene coherencia con los experimentos registrados en [63, 51, 46], donde

se muestra una relación directa entre la concentración del TAF y el tamaño

del tumor. Por lo tanto Chaplain y Stuart [15] asumen que si se tiene un

tumor más grande que el tamaño cŕıtico [14] entonces la concentración del

TAF estará por arriba del nivel cŕıtico.

Un coeficiente de difusión D grande indica que el TAF ha podido penetrar más

en el tejido de los alrededores, lo cual se ha verificado experimentalmente con

diferentes factores angiogénicos y su correspondiente coeficiente de difusión en

[63, 27, 35, 36, 51].

Si m disminuye (la razón de decaimiento), s aumenta como es de esperarse,

por lo tanto el alcance que tiene el TAF es mayor, es decir, si m→ 0 entonces

s→∞ y viceversa; si la tasa de decaimiento aumenta, el alcance del qúımico es

menor, por lo que esto podŕıa ser una estrategia de antiangiogénesis [15], esto

es, encontrar alguna medicina tal que neutralice el efecto del factor angiogénico

tumoral. Por último, observemos que en el ĺımite cuando m→ 0, se reproduce

el modelo de Balding y McElwain [6].

Si se propone otra función g, por ejemplo: g(c) = kc + m, se obtienen caracteŕısticas

cualitativas similares a las obtenidas anteriormente, con:

c =
m

k

h
cosh(k/D)

1

2 (x− s)− 1
i
,

como estado estacionario, y como valor de la frontera libre:

s = (D/k)
1

2 cosh−1

„
kcb

m + 1

«

.

2.2. Fase in vivo Para la segunda fase, los autores [15] parten del alcance del

TAF en el estado estacionario (2.19) obtenido en la fase anterior, pues a pesar que

el tumor se encuentre in vivo, la dinámica del TAF es la misma al secretarse a sus

alrededores, salvo que en esta fase el vaso parental śı está presente en el tejido que rodea

al tumor. La distancia cŕıtica del TAF encontrada experimentalmente por Grimbrone
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y Folkman [29, 5] está dada en términos de los parámetros de este modelo, lo cual se

basa en las observaciones de Gimbrone [29], quien encontró que si se colocaba el tumor

a una distancia de más de 2. 5 mm del vaso parental, el tumor no se vascularizaba.

Por lo tanto, en términos del modelo matemático, una vez que el TAF ha alcanzado

el estado estacionario, pueden pasar dos cosas: una, es que la distancia entre el tumor y

el vaso parental esté por debajo de la distancia umbral, por lo tanto, s, que es el alcance

del TAF, no será suficiente para alcanzar al vaso y lograr que las células endoteliales

reaccionen ante su est́ımulo angiogénico, produciendo la migración y proliferación celular

en los brotes; inversamente, si el tumor y el vaso parental se encuentran muy cerca las

células endoteliales podrán ser estimuladas quimiotácticamente por el TAF. En esta

fase los autores suponen por simplicidad que el TAF en un inicio ha alcanzado el vaso

parental ubicado, por simplicidad, en el estado estacionario obtenido en el caso anterior;

por lo tanto, la frontera libre s, al tiempo cero, queda escrita como:

L = s =

r
2Dcb

m
.

A diferencia de Balding y McElwain, Chaplain y Stuart śı incorporan a la ecuación del

TAF un término que modela el efecto sumidero que las células endoteliales que están

proliferando en las puntas de los brotes tienen sobre él dado por, f
“x

s
, c

”
, que proponen

ser proporcional a la concentración espacial de las células endoteliales proliferantes, por

lo mostrado por Folkman en [5]. Aśı los autores sugieren que este término puede ser

expresado como el producto de dos funciones, una que sólo depende de la concentración

del TAF y la otra dependiente de la razón de la distancia entre el tumor y la frontera

libre (pues es ah́ı donde están las células), es decir,
x

s
. Por lo tanto,

f
“x

s
, c

”
= p(c)q

“x

s

”
,

donde la función p(c) modela la tasa de absorción normalizada del TAF por las células

que están proliferando, y q(x/s) es la dependencia espacial de la tasa de absorción; en

[15] consideran tres posibles funciones para p(c), dos de ellas vistas ya en la sección

anterior [6], que son, a saber, la ley logaŕıtmica (2.8), la ley del receptor cinético (2.9) y

una tercera propuesta por [44] (ver también [48]):

Cinética de Michaelis-Menten: p(c) =
Kmaxc

Kn + c
, donde Kmax es la veloci-

dad máxima de una reacción enzimática y Kn es la constante de Michaelis-

Menten; esta función es usada para explicar la mayoŕıa de las reacciones catal-

izadas por enzimas (véase apéndice A).

Y para modelar el hecho de que el término de degradación f es proporcional a la con-

centración espacial de las células endoteliales en las puntas de los brotes capilares, en
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[15] toman a q como:

q(X) =
d

1 + d2(a−X)2
, con X =

x

s
,

donde 0 ≤ a ≤ 1 y d constante. Esta función para d suficientemente grande, es una

buena aproximación a la distribución δ(X − a), pues si X = a entonces q(X) = ∞, y si

X �= a entonces q(X) = 0.

Obsérvese que la ausencia del TAF ocurre predominantemente en y cerca de X = a,

con
x

s
= a ó x = as(t). Aśı pues, si a = 1 es el caso en el cual el máximo alcance del

qúımico coincide con el vaso parental, y es ah́ı donde se da la proliferación celular; ahora

bien, el caso de valores muy pequeños de a� 1 corresponde a la situación en la que las

células proliferantes están a una distancia menor al tumor que al alcance máximo del

TAF. Si a = 1 entonces las células proliferantes se encuentran inicialmente en el vaso

parental y se mantienen cerca del máximo alcance del TAF para tiempos posteriores.

Ambos casos (proliferación distal y proximal), han sido observados experimentalmente

[5, 49, 57].

Por lo tanto la ecuación del TAF para esta fase queda expresada como

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
−m− p(c)q

“x

s

”
, (x, t) ∈ (0, s(t))× (0, T ), (2.20)

con condiciones de frontera (2.18) y condiciones iniciales

c(x, 0) = c0(x) y s(0) = s0 = L.

Para el proceso de adimensionalización, Chaplain y Stuart [15] tomaron como valo-

res de referencia a

La concentración cb del TAF en la frontera del tumor.

La distancia L de la frontera del tumor a los vasos capilares (ej. vasos ĺımbicos).

El tiempo de referencia τ =
L2

D
.

Se definen, por lo tanto, las nuevas variables:

c̃ =
c

2cb

x̃ =
x

L
s̃ =

s

L
t̃ =

t

τ

Eliminando los tildes de las variables, el sistema adimensionalizado queda como:

∂c

∂t
=

∂2c

∂x2
− 1− f

“x

s
, c

”
, (x, t) ∈ (0, s(t))× (0, T ), (2.21)

c(x, 0) = c0(x) =
1

2
(x− 1)2 y s(0) = s0 = 1

y las condiciones de frontera dadas por la ecuación (2.18). En este sistema, x = 0 co-

rresponde a la frontera en el tumor y x = 1 al vaso parental. Chaplain y Stuart llevan

a cabo la simulación numérica de las soluciones al sistema 2.21 (mediante un método
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estándar en diferencias finitas de tipo “front-tracking”) tomando los datos experimen-

tales de [6] para las constantes. En las gráficas de este análisis [15], se puede observar

que al variar a =
x

s
, la distribución del TAF cambia considerablemente, por lo tanto

cualitativamente, se obtiene el fenómeno de proliferación que se queŕıa modelar, ya que

mientras mayor es el valor de a, menor es el alcance del TAF en el dominio, en virtud de

que las células endoteliales que están absorbiendo el TAF están más cercanas al tumor.

Este modelo también fue analizado en dos y tres dimensiones en las cuales se obtuvieron

resultados cualitativamente similares a los obtenidos para una dimensión, y en todos los

casos tanto en una dimensión como en dos y tres, el estado estacionario fue alcanzado

al tiempo t ≈ 0. 2 − 0. 3 que corresponde a tres o cuatro d́ıas. Los resultados obtenidos

en los análisis coinciden con los registros experimentales de [5] y pueden verse con más

detalle en [15].

Chaplain y Stuart encontraron también que mientras el TAF alcanza su estado

estacionario, hay cambios en su gradiente de concentración; para explicar estos cam-

bios, Chaplain y Stuart proponen la siguiente hipótesis (basándose en la observaciones

de Folkman [5]): la mitosis sólo se lleva a cabo hasta que se han formado los brotes

capilares y se haya alcanzado el estado estacionario para el TAF, el cual se encuentra

a una determinada distancia del vaso capilar (como se observa experimentalmente). Es

aqúı donde las células endoteliales que están migrando en las puntas de los brotes de-

tectan estos cambios de concentración, lo que hace que se dispare una señal para iniciar

el proceso de anastomosis. Después de la anastomosis se repite desde el principio el

proceso de angiogénesis empezando con la formacion de nuevos brotes capilares.

Para el caso en el cual el tumor es removido, los autores cambian para la ecuación

(2.21) la condición de frontera en el tumor por una condición de no flujo, es decir,

∂c

∂x
= 0 en x = 0, c =

∂c

∂x
= 0 en x = s(t),

esto implica que ya no habrá producción de TAF en el sistema más que la inicial, es

decir, se mantiene la condición inicial dada por (2.17). En las simulaciones registradas

para este caso [15], el TAF se difunde en el dominio alcanzando un valor máximo de

concentración en x (no coincide con el vaso parental), pero decae progresivamente puesto

que ya no hay flujo de tal sustancia; los autores mencionan que la modelación de este

proceso sólo es válida para tiempos pequeños (t < 0. 03 (en el modelo adimensional)),

lo cual se debe a la relación impĺıcita que establecieron entre la frontera libre y los

vasos capilares pues las puntas de los vasos capilares y la posición de la frontera libre

no existe experimentalmente, ya que, mientras s va retrocediendo hacia el tumor las

células retroceden hacia el vaso parental; de este caso sólo se puede deducir cómo va

retrocediendo la frontera libre del TAF al ser removida su fuente.

El modelo presentado en [15] fue innovador en muchos sentidos, ya que describiendo

el alcance en el dominio del TAF, se sigue el proceso de la angiogénesis de una forma más
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sencilla basádose también en datos experimentales. A diferencia de Balding [6] y Liotta

[45], Chaplain y Stuart propusieron el término adecuado para modelar la absorción del

TAF por las células endoteliales, lo cual permitió que éste fuera un modelo muy cercano

a los datos experimentales, describiendo cualitativamente al fenómeno de la angiogénesis

[15]. Es por lo anterior que este modelo fue un impulso muy importante para el desarrollo

posterior de otros modelos en angiogénesis.

Fueron los mismos Chaplain y Stuart [16], quienes años después retomaron el modelo

anterior con el fin de explicar directamente la dinámica de las células endoteliales y de

describir exitosamente el sistema cuando se ha extráıdo el tumor del tejido. En [16] ya

no consideran una frontera libre, si no que prefieren suponer que el tumor está colocado

cerca del vaso parental (dentro de la distancia cŕıtica) y siguen la ĺınea de modelación

para la fase in vivo de [15]; reformulan la ecuación correspondiente al TAF (2.20);

proponiendo que la función q
“x

s

”
depende expĺıcitamente de las células endoteliales

n(x, t), a saber, q(n) =
n

n0

, ya que a mayor densidad de células endoteliales más TAF

será degradado; aqúı n0 es el número de células endoteliales al tiempo inicial en el vaso

parental, ubicado en x = L. Y para la función p(c) toman a la función de cinética de

Michaelis-Menten. Entonces siguiendo [16], la ecuación que gobierna al TAF es

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− F (n, c, x), (2.22)

donde

F (n, c, x) = m +
cKmax

(Kn + c)

n

n0

,

y con condición inicial c(x, 0) = c0(x) y condiciones de frontera c = cb en x = 0, que

es donde está ubicado el tumor y c(L, t) = 0, pues inicialmente no hay concentración de

TAF en el vaso parental.

Con el objetivo de describir la dinámica de las células endoteliales desde su salida

del vaso parental hasta el tumor, Chaplain y Stuart proponen como eventos principales a

la migración y proliferación célular como respuesta ante el est́ımulo angiogénico (TAF),

junto con el de muerte o pérdida de las mismas. Y a diferencia de Balding y McElwain,

ellos suponen que el proceso de anastomosis queda expresado impĺıcitamente.

Los autores parten de la ecuación de conservación para n(x, t), (2.3), en una dimen-

sión espacial, por las mismas razones que en [15]; recordemos que Jn es el flujo celular

y f(n, x, t) la función fuente. Centrémonos primero en las expresiones correspondientes

para f(n, x, t), que son los términos de proliferación y muerte celular. En [16] los autores

consideran que ésta es de la forma:

f(n, x, t) = F (n)G(c)−H(n),
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donde F (n) es la función que representa un término de crecimiento normalizado de las

células debido a la mitosis, el cual es gobernado por un crecimiento de tipo loǵıstico.

F (n) = rn

„

1−
n

n0

«

donde r es una constante positiva relacionada con la velocidad máxima de la mitosis.

Para la función G(c), Chaplain y Stuart consideran que la proliferación de las células

está controlada de alguna manera por la concentración de TAF, por lo que proponen a

G(c) =

8
<

:

0 , c ≤ c∗,
c− c∗

cb

, c∗ < c,

donde c∗ ≤ cb, es decir, existe un valor umbral c∗ tal que, si la concentración de TAF

está por debajo de él, la proliferación de las células no ocurre; con esta función también

se asegura que la proliferación celular sólo se lleva a cabo dentro de una región muy

cerca de las puntas de los brotes y no a lo largo de éstos. Chaplain y Stuart se basan

en el trabajo de Murray y Sherrat [64], en donde toman una expresión parecida para

modelar el control de la mitosis de las células epiteliales durante la cicatrización de una

herida, es decir, dan un valor constante para el cual no se lleva acabo la cicatrización.

H(n) es la función correspondiente para modelar la pérdida o muerte de las células

endoteliales, la cual está expresada como un proceso de primer orden (función lineal).

En la primer función F (n) se considera impĺıcitamente el proceso de anastomosis y en

la segunda el de nacimiento de brotes capilares. Estas funciones se escriben como [16]:

H(n) = −τn,

con τ la tasa de la proliferación celular.

Para el término correspondiente del flujo de la ecuación de las células endoteliales

Jn, siguiendo a Balding y McElwain (ec. (2.4)), Chaplain y Stuart no desprecian el

término relativo al movimiento aleatorio celular, por lo tanto el flujo está descrito por,

Jn = −Dn

∂2n

∂x2
+

∂

∂x

„

χ(c)n
∂c

∂x

«

siendo c(x, t) la concentración del TAF y χ(c) es la función de quimiotaxis del mismo la

cual adoptan como constante:

χ(c) = χ0.

Por lo tanto con estas funciones para el flujo y función fuente la ecuación para la densidad

de las células endoteliales queda como:

∂2n

∂x2
= Dn

∂2n

∂x2
− χ0

∂

∂x

„

n
∂c

∂x

«

+ rn(1−
n

n0

)G(c)− τn, (2.23)

con la siguiente condición inicial

n(x, 0) =

(
n0, si x = L

0 , si x < L,
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ya que la densidad de las células endoteliales en el vaso parental es constante al tiempo

t = 0 y es cero en los otros puntos del dominio. Como la densidad celular permanece

constante en el vaso, la condición de frontera en éste, según [16], es:

n(L, t) = n0,

y en x = 0, que es la otra frontera se toma la siguiente condición,

n(0, t) = 0. (2.24)

Dado esto, Chaplain y Stuart proceden a adimensionalizar las ecuaciones con las mismas

variables de referencia que en [15], junto con la constante n0, que es el valor de referencia

de la densidad de las células endoteliales en el vaso parental. Después del proceso anterior,

aśı como en [15], se tiene que el tumor está localizado en x = 0 y el vaso parental en

x = 1. De nuevo, abordan el modelo numéricamente1 con valores experimentales para la

mayoŕıa de los parámetros tomados de [6, 43], obteniendo los siguientes resultados:

- El modelo se invalida después del tiempo t = 0. 7, ya que a partir de éste,

las células han alcanzado al tumor; esto contradice a la condición de frontera

(2.24), pues esta condición indica que en la frontera del tumor, x = 0, no hay

células endoteliales.

- Al variar el parámetro respectivo de la quimiotaxis, se puede verificar que la

migración celular y por ende la quimiotaxis son de los procesos iniciales más

importantes, pues sin éste nunca podŕıa llevarse acabo la angiogénesis.

- Haciendo igual a cero el parámetro de la proliferación celular, se muestra en

[16], que después de t = 0. 4 (3. 5 d́ıas), el sistema llega a un estado esta-

cionario, en el cual, la densidad de células endoteliales no pudo alcanzar al

tumor y por lo tanto no hay vascularización; eso demuestra que una de las

respuestas iniciales de las células endoteliales es la migración, siguiéndole la

proliferación.

Las dos últimas observaciones demuestran que tanto la migración como la prolife-

ración celular juegan un papel fundamental en la formación de vasos capilares en un

tumor en este sistema, por lo cual se afirma en [16] que el modelo reproduce exitosamente

la evidencia experimental de [5, 66, 57] las cuales sugieren que tanto la migración como

la proliferación son necesarios para que la angiogénesis se lleve a cabo. Sin embargo,

la migración es un est́ımulo primario y la proliferación es una respuesta secundaria

de las células endoteliales [57]. También se puede observar en las simulaciones de este

modelo que una vez que las células empiezan a proliferar, la densidad endotelial aumenta,

particularmente cerca de las puntas, observándose un máximo en las gráficas en esa

zona. Ahora, para poder explicar qué pasaŕıa si se extrae el tumor, Chaplain y Stuart

1
usando el método de diferencias finitas
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sólo hacen el mismo cambio de condición de frontera que en [15],

∂c

∂x
= 0 en x = 0, y c(1, t) = 0.

Del análisis de las gráficas de este caso, los autores reportan ([16]) que el TAF decae

a cero conforme pasa el tiempo, mientras que la densidad de las células endoteliales

presenta un ligero incremento al principio pero gradualmente decae a cero, lo cual indica

que los brotes capilares van retocediendo poco a poco, como Gimbrone observó en [29].

De esta forma, Chaplain y Stuart lograron mejorar lo expuesto en [15] para el caso en

el que el tumor ha sido extráıdo.

Este modelo, a diferencia del propuesto en [15], es capaz de explicar directamente

el movimiento y las principales respuestas (migración y proliferación) de las células

endoteliales debido a la presencia en el medio del TAF, aśı como la regresión de de los

capilares al momento de ser extráıdo el tumor. Por su sencillez y apego a lo experimental

[66, 57, 68], estos dos últimos modelos han sido un parteaguas para la descripción

matemática de la angiogénesis, razón por la cual numerosos autores han basado su

investigación sobre la vascularización de tumores en estos art́ıculos [13, 56, 55, 2, 1, 3].



CAPÍTULO 3

Modelo para la antiangiogénesis en un tumor

secundario

Después de la publicación de los modelos presentados en el caṕıtulo anterior para

describir el fenómeno de la angiogénesis, se desarrollaron una gran variedad de modelos

para la neovascularización incorporando nuevos términos, como por ejemplo, términos

correspondientes a posibles efectos de sustancias antiquimiotáctiles o antiproliferativas

que actúan sobre la actividad de las células endoteliales, o bien, como en los modelos

presentados en [55] y [56], términos que modelan haptotaxis [2] (respuesta de las células

endoteliales ante gradientes de concentración de moléculas presentes en la superficie de

la matriz extracelular, como la fibronectina). Recientemente algunos modelos incorporan

términos correspondientes al flujo sangúıneo y al estrés hidróstático en los vasos generado

por la proliferación de las células tumorales [47].

En el modelo que se presenta a continuación se consideran dos sustancias que pro-

mueven la quimiotaxis de la células endoteliales (TAF y angiostatina), y fue propuesto

por Anderson, Chaplain, Garćıa-Reimbert y Vargas con la finalidad de describir algunos

de los aspectos de la fenomenoloǵıa de la paradoja del tumor primario (la cual se des-

cribió en el Caṕıtulo 1). Este modelo fue presentado en [3] y está basado principalmente

en los trabajos anteriores de Chaplain y Anderson [1] y [2], en los cuales, a diferencia

de [15] y [16], se describe la dinámica de las células endoteliales de las puntas de los

brotes; cabe destacar que estos modelos y la mayoŕıa de los que le preceden a éste sólo

describen el proceso de angiogénesis alrededor del tumor primario, no del secundario,

como es en este caso.

Una de las finalidades de este modelo es encontrar el tamaño umbral del tumor

primario para el cual la cantidad de angiostatina que segrega al torrente sangúıneo es

suficiente para inhibir la angiogénesis del tumor secundario, ya que como se vió, la

concentración de angiostatina que segrega el tumor primario depende de su tamaño

[61]. Para el desarrollo de este modelo los autores consideran los siguientes aspectos

biológicos:

Suponen que el tumor primario ya está vascularizado, por lo tanto la angios-

tatina que segrega llega al torrente sangúıneo.

33
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La angiostatina que pasa por el vaso capilar más cercano al tumor secundario

(el vaso parental) llega hasta él por medio de difusión através de la matriz

extracelular.

El tumor secundario no está vascularizado en un principio, pero se encuentra

segregando TAF continuamente, el cual se difunde por la matriz extracelular

alcanzando las células endoteliales del vaso capilar parental estimulando su

proceso de angiogénesis.

La angiostatina que segrega el tumor primario y el TAF que está produciendo

el tumor secundario, son los dos qúımicos que inhiben o promuven (respecti-

vamente) la migración celular endotelial.

La angiostatina inhibirá la proliferación y la migración de las células en-

doteliales del vaso parental capilar cercano al tumor secundario de forma

dependiente de la dosis que esté segregando el tumor primario.

La densidad de las células endoteliales a lo largo de la matriz extracelular

dependerá de la concentración de cada uno de los quimioatractores que par-

ticipan en este modelo.

Análogamente a los modelos descritos anteriormente, la ecuación que describe la dinámi-

ca de las células endoteliales de las puntas de los brotes, está dada por la ecuación de

conservación (2.3),

∂n

∂t
+∇·Jn + f(n, x, t) = 0,

suponiendo que el flujo se descompone como en la ecuación (2.4), en el flujo difusivo

(que obedece la Ley de Fick (2.5), más el flujo debido a la quimiotaxis de los gradientes

de concentración del TAF y la angiostatina,

Jn = Jdifusivo + JquimioT AF
= Dn∇n−

∂

∂x

„

χ(c)n
∂c

∂x

«

−
∂

∂x

„

α(a)n
∂a

∂x

«

.

Los autores omiten la función fuente pues la angiostatina inhibe la proliferación celular;

por otro lado, los términos correspondientes al nacimiento y muerte celular también

se pueden despreciar ya que las células endoteliales tienen una vida media larga [3]

comparada con los tiempos que se están utilizando en el modelo.

Por lo tanto la ecuación para las células endoteliales queda escrita como:

∂n

∂t
= Dn

∂2n

∂x2
−
∂

∂x

„

χ(c)n
∂c

∂x

«

−
∂

∂x

„

α(a)n
∂a

∂x

«

, (3.1)
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Figura 3.1. Paradoja del tumor primario. El tumor primario

inhibe la vascularización del tumor secundario por medio de la an-

giostatina que segrega al torrente sangúıneo (la cual depende de su

tamaño); esta angiostatina contribuye al balance de los factores antian-

giogénicos del tumor y si éstos predominan sobre el TAF que está seg-

regando el tumor secundario, éste no se vasculariza, por el contrario,

si el TAF sobrepasa la concentración de angiostatina, la metástasis se

vascularizará.

donde:

Dn : coeficiente de motilidad azarosa o de difusión.

c(x, t) : concentración de TAF.

χ(c) : función quimiotáctil del TAF.

a(x, t) : concentración de angiostatina.

α(a) : función quimiotáctil de la angiostatina.

La función de quimiotaxis para el TAF, χ(c), es diferente a la función constante

que se hab́ıa tomado en modelos anteriores [15, 16], porque los autores suponen que

los receptores de las celulas endoteliales del TAF llegan a ser menos sensibles a altas

concentraciones del TAF. Esto se asemeja al comportamiento quimiotáctil observado

anteriormente en la bacteria Dyctyostelium discoideum por Sherratt et al. [65]: mientras
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más baja es la concentración del qúımico (molécula ćıclica de adenosin monofosfato,

cAMP) al que responde la bacteria quimiotáctilmente, mayor es la respuesta de sus

receptores celulares. Este comportamiento Sherratt lo modela con la ley de cinética de

Michaelis-Menten; por lo tanto en [3] adoptan esta misma función de quimiotaxis para

el TAF:

χ(c) = χ0
k1

k1 + c
donde χ0 es la máxima respuesta quimotáctil y k1 la intensidad de la desensibilización

de las células endoteliales al TAF.

Ya que la angiostatina actúa en las células endoteliales de forma dependiente de

la dosis que se encuentra en el medio, se toma una función lineal para su función

quimiotáctil:

α(a) = α0a,

es decir, un incremento en la concentración de la angiostatina significa un incremento en

la respuesta de las células endoteliales, siendo α0 la fuerza de la respuesta quimiotáctil

a la angiostatina, la cual es una constante positiva.

Con fines de simplificación, este modelo se toma en un dominio unidimensional y

se supone que el vaso capilar más cercano al tumor secundario está localizado en x = 0,

el tumor secundario en x = L, y la matriz extracelular en medio. Como se toma una

dimensión espacial, se omiten los términos de interacción entre las células y la matriz

extracelular. Estas interacciones y otros factores que influyen en el proceso pueden mode-

larse en dos y tres dimensiones de una forma más precisa; algunos ejemplos se pueden

encontrar en [1] y [47].

Los autores utilizan ecuaciones de reacción-difusión para modelar la distribu-

ción de la concentración del TAF y de la angiostatina en el dominio [3]. En el caso del

TAF, se toma una ecuación parecida a (2.22),

∂c

∂t
= Dc

∂2c

∂x2
− λ1c− F (c, n, x), (3.2)

con coeficiente de difusión Dc, decayendo en el tiempo a través del dominio con una

razón igual a λ1c y con una función fuente F , la cual puede modelar la pérdida del

qúımico debido a la presencia de las células endoteliales, o por la absorción de la matriz

extracelular. La función F puede tomar la forma de la ćınética de Michaelis-Menten

como en la ecuación (2.22) o las diferentes funciones (2.7-2.9) que se vieron en el caṕıtulo

anterior.

Ya que el TAF está siendo secretado a una tasa constante por las células cancerosas

del borde del tumor secundario, su concentración permanece constante en ese punto,

por lo tanto, en x = L, c = c0 y desde aqúı el TAF se difunde a través de la matriz

extracelular, alcanzando el vaso parental en x = 0, sin penetrarlo, es decir,
∂c

∂x
= 0 en

x = 0.
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Ahora, para modelar la dinámica de la angiostatina, se toma la siguiente ecuación,

∂a

∂t
= Da

∂2a

∂x2
− λ2a−G(a, n, x), (3.3)

con Da como su coeficiente difusivo y decayendo a una razón λ2a, con una función fuente

G que depende de la densidad del qúımico y de las células endoteliales.

La angiostatina que está siendo producida por el tumor primario llega al vaso

parental con una concentración constante, es decir, en x = 0, a = A; esta concen-

tración vaŕıa dependiendo del tamaño del tumor primario, es decir, un valor grande de

A representa un tumor primario grande y viceversa; un valor pequeño de A indica que

el tumor primario es pequeño. La angiostatina del tumor primario se difunde a través

de la matriz extracelular alcanzando el tumor secundario sin penetralo, por lo tanto, en

x = L, ax = 0; en este trayecto también puede haber pérdida del qúımico, es por eso

que se incorpora el término de decaimiento λ2a.

1. Adimensionalización

Aśı como en los modelos expuestos anteriormente, se procede a adimensionalizar las

ecuaciones propuestas (3.1)-(3.3). El proceso de adimensionalizar las ecuaciones tiene las

siguientes ventajas: por un lado, la mayoŕıa de las veces se reduce el número de paráme-

tros que aparecen en el sistema [62]; por otro lado, las unidades ya no son importantes,

y por lo tanto se toma la magnitud de las cantidades, es decir, lo grande y lo pequeño

(en cantidades), conserva su significado [48].

Figura 3.2. Reescalamiento del dominio. Tomando la distancia

del vaso parental al tumor secundario (L) se reescala el dominio, con

lo cual el vaso parental permanece en x = 0 y el tumor secundario se

localizará en x = 1
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Se reescala la distancia del vaso parental al tumor secundario ex =
x

L
; con este

reescalamiento (véase figura 3.2), el vaso parental sigue estando en x = 0 y tumor se-

cundario queda ubicado en x = 1. El tiempo es reescalado con τ =
L2

Dc

, las células

endoteliales con n0, la concentración de angiostatina y TAF con a0 y c0 respectiva-

mente, siendo c0 la concentración inicial del TAF, y n0 y a0 las variables de referencia

apropiadas para el sistema. Dividiendo las variablas entre las variables de referencia, se

obtienen las nuevas variables adimensionalizadas, las cuales quedan escritas como:

c̃ =
c

c0
, ã =

a

a0
, ñ =

n

n0
, t̃ =

t

τ
.

Tomando en cuenta que

∂x = ∂x̃
1

L
y ∂t = ∂t̃

1

τ
= ∂t̃

Dc

L2
,

procederemos primero a adimensionalizar la ecuación (3.1), por medio de la regla de la

cadena se obtiene,

∂n

∂t
=
∂n

∂ñ

∂ñ

∂t̃

∂t̃

∂t
= n0

∂ñ

∂t̃

Dc

L2
.

Análogamente se procede para cada término en la ecuación y se sustituye lo obtenido

para cada una de las variables:

n0
∂ñ

∂t̃

Dc

L2
= Dn

n0

L2

∂2n

∂x̃2
−

1

L2

∂

∂x

„

χ0c0ñn0
k1

k1 + c0c̃

∂c̃

∂x̃

«

−
1

L2

∂

∂x̃

„

α0a
2
0n0ñ

∂ã

∂x̃

«

,

multiplicando por
L2

n0Dc
y tomando a

D1 =
Dn

Dc

, χ =
χ0c0

Dc

, α =
α0a

2
0

Dc

, κ =
c0

k1
,

se llega a la ecuación para la densidad de puntas de las células endoteliales adimensio-

nalizada:

∂ñ

∂t̃
= D1

∂2ñ

∂x̃2
−
∂

∂x

„
χ

1 + κc
ñ
∂c̃

∂x̃

«

−
∂

∂x̃

„

αãñ
∂ã

∂x̃

«

Ahora, realizando el proceso anterior en la ecuación (3.2), si se sustituye el cambio

de variable y lo obtenido por la regla de la cadena, la ecuación para el TAF toma la

siguiente forma:

Dcc0

L2

∂c̃

∂t̃
=
Dcc0

L2

∂2c̃

∂x̃2
− λ1c0c̃− F (c, n, x);
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multiplicando por
L2

c0Dc
, tomando a γ1 = τλ1 =

L2λ

Dc

y a f =
L2F

c0Dc

, se obtiene:

∂c̃

∂t̃
=
∂2c̃

∂x̃2
− γ1c̃− f(c, n, x).

De igual forma se adimensionaliza la ecuación (3.3),

Dca0

L2

∂ã

∂t̃
=
Daa0

L2

∂2ã

∂x̃2
− λ2a0ã−G(a, n, x);

multiplicando por
L2

a0Dc

, sustituyendo γ2 = τλ2 =
L2λ

Dc

, D2 =
Da

Dc

y g =
L2G

a0Dc

,

∂ã

∂t̃
= D2

∂2ã

∂x̃2
− γ2ã− g(a, n, x).

Retirando los tildes de las variables, pero sin olvidar que son las variables adimen-

sionalizadas, el sistema de ecuaciones se escribe como:

∂n

∂t
= D1

∂2n

∂x2
−
∂

∂x

„
χ

1 + κc
n
∂c

∂x

«

−
∂

∂x

„

αan
∂a

∂x

«

,

∂c

∂t
=
∂2c

∂x2
− γ1c− f(c, n, x),

∂a

∂t
= D2

∂2a

∂x2
− γ2a− g(a, n, x),

con la condicion inicial para las células endoteliales,

n(x, 0) = e
−x

2

ϑ con x ∈ [0, 1] y ϑ = constante.

Se escoge esta función como condición inicial pues se supone que las células endoteliales

en un principio están localizadas cerca del vaso parental del tumor primario. Se toman

condiciones de frontera de no flujo en x = 0, 1, para las células endoteliales:

∂n

∂x
=
n

D1

„

χ(c)
∂c

∂x
+ α(a)

∂a

∂x

«

donde, en este caso,

χ(c) =
χ

1 + κc
, y α(a) = αa.

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones con sus respectivas condiciones iniciales y de

frontera a estudiar es, para las células endoteliales:

∂n

∂t
= D1

∂2n

∂x2
−
∂

∂x

„
χ

1 + κc
n
∂c

∂x

«

−
∂

∂x

„

αan
∂a

∂x

«

, (3.4)

n(x, 0) = e
−x

2

ϑ con x ∈ [0, 1] y ϑ = constante, (3.5)
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∂n

∂x
=
n

D1

„

χ(c)
∂c

∂x
+ α(a)

∂a

∂x

«

. (3.6)

Para la angiostatina:

∂a

∂t
= D2

∂2a

∂x2
− γ2a− g(a, n, x), (3.7)

en x = 0, en a = s; x = 1 en
∂a

∂x
= 0, (3.8)

donde s =
A

a0
, y finalmente para el TAF:

∂c

∂t
=
∂2c

∂x2
− γ1c− f(c, n, x), (3.9)

en x = 0,
∂c

∂x
= 0; en x = 1, c = 1. (3.10)

2. Estados estacionarios.

Se le llama estado estacionario de θ(x, t) al estado θ0(x) tal que cambia en el espacio

pero es el mismo para todo tiempo, es decir, para cada x en el dominio y t1 < t2,

θ(x, t1) = θ(x, t2).

En esta sección se encontrarán los estados estacionarios para las células endoteliales,

angiostatina y TAF.

2.1. Estado estacionario (angiostatina y TAF) Encontrar los estados esta-

cionarios para la angiostatina y el TAF es muy importante para el sistema a estudiar, ya

que si bien es cierto que matemáticamente nos ayudará a simplificar el sistema, también

tiene sentido biológicamente. Se puede suponer que la angiostatina y el TAF se encuen-

tran en estado estacionario con respecto a las células endoteliales pues su difusión es más

rápida que la difusión de las células, por lo tanto ∂c
∂t

= 0 y ∂a
∂t

= 0; entonces incorporando

esto a las ecuaciones (3.7) y (3.9) tenemos,

0 = D2
∂2a

∂x2
− γ2a− g(a, n, x),

0 =
∂2c

∂x2
− γ1c− f(c, n, x).
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Ahora, si se supone que no hay funciones fuente (para simplificar el modelo), es de-

cir, f, g = 0, entonces se puede encontrar una solución expĺıcita para las ecuaciones

anteriores con las condiciones de frontera dadas (3.10) y (3.8). Estas ecuaciones son

ecuaciones ordinarias de segundo orden y para resolverlas sólo es necesario aplicar el

método respectivo (véase [10]), con el cual se obtiene:

a(x) = s
cosh

“q
γ2

D2

(1− x)
”

cosh
q

γ2

D2

, (3.11)

y

Figura 3.3. Perfil del estado estacionario de la angiostati-

na. Solución del estado estacionario de la ecuación, el cual como se

esperaba tiene un máximo local en x = 0 (3.7)

c(x) =
cosh

`√
γ1x

´

cosh
√
γ1

, (3.12)

cuyos perfiles se pueden ver en las figuras 3.3 y 3.5. Estas funciones describen exac-

tamente el fenómeno biológico que se quiere modelar: dado que la angiostina llega del

tumor primario por el torrente sangúıneo al vaso parental ubicado en x = 0, su concen-

tración debe ah́ı ser máxima. Esta concentración en este punto debe crecer o decrecer

dependiendo del tamaño del tumor; como la función (3.11) es monótona decreciente y

continua en [0, 1] (pues la función cosh lo es en ese intervalo), su punto máximo local

se localiza en x = 0, como se buscaba, y su máximo aumenta o disminuye al variar el

parámetro s, como se puede observar en la figura 3.4).
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Figura 3.4. Perfil del estado estacionario de la ecuación para

la angiostatina (3.7) al variar s. La concentración en el vaso

parental ubicado en x = 0 aumenta o disminuye dependiendo del

tamaño del tumor primario. En la figura se muestran diferentes per-

files para la angiostatina con s = 1, 1. 404, 1. 6, cada valor corresponde

a un tumor chico, mediano y grande, respectivamente.

Con respecto al TAF, se busca que su función tenga un máximo en x = 1, pues es

ah́ı donde se ubica el tumor secundario, que es la fuente para dicha sustancia, y dado

que (3.12) es una función estrictamente monótona creciente en [0, 1], ésta tiene (como

se busca) su punto máximo local en x = 1.

2.2. Estado estacionario para las células endoteliales Análogamente a la

subsección anterior, se encontrará el estado estacionario de (3.4). Para esto se toma
∂n
∂t

= 0, es decir, el estado para el cual para todo tiempo las células endoteliales en cada

x se mueven igual, con velocidad constante:

0 = D1
∂2n

∂x2
−
∂

∂x

„
χ

1 + κc
n
∂c

∂x

«

−
∂

∂x

„

αan
∂a

∂x

«

=
∂

∂x

„

D1
∂n

∂x
−

„
χ

1 + κc
n
∂c

∂x

«

−

„

αan
∂a

∂x

««

,

con las condiciones de frontera(3.6). Integrando la ecuación anterior con respecto a x se

obtiene

ξ = D1
∂n

∂x
−

„
χ

1 + κc
n
∂c

∂x

«

−

„

αan
∂a

∂x

«

,
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Figura 3.5. Perfil del estado estacionario del TAF. Solución

del estado estado estacionario de la ecuación para el TAF (3.9), el cual

tiene un máximo local en x = 1, modelando que el tumor secundario

es quien lo está segregando.

donde ξ es la constante de integración.

Aplicando las condiciones de frontera

ξ = n

„
χ

1 + κc

∂c

∂x
+ α(a)

∂a

∂x

«

−
χ

1 + κc
n
∂c

∂x
− αan

∂a

∂x
= 0,

por lo tanto ξ = 0, obteniendo

∂n

∂x
=
n

D1

„
χ

1 + κc
n
∂c

∂x

«

+

„

αan
∂a

∂x

«

.

Resolviendo la ecuación diferencial separable anterior para n(x) se tiene que

n(x) = E2exp

»
χ

D1κ
Ln(1 + κc(x)) +

α

2D1
a
2(x)

–

(3.13)

donde E2 es la constante de integración; esta constante está determinada de forma que

la cantidad de células endoteliales se conserven a través del dominio al variar s.

La constante E2 es obtenida por medio de la integral para el estado estacionario

(3.13) y está definida para cada valor de s, es decir, E2(s); dado que n(x) depende de

a(x) y ésta a su vez cambia con respecto de s, entonces, se puede definir la función,

ζ(s, x) = exp

»
χ

D1κ
Ln(1 + κc(x)) +

α

2D1
a
2(x, s)

–

.
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Por lo tanto, si s1 y s2 son dos valores diferentes para s, para cumplir la condición

de conservación de masa de células endoteliales, deben satisfacer la siguiente igualdad,

E2(s = s1)

Z

e
ζ(s1,x) = E2(s = s2)

Z

e
ζ(s2,x) (3.14)

⇒ E2(s = s1) =
E2(s = s2)

R
eζ(s2,x)

R
eζ(s1,x)

,

y aśı para cada valor de s.

Analicemos la ecuación (3.13). Para ello definamos,

n1 =
χ

D1κ
Ln(1 + κc(x)), n2 =

α

2D1
a
2(x).

Ahora, ya que c(x), κ> 0, Ln(1 + κc(x)) > 0, y como los parámetros χ,D1, α > 0, n1 y

n2 son positivos, por lo tanto, la concentración de las células endoteliales sólo depende

de la exponencial de la suma de dos valores positivos. Se sabe que la angiostatina es

segregada por el tumor primario, dependiente del tamaño de éste, por lo tanto si es

grande, el término n2 dominará, como a(x) es estrictamente decreciente para x ∈ [0, 1],

se puede decir que la mayor parte de las células endoteliales estarán cerca de x = 0,

impidiendo que ocurra la vascularización de la metástasis. Por otro lado, si el tumor

primario es pequeño, el término dominante será n1, estimulando la migración de las

células hacia x = 1 (pues c(x) es estrictamente creciente) donde se encuentra el tumor

secundario, permitiendo aśı su vascularización.



CAPÍTULO 4

Análisis del modelo

1. Valores numéricos para las constantes

Con la finalidad de estudiar numéricamente el sistema de ecuaciones del modelo

propuesto, los autores [3] proponen valores experimentales para las constantes. Aśı como

en los modelos anteriores, las constantes están tomadas de las observaciones y resultados

de algunos autores del área biológica para el estudio de la respuesta de los vasos ĺımbicos

ante la presencia de un tumor en la córnea de un animal [5, 49, 29].

Para el reescalamiento del dominio, es necesario saber el valor de la distancia L

del tumor al vaso ĺımbico. Según lo reportado en los experimentos, el promedio de esta

distancia está entre 1mm y 2mm, y los autores [3] deciden tomar L = 2mm para las

simulaciones numéricas (no se indica la razón por la cual deciden tomar este valor pero

para fines numéricos es la mejor opción debido a los valores tan pequeños que toman

algunas de las constantes como se verá a continuación).

Stokes et al. [68] encontraron que el coeficiente de difusión de las células endoteliales,

Dn se encontraba entre 2×10−9 y 2×10−8cm2/s pero este coeficiente difusivo se obtuvo

para células que se mueven libremente, es decir, no tienen células a su alrededor que

pudieran frenar su movimiento; sin embargo Rupnick et al. [59] encontraron que el

coeficiente de difusión para las células endoteliales que se encuentran rodeadas por otras

células es menor, como es en el caso de la formación de nuevos vasos sangúıneos en el

cual las células endoteliales se encuentran una al lado de otra para la formación de las

paredes de los vasos; el coeficiente que se encontró es 10−10cm2/s, y es este valor el que

se asigna a Dn en [3].

Stokes y colaboradores et al. [68, 59] formularon un modelo matemático para de-

scribir el movimiento y la quimiotaxis de las células endoteliales durante la angiogénesis

estimulada por la presencia del factor de crecimiento fibroblástico ácido, cuyas siglas en

inglés son aFGF, el cual actúa como un factor angiogénico tumoral Stokes et al. [68].

Los autores midieron la respuesta de las células endoteliales ante la presencia de gra-

dientes de concentración de aFGF y encontraron que la máxima respuesta quimiotáctil

45
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de las células endoteliales (χ0) es 2600 cm2/s.M, la cual se dio para concentraciones de

alrededor de 10−10M (moles) de aFGF; por lo tanto c0 = 10−10M.

En el trabajo de Anderson et al. [3] consideran los datos recabados por Bray en

[11] para el coeficiente difusivo del TAF y la angiostatina. Bray proporciona en su libro

valores para los coeficiente difusivos de diferentes part́ıculas, en particular da el valor

de la difusión molecular el cual es igual a 5 × 10−7cm2/s. Pero Sherrat y Murray [64]

encontraron que ese valor está entre 5 x 10−7 y 5. 9 x 10−6, y para las simulaciones

numéricas de este modelo, los autores [3] toman un promedio entre estos dos, por lo

tanto Dc = Da = 2. 9 x 10−7cm2/s.

Actualmente existen varios datos experimentales para los valores de λ1 y λ2 (la vida

media del TAF y la angiostatina respectivamente). Wahl et al [70] indican que la vida

media para la angiostatina es de 15 minutos; Bouquet et al [9] registran que es de menos

de 5 horas, pero en [3], los autores siguen lo reportado en [53], que indica que la vida

media del TAF es de 3 minutos y la de la angiostatina es aproximadamente de 4 a 6

horas. Por lo tanto, ya que γ1 = τλ1 y γ2 = τλ2 son adimensionales, y las dimensiones

de τ son de tiempo también, los valores que se tienen que tomar son λ1 =
1

3min
y

λ2 =
1

4− 6 horas
; cabe señalar que en [3] las dimensiones que dan para λ1 y λ2 son

de tiempo con lo cual quedaŕıan dimensiones de tiempo cuadrado para γ1 y γ2 y eso es

inadmisible en un modelo adimensional.

Resumiendo tenemos:

Parámetro Valor

Dn 10−10cm2/s

χ0 2600cm2s.M

Da = Dc 2. 9 x 10−7cm2/s

c0 10−10M

λ1 ∼ 1
3min

λ2
1

4−6 horas

L 2mm

τ ∼ 1. 5d́ıas

Con los valores experimentales se obtienen los valores adimensionales para las con-

stantes:

D1 =
Dn

Dc
= 3. 448 x 10−5,

χ =
χ0c0
Dc

= 0. 8966,

D2 =
Da

Dc
= 1,

τ =
L2

Dc
≈ 1. 5d́ıas,
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Por lo tanto,

γ1 = 24827400 y γ2 = 1. 9862 x 109.

Dado que en el momento del desarrollo de este modelo no se contaba con valores

experimentales para la función de quimiotaxis de la angiostatina [3], se asume que su

valor es igual al del TAF, es decir, α = χ. Los valores numéricos que toman los autores [3]

para las simulaciones numéricas (y los que se van a utilizar para reproducir los resultados

de [3] en este trabajo) son los siguientes:

Parámetro adimensional Valor

D1 0. 00035

χ = α 0. 38

D2 1

γ1 ∼ 100

γ2 ∼ 5

κ 0. 1

Obsérvese que algunos de éstos no coinciden con los valores obtenidos con los datos

experimentales. La razón de esto la desconocemos. Debido a que es dif́ıcil calcular ex-

perimentalmente valores para el parámetro k, se toma k = 0. 1 [3]. Por último, se asigna

el valor de 0,005 para la constante ϑ de la condición inicial de las células endoteliales,

n(x, 0) = e
−x

2

0.005 (4.1)

2. Análisis del estado estacionario

Uno de los objetivos principales de este modelo es poder decir bajo qué condiciones

el tumor secundario se vasculariza o no, lo cual depende principalmente de las concentra-

ciones en el medio del TAF y la angiostatina que estimulan el movimiento de las células

endoteliales. Por lo tanto, en las primeras simulaciones que vamos a presentar en esta

sección se estudiará la distribución de la densidad celular en el dominio suponiendo que

el TAF y la angiostatina se encuentran en estado estacionario. Estudiar el movimiento

celular nos permitirá saber el grado de vascularización del tumor secundario. Posterior-

mente se estudiará el sistema sin suponer que las sustancias se encuentran en equilibrio.

2.1. Análisis del estado estacionario obtenido anaĺıticamente Para el análi-

sis numérico del estado estacionario (3.13) obtenido para la ecuación (3.4), se utilizarán

dos funciones que se aproximan a los perfiles de los estados estacionarios de la angio-

statina (3.11) y del TAF (3.12); esas funciones son las siguientes:

a(x) = se−x2/�1 (4.2)
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y

c(x) = e−(1−x)2/�2 (4.3)

con 0 < �2 < �1 para modelar que el TAF decae más rápido que la angiostatina.

Como se puede observar en las figuras 4.1 y 4.3 estas funciones tienen un com-

portamiento cualitativamente similar al de las ecs. (3.11) y (3.12): son continuas y

monótonas en [0, 1].

Figura 4.1. Perfil de la función aproximada al estado esta-

cionario de la angiostatina. Perfil cualitativamente similar al

obtenido para el estado estacionario de la angiostatina

La función (4.2), aśı como la función (3.11), es también una función estrictamente

decreciente para este intervalo y alcanza su máximo local en x = 0:

a�(x) =
−2xs

�1
e−x2/�1 = 0 si y sólo si x = 0,

a��(0) =
−2s

�1
< 0 pues s, �1 > 0,

este máximo crece o decrece dependiendo de los valores que tome s; recordemos que

s está asociado a la cantidad de angiostatina que segrega el tumor primario, la cual

depende directamente del tamaño del tumor, por lo que el valor de s es un indicador del

tamaño del tumor.

La función aproximada al perfil del TAF en su estado estacionario, (ec. (4.3)) es

estrictamente decreciente y como (3.12), sólo tiene un máximo local en x = 1:

c�(x) =
2(1− x)

�2
e−(1−x)2/�2 = 0 si y solo si x = 0,
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Figura 4.2. Diferentes perfiles para la función de la an-

giostatina obtenidos al variar s Perfiles correspondientes para

s = 1, 1. 404, 1. 6. Como puede verse, el máximo que alcanza la función

depende del valor que tome s, el cual esta asociado a la concentración

de angiostatina que está segregando el tumor primario, la cual depende

directamente del tamaño del tumor.

c��(1) =
−2

�2
< 0 pues �2 > 0.

Para calcular los valores numéricos para �1 y �2 se tienen que calibrar las funciones

Figura 4.3. Perfil de la función aproximada al estado esta-

cionario del TAF. Se puede observar que el perfil de (4.3) es cuali-

tativamente similar al obtenido para el estado estacionario del TAF.
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exactas con las aproximadas para las dos sustancias, se debe hacer que coincidan los

valores de las funciones en x = 0 para la angiostatina y en x = 1 para el TAF, es decir,

para sus puntos máximos,

s
cosh

“q
γ2

D2
(1− x)

”

cosh
q

γ2

D2

= se−x2/�1 en x = 1,

por lo que,
1

cosh(
√
5)

= e
−1

�1 , es decir, �1 ≈ 0. 6433

y finalmente,
cosh(

√
γ1x)

cosh(
√
γ1)

= e−(1−x)2/�2 en x = 0

implica que
1

cosh(10)
= e

−1

�2 es decir �2 ≈ 0. 1074.

Pero los autores [3] deciden redondear esos valores a �1 = 0. 6 y �2 = 0. 2, esto

por razones numéricas, principalmente porque manejar a � = 0. 1 eleva de uno a dos

órdenes de magnitud los valores de la exponencial en el dominio de x; como esos valores

no son los valores exactos, hay que calibrar de nuevo a las funciones con los valores

redondeados para obtener los nuevos valores de γ1 y γ2, realizando el procedimiento

anterior se encuentra que γ1 = 32. 3761 y γ2 = 5. 53 con esos valores de las variables �1,

�2.

Las razones por las cuales los autores proponen las funciones (4.2) y (4.3), es, porque

a diferencia de (3.11) y (3.12), numéricamente son más fáciles de manejar, su cómputo es

más rápido (dado que cosh(x) = e−x+ex

2
es más rápido el cálculo de una sola exponencial)

y sus gráficas se pueden apreciar mejor para los valores de los parámetros dados en la

sección anterior (esto se verá a continuación).

Para las simulaciones numéricas y gráficas se utlizará MATLAB . Procedamos primero

a analizar la dinámica del estado estacionario obtenido para las células endoteliales (3.13)

variando los valores de s con la finalidad de reproducir los resultados obtenidos en [3]. Se

tomarán los mismos valores para s, los cuales son: 1, 1. 404, 1. 6. Estos valores representan

la presencia de un tumor primario chico, mediano y grande respecivamente.

Para graficar el estado estacionario de n(x) correspondiente a cada valor de s, fue

necesario encontrar las constantes adecuadas para cada caso de tal forma que cumplieran

la condición de conservación de masa para las células endoteliales (3.14), es decir:

E2(s = 1)

Z

e(s=1) = E2(s = 1. 4011)

Z

e(s=1.4011) = E2(s = 1. 6)

Z

e(s=1.6).

Y para obtenerlas se calcularon esas integrales de tal forma que para cada valor de

s siempre fuera la misma densidad de células por medio de cuadraturas numéricas (regla
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de Simpson) por medio de la función quad de MATLAB. El método de cuadraturas con la

regla de Simpson consiste en aproximar la función a integrar, f(x), por un polinomio

de grado dos en tres puntos sucesivos de la función, el número de intervalos en los que

debe ser dividido el intervalo [a, b] debe ser par pues el proceso se aplica a cada para de

intervalos consecutivos. Y la regla de Simpson que usa MATLAB estima la integral de f(x)

por medio de la siguiente fórmula [32, 40]:

S =
h

3

"

f(a) + f(b) + 2

n−1X

i=1

f(x2i) + 4
nX

i=1

f(x2i−1)

#

Debido a que los valores para algunas constantes son muy pequeños (Dn = 0. 00035,

κ = 0. 1, α0 = χ0 = 0. 38, �1 = 0. 6, �2 = 0. 2), al sustituirlos en el código para obtener

la gráfica (3.13) en MATLAB, ocurre un desbordamiento del cálculo de la exponencial

de n(x). Para evitar eso se tiene que reescalar la función de la siguiente forma; ya que

E2 = elog(E2), se tiene que,

n(x) = E2(s)exp
(n1+n2) = exp(log(E2)+n1+n2)

con el cual se evita que la exponencial se dispare.

Las constantes E2 que se encontraron para cada s son las siguientes: E2 = 10−457.8

para s = 1, E2 = 10−467.9 para s = 1. 404, y E2 = 10−606.39 s = 1. 6, pero es impor-

tante que al sustituirlas en el código para obtener la gráfica de n(x) se debe utilizar que

log(ab) = blog(a) para evitar posibles desbordamientos de valores. Por lo tanto reesca-

lando y escribiendo en la forma conveniente a las constantes se puede obtener una gráfica

similar (figura 4.4) a la presentada en [3] para el análisis de este caso.

Como se puede ver en la figura 4.4, para s = 1. 6 (que corresponde a un tumor

primario grande), las células endoteliales permanecen cerca del vaso parental, es decir,

en x = 0 y como consecuencia no se presenta vascularización del tumor secundario; en

cambio, con un tumor pequeño, s = 1, las células endoteliales del vaso parental alcanzan

el tumor secundario (x = 1), dando como resultado su angiogénesis, debido a que en el

balance entre concentraciones de angiostatina y TAF, el TAF predomina, pues el tumor

primario no es del tamaño suficiente para segregar la concentración de angiostatina

necesaria para sobrepasarlo. Estos resultados son muy interesantes pues coinciden con

las observaciones experimentales de [53] y [54]

Para un tumor primario mediano (s = 1. 404), algunas de las células endoteliales

permanecen cerca del vaso parental pero, otras se encuentran cerca del tumor secundario;

esto indica la presencia de algunos capilares cerca del tumor secundario, es decir, la

cantidad de angiostatina que segrega ese tumor primario no es lo suficiente para inhibir

del todo la angiogénesis, lo cual podŕıa representar biológicamente una vascularización

débil. Fueron Chen et al. [17] quienes encontraron que ese tipo de vascularizacion pod́ıa



52 4. ANÁLISIS DEL MODELO

Figura 4.4. Perfiles de la solución del estado estacionario (3.13)

de las células endoteliales para diferentes valores del parámetro

s(1, 1. 404, 1. 6) con las funciones (4.2) y (4.3) para la angiostatina

y el TAF. Para un tumor pequeño s = 1 las células endoteliales se

concentran en x = 1, provocando la vascularización, para un tumor

mediano se da una vascularización débil con pocos capilares uniendo al

tumor secundario con el vaso parental, y para un tumor grande s = 1. 6

las células se encuentran en x = 0 inhibiendo la vascularización de la

metástasis.

ocurrir en los tumores cancerosos, la cual está dada por medio de muy pocos capilares

que conectan al vaso parental con el tumor.

Se pueden tomar valores diferentes para s [3] y se obtienen resultados similares a los

expuestos. Cabe destacar que los valores que se asignaron tanto para el tumor grande

(s = 1. 6) como para el tumor pequeño (s = 1) representan para [3] los valores umbrales

para la concentración de la angiostatina que el tumor primario debe segregar con el fin

de lograr que el tumor secundario se vascularice: para valores de s ≤ 1 ocurre una vas-

cularización total del tumor secundario, para valores de s ≥ 1. 6 no hay vascularización

de la mestástasis y para 1 < s < 1. 6 se da una vascularización débil del tumor.

Sin embargo en el análisis para reproducir estos resultados, al estudiar la dinámica

de las células endoteliales con los valores umbrales que los autores proponen, encontramos
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en nuestras simulaciones diferentes valores umbrales para los cuales ocurre lo descrito en

[3], los valores que encontramos son: si s < 1. 37 ocurre vascularización total del tumor

secundario, s > 1. 43 no hay vascularización y para valores entre 1. 37 < s < 1. 43 se

presenta vascularización débil.

Este cambio en los valores umbrales tiene sentido ya que para valores inmediatos a

la derecha de s = 1, el perfil va bajando poco a poco (igualando áreas para cada valor de

s) de ese mismo lado del dominio (x ∼ 1) hasta que llega el momento (en s = 1. 37) en

el cual para igualar áreas se necesita distribuir la masa celular del otro lado del dominio

(x ∼ 0) y es cuando, aparece el perfil en el vaso parental, por lo tanto el valor de s para

el cual deja de haber vascularización total es en s = 1. 37 análogamente para el caso de

s = 1. 6. Esta diferencia entre los valores umbrales obtenidos con los presentado en [3]

podŕıa ser por la sensibilidad del software utilizado.

El intervalo propuesto que está entre la vascularización total y la no vascularización

es muy pequeño. Esto biológicamente significaŕıa que son diferencias muy pequeñas

en la concentración de angiostatina las que disparan la angiogénesis, y si se quisiera

evitar la angiogénesis las concentraciones de angiostatina deben sobrepasar los valores

del intervalo de vascularización débil y con ese fin, el intervalo propuesto por Anderson

et al. es una mejor opción.

El análisis anterior se puede hacer también con las funciones exactas del estado

estacionario de la angiostatina (3.11) y del TAF [3.12). Con estas funciones (como se ob-

servará a continuación) se obtienen gráficas muy parecidas a las obtenidas anteriormente

con las funciones aproximadas (4.2) y (4.3), pero, como se mencionó anteriormente, con

estas funciones es un poco más dif́ıcil apreciar gráficamente la densidad de las células

endoteliales, como se puede ver en la figura 4.5.

Para obtener la gráfica correspondiente al estado estacionario de las células en-

doteliales con las funciones exactas, también es necesario calcular las constantes para

cada valor de s para mantener la conservación de masa de células endoteliales. Para ello

se realizó el mismo procedimiento que en el caso anterior, es decir, se utilizó la función

quad para calcular el área bajo las curvas por medio de cuadraturas para cada valor

de s. Vamos a tomar a s = 1, 1. 4011, 1. 6, (se toma el valor de 1. 4011 para el tumor

mediano pues con este valor, la gráfica de n(x) se aproxima más al perfil obtenido con las

funciones aproximadas para s = 1. 404) y las constantes para que se cumpla la condición

3.14 son: E2(s = 1) = 10−457.5, E2(s = 1. 4011) = 10−465.9 y E2(s = 1. 6) = 10−606.39.

Como se puede ver en la figura 4.6 con las funciones (3.11) y (3.12) se obtiene un

perfil para la densidad de las células endoteliales cualitativamente similar al obtenido con

las otras funciones (para poder lograr esto, se tuvieron que utilizar los nuevos parámetros

calibrados para γ1 = 32. 3761 y γ2 = 5. 53, ya que utilizando los valores de 100 y 5, lo
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Figura 4.5. Perfil de la solución del estado estacionario (3.13) de

las células endoteliales para s = 1. 4011, con las funciones obtenidas

del estado estacionario del TAF y la angiostatina comparado con el

perfil obtenido para las funciones aproximadas para s = 1. 404, cuali-

tativamente son muy similares aunque como se puede apreciar es más

dif́ıcil distinguir el perfil de las células con las funciones exactas por la

misma forma anaĺıtica de las funciones.

valores de n(x) se hacen muy grandes en comparación a los perfiles con las funciones

aproximadas).

Variando de nuevo el parámetro s en n(x), encontramos que los valores umbrales

(figura 4.6) para s en el estado estacionario de las células endoteliales con estas funciones

son, si s < 1. 397 el tumor secundario presenta angiogénesis, s > 1. 405 se inhibe la

angiogénesis y para s ∈ [1. 397, 1. 405] hay vascularización débil. Es a partir de éstos

valores que se dan los fenómenos descritos en [3] en nuestras simulaciones numéricas.

2.2. Análisis del estado estacionario obtenido numéricamente Los au-

tores [3] resolvieron numéricamente la ecuación (3.4), con condicion inicial (4.1), las

mismas constantes del análisis anterior y con las funciones (4.2) y (4.3) por medio de

la rutina D03PCF de NAG. Para este análisis consideraron los mismos valores para s,

(1, 1. 404, 1. 6), y reportaron [3] que se obteńıan resultados muy cercanos a los corres-

pondientes para la solución análitica del estado estacionario (3.13). Con la finalidad de
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Figura 4.6. Perfil de la solución del estado estacionario (3.13) de

las células endoteliales para s = 1. 396, 1. 4011, 1. 405 con los valores

umbrales para el tumor chico y tumor grande, es a partir de estos

valores que se presenta o no vascularización respectivamente.

reproducir esos resultados, nosotros utilizamos la rutina pdepe de MATLAB en la cual, la

discretización espacial está basada en el mismo algoritmo que usa D03PCF (Método No-

lineal de Galerkin/Petrov-Galerkin por pedazos), para más información véase [67] y [34]

pero no obtuvimos los mismos resultados cuantitativos del estudio análitico del estado

estacionario, sólo pudimos reproducirlos cualitativamente; las razones de esto todav́ıa

las desconocemos pero creemos que es debido a un reescalamiento numérico.

Para este análisis, tomamos los mismos valores para s que en [3], sin embargo para

los valores de 1 y 1. 404 las células endoteliales permanecen x = 0, esto nos indica que

estos valores pertenecen a tumores por arriba del umbral, es decir, a tumores grandes.

Al variar s, encontramos que los valores para los cuales se reprodućıa la presencia de un

tumor chico, mediano y grande son para s = 0. 7, 0. 770, 0. 82 respectivamente; también

se encontró que al correr el tiempo a 1000, las células endoteliales llegaban a un estado

estacionario el cual se muestra en la figura 4.7.

Aunque no son los mismos que en el análisis de la subsección anterior, se forman in-

tervalos bien definidos: si s < 0. 7 el tumor primario es muy pequeño para poder inhibir la

vascularización y si s > 0. 82 el tumor sobrepasa el umbral inhibiendo la vascularización.
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Figura 4.7. Perfil de la solución numérica de la ecuación para las

células endoteliales (3.4) para s = 0. 7, 0. 770, 0. 82 con las funciones

aproximadas al estado estacionario del TAF y la angiostatina, corrien-

do el tiempo en t = 1000.

Por último para valores dentro del intervalo [0. 7, 0. 82] ocurre una vascularización débil

del tumor secundario.

Con esta misma rutina se estudió la solución numérica de (3.4) con las funciones

exactas para los estados estacionarios del TAF y la angiostatina. Se encontró que al

correrlo para t = 1000, el tiempo de ejecución comparado se triplicó con respecto al

análisis con las funciones aproximadas, además se tuvo que disminuir el número de

puntos para el eje de las x porque de lo contrario tardaba demasiado en resolverla. Las

gráficas obtenidas son similares a la figura 4.7 y ya que gráficamente son muy poco

estéticas (debido a la malla en x) para presentarlas en este trabajo, referimos al lector

al código para este caso que se encuentra en el apéndice B.

Adicionalmente se llevaron acabo simulaciones numéricas tomando el sistema de las

tres ecuaciones por medio de la misma rutina pero por medio de matrices (para consultar

el código, véase el apéndice B) para las ecuaciones, condiciones de frontera y condiciones

iniciales respectivas a las tres variables. Dado que en el art́ıculo [3] no se proporcionan

las condiciones iniciales para la angiostatina y el TAF, nosotros tomamos a (4.2) y

(4.3) como sus condiciones iniciales, pues cualitativamente describen el comportamiento
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inicial de cada uno de los qúımicos, se pueden variar también los valores de �1 y �2 para

describir con más precisión su estado inicial, pero para t >> 0 se reproducen los mismos

resultados.

Exitosamente se llegó a las mismas observaciones, los valores umbrales que se en-

contraron fueron: s = 0. 4 y s = 0. 68, es decir, para valores de s < 0. 4 se presenta

vascularización del tumor secundario, para s > 0. 68 se inhibe completamente la an-

giogénesis y para valores de s ∈ [0. 4, 0. 68] se da vascularización débil del tumor se-

cundario. Las gráficas respectivas a este análisis se pueden encontrar en el apéndice C,

(figuras C.1-C.3).

También, se analizó numéricamente el caso en el que las funciones fuente (g(a, n, x)

y f(c, n, x)) de (3.7) y (3.9) son no nulas. Para este análisis tomamos las funciones

propuestas en [3]:

f(c, n, x) = β1nc y g(a, n, x) = β2na. (4.4)

En las simulaciones se obtuvo un comportamiento cualitativo similar al caso anterior con

la excepción de que las células endoteliales llegan a su estado estado estacionario más

lentamente, esto se puede apreciar con más detalle en las figuras C.5 y C.7 del apéndice

(C). Y al calcular por medio de cuadraturas la integral bajo la curva de la angiostatina

y el TAF, se encontró un decremento en su concentración en t = 0 comparada al tiempo

t = 1000, como era de esperarse pues con estas funciones fuente se está suponiendo que

las células endoteliales actúan como atractoras de la angiostatina y del TAF.

Se analizó el caso en que es removido el tumor primario, para esto se tiene que

suponer que no hay flujo de angiostatina en x = 0, es decir, ahora las condiciones de

frontera para la ecuación correspondiente a la angiostatina (3.7) son,

∂a

∂t
= 0 en x = 0, 1. (4.5)

Resolvimos de nuevo el sistema numéricamente (sin añadir los términos (4.4)) con

esta modificación en las condiciones de frontera para la angiostatina pero con las mismas

condiciones iniciales pues se está suponiendo que el tumor es extirpado en t = 0; se toman

las mismas condiciones iniciales y de frontera para el TAF, y las células endoteliales

(4.1) y las mismas constantes (1) que en los casos anteriores. Se encontró que después

de haber extirpado el tumor primario, a pesar de que este fuese un tumor grande,

al transucurrir el tiempo la densidad de células endoteliales se dirige hacia el tumor

secundario (véase figura 4.8) permitiendo su vascularización total tal como se hab́ıa

observado experimentalmente [54, 53]. En la figura C.8 del apéndice C se puede observar

la distribución celular en el tiempo t = 1000.

Finalmente, propusimos un término fuente para las células endoteliales pues, como

vimos en el Caṕıtulo 1, la angiostatina inhibe su proliferación celular; supusimos que el
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Figura 4.8. Grafica de la dinámica de las células endoteliales des-

pués de haber extirpado el tumor primario. En este caso se modifican

las condiciones de frontera para la angiostatina a condiciones de no

flujo en x = 0 para modelar la ausencia del tumor primario.

Figura 4.9. Gráfica de la concentración de la angiostatina al tiempo

t = 0 y al tiempo t = 1 después de haber extirpado el tumor primario.
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término fuente h(n, x, a), se comporta como una función lineal:

h(n, x, a) = −φna con φ = cte.

donde φ es la tasa con la que inhibe la proliferación celular. Se resolvió numéricamente

el sistema de ecuaciones junto con las funciones fuente para la angiostatina y TAF y se

obtuvo que para tiempos grandes las células endoteliales decrećıan consideramente, esto

quiere decir que si la tasa con la que la angiostatina inhibe la proliferación celular es lo

suficientemente grande se inhibe completamente la angiogénesis. Esto se puede ver en

la figura 4.10, ya para tiempos grandes la densidad de células endoteliales decrece hasta

volverse casi nula.

Figura 4.10. Grafica para las células endoteliales con la funciones

fuente para las células, TAF y angiostatina para un tumor pequeño

s = 0. 4

Aśı como esta función fuente se pueden añadir muchas más como por ejemplo, la

interacción entre las células y la matriz extracelular, la acción de la quimioterapia, la

anastomosis entre las puntas de las células, entre otras.

Las simulaciones numéricas anteriores son muy interesantes ya que indican que

el modelo propuesto [3] a pesar de ser sumamente sencillo, describe exitosamente los

aspectos más importantes de la fenomenoloǵıa de la paradoja del tumor primario como

son la inhibición de la vascularización de la metastasis dependiendo del tamaño del tumor

primario, aśı como la importancia de que la angiostatina esté presente en el medio para

detener la angiogénesis del tumor secundario.





CAPÍTULO 5

Estabilidad del estado estacionario de las células

endoteliales

El sistema de escuaciones que se ha estudiado a lo largo de estos últimos dos caṕıtu-

los dado por las ecuaciones (3.4-3.10) es un sistema bien planteado, esto ha sido estudiado

a detalle por Wei y Cui [71] en donde se prueba la existencia y unicidad de las soluciones

globales al sistema.

Otro problema matemático interesante es estudiar la estabilidad de las soluciones

al sistema. Puesto que estamos trabajando con funciones fijas para la angiostatina y

para el TAF (pues estamos suponiendo que se encuentran en su estado estacionario),

sólo se estudiará la estabilidad del estado estacionario de la ecuación para las células

endoteliales (3.4) con condiciones de frontera (3.6).

Sean a0 y c0 ∈ C1[0, 1] los estados estacionarios respectivos para la angiostatina y

TAF, con condiciones de frontera,

a0(0) = s y a0x(1) = 0;

c0x(0) = 0 y c0(1) = 1.

El estado estacionario para las células endoteliales n0 (el cual fue obtenido en el caṕıtulo

tres (3.13)) está dado por:

n0 = E2exp

»
χ

D1κ
Ln(1 + κc0(x)) +

α

2D1
a0

2(x)

–

. (5.1)

Supondremos que la solución para la ecuación (3.4) con condiciones de frontera (3.6)

es de la forma n0+n, donde n = n(x, t) es una perturbación de la forma n(x, t) = eλtN(x)

con λ y N ∈ C. Dado que n0 satisface la ecuación (3.4) y las condiciones de frontera

(3.6), n(x, t) satisface:

nt = D1nxx − (w(x)n)x, (5.2)

con

w(x) :=
χ

D1κ
Ln(1 + κc0(x)) +

α

2D1
a02(x),
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y condiciones de frontera de no flujo

nx =
nw(x)

D1
. (5.3)

Definición 1. El estado estacionario de las células endoteliales n0 es estable espec-

tralmente si para perturbaciones de la forma n(x, t) = eλtN(x) con λ ∈ C que satisfacen

las condiciones de frontera (5.3), Re λ ≤ 0.

Lema 1. Si n(x, t) es una perturbación del estado estacionario (5.1) de la forma

n = µu, con µx = hµ, es decir µ = e
ht

y

u = e
λt

U(x)

con λ, U ∈ C, que satisface las condiciones de frontera (5.3) entonces Reλ ≤ 0.

Demostración. Este es un método inderecto de norma pesada propuesto por Sat-

tinger [60] para la estabilidad de ecuaciones parábolicas, pues usando el método directo

no es fácil determinar el signo de λ. Sustituyendo n(x, t) en (5.3) obtenemos

λµ = D1(µU)xx − (wµU)x (5.4)

es decir,

λµU = D1(hxµU + h
2
µU + 2hµU + µUxx)− (wxµU + whµU + wµUx),

multiplicando por µ−1

λU = D1Uxx + (2D1h− w)Ux + (D1hx + D1h
2 − wx − hw)U.

La ecuación anterior define el operador diferencial para U

λU = LU.

Si se escoge h de tal forma que la parte correspondiente a Ux se anule, (pues no sabemos

el signo de este término), es decir, h =
w

2D1
, entonces

λU = D1Uxx −

„
wx

2
+

w2

4D1

«

,

mutliplicando por el conjugado de U e integrando en x ∈ [0, 1],
Z 1

0

λ|U |2dx =

Z 1

0

D1UxxU
∗

dx−

Z 1

0

„
wx

2
+

w2

4D1

«

|U |2.

Tomando la parte real de λ (pues es lo que indica el decaimiento de la perturbación), se

tiene que,

Reλ�U�2
L2[0,1] = Re

"„

−D1

Z 1

0

|Ux|+
w2

4D1
|U |2 − wUUxdx

«

+

„

D1U
∗

Ux −
w|U |2

2

«˛
˛
˛
˛

1

0

#
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= −

Z 1

0

„
√

D1|Ux| −
w|U |

2
√

D1

«2

+Re

„

D1U
∗

Ux −
w|U |2

2

«˛
˛
˛
˛

1

0

.

Pero n = µU(x), entonces U =
n

µ
y Ux =

1

µ

“
nx −

wn

2D

”
; por lo tanto para los

términos de frontera se tiene que,

Re

„

D1U
∗

Ux −
w|U |2

2

«˛
˛
˛
˛

1

0

=
D1n

µ2

„

nx −
wn

2D1

«

−
wn2

2µ2

˛
˛
˛
˛

1

0

=
D1nnx

µ2
−

wn2

µ2

˛
˛
˛
˛

1

0

= 0

por lo tanto,

Re

„

D1U
∗

Ux −
w|U |2

2

«˛
˛
˛
˛

1

0

= 0.

Esto implica

Reλ�U�2L2 = −

Z 1

0

„
√

D1|Ux| −
w|U |2

2
√

D1

«2

≤ 0.

Dado que �U�2L2 tiene signo definido (positivo), se puede concluir que Reλ ≤ 0. De esta

última ecuación también se obtiene que λ ∈ R, que era de esperarse pues (5.2) es una

perturbación del laplaciano.

Si se toma el valor de λ = 0 en (5.4), se obtiene

0 = D1(µU)xx − (wµU)x,

pero n = µU , entonces,

0 = D1(n)xx − (wn)x,

que es la ecuación para el estado estacionario de (5.2) cuya solución es n0. Por lo tanto,

notamos que, la función propia asociada al valor propio λ = 0 es la función propia

asociada al estado estacionario n0 de (5.2). �

Lema 2. El espacio de funciones propias asociadas al valor propio λ = 0 es unidi-

mensional, a saber la función propia asociada al estado estacionario n0 de la ecuación

(5.2).

Demostración. Sean u0 y u funciones caracteŕısticas distintas asociadas al valor

λ = 0, con u0 = µ−1n0 y u = µ−1n. Partiendo de la ecuación (5.4) para u0 u u (u0 ∈ R

y u ∈ C), se obtiene,

0 = D1u0xx −R(x)u0,

0 = D1uxx −R(x)u,

con

R(x) :=

„
wx

2
+

w2

4D1

«

,
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esto implica que
u0xx

u0
=

R(x)

D1
.

Sustituyendo en la ecuación para u obtenemos

0 = uxx −
u0xx

u0
u.

Multiplicando la ecuación anterior por el conjugado de u, e integrando en x ∈ [0, 1]:

0 =

Z 1

0

uxxu
∗

dx−

Z 1

0

u0xx

u0
|u|2dx

= u
∗

ux|
1
0−

„
|u|2

u0
u0x

«˛
˛
˛
˛

1

0

−

Z 1

0

|ux|
2
dx+

Z 1

0

u0x

u0
∂x|u|

2
dx+

Z 1

0

u0x|u|
2
∂x

„
1

u0

«

dx. (5.5)

Las condiciones de frontera (5.3) para u0 y u son:
„

D1
u0x

u0
−

w

2

«

= 0,

y “
D1

ux

u
−

w

2

”
= 0,

entonces,

u0x =
w

2D1
u0 y ux =

w

2D1
u.

Aplicando las condiciones de frontera a los términos de frontera en (5.5),
„

u
∗

ux −

„
|u|2

u0
u0x

««˛
˛
˛
˛

1

0

=

„

|u|2
w

2D1
−

w

2D1
|u|2

«˛
˛
˛
˛

1

0

= 0.

Por lo tanto la ecuación (5.5) se reduce a

0 =

Z 1

0

„

−|ux|
2 +

u0x

u0
∂x|u|

2
dx + u0x|u|

2
∂x

„
1

u0

««

dx

= −

Z 1

0

u0

˛
˛
˛
˛∂x

„
u

u0

«˛
˛
˛
˛

2

dx,

esto implica que el integrando es igual a cero, es decir,

∂x

„
u

u0

«

= 0

entonces

u = �u0 con � = cte.

Por lo tanto la función propia u0 asociada al valor propio λ = 0 es única y de existir

otra, seŕıa un múltiplo de u0.

De aqúı se puede concluir que λ = 0 ó λ < 0; si λ = 0, la función propia asociada

a λ es la misma función propia asociada al estado estacionario n0 y si λ< 0, eλt −→ 0,

que implica estabilidad espectral para el estado estacionario (5.1) de la ecuación (3.4)

con condiciones de frontera (3.6). �
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Corolario 1. El estado estacionario n0, solución de la ecuación (3.4) con condi-

ciones iniciales (3.6), y a0 y c0 ∈ C1[0, 1] es estable espectralmente.





Conclusión

Con el fin de entender los aspectos biológicos del cáncer en los que está basado el

modelo propuesto para la inhibición de la angiogénesis en un tumor secundario, se dio

una introducción general a este proceso a lo largo del primer caṕıtulo. Cabe destacar

que, a nivel molecular, la angiogénesis es un fenómeno mucho más complicado pues

participan un sinnúmero de señales qúımicas. Asimismo, el sistema inmunoloǵıco y todas

las moléculas que éste segrega tienen un papel fundamental en el desarrollo del cáncer ya

que es posible que el mismo sistema inmune favorezca o inhiba el desarrollo de un tumor

canceroso. No obstante el estudio del modelo matemático presentado en este trabajo es

una buena primera aproximación a esta “enfermedad”.

En la actualidad existen una gran variedad de modelos para la angiogénesis de

tumores. La mayoŕıa de ellos utilizan las funciones y ecuaciones que fueron propuestas en

los primeros modelos, como en el de Balding y McElwain, es por eso que el entendimiento

de esos sistemas si bien no es fundamental, ayuda mucho a comprender el porqué del uso

de algunas funciones y ecuaciones, ya que a pesar, de que la mayoŕıa de estas funciones

fueron extráıdas de modelos para bacterias, éstas han funcionado bien en la descripción

del comportamiento de las células endoteliales. Otro aspecto que cabe señalar es que

algunos de los valores numéricos utilizados en esos primeros trabajos aún son utilizados

en las simulaciones que se llevan a cabo hoy en d́ıa de los nuevos modelos en angiogénesis

por falta de evidencia experimental.

Los trabajos previos al sistema estudiado en esta tesis, hab́ıan sido propuestos para

describir la angiogénesis en tumores primarios y no en secundarios; también, es el primero

en el que se incluye un término antiangiogénico, ya que aunque se hab́ıan usado términos

para la haptotaxis, éstos no teńıan un comportamiento difusivo como el de la angiostati-

na. Debido a la incorporación de un término antiangiogénico a las ecuaciones, este modelo

podŕıa ser también un primer acercamiento matemático a la terapia antiangiogénica pues

se puede suponer que la angiostatina en lugar de ser segregada por el tumor primario es

administrada sistémicamente.

Se observó que los resultados de las simulaciones numéricas se aproximan a la eviden-

cia experimental de Folkman de la paradoja del tumor primario [54, 53]. Los resultados

de la simulación numérica del estado estacionario concuerdan con lo obtenido al resolver
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numéricamente para tiempos grandes la ecuación de las células endoteliales (3.4) con

su respectiva condición inicial y condiciones de frontera. En ambos casos se encuentra

que al variar el tamaño del tumor s se obtienen dinámicas diferentes para las células. Se

encontraron valores umbrales para los valores de s, los cuales delimitan intervalos que

corresponden a la presencia en el organismo de un tumor primario grande, mediano o

pequeño. Para un tumor primario grande se encontró que se inhibe la vascularización del

tumor secundario por completo; para uno mediano se da vascularización débil; y para

uno chico se produce vascularización total del tumor secundario.

Al resolver el sistema completo numéricamente se obtuvieron los mismos resultados

que en [3]: se encontró una dinámica cualitativa similar a la encontrada en los casos an-

teriores; se observó que la distribución de las células endoteliales cambia para diferentes

valores de s llegando a su estado estacionario tanto la angiostatina y el TAF como las

células endoteliales para t = 1000. La incorporación al sistema de los términos fuente

para la angiostatina y el TAF permite observar, que las células endoteliales tardan más en

llegar a su estado estacionario a diferencia del sistema sin los términos fuente. También se

observó que al cambiar las condiciones de frontera para la angiostatina para modelar la

extirpación del tumor primario, las células endoteliales se mueven hacia x = 1 en donde

se encuentra el tumor secundario vascularizándolo completamente; esto era de esperarse

por la condición de no flujo de angiostatina en las fronteras. Aśı como estas modifica-

ciones en las condiciones de frontera y funciones fuente, podŕıan añadirse al sistema de

ecuaciones diversas funciones que describan aspectos biológicos que se pasaron por alto

en este modelo, como por ejemplo, los efectos del TAF y la angiostatina en la prolif-

eración celular, las interacciones de las células endoteliales con la matriz extracelular, la

anastomosis, entre otros.

Por último se demostró anaĺıticamente la estabilidad espectral del estado esta-

cionario de las células endoteliales, esto indica que cualquier perturbación de éste (tal

que satisfaga la ecuación para las células y sus condiciones de frontera), tiende a cero

cuando el tiempo tiende a infinito, obteniendo de nuevo el mismo estado estacionario del

que se partió. Esto es congruente con lo observado numéricamente pues al partir de la

condición inicial dada, para tiempos grandes, las células endoteliales tienden al estado

estacionario anaĺıtico encontrado para cada valor de s.

El futuro del estudio matemático de la angiogénesis es muy prometedor, algunos

investigadores en esta área como M. Chaplain y sus colaboradores han elaborado mo-

delos en los que se adicionan otros factores que intervienen en la angiogénesis tumoral,

asimismo han adaptado esos sistemas a dominios tridimensionales logrando una mejor

descripción del fenómeno. Buscan desarrollar modelos a multiescala, es decir, además de

considerar aspectos a nivel celular, se toma en cuenta los procesos que ocurren a nivel

molecular, incorporando matemáticas continuas (ecuaciones diferenciales) y discretas

(estad́ıstica y probabilidad) en sus ecuaciones. Uno de sus principales intereses es realizar
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colaboraciones con investigadores del área biológica y médica para tener oportunidad de

incorporar estos modelos en el tratamiento del cáncer, ya que son muy pocos los modelos

que han sido probados cĺınicamente.





APÉNDICE A

Deducción de la ecuación para la cinética de

Michaelis-Menten

La gran mayoŕıa de las reacciones bioqúımicas que se llevan a cabo en los organismos

se dan por medio de la acción de protéınas que aceleran la misma reacción llamadas

enzimas, éstas pueden ser también inhibidoras de la reacción. Las enzimas actúan

selectivamente en compuestos conocidos como sustratos [48].

Una de las reacciones más simples fue la propuesta por Michaelis y Menten en 1913.

Esta reacción se produce en un sustrato S al reaccionar con la enzima E dando como

producto el compuesto SE que a su vez es convertido en el producto P más la enzima

E. Esta reacción se traduce en la siguiente ecuación qúımica:

S + E
k1

−−��−−
k
−1

SE
k2

−→ P + E, (A.1)

donde k1, k−1 y k2 son parámetros constantes asociados a las velocidades de cada

reacción. Las flechas � indican que la reacción es reversible y → indica que la reacción

sólo se da en este sentido [48]. La ley de acción de masas establece que la velocidad de

la reacción es proporcional al producto de la concentración de los reactivos. Las

concentraciones de los reactivos se escriben

s = [S], e = [E], c = [SE], p = [P ].

donde [·] denota concentración [48]. Aplicando la ley de masas a (A.1) en cada reactivo

de obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales (si la reacción se da desde del

reactivo tiene signo negativo y, si es en dirección hacia el reactivo tiene signo positivo):

ds

dt
= −k1se + k

−1c (A.2)

dc

dt
= k1se− (k2 + k

−1)c (A.3)

de

dt
= −k1se + (k

−1 + k2)c (A.4)

dp

dt
= k2c (A.5)

La primera ecuación se traduce como el cambio en la concentración de [S] es igual a

una pérdida proporcional a la concentración de [S] y [E], más una ganancia
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proporcional a [SE]. Se acompleta el sistema anterior dando condiciones iniciales para

cada una de la variables:

s(0) = s0, e(0) = e0, c(0) = 0, p(0) = 0.

Dado que la última ecuación está desacoplada se puede resolver fácilmente por medio

del método de separación de variables:
Z

dp

dt
=

Z

k2cdt,

entonces,

p = k2

Z
t

0

c(ξ)dξ,

y la solución sólo depende de la función c. En la ecuación para la reacción (A.1), la

enzima E es un catalizador, es decir, sólo facilita la reacción, por lo tanto su

concentración total es igual a la concentración libre más la concentración que se

encuentra combinada es siempre constante. Sumando la ecuación (A.3) y (A.4), que

son las ecuaciones que representan a la enzima E libre y combinada con S, se obtiene,

dc

dt
+

de

dt
= 0,

aplicando las condiciones de frontera respectivas para c y e y resolviendo por

separación de variables,

e(t) + c(t) = e0,

esto implica
de

dt
= −

dc

dt
y e(t) = e0 − c(t).

Sustituyendo lo anterior en las ecuaiones (A.2) y (A.3),

ds

dt
= −k1e0s + (k1s + k

−1)c, (A.6)

dc

dt
= k1e0s− (k

−1 + k2 + k1s)c. (A.7)

Si se supone que la dinámica de c es muy rápida comparada con la de s, se puede

tomar el estado estacionario para c, es decir,

dc

dt
≈ 0,

0 = k1e0s− (k
−1 + k2 + k1s)c,

y de aqúı se puede obtener a c en términos de s,

c =
e0s

k
−1+k2

k1

+ s
,

si se toma km =
k
−1 + k2

k1

,

c =
e0s(t)

s(t) + km

.
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Sustituyendo c en la ecuación (A.2),

ds

dt
= −

Qs

s + km

,

con

Q := −k2e0.

Esta es la ecuación que gobierna la función para la cinética de S de Michaelis-Menten;

cabe señalar que esta ecuación es una aproximación al pseudo-estado estacionario del

sistema de ecuaciones (A.2)-(A.5). Para la deducción de esta función, véase [48].



APÉNDICE B

Código utilizado para el estudio numérico del

sistema

1. Código para las gráficas del estado estacionario n(x)

El siguiente código de MATLAB se utilizó para generar las gráficas del estado estacionario

(3.13) para cada valor del parámetro s y haciendo el reescalamiento necesario para

evitar el desbordamiento de los valores de n(x).

1 function estadoestacionario

2 x=0:0.01:1;

3

4 %Valores para el tumor

5 %Tumor chico

6 s=1;

7 se=1;

8

9 %Tumor mediano

10 s=1.404

11 se =1.4011;

12

13 %Tumor grande

14 s=1.6;

15 se =1.6;

16

17 %Constantes del sistema

18 x0 =0.38;

19 a0=x0;

20 D2=1;

21 ep1 =0.6;

22 ep2 =0.2;

23 %valores de gamma calibrados con 0.6 y 0.2

24 gamma1 =32.3761;

25 gamma2 =5.53;

26 rgamma1=sqrt(gamma1);

27 rgamma2=sqrt(gamma2/D2);
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28 D=0.00035;

29 k=0.1;

30

31 %coeficientes para cada sumando de n(x)

32 coef1=x0/(D*k);

33 coef2=a0/(2*D);

34

35 %Funciones aproximadas (c,a)y exactas (ce ,ae) para el TAF y la

angiostatina

36 c=exp(-((1-x).^2)./ep2);

37 ce=(cosh(rgamma1*x))/cosh(rgamma1);

38 a=(s)*exp(-(x.^2)./ep1);

39 ae=se*(cosh(rgamma2 *(1-x)))/cosh(rgamma2);

40

41 %partes de la ecuacion del estado estacionario de las celulas

42 %endoteliales

43 n1=coef1*log (1+k*c);

44 n2=coef2*a.^2;

45 n1e=coef1*log (1+k*ce);

46 n2e=coef2*ae.^2;

47

48

49 %Para s=1

50 n=exp(n1+n2 -457.8* log (10)); %funcion para las celulas endoteliales

con las funciones aproximadas

51 ne=exp(n1e+n2e -457.5* log (10)); %funcion para las celulas

endoteliales con las funciones exactas

52

53

54 %Para s=1.404

55 n=exp(n1+n2 -467.9* log (10)); %funcion para las celulas endoteliales

con las funciones aproximadas

56 ne=exp(n1e+n2e -465.9* log (10)); %funcion para las celulas

endoteliales con las funciones exactas

57

58

59 %Para 1.6

60 n=exp(n1+n2 -606.39* log (10)); %funcion para las celulas endoteliales

con las funciones aproximadas

61 ne=exp(n1e+n2e -606.6* log (10)); %funcion para las celulas

endoteliales con las funciones exactas

62

63

64 %GRAFICAS
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66 plot(x,n,’--r’, ’LineWidth ’, 1.5) %para las celulas endoteliales

con las funciones aproximadas

67 hold on

68 plot(x,ne , ’LineWidth ’, 1.5) %para las celulas endoteliales con las

funciones exactas

69 xlabel (’x’)

70 ylabel (’celulas endoteliales ’)

71

72 %Calculo del AREA BAJO LA CURVA por medio de cuadraturas de

Simpson para cada valor de s

73 %por medio de la funcion quad:

74 %q = quad(F,a,b), donde F es la funcion por integrar , a el limite

75 %inferior y b el limite superior de la integral. La funcion se

pasa como

76 %una funcion anonima F = @(x)fun;

77

78 %s=1

79 F = @(x)exp(n1+n2 -457.8* log (10));

80 Q = quad(F,0 ,1 ,0.01) %funcion que obtiene el area bajo la curva de

n(x)

81 Fe = @(x)exp(n1e+n2e -457.5* log (10));

82 Qe = quad(Fe ,0 ,1 ,0.01) %funcion que obtiene el area bajo la curva

de ne(x)

83

84 %s=1.404

85 F = @(x)exp(n1+n2 -467.9* log (10));

86 Q = quad(F,0 ,1 ,0.01)

87 Fe = @(x)exp(n1e+n2e -465.9* log (10));

88 Qe = quad(Fe ,0 ,1 ,0.01)

89

90 %para s=1.6

91 F = @(x)exp(n1+n2 -606.39* log (10));

92 Q = quad(F,0 ,1 ,0.1)

93 Fe = @(x)exp(n1e+n2e -606.6* log (10));

94 Qe = quad(Fe ,0 ,1 ,0.1)

2. Rutina pdepe

2.1. Código para la dinámica de n(x, t) con la funciones exactas para la

angiostatina y TAF Para hacer el análisis del estado estacionario por medio de la

ecuación (3.4) junto con su condición iniciales y sus condiciones de frontera se utlizo la

rutina pdepe de MATLAB, esta rutina recibe ecuaciones eĺıpticas y parábolicas de la

forma:
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c(x, t, u,
∂u

∂x
)
∂u

∂t
= x

−m ∂

∂x
(xm

f(x, t, u,
∂u

∂x
)) + s(x, t, u,

∂u

∂x
)

y las funciones de entrada para la rutina son c, f y s. Se reescribieron las ecuaciones

(3.4), (3.3) y (3.9) en esta forma:

∂n

∂t
=

∂

∂x

„

D1

∂n

∂x
−

χ

1 + κc
n

∂c

∂x
− αan

∂a

∂x

«

,

donde c = 1, f = D1

∂n

∂x
−

χ

1 + κc
n

∂c

∂x
− αan

∂a

∂x
y s = 0,

∂a

∂t
=

∂

∂x

„

D2

∂a

∂x

«

− γ2a,

donde c = 1, f = D2

∂a

∂x
y s = −γ2a,

∂c

∂t
=

∂

∂x

„
∂c

∂x

«

− γ1c,

donde c = 1, f =
∂c

∂x
y s = −γ1c.

Análogamente la forma para las condiciones de frontera que admite la rutina es:

p(x, t, u) + q(x, t)f

„

x, t, u,
∂u

∂x

«

= 0

donde los datos de entrada para la rutina son p y q.

Si las condiciones de frontera son en la izquiera, éstas se escriben como,

pl(x, t, u) + ql(x, t)f

„

x, t, u,
∂u

∂x

«

= 0

y si las condiciones de frontera son en la derecha, éstas se escriben como,

pr(x, t, u) + qr(x, t)f

„

x, t, u,
∂u

∂x

«

= 0.

Escribiendo las condiciones para las células endoteliales, angiostatina y TAF en esta

forma se tiene, para la frontera izquierda:

∂n

∂x
= 0,

con pl = 0 y ql = 1,

(a− s) + 0 ·
∂a

∂x
= 0,

donde pl = a− s y ql = 0,
∂c

∂x
= 0,

y pl = 0 y ql = 1. Para la frontera derecha:

∂n

∂x
= 0,

donde pr = 0 y qr = 1,
∂a

∂x
= 0,
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con pr = 0 y qr = 1,

(c− 1) + 0 ·
∂c

∂x

y pr = c− 1 y qr = 0.

El código para obtener la dinámica del sistema de las tres ecuaciones con sus

condiciones iniciales y de frontera respectivas es:

1 clear all;

2 close all;

3

4 %constantes del sistema

5 global xhi1 D1 D2 alpha k ep1 ep2 g1 g2

6

7 D1 = 3.5e-4;

8 D2 = 1;

9 xhi1 =0.38;

10 alpha =0.38;

11 k=0.1;

12 ep1 =0.6;

13 ep2 =0.2;

14 g1 =32.3761;

15 g2 =5.53;

16

17

18

19 xspan = 300; %numero de puntos para x

20 leftBC = 0;

21 rightBC = 1;

22

23

24 maxtime = 1000; %maximo valor para el tiempo

25

26 m = 0;

27 x = linspace(leftBC , rightBC , xspan); %genera la malla en el

espacio

28 t = 0:10: maxtime; %genera la malla en el tiempo

29

30

31

32 opt = odeset(’RelTol ’, 1e-3, ’AbsTol ’, 1e-3);

33 sol = pdepe(m, @cl_pde , @cl_ic , @cl_bc , x, t); %funciones de

entrada para la rutina

34

35 u = sol(:,:,1); %celulas endoteliales

36 p = sol(:,:,2); %TAF

37 a = sol(:,:,3); %angiostatina
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38

39 surf(x,t,u); %genera la superficie de la densidad de las celulas

endoteliales

40 xlabel(’Distance x’);

41 ylabel(’Time t’);

42 title(’celulas endoteliales con s=0.53, t=6000’)

43

44 figure

45 plot(x,u(end ,:)) %grafica en dos dimensiones de las celulas

endoteliales al tiempo maximo

46 xlabel(’x’);

47 ylabel(’celulas endoteliales ’);

48 title(’t=1000 ’)

49

50 figure

51 plot(x,p(end ,:)) %grafica para el TAF al tiempo maximo

52 xlabel(’x’);

53 ylabel(’TAF’);

54 title(’t=1000 ’)

55 figure

56 plot(x,a(end ,:)) %grafica de la angiostatina al tiempo maximo

57 xlabel(’x’);

58 ylabel(’angiostatina ’);

59 title(’t=6000 ’)

1 function[C,F,S] = cl_pde(x,t,U,DuDx)

2

3 %Valores de C,F,S de las ecuaciones

4 global xhi1 D1 D2 alpha k ep1 ep2 g1 g2

5 u = U(1); %celulas endoteliales

6 p = U(2); %TAF

7 a = U(3); %angiostatina

8

9 C = [1; 1; 1];

10

11 F = [ D1*DuDx (1) - (xhi1 /(1+k*p))*u*DuDx (2) - alpha*a*u*DuDx (3)

12 DuDx (2)

13 D2*DuDx (3) ] ;

14

15 s1 = 0;

16 s2 = -g1*p; %en esta linea de codigo se agrega la funcion fuente f

=-( beta1)*n*c

17 s3 = -g2*a; %en esta linea de codigo se agrega la funcion fuente g

=-( beta2)*n*a

18
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19 S = [s1; s2; s3];

1 function[pl ,ql ,pr,qr] = cl_bc(xl,ul ,xr,ur,t)

2 %Valores de pl ,ql ,pr ,qr correspondientes a las condiciones de

frontera de

3 %las ecuaciones

4 se =0.4

5

6 %en x=0

7 pl =[0;0; ul(3)-se];

8 ql = [1; 1; 0];

9

10 %en x=1

11 pr = [0; ur(2) -1; 0];

12 qr = [1; 0; 1];

1 function u0 = cl_ic(x)

2 %condiciones inciales para las celulas endoteliales , TAF y

angiostatina

3

4 se =0.4

5 epsi = 0.005;

6 epsi1 =0.6;

7 epsi2 =0.2;

8

9 u01 = exp(-x.^2/ epsi);

10 u02 = exp(-(1-x).^2/ epsi2); %se toma como condicion inicial a la

funcion aproximada para el TAF

11 u03 = se*exp(-x.^2/ epsi1); %se toma como condicion inicial a la

funcion aproximada para la angiostatina

12

13 u0 = [u01; u02; u03]; %matriz de condiciones iniciales



APÉNDICE C

Gráficas adicionales

1. Gráficas correspondientes al análisis del sistema de ecuaciones

Figura C.1. Gráfica de la dinámica de las células endoteliales para

un tumor primario pequeño (s = 0. 4). En este caso las células en-

doteliales alcanzan el tumor secundario permitiendo su vasculari-

zación.
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Figura C.2. Gráfica de la dinámica de las células endoteliales para

un tumor primario mediano (s = 0. 53). En este caso hay densidad de

células endoteliales tanto en x = 0 como en x = 1 esto indica que hay

vascularización débil del tumor secundario.

Figura C.3. Gráfica de la dinámica de las células endoteliales para

un tumor primario grande (s = 0. 68). En este caso el tumor grande

segrega la cantidad de angiostatina necesaria para inhibir la vasculari-

zación del tumor secundario es por eso que las células endoteliales se

encuentran en x = 0.
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Figura C.4. Gráfica de la dinámica de las células endoteliales para

t = 1, 2, 3 sin términos para la función fuente de la angiostatina y

TAF.

Figura C.5. Gráfica de la dinámica de las células endoteliales para

un tumor primario chico (s = 0. 4) en t = 1000.
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Figura C.6. Gráfica de la dinámica de las células endoteliales para

t = 1, 2, 3 con funciones fuente para la angiostatina y TAF.

Figura C.7. Gráfica de la dinámica de las células endoteliales para

un tumor primario chico (s = 0. 4) en t = 1000 con funciones fuente

para la angiostatina y TAF. Aqúı se puede observar que las células

endoteliales llegan a su estado estacionario más lentamente que en la

figura anterior en la cual no se hab́ıan añadido los términos fuente.
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Figura C.8. Gráfica de las células endoteliales con un tumor pri-

mario grande (s = 0. 7) en t = 1000 después de haber sido extirpado

este mismo.
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Oncoloǵıa Cĺınica, vol. 1, 1998.

[31] J. Gross, R. Azizkhan, C. Biswas, H. D. Bruns, R.R., and J. Folkman, Proc. Natn.

Acad. Sci. U.S.A 78 (1981), p. 1176.

[32] B. H. Hahn and D. T. Valentine, Essential MATLAB for Engineers and Scientists, vol. 2,

Academic Press, 4th ed., 2010.

[33] A. Hertig, Angiogenesis in the early human chorion and in the primary placenta of the

macaque monkey, Contrib. Embryol. 25 (1935), pp. 39–81.

[34] A. Iserles, A first course in the Numerical Analysis of Differential Equations, Cambrige

Univ. Press, 1a ed., 1996.

[35] I. Ishiwata, C. Ishiwata, M. Soma, and H. Ishiwata, Establishment of huoca-ii, a human

ovarian clear cell adenocarcinoma cell line, and its angiogenic activity, J. Natl. Cancer

Inst. 78 (1987), pp. 667–671.

[36] I. Ishiwata, C. Ishiwata, M. Soma, H. Ishiwata, I. Ono, and T.Ñakaguchi, Tumour

angiogenic activity of gynecologic tumour cell lines on the chorioallantoic membrane, Gy-

necol. Oncology 29 (1988), pp. 87–93.

[37] W. Ji, F. Castellino, Y. Chang, M. Deford, H. Gray, X. Villarreal, M. Kondri,

D. Marti, M. Llinas, J. Schaller, R. Kramer, and P. Trail, Characterization of kringle



BIBLIOGRAFÍA 89
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