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Resumen

Un observador adaptable es capaz de estimar el estado dgaimasiy bajo ciertas condiciones,
los pardmetros desconocidos, ya sea de forma conjunta kadaep&n este trabajo se propone la idea
de construir un observador para sistemas que tienen eloestadnedible, parametros constantes
desconocidos y no linealidades multivaluadas, tales canfiiccion de Coulomb. Para conseguir lo
anterior, se hace la suposicion de que el sistema est4, e paetlevado (posiblemente por medio de
transformacion de coordenadas), a una estructura esgaaiabl se ha denominado “Forma de Ob-
servador Disipativo Adaptable” (FODA), y que generalizasestructuras propuestas en la literatura.
Para la FODA se construye un observador denominado “Olmkariisipativo Adaptable” (ODA),
el cual es capaz de estimar la parte no medible del estadsaa e que no se puedan estimar los
parametros, y bajo la condicion de excitacion persistesgtgueden estimar asintéticamente el valor
de los parametros. Una caracteristica de la FODA es quediaae relativo 1 entre la salida medi-
da y los parametros desconocidos. Una segunda propuesiateaen relajar la condicién de grado
relativo 1 a grado relativo 2 en la FODA. Para esta nueva faenaropone un observador, denomi-
nado “Observador Disipativo Adaptable con Algoritmo Supweisting Generalizado” (ASTG), que
puede estimar estados y pardmetros desconocidos. Logdesuke ilustran mediante ejemplos en
simulacién. Es de resaltarse que para sistemas con nadiages multivaluadas existen muy pocos
resultados en la literatura.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion y Antecedentes

Al comenzar a leer un libro sobre observadores como [Besa2f®7], la importancia de
medir sefales inaccesibles (sefiales desconocidas) esteimaise hace evidente, ya sea por el alto
costo de transductores o porque simplemente no hay manseddesu comportamiento. Los obser-
vadores tienen la tarea de estimar las variables o constdeseonocidas propias de la dinamica del
sistema, internas e incluso externas (perturbacionesgtia ge sefiales conocidas o de facil acceso,
con el propésito de conocer caracteristicas poco evideetésestructura o de manipular sefiales de
interés para el disefiador.

Un tipo de observadores que se ha venido estudiando desdédes/Os son los denomina-
dos Observadores Adaptables, este tipo de algoritmo tigmegdsito de determinar univocamente
el comportamiento de las variables de estado y estimar ld@mgdros desconocidos del sistema.
Métodos de disefio de sistemas adaptables con respecto aréoegros se pueden encontrar en
[Narendra y Annaswamy, 1989, Sastry y Bodson, 1989], eginsslson dedicados al estudio de sis-
temas lineales y algunas de sus secciones se enfocan eaf@ dis observadores. Con el tiempo, a
parte del caso lineal, se comenzaron a considerar sisterriagales (suaves), uno de los primeros
resultados en este campo fue publicado en [Bastin y Ged@88], en este trabajo se propone una
forma candnica y se dan condiciones suficientes para laastimdel estado y parametros variantes
en el tiempo. En [Marino y Tomei, 1995] se puede encontramuesa forma canonica a la cual de-
nominanForma de Observador Adaptab{EOA), para la cual se puede disefiar un observador y bajo
ciertas condiciones es posible estimar parametros cdastgue entran en forma lineal en el sis-
tema, también se dan las condiciones necesarias y suficieanta la trasformacién a esta estructura
especial. El sistema general del que se parte tiene la stguierma,

S f(t,X,U)—Fg(t,X,U)e, X(tO) =Xo
y="h(x)

dondex € R" es el vector de estado desconocide RP es el vector de entrada conocidbge R

es el vector parametros desconocidog,ceR™ es el vector de salida medible. Las configuraciones
complejas que aparecen dentro del sistema pueden ser s @dasos llevadas a estructuras espe-
ciales por medio de transformaciones de coordenadas, lla suavez relaja de cierta forma el disefio

(1.1)
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del algoritmo de estimacion. Basado en esta idea, en [BesaB00, Besangon, 2007], se propone
una nueva FOA, para la cual se puede disefiar un observaguablga Dicha forma engloba muchas

estructuras propuestas hasta ese momento. Una FOA exaudidas mismas caracteristicas que la
propuesta por Besancon, fue presentada en [Moreno, 200idedse puede ver la introduccion de

un vector de salida, el cual tiene el proposito de inyectar funcion al sistema de manera que la
dindmica del error pueda ser manipulada (ver seccion 2dlrpas detalles).

En [Besancon, 2007] también se pueden ver extensiones @enka de estudio considerada
hasta ahora, al introducir transformaciones de estadondepdes de los pardmetros desconocidos,
para este tipo de estructuras se disefian observadorestip@nesimultaneamente las variables de
estado y parametros. Por Ultimo en trabajos recientes gserbdtcido la estimacion de parametros
desconocidos, pero que entran en forma no lineal al sistéarad et al., 2009, Grip et al., 2010].
Cabe resaltar que en ninguno de los casos anteriores sele@amsno linealidades fuertes, es de-
cir, no linealidades discontinuas o multivaluadas en leuettra del sistema, las cuales son de gran
importancia en las aplicaciones, por ejemplo considera®b cle sistemas mecdanicos con friccion
estatica o de Coulomb, o con histéresis, o sistemas hilwmidoamutados.

Existen pocas investigaciones sobre la obtencién de didemes para plantas que incluyan
dentro de su estructura no linealidades multivaluadass éshbajos se inspiran en los algoritmos
por criterio del circulo propuestos en [Arcak y Kokotovi©02]. Para sistemas dinamicos que se
encuentran en la denominada forma de Lur'e (0 que puedetesadbs a ella), se han propuesto
recientemente dos trabajos [Moreno y Osorio, 2006] y [Badgly Heemels, 2009], aunque es im-
portante apuntar que el método propuesto por Moreno peesdguinas ventajas sobre el propuesto
por Brogliato. Sin embargo, en estas publicaciones no ssdema la estimacién de parametros des-
conocidos.

Con la breve revision hecha hasta ahora se puede notar gisef® dle observadores para sis-
temas con no linealidades fuertes y parametros descomspedarentemente, no ha sido considerado
dentro de la literatura.

1.2. Objetivos

Como se refiridé en la seccion anterior, dentro de la revisiehh, no se encontraron publi-
caciones donde se considere la estimacion de los estadosig@mas que contengan dentro de su
estructura no linealidades multivaluadas y parametrosoesidos constantes, de igual manera se
hizo referencia al hecho de que muchas veces es necesacanfigauracion especial del sistema para
poder hacer el disefio de un observador. Retomando estdsioard, dentro de la tesis se supondra
gue la planta en estudio esta o podra ser llevada a una estrespecial, la cual es propuesta dentro
de este trabajo, denominaflarma de Observador Disipativo AdaptalEODA). Como es de es-
perarse la FODA contiene no linealidades multivaluadasrgmpatros constantes desconocidos que
entran en forma lineal al sistema, entonces el propésitisefiar un observador capaz de estimar el
estado y los pardmetros desconocidos.

Al analizar algunas formas propuestas hasta la fecha seemadr que una caracteristica
importante para poder estimar los estados no medibles esl guado relativo entre la salida y los
parametros desconocidos debe ser 1, esto se debe a quedalaede la salida no estan disponibles.
Intuitivamente se piensa que con ayuda de un diferencigdoneden generar estas derivadas. Dentro



del trabajo se propondra una forma donde el grado relatiedg@ser incrementado a 2, por lo tanto
el segundo objetivo sera encontrar un observador para estigwracion tal que se puedan estimar
los estados y parametros inaccesibles. Lo anterior se baraywuda de un diferenciador basado en
el Algoritmo Super-Twisting Generalizado propuesto en [dfm, 2009], la ventaja presentada por
este procedimiento es el analisis de convergencia por naedfanciones de Lyapunov, por lo que

también se propondra una funcién de Lyapunov para el andlésiconvergencia de la dindmica de
error generada por la planta y el observador.

1.3. Formulacion del Problema
Considere el sistema no lineal en el espacio de estados,

x e f(t,x,u)+g(t,x,u)8, X(tg) =Xo
y=h(x)
dondex € R" es el vector de estados,c RP es el vector de entrada8,c RY es el vector de pa-
rametros desconocidog,c R™ es el vector de salidd,(-) se considera una funcion multivaluada
[Yakubovich et al., 2004] y(-) es una funcion continua. El problema general es la estimaizd
vector de estado no medibie a pesar de la presencia de parametros desconoéigofinciones
multivaluadasf.

Partiendo del hecho de no haber encontrado técnicas queatas problema anterior, dentro
de este trabajo se pretende usar dos métodos, hacerlosecoemparios y disefiar un observador para
una forma particular de la estructura general (1.2).

El primer método considera el caso donde (1.2) no contieneidoes multivaluadas, por lo
tanto, f(-) es univaluada, es decir, para cada valor del argumenfo @esta le corresponde un valor
unico [Yakubovich et al., 2004]. Como se mencioné en la $&ceanterior, en [Besancon, 2007] se
pueden revisar dos tendencias para atacar este primer caso,

(1.2)

= Observacion Adaptable del Estadén este caso se obtiene una estimacion del estagia
partir de las sefiales conocidgs), u(t), f, gy h, a pesar de tener el vectérdesconocido en
el sistema.

= Observacién conjunta parametros y esta@mmo su nombre los dice, se estiman ambos el
estadax(t) y 0 a partir dey(t), u(t), f, gy h conocidas.

En la mayoria de los casos estudiados por medio de estasratentias el sistema no es
analizado a partir de su forma original, los observadoresdisefiados a partir de una estructura
especial, denominada “Forma de Observador Adaptabled,fesna es alcanzada mediante el uso
de transformaciones de coordenadas del sistema origasah{s usuales son las transformaciones
filtradas o dinamicas).

En el caso de Observacion Adaptable del Estado, se prop@a&A@ en [Besangon, 2000,
Besancon, 2007], que engloba muchas de las formas estsdinda literatura, dicha estructura esta
dada por

y=a(y{,ut)+B(,Z,ut)8, Xto) =X (1.3)

{=Z(y,{,ut) ,



conye R™ ¢ e R™ ueRP 6 eRI.

La forma de observador adaptable (1.3) permite garantz&stimacion asintotica del es-
tado { y de los pardmetro®, mediante la suposicién de un observador para el subsisfema
y la satisfaccion de la propiedad clasica de excitacionigierde [Narendra y Annaswamy, 1989,
Sastry y Bodson, 1989] para la funcifn-).

La FOA (1.3), inspira una forma mas general presentada engifvdo 2001],

y1 :a(t,y,f,u)—i—r(t,y,f,u)e
¢ =n(tyé,u) (1.4)
Y2 :p(t,y,E,U)

con condiciones inicialeg (0) = yo, £ (0) = &, ydondeé € R"™ ™ y; ¢ R™, y, € R™, m=nm +n,

y" = [y1,y3] es el vector de salidas del sisteme y” y n son continuas. Al igual que para la forma
de Besancon (1.3), se puede disefiar un observador que e mgtimacion del estadoy sil (-) es

de excitacién persistente se pueden obtener los parandesosnocido$, pero a diferencia de (1.3),
(1.4) incluye la salidg, la cual tiene el propésito de agregar cierto grado de hbleen el disefio
del observador (ver Seccion 2.1 para mas detalles). Erdastas formas presentan la posibilidad
de estimar una parte no medible del estado y bajo ciertasciones la obtencién de parametros
desconocidos constantes que entran linealmente al sistedmesto considerando sélo funciones
univaluadas.

El objetivo perseguido requiere una estructura que tergjadeacteristicas presentadas arri-
ba, pero también tiene que lidiar con una clase de funciondtvaluadas. Por lo que se con-
sidera el tipo de sistemas con funciones multivaluadas lparauales se puede disefiar un obser-
vador disipativo. Como se menciond, una tendencia pardvezseste problema fue planteada en
[Moreno y Osorio, 2006], en dicha investigacion se logré&da un observador para sistemas que
tienen la siguiente configuracion,

X=Ax+Gv+ ¢ (t,y,u)

vey(o)
y=Cx (1.5)
o =Hx

dondex € R" es el vector de estado desconocidas RP es una entrada conocida,c R™ es el
vector de salida medido, ¢ € R" es una funcion lineal de los estados, que no tiene que seblaedi
fisicamentap (t,0) es una funcion vectorial multivaluada de dimens&m (t,y,u) es funciéon no
lineal univaluada dependiente ¢ey,u), continua enly,u). Es importante notar que en (1.5) no se
consideran parametros desconocidos.

Las ideas centrales que persigue la investigacion son baogslementarias las formas (1.4)
y (1.5), de manera que se pueda generar una estructura dotelegan estados no medibles, para-
metros desconocidos y funciones multivaluadas (la nuawadse puede revisar en la Seccion 3.1) y
debido a las ventajas que presenta el algoritmo propuegbddaeno y Osorio, 2006] sobre otros del
mismo tipo y lo general de la forma (1.4), construir un obador para esta nueva estructura. En otras
palabras el problema es disefiar un observador para una fauezde observador, la cual contiene
estados no medibles, parAmetros constantes desconodigtsignes multivaluadas.



Observacion 1.1 Se puede notar que en las estructuras (1.3) y (1.4) el grddtve 1 entre la salida
y los parametros desconocidos es indispensable para laasibn de estos Ultimos. Lo anterior no
es indispensable en todas la formas de observador, por éesngel caso de la observacién conjunta
de parametros y estado, el grado relativo es cero, ya quelidssdepende de los pardmetros desco-
nocidos [Besancon, 2007]. En este trabajo se toma la form@) fiorque su complementacion con la
clase de sistemas (1.5) para los cuales se puede desarwilabservador disipativo es inmediata.

A

1.4. Contribuciones
Las aportaciones que se desarrollan dentro del presebtgarde tesis son las siguientes:

= Se presenta una nueva clase sistema, para cual se puedwe disefbservador adaptable. La
novedad es la incorporacion de funciones multivaluadaamnad de parametros constantes des-
conocidos y parte del estado no medible dentro de la nuenatst.

= Al tomar la forma (1.4) como base para la nueva estructurastenta, se hereda la restriccion
de grado relativo 1 entre la salida y los parametros desaro@ara la estimacion de estos
ultimos. Dentro del trabajo se debilitd esta condicion atémentar el grado relativo a 2.

= Se evidencia la importacia de la funciéon de Lyapunov paralgb#¥mo Super-Twisting Ge-
neralizado (ASTG) desarrollada en [Moreno, 2009], ya qua Bace posible complementar

técnicas disipativas y adaptables con modos deslizan®§@\ para asegurar la convergencia
del observador propuesto.

1.5. Organizacioén de la tesis

A continuacion se hace una breve descripcion del conteratprdsente trabajo.

La tesis esta divida en 5 capitulos. En el capitulo 2 se mes® conceptos que se usan
como herramientas para el desarrollo del trabajo; se retamoa tipos observadores adaptables
para sistemas no lineales, especificamente los propuestiiesancon, 2000] y [Moreno, 2001],
después se repasan algunas propiedades de excitaciostgraesi se abordan los sistemas disi-
pativos con no linealidades fuertes, se estudia el disefmbdervadores disipativos propuesta en
[Moreno y Osorio, 2006] y por ultimo se revisa el algoritmag8u Twisting Generalizado propuesto
en [Moreno, 2009]. En el capitulo 3 se presenta una forma seraddor adaptable, donde parte del
estado es desconocido y hay presencia de funciones mugtiled y parametros desconocidos cons-
tantes, asi mismo se muestra el desarrollo de un observadpbeste tipo de sistemas y para ilustrar
el método se muestra un ejemplo académico. En el capitul® idceementa la condicion de grado
relativo de 1 a 2 de la forma propuesta en el capitulo 3, tamdxépuede revisar la incorporacion
del algoritmo Super-Twisting Generalizado para disefiabsérvador adaptable para la nueva forma
de observador y por Gltimo se muestra un ejemplo académiedugira el caso. En el capitulo 5, se
muestran las conclusiones de la tesis y el trabajo a futuro.






Capitulo 2

Preliminares

2.1. Observador Adaptable

Se retoma el sistema no lineal en el espacio de estados ptoprela formulaciéon del pro-
blema (Seccién 1.3), pero ahora sin funciones multivalugasa hacer una breve exposicion de los
observadores adaptables,

x= f(t,x,u)+g(t,x,u)8, X(tg) =xo
y="h(x)
dondex € R" es el vector de estadas¢c RP es el vector de entrade$ < RY es el vector de parametros
desconocidosy € R™ es el vector de salida. El problema general se centra enitaaeshn de los
estados y la identificacion de los parametros.
Una forma comun de abordar el problema es usar una transfifnmee coordenadas para
obtener un sistema para el cual se pueda disefiar un obserVad@ndo esto en consideracion, se
retomara la forma propuesta en [Besanc¢on, 2000],

(2.1)

y:a(yaZ7U7t)+B(yaZ7U7t)97 X(tO):XO
Z = Z(y,Z7U7t)
cony e RP,. e R",ue R™ 6 € RY La cual engloba muchas de las estructuras propues-
tas en la literatura [Marinoy Tomei, 1995, Choy Rajaman§7,9Canudas de Wit et al., 1999,
Blanke y Loostman, 1999]. Ahora, el sistema debe cumplirrtase caracteristicas, en
[Besancon, 2000] se menciona que (2.2) estd en la forma mal lide observador adaptable
si,

(2.2)

1. yes la salida medida.

2. Existe una funcioN (t,e) propia decreciente positiva definida, tal que para cualgaiedicion
inicial para el sistema (2.2), cualquier entrada admisibialquier salidg, cualquier(, e €
R", y cualquiert > 0, se tiene:

ov ov

E(t’e) + %(Z(y(t)7e+ Z7 U(t),t) - Z(y(t)a Z7 U(t),t)) < _K(e)7 (23)

para alguna positiva definida, donde es el error generado al difereci@ry su estimado.
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3. Para las mismas condiciones enunciadas arriba, x¢p#a- < > como el estado solucion

de (2.2), se tiene:
= [la(y(t),e+,u(t),t) —a(y(t), Z,U(t),t)\l <YaVK(€); Ya>0
IB(y(t),e+Z,u(t),t) — B(y(t),e u(t),)[| < yg\/k(€); yz>0
= [|B(y(t),{(t),u(t), )] <b; b>0

La forma de observador adaptable (2.2) tiene el propositpedaitir el disefio de un obser-
vador que garantice la estimacion del estado. Ademas sisgg@garantizar qug(-) cumpla con la
siguiente definicion,

Definiciéon 2.1 Una sefial% : R™ — R' satisface la propiedad de excitacion persistente si axiste
T, k1, ko > O tal que para todo t> O:

4T

kaly 2/ B0 BT (T)dT > kol 2.4)
t

A

Cuando existe excitacion persistente (refiérase a la se@c®para mas detalles), se puede
garantizar la estimacién asintética de los parameitds anterior queda establecido en la siguiente
proposicién [Besanc¢on, 2000, Besancon, 2007],

Proposicion 2.1 Dado el sistema (2.2), entonces

)7 a(y,{,ut) +By{,V8 —k(J—y); k>0
{=2(y,{.v)
éz—keBT(%Z v)(§-y); ke >0

es un observador adaptable del estado en el sentido de|gtie— y(t)]|, Hf(t) - Z(t)” tienden a

cero cuando t tiende a infinito. Ademas(siiene excitacion persistente f§ es acotada, entonces
|6 — 6] también tiende a cero.

A

Las ganacias de inyeccidg y kg, son los grados de libertad a disefiar. Una desventaja de este

método es que se requiere de una funcion de Lyapunov pararaségestabilidad del err(fr— (.
Esto se puede ver en (2.3), (por otro lado la transformacda pasar de (2.1) a (2.2) se puede revisar
en [Besancon, 2000]).

En [Moreno, 2001] se propone una forma de observador masajene incluye la propuesta
por Besancon,

y1: am(t7y7f7u)+rm(tayaéau)9 (25a)
E = nm(t7y7 Evu) (25b)
y2 - pm(t7y7f7u) (25C)



con condiciones inicialeg (0) = yo, £ (0) = &p, y donde € R"™™ y; e R™, y, € R™ m=ny +mp,
yl = [y{,y}] es el vector de salidas del sistemayy, 'm Y nNm Son continuas. Esta forma se considera
de observador adaptable si cumple con las siguientes comels;

1. Para el subsistema (2.5b) y (2.5c) existe un observadbalyy asintético, es decir, se asume
la existencia de una funcidf(-) continua, tal que para el sistema

§=nm(t,y,3,U) +K(t,y,§,U) (yz—pm(t,y,f,U)),

conge (0) = &, se satisface que

[im
t—oo

é(t>t0>§07u7y) - E(t,tO,EO,U,y)H = 07

global y uniformemente para todgatodoty, todad, toda condicion inicialyo, éo) y todaéo.
Definiendoe = £ — &, se asume que para el sistema

y=om(t,y,&,u)+m(t,y,é,u)b

é:rim(t»y»E»U)

€ =Nm(t,y,€+&,u) — nNm(t,y, &, u)+
K(t,y,e+&,u) (Y2 — pm(t,y, €+ &, U))

cony(0) = yo, £(0) = &, €(0) = &, existe una funciéon continuamente diferenciatie, )
propia, decreciente, positiva definida tal que para tgdg toda 6, toda condicion iniciakp,
todagy y todat > tg se satisface

ov(t,e) odV(te
(gt )+ (;5 )[nm(t7y7£+fvu)_nm(tvyvau)_‘_

K(t,y, e+ &, u)(Y2— pm(t,y, €+ &,u))] < —k(g)

para alguna funcior positiva definida.

2. Se asume que las funciongg y Iy, satisfacen las siguientes desigualdades, parauogd,
€ € R" y cualquiert > 0,

lom(t,y, €+ &,u) — am(t,y.&, )| < 8a\/K(€); & >0
IFm(t,y,+ & 1) = Fm(t,y, €, W) < & Vk(e); o >0
ITmt,y,&,u)]| <4; A>0
En (2.5), se puede ver la introduccién de un vector salidael cual tiene el propdsito de
inyectar una funcion al sistema de manera que la dinamicard®l pueda ser manipulada a través

del observador mostrado en el teorema 2.1. Cuamde 0, es decir no existe una salida desacoplada
de los parametros, se vuelve a la forma (2.2).
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Teorema 2.1 Si el sistema (2.5) satisface las condiciones anteriores2] entonces el siguiente
sistema,

y1 = Om (t,y,f,U> +m (t,y,f,U> 6 —ky(91—y1)
M (6% €,0) + K (13,€,0) (v2 — p(t.yo 6+ &, W)
—kgl T (t,y,f,U) (Y1—y1)

S\
Il

(«n])
Il

dondey; (0) = Yo, 2(0) = éo, 9(0) = éo, ky > 0y kg > 0, es un observador adaptable para el sistema
(2.5). Méas precisamente, para toda condicion inigigl &, 6, del observador, toda condicién inicial
Yo, o de la planta, todo tiempo iniciabt toda entrada ) y todo vector de pardmetros constantes

0, los errores de estimaciofy, (t) — ya(t)|| y Hfl(t) - El(t)H tienden a cero asintéticamente cuando

t tiende a infinito y el error de estimacion de los parémeqfés— 6| permanece acotado.
Si, adicionalmente, la matrizm(t,y, &, u) cumple con la condicion de excitacion persistente, y
su derivada temporal es acotada, entonces se tiene tambigfig |6—6|=0.

2.2. Excitacion Persistente

Frecuentemente se encuentra que para estudiar la estdluibdsistemas adaptables no lineales,
se debe realizar el andlisis de subsistemas lineales cficientes variantes en el tiempo. Algunas
ecuaciones diferenciales representativas de estos hasliagemo sus condiciones de convergencia se
pueden encontrar en [Narendra y Annaswamy, 1989, Sastryglgddo 1989]. En el caso de estudio
presentado en esta tesis es de especial importancia lacifmde excitacion persistente, la cual es
necesaria para asegurar estabilidad uniforme y asintd¢iciertos sistemas lineales.

Una primera ecuacioén diferencial encontrada con frecaedentro del estudio de sistemas
adaptables se presenta a continuacion,

X(t) = —U (DU T (t)x(t) (2.6)
dondeU (t) : R — R™™Mes una funcién continua a tramos y acotada. Si
Q) =U U () (2.7)

entonce(t) es una matriz positiva semidefinida. Derivando temporalenkncandidata a funcién
de Lyapunow = x"x/2 a lo largo de las trayectorias de (2.6) sélo se puede desnagte el punto
x = 0 es uniformemente estable. Con el Teorema 2.2 se dan laEicoes suficientes y necesarias
para que el sistema (2.6) sea uniforme y asintéticamerdblest

Teorema 2.2 Las siguientes condiciones (1)-(4) son equivalentes yuasnda estabilidad uniforme
y asintotica del punto de equilibrio=x 0 de la ecuacion diferencial (2.6)
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1. Existen constantes positivas Tp y €; tal que para todo vector unitario w R",
t+To
/ wu@mU (nwdt > & Vi>t (2.8)
t
2. Existen constantes positivas Ty y & tal que para todo vector unitario w R",
t+To
[ vouT@fdrze vzt (2.9)
t

3. Existen constantes positivas Ty y €3 tal que para todo vector unitario w R",

1 t+To
= [ VT ow|drze vzt (2.10)
To Jt
4. Existen constantes positivas To y &4 tal que
t+To
pY U U(T)UT(T)dT] Se =120 Wit 2.11)
t

dondeA;[A] denota el - simo autovalor de la matriz A.
A

Para la demostracion del Teorema 2.2 se pueden referir arbli@ y Annaswamy, 1989].
Pasemos al segundo caso,

%1(t) = At)x(t) +UT ()x2(t)
Xo(t) = U (t)x(t)

dondex; : [0,00) — R™M x; : [0,00) — R", A(t) y U(t) son matrices de funciones acotadas y
continuas a tramos de dimensiones n y n x m respectivamente, WA(t) + AT (t) es uniforme-
mente negativa definida, es deéitt) +AT(t) < —Q < 0. Como en la primera ecuacion (2.6) la
atencion se centra en analizar las condiciones necesasaficyentes para las cuales el sistema
(2.12) es uniforme y asintéticamente estable. El siguifiserema establece dichas condiciones
[Narendra y Annaswamy, 1989],

(2.12)

Teorema 2.3 El punto x= 0 de la ecuacién (2.12) es uniforme y asintoticamente estiplesolo
si, existen constantes positivag & y & con b € [t,t + To] tal que para cualquier vector unitario

w e R",
1 st
‘ / UT(r)wdr

?0 o
Cuando||U (t)|| es uniformemente acotado, la condicién (2.13) puede sajadal como se
muestra en el siguiente corolario.

> & vt >1o (2.13)

A
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Corolario 2.1 SiU(t) es suavelJ (t) es uniformemente acotada, Y1) satisface la siguiente condi-
cion
1
To
parafy € R,y constantes positivag ¥ &g, y todos los vectores unitarios@R", entonces la solucién
x = 0de la ecuacion (2.12) es uniforme y asintéticamente estable

t+To
/t UT(Mw]|dr > V>t (2.14)

A

En [Narendra y Annaswamy, 1989] se menciona que bajo lagaonds dadas en el Corolario
2.1 pardJ (t) la desigualdad (2.14) es equivalente a la siguiente dddia

t+T0
/ U(muT(n)dr>al  Vi>tg (2.15)
t

para constantes positivas Tp y a. Esta condicién denominadcitacion persistenteimplica que
la integral de la matriz) (t)U T (t) sobre un intervalo finitdp es una matriz positiva definida. Otra
interpretacion implica que la matriz (t)UT(t), la cual tiene rango unidad en cada instante, al ser
integrada sobre un intervalo y cumplir con la condicion dawl#2.15) adquiere rango completo.

Un caso especial de (2.12), donde la ma&ino es variante en el tiempo se muestra en
[Marino y Tomei, 1995], este sistema es de importancia deadr la tesis, ya que para esta forma
se puede garantizar convergencia uniforme y exponenaiab @@ enuncia en el siguiente Lema,

Lema 2.1 [Sastry y Bodson, 1989, Marino y Tomei, 1995] Considerestésia lineal variante en el
tiempo

X = Ax+QT(t)z xeR" (2.16)
z = —AQ(t)Px zeRP (2.17)

en el cual A es una matriz dexnn Hurwitz, P es una matriz den, simétrica y positiva definida
tal que se satisface la igualdad' R+ PA = —Q, con Q simétrica y positiva definida,/y es una
matriz de px p, simétrica y positiva definida. $Q(t)|, ||Q(t)|| son uniformemente acotadasyt)
satisface la condicion de excitacion persistente, ent®(cg) = 0 es un punto de equilibrio global
y exponencialmente estable.

A

Por otro lado para que las condiciones de convergencia @gy%2.12) sean equivalentes,
tiene que ser restringida, esto nos conducira a la revisiopropiedades para la convergencia del
algoritmo propuesta en este trabajo. El primer paso, pgipw [Narendra y Annaswamy, 1989], es
definir una clase de funciones a las cuales perteldece

Definicién 2.2 Sea G un conjunto erf0, ) para el cual existe una@ > 0 tal que para todod t; €
Cs, t1 # to implica |ty —to] > 0. Entonces?)y ., esta definido como la clase de funciones reales
valuadas en0,«) tal que para cada Us ), corresponde algid y Cs tal que
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1. U(t) yU(t) son continuas y acotadas éhw)/Cs y

2. paratodot € Cg, u(t) y u(t) se tienen limites finitos cuandd ty yt | t;
A

Cuando no se pueda asegurar fg) es acotada, se tiene que pedir que la planta sea es-
table. Lo anterior para poder aplicar todos los conceptpticaxios dentro del trabajo. Un vector
u se dice que pertenece #|p,,) Si cada componente de pertenece a¥j.,). Con esta condi-
cion sobreu se pueden usar indistintamente las ecuaciones (2.13) #)(2Jha vez definida la
condicion de excitacion persistente es de importancia @ste trabajo sefialar una propiedad adi-
cional. Para poder citarla a través de un lema es necesadefilsicion del siguiente conjunto
[Narendra y Annaswamy, 1989].

Definicion 2.3 EI conjunto de todas las funciones: R* — R" con ue o, que satisface la
condicion en la desigualdad (2.15) sobre un periog@ara todo t> to es denotado poR 1, ,)-

A

Los subindices, ty, y To en la Definicién 2.3 se refieren a la dimension del espaciggralpo
inicial, y el intervalo sobre el cual la funcidmes persistentemente excitada. En muchos casos el
tiempo inicial puede ser omitido, por lo que el conjunto seati@ra comd, 7,)-

Lema 2.2

1. Siu:R* — R"y cualquier componente détyi tiende a0 cuando t— o, 6 pertenece &%, o
pertenece az’?, entonces ¢ Q1) para cualquier T.

2. Siu € Quyr) U2 RT =Ry lp — 0 cOMO t— oo, entonces H-Uz € Q (g, 1) Para algdn
t; > to. EI mismo resultado se mantiene sie1. 2t 0 .£2.

3. Siu, Uz € Q, 1), €Ntonces L+ EUp € Q1) para algine € R suficientemente pequerio.
A

El Lema 2.2 indica que una sefial de excitacién persistertigle siendo aunque se le sumen
sefiales en algun sentido pequefias.

2.3. Sistemas Disipativos con No linealidades fuertes

En esta seccion se dan algunas definiciones necesariad pa@afi® de observadores disipa-
tivos con funciones multivaludas, las cuales son tomaddkideeno, 2004], [Brogliato et al., 2007]
y [Osorio, 2009], que tienen como referencias importantedbajos como [Willems, 1972a,
Willems, 1972b, Hilly Moylan, 1980]. Los conceptos de diipidad se definen con la ayuda de
una funcionw(u(t),y(t)), denominadalasa de Suministicse asume que esta funcion cumple con
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'ty
/ |w(t)] dt < o para cualquiefts,to) € RT, i.e. w es localmente integrable. Ahora considere el
to

sistema,

| x=f(xu), ueu
Z.{ y = h(x.u), yey (2.18)

dondex = (Xg,...,X) € X C R"y U C R™ son espacios lineales.

Definicion 2.4 El sistema (2.18) es disipativo con respecto a la tasa dersstru w si existe una
funcién V(x) llamada Funcién de Almacenamientptal que para todo(to,t1) € R*, Xo = X(to) ¥
x1 =X(t1) € R", y, u € R, se satisface que

V(x(t) < V(o)) + [ wult),y)dt (2.19)

to
A

La condicién dada en la ecuacion (2.19) es conocida comod@widdad de disipacion y
establece que el incremento de energia (funcion de almadema) durante el intervalo,t;) no es
mas grande que la energia entregada al sistema (por medidat@lde suministro), es decir, puede
haber pedida de energia. Lo anterior puede entenderse ogueo s

t1

V(x(t)) < V(x(to)) + [ w(u(t),y(t))dt

N—— SN—— to
Energla]:_ alrlnacenada Energ|_a_a!rr|1acenadaEnergl»a suministrada
ina inicia

Sien (2.19) se establece una igualdad estricta, entondisesgue el sistema no tiene pérdidas.
El punto de vista disipativo esta basado en un comportamientrada-salida de la planta, lo cual
permite entender su comportamiento. Con base en todo est@natural el estudio de la estabilidad
de la planta con base en la relacidn que establece la disifzati

Antes de abordar la estabilidad de un tipo de sistemas §aei®, es necesario tomar en cuenta
las siguientes definiciones.

Definicion 2.5 [Osorio, 2009] La desigualdad de disipacion definida en 82 guede escribirse tam-
bién como una ecuacion usando una funcion re@(d, u(t)) llamada Tasa de Disipacion. El sis-
tema dinamica® es disipativo si existen una tasa de disipacidm(t),u(t)) no negativa, una tasa
de suministrow(u(t),y(t)) y una funcién de almacenamientd® no negativa, tales que para todo
(to,t1) € RT, x0 =X(to) Yy xa = X(t1) € R", y, u€ R, se cumple que
1
V(x(t1)) =V(x(to)) + . (@(u(t),y(t)) —d(x(t),u(t))dt (2.20)

SiV(x) es diferenciable para todo&R"y ue R™, la igualdad de disipacion es equivalente a

V(x,u) = w(y,u) — d(x,u) (2.21)

Si ademas se define una funcidft) tipo .7 tal que
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V(x,u) < w(y,u) — a(([x]) (2.22)
entonces se dice gueesEstrictamente Disipativo en los Estados (EDE)n respecto a(y, u).

A

Ahora consideremos la propiedad de disipatividad parasiarsi lineal donde la funcién de
almacenamiento puede definirse cuadratica.

Definicién 2.6 [Moreno, 2004, Osorio, 2009] El sistema

5, { X=Ax+Bu, x(0)=xo (2.23)

y=CX
con entradas & R™, salidas ye RP y estados x R", es Estrictamente Disipativo en los Estados
(EDE), o abreviado (Q,S,R)-EDE, con respecto a una tasaidesatacionw(y, u) cuadratica

w(y,u) = MT [s? S} m (2.24)

u u

donde Qe R™™M Se R™Y4 Re R9*9, y Qy R son simétricas, si existe una funcion de almacenamien
to diferenciable y positiva definida(X) = x" Px, y una constanté > 0, de tal manera que a lo largo
de cualquier trayectoria del sistema se satisface

dv(x(t))
dt

< w(y(t),u(t)) — ox" Px (2.25)

0 equivalentemente,

<0 (2.26)

PA+ATP+6P PBl [CTQC C's
B'P 0 sc R

A

Se puede notar que la definicién 2.6 es un caso especial dérida 2.5, esto al comparar
las ecuaciones (2.21) y (2.25).

Definicion 2.7 [Moreno, 2004] Una no linealidad variante en el tiempo sinmwgia  : [0,0) x
RY — RM

y= w(LU)

continua a tramos ent y localmente Lipschitz en u, tal gnie0) = 0, se dice que es disipativa con
respecto a la tasa de suministro (2.24), o abrevia@oS R) — D, si para cada t> 0, y u€ R4

w(y,u) = w(Y(t,u),u) > 0.
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Con los conceptos vistos, podemos revisar una clase denassteo lineales que pueden rep-
resentarse en Ieorma de Lur'e que es aquella en la que un sistema dindmico lineal se enguen
retroalimentado por una funcién no lineal sin memoria, quede o no ser multivaluada. El siguiente
teorema da las condiciones para el caso donde la no lindaglauave,

Lema 2.3 [Moreno, 2004] Considere la interconexion

Ax+Bu, x(0) =X
Cx (227)
u = _L)U(t7y)

Si el sistema linealA, B,C) es(—Ry, S, —Qn) — EDE yy satisfacew(y, u) = w((t,u),u) >
0con(Q,SR) = (Qn, Sy, Rn). Entonces el punto de equilibrio=x 0 de (2.27) es global y exponen-
cialmente estable para cada no linealid&Qy, Sv,Ry) — D

Demostracion:Por hipétesis el sistem@®, B,C) es(—Ry, S\, —Qn) — EDE. TomanddV (x) = x" Px
como una candidata a funcion de Lyapunov para el sistemaercéarado. La derivada en el tiempo
deV (x) alo largo de las soluciones de (2.27Mes: (Ax+Bu)TPx+x" P(Ax+ Bu), o debido a (2.26)
y (2.27)

- T A
- (3 (22 530
- (13 7o

lo Ultimo debido a quey es(Qn, Sy, Ry) —

El lema anterior se puede extender al caso donde la funcidmeal es discontinua, nor-
malmente este caso cambia su nombre al de inclusién difatenecuacion diferencial con valores
multiples y se representa con la siguiente nomenclatura,

x e F(xt) (2.28)

donde F(x,t) es un conjunto no vacio dependiente xdg t en el espacio n-dimensional. La
funcion F(x,t) se denominguncion multivaluada para enfatizar que sus valores son conjuntos
[Yakubovich et al., 2004]. Es importante notar que se pustibéecer una relacion entre una funcion
multivaluada (2.28) y una funcién discontinua (2.29), ya @sto permitira el analisis de funciones
tales como el signo (ver ecuacion (2.31)).

x= f(x1t) (2.29)

En este trabajo se utiliza la aproximacion debida a Filipfilippov, 1988], que consiste
en modificar la funcién discontinuh mediante un procedimiento que no afecta sus propiedades y
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permite que en los puntos de discontinuidad la funcién sesepte por medio de un conjunto. Para
hacer lo anterior se toma la definicién de operadgr

Ft,x) =Kef(t,x) £ () () To{f(t,Bsx \N)} (2.30)
0>0u(N)=0
dondecodenota la cerradura convexa de un conjultspn todos los conjuntos de medida cero sobre
los cuales se toma la intersecciom\es la medida de Lebesgue HE. Las soluciones generalizadas
de (2.29) de acuerdo con la nueva relacion (2.30) smuaciones en el sentido de FilippoRara
ilustrar el procedimiento anterior se toma la funcion siga@ual se representa normalmente con una
discontinuidad univaluada en cero,

0 x<0
f(x) = { 1 x>0 (2.31)
esta funcién discontinua se puede ver en la Figura 2.1. [Begpeiconvexificarla se obtieféx),
0 x<0
F(x)=Ksf(x)=<¢ [0,1] x=0 (2.32)
1 x>0

\/-({a,) " F ()

Figura 2.1: Funciones signof (x) funcion discontinua univaluadafy(x) funcion discontinua multivaluada.

En [Osorio, 2009] se menciona que el proceso de convexificaasegura la semicontinuidad
por arriba, lo que a su vez asegura la existencia de solugibaeexistencia, pero no la unicidad, de
soluciones para sistemas como (2.28), puede ser aseguiatiZo€ (x,t) satisface simultdneamente
las siguientes condiciones [Baccioti y Rosier, 2001, @s@009].

Suposicion 2.1F(x,t) es tal que:
1. F(x,t) es un subconjunto dR", no vacio, compacto y convexo para cadalR™ y xe R".

2. F(x,t), como funcion multivaluada de x, es semicontinua por arghea todo t. Una funcion
F(x,t) es semicontinua por arriba en un pur(t®, to) Si para cualquiers > 0 existed (&, %o, to)
tal que el conjunto Fxy,t;) esta contenido en la -vecindad del conjunto §o,ty), dado que
un punto(xy,t;) pertenece a la -vecindad del punt¢xo, to).
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3. F(x,t) es medible en x en el sentido de Lebesgue.

4. F(xt) es localmente acotada.
A

Una vez que se ha definido la existencia de soluciones, s& In@cesarias las definiciones
de estabilidad para inclusiones diferenciales [Brogl@tal., 2007], asi como una herramienta que
muestre la convergencia de estas soluciones, lo cual erc&sbese hace con una forma extendi-
da del Segundo Teorema de Lyapunov, valido para sistemaggugen funciones multivaluadas
[Baccioti y Rosier, 2001, Osorio, 2009].

Definicion 2.8 Se dice que el origen de (2.28) es Uniformemente Estableaigaalac > 0 existe
unad > Otal que para cadad > 0, cadal|xo|| < & y cada solucion ) de (2.28)

Xl <e (2.33)
A

Definicién 2.9 Se dice que el origen de (2.28) es Localmente Atractivo s pada § > 0 existe
d > Otal que para cadaxcon||Xo|| < & y cada solucion ) de (2.28)

Jim [[x(t)| = 0 (2.34)
A

Definicion 2.10 Se dice que el origen de (2.28) es Uniforme y Localmente #toasi existedy > 0
tal que para cadao > 0 existe T= T (o) > O tal que para cadd|x(t)|| < &, cada t > O, y cada
solucion X-) de (2.28)

Ix(t)|| < o paracadat>to+T (2.35)

El origen es Uniforme y Globalmente Atractivo si para cazla- 0 existe T= T (o) > 0 tal
que (2.35) se cumple para cadg«R", cada p > 0, cada t>to+ T, y cada solucion x) de (2.28)

A

Definicién 2.11 Se dice que el origen de (2.28) es Uniforme, Global y As#giente Estable
(UGAE) si es uniformemente estable y uniforme y globalmemnaetivo.

A

Teorema 2.4 Segundo Teorema de Lyapunov: Sea[6,+) x R" = R" un mapa multivaluado,
tal que existen soluciones locales de (2.28). Supongasexisie una funcion de Lyapunov¥/t)
estricta I/ negativa definida) tal que, para unas funciones agyta, y c€ K, y para todo te [0, +0)
toda xe R", todav € F(x,t), se satisface que

a(lix) <V (t,x) <b(|x]) (2.36)
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t1 < th = V(t2,X(t)) — V(t1,X(ty)) < —/ttzc(Hx(T)H) dr (2.37)

1
Para cada para(t;,tz) y cada solucion ) : [t,to] — R" de (2.28). Bajo estas condiciones el

origen de (2.28) es Uniforme, Global y Asintéticamente BistdJGAE).
CuandoV es & para que (2.37) se cumpla es suficiente (aunque no necesaese satisfaga

oV
¢ TV (X)) < —c(|x(T)]]) (2.38)
T
donde(-,-) denota el producto escalar &', y [,V = (g_>\</1’ . g—)\(’n>

A

Puesto que el objetivo es garantizar disipatividad eatect los estados de un sistema lineal
retroalimentado por una funcién multivaluada, y la disipdad siempre va acompafiada de una fun-
cién conocida como tasa de suministro, también se hacearechacer una extension de la definiciéon
de este concepto [Osorio, 2009].

Definicién 2.12 Una no linealidad sin memaria, que puede ser en general valiliada y variante
en el tiempay : [0,00) x RY = R™,

yey(t,u) (2.39)

es disipativa, si para todax 0, toda uc RY% se cumple que:

w(y,u) >0 Vye (t,u)

Si la funcién de suministro es cuadratica, es decir

-3 3

se dice quap es(Q,S R) —D.
A

A través del siguiente Lema se puede garantizar estabikdpdnencial del sistema lineal
retroalimentado por una funcion multivaluada.

Lema 2.4 [Moreno y Osorio, 2006, Osorio, 2009] Considere el sistethd 1) representado como la
interconexiéon de un subsistema lineal, dado por la triple#aB,C), en el lazo directo, y una no
linealidad sin memoria, en general multivaluadagen el lazo de realimentacién

X = Ax+Bu, X(0) =Xo
Q:{ y=Cx (2.41)
ue—y(ty)
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y seay tal que cumple con todas las condiciones establecidas pegaibtencia de soluciones de la
inclusion diferencial.

Si el sistema linealA, B,C) es(—Ry, S, —Qn) — EDE yy satisfacew(y, u) = w((t, u),u) >
0con(Q,SR) = (Qn, Sy, Rn). Entonces el punto de equilibrio=x0 de (2.41) es global y exponen-
cialmente estable.

A

El lema anterior es la base para el disefio de observadoripsatiiss con no linealidades
fuertes.

2.4. Disefio de Observadores Disipativos

Retomando el tipo de sistemas con no linealidades multidalsl para los cuales se puede
disefiar un Observador Disipativo [Moreno y Osorio, 2006ras 2009],

X =Ax+Gv + ¢ (t,y,u)

vey(o)
y=Cx (2.42)
o =Hx

dondex € R" es el estaday € R™ es una entrada conocidagc RP es la salida medida g € R"

es una funcion lineal de los estados, que no tiene que seblmafiit,y, u) es una funcién no lineal
multivaluada d€t,y, u), que se asume localmente Lipschitzgoontinua eruy continua a tramos en

t. (o) es una funcion conocida vectorial multivaluada de dimengique se asume dependiente de
o, es disipativa con respecto a alguna funciéon de suministadrética, es semicontinua por arriba,
medible en el sentido de Lebesgue y localmente acotada,onglrto al que pertenece la salida de
Y es no vacio, compacto y convexo. Se debe notange puede ser una version convexificada de
una funcién discontinua en(ver seccion anterior). El observador propuesto para sstacéura toma

la forma presentada en [Moreno, 2004] y la extendida en [NwogeOsorio, 2006] y [Osorio, 2009],

R=AR+LY—-y)+Guo+ ¢ (t,y,u),  K(0)=%o
Vo €W (G+NY—Y))

dondeL € R™P, y N € R"*P son matrices a disefiarse. Definiendo los errores @fw—x, = y—y
y & £ 6 — 0, la dindmica de error obtenida es

é=(A+LC)e—G(V—Vy)

vey(o)

Vo € Y(6+N(y—Y)) (2.44)
y=Ce

0 =He,
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con e(0) = ey = X — Xo. Notese qued + Ny = HX+ NCe= Hx+ He+ NCe= o + (H + NC)e.
Definiendoz = (H + NC)e= & + N, una funcién de error de estimacién y una nueva no linealidad
¢(z,0), en general multivaluada

9(z,0) = (o)~ Y(o +2) (2.45)
la dinamica de error se puede escribir como,

é=A e+ Gvg, e0) =&
Ve € —9(2,0)

donde AL £ A+LC, y Hy 2 H+NCy ve = Vv — v,. Es importante observar que debido a
(2.45), 0€ ¢(0,0) para todoog, y por ende, e = 0 es un punto de equilibrio de (2.46). En
[Moreno y Osorio, 2006, Osorio, 2009] se menciona que si atg@de equilibrio de (2.46) es uni-
forme, global y exponencialmente estable (UGEE), las ttayims del observador convergen expo-
nencialmente a las trayectorias de la planta (2.42), a piEsgue en ningln momento se exige la
unicidad de solucién. El concepto tradicional de obsehdau nos pide que a partir de la salida
del sistema en estudio se pueda determinar univocameragad&idn inicial del estado. Lo anterior
es de utilidad cuando se puede asegurar unicidad de lastwegs solucion, ya que a partir de la
condicion inicial se puede reconstruir univocamente eldestDado que en presente estudio no se
asegura unicidad de solucién, no se puede asegurar la temoidn univoca del estado por medio
de la condicién inicial, por lo que se hace necesaria otraidi&fn de observabilidad. La siguiente
definicién se toma de [Vargas y Moreno, 2005], la cual es undic@n suficiente para los propdésitos
del presente trabajo,

Definiciéon 2.13 Un sistema

se llama ddrayectoria observablsi a cada trayectoria de salida corresponde unay solo ungetca
toria del estado.

A

La definicion anterior implica que dos trayectorias de lédasgbueden ser iguales sélo si las
trayectorias del estado son iguales. Cuando es posiblatgaraunicidad de soluciones para el sis-
tema en estuido, la Definicion 2.13 es equivalente al casliciomal, ya que ambas garantizan la
obtencidn de la trayectoria del estado a partir de la sefsdiiia.

El disefio de observador disipativo aplicable a sistemasiodimealidades fuertes se enuncia
en el siguiente teorema [Moreno y Osorio, 2006, Osorio, 009

Teorema 2.5 Asimase que la Suposicion 2.1 se cumple para la no lineatida (2.46). Ademagg
es(Q,S R) — D. Si hay matrices L y N tales que el subsistema lineal (2.46)& ST, -Q) — EDE,
es decir, existen una matrizPP' > 0, y une > Otales que
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PAL+AP+eP+HIRHy PG—HJS
G'P—SHy Q
entonces (2.44) es un observador uniforme, global y exmislemente estable (UGEE) de (2.42),
esto es, existen constantes/ > 0 tales que para todo(€) y todo t> 0

<0 (2.47)

le(t)]] < k [|e(0)[| exp(—yt) (2.48)

Demostracién:Con (2.47), la aplicacion del Lemma 2.4 lleva inmediatame < —eV(e) yya

queV (e) = €' Pe, (2.48) se obtiene con= /20, yy=5. u

2.5. Algoritmo Super-Twisting Generalizado

En este apartado se estudiaran algunos de los concept@stogan [Moreno, 2009]. En dicho
articulo se introduce una forma generalizada del AlgoriBaper-Twisting (AST), que incluye una
version lineal del AST, el AST estandar y un AST con términescdrreccion lineal extra, este
nuevo algoritmo se basa en el presentado en [Moreno y O2008). EI AST generalizado (ASTG),
cuando no hay perturbaciones presentes, esta descrita gigulente ecuacion

X1 = —Ki@r(X1) + %2
X2 = —Ko@p(X1),

dondex;, i = 1,2 son variables de estado escalakespn ganancias positivas a ser disefiadas, y

(2.49)

@u(x1) = iy [xa] 2 signo(xy) + poXa, iy, iz > O (2.50)
2
) 2 )
®(X1) = “—21 signo(x) + §H1H2 |x1|1/25|gn(x1) + u22x1 (2.51)

son términos de estabilizacion. Es importante notar quedaug; = 1y 4, = 0 el AST clasico es
recuperado [Levant, 1993]. Sin embargo, el ASTG (2.49)uyeltérminos de estabilizacion lineal,
gue son mas fuertes que los terminos no lineales cuaerdta lejos del origen. También cabe resaltar
gue las soluciones de (2.49) son todas soluciones en dlgeiFilippov [Filippov, 1988].

La siguiente funcién de Lyapunov propuesta para analizabitisiad y convergencia en tiem-
po finito del ASTG, es tomada de [Moreno y Osorio, 2008] y raesen forma cuadratica en
[Moreno, 2009],

V() ="V, (2.52)
donde el vectof T = [@1(x1) X2], conY una matriz positiva definida y simétrica. Lo interesante
de este método es qgirées la solucion de la ecuacion algebraica de Lyapunov (EAL),

ATY4+YA=-Q (2.53)

con una eleccién especial de la ma#izEn la siguiente proposicion, encontrada en [Moreno, 2009]
se pueden revisar las condiciones para llevar a cabo elodésefa funcién de Lyapunov,
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Proposicion 2.2 Considere la matriz
|-k 1
A= [_kz o} (2.54)

donde k > 0, ko, > 0, tal que A es Hurwitz. Para cada matriz © Q" > 0 simétrica y positiva
definida, la ecuacién (2.52) es una funcién de Lyapunov éugiglobal para el AST (2.49), donde
Y=Y" > 0es la tnica solucién positiva definida y simétrica de la EAB%2. Ademas, la derivada

de la funcion de Lyapunov tomada a lo largo de las trayectodal sistema satisface la desigualdad
diferencial,

V < =1 (Q, u)VY2(X) — yo(Q, 1)V (X) (2.55)
donde

Amin{Q}A 1/2{Y}
2Amax{ Y}

Vo (Q, k) 2 Uzgzrx{{%

son escalares dependientes de la seleccion de la matrigQpp.

Vi(Q, 1) =

Demostracién:Seleccionand® = Q' > 0 arbitrariamenteA es Hurwitz (ver (2.54)). El hecho de que
bajo las condiciones anteriores la soluct6de la EAL (2.53) satisface las propiedades establecidas,
puede ser verificado en ([Khalil, 2002]). Considere la fdnaontinua

V(x) =Y
donde
{"=[o(x) X

y Y=YT > 0 es una matriz constante, simétrica y positiva definida,ccona candidata a funcion de
Lyapunov para el ASTG (2.49). Note qiéx) es continua y continuamente diferenciable en todas
partes excepto en el conjun{x; = 0}. Ademas, para&” positiva definida, es una funcién &?
positiva definida y radialmente no acotada. Dado que lasttayias de (2.49) no pueden permanecer
en el conjunto{x; = 0} antes de alcanzar el origewi,puede ser calculado del modo usual, excepto
cuando la trayectoria intercepta el conjuftq = 0}. El conjunto de instantes de tiempo cuando
esto ocurre, antes que el origen sea alcanzado, es de medid&tel origen es alcanzado en algin
tiempoT, entonces la trayectoria permaneceré ahi. Note que se psesleir g (x1) = @ (X1) @1 (x1),

dondeg|(x1) = (HJ‘Z\X R + Hz) Ya que

[ @ (x){— k1(P1(X1)+X2}]
—ko@(x1)
ke 1

— gl |8 o ¢ = diial
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la derivada de la candidata a funcién de Lyapunov es
V(X) =Y +7YE
= Q)T (ATY+HYA)L =~ (x){" QY

dondeQ satisface la EAL (2.53). Retomando la desigualdad paradsroadraticas,

Main{YHIZII3 < 7Y < Amad Y} 1213,

donde

12115 = ¢F+ 35 = G xa) +8 = [xa| + 2kafxa*/? + koG +35

es la norma euclidiana dg y se puede notar que la desigualdad

Vl/Z(X)
‘lez <I¢ll2 < m
se satisface. Esto muestra que
V = ¢ (x)Z"{Q} < —Amin Qe (xa) 1€ I3 (2.56)
/\min
< g ZH2I3 el Qb 2:57)
Ainf QA Y} 1/ Amin{ Q)
<— P YT VHE(X) — p2 A V(%) (2.58)

lo cual muestra qu¥ (x) es una funcién de Lyapunov y las trayectorias convergerearpb finito.g

Observacion 2.1 De (2.55) se puede deducir que ASTG converge en tiempo figjbe yina cota
superior puede ser estimada. Estos dos puntos se muesttarsigniiente Proposicion 2.3.

A

Proposicion 2.3 Suponga queik> 0, ko > 0y > > 0. Entonces la trayectoria del ASTG (2.49) que
comienza enge R? converge al origen en tiempo finito gi = 1, y el algoritmo llega a este punto
a lo mucho en el tiempo,

(2.59)

{ oY (x0) Sl Hz=0
Te:

2 ¥2(Q.p2) ,
Q) (Vl(QJJl)Vl/Z(XO)-i-l) si >0

donde \(x), y1(Q, 1) Y ¥2(Q, 42) son dadas en la Proposicion 2.2. Cuandp= 0 la convergencia
es exponencial.
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Demostracién:Dado que la solucién de la ecuacién diferencial
V=—pvZ gy v(0) =V >0
esta dada por
2
v(t) = (vé/z_ %t) si y=1p=0 (2.60)

0, cuandoy >0, >0

2
_ ex— 2 V(1 _exol 2
v(t) = expg(—at) [vé + " <1 exp( Zt))]
De (2.55) y del principio de comparacion [Khalil, 2002], seede deducir qu¥ (t) < v(t)
cuandoV (xg) < Vp. Por lo tantox(t) converge a cero en tiempo finito (cuandp= 1) y alcanza ese

valor a lo mucho en el tiempo dado en (2.59). Cuapde 0 la convergencia es exponencigl.

Observacion 2.2 Es interesante mencionar que la Seccion Il de [Moreno, 286%ace un analisis

de las perturbaciones que puede soportar el ASTG utilizdadoiones de Lyapunov. Se comprueba

que el ASTG converge en tiempo finito a pesar de cierto tipocedeinbaciones, lo cual se lleva a
cabo solucionando una desigualdad matricial equivalenta Besigualdad Algebraica de Riccati.

Dentro de este trabajo se supondra que al usar el ASTG paresalrtbllo de observadores se hereda

Su robustez.
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Capitulo 3

Observador Disipativo Adaptable (ODA)

Dentro de este capitulo se presentard una nueva forma deati@eadaptable, la cual con-
sidera dentro de su estructura funciones multivaluadasanpetros desconocidos constantes. En la
segunda parte se muestra las condiciones y el teorema gaf@adiun observador para la nueva for-
ma propuesta. Este observador tiene el propésito de edanparte no medible del estado, a pesar
de la presencia de una clase de funciones multivaluadasng$anqcia de parametros desconocidos
constantes, que bajo ciertas condiciones podra estimgraldsnetros desconocidos. Por dltimo se
presenta un ejemplo académico que presenta un motor denterdirecta con friccion viscosa y de
Coulomb, donde se puede ver el potencial del estimador psbpu

3.1. Forma de Observador Disipativo Adaptable (FODA)

En la Seccion 1.3 se hace mencion de la uniéon de dos estrsi@apeciales propuestas en
[Moreno, 2001]y [Moreno, 2006] y la posibilidad de hacedamplementarias. Esto con el propdsito
de tener una estructura de sistema que contenga parte @eitddes de estado no medible, funciones
multivaluadas y parametros desconocidos constantes ¢pem&m forma lineal en la dinamica.

Recordando estas configuraciones propuestas en [Moredib], 20

yi=a(ty&u+r(tyéue
E =n (tayaéau) (31)
Y2 :p(t,y,E,U)

y en [Moreno y Osorio, 2006, Osorio, 2009],

X=Ax+Gv+ ¢ (t,y,u)

vey(o)
Yo — Cx (3.2)
0 = Hx

tenemos que los estados estan dados[}opr 3 ]T y X respectivamente. Ahora supongamos que el
sistema (3.2) se puede complementar usando (3.1), al ppopae el subsistem@(-) sea el sistema
(3.2), es decir, haceéy = x, lo cual nos lleva a la siguiente estructura,

27
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yi=a(tyué)+r(tyud)o
E:AE+GV+¢(t,y,U)

2:¢ vey(t,o) (3.3)
y2=C¢ ,
o=H¢

dondeé € R"™™ es parte del vector de estadmn,c R" es una funcion lineal del estado (no nece-
sariamente medible)y (t,g) es una funcion vectorial multivaluada de dimensspy’ = [yI,yg] es

el vector de salidg; € R™, y, € R™, conm=my + mp. ¢ (t,y,u) es funcién no lineal univaluada
de(t,y,u), continua enly,u). La ecuacion (3.3) se ha denomindgémma de Observador Disipativo
Adaptable(FODA).

Dado quey es una funcién multivaluada se hace uso de la Suposiciérvidtd, en la Sec-
cion 2.3, para garantizar la existencia local de soluciomambién se usara la aproximacion debi-
da a Filippov para establecer la relacion entre una funcighivaluada y una funcion discontinua
[Filippov, 1988] (ver seccion 2.4), de tal manera que las@ohes propuestas sean soluciones gen-
eralizadas en el sentido de Filippov.

Dentro de este trabajo no se estudiara la transformaciépatdenadas que llevan al sistema
a la forma (3.3), se supondra que el sistema multivaluadd @uede ser llevado a la estructura
deseada, motivados por las transformaciones dadas em@es&000], las cuales llevan al sistema
a la forma (3.1) y lo general de la estructura (3.2) propuestfiMoreno, 2004] y generalizada en
[Moreno y Osorio, 2006].

3.2. Disefio Observador Disipativo Adaptable

El disefio del algoritmo propuesto en esta tesis, hace usoolstrvador disipativo
[Moreno y Osorio, 2006, Osorio, 2009] para estimar la padgkestado desconocido, con esto se
puede asegurar convergencia asintética a cero del errdrestaglo y que el error en los parame-
tros sea acotado, pero B{-) en (3.3) cumple con la condicién de excitacion persisteRi#5] y
haciendo uso de las técnicas mostradas en [Moreno, 200pjeske demostrar que tanto el error
en los estados como el error en los parametros convergesrmeify exponencialmente a cero. El
observador adaptable disefiado para (3.3), se puede vetirrue@ion,

91 - _ky(yl—ﬁ)‘i‘a (t’yauag) +r (tayauag) é

Sop \:/ €Y(t,6+N(2—Yy2)) (3.4
Y2 :C§7
G=HE

é = —ngT(t,y,é,U)()A/l—)&)

donde las ganacias de inyeccion de sakga 0, kg > 0, las cuales son escalared, ¥ R"~MxM,
N € R™™, las cuales son matrices, todas constantes, tienen quissiadas.

Definiendo los errores de estimacion cogo= Y1 —y:,es =& —&,8, = ¥Vr—Y2,80 26— 0
yeg = 6—6,su comportamiento dindmico puede ser escrito como
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&, = —kgy, +T (t,y,u,é) e +Aq (t,y,U,é,f) +

Zo:0 44 (t,y,U,f,E> 6 (3.52)
e = kol (ty.u.)e,

€ =ALe —GI

- . gyze:w C((ta;cr) —y(t,0+Ng,) (3.5b)

€ = Hes

donde

Aq (t,y,u,f,f) éa(hy,u,f) —a(tyué)
Ar (t,y,u,f,é) ér(t,y,u,§> ~T(ty,u,§)
AL =A+LC,Hy=H+NC

Utilizando el procedimiento mostrado en [Moreno, 2004} (8eccion 2.4), se nota que+
Ne, =HE+NCeg =HE +Heg +NCe = 0+ (H+NC)e;. Se define= (H + NC)es = e5+ N,
una funcion de estimacion de error, y una nueva no linealitea@mentabe, (t,z) dada por,

%U(tvz) é‘l’(taa)—‘l’(tﬁ‘i'z) (36)

Considerandd y o como variables exdgenas del subsistema (3.8b), la ecug&i)se puede
escribir de forma equivalente como
#(t,2) = U%g(t,z)
g
La ecuacion (3.7), indica que(t,z) (conz como entrada) representa la familia de funciones

multivaluadas generada peg (t,z) a través los diferentes valores de la variablgen general dicha
familia se puede considerar una nueva funcién multivalua@ansiderando lo anterior, la nueva

(3.7)
dinamica de error se puede escribir como

&, = —kygy, +T (t7y7u7é> € +Aq (t,y,Uff) +
Zp: +Ar (t,y,u,f,é)@

(3.8a)
ée _kerT (tayv u, é) qll
éf = ALeE +G3

Zpiq de—x(t,2 (3.8b)
Z= HNeE

Para la convergencia del observador (3.4) una condiciérisiigatlvidad en la no linealidad
(multivaluada)y (t, 0), y algunas restricciones de crecimiento sakgey Ar tienen que ser impues-
tas.
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Al) x(t,2) es(Q,S R)-Disipativa, esto es, existen matrices consta@es R%*5, S€ R, Re
R™ ", conQy Rsimetricas, tal que para cata 0y ze R’

w (9,2 =97Q8+297Sz+72'Rz>0, V9 € x(t,2) . (3.9)

La condicién Al) es la generalizacion de las condicionesadtos [Khalil, 2002] para no
linealidades cuadradas, esto es, cuandos. Asi, por ejemplo, si una no linealidagl esta en el
sector[Ky,Ky], i.e. (y—Kiu)T (Kou—y) > 0, entonces esta €8, S, R)-Disipativa, con(Q,S R) =
(=1, 3(Ki+Ka) , —3 (KTKa+KJKy)).

De (3.6) y (3.7), se deduce que para cada valoodee genera una funcién, la cual puede
ser multivaluada, asi el objetivo buscado con la condici@p &s verificar si la familia de funciones
multivaluadas pertenece a un sector.

Tomando el caso particular de la funcién multivaluada gpeasenta la friccion viscosa y de
Coulomb y usando la nomenclatura de la seccion tengpiiog € Fysigng o) + po, dondeFy, es
la fuerza limite de la friccion de Coulomf, es la constante de la friccién viscos@yepresenta la
velocidad del sistema en turno. Al hacer uso de la ecuaciéi, ¢nemos

#(t,2) = Fy[signd o) —signdz+ o)] — pz. (3.10)

Tomandoo = 0, la no linealidad puede ser restrigida al se¢tap, — | como se aprecia en la
Figura 3.1, por lo que se puede establecer@(e(t,z),z) = —x(t,2z—22 >0, V9 € x(t,2).

#(2)

Figura 3.1: x(t,z) cono =0y el sector donde se encuentra contenida en gris.

Con base en la Figura 3.2, se puede ver quexcgiD el sector de la no linealidad multivaluada
no cambia, por lo que la tasa de suministro se puede establet® se habia hecho anteriormente
w(x(t,2),2) = —x(t,22— 22 >0, VI € x(t,2).



31

#(z) ()

a>0 —| o [—

—2Fn |

Figura 3.2: x(t,z) para diferentes valores de

A2) Las funcionesx y I son continuas, y satisfacen las desigualdades:

|80 (tyu.8)| < oa |- (3.11a)
e vt ) <3 -] et
IF(t,y,&,u)f <A (3.11c)

condy >0, >0yA >0, para todd, todau(-) C %, today, todof y todoé.

Observacion 3.1 La condiciéon anterior debe cumplirse globalmente para gagsegdo mismo con la
region donde el error de estimacién puede converger a caragie lo anterior es dificil de cumplir
en ciertos casos, siempre existe la posibilidad de resiseca una regién del estado.

A

Para la convergencia de los pardmetros se requierd @ueumpla con la condicién de ex-
citacion persistente (2.15). El siguiente teorema provée oondiciones para la convergencia del
Observador Adaptable (3.4).

Teorema 3.1 Suponga que las condiciones Al) y A2) son satisfechas y quekkson elegidas
arbitrariamente mayores a cero. Asuma ademas que existaicesaP= P" >0, Ny L, y un escalar
o > Otal que la siguiente desigualdad

T T _HTaT
PAL+A[P-+ 3P+ HIRHy PG-HIST] _ (3.12)
G"P—SHy Q
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se satisface, y el subsistema lineal (3.8b) es EDE como ssetrawn el Lema 2.4. Entonces el
sistema (3.4) es un observador para (3.3), y los errores timasion||ys (t) — y1(t)|| y Hé(t) —£&(1) H

convergen asintéticamente a cero cuande to, y el error de estimaci()rﬂ O(t)—6(t) H permanece
acotado. Si adicionalmente, la matfiZt,y, £, u) tiene exitacion persistente, de acuerdo con el Lema
2.1, entonces el error de observacion y el error en los patéseeconvergen exponencialmente a
cero.

Demostracién: Considere primero el subsistema (3.8b), con la candidatmedn de Lyapunov
V(&) = e} Pes, dondeP = PT > 0 es una solucion de (3.12) para alglin- 0. Su derivada es

V (&) = e;AlPe; + 97 G Pe; +e; PA e; + €; PGS

[e ]"[ATP+PA. PG &
18 G'P 0 9

Debido a Al)

[:(t’Z) T {ST 2] [ f(t’z) ] >0,Y(t,z0)

y por lo tanto

.
€ HIRHy —HIST 1T e
[ %} [_NSH\I Q § . >0, V(t,zo0)

y debido a (3.12)

IN

v | e ] [AP+PA+HIRH PG—HIS | e
9 G'P—SHy Q 9

T
< —OegPe; = -V (&)
Y asie; converge exponencialmente a cero. Ahora considere paisteha (3.8) la siguiente candi-

data a funcién de Lyapunov

1

1
Ve (8y1,69.65) = ée}leyﬁ%egee +pe] Pe; (3.13)

Diferenciando (3.13) se tiene

. . 1. ; ;

Ve=e,8:1+ k—eegeg + P&} Pe; + pe} Pé;
= —kye)181+ € (-) €0+ €)1 Aa () + €441 () 6
—epl" () g — pde; Pe;
= —ky&j181 + & lq () + ) Ar () 6 — pde; Pe;

2

< —kylleyall®+ lleyall [18a ()1l + lleyall 1Ar ()11 18] — pSAmin(P) |||

y por A2) y (3.11) tenemos
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Ve < —ky lle[*+ (8 + & [|611) leyall | ex]| — BAmin(P) [lez | (3.14)
- ueylu]T[ ky —%@muem] [Heylu]
Ve < — 3.15
el s son oomae | Lo (8.4
V, es negativa semidefinidagies seleccionada tal que
(3a + & [|6])
0 A P) 210

lo cual es siempre posible, dado gies un vector desconocido constante, con una norma ffifjta
Esto implica queley ||, ||ez || v [|es|| son acotadas. Ademas de (3.11) se deduce|gugtambién es
acotada, asi que de (3.14) se deducegje .#>, como se muestra en la parte de abajo, ddhes
la matriz constante de la ecuacion (3.15).

Ve

IN

—Amin(E) (||ey1||2+ HeEHZ) = —Amin(E) ||e)/l||2—)\minHeE H2 (3.17)
< —Amin(E)|l&ya|? (3.18)

Integrando lo anterior

A

t . 1
/Ovedr < —)\min(E)/o e dr (3.19)
t
= Vell) ~Ve(0) < ~Amin(E) | fle | (3.20)
ComoVe(t) es mondtonamente decreciente y acotada por abajo,

= tlln;love(t) = Ve()
existe y es finito. Por lo que se puede deducir lo siguiente,
t 1
| leall A < 5 (Ve(0) ~Ve(e) < 0 321)
Usando el Lema de Barbalat se tiene que_lig|e,, (t)|| = 0.
Ahora, considerando el sisteni® (3.8a) sin “perturbaciones”, i.d\4 (t,y, u,f, E) =0,

Ar (t,y,u,f,f) =0.

&, = kg, +T <t7y7 U,é) €9

€g = —kol'T (t,y, u, é) ey, (3:22)

Para cadz{y, u, f) este es un sistema Lineal Variante en el Tiempo con un pungguiébrio
(ey,,€9) = 0 uniformemente estableomo la funcion de Lyapunow (ey,,ep) = %e}leyl + iegee
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muestra. Ademas, $i (t,y, u,f ) satisface lacondicion de excitacion persisten.15), tomando

en cuenta el Lema 2.1 y la condicion algebraica 2 del Lemaea®, ltimo por el hecho de que
¢ = & + e, el punto de equilibriqey,,eg) = 0 esexponencialmente establél teorema converso
de Lyapunov [Khalil, 2002] asegura que existe una funciérydpunov cuadratica variante en el

tiempo (posiblemente dependiente de las sef(ayﬂs 3)) para el subsistema (3.22),

W (t,e,e0) = (€], €0) M (t) (], €5)"

con una matrid1(t) simétrica, acotada y positiva definida, i.e<@;l <T(t) <cyl, y tal que su
derivada

- T
W(Lq’lvee) = _(e;/rlve-g)g(t) (e;/l'l’e'el') )
con 2 (t) una matriz positiva definida, simétrica, i.e<@sl < 2 (t).

Usando la funcion de Lyapunov generada a través del teorema&Iiso se puede generar una
candidata a funcién de Lyapunov para el sistema (3.8), cohjetivo de comprobar que el punto de
equilibrio (ey1, €9, €z) es global y exponencialmente estable,

Ve (t,61.€9,6:) =W (t,ey1,€9) + pe; Pe; (3.23)

donde p > 0 es una constante a ser seleccionada, y con derivada (Saleestd (t) =

Ba (ty:u.€,8) +2r (tyué £)o)
Ve < (Z)TI‘I (t) <2’:> — pde; Pe;
) ) () (2)- (2 ()

2
(Z) +2¢2 (84 + 0 ||6]]) H <e\e’:>

donde (3.11) fue usadacg y c3 son constante positivas tomadas del teorema converso genhga
[Khalil, 2002]. Eligiendo

S lee | = POAmin(P) [lez]|” .

(30 + 0 [|6]])?
5)\m'|n(P)03

p>

V, se vuelve negativa definida y se puede concluir que el purgquigbrio (e}l, e@,e}) =0esglobal

y exponencialmente estable, siempre y cuaﬁt{tb,y, u,E) cumpla con la condicién de excitacion

persistenteg

El disefio del observador se puede dividir en dos partesepoir disefio del observador disi-
pativo (revisar Seccion 2.3) para el subsisteéfrde la FODA (3.3), gue consiste en identificar las no
linealidades y las matrice3, Sy R que satisfagan la desigualdad (3.9), que en ciertos casedisse
a las condiciones de sector para no linealidades cuadfadsiguiente paso es encontrar matriégs
L y N tales que se satisfaga la desigualdad (3.12), una formdulemswar esta Ultima, es manipular
ciertos elementos de la desigualdad de tal forma que segzbtera LMI (Linear Matrix Inequality)
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en los término®, PLy J. Esto se consigue al fijid, para deshacerse del término cuadratico forma-
do porH{RHy y sustituyendaP por 31, también cabe mencionar que para situaciones especiales se
puede aplicar el teorema del circulo, como se puede revisglreggemplo de este capitulo. El segundo
paso es proponer gananclgs/ kg, ambas se eligen con un valor mayor a cero. En el cakg para
modificar la velocidad de convergencia de los pardmetrasi&gdos, siempre y cuandosea de ex-
citacion persistente. También es importante notar, guelbdapndicion de excitacion persistente para

I", se demostrd la existencia de una funcion de Lyapunov (3cB$a derivada es negativa definida.
Esta funcion de Lyapunov sera de gran utilidad en la propuasttrada en el siguiente capitulo.

3.3. Ejemplo: Motor de cd con friccion

Dentro de este apartado se tomara el modelo de motor dergerdiecta (CD) mostrado en
[Krishnan, 2001], pero en el ejemplo que veremos en estajtrale afiadira friccion de Coulomb, por
lo que se disefiara un ODA. El motor de CD se ha visto desplgzadmotores de corriente alterna
debido al menor costo de estos ultimos. De cualquier formreoedr de CD auln se puede ver en varias
aplicaciones donde se requiere precisién o el espacio esided

El circuito equivalente de una armadura (rotor) de motor Be(@r Figura 3.3), se basa en
el hecho de que ésta tiene una resistefgiauna inductacid_, y una fuerza electromotriz (fem)
inducidae. El motor tiene la tarea de transformar energia eléctricam@cénica con un torqug a
una velocidad rotacional d&,,. La ecuacion que describe la dindmica de la armadura se rawest
continuacion

. diy
v=e+R4a+ Laa (3.24)

dondev es la tension de entrada del motRy, es la resistencia de la armadurges la corriente que
fluye a través del circuito i, es la inductacia de la armadura.

< Q-
L,
R,
\Y%
\
g G b -

Figura 3.3: Circuito equivalente del rotor de un motor de cd
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Por simplicidad la parte mecanica del motor es modelada aommomento de inercid con
una coeficiente de friccién visco& pero en este caso afladiremos a la friccion visocsa, frictgd
Coulomb, es decir, utilizaremos la funcion multivaludidcwm) € Fnsignd wm) + ty o, dondeFy,
es la fuerza limite de la friccion de Coulomluy es la constante de friccién viscosa. La dinamica de
esta parte del motor queda descrita como,

I~ +Buem) =Te=Ti=Ta (3.25)
dondeT, es el par eléctrico]; es el par de carga V, es el par debido a la aceleracién. El modelo
dinamico del motor con carga esta dado por las ecuacior2$) (8(3.25). En este caso se considera
el motor sin carga, esto ds= 0.

Tomando en cuenta el hecho de due- kyia Y € = ki, dondek,, es la constante de la fem
inducida, el modelo en el espacio de estados esta dado por

X1 = —ﬁ—:Xl — L%Xg + Lla
Xg = X3
X3 = 3[koxa —B1(xa)] (3.26)

v =l

dondex; es la corriente de la armadupg, es la posicion angular de la flechawyes la velocidad
angular. Estableciendo una relacién con la nomenclat@dausn la forma de observador (333)=

2
X1, Y2 =X2, & = [ x3]T, 6= [f—: Lﬂ ,V € Y =Fpsignq o) + U0y 0 = x3. EI ODA (3.4) para

el sistema (3.26) esta dado por,

1 =6 — By(keSa + U(t)) — k(%1 — X1)
Ko =Xz +11(% —X2)

e X

R =X1— U +12(%— %) (3.27)
\? S Fmsignc(f(g + N()zz - Xz)) + IJV()23 + N()zz - Xz))
A - T o
0 =—ko[-x1 —%5 V| (Xi—x)
donded = %3, 6 = [B—a 1] considerandd.; ¥ R; desconocidas para el sistema (3.26). El objetivo

es disefiaky, l1, 12 y N de tal forma que (3.27) pueda estimar la velocidad angulasare teneR,
y L4 desconocidas.

El primer paso que se considera para desarrollar el estimesdel disefio del Observador
Disipativo, las matrices necesarias para construirlo, lzase en el sistema descrito por (3.27), se
muestran a continuacion,

A:{O 1} G:[Oﬂ c=1 0 H=[0 1

00

A partir de la no linealidad multivaluada= B1(x3) : R = R y su estimado se debe deducir

una no linealidad incremental como la dada en (3.6), la @déscribe en la ecuacion de error (3.8b).
Usando la nomenclatura de la seccion anterior tenéhos-«(t, z) = Fy[signdz+ o) — signq o) | +
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Wz, a partir de la Figura 3.4 se puede deducir gyeertenece al sectdr o, —i,| 0 equivalentemente
—xE< [HVJOO]'

w=—»z— W72 >0, Vo,zeR, (3.28)
conQ=0,S=-1/2yR= —Ly, lo anterior queda ilustrado en las Figuras 3.1y 3.4,

—(2)

g>0

<0

ZFHL

_2Fm

Figura 3.4: —(z, o) para diferentes valores de

Puesto que el ejemplo sélo tiene el objetivo de ilustar ebditlos siguientes valores tomados
para los parametros son totalmente arbritafas= 1.5,La,=1,ky =1,Fnw=1y u, = 1. Dado que la
no linealidad es un mapeo @&enRR, y el método disipativo utiliza la generalizacion de la doidgh
de sectores [Khalil, 2002] para no linealidades cuadramtasste caso podemos hacer uso del teorema
del circulo [Khalil, 2002]. Para esto se define la funcion msferencia de-3 a z del subsistema
(3.8b), es decir,

s—1; -1 1o s+N-—Ig
1, s ] M ¥ s 1,
El sector de la no linealidad negativa-es € [y, ), entonces para la satisfaccion del teorema
del circulo es necesario selecciomrl, y |, de tal manera que,

G(s) = —Hn(sl-A)'G= [N 1] {

H(S) . G(S) . s+N—1I;
sea Estrictamente Positiva Real (SPR por sus siglas ersjr#lkalil, 2002], esto se logra con las
siguientes desigualdades
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N>, py>l, wN—li>l y p>N

La siguiente parte del disefio es obtener las ganaciakpypky, las cuales deben ser positivas
y suficientemente grandes segln la demostracién vista eedada anterior, por Ultimég se utiliza
para hacer mas rapida la convergencia de los parametroandlontodo lo anterior en cuenta se
proponen los siguientes valores para las ganancias decidpec

ky=10, kg=190 l3=-10, l,=-1 y N=-1

para generar la simulacién cuyos resultados pueden ses @stlas Figuras 3.5, 3.6 y 3.7. Las condi-
ciones iniciales para la planta sgj{0) = 0, x2(0) = 1 y x3(0) = 0.

1.4

-

X2 y X2 estimada

o °
= >
—F===F--=L

X2
————— x2 estinada

| | | | | | | |
0 2 4 6 8 2 14 16 18 20

10 1
Tiempo (seg)

Figura 3.5: Posicion de la flecha de motgs y su estimado”

En la Figura 3.5, se puede ver la convergencia de la posisiimadax; a la posicion reaks,
aungue no tengan la misma condicion inicial. La excitaciémsigtente es dada por una sefial senoidal
de amplitud 1.5y frecuencia dead/seg y la parte chata de la sefial se debe a la friccion viscosa y
de Coulomb presente en el sistema.
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20

0.25

0.2 =

0.15 B
.g 0.1 =
©
E oos =
=
0
(] 0
™
X oo =
S o
(\2}
X -01 B

-0.15 =

X3
-02 . =
————— x3 estimada
! \ ! ! hd
8 2 14 16 18

Tiempo (seg)

Figura 3.6: Velocidad angular de la flecha de moigry su estimadog

En la Figura 3.6, se ve la convergencia de la velocidad edtindaa la velocidad reaks, a
pesar de que el sistema pasa frecuentemente por cero, qoedesse tiene la no linealidad fuerte.

ST
] S
15 T -_
(U 1
° '
g ; -
, -
=1 N A ke A
%) » ! T
[¢)] 1 ll
..(E l"l " !
L '\ .
> 0.5*: \‘ ': . —
('G 1 “ . 1
— y N S/ ]
Q h 2 ) theta 1
1
oy LT theta 2 i
e A l' ————— theta 1 estinada
Neooo s theta 2 estinmada
\l
05 | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (seg)

Figura 3.7: Parametros reales y sus estimados.

En la Figura 3.7 se puede apreciar la convergencia de losnptngs, la cual es

muy rapida

principalmente por la eleccién de la ganarkgala cual tiene un valor de 190.
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Capitulo 4

Observador Disipativo Adaptable con
Algoritmo Super-Twisting Generalizado
(ASTG)

En este capitulo se presenta una nueva forma de observaajuablg, en la cual se debilita
la condiciéon de grado relativo, entre la salida y los paréwsetlesconocidos del sistema, de 1 a
2. Se propone un observador para esta nueva forma, asi censorldiciones para su disefio. El
observador tiene el propoésito de estimar la parte del estadeedible y los parametros desconocidos
del sistema bajo ciertas condiciones. El aumento del grldtivio, lo cual fue posible gracias al uso
del Algoritmo Super-Twisting Generalizado que funge coriferdnciador en este caso. Se incluye
este algoritmo dentro del disefio ya que cuenta con una fudeidyapunov, lo que permite hacer el
analisis de convergencia de una forma clasica.

4.1. Forma de Observador Disipativo Adaptable con ASTG

Note que la forma (3.1) y la FOA (3.3) tienen grado relativonfte los parametros desconoci-
dos 6 y la saliday. Es intuitivamente claro, que si la saliggudiera ser exactamente diferenciada,
tal quey estuviera disponible, la condicion de grado relativo poddr debilitada a un grado relativo
dos. Aunque, no existen los diferenciadores perfectos, @getivo puede cumplirse por medio de
un Algoritmo Super-Twisting Generalizado ASTG propuestdMoreno, 2009] (ver Seccién 2.5).
Consideraremos por lo tanto sistemas en la forma

yi=n
n=atyué,n)+rtyuén)e
. E:AE+GV+¢(t,y,U)
el vew(o) (4.1)
y2:C57
o=H¢

esta es la misma forma (3.3) con grado relativo dos ¢hyrg. Se asume que, la derivada dey, no
es medible. Para (4.1) se asumen que la mismas condiciopegstas sobre (3.3) son satisfechas.

41
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Una desventaja es que la forma (4.1) esta restringida alesasdar, es decir, paya € R.

4.2. Diseino de Observador Disipativo Adaptable con ASTG

Un Observador Adaptable se propone como

y1=—kign (ey,) + s
As =—szpz(ey1)+a(t y.u, &, ns)+r(t y.u, €, ns)
'7 =—kn(no—ns)+0r(t y,u,é, ns)+r(t y.u, &, ns)
ZO: %Z E+L(y2—YZ)+GV+¢(t>y>U) (42)
Ve (G +N(2-Yy2)
92 :C§ 5
6 = HE
é - _kerT (tvyv UaE»ﬁs) (f'D - fIS)
donde
@(ey,) = Haley|?sign(ey,) + ey, p1, 2 > 0 (4.3)
2 _
i) — L sign(e, )+ Spskz e, [V 2sign(a, ) + e, (4.4)

son las funciones de inyeccién de salida del Algoritmo Sipéasting Generalizado (ASTG), intro-
ducido en [Moreno, 2009]; y L2 son constantes positivas fijas. Ademas, las ganancias elecion

de salidak; > 0, ko > 0, k; > 0, kg > 0, las cuales son escalared, ¥ R"™*"™ N e R™™ |as
cuales son matrices, todas constantes, tienen que seadiseiia dinamica de los errores de esti-
macion, incluyende,, = flp — 1, &,, = fls— N, pueden ser escritas como

- éYl = _kl(pl (eY1) +e’75 ’ 4.5a
- { €n, = —ke@2 (8y,) + X2 (1) (4.53)
=, (-:‘\fID = —knino +I (t:ylu,f,ns> e+ f1 (1) (4.5b)
e@ = _ker (t7y7 u7EanS> ef][) + f2 (t)
é,f :ALeg +G3
=p:! 9 e —x(t2) (4.5¢)
Z=Hnes

dondes (t,z) es la no linealidad definida en (3.6),
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Ba (tyué i &on) = a (Lyué hs) - a(tyuén)
Ar (t,y,u,f,ﬁs,f,n> =r (t,y,u,f,ﬁs) - tyué,n)

y hemos usado el hecho de qye— fjs = €, — ;.. Como en la Seccion previa, la condicion disipativa
Al) sobresr serd impuesta. En lugar de A2) las siguientes condiciorta® b crecimiento de las no
linealidadesx y I' seran asumidas:

A3) Las funcionesx y I son continuas, y satisfacen las desigualdades:

‘A“ (t,y,U,é,ﬁs,E,n)“ < ¢ ’3_5“4'50"1 [As—nl| (4.8a)
Jar (tyué nsgon)| < o€ €|+ anliis—nl (4.8b)
‘r<t’y’”’é”7$) ‘ <A (4.8¢)

condy >0, >0yA >0, para todd, todou() C %, todoé, todoé, todon y todon.
El siguiente teorema provee condiciones para la conveiggelet Observador Adaptable (4.2).

Teorema 4.1 Suponga que las condiciones Al) y A3) son satisfechas. Aademaas que existen
matrices P=PT > 0, N y L, y un escalad > 0 tal que la desigualdad matricial (3.12) se satisface,

y la matrizl (t,y, u,f,f;s) tiene excitacion persistente, de acuerdo a la ecuaciorbj2 Entonces

para cada conjunto compacto del vector de parame®gs= {0 € RY| ||8]| < p}, existe un valor de
U tal que el sistema (4.2) es un observador adaptable expalgrara (4.1), tal que los errores de

estimacion|§x (t) —y1 O], 1o ) — 1 )1, [1As®) —n )], Hs ) —&(t) H y el error de estimacion
de los parametrod| (t) — 6 (t)|| converge exponencialmente a cero cuande to. Ademas, los
errores de estimaciofya (t) —ya (t)]| y || As(t) — n (t)|| convergen en tiempo finito a cero.

Demostracion:Note que, cuande,, = 0, los subsistemas (4.5b) (4.5c) corresponden a la dinafaica
error (3.8), que de acuerdo con el Teorema 3.1 tiene un perggulibrio exponencialmente estable,

sil (t,y, ué, f)s) es persistentemente excitada. El teorema converso dengapuovee una funcion
de Lyapunov cuadratica (ver la demostracion del Teorema 3.1

Vo (t, &) = 5 diag{M (t),pP} e

dondee] = (e;D,eg,e}), y p > 0 es una constante. El subsistema (4.5a) es un algoritmawigte
ing. Esto puede ser reescrito en terminos del veftor ( @ (81) , €ns ) como

: (‘Pi(eyl)(—klfpl(eﬂ)+ens)>

<= —ko@ (&y1) + X2 (1)
=@ (e1) F+X(1)
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donde

0
Xt = [ M (es+Da () +Ar ()6

—ki 1 H1
JZ{ = =
{—kz o} B =5 T T

y la relaciong; (ey,) = ¢ (ey,) @1 (8y,) ha sido usada. Se utiliza una funcién de Lyapunov como la
vista en la Seccién 2.5 (e;) = {TYZ, dondeY = YT > 0 es la Gnica solucion positiva definida y
simétrica de la Ecuacion Algebraica de LyapurgV Y+ Y./ = —Q con unaQ = QT > 0 arbritraria,
y eI = (e}l,e;s). Para el sistema (4.5) una funcién candidata de Lyapunoxog®pe como

Vel(t,e1,62) = {TYZ + €] oM (t) €0 + pe] Per

T (]
dondee , = (€],

eg), p > 0 es una constante positivaQy= |, la matriz identidad. Su derivada es
Vo= (8) " (ZTY+Y){+2xT ()Y — €] g2 (t) e+

fT ()M (t)epo +eneM (t) f (t) — pde; Per

<~ (82) [I7]1*+ 2Amax(Y) A|ene || £ 1| 2Amax(Y) (3an + Srn [|6]]) 1217

+ 2Amax(Y) (82 + & E116]) [lee | 121l - cs |ens]

+202 (Ky + 8 + ke + 01 [16]]) (1]l || €nel|

+c2(0aé + 3 |161) ||| e 81l — PSAmin(P) [le¢||?

< { el ] L] { el ]

| e|

donde

9= M2+ 2Amax(Y) (8an +0rp [16]])

_ { 3 —3C2 (8¢ + ¢ [6]]) ]
x  POAmin(P)

V=[n v]
Y1 = —Amax(Y) A —Co(ky + koA + Oan + O [|0]])
Yo = —Amax(Y) (5a£ +0r¢ HBH)

y las desigualdades

I (O < (kg + 8an + kol + 8 [|6]]) llensl + (8a€ + &g [16]]) ||e|

<
< (Ky + Ban + koA + g 1] 1] + (Bag + O [16]]) [le]|
IX (O] < Blleal| + (Ban + g 1611) llensll + (3ag + 3¢ [16]]) |||
< A|len 8]+ (8an + 0y 181N 11| + (3 + e lI6]) HeEH
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han sido usadas, estas pueden ser derivadas de\4e8)negativa definida si

g>0 (4.9a)
1
G—émﬂ>o (4.9b)
La condicién (4.9a) puede ser lograda eligiengo> O suficientemente grande. Para satisfacer la

condicion (4.9b) se requiere g@&> 0. Esto siempre puede ser logrado debido al parametrogipre
como se muestra a continuacion,

G (8ue + e 161)°

>

Se sigue facilmente que (4.9b) también puede ser satisédigiendoy, suficientemente grande. En
general, el requerimiento del valor ge depende de la cota de los parametros desconodiéps
Para mostrar la convergencia en tiempo finito del subsis{dmba) al estado origina} del sistema
(4.2), considere, una vez mas, la funcion de Lyapuhde;) = T YZ (conQ = I). Su derivada es

Vi= g (81) " (/TY+Ye) L +2XT (1) YC
<~ (B =2be1IM) 1211 - k21121

1 U 1/2 H2
<—— = (Z=-2|x(t VAl Vi .
w2 (2~ 2OV 0
Dado qué x» (t)| — O se puede decir que después de un tiempstara acotada, por lo tanto,
1 H
2 (5 —2[x2(1)] HYH) < constante (4.10)
max(Y)

lo que nos llevaria al caso que se muestra en la ProposidoAingue se desconoztigpara calcular
el tiempo de convergencia, se puede decireue) — 0 en tiempo finitom

El primer paso para disefiar el observador, al igual que eitut@@anterior es obtener un es-
timador de estado para el subsisteénde (4.1), lo cual es hecho desde un punto de vista disipativo
propuesto para sistemas con funciones multivaluadas erefido/ Osorio, 2006, Osorio, 2009] (ver
Seccion 2.3 y capitulo anterior). Después se eljgeon un valor mayor a cerd y ko se obtienen
con base en la EAL (2.53), se elige de tal forma que se cumpla (4.9a) para el comg@gctaen-
cionado en el Teorema 4.1 y por Ultirkg se elige con base en la velocidad de convergencia deseada
para los parametros desconocidos. El valor sugerido endivpr2009] pargqu; es 1.

Es importante resaltar la doble estimacion del estpda (4.1), por parte del observador (4.2),
la primera estimaciénjs tiene el propdsito de converger al estado reglla segunda estimacidip
converge al estimadqs, es decir, después de un tiempo finito, el valor exacto dm el sistema
(4.1) esta disponible, asi que desde ese momento el obees@domporta como gj y y; fueran
medibles. Otro punto importante es que el ASTG es robusttraafgunas perturbaciones fuertes
[Moreno, 2009]. Aunque no se ha hecho el analisis aqui, sacdedue el observador adaptable
propuesto hereda tales propiedades de robustez.
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4.3. Ejemplo: Sistema Masa Rotacional y Translacional

En este documento se presentara un ejemplo que combinaassteecanicos translacionales
y rotacionales, el cual se muestra en la figura 4.1. La masaeseite estan conectados a un disco
por medio de un cable fexible. Realmente, el resorte se usarppresentar como se comprime
el cable. La masa M est4 sujeta a una fuerza extefta El objetivo del ejemplo es disefiar un
Observador Disipativo Adaptable con ASTG, para el sistemandsas rotacional y translacional,
considerando medibles la posicién de la masa rotacionangi@cional, friccién viscosa constante
en la masa rotacional y en la masa translacional se condritaian de Coulomb, lo cual representa
una no linealidad fuerte, en este caso el objetivo del obgdenes estimar las velocidades, y algunos
parametros de la masa rotacional.

B1

/

> u(t)

A\e\}

[1' 1

Figura 4.1: Sistema masa translacional y rotacional

Para el modelo de la Figura 4.1 se tontay x como las posiciones medibles de las masas
rotacional y translacional respectivamentes el momento de inercia de la masa con respecto al eje,
d; es la constante de torsion de la flecha de la masa rotacibeskl radio del discal, es la constante
de restitucion del resortey es la velocidad angular de la masa rotacioaegs la aceleracién angular,

v es la velocidad de la masa translacionalgs la aceleracion de la masa translacional. Tomando en
cuenta las variables anteriores se pueden deducir lagstgaiecuaciones

J@+Brw+di 8+ Rb(RE—x) —u(t) =0 (4.11)

d2(R9—x) = Byv+Mv (4.12)

Las ecuaciones (4.11) y (4.12) quedan representadas gueei@sle estados como sigue



a7

X1 = X2

. 1

=7 [—Buxz — dixq + Rebxa — Rédpxy + u(t)]
X3 =X4

. 1

%4 = 1 [Rebx1 — doXs — Bp(Xa)]

donde:
X1 €s la posicion de la masa rotacion@).(
X2 €s la velocidad de la masa rotaciona) (
X3 €s la posicién de la masa translaciondl (
X4 €s la velocidad de la masa translaciongd (
Para la implementacion del Observador Disipativo Adaptael consideraran mediblgsy
X3, €s decir como salidas conocidas. En la forma de Observadgraiivo Adaptable con ASTG el
sistema queda como sigue

Yi=X (4.14a)
¥o=[-X —X U—Rdx +Rdxs]6 (4.14b)
Vo =Xy (4.14¢)
1

Xq = M [Rdel — d2X3 — Bz(X4)] (4.14d)

dondeJ, By y ki se consideran parametros desconocidos, es @eelr[% % %]T y Ba(x4) €5 la

no linealidad generada por la friccion de Coulomb, la cuaeseribe como

B2(x4) € FmsigndXa) + Hy(Xa) (4.15)

donde F,, > 0 es la fuerza limite de la friccién de Coulomk,> 0 es la constante de friccidn viscosa.
El observador propuesto es el siguiente

91— %~k (ey) o
% = —ko@(8,) +[-V1 —%, U—Rdyi+RdXs] (61 6, ?3]
0

%0, = —kn(%0, %) + [V1 —%, U—Rldyi+Re%s] (6 6 6]

V2 =X +116y,

)?4: ﬁ(RdZyl_dZyZ_ O)+|2ey2 (4.16)
U € Fpsignd 6 + Nsg,,) + (6 + Ne,,)

Vi=X

Yo =%

0=X4

B=—k—6[-y1 —%, U—Rldyi+Rab%s| (Ro,—%s,)
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coney, =V1—Y1, &, =Y2— V2.

El primer paso que se considera para desarrollar el estimesdel disefio del Observador
Disipativo, las matrices necesarias para construirlo, lzase en el sistema descrito por (4.16), se
muestran a continuacion

00

M

A partir de la no linealidad multivaluada= By(x4) : R = R y su estimado se debe deducir
una no linealidad incremental como la dada en (3.6), la @idescribe en la ecuacién de error (4.5).
Usando la nomenclatura del ejemplo anterior teneth@s —(t,z,0) = Fy[signq o) — signdz+
0)] — uyz, a partir de una inspeccion se puede probar quedartenece al sectdro, — 1], lo cual
implica una tasa de suministro cuadrética,

A:[O 1} G:[Ol] C=[10 H=[0 1]

w=—-»z—WwZ >0, Vo,zeR, (4.17)

conQ=0,S=-1/2yR= —Ly, lo anterior queda ilustrado en la Figura 3.4.

Para realizar los célculos nimericos se tomaron los sitgsieralores de manera arbitraria,
M=1,k =02,k =03,B,=05,J=1,R=05,F,=0,2y u, = 0,2. Dado que la no linealidad
es un mapeo dR enR, y el método disipativo utiliza la generalizacion de la doitth de sectores
[Khalil, 2002] para no linealidades cuadradas, en estemademos hacer uso del teorema del circulo
[Khalil, 2002]. Para esto se define la funcién de transfeeethe— 3 azdel subsistema (4.5c), es decir

s—I; —1]7'[0] s+N-Iy
G(s) = —Hn(sl-A)!G=[N 1] [ 1 S
(S) N(S L) [ ] |: —|2 S :| |:—l:| Sz—lls—lz

El sector de la no linealidad negativa-es € [y, ), entonces para la satisfaccion del teorema
del circulo es necesario selecciomrl; y |» de tal manera que

H(S) o G(S) o S+N—|1

1+ wG(s) S+ (Uy—l1)s+uN—pls —1o
sea Estrictamente Positiva Real (SPR por sus siglas ersjrglkalil, 2002], esto se logra con las
siguientes desigualdades

N>Iy, py>ly, mN—pli>1l y p>N

La siguiente parte del disefio es obtener las gananciaskpaka, kn, Kg, L2 Y U1, para la
demostracion de convergencia en tiempo finito del algori&8d G se uso el valor dg; = 1 (ver
Seccion 4.2)ky, ko y k, deben ser positivas y suficientemente grandes segun la ttanids vista
en esta seccion, por Ultimky se utiliza para hacer més rapida la convergencia de los p#@sn
tomando todo lo anterior en cuenta se proponen los siggieateres para las ganancias de inyeccion

U =2, k]_:l, k2:2, kn:l, k9:5, |1:—l, lhb=-1 y N=-1

para generar la simulacion cuyos resultados pueden ses @stlas Figuras 4.2, 4.3y 4.4. Las condi-
ciones iniciales para la planta spf{0) = 1, x2(0) = 0, x3(0) = 1 y x4(0) = 0.
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Figura 4.2: Velocidad de la masa rotacional y su estimado.

En la Figura 4.2, se puede ver la estimacion de la velociddd desa rotacional, donde el
sobreimpulso presentado se debe a que la condicién ingial posicion en ambas masas es 1.

0.8

T
X4

A
0.6 f,

————— x4 estimda

0.4

0.2

x4 y x4 estimada

|
<
~

-0.6

08 \ \ L \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35

Tiempo (seg
Figura 4.3: Velocidad de la masa translacionaly su estimadoy.
En la figura 4.3, se puede ver la convergencia de la velocistadada de la masa translacional

X4 al estado originaks, se nota que aunqug adquiere frecuentemente el valor cero, que es donde se
presenta el valor conjunto para la funcién multivaluadageguimiento es muy bueno.



50

25

1.5

{1
n'l
© "l
ho] 7 ARl il i AP -
®© 1 1
A -
g Osll:l Yoy
5 oSk - <
] Lil I S —
\' —
g °h
2 |
> 055 teta 1 = 0.5 7
o
8y teta 2 = 0.2
o i B
- teta 3 =1
156 e teta 1 estinmada B
teta 2 estimda
] teta 3 estimda 7
5 I | | | | | | | |
10 15 2 35 40 45

0 25 30
Tiempo (seg)

Figura 4.4: Parametros reales y sus estimados.
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En la figura 4.4, se muestra la convergencia de los param&atsdo a la necesidad de ex-
citacién persistente, y la presencia de 3 parametros desidms, se utilizaron 2 sefiales senoidales
sumadas de entradgt) = ser{t) + 0,8ser{5t) donde la frecuencia esta e /seg



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo a Futuro

Dentro de la revision hecha en la literatura no se encomrabservadores que estimaran el
estado cuando la planta en estudio contiene no linealidage®s y parametros desconocidos. En
este trabajo se propone una nueva forma de observador bl@amtanominada “Forma de Obser-
vador Disipativo Adaptable” (FODA). La FODA define la estwa que debe tener el sistema para
el cual se quiere disefiar un observador. La estructura pstgpwesta basada en la forma (1.3), que
posteriormente fue extendida a (1.4) y en la clase de sist@aia los cuales se puede disefiar un
observador disipativo con no linealidades multivaluadaS)( La combinacién de las estructuras an-
teriores permite tener un sistema, donde se encuentradenmia de estado no medible, parametros
constantes desconocidos y una clase de no linealidadewatudtlas, para el cual se hizo el disefio
del “Observador Disipativo Adaptable” (ODA). Se dan lasdioiones bajo la cuales el ODA puede
estimar la parte del estado no medible y los pardmetros desiciws. El analisis de convergencia del
error de estimacion se hace por medio de una funcién de Lyapuel Teorema de Barbalat. En la
parte final de esta primera etapa, se plantea un ejemplorazaddonde se puede notar el potencial
de la herramienta propuesta.

En la segunda parte del trabajo se evidencia la necesidaddie iglativo 1 entre la salida y los
pardmetros desconocidos del sistema para los cuales se gisediar un observador. Esta condicion
es relajada a 2 mediante el uso del Algoritmo Super-TwisBegeralizado (ASTG) como diferen-
ciador, este algoritmo presenta la ventaja de tener unadfunie Lyapunov de facil disefio para el
analisis de convergencia. Se toma la forma propuesta eimanar parte de la investigacion (3.3) y se
extiende el grado relativo, entre la salida y los parameatesgonocidos, a 2 (4.1), aunque esto solo
ha sido comprobado para el caso escalar.

Se dan las condiciones para la existencia de un observapar da estimar el estado no me-
dible y los pardmetros desconocidos, a pesar del increndehigrado relativo, aunque por la forma
en la que se hizo la demostracion, la estimacion debe settairaa, es decir, se debe cumplir con
la condicidn de excitacidn persistente para poder estitrestado, la misma que permite la conver-
gencia de los parametros. A pesar de que se utilizé el AlgorBuper-Twisting, fue posible utilizar
una funcién de Lyapunov para demostrar la convergencia dedamnica de error a cero. La funcion
de Lyapunov propuesta, hace uso de los conceptos presemtadbloreno, 2009], y del andlisis de
convergencia para el Observador Disipativo AdaptableliRiono se propone un ejemplo académico
para hacer notar el desarrollo eventual del método propuest

51



52

El trabajo propuesto permite extender la investigacion aras direcciones, pero la primera
sera extender la forma de observador disipativo adaptablg@do relativo 2 al caso multivariable,
una consecuencia natural de esto es extender la estrutbasoalonde hay varios grados relativos.

Es interesante la propuesta de una funcién de Lyapunoefysata prescindir de la utilizacién
del teorema converso de Lyapunov en el andlisis de conwaegdel Observador Disipativo Adap-
table con ASTG, esto permitiria hacer un estudio mas traesfay afadiria robustez al sistema.
También es importante establecer las condiciones paraalascun sistema puede ser transforma-
do a la nueva forma que pueda ser desarrollada durante Eigagon. En resumen se buscaria la
extension de la clase de sistemas con pardmetros desaosiopatte del estado no medible y no
linealidades multivaluadas para los cuales se puede disaf@servador disipativo adaptable.
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