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CAPITULO 1

Introduccion

Un cristal liquido es un material que presenta un tipo intermedio de estado de
agregacion de la materia, que tiene caracteristicas de las fases solida y liquida. Estos
estados también se denominan mesofases y poseen cualidades peculiares, que como
veremos, han constituido toda una revolucién en el mundo tecnolégico, que forman
parte de un area conocida como Materia Condensada Blanda. La Fisica del medio
continuo estd basada principalmente en dos teorfas: (a) La de la elasticidad, que
es la propiedad que tienen los cuerpos de cambiar de forma cuando se ejerce sobre
ellos una fuerza deformadora, y el recuperar su forma original, cuando la fuerza
deformadora deja de actuar, esta teoria se aplica principalmente a los cuerpos solidos.
(b) La hidrodindmica, que estudia a los fluidos (liquidos y gases) en movimiento.

Ambas no son més que la extension natural de las leyes de Newton al medio continuo.

Una caracteristica importante de estos materiales (cristales liquidos) es que en ellos
es posible cambiar sus propiedades fisicas (viscosidad, color, configuracién interna,
indices de refraccién, permeabilidades magnéticas, etc.) en presencia de un estimulo
externo como lo es; los esfuerzos mecanicos, campos eléctricos, magnéticos o bien

bajo variaciones en su temperatura.

En los dltimos treinta anos se ha demostrado que estas sustancias ocupan un lugar
unico en la naturaleza. Asi; se sabe que los cristales liquidos desempenan un pa-
pel fundamental en el funcionamiento de los organismos vivos pues el DNA forma
diversas fases liquido-cristalinas. Una de sus caracteristicas que los hace particular-

mente propicios para la fabricacién de dispositivos electrénicos, como los indicadores

M. J. M. G. 1
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Introduccion

electro-6pticos, mostrando su factibilidad en la fabricacién de pantallas de TV ex-
traordinariamente delgadas, asi como la opacidad controlada de ventanas y cortinas

al aplicar una diferencia de voltaje.

Estos liquidos tan peculiares, que estamos estudiando, son también de gran utili-
dad en la fabricacién de nuevos materiales con propiedades diversas, como lo son
fibras de muy alta resistencia [5] basados particularmente en poliamidas aromaticas
liotrépicas; fibra Kevlar [5, 6] de Dupont y X-500 de la Monsanto Company[6], o
bien guias de onda con propiedades polarizantes [7]. Por otro lado en el drea médica
se tienen avances en termometria y termografias, tanto en el area pediatrica como

en el drea clinica [8], entre muchas otras.

Trabajos previos han analizado el comportamiento de cristales liquidos confinados
en celdas o capilares bajo condiciones como lo son; el flujo de Poiseuille, esfuerzos de
corte, flujos de Couelte y/o bajo la accién de campos eléctricos o magnéticos. Con
base en estos sistemas se ha propuestos dispositivo para cambiar el valor de la vis-
cosidad efectiva de cristales liquidos poliméricos a través de la aplicacion de campos
magnéticos [1]. Diodos mecénicos en capilares de cristales controlados eléctricamente
también han sido estudiados, donde se calculan las funciones viscométricas para dis-
cernir la naturaleza de los tipos de flujo esperados [3]. Otros trabajos en donde se
consideran cilindros concéntricos rotantes muestran que a partir de ciertos valores
criticos de las velocidades angulares y del campo eléctrico se obsevan soluciones

multiples y biestabilidades [11].

A partir de estos antecedentes en esta tesis se realizé el analisis de los perfiles de
velocidad y las texturas para flujos estacionarios de un cristal liquido nematico que
fluye por un canal convergente para lo cual utilizamos la formulacién de medio
continuo de Ericksen Leslie Parodi ELP [13] que considera la simetria uniaxial de
los cristales liquidos nemaéticos sujetos a condiciones de fronteras fuertes. Asi, en
este trabajo se desarrollaron algoritmos numeéricos, se calculan sus propiedades, y

analizan su comportamiento.

M. J. M. G. 2



Con objeto de poner en marco el presente trabajo, se presenta en el primer capitulo,

una breve revision de las ecuaciones que gobiernan o describen la mecanica de fluidos.

En el capitulo dos se revisan las ecuaciones generales de conservacion y se establecen

las ecuaciones constitutivas de los liquidos Newtonianos.

En el capitulo tres se discute el método numérico de continuacion paramétrica que
se utiliza para analizar el problema. Este método se aplica para resolver el sistema

de interés de esta tesis, pero para un liquido ordinario.

En el capitulo cuatro se discuten las ecuaciones constitutivas para un cristal liquido

nematico y se establece el formalismo de Ericksen-Leslie.

En el capitulo cuatro se resuelve el sistemas de ecuaciones acopladas de reorientacién
y perfil de velocidades sujetas a condiciones de frontera, se obtiene miiltiples solu-

ciones y se estudian sus comportamientos.

En el capitulo cinco se discuten las gréaficas de los perfiles y las texturas resultantes,
finalmente en el tltimo capitulo (capitulo 6) se establecen las conclusiones més

relevantes.

M. J. M. G. 3



CAPITULO 2

Generalidades

El estado Liquido cristalino, es un estado especifico y bien definido para los mate-
riales que presentan estas fases. Reconocemos que la materia se presenta en estados
de agregacion, entre los mayormente conocidos se encuentran el sélido, el liquido y
el gaseoso, ademads de estos estados de agregacion existen las llamadas mesofases,
éstas son; fases intermedias que se presentan en algunos materiales, éstas se presen-
tan en la transicién de un estado a otro. Asi un cristal liquido es una mesofase que se
presenta en la transicién sélido-liquido. Los cristales son caracterizados por el orden
posicional de las moléculas o grupos de moléculas que le conforman, despreciando

desde luego las vibraciones térmicas propias del estado de equilibrio.

Los cristales liquidos se pueden clasificar (figura 2.1) en dos tipos principales: ter-
motrépicos y liotropicos. Los cristales liquidos termotropicos estan formados por una
sustancia pura o bien por mezclas, que en un intervalo de temperaturas presentan
una mesofase. A temperaturas inferiores el cristal liquido es sélido, éste a su vez a
temperaturas superiores se considera un liquido isotrépico. Dichos cristales liquidos
pueden dividirse en tres fases: esmécticos, neméaticos y colestéricos. Por otro lado,
los cristales liquidos liotropicos se forman cuando un sélido cristalino se disuelve
en un liquido apropiado a intervalos determinados de concentracion, temperatura y

presion.

Para los cristales liquidos termotrépicos, las fases esmécticos, nematicos y colestéri-
cos (figura 2.2) suceden en intervalos de temperatura relativamente pequenos, éstas

a su vez se hallan entre las fases sélido-cristalino y los liquidos isotrépicos como

M. J. M. G. 4
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Clasificacién de los
Cristales Liquidos

Segun la Geometria de
sus Moléculas

Calamiticos J— Discoticos

Segiin la Relacion
entre las Fases

Liotrdpicos Termotropicos Poliméricos

Fases Por Masa Molecular

NemAticos Colestéricos | | Esmécticos | | Columnares

Figura 2.1. Criterio de clasificacion de los cristales liquidos.

una consecuencia y con suma frecuencia suele denominarse mesofases a los cristales

liquidos.

Es en sumo comin que los cristales liquidos se hallen constituidos por moléculas
alargadas y rigidas, que bajo un modelo cuya primer aproximacion al estudié fisico,
considera que éstas se asemejan a un elipsoide de revolucién, o bien son a su vez
moléculas que se aglomeran en distribuciones planares, una debajo de otra para
que de esta manera, formen objetos de mayor tamano que asemejan cilindros mas
comunmente llamadas estructuras columnares (figura 2.3). Esta orientacién prefe-
rencial se describe por un vector unitario, cominmente llamado vector director n,
que representa la orientacién promedio de alineamiento de los centros de masa de

cada constituyente de la muestra; figura 2.4.

Las caracteristicas excepcionales que presentan los cristales liquidos los convierten

M. J. M. G. 5



Generalidades

Cristal Cristal liquido liquido

\/

o

Moléculas Ordenadas  Esméctico = Nematico =~ Moléculas Desordenadas

v

=>

Figura 2.2. Orden orientacional entre las distantas fases de un material caracteristico
conforme la tempertura.

en un material ideal para estudiar la dindmica de fluidos estructurados. Por un lado,
la fuerte anisotropia que presentan en su fase nematica, no sélo permite una facil
visualizacién de la dindmica, sino que es responsable de la existencia de conveccion
térmica cuando se calientan. Por otro lado, el hecho de que sus propiedades dependan
de los campos magnéticos y eléctricos, introduce nuevos acoplamientos que se pueden
admitir sin perturbar el sistema experimental, son facilmente controlables y de éstos

depende la dindmica, generando una rica gama de inestabilidades y estructuras.

En general, en un liquido los centros de masas de sus componentes no se encuentran
ordenados de ninguna manera; ademas, si estos componentes tienen alguna estruc-
tura espacial (por ejemplo, moléculas alargadas, estructuras cilindricas, etc.), éstos
se encuentran orientados en todas las direcciones posibles indistintamente. A un
liquido en esas condiciones se le llama Isétropo o Isotrépico y si todas las moléculas
se orientan en una misma direccién, manteniendo sus centros de masa distribuidos
desordenadamente, se obtiene una nueva fase denominada Nemaética. De esa manera,
todas las propiedades fisicas van a depender de la direccién espacial, situacién que

caracteriza a los materiales anisotrépicos.

En concreto, en un nematico, las diferentes moléculas tienden a orientarse en prome-

dio de forma paralela entre si de forma natural (figura 2.5), pero no en todo el vo-

M. J. M. G. 6



‘/X—?:/A: Nematico
liquide
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=
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cristalino
. Columnar
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Figura 2.3. Algunas fases de la materia.

lumen, sino por regiones separadas entre si por fronteras de dominio semejantes a
hilos. De ahi proviene la denominacion de nematico, la cual fue introducida por G.
Friedel a partir del término griego vnua, que significa hilo. Ahora bien, si lo que se
requiere es una alineacion uniforme de las moléculas del medio, basta con aplicar un
pequeno campo magnético uniforme, con el cual las moléculas tenderan a colocarse

paralelas al campo.

Una condicién necesaria aunque no suficiente, para que un tipo de moléculas dé lugar
a la formacién de cristal liquido, es que éstas deben ser “anisotropicas”, como se
muestra en el esquema de la molécula 5CB en la figura 2.6a. Quimicamente dicha
molécula esta compuesta por un esqueleto central que engloba unidades aromaéticas

o cicloalifdticas unidas por enlaces rigidos (figura 2.6b).

Un cristal liquido es una mesofase formada en la transicion solido-liquido. Como es
bien sabido, un sélido cristalino posee orden posicional, es decir, despreciando las
vibraciones térmicas, los centros de masa de las moléculas o grupos de moléculas en
esta fase, estan condicionadas a ocupar solo ciertas posiciones para formar una red
periddica. Si adicionalmente las moléculas constituyentes del cristal no presentan

simetria esférica y existe cierta interaccion que permite que cada una de éstas se

M. J. M. G. 7



Generalidades

Moleculas

Discotica

Figura 2.4. Algunas de las geometrias moleculares mas comunes presentes en cristales
liquidos.

orienten con respecto a sus vecinas, existird de forma natural un orden o simetria
orientacional. Cuando un sélido se funde en un liquido, ambos tipos de orden se
pierden completamente. En cambio, cuando un sélido se funde en un cristal liquido,
el orden orientacional prevalece, mientras que los centros de masa de los elementos

de la red periddica pueden moverse en forma analoga a como lo hace un liquido.

Los grupos de moléculas no tienen orden de largo alcance traslacional y por lo tanto
no se observan maximos y minimos en el patrén de difracciéon de rayos X. En otras
palabras, el nemético se comporta como un liquido convencional. Para un nematico
tipico tal como el PAA (p-azoxyanisol) cuya viscosidad es del orden de 107 Poise

a temperatura ambiente (10 veces més grande que la viscosidad del agua).

M. J. M. G. 8



2.1 Hipoétesis del continuo

\

Figura 2.5. Esquema del cristal liquido nematico. El vector director del nemético se
halla indicado por IN. El angulo entre el eje de simetria de una molécula individual
n y el vector diretor del cristal liquido nemaéatico N es denotado por ¢

2.1. Hipdtesis del continuo

La distincién entre solidos y fluidos no es nitida, pues muchos materiales que se
comportan como sélidos bajo ciertas circunstancias y en otras se comportan como
fluidos. Llamaremos sélido simple a un medio en el cual, las posiciones relativas de
sus elementos sufren cambios de pequena magnitud, cuando las fuerzas que actian
sobre él tienen cambios pequenos. Es decir, pequenas fuerzas producen deforma-
ciones pequenas. Analogamente, llamaremos fluido simple a un medio en el cual las
posiciones relativas de sus elementos sufren cambios no pequenos, aun cuando sean
pequenos los cambios de las fuerzas que actian sobre él. En otras palabras, fuerzas
pequenas dan lugar a deformaciones de gran magnitud. Aqui conviene distinguir en-
tre deformaciones con cambio de volumen pero sin cambio de forma (expansiones o
contracciones puras) y deformaciones con cambio de forma pero sin cambio de volu-
men (distorsiones puras). En general, la deformacién es una combinacién de ambas.
Llamaremos fluido a una porcién de materia incapaz de contrarrestar el efecto de

fuerzas que producen deformaciones sin cambio de volumen. Esto no quiere decir
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Molécula 5CB

4-n-pentyl-4'-cyanobiphenyl (5CB)

Tamafio=2nmx0.5nm

(a) Diagrama quimico excluyendo los atémos | | (b) Esquema de la molécula 4 — n — pentyl
de hidrdégeno). 4" — cyanobiphenyl 5Cb

Figura 2.6. Esquemas del compuesto 5C'B.

que el fluido no opone resistencia a tales deformaciones, pero significa que esta re-
sistencia tiende a cero cuando tiende a cero la rapidez con la cual se produce la
deformacién, independientemente de la magnitud de la deformacién. En consecuen-
cia, dicha resistencia limita la rapidez con la cual ocurre la deformacién, pero no su

magnitud.

La materia consistente de moléculas en constante movimiento e interaccién, no es
continua, vemos que en la aproximacion al continuo se ignora la existencia de la
estructura molecular y se considera una distribucion continua de materia. Este punto
de vista es valido siempre que la longitud de la trayectoria libre promedio de las
moléculas sea mucho mas pequena que la dimension de longitud menor considerada
en el problema fisico. Esto es, cuando el nimero de Knudsen (definido como el
cociente entre ambas) debera ser mucho més pequenio que la unidad, para que la
hipétesis del continuo sea valida. El sistema que nos proponemos analizar cumple
efectivamente esta hipdtesis ya que la distancia media entre moléculas 2nm es mucho
menor que la longitud tipica de las celdas de cristal liquido 10um. Ahora bien, un
fluido se define como una sustancia que sufre una deformacién continua cuando le es
aplicado un esfuerzo cortante por pequeno que éste sea. En cambio, un sélido elastico
bajo la aplicacién de un esfuerzo cortante pequeno, no se deforma indefinidamente,

sino que asume una configuracién fija.

Como la hipotesis bésica de la Mecanica de Fluidos consiste en suponer que en escala
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macroscopica, un fluido se comporta como si estuviera dotado de una estructura
perfectamente continua, o, si se quiere, como si no tuviera estructura alguna. De
acuerdo con ello, magnitudes como la masa, la cantidad de movimiento y la energia,
asociadas con la materia contenida en una pequena parcela del fluido, se consideran
uniformemente distribuidas en el volumen de la parcela (en vez de estar concentradas

en una pequena fraccién de éste, como realmente ocurre).

No es facil, en general, justificar la Hipdtesis del Continuo y establecer su rango de
validez en términos del comportamiento de la materia real. A los fines de este estudio
podemos aceptar que su justificacion radica en el comportamiento macroscopico de
los fluidos tal como resulta de la observacion y los experimentos. En tal sentido le
daremos el valor de principio fundado en la experiencia. De esta forma aceptaremos
como resultados experimentales que la densidad, la velocidad, la aceleracién, etc.,
de un elemento de fluido suficientemente pequeno son independientes del tamano
y la forma de dicho elemento, sin preocuparnos por el limite inferior del dominio
de aplicacién (esto es, operando como si este limite no existiera). Para nosotros, el
sustento de la Hipotesis del Continuo consiste en la observacion empirica que la exis-
tencia de ese limite, es irrelevante en lo que se refiere a la descripcién macroscopica
del movimiento del fluido. Debe quedar claro que la Hipdtesis del Continuo no im-
plica que todo rastro de la granulosidad de la materia desaparece de las ecuaciones
macroscépicas del movimiento. En estas ecuaciones quedan coeficientes' que no se

pueden calcular o estimar sin recurrir a modelos microscépicos.

2.2. Simetrias

Hay un orden direccional de las moléculas, es decir, tienden a ser paralelas a algun eje
comun. Esta direccién preferencial se etiqueta por un vector unitario o comunmente
llamado director n (figura 2.5) y representa la direccién promedio de alineamiento

de las moléculas. Opticamente, un nematico es un medio uniaxial con el eje 6ptico

LCoeficientes de viscosidad, de conductividad térmica, de tensién superficial e interfacial, etc
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a lo largo de n. Se ha observado experimentalmente que la diferencia entre indices
de refraccion medidos con polarizaciones paralelas o normales a n es de alrededor

0;2 para el PAA [8].

La direccién de n es arbitraria en el espacio, impuesta por fuerzas menores tales

como las paredes del contenedor.

Los estados n y —n son indistinguibles debido a que las contribuciones dipolares
promedio de las moléculas son nulas para nemadticos no ferro-eléctricos. Esta fase
se presenta solamente en materiales que no distinguen entre derecha e izquierda,
esto es, cada molécula o grupo de moléculas constituyentes, es idéntica a su imagen
espejo. Cuando una molécula o grupo de moléculas no es idéntica a su imagen espejo

se dice que es quiral.

La fase nematica presenta diferentes tipos de simetria:

1. Traslacién en cualquier direccién.
2. Rotacion alrededor de n.
3. Rotacion de 180° alrededor de cualquier eje perpendicular a n.

Esta tltima propiedad asegura que n y —n seran equivalentes. Es por este motivo

que el director se representa en general con una flecha doble.

2.3. Propiedades elasticas

El estado de equilibrio elastico se define como aquel donde todas las moléculas estan
alineadas de forma paralela entre si. Partiendo de las anteriores consideraciones
de simetria se pueden describir tres modos principales de deformacion a partir del

estado de equilibrio (figura 2.7).

Para estudiar matematicamente estas deformaciones, se define la energia libre de

deformacién Fj. Esta energia presenta un minimo en el estado de equilibrio, siendo
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2.3 Propiedades elasticas

(b) torcer

(¢c) pandear

Figura 2.7. Figuras representativas de las acciones biselar (a), torcer (b) y pandear

().

nula cuando V-n = 0y V xn = 0. La contribucién a la energia libre de los diferentes
modos de deformacién, en funcién de las derivadas espaciales de n, limitandonos a

los términos de érdenes mas bajos, es:

Fy= %[kl(v-n)Q—ka(n-V x n)? + ks3(n x V x n)?| (2.1)

donde las k; son las constantes eldsticas asociadas a cada modo de deformacion:

1. k1(V -n #0): biselar (splay)
2. ky(n -V xn#0): torcer (twist)

3. k3(n x V x n # 0): pandear (bend)
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CAPITULO 3

Liquidos ordinarios

En este capitulo se realizard una revisién de las ecuaciones constitutivas, asi como
de los principios de conservacién para fluidos isotrépicos y Newtonianos. Recono-
ceremos las leyes de conservacién que los gobiernan basado en principios generales
de conservacién pero expresados en términos de variables de campo. Asimismo, se
plantea el problema bidimensional del flujo de un liquido por un canal convergente,

el cual se resuelve numéricamente utilizando el método de continuacién pardametrica.

3.1. Cinematica de fluidos

En el instante ¢, la velocidad v de cada elemento de fluido centrado en (z,y, 2), es
una funcién vectorial v(z,y, z), que se indica en forma compacta como v(x;,t) o
bien v(r,t) con r = (z,y, z). Asi, el campo de velocidades es un campo vectorial, y
p(x;,t) es un campo escalar que determina la densidad del elemento de forma limite

del elemento de volumen infinitesimal en el punto (x,y, 2), etc.

Las lineas y las superficies formadas por puntos, cada uno de los cuales se desplaza
con la velocidad del fluido (como si éste fuese arrastrado por el flujo), se denominan
lineas y superficies materiales. También se denomina volumen material al volumen
limitado por una superficie que denominaremos material. Esta denominacién se apli-
ca tanto a elementos finitos como a elementos infinitesimales. Cualquiera que sea el

campo de velocidades, un volumen de material dado contiene una masa de fluido,
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3.1 Cinematica de fluidos

que sera constante para fluidos incompresibles, no asi para fluidos compresibles, pues
al moverse todos los puntos de las superficie que lo limita, éste sigue la superficie

material que lo contiene.

Asi pues, dado un campo de velocidades v(x;,t) = v(r,t), se denominan lineas de
corriente o lineas de campo a las lineas que en todos sus puntos tienen por tangente
a v, en un instante determinado ¢. Si el campo no es estacionario, la configuracién
de lineas de corriente varia de instante a instante, pero si el campo es estacionario

dicha configuracion se mantiene al paso del tiempo .

Se denominan trayectorias a las curvas r(t) conformadas por las distintas posiciones
que toma un punto material o volumen material infinitesimal con el transcurrir
del tiempo. Por tanto cada trayectoria se halla asociada a un determinado punto
material cuya tangente a cada uno de sus puntos r es la velocidad v(r,t,(r)), que
dicho punto tiene en el instante ¢,(r) para la linea material cuando pasa por r. En
general, una trayectoria no coincide con una linea de corriente, salvo en casos en el

que el campo de velocidades es estacionario, esto es cuando v(r,t,(r)) = v(r).

3.1.1. Descripcién euleriana y lagrangiana

La forma maéas natural de describir el flujo de un material consiste en significar las
magnitudes que le carecterizan en funcién de la posicion r y del tiempo ¢, por ejemplo
cantidades como lo son; la densidad de masa p = p(r,t), el campo de velocidades
v = v(r,t), etc. Esta descripcién que se denomina Fuleriana, explicitamente consiste
en la asignacién de cada una de estas propiedades en cada punto del espacio. Si
logramos la designacion de cada una de estas propiedades en cada punto material

se dice que tenemos una descripcién Lagrangiana.

Para ilustrar este punto, considere la velocidad v. Su variacién con el tiempo en

la vecindad de un punto fijo del espacio, esto es dv/dt, la cual no tiene una inter-

pretacién de particulas simple o directa!, como la tiene el término ‘fl—‘g. La variacién

ISi bien esta cantidad tiene las dimensiones de aceleracién, no lo es, pues mide la diferencia
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con el tiempo de la velocidad de un punto matertal o bien ‘fl—;’ representa la aceleracién
del fluido, para esta variacién utilizamos de la nomenclatura el término dv/dt, que
veremos con mas detalle mas adelante. Es claro que la aceleracién dv/dt se encuen-
tra vinculada dindmicamente con la resultante de las fuerzas que actiian sobre el
elemento de volumen material, la cual es una magnitud cuya interpretacion fisica es

més clara y directa que el elemento 0v/0t.

En resumen, podemos decir que: (a) En la descripcién Euleriana cada magnitud
estd asociada a puntos fijos del espacio, y (b) En la descripcién Lagrangiana cada

magnitud estd asociada con puntos materiales del fluido.

Suponga ahora que a es un parametro escalar de un fluido en movimiento (por
ejemplo, la densidad o bien una componente de la velocidad, etc.) que cambia en
el espacio y el tiempo. Los cambios en el observable a(r,t) son diferentes para un
observador estacionario en un punto r y para un observador que se mueve con el
elemento de volumen seleccionado. Para un observador estacionario, la razén de
cambio da/0t es causada exclusivamente por las “modificaciones locales del obser-
vable”. Para observar el movimiento, se adicionan los siguientes cambios: Durante
un intervalo de tiempo dt, el elemento de fluido es llevado a la nueva posicién, que
no es mas que la posicién anterior del elemento de fluido més un incremento, r + dr,

asi pues, tenemos:

da  Oa dx;\ . Oa da
a(r +dr,t+dt) —a(r,t) = dt (E + oz, ot ) = dt(a + Vla—xi), (3.1)

con v; = dz;/dt las componentes de la velocidad de la particula presente en r al
tiempo t. Donde, y de ahora en adelante, se usara la regla de Einstein, referente a
la suma sobre indices repetidos, en los términos donde se hallen tales indices. De la

cual se obtiene; la cual es una importante definicion de la derivada material

da Oa Oa Oa
£—§+Via—%—a+v~Va. (3.2)

(por unidad de tiempo) de las velocidades de puntos materiales distintos.
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3.1 Cinematica de fluidos

Los términos v - Va brinda en esencia elementos no lineales en las ecuaciones de la
hidrodinamica. La propiedad del fluido es transportada por la velocidad, que a su

vez es una propiedad del fluido.

3.1.2. Descomposicién par e impar

El movimiento local de un fluido puede ser descompuesto en cuatro componentes
distintivas: (1) puramente traslacional, (2) rotaciones del fluido como un sélido que
no involucra deformaciones en el elemento de volumen analizado, (3) deformaciones

de corte, y por ultimo (4) deformaciones extensivas o dilataciones.

Considere dos particulas de fluidos m; y ms, a un tiempo t, estas particulas se
encuentran separadas por una distancia dr, y se mueven con velocidades vy v+dv.
La velocidad de m; relativa a my es el incremento dv; = 0v;/0x;, i,j = 1,2,3, la
combinacion de los elementos de v; ; se asocian a; V -n # 0 a deformaciones tipo
apertura, se asocia a los elementos V x n # 0 a las deformaciones tipo torsion y a
los elementos de la forma n -V x n # 0, asi como los elementos de v a traslaciones
puras. Al separar las rotaciones sélidas (2) de las deformaciones (3) y (4), el tensor
gradiente de velocidad dv;/0z; puede ser expresado como la suma A;; + W;;, esto

es; una parte simétrica A;; y otra antisimétrica W;;, definidas como sigue:

1 811,- a’Uj
1 8’02‘ aU]‘
Wi ==Wii=3 <0$]- N axz) ' (3-4)

A;; es llamado el tensor de razon de deformacién. Los elementos diagonales de A;;
describen la dilatacién (4): si; por ejemplo, las particulas m; y mso son separadas a
lo largo del eje x1, entonces Ay; = Jvy/0x; es la razén de extension por unidad de
distancia de separacién. Los elementos de A;; fuera de la diagonal son proporcionales

a la velocidad de cizallamiento en la direcciéon ¢ de las dos particulas m; y ms
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separadas en la direccién j y esto representa el movimiento de corte (3). Finalmente
Wi;, describe las rotaciones sélidas (2) de my alrededor de my, éstos regularmente
son expresados a través de la velocidad angular @w = %(V x v) con Wi; = —&;j,wk,

donde €;;;, son las componentes del tensor de Levi-Civita, las cuales cumplen;

1 sf:ijk=123,231,312
ik =18 —1 si:ijk=321,213,132 (3.5)

0 cualquier otro caso

por tltimo hagamos notar que [a X b, = g;,a;by; con ello, [V X a], = ¢;;5ax,;, con

a,j = Oay/0x;, note también que con ello tenemos una férmula muy ttil;

EijkEilm = 5jl5km - 5jm5kl- (3-6)

Como se trata de un tensor simétrico, A;; puede ser diagonalizado en cualquier
punto. Esto es, en cualquier punto del material, se puede elegir un sistema de ejes
coordenados, llamados ejes principales del tensor de deformacién, de tal forma que
unicamente las componentes diagonales Ay; Az y Ass sean distintas de cero, es
necesario precisar que una vez que el tensor A se halla diagonalizado en un punto

del cuerpo, en general no lo estara diagonalizado en otros puntos del mismo.

Si el tensor de deformaciones estda diagonalizado en un punto, en sus proximidades

el elemento de longitud tras la deformacion sera:

dllQ = ((5U+2Aw)dl'ldl’]

= (1 + 2A11)dl’1d$1 + (1 + 2A22)d[[2d1}2 + (1 + 2A33)dl‘3d$3. (37)

Note que esta expresion es suma de términos independientes, consecuentemente,

la deformaciéon de un elemento de volumen puede considerarse compuesta por de-

M. J. M. G. 18



3.1 Cinematica de fluidos

formaciones a lo largo de tres ejes mutuamente perpendiculares, éstos son los ejes
principales del tensor A, para cierto tipo de flujos estas deformaciones son pequenas,

i.e. la variacién de una longitud, comparada con la longitud misma, es pequena.

Las dilataciones relativas de los elementos de longitud a lo largo de los ejes princi-
pales del tensor en las vecindades de un punto dado salvo términos de orden superior

CcOo1mo

(1+24:)% — 1~ Ay, (3.8)

esto es; son directamente la suma de los valores principales del tensor A. Si se
considera un elemento de volumen infinitesimal dV' vemos que dV"’ el elemento de
volumen luego de la deformacion, estd relacionado con los elementos de los valores
principales del tensor A;;, para hacerlo evidente habra que hacer coincidir los ejes
coordenados con los ejes principales en el punto que hemos considerado y ahi calcular
dV’, como los elementos dz; luego de la transformacién se miran como dz} = (1 +

Aj;)dx;, el elemento de volumen dV”’ serd escrito como

AV’ = dV (1 + Ap1)(1 + Ag)(1 + Asg), (3.9)

si despreciamos los términos de orden superior, tenemos;

dV' = dV(l + Ay + Ay + Agg). (310)

La suma A1 + Ags + Ass, de los valores principales de un tensor o traza, se reconoce
como uno de los invariantes bajo transformaciones lineales sobre tensores de segundo

orden.
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3.1.3. Tensor de esfuerzos

En un cuerpo en que no se hallan deformaciones, su distribucion molecular corres-
ponde a un estado de equilibrio, tanto térmico como mecanico, i.e. al considerar una
porcién cualquiera de un elemento de materia en estudio, la resultante de las fuerzas
que actian debidas a todas las otras es nula. Bajo una deformacién la distribucion
molecular del sélido cambia de encontrarse en un estado de equilibrio, a uno donde
las fuerzas generadas por la deformacién tienden a anularse, y con ello se tiene un
nuevo estado de equilibrio. Estas fuerzas internas que aparecen luego de deformarse
el material se llaman esfuerzos internos, de no suceder una deformacion, no suceden

los esfuerzos internos.

Si se considera la fuerza total que se ejerce sobre un elemento de volumen del cuer-
po, esta fuerza total es la suma de todas aquellas que actian sobre el elemento
considerado, de tal forma que se puede escribir como f FdV, donde F es la fuerza
por unidad de volumen, con ello; FdV es la fuerza que se ejerce sobre el elemento
de volumen dV, ésta es equivalente a la suma de las fuerzas que ejercen sobre el
elemento de volumen en cuestion las porciones que le rodean. Esto es la suma de
las fuerzas que ejercen sobre todos los elementos de superficie, es decir, mediante la

integral de superficie.

Asi, para cualquier porcién del material, cada componente de f FdV es transfor-
mada en una integral de superficie, de tal forma que al hacer uso del teorema de la

divergencia de Gauss obtenemos:

[ =24 3.11
oz, (3.11)

con ello, la fuerza ejercida sobre cualquier elemento de volumen se puede expresar

a través de la siguiente inegral de superficie;
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3.1 Cinematica de fluidos

/EdV :/%dv - %az-jdsj, (3.12)
al'j

donde dS; es la componente del vector de superficie que integra al elemento de

volumen. El tensor o;; recibe el nombre de Tensor de Esfuerzos.

X

A 3

X

1

Figura 3.1. Componentes del tensor de esfuerzos en coordenadas cartesianas

Si se trazaran seis planos alrededor de un punto material de manera que se defina
un elemento infinitesimal de volumen dv, con aristas dx, dy, dz; se tiene que sobre
cada cara del elemento infinitesimal se puede definir un esfuerzo normal y una pareja
de esfuerzos cortantes, obtenidos a partir de la descomposicién de la fuerza que se
transmite por esa cara. En total son 9 las componentes del esfuerzo que actiian en
dicho volumen (figura 3.1). El primer subindice de cada componente del tensor de
esfuerzos denota la cara sobre la que actia, el segundo indica la direccién en la que
lo hace. Asi, las componentes 0,;, 0y, y 0. son los esfuerzos normales; mientras

que las componentes 04y, 04., Oy, Oyz, 02z, ¥ 02y son los llamados esfuerzos de corte.

Ahora bien las fuerzas que actian sobre una porcién del cuerpo, generan el mo-

mento debido a la fuerza F, que puede escribirse como un tensor antisimétrico de
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segundo rango, cuyas componentes se escriben como Fjz; — F;x;, donde z; son las
componentes de las coordenadas donde se aplica la fuerza F. Asi, el momento debido
a esta fuerza que actian sobre el elemento de volumen dV es (Fiz; — Fjz;)dV la
integral sobre todo el volumen es el momento Pj;, que bien puede escribirse usando

la expresion de la fuerza en términos del tensor de esfuerzos, esto es

80‘1'1 do il
P.. = R S Ly
i /Q (axl xj o2, xz) dV

. 0 (O'jliti — O'ilxl> / 8(Ej 8371
= /Q o7 dV : oil B, Jﬂaxl dv, (3.13)

como estamos en un sistema ortonormal 2+ = ¢;;, con ello y reconociendo los nuevos
J

indices, podemos usar el teorema de Green, i.e. la integral de volumen sobre () puede
transformarse en integral de superficie sobre la frontera que encierra al volumen V|

esta es J€) asi nos resulta

oQ Q

para que el momento F;; sea expresado a través de una integral de superficie, el
segundo término debe ser idénticamente nulo, es decir, debe cumplirse o;; —oj; = 0,
1.€.

045 = Oji, (315)

explicitamente para coordenadas cartesianas

Opy = Oy Ouy = Oy Opz = Oza. (3.16)

M. J. M. G. 22



3.2 Principios de conservacion

3.2. Principios de conservacién

En esta seccion deduciremos las leyes generales de conservacién de la fisica en este
tipo de procesos como son la conservacion de masa, momento y energia. Daremos
aqui su forma explicita en el contexto de medios continuos, es decir en términos
de variables de campo continuas expresadas como funciones de las coordenadas

espaciales y del tiempo.

3.2.1. Conservacion de masa: ecuacion de continuidad

Considere un elemento de volumen del fluido Vj acotado por la superficie Ag. El
subindice “y” nos indica que es un elemento de volumen fijo en el espacio. La masa
del fluido en el volumen en cualquier momento es la integral de volumen sobre la
densidad, esto es; f f fv t)dV. La razén de flujo saliente de masa a través de
la superficie cerrada Ay es f 4, PV 1 dA, donde hemos denotado por 7] al vector
unitario que caracteriza al elemento de superficie de la superficie de integracién.
La razén a la cual la masa decrece en el interior de tal elemento de volumen es

— 5 f f fVo t)dV, pero la masa no puede ser creada o destruida (en este tipo de

procesos), por lo que tenemos:

at///vopdV—F]iOpV ndA = ///VO< +dwpv>dV:0 (3.17)

la ecuacion puede o bien debe mantenerse para cualquier elemento de volumen, con

lo cual

dp

% — _aiv () =~V - (ov). (318)

Esta es la ecuacién de conservacién de masa, también conocida como la ecuacion de

continuidad. La cual tienen una forma lagrangiana, es decir, al aplicar la derivada

M. J. M. G. 23



Liquidos ordinarios

material al flujo de particulas, esto es; sobre la densidad que se tiene en el elemento

de volumen, tenemos:

— =—pV-v (3.19)

lo que nos dice que la razén de cambio bajo un incremento infinitesimal temporal de
la densidad dp/dt, cambia como el producto de la densidad p y la razén de expansién
del volumen Vv, al ser contrario el flujo, se adopta un signo opuesto. Para un fluido

incompresible, p (r,t) = cte, la ecuacién de continuidad se simplifica a

V-v=—=0. (3.20)

3.2.2. Ecuacion de momento lineal

Como en la seccién anterior; seleccionamos un elemento de volumen V' acotado por
una superficie A que se mueve con el fluido (en este caso V' y A dependen del tiempo),
observando las componentes de las fuerzas que podemos escribir de las leyes bésicas
de la mecanica sobre un el elemento de volumen, obtenemos; la ecuacion de momento
lineal se sigue de un principio andlogo a la segunda ley de Newton de la mecanica:
La razén de cambio del momento % f f fv pvdV de una particula es igual a la fuerza

neta que actia sobre la particula:

d 00
— AV = f. 2
il L= [ (o3

en donde f; denota a un campo de fuerza volumétrico el cual puede ser en particular

) dv, (3.21)

el campo de gravitacién. o;; son las entradas del tensor de esfuerzos mecénicos los
cuales pueden ser generados por fuerzas superficiales aplicadas sobre las superficies

que confinan al fluido.

Al obtener el balance de momento en forma local, se requiere llevar la ecuacion
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3.2 Principios de conservacion

anterior a la forma diferencial, sin embargo se tiene un pequeno detalle sobre el
lado izquierdo, ya que no es permisible la operacion, debido a que el elemento de
volumen de integracién es dependiente del tiempo. Observe, sin embargo, que se
puede remplazar la integracién sobre un elemento de volumen por la integracion
sobre un elemento de masa, pdV = dm, bajo el supuesto de que las variaciones
sobre la densidad p son infimas, la regién de integracién (la masa de la particula en
movimiento) es constante, con ello se tiene la conmutacién en el orden de integracion

y derivacion sobre los elementos de volumen, esto es:

S [ frame [ [ [ () o

cuando hacemos el elemento de volumen arbitrario, la forma Lagrangiana de la

ecuacion de movimiento la podemos escribir como

dvi aO'ij
— = pfi+ 2, 3.23
pay =Pt o, (3.23)
que vectorialmente se escribe
dv
— = pf . 3.24
py =PETV o, (3.24)
que en forma Euleriana se escribe como
dpv; 0
ot = pfz — 8_953 (—O'ij + pij) s (325)

que en notacién vectorial escribiendo en forma explicita la derivada material, es-

cribimos

0
p(a—‘tf—l-v-VV):pf—i—V-a, (3.26)

donde pv; es la densidad de momento y (—o;; + pv;v;) es el tensor de flujo de mo-

mento, también llamado el tensor de corriente de momento. Finalicemos observando
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la estructura de esta ultima ecuacién (3.26), se podria asimismo haber obtenido di-
rectamente a partir de la forma Lagrangiana (ecuacién 3.24), donde la relacién entre

operadores claramente es

d 0
E—a—FV'V, (327)

que tiene en cuenta el movimiento del fluido a través de la superficie S por medio
del término v - V, la ecuacién (3.26) puede considerarse como un ejemplo particular

de lo que se conoce como ecuacion de balance, cuya forma general se escribe como:

0 (densidad)

py = (fuentes) — V- (flujo), (3.28)

en donde las fuentes del momento son las fuerzas volumétricas y los flujos son las

componentes del tensor de esfuerzos.

3.2.3. [Ecuacién de balance de energia

Considere la energia total de un fluido, la cual sabemos esta compuesta de la energia
cinética del movimiento y la energia interna, la cual no necesariamente es cero incluso
para fluidos en reposo. Denotemos por e la energia total de sistema y por u a
la energia interna, ambas calculadas por unidad de masa, se tiene entonces que

2 7’ . ’
€ = % +u. Asf el cambio de la energfa total se calcula como:

%///Vopedvz//xfop%(%2+U>dW (3.29)

esto es causado por el trabajo hecho en el sistema y por el flujo de calor hacia éste. El

trabajo por unidad de tiempo (potencia) se realiza sobre el volumen y la superficie,
como; [ [ [, p(g-v)dV+¢,(F-v)dA. Como el calor recibido por unidad de tiempo
es; $,(—=J%-v)dA, donde J? es el flujo de calor. Entonces

M. J. M. G. 26
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///VO”% dv:///Vp(g'v>dv+j€<F~V)dA+£(—Jq-v)dA, (3.30)

lo que en forma local y lagrangiana, escribimos como

de 0
p% = Pg;v; — 87 (—UiUz‘j + J]q) s (331)

J

nuevamente, los flujos de energia y las fuentes pueden ser escritos en el esquema de

Euler (en forma andloga a una ecuacién de balance) como;

0 0

§p€ = Pg;v; — a_l‘] [Ui (—O'ij + p€5¢j) + qu] s (332)

ésto es adecuado, ya que separamos los cambios de enegia cinética de los cam-
. ’ . e . . 7z e . YO 2

bios de energia interna, asi escribimos la razén de energia cinética como; p%("?) =

vi(p4(v;)), donde p%% se expresa a través de la ecuacién de conservacién de mo-

mento, de esa forma obtenemos la siguiente ecuacion para la energia interna:

du ov; 0J!
p— =0y — o (3.33)
dt 8xj ij
de esta manera, la energia interna especifica es entonces controlada por el trabajo
de las fuerzas debidas a las fuentes y al flujo del calor, con lo que se concluye que el

trabajo de las fuerzas sobre el cuerpo, cambia sélo la energia cinética.

3.3. Ecuaciones constitutivas

3.3.1. Tensor viscoso

Si en la dindmica del fluido no hay procesos disipativos (fluidos con viscosidad nula),

ds _

7 = 0, se tiene que el tensor es precisamente, 0;; = —pdy; (diagonal). En un caso mas
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general, por ejemplo en el caso de un proceso disipativo, se representa el tensor de

g) = —pd;; y de la parte irreversible

(d)

ij

esfuerzos como la suma de la parte reversible o
(d) (r)

o;; , es decir, escribimos o;; = 0,7 + ag-i ). la parte ireversible ¢'? es llamado el
tensor de esfuerzo viscoso, cuando el tensor de esfuerzos viscoso se asume como
una funcién lineal de un gradiente de velocidades (esto es; considerando pequenas
perturbaciones del sistema cercanas al equilibrio), de esta forma, tenemos que la

funciéon de disipacién correspondiente se escribe como:

2R = z(]d)% = nijkl%%, (3.34)
Ox; Oxj Ox;
donde R es la funcién de disipacion, se tienen a prior: 54 coeficientes 7, las si-
guientes consideraciones reducen el nimero a dos en el caso de un fluido isotrépico.
Primero, note que los elementos ai(j) deberia desaparecer cuando no hay ningin
movimiento relativo (y asi, ninguna friccién) entre los elementos del fluidos, es de-
cir, cuando v = const, o cuando el fluido gira como un cuerpo rigido con velocidad
angular constante w a lo largo de z, (v;,v,) = (—w,, w,), obviamente, para este
flujo dv,/0x = —0v, /0y, entonces, entre las cuatro componentes del movimiento
considerados para un fluido, se tienen solamente dilataciones (3) y flujos de corte
(4), caracterizado por el tensor simétrico A;;, éste puede causar friccién per se (fric-

cion intrinseca entre los elementos del flujo), en consecuencia y al ser estos elementos

las tinicas combinaciones lineales de los gradientes de la velocidad que deben apare-
(d)

cer en las ecuaciones, podemos escribir pues o = NijriArr, debido a las simetrias
con respecto al intercambio de los indices i < j, k < [, y ij <> kl (relaciones de On-
sager), para un fluido isotrépico, éste es caracterizado por solamente dos coeficientes

de viscosidad independientes, los cuales escribimos como:

@ _ 5.0 (Ov Ou 2o Ou
T = géz]@xk+n<8xi+8xj 36”89(:;C

1
= géijAkk + 277 (AU - géz]Akk> y (335)
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los escalares ¢ y 7, son respectivamente; la viscosidad dindmica de bulto y la vis-
cosidad dinamica de corte, a través de la segunda ley de la temodinamica, debe

cumplirse que los coeficientes deberan satisfacer; n > 0y ¢ > 0.

3.3.2. Fluidos newtonianos y no newtonianos

Los Fluidos Newtonianos son aquellos en donde al aplicar un esfuerzo cortante, éste
se comporta de manera directamente proporcional al gradiente de velocidad y en
consecuecia la viscosidad se torna constante e independiente del valor del esfuerzo

aplicado y del tiempo de aplicacion del mismo, que escribimos como

dv
r=n (3.36)

la constante de proporcionalidad 7, es denominado coeficiente de viscosidad tam-
bién conocido como viscosidad absoluta o dinamica, en general ésta aumenta muy
débilmente con la presion, pero es afectada fuertemente por variaciones en su tem-
peratura; cuando ésta se toma por unidad de densidad se le conoce simplemente

como viscosidad dindmica.

En el caso de fluidos No Newtonianos, el esfuerzo cortante aplicado no es directa-
mente proporcional a la rapidez de deformacién y por ende varia segun el gradiente
de tensién aplicado; como resultado de ello, tenemos; un fluido No Newtoniano no
tiene un valor de viscosidad definido y constante, como en la ecuacién (3.36). Como

ejemplo de ésto tenemos; la mayonesa y la sangre.

3.3.3. Ley de fourier

Sea J? la densidad de flujo de calor (energia por unidad de drea y por unidad de
tiempo), entre dos puntos de un flujo, debido a una diferencia de temperatura entre

éstos. Asi la ley de Fourier afirma que hay una proporcionalidad entre el flujo de
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energia J? y el gradiente de la temperatura, es decir

oT
9 _
Tl =~k e (3.37)

donde hemos escrito la ecuacién en notacién indicial por comodidad, y x se denomina
conductividad térmica, la cual es cararteristica de cada medio. Consideremos un
volumen de control definido y constante V. en el espacio confinado por una superficie
S. La energia que sale de tal volumen de control esté contabilizada por la proyeccién

normal de J;’ a través de la superficie confinante

dE
= = ¢ Jo.ds. .
o jqij S (3.38)

Esta energia, se emplea en cambiar la temperatura de la materia encerrada por la
superficie S, la cantidad de energia absorbida o cedida (en la unidad de tiempo, en
caso de no haber cambios de fase de primer orden) dentro de un volumen de control

también es igual

dE dq\ dT dT
g — | —qdV = —d .

en donde ¢ es el flujo de calor por unidad de masa, ¢, es el calor especifico a presion

constante del fluido. Eliminando dF/dt de ambas ecuaciones se obtiene

dT
/ pe, o qv = —j{ﬂ.ds - —/ V. g9V, (3.40)
V. dt S a

en la tdltima igualdad se ha hecho uso del teorema de Gauss, con ello la ecuacion

anterior se puede transformar en

ar
/ {pcpa +V- Jq] dvV =0. (3.41)
V.

Debido a que esta ecuacién es valida para cualquier volumen de control es valida
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también localmente. Asi insertando la ecuacion 3.37 en la ecuacién resultante, se

llega a

drT
o Evrr oo, (3.42)
dt — pcp

que es conocida como la ecuacién de conduccién de calor.

3.3.4. Ecuacion de Navier Stokes

Los coeficientes de viscosidad dinamica de bulto 7 viscosidad dindmica de corte ¢
depende la viscosidad, también conocidos como coeficiente de viscosidad y coefi-
ciente de segunda viscosidad, respectivamente. Las ecuaciones de movimiento de un

fluido viscoso pueden ahora ser obtenidas con la simple sustitucion de la ecuacion

constitutiva mecdnica discutida en la seccion 3.3.1, es decir; 0;; = afj en el lado
derecho de la ecuacién de momento 3.26
ov; ov; dp
7 S 3.43
P ( ot +Uk8xi> oz;’ (343)
con lo que obtenemos:
ov; n ov; 0 o0v; n ov, 2 5 oy n
P\t ™ ™o, 0xy \'\ 0z " 0z, 3 % 0m,
op 0 oy
— — . 3.44

Esta es la forma mds general de la ecuacion de movimiento de un fluido viscoso
isotrépico, recordemos que los coeficientes viscosas 1 y ¢ en general se encuentran
en funcién de la presion y temperatura. En general p, y T, asi como 1 y ¢; no son
constantes a través del fluido, sin embargo, los coeficientes de viscosidad no cambian

notablemente a través del fluido, con ello, éstos se pueden considerar constantes en
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una primer aproximacion, asi la ecuacion 3.44 la podemos escribir de la siguiente

manera:
ov 9 1
plgr + (v VIV = pF =V p Vv + (s + 2n)V (V- v), (3.45)
o bien
ov 2
p[a +(v-V)v]=pF = Vp+cV(V-v)+nVv. (3.46)

Esta es llamada la ecuaciéon de Navier-Stokes. Si se considera que el fluido es incom-
presible, la ecuacién de continuidad de masa, nos dice; V - v = 0, y los términos del
lado derecho de esta iltima (ecuacién 3.45) es cero, para fluidos viscosos, incompre-

sibles y Newtonianos, podemos escribir;

ov 1 -
_ . = —— — . .4
T + (v-V)v pr—l— pV \% (3.47)

donde el tensor de esfuerzo (3.35) en un fluido incompresible toma la forma simple:

v, +8vk>7 (3.48)

ij = —pdj
i b k+n<6:{:k o0x;

las expresiones para el tensor de esfuerzos en coordenadas cilindricas (r, ¢, z), éstas

se pueden revisar en el apéndice A.

3.4. Flujo en un canal

Considere un fluido confinado entre dos planos que forman un dngulo « entre ellos,
como se muestran en la siguiente figura 3.2. Primero; supondremos que fluye en

direccién de la linea de interseccion de los planos.
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-

m/8 =012

4

Figura 3.2. Forma grafica del canal convergente

Las coordenadas més convenientes para tal empresa son las coordenadas cilindricas
(figura 3.2), este sistema tiene como variables 7, ¢, z. Con el eje z a lo largo de la
linea de interseccion de los planos que conforman al canal, y el angulo ¢, medido a
partir de uno se sus planos frontera, como se muestra en la figura 3.2. Si el flujo fuese
laminar éste seria uniforme en la direccion del eje z, por no haber fuerzas externas
o inducidas en esta direccion, asi en caso de haberlo, se puede asumir que el flujo es

enteramente radial, es decir, con ello se asume

vy = v, =0, (3.49a)

v, = o(r,¢). (3.49Db)

y las ecuaciones de Navier-Stokes 3.47 y continuidad 3.19 se escriben como:
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v 10p v 10 10v v
UE——;G—QS—FV(ﬁ-FﬁaTﬁQ-F;E—T—Z), (3.50)
1 0p 2wov
—_—— — —_— T . 1
pra¢+r28¢ 0 (3.51)
0 (rv)
o 0 (3.52)
3.4.1. Solucién analitica
En este caso, la ecuacién de continuidad (ecuacién 3.52) tiene por solucién
v =u(@)/r, (3.53)

con la cual podemos reescribir las ecuaciones (3.50 y 3.51) de la siguiente forma:

P 2vu
; = _7~2 =+ g(r), (354)
con ello
82
g (r)r = —a(;; + dvu + u?, (3.55)

como el lado derecho solo depende de ¢ y el izquierdo de r, se puede concluir que:

g(r) = 7’% con ello (3.56)
g(r) = —2—; + conts. (3.57)
y u” +4vu+u? = conts. (3.58)
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la cual admite solucion a través de la multiplicacion por la derivada de la funcién

w1, es decir

w'v” + dvun’ + v — cu' =0, (3.59)
I\ 2 3
4
(%) + qu + % —cutd=0, (3.60)

con ¢y d, constantes, esta tltima la podemos llevar a cuadraturas, esto es:

du
¢—¢o= [ dop= -, (3.61)
' / /25 (d+cu—4dvu? — &)?

la cual puede ser integrada en el espacio de configuracién. Es posible escribir esta
expresion en términos de funciones elipticas, estudiar su comportamiento analitica-
mente [11] y deducir las soluciones miltiples que este problema puede presentar.
En la siguiente seccién utilizamos un método numérico alternativo para estudiar sus
soluciones conocido como continuacién paramétrica. Dicho método numérico nos

servira de base para resolver y analizar el sistema propuesto en este trabajo de tesis.

Lusaremos 2’ para la derivada sobre la variable de la funcién, en este caso x y usaremos & para

la derivada temporal total de la funcién z
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3.4.2. Solucién numérica

Con el objeto de expresar la ecuacién diferencial a resolver de la forma més simi-
lar posible a la ecuacién que sera resuelta en la seccién 3.4.1 para cristal liquido
nematicos, se sigue la ecuacion 3.58, para obtener una ecuacion diferencial de tercer

orden:

dvu’ +u® + 2u'u = 0. (3.62)

Se necesitan tres condiciones de frontera para resolver esta ecuacién, las cuales
pueden escogerse como la funcién u, su derivada v’ = « y segunda derivada v’ = 3
evaluadas en la frontera. Ahora bien, debido a que se considera que el fluido no
resbala sobre la superficie de las placas confinantes, se tiene que la componente de

la velocidad debe de ser nula en ambas fronteras, es decir en ¢ =0y ¢ = w/4

u(0) = u(w/4) = 0. (3.63)

La tercera condicién se obtiene de escoger un valor arbitario para u”(0) =  que
posteriormente es expresada en términos del gasto del fluido a través del canal Q).
Notese, que desde el punto de vista matematico, éste es un problemas con condiciones
a la frontera en que se debe imponer el valor de la funcién u en mas de un punto. Se
utilizara el método numérico de disparo (shooting) para emplear un algoritmo para
resolver problemas de condiciones iniciales como Runge Kutta [29], en la solucién
de este problema con condiciones de frontera. El método de disparo consiste en
partir de un conjunto de valores iniciales para u en este caso: u(0) = 0, v/(0) = «
y u”(0) = 3, para determinar el valor de u(m/4). Si u(w/4) no satisface la segunda
condicion de la ecuacién 3.63, se cambia el valor « hasta que se cumpla. Todos los
valores de o que cumplen esta condicién seran soluciones al problema de condiciones

de frontera definido por las ecuaciones (3.62) y (3.63).
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Debido a que el principal interés es analizar el comportamiento del campo de ve-
locidades para varias intensidades de flujo, sera necesario repetir el procedimiento
para varios valores de 3. Una forma sistematica de obtener todas estas soluciones
parametrizadas por (3, se logra utilizando el método de continuacién paramétrica,
en el cual se considera un pequeno cambio en el primer valor de 3y para el cual se
resolvié el problema de condiciones iniciales, es decir fy + ASG [29]. Consecuente-
mente, si el valor de g no satisface el problema de condiciones de frontera para el
nuevo valor de 3. Sin embargo, el nuevo valor de o debe de estar cerca de agy en
la medida que A sea pequeno. De esta manera, basta con buscarlo en la vecindad
de «q para obtener oy + Aa. Repitiendo este procedimiento conseguimos graficar

paramétricamente el o los valores de « en funcién de 5.

300+ rama
200-
100-

o of
-1 00-
—200-
-300-.
-400-

mQaOow >

0 500 1000 1500 2000

B

Figura 3.3. Pardmetros soluciéon de u como funcién del parametro 3.

Ahora, cada rama tiene un perfil de flujo solucién distinto como funcién del parametro

(3, veamos pues cada una de éstos mas adelante. Como los perfiles de velocidad de-
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penden también del parametro a, podemos graficar este 1ultimo como funcién del
parametro 3, i.e. el espacio § — «, (fig. 3.3). Definiremos por punto rama a aquella
escinsion de la grafica 3.3, y por ramas las distintas direcciones alternativas o lineas

trayectorias.

Se reconocen a los puntos de la grafica 3 — a como los perfiles solucion en el espacio
u(p) — ¢, la primer caracteristica de esta primer grafica (figura 3.3) es, que las
ramas A, By C son continuacién parametrica una a la otra, asociadas a perfiles de
velocidad u(¢) — ¢ a r = const. simétricos respecto al plano medio que les separa,
en tanto, la ramas D y E divergentes al punto ramal = 1428, expresan perfiles
asimétricos u(¢) — ¢ para sus valores asociados  — a. Esto se hace explicito en las
graficas de los perfiles de velocidad (figura 3.5b y 3.5a respectivamente), se observa
que ambas son reflejo especular una de la otra, tras una refleccién especular bajo el
eje ¢ = /8, que es el eje de simétria del canal, a esto se denominard de ahora en
adelante como simetria sobre los perfiles o texturas. Ademas, nétese que se rompe
la simétria de los perfiles a partir del punto rama g = 1428, luego préximo a la
frontera se abre paso una zona para la cual, localmente el flujo es opuesto al flujo

del resto del perfil, a esto se le denomina contraflujo.

Un hecho a enfatizar, es la ruptura de la simetria como se observa en las figuras
3.6a y 3.6b, donde se muestran los perfiles asimétricos de las ramas D y F, ademés
de tener en medio de estos el perfil simétrico correspondiente a la rama C, se han
tomado valores de (5 mayores al punto ramal § = 1428, éstos muestran céomo los
perfiles comienzan a alejarse del perfil simétrico, dichas graficas corresponden a un
solo valor de (3, pero no asi para a como lo hace especifico la gréafica 3.3. Como
resultado de la no linealidad de la ecuacion diferencial de tercer orden (ecuacién

3.62).

Noétese, que este tipo de solucién es simétrica respecto a la linea media, i.e. respecto
a la linea que define el plano con ¢ = 7/8, para nuestro problema de canal con

¢ € (0,7/4). Recordemos que la masa que pasa por unidad de tiempo a través de un
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(a) Rama A simétrica
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(b) Rama B simétrica

Figura 3.4. Perfiles solucién de la ecuacién 3.62, simétricas; ramas A y B.
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(b) Rama D asimétrica izquierda

Figura 3.5. Graficas asimétrica derecha e izquierda, debidas a las soluciones de 3.62,

ramas C'y D respectivamente (figura 3.3).
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Figura 3.6. Perfiles de velocidades para nimeros préximos y progresivos del

parametro (8 al punto rama de la gréafica 3.3.
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Liquidos ordinarios

area o seccion tranversal es denominado gasto, el cual denotamos por (), que puede

ser calculado facilmente de la ecuacién de continuidad de masa, es decir:

0= /Vv (pv)dV = ]ipv-ds, (3.64)

para el fluido que cruza por unidad de tiempo una seccién transversal con r = const

se obtiene

0 w/4
Q= p/ vrde = 61//)?{ uda, (3.65)
/4 0

(@ puede ser positivo o negativo. Si () > 0, la linea de interseccién de las superficies
fronteras es una fuente, i.e.. El fluido emerge del vértice del angulo, a esto se le
el
vp

denomina flujo en un canal divergente. La razon es adimensional y juega el

papel del nimero de Reynolds en este problema.

Al ser las ramas E y D reflexién especular una de la otra, es de esperarse pues que
sus gastos sean idénticos. Para flujos de perfiles con ©u > 0 en todo momento se
tienen flujos tal que @) > 0, para la rama B como la hemos tomado, luego de pasar
por (3 = 0 el gasto se vuelve contrario a la direccién de 7, con ello el flujo se invierte y
tenemos flujos que se dirigen al vértice, asi para flujos con ) < 0, éstos se denominan
por flujos convergentes. Como se observa, los gastos son mondtonos con el parametro
(. De igual forma, las ramas D y B parecen convergir una a la otra (figura 3.3), sin

embargo para (3 mayores eso no sucede, ya que tienen un comportamiento asintotico.

M. J. M. G. 40



3.4 Flujo en un canal

-30 T v T v T v T v T
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B

(a) Gasto parametrizado por (3 identificando las ramas de la grafica3.3

Figura 3.7. Flujo de los perfiles de las ramas solucién, de la ecuacion 6.11.
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CAPITULO 4

Flujo de nematicos

A continuacién, se describen las principales propiedades dindmicas de los neméticos.
Se considera que no existe ningin campo eléctrico, magnético u éptico de suficiente
intensidad para deformar la configuracién del nematico. Asimismo, se desarrolla
una de las teorias mas utilizadas para describir situaciones experimentales de la

nematodindmica.

4.1. Teoria de Ericksen-Leslie

Se considera tanto para casos practicos como tedricos, al cristal liquido como consis-
tente en particulas moviéndose lentamente. De ahi que el abordaje para el estudio
de estos sistemas se centre en el comportamiento del director n en ausencia de los
campos de la velocidad. Lamentablemente, la velocidad lenta realmente distorsiona
la alineacion de las moléculas. Mds importante, el opuesto es también cierto [13], es
decir, un cambio de la alineacién induce cambios en la velocidad, la cual, a su vez
a afectar la evolucién temporal del campo director. En este proceso, no podemos
asumir que el campo de velocidad permanece pequeno incluso cuando comenzamos
con un campo de velocidad cero. Por ello Ericksen y Leslie en los 60 s formularon la
teoria hidrodinamica para cristales liquidos, donde consideran las ecuaciones de con-
servacion de masa, de momento lineal, de momento angular, asi como la condicion

de flujos incompresibles.
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4.1 Teoria de Ericksen-Leslie

De acuerdo al esquema general presentado en las partes anteriores, se identifican
siete variables hidrodinamicas independientes: densidad de masa p, densidad de mo-
mento pv, densidad de energia pe, y las dos componentes de n, mismas que son
restringidas a dos, debido a la unitariedad del vector mismo. Las leyes de conser-
vacion para las primeras cinco variables mantienen la formas antes descritas. La
conservacion del momento angular es garantizada siempre que el tensor de esfuerzos
0i; sea simétrico. En efecto, éste es un requerimiento para o;;. En la ley de conser-
vacién para la densidad de momento (ecuacién 3.45), la cantidad observable no es
el tensor de esfuerzos (ecuacion 3.48), pero si lo es la divergencia tensorial do;;/0x;.
El requerimiento de simetria puede ser restaurado con la adicién del tensor anti-
simétrico o;; en términos de Ox;jr/0xy, donde x;; es algin tensor asimétrico con
respecto al cambio de los indices j y k; es decir, x5 = —Xik;- El nuevo tensor de
esfuerzos simétrico o;; = 0y; + Oxiji/0x), con 00;,/0x, = 0o/, es tal que el

momento lineal y el momento angular se conservan.

4.1.1. Tensor de esfuerzos disipativo y dinamica del vector

director

En la derivacién de la ecuacion dindmica para el vector director n, es necesario
observar el hecho de que el vector n se halle normalizado, esto es n? = 1, que resulta
en n -n = 0. Primero, recuérdese que el campo de vectores directores se alinean
paralelos, es decir, en la configuracion de equilibrio. Entonces, la cantidad de interés
en el campo molecular es el vector m = h — n(n - h) el cual es perpendicular a n,

estoesm-n=0.

Donde h;, se denomina campo molecular que se especifica en ausencia de campos

electromagnéticos como:

_ afFO 0 8fFO
== g (s )
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Flujo de nematicos

Las componentes de m pueden ser escritas con la ayuda de la delta de Kronecker
transversal como m; = (%hj. La dependencia de n en h;, que a su vez en la ecuacién
dindmica, se puede describir por el término (W—iééhj), donde el escalar v; tiene las

dimensiones de la viscosidad.

Segundo, la relacion entre n y el gradiente de velocidades dv;/dzy, puede obtenerse
a través del tensor de tercer rango ;. Llamando a n; = \;j,0v,/0zy. Esto debido
a que n-n = 0, con lo que se tienen solamente dos componentes independientes
de \;jr. Usualmente se separa A;j; en términos de la parte simétrica y la parte

E;llAjk + )\E?;I/V]k, pero las rotaciones de un nemético

antisimétrica, esto es n; = A
como una barra con velocidad angular w = %V X v reorienta el campo de vectores
directores (sin considerar energia disipada), la contribucién antisimétrica AE?;WJ;C
puede simplificarse como €;;,w;n, = Wjjng, la parte simétrica puede también ser
L
j

. ’ . . S ’
escrita en términos del coeficiente como )\gj,)€ = A\0;;ng, donde A es un parametro

adimensional. Resumiendo, la ecuacién dindmica del vector director es:

dn; 1

1
comparando con la ecuacion anterior, para la dindmica del vector director, se justifica
la notacién introducida. Los efectos dindamicos son incluidos en el campo h, donde no

tenemos términos de VT en el lado derecho de la ecuacion de la derivada temporal

de n, esto debido a la simetria de n = —n.

4.2. Relaciones constitutivas

.. . d . e . .
El tensor de esfuerzos disipativos afj) y el director dindamico pueden ser escritos
en términos del vector N, el cual describe la razén de rotacién relativa al vector

director, que escribimos como:
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4.2 Relaciones constitutivas

N=n-wxn, 6 N; = _nkﬁjk:nkﬁkja (4.3)

que en términos del tensor asimétrico de vorticidad, escribimos las componentes

CO1mo:

Nj = n; — Wijn;. (4.4)

El tensor de esfuerzos viscoso 7;;, puede de esta forma ser expresado a través de N

y A;; de la siguiente forma

Oij = Oz1ninjnknlAkl + Oégani + Oz3’niNj -+

+O(4Aij + a5njnpApi -+ aﬁnmpApj, (45)

los coeficientes «;, son conocidos como los coeficientes de viscosidad de Leslie, o
simplemente coeficientes de Leslie, con ello podemos escribir la parte antisimétrica

del tensor de esfuerzos viscoso como:

EijkOjk = Eijr (Q2n;Ni + asniNj + asngn, Ay + asning Ay)) (4.6)
5ijknj§ka
donde
gk = _F)/lNi - 72Aipnp7 <47)
o= Q3 —ay, (4.8)
Y2 = 6 — Qs (4.9)
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Flujo de nematicos

Parodi propuso via las relaciones de Onsager, que los coeficientes de viscosidad son

restringidos a través de la relacion entre los coeficientes, ésto es:

Y2 = Qg — Q5 :OZ3+012, (410)

Notese que esta relacién fue obtenida subsecuentemente por Currie [40], a través
de un argumento de estabilidad, este resultado reduce el nimero de coeficientes de
viscosidad independientes a cinco en lugar de los seis usuales, lo que resulta en una
simplificacion de la teoria. No se persiguen los argumentos que causan la relacion de
Parodi, sin embargo, ésta es generalmente acorde a la solucién que nos da la teoria.

Las relaciones de Parodi sostienen que la desigualdad de la disipacién viscosa se

reduce a
D = aq (niA,-jnj)Q + 2"}/2NZ'AUTL]' + Oz4Aiinj +
+ (045 + Oza) niAijAjknk + ”leZ—Ni Z O, (411)
(4.12)
donde v; = a3 — ap, 72 = ag — a5, v los coeficientes aq, aa,... , ag, son los llamados

coeficientes de viscosidad de Leslie, o simplemente viscosidades de Leslie.

4.2.1. Viscosidad nematica

La anisotropia en las propiedades viscosas de un fluido nematico puede ser ilustrada
al medir las viscosodades efectivas para diferentes orientaciones del vector director

n con respecto a la direccién de un campo externo H.
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4.2 Relaciones constitutivas

Plano Movil /
,’ # Tensor de Corte
Vy( z) > / V4 0 sobre el Nematico
Perfil de Velocidad / /\n H Oy,
> [
— 4 <
7 Gyz
ﬂ V y Tensor de Corte
. Bajo el Nematico
X

Plano Fijo

Figura 4.1. Flujo de Couette de un nemético entre dos planos, con el vector director
fijo por un campo externo H intenso.

1 confinado entre los planos z = 0

Considérese un flujo de Couette en un plano
y z = d figura 4.1. El plano movil superior que se mueve a velocidad constante
U a lo largo del eje y, con el plano del fondo fijo; el flujo de corte se especifica
como (0,v,(2),0). El fluido se adhiere al sustrato sélido de tal forma que se tiene
Uy |s=a= U y vy |,=0= 0. Suponga ademads que el director del material H, como en
la figura 4.1, se halla fijo en el espacio y tiempo, por ejemplo a través de un campo

externo intenso, asi; n(r,t) = Constante figura 4.1, y que el nematico satisface la

ley de Newton para la viscosidad, esto es:

dv
o =5, (4.13)
a Qy a3 + Qg + Qg ¢ —Qig + g4 + O

2 2 2 ’

donde O'ZZ es el tensor de esfuerzos cortantes transmitido a través del fluido nematico,

y 1 es la constante comunmente nombrada como coeficiente de viscosidad efectiva.

'El flujo entre dos cilindros concéntricos que rotan, es referido en la literatura como Flujo de
Couette (M. Couetee 1890). En el limite R; — R se vierte en el movimiento entre planos paralelos
referido a un flujo de Couette en dos dimensiones.
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z z
y
y
X
(b) % (c)

Figura 4.2. Flujo de Couette de un nematico entre planos, con el vector director fijo
por un campo externo intenso. Geometrias de Miesowicz: (a) n paralelo a la direccién
de vorticidad, (b) n paralelo al flujo, (c¢) n paralelo al gradiente de velocidad.

Integrando la tltima ecuacion y empleando condiciones de frontera, primero encon-
tramos que la velocidad es una funcion lineal de la coordenada z; v, = 7§z, donde
v = % que es la razén de corte constante con dimensién 1/s. Expresando 1 como
funcién de los coeficientes de Leslie o; y las viscosidades 7, con las siguientes tres
mas practicas geometrias posibles para la orientacién del director versus flujo de

corte, cominmente conocidas como geometria de Miesowicz (figura 4.2).

1. n perpendicular a la direccién del flujo y al gradiente de velocidad, n = (1, 0, 0).

Entonces, n;A4;; = 0, N; = n;Wy; = 0, y el tensor de esfuerzos se reduce a

_ _ Y. o a
Opy = Ay, = au3; i.e., 0

= St = ny. La torca de viscosidad es por tanto
nula, que se escribe como I' = (ay —a3) [n x N+ (a5 —ag) [n X A -n] =0, es

decir, el nematico se comporta como un fluido isotrépico con una viscosidad

] (S 77—
efectiva 5 = .

2. n paralelo al flujo, n = (0,1,0). las componentes de n;A;; vy N; = n,;W;; son
(0,0, %), Gy. = agN, + (g + ab)A,,. Por tanto, n° = (a3 + a4 + a6)/2 =
N3 + ")/1(1 — )\)2/4

3. n paralelo al gradiente de velocidad n = (0,0, 1). Las componentes de n;A;;

y Ni = n;Wj; son (0,3,0) y (0, —-g—, 0), respectivamente. De este modo, 7,, =

a2Ny + (a4 + a5)Ayz y TIC = (_a2 + oy + CY5)/2 =13 + 71(1 + )‘)2/4
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4.2 Relaciones constitutivas

Viscosidad de Miesowicz | ' = Jr(as + o + ag) = 3 (a2 + 203 + s + o)

[\

(—ao + g + a5

3 _

N—= = 3

S IS
|
Q
W~

12 _ o,

viscosidad Rotacional | v = a3 — as

coeficiente de Torcién | v = ap + a3 = ag — a5 = nt — n?

viscosidad de apertura (splay) | n°P'% =y, — #(771 —n* )P =mn -0

twist

viscosidad de torcedura (twist) | """ = v, = a3 — ay

viscosidad de curvatura (bend) | 7" =y — 7 (n' —n* —)? = —

Experimentalmente con el flujo de corte inmerso en un campo de intensidad magnética
H intenso, podemos medir experimentalmente conbinaciones de las viscosidades de
Leslie, por medio de las viscosidades de Miesowics, segin sea; (a) n paralelo a la
direccién de vorticidad, (b) n paralelo al flujo, (¢) n paralelo al gradiente de veloci-
dad. En conjunto con otras técnicas como lo es la dispersion de luz, la dinamica
de la transicién de Frederiks, rotacién y oscilacion de campos, y otros, se pueden
encontrar todos los coeficientes viscosos ;. Por definicién las tres viscosidades de

Miesowicz en experimentos de corte se calculan a través de:

nb:a3+oé4+a_6<na:7<nc:_a2+2a4+a5. (415)

Las viscosidades como funcién de los coeficientes de Leslie para los tres casos, se
muestran en la figura 4.3. Estas son conocidas como viscosidades de Miesowicz luego
de ser propuestas y medidas por ejemplo en [22], [23]. Si se escoge una orientacién
no simétrica para el director, la viscosidad «; es accesible en experimentos de corte,

por ejemplo [24].

Los coeficientes de Viscosidad para pentylcyanobiphenyl (5C B) se revisan por ejem-
plo en [25] y [26], muestran que la razén g; es pequena = 0.18, el cual es un resultado

razonable si la friccidén tiene correlacion con la seccidon transversal de las moléculas
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Figura 4.3. Flujo de Couette de un nemético entre planos, con el vector director
fijo por un campo externo intenso. Geometrias de Miesowicz: Definicion de las tres
viscosidades de Miesowicz en experimentos de corte.

vistas por el flujo.

Por otro lado al considerar flujos estacionarios e incompresibles de los parametros que
caracterizan al fluido, aparecen particularmente en las ecuaciones de la hidrodinami-
ca (ecuacién de Navier-Stokes 3.46) la viscosidad cinemética v = %, las funciones
incognitas v y el cociente p/p, donde p es la presién, y p su densidad. Por supuesto,
el flujo depende a través de las condiciones limites, de la forma y dimenciones, si
el flujo esta especificado por los parametros v, v y [, esta ultima longitud caracter-
isticas del problema, es facil notar que la Unica combinacién de éstas que resulta

adimencional es el nimero de Reynolds

=— =— 4.1
R , (416)

de tal forma que cualquier otro parametro adimencional puede ser escrito en términos
de este ntimero (ley de semejanza [12]). La ecuacién 3.46 se simplifica en el caso
de flujos con numeros de Reynolds pequenos, por ejemplo; para el caso de flujos
estacionarios e incompresibles (ecuacién 3.47) el término de (v-V)v es del orden de
magnitud de "TZ, analogamente el término %VQV tiene por orden de magnitud a %.

El cociente de estas dos cantidades es precisamente el nimero de Reynolds.
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4.3 Conservacion de energia

4.3. Conservacién de energia

La ecuacion de balance de energia para fluidos nematicos, se obtiene a partir de la
ecuacion para fluidos “isotrépicos”, cuando agregamos los términos relacionados al

orden de orientacién del fluido, esto es:

d [v? 1d g 0
P (7 + u) to (I?) = pg;v; + Gin; + o (vioj +nimiy — J7),  (4.17)
donde %I 2 es la densidad de energia rotacional. La densidad de energia interna u
puede ahora contener contribuciones a la densidad de energia propia de la interaccion
del nemdtico con campos externos o propios, como lo es el campo de induccién
magnética B,y se define wy = fro— %,ualxa(B-n)z, donde fro = Fas es el término
elastico debido a Frank-Onsager. El cual debido a su importancia se reescribe, ain

cuando se discutira en la seccién [3.25]:

1
W; = 5/ (K1 (V-n)’+ K, (n-V xn)’+ K3 (n x V xn)?| dV, (4.18)
1%
Como se observa, el lado derecho de la ecuacién wy = fro — pg 1%)(,1(3 - m)?,

donde fv wrdV = Wy, complementan las fuerzas de orientacién (segundo térmi-
no de la ecuacion 4.18), asi como uno de los términos del tensor director superfi-
cial. Finalmente, para un medio anisotropico, el gradiente de temperatura puede
causar flujo de calor en alguna direccién, diferente para la direccién del gradiente,
qu = —k,;;0T/ 0z, donde el coeficiente de conductividad térmica k5 es un tensor de
segundo orden. Para un nemédtico uniaxial, ;s se tienen tan sélo dos componentes
independientes x, y £, donde ks = K,n;n; + nléﬁ,, donde 5]48 = ;s —n;ng, son los

elementos transversales, éstos son los elementos de la delta de Kronecker transversal.
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Flujo de nematicos

4.3.1. Dinamica disipativa

Al analizar los procesos disipativos de la ecuacion de produccién de entropia, tenemos

que la funcién de disipacion la escribimos como

ov; on
2R = Lo +pojk+mumo—rb | +

amk ( ik P ik pkamj

s (Ujk + Qi + 7”1’07) g (T —nymy) s (419)
p p
—Je

que en presencia de un gradiente de temperatura, se anade el término (%) %,
J

cuya contribucién se requiere en el lado derecho de la ecuacién precedente, donde

J;-’ = —mjngT. Si analizamos procesos no disipativos, todos los términos entre
S

corchetes son nulos, con ello garantizamos que R = 0 para cualquier Jv;/0xy y

0Q /Oy, ast:

(r) . 871
Ujk = _péjk - kaa—xj, (420)
r (')nk
5ijk0'](‘k) = —5ijk¢jnk - 5ijk7rjp%7 (4'21)
P
€ijkMiTkp = EijkTjTkp, (422)

donde hemos hecho uso del tensor de Levi-Civita para acentuar que la informacién
relevante son el segundo y tercer términos del tensor de esfuerzos en la ecuacién
de produccién de entropia (ecuacién 4.19), éstos se obtienen solamente a través de
la parte antisimétrica de la expresién en los paréntesis; cuando {2;;, es un tensor
antisimétrico, cualquier parte simétrica que contenga el corchete se anula cuando se

multiplica por €. Asi de la primer ecuacién (4.20) que resulta al hacer nulos los
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términos en la ecuacion de produccién de entropia, con ello se define el tensor de

esfuerzos de Ericksen (ecuacién 4.20) como:

(r) on,
05 = —POik — Tpk (4.23)
ik ! PO,

constituido por las contribuciones del esfuerzo de un liquido en resposo y el es-
fuerzo debido a la distorsién del vector director (sin considerar las contribuciones
diamagnéticas). El tensor de esfuerzo de Ericksen (4.20) es independiente de los
efectos disipativos y usualmente mas pequeno que el tensor de esfuerzos viscosos
(ecuacién 4.5), con ello podemos escribir la funcién de disipacién (4.19) en la forma

siguiente:

2R = A7) + (Qy + Wy)al) = Ay + Q7 (4.24)
donde se representa el gradiente de velocidades como Ov;/0x; = A;; + Wj; e in-

. p— —(7 p— —
troducimos el tensor de esfuerzos o;; = o0;; — UZ(-J-) = US) + 7

ij
. ’ . —(s S . . ’ . —(a —(a
simetrica O’§~i) Z(j), y una parte antisimeétrica 7Y =

i Ji
Qij + Wij = ﬁl]

con una parte

-7 . Finalmente, se escribe

4.4. Ecuaciones dinamicas

Se asume de ahora en adelante condiciones isotérmicas, de tal forma que se igno-
rard todo efecto térmico, en estas circunstancias, como en cualquier teoria basada en
el continuo, se requiere conservacién de masa, momento lineal y angular. La ley de
balance del momento lineal, es basicamente similar a la de un fluido isotrépico, ex-
cepto que el tensor de esfuerzos resultante no necesariamente es simétrico. La ley de
balance para el momento angular es adecuadamente aumentado al incluir explicita-
mente las fuerzas y momentos externos sobre el cuerpo, asi como momentos sobre

su superficie. De tal forma que se denota por K al momento externo del cuerpo, y
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por 1 al momento superficial por unidad de area. Asimismo, se denota por % a la
derivada material, asi puede escribirse las leyes de balance de masa, de momento

lineal, y angular como:

D

— dV = 4.2
oi J, PV =0, (4.25)
D
—/pvdV:/deV+/ tdsS, (4.26)
Dt Jy v v
D
— p(rxv)dV:/p(er+K)dV+/ (x x t+1)dS, (4.27)
Dt Jy v ov

aqui t es la fuerza superficial por unidad de drea. Y su realcién con el tensor de

esfuerzos y el momento de superficie estan dados por:

ti = 0OyVj, ll = lijVj (428)

donde se considera a v como la normal a la superficie de la frontera que encierra

al volumen V', la primer ecuacion de 4.28, puede reescribirse de una forma maés

/ tzdS/ Uijyjds/aij,jdV (429)
ov ov 14

De tal forma que la ley de balance de momento angular se escribe como:

convencional como

/ €ijkTj (pvk — ,OFk — Ukpp) dV = / (pKl + €jk0k; + lij,j) dV, (430)
1% 14

la cual se reduce a:

,OKz + €ijkOkj + li]‘J‘ =0. (431)

Se observa que en el caso de fluidos isotrépicos K y [ son nulos, con ello; €104 = 0,
que nos dice que en fluidos isotropicos el tensor de esfuerzos es simétrico. Siguiendo
a Leslie [36], éste asume que la razén o cambio entre fuerzas y momentos en una por-

cién de volumen del nematico sera absorbida en cambios en de energia del nematico
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wy, en la energfa cinética, o serd perdida por medio de disipacién viscosa. La razon

de trabajo postulada es tomada por:

/p(F-v+K-w)dV+/ (t-v+1-w)dS =
v ov

D 1
= — —pv - d Dd 4.32
D V(2pv v+wf) V—I—/V v, (4.32)

donde w es la velocidad angular del director n y D es la razén de disipacion viscosa
por unidad de volumen, también llamada funcion de disipacién. Se asume que D es

siempre positiva, que se demuestra en la ecuacion 4.11, y puede ser reescrita como:

/av (tivi + lzw,) dsS = /V (Uijvi,j + lijw,;j + Vi034j4,4 + wilij,j> dV. (433)

Aqui se puede hacer uso de la ecuacién 4.28, con ello

/ (tiv; + Liw;) dS = / (0ivij + lijwi; + poivi — pFivi — pwi K — wi€ijeor;) dV,
v Y (4.34)
también en el caso especial de un material incompresible (donde necesariamente,
V-v =0), y suponiendo que el elemento de voliimen que observamos sea invariante

respecto a t, se reduce a la forma diferencial
Uijvi,j + lzjww — wieijko-kj = ’LUf + D, (435)

ahora, de la definicién de derivada material
Mg = (1) j — T kU, (4.36)

siempre que conmuten las derivadas parciales. Entonces, dado que wy = wy(n, Vn),

la derivada material de wy, se escribe
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I on, © Oy Pk
8wf 6wf (9wf 8wf
=€ o i o Wik| — 3 5 4.37
Eigp [(nq an, + Ny 3np7k> w; + Ny anmw k T MgV k ( )

reetiquetando los indices como es debido. Empleando la identidad de Ericksen 4.44,

se puede concluir

0 0 0
U)f = Eipq ( wf wi,j — wf ’LUZ) — Lf'nmvi,j, (438)

Ng——— N g
q a
ony,j O p

insertando este resultado en la ecuaciéon 4.35 tenemos:

n 8wf n l 6wf
Y anp,j Np,i " Y o Top,jTlp,i "

8wf
—Wi€igp (qu - m) =D (4.39)

como se ha mencionado D debe ser necesariamente positiva. Dados los signos de
w;, w;j vy v;; pueden ser arbitrariamente escogidos, si seguimos los coeficientes de
cada término lineal para w;, w;; y v;; con la ecuacién 4.39, debe poder igualarse a
cero para que D se quede positivo. Esto nos lleva a la conclusién que el tensor de

esfuerzos y su tensor asociado /;; deben tomar las formas [36]

ow _
0ij = —pdij — an—fnpz + 0ij, (4.40)
P,J
awf o
J Pq pan%j J

donde p es una presién arbitraria que surge de asumir la incompresibilidad del
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nematico, y 0, ; y ZJ denotan contribuciones dindmicas posibles, en la terminologia
de Leslie, g;; es llamada el tensor de esfuerzos viscoso [[37], p. 38], [[38], p. 36]
si, por un momento, las contribuciones dinamicas supuestas son ignoradas en estas
expresiones, entonces es facil identificar que su introducciéon en el lado izquierdo de
4.39 nos refiere los términos a cero, observando que el primer término entre paréntesis
se reduce a —pv;;, que es cero debido a la ecuaciéon de continuidad, mientras el
siguiente término entre paréntesis debe ser cero porque €;;;X; = 0 para cualquier
tensor de segundo orden simétrico Xj;. Con estas tltimas ecuaciones la ecuacion

4.39 se reduce a:

Gijvij + lijwij — Wi€ijpop; =D >0 (4.42)

dado que D es positiva. Esta desigualdad es de crucial importancia al discutir la
teoria constitutiva e imponer restricciones sobre las formas de los términos dinami-

COS.

Desde una posicién cualquiera, se tienen las relaciones constitutivas del momento
angular y lineal, ademds de la ley de balance de momento angular (ecuacién 3.45)
puede escribirse la ecuaciéon dindmica a partir de las ecuaciones 4.31, 4.41, 4.40 y la

desigualdad de la ecuacién 4.42, obteniendo:

pK' + €4k P k
’ " I 8nk7l " 8nm7j

Ok + (n awF) —n %] =0, (4.43)
N

donde se debe reconocer que las variables naturales de 05, asi como de Ej son n;,w;
y v;;, al ser evaluadas en un punto y un instante. Como se ha asumido que Ej
no depende del gradiente de w;; de la velocidad angular w del vector director, se
sigue que Ej = 0, porque w;; puede ser de signo arbitrario y solamente entra en
la desigualdad 4.42 linealmente con Z] usando la ecuacion de balance del momento

angular y la identidad de Ericksen 4.44, la cual se escribe como:
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ow ow ow
. Bl 4 . =0, 4.44
€ijk (nj o + Njp O, + Ny 8np,k> ( )

Notese que entre el tensor de esfuerzos y el de deformacién se tiene la siguiente
igualdad (ver apéndice A),
€ijkOjk = €ijkMigk (4.45)

de esta forma la ecuacion (4.43) puede ser arreglada y escrita como:

,OKZ + EijkN;

~ 8wF 8wp
St 4.4
gr + < >7l 8nk ] 07 ( 6)

anm

donde g estd definida en la ecuacion 4.7. Ademads, si se supone que el momento
externo del cuerpo por unidad de masa K, esta relacionada a la fuerza del cuerpo

generalizada G por medio de la ecuacion pK = n x G, esto es:

pK; = gijpn;Gy, (4.47)

asi, la ecuacién de balance de momento (ecuacién 4.46) se escribe como:

EiikMNj
IR 8nk,l 87’Lk

Gr + g + (&"F) - —8wF] —0. (4.48)
J

De las ecuaciones de equilibrio, se puede reconocer que, de observar una posicién se
pueden comparar los coeficientes para el incremento arbitrario infinitesimal virtual
An;, por medio de An; = dn; + n; ;0z;, con dx; un desplazamiento virtual en la
coordenada ¢. Las variaciones en el director n no son del todo arbitrarias, sino que

se hallan sujetas a las constricciones
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La primer constriccion es debida a que se asume la incompresibilidad del fluido. Las
siguientes formas requieren la exigencia general de que las variaciones satisfagan
op + (pdx;) ; = 0. (4.50)
Esta refleja la propiedad de la conservacién de masa, al aplicar variaciones sobre
las variables (ver Apéndice A), por ejemplo usando el principio de D “alambert (el
principio de trabajos virtuales). Con ello (méas la identidad de Ericksen ecuacién

4.44), el caso general de un fluido incompresible se obtiene las ecuaciones (4.46,

4.47)

ow ow _
(87%',]')7» O, +Gi+gr = Ani =0, (4.51)

con ello se puede concluir que la forma final que adopta la ley de balance de momento

angular, (ecuacién 4.48) es:

. 9
Gk+gk+( wF) o
)

ﬁnk,l ank

con A una funcién escalar arbitraria. Como se observa, ésta es efectivamente del
tipo de las ecuaciones de Euler-Lagrange de la teoria estatica con la adicion del
término dindmico g, definido por; g = —71 N; — 2 4ipn,. Aunque, como se menciona
anteriormente, puede no considerarse el término de director inercial en la derivacién
de la ecuacion de Euler-Lagrange, pero vale la pena notar que esta ecuacién 4.52,

puede ser reescrita como:

- 0 0 .
! T

donde ¢ es una constante inercial, medida en términos de kg m™!, que es nece-

sario debido a la consideracién de una energia cinética rotacional de un elemento de

material. Este término &7, es generalmente despreciado en la mayoria de las circun-
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stancias, pero, es expresado por Leslie, éste puede ser concebido debido a que juega
un papel relevante cuando la anisotropia del eje es sujeta a grandes aceleraciones,
y por esta razén se establece en la ecuacion (4.53), con ello se tiene la completez
de la misma (ecuacion 4.53). Realizando el producto escalar de la ecuacién con ny;

resulta

awF) Qwp, 0, (4.54)

Grngi + gene, + Nk — 75— Nk
ank,l I 8nk

en donde se us6é ny;n; = 0. Introduciendo la relacién constitutiva entre o;; y 75,
en términos de 7;; en la ecuacién de balance de momento lineal (ecuacién 3.45)
y haciendo uso del resultado anterior (ecuacién 4.54) obtenemos, con los indices

adecuadamente reasignados, la siguiente expresién:

(2

ow F ow F
Mk, ji —

)i = pFi —pi — —— o i T 0ijj 4.55
poi = pFi—pi— 5 8nk,j)jn’“’ + ijj (4.55)

. Owp Owp ~ _
pU; = pFs —pi — T, it T e + G + gkl + 0ij 5 (4.56)
Como wp = wr (n,Vn), la ecuacién anterior se reduce a la forma general para
la ecuacién de balance del momento lineal (ecuacién 3.45), que en términos de la

notaciéon para las derivadas parciales, resulta:

pvi = pl; — (p+ wr) ; + Gk + Grn + Oijj- (4.57)

ahora bien, las ecuaciones dindmicas principales para nematicos son las ecuaciones
de la conservacién de masa, la ley de balance de momento angular y la ley de balance
de momento lineal. Las cuales, se hallan en el resumen hecho por Leslie [35], cuando
los términos inerciales que involucran a n son ignorados, nétese que Leslie absorbe
el término de p al introducirlo en la definicién de F, como observa Ericksen [34],

en circunstancias ordinarias los aspectos del campo gravitacional o de los campos
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electromagnéticos tienden a producir las fuerzas F y G. Por ejemplo, en el caso de un

campo gravitacional externo en ausencia de campos electromagnéticos, se obtiene:

9y,
8:1:,- ’

F; = G; =0, Uy ="y (2), (4.58)

donde W, es el potencial gravitacional.

Si se siguen las ecuaciones que incorporan a los potenciales asociados a las fuerzas F
y G, se observa que en general se incorporan los efectos de los campos gravitacional

y electromagnético al considerar

v
0 G ov

E = ) i = )

U=—pU, + U, (4.59)

donde p es constante, sin embargo, cuando ¥ = V¥ (n, x), se puede ver que se emplea

la definicion sobre los campos y los potenciales

ov ov
pFl + Gjnjﬂ- = %TLJ”Z’ + % = \Ifﬂ', (460)
j i

con ello la ecuacién de balance de momento lineal se escribe como:

pU; = =P + Cig k. + Gk (4.61)

donde:

p=p+wp—V, (4.62)

con p la presion. Por completez del estado, como en el caso de impetu angular, esto
es, cuando la contribucién al vector director inercial es incorporado, entonces las
dos formas de las ecuaciones que balancean al momento lineal (ecuacién 3.45) son

remplazadas por:
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pO; + Erijng; = pFi — (p+ wr) ; + gjngi + Gingi + 035, (4.63)

pU; + &N = Gingi — P+ Tij (4.64)

donde se consideran los comentarios mencionados en la ecuacion G+ g + < g;”: l) —
)

%‘”Tf = Any + £ng, que incluye términos de la segunda derivada del vector director.

Si ahora seguimos en el problema dindmico en nematicos, la clave se requiere y que
gobierna las ecuaciones en muchos problemas practicos, son las constricciones, como
aquella dada por la ecuacién de conservacion de la masa, las leyes de balance de
momento lineal y angular, junto con las ecuaciones constitutivas que definen los
parametros 7; a través de las relaciones de Parodi, el vector g; = —y1N; — y2Aipn,,

y la forma explicita del vector de esfuerzos viscoso a;;.

Es importante senalar que el niimero de incégnitas en la teoria dindmica debe ser
y lo es, igual al nimero de ecuaciones disponibles. Las variables desconocidas son:
la velocidad v(x,t), el vector director n(z,t), la presién p(x,t) y el multiplicador de
Lagrange A. Entonces el nimero total de cantidades desconocidas son claramente
ocho: las tres necesarias de v, tres de n, una de p y una mas de \. Las constricciones
como n-n = 1 y la condicién de incompresibilidad V - v = 0, proporciona dos
ecuaciones, mientras la ecuacion de balance de momento y la ecuacion de balance de
momento angular, proveen de tres ecuaciones. Entonces las ocho ecuaciones pueden
ser satisfechas, y éstas igualan el nimero de variables desconocidas. Es bastante
comun, como un ejemplo simple, para el balance de ecuacion de momento angular
la reduccién a dos ecuaciones, una vez que los multiplicadores de Lagrange han
sido eliminados por n, que es un vector unitario, el cual puede ser descrito por dos

parametros independientes.

Es necesario concluir esta seccion con algunos comentarios sobre las condiciones

de frontera. En un sélido con fronteras o interfase es comin asumir que el cristal
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liquido nematico se adhiere a la superficie del sélido, y con ello la velocidad es
sujeta a la usual condicion sin deslizamiento; por ejemplo, en una interfase sélida
en reposo se asume que v = 0 en las fronteras. La condicién frecuente de frontera
para el director es a menudo la condiciéon de anclaje fuerte, esto es el alineamiento
del vector director a la superficie es intrinseca al fluido. Por supuesto, cualquier otra
condicién de frontera para el vector director es posible, pero en los problemas de
la literatura se emplean condiciones fuertes de anclaje sobre el vector director en
la frontera con el sélido como hipétesis, sin embargo, pueden estas condiciones de

frontera relajarse a una viscosidad sobre la frontera del medio [39].

Resumen de las ecuaciones dinamicas de Ericksen-Leslie.

Eij = ozlnmjnknlAkl + GCQTLjNi + Oég’l”LZ'Nj +

+064Aij + Oz5njnpApi + OzﬁnmpAp]—,

0

PVi = giNji = Pi + Oijj,

~ 0 0 .
9k + ( wF) _gur = Ay + &y
8nkyl 1

(4.65)
(W)= wy = 5 [K0 (V- 0) 4 Ko (0 xm)? 4+ Ky (n x ¥ x )] (466)
(4.67)
(4.68)

3nk

gk = _leNi - 72Aipnp’ (469)
o= a3y, Y2 = 6 — s, (4.70)
1 (91),- avj
Az] A]’L 2 (833] + 8.Z'Z) ) ( 7 )
1 8vi a’Uj
= —_W.. = = _ 4.72
VVz W]Z 2 (BZBJ 8@) ’ ( ’ )
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CAPITULO 5

Flujo de un cristal liquido nematico en un canal

Ahora bien, para abordar el problema del presente trabajo, se cosiderar un cristal
liquido nematico confinado entre dos semiplanos, éstos forman un angulo que de-
nominaremos «, que se medird segin la figura 5.1. Témese de igual forma al eje z

coincidente con la linea de interseccién de las dos placas.

\

->

.e

- (]

m/8 =012

Z

Figura 5.1. Forma gréfica del canal convergente y/o divergente.

que puede observarse en otra perspectiva de la siguiente grafica.
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Figura 5.2. Perspectiva del canal convergente y/o divergente

Si se asume que se puede orientar el nematico como lo describe la ecuacion 5.1, como
en el caso isotrépico, tenemos un flujo que ocurre en el plano é, —é,4, con é; el vector
unitario de la i-esima coordenada, como habitualmente es el plano perpendicular
a €,, con lo que las variables del fluido seran solamente funciones de r, es decir,

podemos escribir al vector director de las particulas del neméatico n por

n = (senf(r), cosf(r),0), (5.1)

donde 0 se halla definida por el angulo subtendido por el vector r y el vector director
de la molécula nematica n, figuras 5.1 y 5.2. De esta forma la energia libre elédstica
de Frank, (Fips), estd dada por la ecuacion (5.7). Ahora bien, para el caso del fluido
ordinario, como se discutié en el capitulo anterior, las condiciones de frontera ademas
de simétricas eran unicamente sobre el perfil de velocidades del fluido. para el caso

de un cristal liguido nemdtico (figura 5.3) se deben cumplir ademads las siguientes
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Figura 5.3. Cristal liquido nemético. El vector director del Nematico se halla indicado
por N. Es definido por 6 al dngulo suscrito por el eje de simetria de cada molécula
individual 11 y el vector diretor del cristal liquido nemético N, aun cuando éste puede
ser local o no.

condiciones de frontera sobre el angulo de orientacion #, dadas por

u(0) = 0, u(m/4) =0, u"(0) = 3, (5.2)
6(0) = 0, O(m/4) = 0. (5.3)

Cada una de las cuales tiene un significado fisico. Las condiciones nulas para u en
ambas fronteras significan que el fluido se amolda sobre la frontera, sin resbalar. El
valor de (3 nos permitira escoger posteriormente un valor para el gasto de fluido que
cruza el canal. Por otro lado las condiciones nulas para 6 establecen condiciones de
fronteras de anclaje fuerte planar para las dos fronteras. Es decir n sera paralelo a

ambas fronteras para cualquier intensidad de flujo.
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5.1. Modelo

Haciendo uso del sistema de coordenadas cilindricas (r, ¢, z), con el eje z a lo
largo de la linea de interseccién entre los planos, el angulo a es como lo muestra
la figura 5.1. Debido a que el flujo es uniforme en la direccién z, y si se asume que

naturalmente el flujo es enteramente radial, es decir:

vy = v, =0, (5.4)

v, = o(r, Q). (5.5)

Consistentemente se considera que n se halla en el plano é, — é,, plano normal a é.,
donde 6 se mide a partir del vector unitario é,, como lo ilustra la figura 5.1, con lo

cual se escribe:

n = (cosf(¢),send(¢),0). (5.6)

Sustituyendo esta n en la ecuacién 4.18 se obtiene la forma explicita de la densidad

de energia eldstica:

Flpy = 4%(1{1 b Ky + (K — K3)c0s20(0))(1 + 0/(6))2. (5.7)

En este punto, es conveniente un resumen de las ecuaciones dindmicas de Ericksen-
Leslie para nematicos en el marco de la teoria isotérmica incompresible, donde los
términos inerciales del vector director son despreciados debido a que se consideraran
flujos lentos. Recuérdese que en nuestro problema no se consideran campos eléctricos
por lo que los términos pF; = DypEy,;, G; = €eni i E;, son claramente nulos.

Definiendo p = p 4 wy las ecuaciones 4.53 y 4.63 toman la forma:
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~ awF awp .

— =A . 5.8
gk + (8nk,l) . o ng + &y (5.8)
po; + Eivjngi = —pi+ Gingi + g, (5.9)

En la ecuacién 4.65 se definié el tensor de esfuerzos viscoso como

i = oqninjngAg + aan; Ny + asnN; +

+C¥4A1‘j + a5njnpAp¢ + chnmpApj. (510)

Sustituyendo las ecuaciones 5.4 y 5.5, en la ecuacién 4.71 se obtiene la expresion

explicita para A:

Ov(r,9) 1 9v(r,9)

or 2r  O¢ 0
_ 1 Ov(r,p)  v(r,¢)
A= | foro e (5.11)
0 0 0

A partir de n definido en la ecuacion 5.6, se calcula el vector N dado por la ecuacién

4.73), esto es:

Ov(r,4)
N=n, —o- | =269 o o |, (5.12)
0 0 0
en donde:
dn ,
7 (—senf(¢), cost(¢),0)d’, (5.13)
n; = (—send(¢),cosd(¢),0). (5.14)
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Calculando la divergencia del tensor de esfuerzos, dado por la ecuacién 5.10 ¢ con
componentes cilindricas (véase apéndice) ;; se encuentran las siguentes expresiones

para sus componentes

V.o = —% (2(as + (a5 + ag)sen’d + agsen’d)+
0'(4)((2c6 — v1)cos26 + ycosdd))
_sen26 dv(r, ¢)
4r? d¢o
20 () + a3 — as + ag — 2a1c0820)]
1 d*u(r, ¢)
22 dg?
(a5 — rp)sen’d + 2 5 —Lsen 29}

1d
L Ldv(r)
r dr

+0' () (—al 4—22%

1 do(r,9)
4r dodr
d*v(r, ¢)
+T

[(042 +063 +C¥5 — a6)+

[ oy + (a3 + ) cos?0+

[a4 + (a5 + ) cos?0 + aycos*l
cos260 + %cos4€>}
sen26 20, — ap — a3 + 3as + ag + 20 cos20)]

[ + (a5 + ag)cos®d + acos?d] (5.15)

sen26
V.o, = —WU(T, ¢) [—oq — 206 + aycos26+
4(—aon — a5 — ag + a1c0820)0'(¢)]
1 d
L1 dv(r,9)
4r2  do
(o + a3 — 2a1 — 3as — g)cos26

201 — ag + ag + 6ay + 3as + 3ag+

+20'(¢) { (a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + ag)cos20 — a;cosdd}]
sen26 d?v d*o(r, ¢)

[Oél + Qg+ a3+ oy + a5+ ag — OélCOS29]

A2 dg?
20d
‘i‘Se;, Ug;i ) 3 + 4das + 26 + 10820 + 46 (P)cos26]
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1 d?v(r, 9)
4r  dodr
(o + as + a5 — ag)cos20 — aycosdd]

d*v(r, ¢) sen26

+—d7“2 0 [ag + 20 + 1c0820)]

[ag + ag — ag + 204 + a5 + ag+

[V-o];=0. (5.16)

Al mantener presente que se tiene dependencia del argumento de las componentes
del vector director, como funcién de ¢, esto es 0(¢), salvo la coordenada z, sobre
la cual tenemos un flujo estacionario, de haber sus variaciones son nulas y con ello

puede despreciarse tal variable, asi:

(0 =Sem(e()-sen@@)r@)

T

Vn=—| g cose@ycosswnew) o | (5.17)

r

00 0

usando la expresion del gradiente en coordenadas cilindricas, nétese la ausencia del

término %

Al ser esto una forma constructiva sobre el abordaje del problema, lo siguiente es
la definicién del tensor de esfuerzos en términos de los coeficientes «;, conocidos
como los coeficientes de viscosidad de Leslie o simplemente coeficientes de Leslie,
escribiendo la parte antisimétrica del tensor de esfuerzos viscoso en términos de los
vectores antes definidos, es decir, es necesario reescribir la ecuacién (5.7). Asimismo,
se definen los coeficientes v, y 72, en términos de los coeficientes de Leslie segtn la
relacién de Parodi

g=-71N-—1A nj, (5.18)

B0 = {n (-oopentio) - <G N)

2r 0¢
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+ Cos@(¢)—avg;i (b)) ,

(0 reoss(o) - L)

—y (wu(r, &) + Cosfr((b) 81}(87;;(;5)) ,0} . (5.19)

senf(¢) Ov(r, @)
e ( 2r 0o

Es de notarse que en la ecuaciéon 5.8 se tiene la derivada variacional de la funcién de
la energia libre de Frank con lo que es menester calcularla. Por otra parte recordemos
que la energia libre de Franck es funcién de 6(¢) y de ¢, esto es una funcional, con
lo que su derivacion se vuelca a una derivada variacional, la cual sera definida mas

adelante!, de tal forma que:

16
oWy = —;@(T wy (6, P)), (5.20)
se sobre entiende
(5wf o d 8wf 8wf
50 do (89’(¢)> 09’ (5:21)

donde 0W; es la variacién de la funcién por unidad de volumen, de la energia libre

de Frank con ello:

S, — _ﬁ [(— Ky + Ky)sen260(6) + (K1 — K3)0/(6)?sen20()+

— (Ky+ K3 + (K, — K3))0(6)c0s20(6)] (5.22)

donde dw; /08 es la derivada variacional y se han utilizado la definicién anterior de

la funcidn energifa libre de Franck ecuaciones (4.18 y 5.18), es decir:

!Mientras tanto, se sigue la notacién del libro [21], donde: s{ J es un funcional diferenciable
entonces DJ = Dy, J se entiende como la derivada variacional, cominmente conocida con el nombre
de derivada de Gateaux.
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% = 2%2 (=K1 + K3)sen26(¢) + (K; — K3)sen26(¢)¢'(¢)*
— (K1 + K3 + (K, — K3)cos20(6)0" (¢)] . (5.23)

Asimismo, usando los términos ya definidos en las ecuaciones (A.19 y 5.18), podemos

escribir:

PV =GN — P+ Tijj, (5.24)

en esta ultima, sustituimos las ecuaciones (5.23, 5.19 y 5.17), asi como la definicién de
p, ahora de la ecuacién del vector director eliminamos el término con el multiplicador

de Lagrange, para ello, se proyecta sobre la parte perpendicular de n, esto es:

011)}7

- ow .
gkn 1k + (8 F) Nk — N1k = ANk + e, (5.25)
N1 1 ank

el término o, es generalmente despreciado, el cual puede ser relevante cuando la
anisotropia del eje se halla sujeta a grandes aceleraciones, por esta razon se establece

en la ecuacién (4.53), resultando simplemente:

~ owp owp
i i — ——MNg; =0, 5.26
B <3nk,l),zn o " (5:26)
que no es mas que:
~ 5wF
i — . '2
ki + 5% 0 (5.27)

De esta tltima podemos resolver para 6”(¢) de ello obtenemos:

—2K psen20(¢p) + 2K 3psen26(¢) + 2a47y28en26(d)u(@)
2p(K1 + K3 + Kcos20(¢) — K3co0s20(¢))

0// (gb) —
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a1 (@) + auyacos20(p)u’ (¢) + 2K, psen260(4)6' (4)*
2p(K71 + K3+ Kicos20(¢) — K3cos20(¢))
K3sen26(9)0 (¢)?

_20(K1 + K3 + Kcos20(¢) — K3c0820(¢)) (5.28)

donde se ha asumido la dependencia de 0, i.e. 8(¢) = 6, de aqui en adelante se
asumira la dependencia de ¢ para u, y 6, asi como para sus derivadas. Por otro lado

de la ecuacién (5.24) podemos despejar g—(’; que integrando podemos encontrar:

/ ’ ﬁa4(—8u(§)sen20(d)(—a5 g —
+(—aq + a5 + ag — 12 — 201c0820(¢))0'(¢) +
2u'(¢) (e + 206 + 203 + 4y + 205 + 2066 — 271

—2(a1 4 2a5 + 72)c0s20(C) +

Ha1c0540(C) — 2(71 — (o + g + as + a5 + ag — 7o) *
xC0820(() + aycos40(€)6'(C)))

—2(—a; —ay — ag — az — ag + @1c0520(())) *

ssen26(¢))u” (¢)d¢,

donde C(¢) es funcién de ¢ debido a la ecuacién 5.24, ndtese ademads que, esta tltima
es una ecuacion donde atin no se ha hecho uso de la relacién de Parodi, de tal forma
que introduciendola en la ecuacién angular y simplificando obtenemos una ecuacion

que podemos finalmente resolver para w, que definimos enseguida de lo cual resulta:

0 = 4asw”sen20 + dasw”sen20 — dosw”sen26
+Aogw”sen20 — Aoy w’sendd — S8anf'w”sen20

—8a30'w"sen20 + 8as0’ w”sen20
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—8af'w"sen20 + 8ay 0’ w'sendd

+8w {—2azsen26 + 2agsen26 — 2y,sen26
_ Kioyp

2(on 4+ a5 —ag) (1 +72)
+2(a5 — ag + 4a;cos26)0*sen26

w' — 2 (72 + 2a€08260) §'sen26

—a50"c0s20 + gl cos20 — a10"cos46}

+dw' {ay — 205 + 2a3 + 4y + 205 + 206 — 27
—2a5c08260 + 2a5c0820 — 27950820 + o cosdd

—2(71 — (g + ag — 2a5 + 205 — 72)c0520 + 3oy cosdd) 6
—((a2 + az — a5 + ag)cos20 — 2a;cosdh)6

— (a2 + ag — a5 + ag — 2010"cos20)sen26 }

+(a1 — 200 + 203 + 4oy + 205 + 20

+2(y 4 ag — as + ag)cos26 — aycosdf)w® (5.29)

donde se introdujo la siguiente variable adimensional, que en términos de u, se escribe

— Klp 2 . 2 7 <z
u(p) = w(gb)Q(faroé5 e recuérrdese este cociente®, recuérdese también que

v(r,¢) = @ Asimismo:

Oy
4(an + a5 — ag) (71 + 72)
+(1 —n)sen26 + (—1 +n) (sen26) 6"

0=— {272 (sen20) w + (71 + y2c08260)w'}

+{1 47— (=1 +n)cos20} 6", (5.30)

Estas ecuaciones acopladas describen el perfil de velocidades u, que denominaremos
perfil y el angulo de oirentacion € al cual se denominara textura a partir de ahora,

de un cristal liquido nematico, a través de un canal convergente limitado por dos

2Este factor tiene suma importancia al ser el pardmetro que juega el papel del niimero de
Reynolds para el problema, que caracteriza los regimenes del flujo para fluidos viscosos, que se
encuentra en la ecuacion 3.60, el cual nos permite entender el régimen en que ambos fluidos se
desarrollan cuando presentan los perfiles y texturas calculados.
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paredes sélidas formando un angulo 2«.. Cabe mencionar que en el punto en el cual
ambas fronteras concurrentes, puede hallarse una fuente o sumidero de fluido, es

decir tendremos flujos convergentes o divergentes segun sea el caso.

5.2. Solucion numérica

Se resuelve utilizando el método de continuacién paramétrica discutido en el capitulo
5.1, para encontrar la solucién numérica a la ecuacién diferencial ordinaria de tercer
orden [28], ecuacién 5.31, en términos de los nuevos pardmetros que definiremos por
a y 7, los cuales se hallan en funciéon del parametro 3, mas adelante daremos una
breve recensién sobre estos. Lo anterior, lo podemos hallar en la secciéon 3.4.2 de
manera mas detallada. Una vez resuelto el caso isotropico, se aborda el caso del
fluido nematico, el cual se halla regido por las ecuaciones 5.29, que se reescribe en

términos de la variable adimensional w, como:

0 = 8w{2(as — )0 cos20(1 + 6') + 2a160'sendf (20" — 1)

(g — a5)0"cos20 — 10" cosdb} +
, Klayp
2 (041 + a5 — 056) (71 + ’72)
+4w' {a1 + 2204 + a5 + ag) + ajcosdd

Sww

—2npcos20(—1 + 06’

+2(cg — a3)0 + 2a1c08400' (=3 4 26')
—npsen260” + «sen40f”}

—4w" {sen26 (—1 + 20") (no — 2a;1c0s26)}
+w® {a1 + 4oy — 4oy + 4as

+2n0(1 + cos26) — a;ycosdb}, (5.31)
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donde hemos definido el coeficiente 1 por

Mo = Q2 + a3 — a5 + Qg (5.32)

Kip
2(—a1—as+ag)(y14+72)’

se ha escalado la velocidad por el factor mas la ecuacién para

0(¢) o textura

ay (2wyssen26 + (1 + y2cos20)w’)
8o + a5 — o) (71 + 72)

1 —n)sen26 + (—1 + n)#"?sen26
(1=n) ( 0

n 1

2
+(1+n—(=1+mn)cos260)0") = 0, (5.33)
se resuelvié el sistema de ecuaciones 5.31 y 5.33 para una fase nematica especifica
llamada 5C' B, debido a que dicho sistema depende de los valores de las viscosidades

especificas. Asi, si se toma el material Nemético 5C'B a 25 grados centigrados [24],

como se muestran en el sigiente cuadro:

Coeficientes de Viscodidad y Elasticidad
a; = —0,0060 Pa s7! | ap = —0,0812 Pa 57! | ag = —0,0036 Pa s7!
as = 0,0652 Pa s~} as = 0,0640 Pa s—! ag = —0,0208 Pa s~}
71 =03 — Qo Y2 = Qs — Q5 77:%

Ki=62%10"12N | K3=82%10"12N | p=1020 Kg m™3

Bajo las condiciones:

w'(0)=a w'(0)=p 6(0)=nr, (5.34)

tales que las condiciones de frontera:
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w(0) =0(0) =0, (5.35)
w(m/4) =0(r/4) =0, (5.36)

son satisfechas. Estas ecuaciones 5.31 y 5.33, son simétricas bajo la reflexién o trans-
formaciéon ¢ — (7/4 —¢), 0 — 0y w'(n/4 — ¢)p—o = W' (w/4), 0'(7/4 — @) y—0 =
¢'(m/4) etc. bajo las condiciones 0(m/4) = w(n/4) =0, #(0) = w(0) = 0.

Asi, las ecuaciones acopladas 5.31 y 5.33, de acuerdo con los coeficientes de vis-
cosidad de Leslie y densidad del compuesto 5C B, mostrados en el cuadro anterior,
conjuntan el sistema a resolver numéricamente, bajo las condiciones de frontera 5.34.
Debido a que es interés del presente trabajo analizar el comportamiento del campo
de velocidades u para varias intensidades de flujo sera necesario repetir el proced-
imiento para varios valores de 3y . Una forma sistematica de obtener todas estas
soluciones parametrizadas por 3y 7 se logra utilizando el método de continuacion
paramétrica en el cual se considera un pequeno cambio en el primer valor de (3, Yo
para el cual se resolvié el problema de condiciones iniciales, es decir 5y + A5 [29].
Consecuentemente el valor de «g no satisface el problema de condiciones de frontera
para el nuevo valor de 3. Sin embargo, el nuevo valor de a debe de estar cerca de oy
en la medida que Af sea pequeno. De esta manera, basta con buscarlo en la vecindad
de ag para obtener oy + Aa. Repitiendo este procedimiento se conseguira graficar

paramétricamente el o los valores de « en funcién de (.
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CAPITULO 6

Resultados

6.1. Las ecuaciones

Es de notar que la ecuacion diferencial 5.31 se reduce a la expresion 3.62, que se
encuentra en la seccién 3.4.2, no es mas que la ecuacion para el fluido isotrépico, i.e..
La ecuacién 3.58, se reduce a la ecuacion para el fluido isotrépico, si se considera
el caso limite de los parametros con los valores de un fluido isotrépico. Esto es,
considerando que los coeficientes de viscosidad de Leslie (ecuacién 4.5, seccién 4.2),
sean nulos, salvo el término ay, ya que el término A;; del tensor de esfuerzos del
cual depende, debe ser no nulo. Bajo estas circuntancias la ecuacion 5.33 es nula,

debido a que tenemos 6 = 6’ = 6” = 0, en tanto la ecuacion 5.31 se reduce a:

K
(4 -2 ! w) w' +w® =0, (6.1)
(a1 + a5 — ag) (71 + 72)

K4
(c1+as—ag)(v1+72)

con ay # 0, donde el cociente: tiene limite real < oo, adimencional
por construccién. Con ello se muestra la consistencia de las ecuaciones planteadas con
el sistema soluble isotrépico, ya que dichas ecuaciones (6.1 y 3.58), son de la misma
familia y con ello sus soluciones. Nétese el cociente de pardametros que acompana
a w, y recuérdese la ecuacién 3.60, se observa que este parametro, juega el papel
del parametro v, de la ecuacion 3.62 para el fluido isotrépico, con lo que puede

asegurarse, que este parametro hace el rol del nimero de Reynolds, que nos describe

los regimenes de como se presentan dichos flujos. Asi las ecuaciones acopladas que
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6.1 Las ecuaciones

describen finalmente al sistema son:

0 = SwHy(0) + 8ww Hy 1 (0) + 4w H,(0) — 4w" Hy(0) + w® Hs(0)  (6.2)

definiendo los coeficientes

Ho(0) = 2(as — ag)0'cos20(1 +0") + 2a,60'sendf(20" — 1)

(ag — a5)0"cos26 — 10" cosdh (6.3)
Kiayp
2(aq + as — ag) (71 + 72)
Hi(0) = a1+ 2204 + a5 + o) + agcost

—2npc0s20(—1 + 06’

+2(ag — a3)0" + 2ac0s(46)0'(—3 + 26")

—nosen(20)0” + aysen(46)6” (6.5)
Hy(0) = sen26(—1+26") (no — 2a;c0s20) (6.6)
H3(0) = a1 —4as+ day + das + 2

+2ngcos20 — aycosdd (6.7)

donde se han reunido los factores de w(¢) asi como los que cuentan con su derivada,
mostrando un sistema de tercer orden en w(¢), que coligado al segundo orden en
6(¢) nos proporciona un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de quinto

orden a resolver, mas la ecuacién para 6

2798en26 + (1 + y2c0820)w’
Ao + a5 — ag) (71 + 72)
+(1 — n)sen26 + (—1 + n)sen(26)6

+(14+n—(—1+mn)cos20)0" =0 (6.8)
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este sistema de ecuaciones simultdneas a resolver, en términos de los pardmetros
a 'y 7, respectivamente, como funcion del parametro 3, al cual debemos anadir las

condiciones de frontera discutidas anteriormente, tenemos:

w(0)=0 w'(0)=a w'(0)=p (6.9)
0(0) =0 0'(0)=~. (6.10)

Asimismo, el sistema depende de los parametros a; y K;, que son los coeficientes
de viscosidad de Leslie y las constantes elasticas, respectivamente, asi como los

coeficientes ~; que se precisan de las relaciones de Onsager 4.8 y 4.9.

Variando simultaneamente las ecuaciones 6.2 y 6.8, hasta hallar los parametros ade-
cuados para a y vy, que nos representa el arrastre y la elongacion del medio, respec-
tivamente, en términos de 5 ambas bajo las condiciones de frontera ya discutidos,

resultan las gréaficas 6.1.
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6.2. Los planos de arrastre y elongacion

Resolviendo numéricamente las ecuaciones 6.2 y 6.8 bajo el esquema de diferencias
finitas, arrojan las siguientes graficas para los parametros « (arrastre) y 7 (elon-
gacién) ambos como funcién de 3, los cuales provienen de las condiciones de fron-
tera y cuyo significado fisico son la aceleraciéon w'(¢) = « en las fronteras, esto es
el arrastre del fluido y la elongacién del mismo, i.e., la funcién angulo ¢'(¢) = ~v
sobre la frontera, que parametrizados por 3, pueden ser graficados en cada uno de

los planos correspondientes.

Bajo las condiciones de frontera antes descritas, las ecuaciones 6.2 y 6.8 proveen del
comportamiento del flujo del cristal liquido, con base en el parametro 3, las cuales
tienen por pardametros las condiciones de frontera que se han descrito por o = w'(¢),
B =w"(¢)yy=6(¢) sobre ambas fronteras. Por tener condiciones fijas y nulas para
w(0) = w(n/4) = 6(0) = 6(n/4) = 0, numéricamente se fija sobre una frontera y
sobre la otra los pardmetros son variados en una particién finita hasta que se cumplan
las condiciones, es decir se empieza con w(0) = 0(0) =0y a = w'(0) asi como y =
¢'(0) para un S fijo y se varian los pardmetros « y -, hasta que w(w/4) = 0(w/4) =0
y a = w'(w/4) asi como v = ¢'(7/4). Asi podemos parametrizar a y v como funcién
de 3, claro que al tomar una triada («(5y), 5o, 7(5o)) para algun 3y en las ecuaciones
6.2 y 6.8, las cuales pueden ser graficadas, son respectivamente la velocidad y lo cual
se denomina textura, es decir; el perfil de # ambos en funcién de ¢, cuando se han

colocado los valores de la triada (ag,, o, Vs, )-

De la triada (a, 3,7) tomamos un par a la vez, esto es; (a(3),5) y (v(5), ), estas
fueron escritas de la manera que reconocemos las variables como funcién explicita
de [, y con ello los planos que estas variables definen. De esta forma las graficas
6.1a y 6.1b, nos muestran los planos a(3) — 3 y () — [ respectivamente, mismas

que se encuentran asociadas con el perfil de w(¢) y 0(¢) para cada valor de la triada

(aﬂov 50: ’Yﬂo)'
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En un esbozo de las ramas de una forma general, vemos que la gréafica 6.1 es la tinica
que puede ser comparada con aquella generada para el fluido isotrépico, figura 3.3,
ambas representan los perfiles de velocidad con sus zonas de solucién tnica y sus
zonas con multiplicidad de soluciones, solo que al tener un sistema méas complejo
tenemos la gréfica v — 3 6.1b, con lo que la multiplicidad de «(f3) tiene sentido al
ser acompanada por su perfil #(¢). Note que tenemos una zona de solucién tnica
B € (—24,253), donde ademds, muestran perfiles de w(¢) y 0(¢) simétricos, como
fue definido en la seccion 3.4.2, esto es; bajo la reflexion especular sobre el plano
medio definido por ¢ = 7/8 como lo muestran por ejemplo los perfiles 6.2c y 6.2d,

luego se presentan los puntos rama (3 = —23,5, 253.

Se muestran cuatro vertientes o grupos principales: el grupo 1 conformado por las
ramas principales que emergen de condiciones nulas, es decir, de la triada nula
(a =0,8=0,7y=0), el grupo 2, de ramas que parten del inicio de la rama C' el
nimero 3, asimétrico de las ramas G y H, finalmente la muy particular rama D o
grupo 4. Los grupos 1y 2, similares al reflejo especular de los flujos positivos para el
fluido isotrépico (figura 3.3). Ahi se observa una rama Principal que segin los datos
recabados tiene perfiles de velocidad y textura simétricos, luego del punto rama,
las ramas que se derivan de este punto son asimétricas, pero reflejo especular de la
otra respecto al plano medio que tiene el problema (¢ = 7/8). Los grupos 3 y 4 son
novedosos en comportamiento respecto al caso isotropico, el primero es asimétrico
del todo, sin tener perfiles reflejo especular una de la otra rama H y G, en tanto la
rama D tiene perfiles simétricos respecto a si misma para triadas a uno u otro lado

del valor g = —281,8.
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ramas
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(a) Gréfica solucién del pardmetro « definido en las condiciones 6.9 parametrizada por S3.
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(b) Gréfica solucién del pardmetro v definido en las condiciones 6.9 parametrizada por .

Figura 6.1. Estas son nuestras graficas primarias mas importantes, nos muestran la
dependencia de los parametros « y v respecto a (.
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6.3. Perfiles y texturas

Se ha definido por perfil, a las funciones w(¢) dependientes de los valores de las
triadas (a(5;), Bi,7(53:)) v por textura a las funciones acopladas a w, esto es 6(¢).

En este apartado se pone especial atencién a estas graficas.

Se reconoce, salvo errores de convergencia en el método numérico, que se tienen
regiones de solucién tunica en la regién [ € (—24,253), una regién conexa de bi-
solucidnes, § € (—149,7,—47,5), y miltiples soluciones para § € (—244, —149,7) U
(—47,5,—24) U (B > 253) (figura 6.1a).

Particularmente se observa que los perfiles de las ramas G y H son del todo asimétri-
cas, esto es, sus perfiles se “cargan” a una misma frontera, respecto al eje de simétria
del problema. Por otra parte no se hallaron las ramas cuyos perfiles fuesen reflejos
especular de éstas, (perfiles 6.3a y 6.3b, asi como sus texturas 6.3c y 6.3d), esto pro-
bablemente debido a la anisotropia del material, lo cual se muestra en sus coeficientes
viscosos. Sin embargo la simetria del problema, indica que los perfiles simetricos son
posibles ambos sobre la razon experimental, asi como por la reflexién especular de
las ecuaciones; sobre la base de un reflejo especular del sistema de coordenadas, es
decir, sobre el cambio ¢ — (7/4 — ¢), 0(¢) — 0(7/4 — @), w(p) — w(mw/4 — @), con
las excusas de w'(¢) = w'(n/4 — @), W' (¢p) = w"(w/4 — ¢), asi como el cambio de

las condiciones iniciales a 7/4, y condiciones de frontera a 0, ¢ € (0,7/4).

Se advierte que las ramas By E (figura 6.1ay 6.1b) ambas con perfiles en w(¢) y 6(¢)
reflejo especular uno del otro, se encuentran a la derecha e izquierda respectivamente
de la rama simétrica C' figura 6.1b, parten de un perfil “comin” en su interseccién
con el valor # = —234 figuras 6.7a y 6.7b, como se ve en el acercamiento de la
interseccién de las ramas B — C' — E (figura 6.7b). Los perfiles de las ramas B

(figura 6.4a y E figura 6.4b) son como se ha mencionado, reflejo especular uno del
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otro, corroborado esto cuando se calculan sus flujos y gastos (figura 6.8b).

Una rama singular encontrada en este caso, es la rama D figura 6.1a, notese la
total ruptura de semejanza con cualquier otra rama, expresamente cada una de
ellas mantienen el signo de su pendiente o derivada sobre su curva (figura 6.1a),
es deci: cualquiera otra tiene exclusivamente pendiente negativa o positiva, solo la
rama D nos muestra que bajo ciertos rangos del pardmetro (3, ésta tiene pendiente
o derivada positiva, negativa y solo en un punto nula, bajo el esquema de la figura
6.1a. En a(8) — # con = —281,8 nos refiere perfiles simétricos tanto de w(¢)
como de 6(¢) figuras 6.6, luego se cargan a uno u otro lado a partir de esta triada

(O-’—281,87 B = —2818, '7—281,8)-
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(f) Textura 6(¢) para la rama C, para algunos
valores de 3 < 0, ¢ € (0 —7/4).

Figura 6.2. Mostramos aqui unicamente las texturas y perfiles simétricos del sistema.
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6.3 Perfiles y texturas

Un caso interesante resulta ser la rama B, note que en ambas graficas (a(f3) —
B) figura 6.1a y (y(5) — () figura 6.1b, parecen tender los valores de sus triadas
(aus;, Bi,v8,) hacia los valores de las triadas de la rama A, para la primer gréfica
(a(B) — ) su aparente convergencia es por la derecha ((ag,, B(B)) — (ag,,B4)7),
en tanto para el segundo la convergencia es izquierda ((vss, 08) — (V4,54)7)s
esta reiterada “supuesta”’ convergencia es interesante, ya que si bien se esperaria la
convergencia en el espacio de parametros, ésta no sucede. Una clara diferencia de
ésto es el nimero de ceros o nodos que presenta cada textura 6(¢), donde se tiene
un solo cero o nodos! figura 6.2b, y dos ceros o nodos para B que se muestran en
la textura figura 6.4c, po lo que los perfiles asociados a sus triadas (ags, 3,73) no

convergen.

Si bien las limitaciones numéricas de precisiéon impiden rastrear més alla a la rama
D bajo el parametro 3, su comportamiento es muy interesante debido a la simetria
y asimetria de los perfiles y texturas que presentan sus triadas (a((3),3,v(3)). La
interseccién de esta rama (D) con las ramas E y C (8 = =533 y a = 340), de lo
cual se muestra un acercamiento en la figura 6.7e. Muestran texturas distintas, claro
esta con perfiles distintos, esto ya que subtienden parametros ~ distintos, se tiene
0= —-533y o~ 340 con v = —14,14, —3,81,4,01, respetivamente para las ramas
D, E y C (vése los perfiles de las figuras 6.6a, 6.4b y 6.2e).

Una caracteristica de este sistemas, es el nimero de ceros o nodos que presentan sus
texturas. Asi, en este caso parece haber una relacion entre la energia libre de Franck
figura 6.8a, y el nimero de nodos que presentan los perfiles por rama, se observa que
las ramas G, H, M y T, no tienen nodos en sus texturas; figuras 6.3c, 6.3d, 6.5d,
y 6.5c respectivamente, sin embargo la textura de la rama D tiene un nodo en su
perfil 0(¢) figura 6.6, al igual que los perfiles 6(¢) de las ramas A y F' (“simétricas”,
figuras 6.2b y 6.2d), sin embargo, las demds ramas no presentan un nimero bien

definido de nodos.

Observese que para numeros positivos de (3 la orientacion de las ramas asimétricas

Ise excluyen los puntos fijos frontera.
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segun sus perfiles y texturas, respecto a las ramas simétricas es semejante con su

orientacion en los planos o — 3 vs v — 3, no asi para numeros negativos donde

es inversa la relaciéon de orientacién respecto a sus ramas simétricas (figuras 6.1b

y 6.1a), tomemos por ejemplo las ramas G y H, cuyos perfiles se muestran en la

figuras 6.3a y 6.3b respectivamente.
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(d) Textura 0(¢) para la rama asimétrica H,
para algunos valores de § > 0, con ¢ € (0 —

w/4).

Figura 6.3. Perfiles y texturas para las inicas ramas asimétricas que no tienen reflejo
especular respecto a la bisectriz del canal, sobre  mayor a cero.
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(f) Textura de 6(¢) para la rama asimétrica B,
para valores extendidos de 3 < 0 de la textura
6.4c, ¢ € (0 —7/4).

Figura 6.4. Perfiles y texturas para las ramas asimétricas respecto a la rama C'y
su perfil 6.2e y textura 6.2f, obsérvese que tanto las texturas 6(¢) como los perfiles
w(¢) de E son el reflejo especular de B, éstos a su vez fueron derivados de la rama
C cuando [ = —234. Se espera que las formas extendidas para ambas ramas sean el
reflejo especular de 6.4e y 6.4f, respectivamente.

M. J. M. G.

89



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Resultados

_ 144 R ==
. < ‘4 0

_ 124 & “ «—-20

4 % —*—-30

4 104 p vv'vv"m""'v “‘ —u—-50

1 g y,v AA““““"A.AV"V 44 . —100
. oy A A‘AAIV' < a—150

] 64 v-200
2 o] el | 20

] ghe gEtieeseeeesegy, “rx, u " o
E i B o -; e o

vo n
F
0-

0] et

0

(a) Perfil de w(¢) para la rama T, para ¢ € || (b) Perfil de w(¢) para la rama M (8 < —24),
(0 —7/4). para ¢ € (0 — 7/4).

0 R q)

e ] 144 B
0.0 ‘4‘ ™ < —n—
vy C 4
] oY . -0
<y ‘AA ‘A‘ v . -30
-0.2 4 P Mg AA' < *
&
N ‘VI‘A o""."- A < —= 50
A o %o A, «-100
J LA 0 )
-0.4 4?‘.0 o Avd + =150
o L
T ;X.O. ....nn.... .Av4 v—-200
061 bt o -250
1 (] LSO 5
] ‘g::.::*‘ ***""*"“*"*w** l....; «-300
081 ji':*"* et
] g ST ]

0 w8 | a4 q) 0 /8 /4 q)
(¢) Textura 0(¢) para la rama T, para ¢ €||(d) Textura 0(¢) para la rama M (5 < —24),
(0—m7/4). para ¢ € (0 —m/4).

Figura 6.5. Perfiles y texturas de las ramas 1"y M.
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Figura 6.6. Perfiles y texturas para las ramas Ty D, se ha partido la rama D,
respecto del minimo de la su grafica § = —281,8.
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6.4.

Particularidades locales
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Figura 6.7. Detalles de las confluencias entre las ramas.

Notese la diferencia entre las aperturas de las ramas sobre los puntos § = —234

(figuras 6.7ay 6.7b), del cual surgen las tres ramas C, By E, con el punto § = —23,5

(figuras 6.7c y 6.7d) del cual surgen las ramas T, A y M.
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6.5 Gasto y energia

6.5. Gasto y energia

Recordemos que de la condicién en que la misma masa m de un fluido pasa por

unidad de tiempo a través de una seccién transversal a r = const. tenemos:

Q:p/ o ur d¢:61/,0/ mmu do (6.11)

mazx

Q el gasto puede ser tanto positivo como negativo. Si ) > 0, la linea de interseccién
de los planos se dice que es una fuente, es decir, el fluido emerge del vértice del
angulo; esto es llamado flujo en un canal divergente. Si ) < 0, la linea de interseccién
es nombrado sumidero, entonces tenemos: flujo en un canal convergente. La razén
|Q|/vp es adimensional y juega el papel del Nimero de Reynolds (”lTV) para este
problema.

Como en el caso isotrépico vemos soluciones que parten de la triada nula (« = 0, 5 =
0,7 = 0) de parametros simétricos sobre sus perfiles w(¢) y 6(¢) obteniendo flujos
Q <0y Q>0para § <0y (>0 respectivamente, éstos son similares en forma a
aquellos obtenidos para el flujo isotrépico, una caracteristica de estos es el niimero de

Nodos o ceros sobre sus perfiles o texturas, sin considerar claro las fronteras nulas.

Luego de éstos hay flujos que se distorcionan como se ve en los perfiles de las ra-
mas de los flujos H y G (perfiles y texturas (figuras 6.3)), éstos son asimétricos y
sin contraflujos, en contraparte del sistema isotrépico que si los presenta (figuras
3.6). Recuerde que cada triada (a(f3), 3,7(F)) de cada rama tiene adjunto un per-
fil especifico para el flujo del cristal liquido en la geometria presente, de esta forma
podemos ver que tenemos ramas de una asimetria que debemos estudiar méas a fondo

ramas H y G figuras 6.1b y 6.1a.

Ahora bien, cada uno de estos perfiles tienen una energia que podemos aproximar
a un primer orden por la suma de la energia libre de Franck, que es la energia de

deformacién, la energia debida al momento angular, asi como la energia cinética.
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Resultados

Debido a la magnitud del momento de inercia de los elementos que conforman el
cristal liquido, es 9 ordenes de magnitud menor, su energia rotacional es asimismo
menor en esta proporcién que al ser comparada con su energia cinética, podemos
despreciar la energia debida a la rotacion de las moléculas del cristal liquido, es
decir, la energia se reparte mayormente en la energia de traslacién a aquélla debida
a la rotacion de sus moléculas. Con lo que las graficas de energia son puramente
descriptivas del sistema, bien una descripcién circunspecta de los flujos de cada

perfil de cada rama.
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Figura 6.8. Graficas de la energia libre de Franck y gasto por rama.
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Figura 6.9. Energia cinética y energia libre de Franck
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CAPITULO 7

Conclusiones

Se plantearon y resolvieron las ecuaciones para un sistema de placas infinitas que for-
man un canal convegente-divergente, sobre el cual fluye un cristal liquido nematico.
Resolviendo numéricamente hallamos los perfiles y texturas que conforman las solu-

ciones al problema, de tal forma; que se enumeran los puntos mas sobresalientes.

1. La existencia de soluciones multiples para ntimeros 3 que juegan el papel del
nimero de Reynolds muy cortos comparados con los correspondientes a un

fluido isotrépico.

2. Es de senalar que este problema simétrico desde el punto de vista geométrico;
no lo es numéricamente, debido a la anisotropia del material que conforma al
fluido, ésto se manifiesta através de sus constantes eldsticas, asi como de sus
viscosidades. Esto tiene como consecuencia la existencia de varias soluciones
asimétricas, en contraste con el tipo de soluciones halladas para un fluido

isotrépico bajo la misma geometria.

3. La existencia de multiples soluciones para parametros 3 asi como regiones con
solucién tnica para estos mismos, donde [ puede ser interpretado como la
cantidad conocida como Numero de Reynolds para cada rama, con ello las
dimensiones asi como las velocidades presentes en el flujo son consistentes con
los experimentos realizados con cristales liquidos para celdas extensamente

usadas, cuyas dimensiones no superan las micras.
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Conclusiones

4. Riqueza en la expresion de soluciones respecto al caso del fluido isotrdpico.
Particularmente notamos que se mantiene una preferencia en la multiplicidad
de las soluciones para flujos divergentes, no asi con la relativa simplicidad de

los flujos que se muestran como flujos convergentes, figuras 6.1b y 3.3.

5. Si bien no se tienen perfiles con contra flujos, como en el caso isotrépico esto
es retribuido, con una mayor cantidad de perfiles existentes, todos ellos sin
contra flujos. Esto se debe principalmente a que el exceso de energia mecanica
que para el caso del fluido isotrépico se invierte en la presencia de vorticidades
locales o contraflujos, para un nematico esta energia se utiliza en la distorcién

elastica del vector director n.

6. No se tiene cota sobre el parametro que hace las veces del numéro de Reynolds,
para el caso del nemdtico, en contraparte que para el fluido isotropico se tiene
una cota sobre este parametro para que la integral que resulve al sistema pueda

ser soluble [ecuacién 3.61].
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CAPITULO A

Componentes fisicas en coordenadas cilindricas

Ahora bien, como el problema a resolver nos refiere usar coordenadas cilindricas,

debido a la simetria del problema, la ecuacién de movimiento para un fluido in-

compresible viscoso en coordenadas cilindricas r, ¢ y z, asi el tensor de esfuerzo se

escriben como:

y los términos no diagonales:

Orgp
9%

z

2T

d
g
d

1 0w,

(A1)

Ovg vy

Ovg
0z
ov,
or

;awﬁ—?)’ (A.2)
10w,

n ov,
0z )~

Y las tres componentes de las ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas cilindricas

las escribimos como:
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Componentes fisicas en coordenadas cilindricas

v, vy 10p 5 20v, v
8t (V V)’UT—T = —;g—FV(V r——28—¢—73) s (A 3)
8’U¢ B UgUr B 1 op 2 2 Ov, Vg
Jv, _ 1op 9
T (v -V, = "0z + vV,

donde

A
(v-V)f = Ur8r+7“8¢+vz82’ (A4)

10 [ of\ 1f  Ff
V2f == ——(T’E>+

r20¢? 022
y la ecuacion de Continuidad se escribe como:

19(rv,) | 10wy | Dv. _

r or rdp 0z (A-5)

Ahora bien la representacion de vectores asi como sus operaciones basicas en térmi-
nos de las componentes fisicas en coordenadas cilindricas, las escribimos a partir de

la razén del tensor A antes definido como

Ay = %, Agy = % + %%, Agy = %, (A.6)
o = e (e ()
Ay = Ay = % (% n %) , (A.8)
Ay = Agp= % (% + %%) . (A.9)

las componentes fisicas no nulas del tensor antisimétrico o de vorticidad W se es-
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criben en coordenadas cilindricas como

. . 1 61}1 8

W12 = —W21 = 5 (% - E (T”Ug)) y (A]_O)
o . 1 81}1 _ a’Ug

Wiz = Wy = 3 (_(9,2 (97") , (A.11)
. . 1 8112 1 803

Way = —Ws = 2 (82 — 89) : (A.12)

Posteriormente hay que obtener el gradiente del vector director, que en coordenadas
cilindricas, para un vector v cualquiera se escriben las componentes de este ultimo
como lo muestra [27] que provienen de la definicién 4.5 y el gradiente en coordenadas

cilindricas, esto es

0 1 /0 0

[VV]H = %7 [VV]IQ - ; (% — UQ) y [VV]lg = %, (Alg)
ov 1 /0v ov

[Vv]m = (9_7‘27 [VV]22 = ; (8_91 - ’Uz) ) [VV]23 = 8_22’ (A.14)
ov 10v ov

[VV]31 = 8_7“3’ [VV]32 = ;8—;, [VV]33 = 8_23 (A15)

Por tltimo la divergencia del tensor de esfuerzos o;; que es definida en la seccién
3.4.2, es decir [V - o] = 0y;,. Las componentes de esta divergencia en coordenadas

cilindricas son [segin 115, p. 144]

doyy 18012 o3 011 0922

[V-al, or v o8 oz T r o (A.16)
0o 1 0o 8023 021 012

Voo, = S0t T T (A.17)

Voo, = 2omy 107w 00w | on (A.18)

or r 00 0z r’

La divergencia en estas coordenadas del tensor de esfuerzos disipativos es definida
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Componentes fisicas en coordenadas cilindricas

y nombrada para su posterior uso, esto es

18(7” 0'11) 180’12 80'13 0929
o o= (- - oz Al
Voo (7" or +7“ 0o + 0z r’ (A.19)
18(7’ 021) 18022 + 6023 2
r  or r 0¢ 0z r’
18(7“ 0'31) 180’32 80’33
o i o )‘
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CAPITULO B

Identidades tensoriales

Los experimentos de Miesowicz y Zwetkoff sugieren que o tiene una dependencia

lineal sobre N y A, de aceptar esta depencia lineal podemos escribir

0ij = Aij + Bije Nk + Cijp Arp (B.1)

donde () es una rotacion arbitraria representada por un tensor ortogonal propio de
segundo orden como funcién del tiempo, si el sistema es dependiente del tiempo,
el tensor B es llamado invariante entre sistemas, o bien el tensor objetivo que se

mantienen bajo las siguientes reglas de transformacién
a = Qa, B* = QBQT (B.2)

donde el superindice * representa la correspondiente cantidad derivada sobre el
movimiento, es decir z*(t) = ¢(t) + Q(t)z(t), por supuesto se siguen sobre las com-

ponentes de Q las siguientes propiedades

Qi Qjr = Quj Qi = 0ij, detQ = +1. (B.3)

En componentes cartesianas las ecuaciones B.2, se escriben

a; = Qujdy, B:j = QipBpg Qjq- (B.4)
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Identidades tensoriales

Con ello la componentes de la ecuacion B.1, se transforman como

Ay = QipQjgAp, (B.5)
:jk = Qiq Qjm Qkqump, (B.G)
y :jkp = Qiq Q]m ri stcqmrsa (B?)

donde los coeficientes A,q, B;ji ¥ Cijrp se encuentran en funcién de n;. La simetria
Nematica también hace la siguiente imposicién de que los coeficientes deben ser
transversales con respecto a n;. Esto se halla indicado por Ericksen, tensores de este
tipo han sido estudiados por Smit y Rivlin, quienes mostrarén que cualquier tensor
es expresable como una combinacion lineal de los productos de dichas componentes.

Esto indica que los coeficientes pueden ser puestos en la forma mas general

Aij = b + pening, (B.8)
Bijr = psding + padjen; + psOring,
Cijkp =  160ij0kp + H70i05p +
H80ip0jk + HoOijTumy + [1100x7105Myp + f110:k7T251 +

1205 + 130NNk + [140kpNi Ty + 1511011 (B.9)

. . ., d .
insertando estas ecuaciones en la ecuacién aﬁj) = NijiiAm y recordando las propiedades

de A, i.e. que A;; = Aj;, nyN; =0y A;; =0, con ello encontramos

gij = (1 + pongArpny) i + (2 + cangAgpny) ning + aaNinj +

+Oé3NjnZ‘ + CY4AZ‘j + (1/577,inka + OaniAjknk. (BlO)
donde; ay = 15, ag = 5, a3 = fiy, asi como

Qq = pir + fg, Q5 = f11 + f1a, Qg = f1o + f13- (B.11)
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B.1 Teorema del transporte

ahora se puede desarrollar o;; como
€ijkOkj = €ijk (OégNknj + OégNjnk -+ O(5njAkp7lk + aGnkAjpnp) = €N 9k, (B12)

donde g;; fue definido en la ecuacién 4.7.

B.1. Teorema del transporte

Sea V' cualquier volumen cerrado que se mueva con el fluido en consideracion y sea
F(r,t) sea una funcién que depende de r y el tiempo ¢. El teorema de transporte de

Reynolds

%/V]-"(r,t)d‘/:/v [f'+f(v-v)} av, (B.13)

donde D% y el punto sobre la funcion representan las derivadas temporales total y

parcial respectivamente, y v la velocidad.

Si tomamos F = pF’, se sigue

o [orwnay = [ [oF+opv-v)]av

= [ [pF+ s+ 07 VD] av = [ pFav @1

donde hemos echo uso de la ecuacion de continuidad 3.19. Si se tarata de un material

incompresible (V - v = 0) tenemos

% /V F(r,t)dV = /V Fav. (B.15)
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