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DIRECTOR DE TESIS

DR. PETER OTTO HESS BECHSTEDT

Junio, 2010



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



AGRADECIMIENTOS
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Objetivo

La finalidad de este trabajo es investigar el mapeo geométrico y las tran-
siciones de fase de sistemas formados por dos cúmulos esféricos utilizando
modelos algebraicos de cúmulos nucleares. Distinguimos entre dos grupos:
El Modelo Fenomenológico Algebraico, PACM y el Modelo Semimicroscópi-
co Algebraico, SACM. En el primero no se toma en cuenta el principio de
exclusión de Pauli mientras que en el segundo śı se considera.

Además, se estudió el orden de las transiciones de fase entre las diferentes
simetŕıas dinámicas (SU(3), el ĺımite esférico, y SO(4), el ĺımite deformado)
e investigar y discutir las diferencias entre los modelos PACM y SACM.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las transiciones de fase en modelos algebraicos han sido discutidas desde 1981
[1]. El método principal para tratarlas es utilizar estados coherentes [2]. El
valor esperado del Hamiltoniano algebraico, con respecto al estado coherente
se define como el potencial semi-clásico. A través del comportamiento de este
potencial, como una función en el espacio de parámetros, pueden estudiarse
las transiciones de fase y su orden. La descripción básica, aplicada al Modelo
de Bosones Interactuantes (IBM por sus siglas en inglés) [3], se presentó en
[2]. El método de estados coherentes también nos proporciona un mapeo
geométrico del modelo algebraico en consideración, con lo cual obtenemos una
interpretación sencilla de los ĺımites de las simetŕıas dinámicas. Los estados
coherentes no sólo se han aplicado al IBM o a moléculas atómicas [4, 5],
sino también a otros modelos algebraicos que tienen un origen microscópico
dentro del modelo de capas. En [6] se aplicó el mapeo geométrico utilizando
el método de estados coherentes [7], haciendo un mapeo del modelo pseudo-
simpléctico [8] al modelo geométrico del núcleo [9]. El mapeo geométrico
resulta muy útil en el cálculo de los espectros nucleares [10, 11] y en predecir
el espectro de núcleos super pesados [12].

En [13] se utilizó el método de estados coherentes para obtener un mapeo
geométrico del Modelo Semimicroscópico Algebraico de Cúmulos Nucleares
(SACM por sus siglas en inglés) [14, 15]. El SACM es un modelo algebraico
para cúmulos nucleares donde se toma en cuenta el principio de exclusión de
Pauli en la construcción del espacio del modelo.
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Notemos que las transiciones de fase en f́ısica nuclear han sido estudiadas
desde 1972 en la primer edición de [16] (aunque no fueron expuestas expĺıcita-
mente como transiciones de fase). Se aplicó una discusión estándar de curvas
mientras que la transición de fase se denotó como una transición de forma.
En los tratamientos recientes la principal diferencia está en la clasificación
en términos del orden de la transición de fase.

El interés en el mapeo geométrico utilizando el método de estados cohe-
rentes no se ha perdido debido principalmente a que los sistemas de muchas
part́ıculas aśı como sus transiciones de fase pueden tratarse de forma sencilla
a través del mapeo geométrico. Los métodos pueden proporcionar claridad
en cómo tratar en general sistemas complicados de muchos cuerpos.

Recientemente, las transiciones de fase en moléculas atómicas y nuclea-
res se han investigado en [17, 18, 19, 20] con la ayuda del método de estados
coherentes. El tipo de cambio de fase discutido ah́ı, importante para el con-
texto del estudio presentado en esta contribución, se relaciona con los ĺımites
SU(3) y SO(4) y la transición entre ellos en una molécula, la cual puede
consistir de dos átomos o dos núcleos. Aqúı nos restringiremos únicamente a
cúmulos nucleares. Dos modelos serán discutidos: el Modelo Fenomenológico
Algebraico (PACM) y el Modelo Semimicroscópico Algebraico (SACM).

El Modelo de Vibrones pertenece al grupo del PACM [21, 22]. En el
PACM el número mı́nimo de cuantos de oscilación relativos siempre es cero.
En contraste, en el SACM existe un número mı́nimo de cuantos de oscilación
relativos, debido a la condición de Wildermuth [23], necesario para observar
el principio de exclusicón de Pauli.

Algunas de las preguntas importantes discutidas en esta tesis son:

¿Cuál es el orden de las diferentes transiciones de fase en los modelos
discutidos?

¿Cómo se define el ĺımite termodinámico?

¿Cuál es la diferencia entre tomar o no en cuenta el principio de exclu-
sión de Pauli?

Relacionado con la primer pregunta, se ha establecido en [4, 5, 17] que
la transición de SU(3) a SO(4) es de segundo orden. En [20] se realizaron
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estudios numéricos con un número finito total de bosones (N) donde se sugi-
rió que debe existir una transición de fase de primer orden dentro del PACM
y del SACM (ah́ı el ĺımite dinámico SU(3) incluye la interacción cuadrupolo
- cuadrupolo). En esta contribución mostraremos que dependiendo de la es-
tructura del Hamiltoniano y del sistema de cúmulos considerado, puede o no
producirse una transición de fase de primer o segundo orden.

En cuanto a la segunda pregunta, mostraremos que usando el método
de estados coherentes para cualquier N existe una transición de fase en el
sentido termodinámico, aunque N es finita. Los estudios numéricos muestran
que para N finita la transición de fase no es abrupta, en cambio muestra una
transición suave como función de los parámetros del modelo [17].

Finalmente, para la tercer pregunta, mostraremos que de hecho hay di-
ferencias importantes en tomar en cuenta o no el principio de exclusión de
Pauli en sistemas de cúmulos nucleares.

Esta tesis está estructurada como sigue:

Caṕıtulo 2: Se hace una breve revisión del PACM y el SACM.

Caṕıtulo 3: Se introduce el Hamiltoniano que se utilizará para hacer el
estudio de las transiciones de fase. Consideraremos únicamente sistemas
de dos cúmulos esféricos.

Caṕıtulo 4: Se discute brevemente el método de estados coherentes
y se aplica para calcular los elementos de matriz relevantes para los
casos del PACM y del SACM. Claramente, el estado coherente del
PACM debe poder recuperarse del estado coherente del SACM cuando
fijamos el número mı́nimo de cuantos de oscilación n0 igual a cero.
Finalmente, se obtiene la enerǵıa potencial correspondiente, calculando
el valor esperado del Hamiltoniano para ambos casos.

Caṕıtulo 5: En este caṕıtulo se describe el procedimiento estándar de
acuerdo con la clasificación de Ehrenfest para determinar una transición
de fase y su orden, este procedimiento es independiente de la noción
de simetŕıas dinámicas. Además se investigan las transiciones de fase
entre las simetŕıas dinámicas SU(3) (el ĺımite de acoplamiento fuerte)
y SO(4) (el ĺımite deformado).
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Caṕıtulo 6: Se aplica el análisis descrito en el caṕıtulo anterior para un
sistema de dos cúmulos nucleares esféricos.

Caṕıtulo 7: En este caṕıtulo se dan las conclusiones y se presenta la
discusión entre las diferencias del PACM y el SACM y su importancia
en el estudio de cúmulos nucleares.



Caṕıtulo 2

El Modelo Fenomenológico
Algebraico (PACM) y
el Modelo Semimicroscópico
Algebraico (SACM)

En las últimas décadas se han desarrollado diversos modelos tanto geométri-
cos como algebraicos para describir moléculas nucleares. A principio de los
ochenta se propuso un modelo fenomenológico algebraico para cúmulos nu-
cleares para la descripción de estados quasi-moleculares o estados de cúmulos
para núcleos atómicos llamado modelo de vibrones [21] (Véase Apéndice A).

En su forma original este modelo posee una estructura de grupo U(4)
para la descripción del movimiento relativo en un sistema de dos cúmulos.
Su importancia se hace evidente en su aplicación en sistemas nucleares ligeros.
Al combinarlo con un modelo de interacción de bosones o con un modelo de
fermiones interactuantes para la descripción de los grados de libertad internos
de cada cúmulo, el enfoque algebraico fue capaz de describir sistemas de
cúmulos más complicados, incluyendo núcleos pesados.

Aunque diversos métodos de teoŕıa de grupos se hab́ıan utilizado exten-
sivamente en los estudios de cúmulos durante muchos años, la relación entre
el enfoque fenomenológico y microscópico no era clara.
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En otras palabras, faltaba el fundamento microscópico del modelo de
vibrones y sus extensiones.

La aplicación del modelo de vibrones para algunas bandas de cúmulos
bien establecidas en núcleos ligeros reveló la necesidad de modificar las su-
posiciones correspondientes al espacio del modelo [24, 25] y el factor espec-
troscópico del cúmulo [26]. La razón por la cual el modelo de vibrones no
fue lo suficientemente exitoso en su forma original al describir el problema
de cúmulos nucleares es que no tomaba en cuenta el principio de exclusión
de Pauli.

Con la modificación de la descripción del movimiento relativo en el enfo-
que fenomenológico los sistemas de dos cúmulos nucleares doblemente mági-
cos pod́ıan describirse razonablemente bien, sin embargo, el espacio del mo-
delo no se ajustaba a otros sistemas de cúmulos. Además el mapeo entre los
espacios del modelo y las interacciones de las descripciones microscópicas y
fenomenológicas no pod́ıa llevarse a cabo. Para superar estas dificultades se
propuso un enfoque semimicroscópico algebraico a los problemas de cúmulos
nucleares [14, 27].

En el Modelo Fenomenológico Algebraico (PACM) es decir, en el mo-
delo de vibrones y sus extensiones, la estructura de grupos del modelo se
manifiesta de dos formas. No sólo los estados base están caracterizados por
las etiquetas de la representación de los grupos sino que también las inter-
acciones se expresan en términos de los operadores del grupo. Este método
nos lleva a una simplificación más: para casos especiales se pueden obtener
soluciones anaĺıticas del problema de eigenvalores y para el caso general la
matriz de ecuaciones que hay que resolver no tiene una dimensión demasiado
grande. Uno de los posibles conjuntos de bases para la descripción del movi-
miento relativo se obtiene por medio del grupo SU(3). Este enfoque es fácil
de aplicar pero sus funciones de onda no están antisimetrizadas.

El enlace natural entre los enfoque fenomenológico y microscoscópico se
obtiene del grupo SU(3), es decir mediante la aplicación de una base de osci-
lador armónico. En los cálculos microscópicos el grupo SU(3) es el grupo de
simetŕıa del oscilador armónico, en el cual los cúmulos se describen por medio
del modelo de capas de oscilador armónico e interactúan mediante potenciales
armónicos. Más importante aún, las funciones de onda del SU(3) permiten
realizar cálculos basados en interacciones nucleón - nucleón realistas [28].
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En los modelos microscópicos el papel de este grupo es proveer buenos
números cuánticos para etiquetar los estados nucleares y de esta forma sim-
plificar la diagonalización del Hamiltoniano. Además, las funciones de onda
están adecuadamente antisimetrizadas, aunque las aplicaciones requieren de
muchos cálculos, los cuales aumentan considerablemente al incrementar el
número de nucleones.

Aśı el modelo semimicroscópico algebraico toma en cuenta el principio de
exclusión de Pauli y la interacción cúmulo - cúmulo se expresa en términos
de los generadores del grupo. Desde el punto de vista fenomenológico esto
significa una nueva extensión al modelo de vibrones, además de una modifi-
cación a las suposiciones del modelo para poder deshacernos de los estados
prohibidos por el principio de exclusión.

En resumen, el movimiento relativo se describe por medio del modelo de
vibrones mientras que los grados de libertad internos se tratan en términos
del modelo de capas del grupo SU(3) y los estados prohibidos de la base
del grupo acoplado SU(3) se excluyen. Desde el punto de vista microscópico
lo anterior puede explicarse como una combinación del espacio del modelo
de cúmulos SU(3) con algunas inetracciones fenomenológicas las cuales se
formulan de forma algebraica.

Tenemos entonces, que tanto en el Modelo Fenomenológico Algebraico
(PACM) como en el Modelo Semimicroscópico Algebraico (SACM), los gra-
dos de libertad relevantes en el movimiento relativo son las oscilaciones en
tres dimensiones. Los operadores que las describen son los operadores de
creación y aniquilación de bosones de esṕın uno.

π̂†
m, π̂m, m = 0,±1 (2.1)

A este sistema le añadimos los bosones de esṕın cero de creación y ani-
quilación: σ̂†

m y σ̂m respectivamente, los cuales definen un corte, debido a la
condición de que el número total de bosones N = nπ +nσ debe ser constante.

Los operadores π̂m satisfacen la relación:
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π̂m = (−1)1−mπ̂−m (2.2)

la relación para π̂†
m es similar.

Con estos operadores, los generadores de U(4) están dados por:

π̂†
mπ̂m′

, π̂†
mσ̂, σ̂†π̂m, σ̂†σ̂ (2.3)

En el PACM el número nπ de cuantos de oscilación relativos comienza en
cero y tiene una cota por arriba, mientras que en el SACM hay un número
mı́nimo de cuantos [23] necesarios para satisfacer el principio de exclusión de
Pauli.

Para construir los estados se utiliza la teoŕıa de grupos. Una posible
cadena de grupo, para ambos modelos, para la clasificación de los estados
está dada por:

SUC1(3) ⊗ SUC2(3) ⊗ SUR(3) ⊃ SUC(3) ⊗ SUR(3) ⊃
(λ1, µ1) (λ2, µ2) (nπ, 0) (λC , µC)

SU(3) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)

(λ, µ) κL M

donde (λk, µk) se refiere a la representación irreducible del SUCk
(3) de los

cúmulos individuales, los cuales están acoplados a la representación irreduci-
ble intermedia (λC , µC), mientras que (λ, µ) es la representación irreducible
SU(3) del acoplamiento total.

nπ es el número relativo de cuantos de oscilación,

L y M son el momento angular y su proyección y κ es un número que se
utiliza para distinguir múltiples ocurrencias de L en una (λ, µ) dada.

Escogimos para la descripción de los cúmulos individuales el modelo de
Elliot para SU(3) [29]. En principio, también se podŕıa utilizar el IBM [3],
como se ha hecho en diversos modelos algebraicos de cúmulos nucleares [22].
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No utilizamos esta última posibilidad, ya que en el SACM los cúmulos deben
describirse por medio del modelo de capas.

Para poder realizar una comparación detallada entre los modelos PACM
y SACM, que coincida en la estructura de su movimiento relativo, nos ve-
mos forzados a utilizar el modelo microscópico SUCk

(3). Esta conexión a la
estructura del modelo de capas a SU(3) es otra razón por la cual los estados
de la cadena anterior son los más apropiados para usarlos en el SACM.

El espacio modelo del SACM se obtiene al comparar todas las posibles
representaciones irreducibles (λ, µ), de la cadena anterior, con aquellas del
modelo de capas. Al final, sólo se mantienen las representaciones irreducibles
que aparezcan en el modelo de capas. A continuación se presenta un ejemplo
en el que se ilustran las ideas anteriores [15].

El sistema 12C + α

La estructura interna de los cúmulos se describe por el modelo de Elliot
[29] con la estructura de grupo UST (4)⊗ U(3), donde UST (4) es el grupo de
esṕın-isoesṕın de Wigner [30] (sin distinguir protones y neutrones), mientras
que U(3) se refiere a la parte orbital.

La representación [4, 4, 0] utilizando un diagrama de Young [31], es:

· · · ·
[4, 4, 0] = · · · ·

mientras que la representación [4] es simplemente:

[4] = · · · ·

El 12C tiene una representación U12C
, [4, 4, 0] correspondiente a una si-

metŕıa orbital de [4] en la capa cerrada 0~ω y [4, 4, 0] en la capa parcialmen-
te llena 1~ω de donde se obtiene la representación esṕın-isoesṕın U

ST

12C
(4) de

[3, 3, 3, 3].
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La part́ıcula α es un escalar Uα(3), [0, 0, 0] y su simetŕıa orbital es [4]
aśı que su representación esṕın-isoesṕın correspondiente U

ST

α (4) es [1, 1, 1, 1].

La única representación del producto U
ST

12C
(4) ⊗ U

ST

α (4) que aparece es

[4, 4, 4, 4] es decir sólo los estados escalares de 16O deben considerarse.

Entonces, el espacio del modelo se define al comparar la base del cúmulo
y la base del modelo de capas.

Las etiquetas de U(3) de la base del cúmulo se obtienen del producto
entre las siguientes representaciones del grupo U(3):

[4, 4, 0]⊗ [nπ, 0, 0] =
4∑

i=0

[4 + nπ − i, 4, i] (2.4)

donde nπ es el número de cuantos de excitación y cumple que:

nπ = n0, n0 + 1, . . . , nmax (2.5)

con n0 el número mı́nimo de cuantos de oscilación y nmax el número máximo.
En este caso:

n0 = 4

nmax = 16
(2.6)

Reescribiendo la ecuación (2.4) en la representación (λ, µ) y sustituyendo
nπ = 4 obtenemos:

(4, 0)⊗ (nπ, 0) =
4∑

i=0

(4− i, 4− i)

=(4, 4) + (3, 3) + (2, 2) + (1, 1) + (0, 0)

(2.7)

El producto [4, 4, 0]⊗ [4] de la conjunción de los dos cúmulos, en la capa
0~ω, (siguiendo las reglas correspondientes) será:
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· · · · · · · · a a a a · · · · a a a
· · · · ⊗ a a a a = · · · · + · · · ·

a

· · · · a a · · · · a
+ · · · · + · · · ·

a a a a a

· · · ·
+ · · · ·

a a a a

Es decir:

(0, 4)⊗ (4, 0) = (4, 4) + (3, 3) + (2, 2) + (1, 1) + (0, 0) (2.8)

Ahora, para la capa 1~ω (nπ = n0 + 1 = 5) tendremos el producto
(0, 4)⊗ (5, 0):

· · · · · · · · a a a a a · · · · a a a a
· · · · ⊗ a a a a a = · · · · + · · · ·

a

· · · · a a a · · · · a a
+ · · · · + · · · ·

a a a a a

· · · · a
+ · · · ·

a a a a

o bien, lo reescribimos como:

(0, 4)⊗ (5, 0) = (5, 4) + (4, 3) + (3, 2) + (2, 1) + (1, 0) (2.9)
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Ahora, para el núcleo unido 16O, la representación correspondiente a la
capa 0~ω es la (0, 0); la representación correspondiente a la capa 1~ω se
divide en dos capas, en la capa p [4, 4, 3] que equivale a la representación
(0, 1) y en la capa sd representada por (2, 0). Este producto nos da como
resultado:

· · a a · a
· ⊗ a a = · + ·

a

es decir:

(0, 1)⊗ (2, 0) = (2, 1) + (1, 0) (2.10)

Al comparar los estados obtenidos en (2.8) y en (2.9) con los resultados
en (2.10), obtenemos únicamente el estado (2, 1). El estado (1, 0) se remueve
debido a que hay que quitar el estado espurio a causa del movimiento del
centro de masa [(1, 0)⊗ 0~ω = (1, 0)⊗ (0, 0) = (1, 0)].

Al calcular las representaciones UCM(3) (donde el sub́ındice CM denota
el centro de masa) de la base del modelo de capas también debemos seguir
las reglas de selección de U

ST
(4).

Por ejemplo una configuración posible del modelo de capas de las exci-
taciones 2~ω es (0)4(1)10(2)2 donde (k)n denota n part́ıculas en la capa con
enerǵıa k~ω. Ahora bien, la configuración (1)10 contiene a las representacio-
nes de U

ST

mc(4) y similarmente, la configuración (2)2 incluye a [1, 1, 0, 0] y a
[2, 0, 0, 0].

Aśı, sólo los productos externos

[3, 3, 2, 2]⊗ [1, 1, 0, 0] y [3, 3, 3, 1]⊗ [2, 0, 0, 0]

resultan en la representación requerida U
ST

mc(4), [3, 3, 3, 3], mientras que los
otros dos productos posibles no lo hacen. En consecuencia las multiplicaciones
de Umc(3) también se simplifican:
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Permitidas: [4, 4, 2]⊗ {[4, 0, 0]⊕ [2, 2, 0]} y [4, 3, 3]⊗ [3, 1, 0]

Descartadas: [4, 4, 2]⊗ [3, 1, 0] y [4, 3, 3]⊗{[4, 0, 0]⊕ [2, 2, 0]} al comparar
con U

ST
(4).

Además podemos quedarnos con una representación Umc(3) en la base
del modelo de capas sólo en el caso para el cual tiene una multiplicidad
mayor que aquella de la misma representación correspondiente al movimiento
espurio del centro de masa. Por ejemplo, en el caso del 16O la representación
U(3), [5, 4, 4] entre las excitaciones 1~ω aparece con una sola multiplicidad
en la base del modelo de capas, aśı que debe corresponder a una excitación
espuria.

nπ [n1, n2, n3] (λ, µ)

4 [4, 4, 4] (0, 0)

5 [6, 4, 3] (2, 1)

6 [6, 4, 4] (2, 0)
[7, 4, 3] (3, 1)
[8, 4, 2] (4, 2)

7 [7, 4, 4] (3, 0)
[8, 4, 3] (4, 1)
[9, 4, 2] (5, 2)
[10, 4, 1] (6, 3)

Tabla 2.1: Representaciones U(3) obtenidad al comparar las bases del modelo
SACM y del modelo de capas para el sistema 12C+α. Las etiquetas de SU(3)
se definen como λ = n1 − n2 y µ = n2 − n3

El modelo del espacio obtenido de la comparación entre la base del mo-
delo de capas y la base del modelo de cúmulos se da en la Tabla 2.1 . Para
nπ ≥ 8 todos los estados dados en la ecuación (2.4) son permitidos. El mo-
delo del espacio obtenido de esta forma concuerda perfectamente con el del
modelo microscópico de cúmulos [32].
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Los programas que determinan el espacio modelo están disponibles [33]
y pueden obtenerse bajo pedido aunque en la mayoŕıa de los casos es sencillo
obtener la representación irreducible a mano. De esta forma, se observa el
principio de exclusión de Pauli (Para más detalles ver las referencias [14] y
[15]). Por el contrario, en el PACM no se satisface el principio de exclusión
de Pauli y el número de cuantos de oscilación relativos comienza en cero.

Figura 2.1: Esquematización de la condición de Wildermuth. Las primeras
dos columnas representan la ocupación de los cúmulos 16O y α dentro del
modelo de capas. La última muestra la ocupación del 20Ne. El número total
de cuantos de oscilación del núcleo 16O es 12 y el de la part́ıcula α es cero;
mientras que el del 20Ne es 20. Para satisfacer el principio de exclusión de
Pauli, debemos añadir al menos 8 cuantos de oscilación.

En la Figura 2.1 se ilustra esta diferencia para el sistema: 20Ne →
16O + α. Las primeras dos columnas muestran la ocupación de las capas de
los cúmulos individuales 16O y α , mientras que la última columna muestra
la ocupación del sistema unificado 20Ne:

El número total de cuantos para el núcleo 16O es 12

El número total de cuantos para la part́ıcula α es cero
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→ Sin embargo el número total de cuantos para el núcleo 20Ne es 20

La diferencia entre la suma de los cuantos de oscilación de los cúmulos
y los del 20Ne es 8. Por lo tanto, para que el número total de cuantos del
sistema unificado sea 20, debemos añadir en el movimiento relativo al menos
8 cuantos. De lo contrario al menos un nucleón se encuentra en un estado
que ya está ocupado.

Este es el número mı́nimo de cuantos n0 necesario para satisfacer el
principio de exclusión de Pauli. A esta condición también se le conoce como
la condición de Wildermuth [23].

Concentrándonos sólo en el movimiento relativo, podemos identificar dos
cadenas de simetŕıa dinámica que contienen al grupo de rotaciones.

Las correspondientes cadenas de grupo son:

UR(4) ⊃ SUR(3) ⊃ SOR(3) ⊃ SOR(2)
[N, 0, 0, 0] (nπ, 0) LR MR

nπ = N,N − 1, . . . , 1, 0
LR = nπ, nπ − 2, . . . , 1 or 0
MR = LR, LR − 1, . . . ,−LR

y

UR(4) ⊃ SOR(4) ⊃ SOR(3) ⊃ SOR(2)
[N, 0, 0, 0] (ω, 0) LR MR

ω = N,N − 2, . . . , 1 or 0
LR = ω, ω − 1 . . . , 1, 0

MR = LR, LR − 1, . . . ,−LR

donde el sub́ındice R se utiliza para denotar al movimiento relativo.

Aqúı también hemos indicado las etiquetas de las representaciones irre-
ducibles aśı como su rango. El grupo SU(3) se considera, en general, como el
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ĺımite vibracional del sistema alrededor de una forma de equilibrio esférica,
mientras que el grupo SO(4) modela la deformación dipolar estática.

En este punto, debemos enfatizar que dentro del SACM el ĺımite dinámi-
co SU(3) también permite un potencial deformado, debido a la interacción
cuadrupolo - cuadrupolo. Esto se debe a que en las consideraciones usuales el
Hamiltoniano del SU(3) está dado por ~ωn̂π o a lo más algunas contribucio-
nes anarmónicas. Sin embargo, cuando se incluye una interacción cuadrupolo
- cuadrupolo atractiva, la cual puede ser descrita por el operador de Casimir
de segrundo orden del grupo SU(3), el potencial podrá exhibir un mı́nimo
deformado dependiendo por supuesto de la magnitud de la interacción cua-
drupolo - cuadrupolo. Esta discrepancia nos lleva a redefinir los ĺımites de
simetŕıas dinámicas como sigue:

Cuando se incluyen interacciones en el nivel SU(3), es decir, la inter-
acción cuadrupolo - cuadrupolo, entonces hablamos del ĺımite SU(3) o
ĺımite de acoplamiento fuerte

Cabe mencionar que dentro del SACM sólo la primer cadena de grupo co-
rresponde a la simetŕıa dinámica real. La última cadena (acoplamiento débil)
es sólo una simetŕıa dinámica aproximada: Debido al principio de exclusión
de Pauli no todas las componentes de la base de estados de SOR(4) contri-
buyen, éstos son todos aquellos estados base correspondientes a un número
menor al mı́nimo de cuantos de oscilación relativa (n0). Aśı, algunos de los
estados de la base de SOR(4) no deben considerarse con lo que el resultado
ya no corresponderá a un estado puro de SO(4).



Caṕıtulo 3

El Hamiltoniano

Utilizaremos un Hamiltoniano que sea la suma de los Hamiltonianos en los
ĺımites de las simetŕıas dinámicas y multiplicaremos cada término por una
función de una variable que denotaremos como x. Esta variable interpo-
lará entre diferentes simetŕıas dinámicas. Uno de nuestros principales ob-
jetivos es describir las transiciones de fase, pero además queremos investigar
la diferencia entre considerar o no el principio de exclusión de Pauli. Nos
restringiremos al caso en que ambos cúmulos son esféricos.

El Hamiltoniano más general para el caso en que los dos cúmulos son
esféricos está dado por:

Ĥ = xĤSU(3) + (1− x)ĤSO(4) (3.1)

donde:

ĤSU(3) =dn̂π + (a− b∆n̂π) Ĉ2 (nπ, 0) + γ1L̂
2

ĤSO(4) =γ2L̂
2
+
c

4

[(
π̂†· π̂†)− (

σ̂†)2
]
∗ [

(π̂· π̂)− (σ̂)2] (3.2)

con ∆n̂π = n̂π − n0, siendo n0 el número mı́nimo de cuantos (es decir,
el número mı́nimo de bosones π necesarios para satisfacer el principio de
exclusión de Pauli), donde:

19
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Para el PACM n0 = 0

Para el SACM n0 6= 0

Dado que L̂
2 ∝ n̂π podemos reescribir (3.2) como:

ĤSU(3) =~ωn̂π + (a− b∆n̂π) Ĉ2 (nπ, 0)

ĤSO(4) =
c

4

[(
π̂†· π̂†)− (

σ̂†)2
]
∗ [

(π̂· π̂)− (σ̂)2] (3.3)

tomando ~ω = d+ γ1 + γ2

Notemos que para el caso en que los dos cúmulos son esféricos el operador
de Casimir de segundo orden de SU(3) está dado simplemente por (ver [13,
14, 15]):

Ĉ2 (nπ, 0) = n̂π (n̂π + 3) (3.4)

debido a que:

Ĉ2 (λ, µ)|ψ〉 =
(
λ2 + µ2 + λµ+ 3λ+ 3µ

)|ψ〉 (3.5)

Entonces si (λ, µ) = (nπ, 0) obtenemos la relación dada en la ec. (3.4).

El operador de momento angular total coincide en este caso con el del

movimiento relativo, es decir, L̂
2

= L̂
2

R donde R denota movimiento relativo.

El parámetro x interpola entre el ĺımite SU(3) (x = 1) y el ĺımite SO(4)

(x = 0). El valor ~ω se fija con
(
45A−

1
3 − 25A−

2
3

)
(ver [34]).

La división de las simetŕıas dinámicas en (3.3) se realizó de la siguiente
manera:

En el ĺımite SU(3) el acoplamiento de los operadores de interacción
se da al nivel de SU(3), es decir, los operadores de Casimir de SUC(3) y
SU(3) deben aparecer. A esto se le llama el ĺımite de acoplamiento fuer-
te. En la literatura cuando el Hamiltoniano contiene el término ~ωn̂π más
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términos anarmónicos generalmente se le llama ĺımite SU(3) o ĺımite esféri-
co pero aqúı decidimos cambiar la notación debido a que entendemos que
bajo este ĺımite se requiere incluir términos como la interacción cuadrupolo-
cuadrupolo. Para poder comparar nuestros resultados con aquellos de la li-
teratura, debemos tener esto en cuenta cuando hablemos de las transiciones
de fase entre las diferentes simetŕıas dinámicas.

El ĺımite SO(4) se define a través de la aparición del operador de Casi-
mir de segundo orden de SO(4). A este se ĺımite se le conoce como ĺımite
deformado debido a que la interacción siempre producirá una superficie de
enerǵıa potencial con un mı́nimo deformado, es decir el mı́nimo no se en-
cuentra localizado en el origen de coordenadas.

El factor (a− b∆n̂π) está relacionado con la interacción cuadrupolo -
cuadrupolo, la cual está presente en cualquier sistema nuclear. Sin embargo,
sin la corrección −b∆n̂π, los estados con un nπ suficientemente grande serán
estados con enerǵıa más baja que aquellos con el número mı́nimo de boso-
nes π (n0 es cero para el PACM). Este término es debido a la dependencia
sobre n̂2

π en el operador de Casimir de segundo orden, el cual finalmente
dominará sobre el término ~ωn̂π para un número suficientemente grande de
bosones π. En el tratamiento convencional, cuando nπ se conserva, una res-
tricción simple sobre ∆n̂π es suficiente para solucionar el problema. Estados
con ∆n̂π grande simplemente no se toman en cuenta, es decir, se excluyen
del modelo del espacio f́ısico.

Este efecto se estudió en [35] en el contexto del modelo simpléctico del
núcleo (ver referencias, [8], [36] y [37]). Aqúı la interacción cuadrupolo - cua-
drupolo también domina sobre la enerǵıa cinética y finalmente lleva a estados
con nπ grande, a bajas enerǵıas, incluso por debajo del estado base f́ısico.
El problema se resolvió sustrayendo de la interacción cuadrupolo-cuadrupolo
la parte llamada Equivalente de Traza [35], que asegura que el campo me-
dio todav́ıa se representa por un potencial armónico. Cuando no se aplica
ninguna corrección, el campo medio de la estructura de capas se destruye y
ya no podemos suponer una estructura de oscilador armónico. Esto también
se notó dentro del SACM en [15], donde los términos de corrección del tipo
∆nπ se incluyen.
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Se presentan términos de interacción de tercer orden, más grandes que
la suposición usual de restringirse a interacciones de segundo orden, es ne-
cesario considerarlos para evitar los problemas mencionados anteriormente.

Sin estas correcciones, el problema diverge al aumentar el número total
de bosones (π + σ) si se consideran los términos de interacción.

Con estas observaciones, esperamos haber convencido al lector que los
términos de tercer orden deben ser incluidos en el Hamiltoniano, en el mo-
mento en que las capas se combinan.



Caṕıtulo 4

Estados Coherentes

En este caṕıtulo se dan las definiciones de los estados coherentes (estados
de prueba) que se emplean para los modelos PACM y SACM, aśı como los
elementos de matriz relevantes en este estudio (veáse el Apéndice C para re-
visar el cálculo detallado). Posteriormente se define un potencial semi-clásico
utilizando la Aproximación de Traslape Gaussiano (ver Apéndice D), el cual
se utilizará para investigar las posibles transiciones de fase.

4.1. El Modelo Fenomenológico Algebraico

(PACM)

En esta sección se da una expresión del estado coherente para el modelo
PACM y se obtienen los elementos de matriz relevantes.

4.1.1. Estado Coherente del PACM

El estado coherente adquiere su forma más simple en el PACM. El estado de
prueba está dado por (ver C.2.1):

23
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|α〉 = N [σ̂† + (α· π̂†)]N |0〉 (4.1)

Aqúı N es el factor de normalización (ver ecuación (C.22)) y α es la
notación corta para las variables complejas αm(m = 1, 0,−1). El operador
con los coeficientes complejos α es la combinación lineal más general de los
operadores de creación del PACM, manteniendo N constante.

4.1.2. Elementos de Matriz Relevantes del PACM

El factor de normalización del estado coherente y el estado coherente son:

N =
1√

N ! [1 + α2]N

|α〉 =
1√

N ! [1 + α2]N
[σ̂† + (α· π̂†)]N |0〉

(4.2)

Los elementos de matriz relevantes del Modelo Fenomenológico Algebrai-
co (PACM) son (ver Apéndice C.2.2):

〈n̂π〉 = N
α2

[1 + α2]
,

〈n̂2
π〉 = N(N − 1)

α4

[1 + α2]2
+N

α2

[1 + α2]
,

〈n̂3
π〉 = N(N − 1)(N − 2)

α6

[1 + α2]3
+ 3N(N − 1)

α4

[1 + α2]2
+N

α2

[1 + α2]
,
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〈(π̂†· π̂†) (π̂· π̂)〉 = N(N − 1)
α4

[1 + α2]2

〈(σ̂†· σ̂†) (σ̂· σ̂)〉 = N(N − 1)
1

[1 + α2]2

〈(π̂†· π̂†) (σ̂· σ̂)〉 = N(N − 1)
α2

[1 + α2]2

〈(σ̂†· σ̂†) (π̂· π̂)〉 = N(N − 1)
α2

[1 + α2]2

(4.3)

4.1.3. La Enerǵıa Potencial del PACM

La importancia de los estados coherentes se vuelve evidente al definir una
Superficie de Enerǵıa Potencial (Potential Energy Surface, PES), la cual de-
pende de las variables colectivas αm. La PES se define como:

V (α) = 〈α|Ĥ|α〉 (4.4)

Este procedimiento está bien establecido y es conocido como Aproxi-
mación de Traslape Gaussiano (Gaussian Overlap Approximation) dentro
del Método Generador de Coordenadas (Generator Coordinate Method, Ver
Apéndice D basado en [38]), donde se desprecia la contribución del punto
cero dado que dicha corrección es del orden 1

N
donde N es el número total

de cuantos y cumple que N >> 1.

Usando la ecuación (3.1) y las expresiones dadas en (3.3) para el PACM
tendremos que el Hamiltoniano general estará dado por:

Ĥ =x
{
~ωn̂π + (a− b∆n̂π) Ĉ2 (nπ, 0)

}

+ (1− x)
{ c

4

[(
π̂†· π̂†)− (

σ̂†)2
]
∗ [

(π̂· π̂)− (σ̂)2]}
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Ĥ = x {~ωn̂π + (a− bn̂π) n̂π (n̂π + 3)}
+ (1− x)

{
+
c

4

[(
π̂†· π̂†)− (

σ̂†)2
]
∗ [

(π̂· π̂)− (σ̂)2]}

= x
{
(~ω + 3a) n̂π + (a− 3b) n̂2

π − bn̂3
π

}

+ (1− x)
c

4

[
(π̂†· π̂†)(π̂· π̂)− (π̂†· π̂†) (σ̂)2 − (σ̂†)2(π̂· π̂) + (σ̂†)2(σ̂)2

]
(4.5)

Con los resultados obtenidos en la sección anterior podemos encontrar
V (α) para el PACM sustituyendo el Hamiltoniano dado en la ecuación (4.5):

V (α) = 〈α|Ĥ|α〉
= x

{
(~ω + 3a) 〈n̂π〉+ (a− 3b) 〈n̂2

π〉 − b〈n̂3
π〉

}

+ (1− x)
c

4[〈(π̂†· π̂†)(π̂· π̂)〉 − 〈(π̂†· π̂†) (σ̂)2〉 − 〈(σ̂†)2(π̂· π̂)〉+ 〈(σ̂†)2(σ̂)2〉]

Sustituyendo todos los valores esperados calculados anteriormente:

V (α) =x (~ω + 3a)N
α2

[1 + α2]

+ x(a− 3b)

{
N(N − 1)

α4

[1 + α2]
+N

α2

[1 + α2]

}

− xb

{
N(N − 1)(N − 2)

α6

[1 + α2]3
+ 3N(N − 1)

α4

[1 + α2]2

}

− xbN
α2

[1 + α2]

+ (1− x)
c

4
N(N − 1)

{
α4

[1 + α2]2
− 2

α2

[1 + α2]2
+

1

[1 + α2]2

}

=x (~ω + 4a− 4b)N
α2

[1 + α2]
+ x(a− 6b)N(N − 1)

α4

[1 + α2]2

− xbN(N − 1)(N − 2)
α6

[1 + α2]3
+ (1− x)

c

4
N(N − 1)

(α2 − 1)2

[1 + α2]2
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V (α) =x (~ω + 4a− 4b)Nβ2 + x(a− 6b)N(N − 1)β4

− xbN(N − 1)(N − 2)β6 + (1− x)
c

4
N(N − 1)(2β2 − 1)2 (4.6)

En esta última igualdad se definió:

β2 =
α2

[1 + α2]
(4.7)

El rango de β está entre 0 ≤ β ≤ 1, debido a que el rango de α es
0 ≤ α <∞. Simplificando la ecuación (4.7) se obtiene:

V (β) = + (1− x)
c

4
N(N − 1)

+ [x(~ω + 4a− 4b)− (1− x)c(N − 1)]Nβ2

+ [x(a− 6b) + (1− x)c]N(N − 1)β4

− xbN(N − 1)(N − 2)β6

(4.8)

Para facilitar la lectura de la ecuación anterior definimos los coeficientes:

A =
x(~ω + 4a− 4b)− (1− x)c(N − 1)

−xb(N − 1)(N − 2)
(4.9)

B =
x(a− 6b) + (1− x)c

xb(N − 2)
(4.10)

C =
(1− x) c

4

−xb(N − 2)
(4.11)

Con lo que el potencial adquiere la forma:

V (β) = [−xbN(N − 1)(N − 2)][C + Aβ2 −Bβ4 + β6] (4.12)
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Finalmente, sea:

Ṽ (β) =
V (β)

[−xbN(N − 1)(N − 2)]

El potencial que utilizaremos para investigar las transiciones de fase será:

Ṽ (β) = Aβ2 −Bβ4 + β6 + C (4.13)

4.2. El Modelo Semimicroscópico Algebraico

(SACM)

Al igual que en la sección anterior, ahora se buscará una expresión para la
enerǵıa potencial en el SACM; para ello partimos de la expresión del estado
coherente correspondiente (vér Apéndice C.3.1).

4.2.1. Estado Coherente del SACM

Los estados coherentes se vuelven más complicados para el SACM, donde
se necesita un número mı́nimo de cuantos de oscilación relativos. El estado
coherente en este caso está dado por [12]:

|α〉 =NN,n0

(
α· π̂†)n0

[
σ̂† +

(
α· π̂†)]N+n0|0〉

=NN,n0

N !

(N + n0)!

dn0

dγn0

[
σ̂† + γ

(
α· π̂†)]N+n0|0〉

∣∣
γ=1

(4.14)

mientras que su factor de normalización es:

N−2
N,n0

=
(N !)2

(N + n0)!

N+n0∑

k=n0

(
N + n0

k

)[
k!

(k − n0)!

]2

α2k (4.15)
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donde n0 representa el número mı́nimo de bosones π necesarios para satisfacer
el principio de exclusión de Pauli. El número total de bosones está dado por
N + n0 = N ′. La segunda ĺınea nos da una expresión equivalente necesaria
para simplificar los cálculos. Debe entenderse que al final de la operación
diferencial el valor de γ debe fijarse igual a 1. El factor NN,n0 es la constante
de normalización del estado (ver la ecuación (C.39)) que depende del número
mı́nimo de bosones π y del número total de bosones (N + n0). En el caso en
que n0 = 0 el estado coherente del SACM se reduce a la forma del estado
coherente del PACM.

Las abreviaciones que utilizamos son:

F00

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0∑

k=n0

(
N + n0

k

)[
k!

(k − n0)!

]2

α2k

F11

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−1∑

k=max(n0−1,0)

(
N + n0 − 1

k

)[
(k + 1)!

(k + 1− n0)!

]2

α2k

F22

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−2∑

k=max(n0−2,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]2

α2k

F33

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−3∑

k=max(n0−3,0)

(
N + n0 − 3

k

)[
(k + 3)!

(k + 3− n0)!

]2

α2k

FN−2
00

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−2∑

k=n0

(
N + n0 − 2

k

)[
(k)!

(k − n0)!

]2

α2k

F20

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!
N+n0−2∑

k=n0

(
N + n0 − 2

k

)[
(k)!

(k − n0)!

] [
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]
α2k

(4.16)

Los elementos de matriz relevantes del Modelo Semimicroscópico Alge-
braico (SACM) son (ver Apéndice C.3.2):
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〈n̂π〉 = (N + n0)α
2F11 (α2)

F00 (α2)

〈n̂2
π〉 = (N + n0)α

2F11 (α2)

F00 (α2)
+ (N + n0)(N + n0 − 1)α4F22 (α2)

F00 (α2)

〈n̂3
π〉 = (N + n0)α

2F11 (α2)

F00 (α2)
+ 3(N + n0)(N + n0 − 1)α4F22 (α2)

F00 (α2)

+ (N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)α6F33 (α2)

F00 (α2)

〈(π̂†· π̂†) (π̂· π̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)α4F22(α
2)

F00(α2)

〈(σ̂†· σ̂†) (σ̂· σ̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)
FN−2

00 (α2)

F00 (α2)

〈(π̂†· π̂†) (σ̂· σ̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)α2F20 (α2)

F00 (α2)

〈(σ̂†· σ̂†) (π̂· π̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)α2F20 (α2)

F00 (α2)

(4.17)

4.2.2. La Enerǵıa Potencial del SACM

En este caso, el Hamiltoniano estará dado por:

Ĥ = x
{
(~ω + 3a+ 3bn0) n̂π + (a− 3b+ bn0) n̂2

π − bn̂3
π

}

+ (1− x)
c

4

[
(π̂†· π̂†)(π̂· π̂)− (π̂†· π̂†) (σ̂)2 − (σ̂†)2(π̂· π̂) + (σ̂†)2(σ̂)2

](4.18)

Por lo que para calcular el potencial tomamos los valores esperados de
los operadores dados en (4.17) será:
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V (α) = x (~ω + 3a+ 3bn0) (N + n0)α
2F11

F00

+ x (a− 3b+ bn0)

[
(N + n0)α

2F11

F00

+ (N + n0)(N + n0 − 1)α4F22

F00

]

− bx(N + n0)

[
α2F11

F00

+ (N + n0 − 1)

[
3α4F22

F00

+ (N + n0 − 2)α6F33

F00

]]

+ (1− x)
c

4
(N + n0)(N + n0 − 1)

[
α4F22

F00

− 2α2F20

F00

+
FN−2

00

F00

]

(4.19)

Por lo tanto, la enerǵıa potencial estará dada por:

V (α) = x (~ω + 4a− 4b+ 4bn0) (N + n0)α
2F11

F00

− (1− x)
c

2
(N + n0)(N + n0 − 1)α2F20

F00

+
[
x(a− 6b+ bn0) + (1− x)

c

4

]
(N + n0)(N + n0 − 1)α4F22

F00

− bx(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)α6F33

F00

+ (1− x)
c

4
(N + n0)(N + n0 − 1)

FN−2
00

F00

(4.20)



Caṕıtulo 5

Transiciones de Fase

En este caṕıtulo se presentan la definición y clasificación de las transiciones
de fase y se describe el procedimiento a seguir para el estudio de las mismas
en modelos algebraicos para cúmulos nucleares.

5.1. Fases y Transiciones de Fase

Para poder realizar una discusión sobre transiciones de fase, lo primero que
tenemos que hacer es definir una fase. Este es un concepto de la Termo-
dinámica y la Mecánica Estad́ıstica, donde una fase se define como un siste-
ma homogéneo. En este contexto, al encontrar anomaĺıas de las cantidades
termodinámicas vemos el sello de una transición de fase.

Aśı, la ecuación fundamental del sistema debe satisfacer el criterio de
estabilidad esto es, permanecer homogéneo y en equilibrio. Si los criterios de
estabilidad no se satisfacen, el sistema se rompe en dos o más porciones. A
esta separación se le llama transición de fase.

Las transiciones de fase ocurren en la naturaleza en una gran variedad de
sistemas y bajo un amplio rango de condiciones. Por ejemplo, las transicio-
nes de paramagneto a ferromagneto ocurren en el hierro a una temperatura
cercana a los 1000K, la transición a superfluidez del Helio ĺıquido ocurre a

33
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2.2K y la condensación de átomos de Bose-Einstein ocurre a 10−7K. Además
de este amplio rango de temperaturas, las transiciones de fase ocurren en
una gran variedad de sustancias, incluyendo sólidos, ĺıquidos clásicos y flui-
dos cuánticos. Por lo tanto, las transiciones de fase son fenómenos generales
asociados con las propiedades básicas de los sistemas de muchos cuerpos.

En la actualidad se han empezado a estudiar las transiciones de fase de
sistemas cuánticos finitos como por ejemplo, los núcleos atómicos [39], [40].
Los modelos algebraicos son especialmente útiles en este tipo de estudios.
Las fases y las transiciones de fase se investigan usualmente en sistemas con
un número muy grande de grados de libertad, pero con estos modelos gene-
ralmente se considera un número finito de part́ıculas (N ), después siempre es
posible ir al ĺımite de N grande donde las transiciones de fase reales ocurren.
Para N finita puede investigarse si algunos cambios sobreviven o no. Como
un parámetro de control se utiliza el peso relativo de los Hamiltonianos que
pertenecen a distintas simetŕıas dinámicas (ĺımites que se resuelven anaĺıtica-
mente). Los mı́nimos de la superficie de enerǵıa potencial se investigan como
función del parámetro de control y el grado de su derivada que presenta dis-
continuidad (en el ĺımite de N grande) define el orden de la transición de
fase.

5.1.1. Definición de simetŕıa dinámica

Se dice que un sistema cuántico descrito por un Hamiltoniano Ĥ indepen-
diente del tiempo tiene una simetŕıa exacta descrita por el álgebra de Lie
L si los operadores de todos los generadores de L conmutan con Ĥ es de-
cir, [Ĥ, L̂] = 0 (Ver [41]). Por ejemplo, el oscilador armónico tridimensional
tiene una simetŕıa exacta: U(3). Más aún, si Ĥ = T̂ + V̂ y los elementos
de L no sólo conmutan con Ĥ sino que también conmutan con T̂ y V̂ a la
simetŕıa se le llama simetŕıa geométrica (ver [42]). Por ejemplo el oscilador
armónico tiene a O(3) como simetŕıa geométrica. Cuando se tiene una si-
metŕıa exacta entonces no sólo el operador es simétrico sino que también lo
son sus eigenvectores (es decir, se transforman de acuerdo a una representa-
ción irreducible) [43]. En ese caso, el Hamiltoniano contiene los elementos de
la simetŕıa únicamente a través de sus operadores invariantes.

Si el Hamiltoniano se expresa en términos de los operadores invariantes
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de una cadena de subálgebras (en lugar de una sola álgebra como en el caso
anterior) se habla de una simetŕıa dinámica. En ese caso, el Hamiltoniano
ya no es simétrico, pero sus eigenvectores śı lo son [44]. Por ejemplo, en el
modelo nuclear de Elliot el Hamiltoniano se escribe en términos de los in-
variantes de Cásimir de la cadena algebraica U(3) ⊃ SU(3) ⊃ SO(3) por
lo tanto U(3) y SU(3) son simetŕıas dinámicas, mientras que SO(3) es una
simetŕıa geométrica (exacta). En este caso, la degeneración original corres-
pondiente a U(3) se rompe. El problema de eigenvalores de un Hamiltoniano
con una simetŕıa dinámica todav́ıa tiene solución anaĺıtica (en forma similar
a la simetŕıa exacta).

Se le llama simetŕıa quasi-dinámica (o simetŕıa efectiva), cuando la inter-
acción de una simetŕıa dinámica es tan fuerte que no sólo separa los estados
base sino que los mezcla, y a pesar de esto, la simetŕıa sobrevive (para algunos
estados) [45]. En este caso, ni el operador ni los eigenvectores son simétricos.

5.1.2. Las Transiciones de Fase en F́ısica Nuclear

Transiciones de Fase Térmicas

Cuando un núcleo atómico se encuentra en la región del estado base gene-
ralmente se considera como una gota de agua microscópica. Durante mucho
tiempo no se sab́ıa si hay una transición de fase a la fase gaseosa al aumen-
tar la temperatura. Después de largas investigaciones tanto teóricas como
experimentales, la respuesta parece ser afirmativa [46]. A ésta se le llama
transición de fase de la materia nucleónica.

A temperaturas aún más altas los nucleones se disuelven y los quarks
y gluones se mueven libremente. Como consecuencia, una transición de fase
drástica puede tener lugar: el sistema pasa de la fase hadrónica a la fase
sin confinar. Es un descubrimiento teórico interesante que esta transición
es anaĺıtica (con derivadas continuas a cualquier orden) de acuerdo con las
circunstancias del Universo temprano aśı como con las colisiones de iones
pesados [47]. Esta predicción contradice muchas expectativas de que fuera
una transición de fase de primer orden. En estas transiciones por supuesto
que el efecto del tamaño finito del núcleo es muy importante, pero aún están
gobernadas por la temperatura.
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Transiciones de Fase Cuánticas, caso de cúmulos nucleares

En los núcleos atómicos también se observan otro tipo de transiciones de
fase, las cuales no están gobernadas por la temperatura, aśı que se les conocen
como transiciones de fase cuánticas. Su aparición está muy relacionada a los
efectos de tamaño finito, ya que tienen que ver con la forma del núcleo o con
el movimiento colectivo del núcleo como un todo.

Una transición de fase cuántica es una transición entre distintas fases
cuánticas a temperatura cero. Este tipo de transiciones sólo ocurren varian-
do un parámetro f́ısico del Hamiltoniano del sistema y describen un cambio
estructural en el estado base de un sistema de muchos cuerpos. Es intere-
sante estudiar las transiciones de fase en el ĺımite termodinámico (N → ∞,
siendo N el número de part́ıculas) ya que no toda transición de fase cuántica
permanece en este ĺımite.

Consideraremos sistemas binarios de cúmulos y los describiremos por
medio de los modelos algebraicos de cúmulos nucleares fenomenológico y
semimicroscópico de tal forma que las interacciones en los dos modelos son
las mismas pero difieren uno del otro en considerar o no, el principio de
exclusión de Pauli como ya hemos mencionado anteriormente.

El movimiento relativo se toma en cuenta por medio de la estructura
de grupo del U(4) del modelo de vibrones [21]. La estructura interna de
los cúmulos se describe por el modelo de Elliot [29] (ver Apéndice B) con la
estrucura de grupo UST (4)⊗U(3), donde UST (4) es el grupo de esṕın-isoesṕın
de Wigner [30], mientras que U(3) se refiere a la parte orbital. El producto
de las funciones de onda de estos modelos está contaminado por los estados
prohibidos por el principio de exclusión de Pauli, resultando en el modelo
PACM. Cuando se considera el principio de exclusión de Pauli y se excluyen
los estados prohibidos del modelo nos encontramos con el modelo SACM.

Las interacciones de los modelos se construyen con los generadores de
grupo de la manera usual cuando se trabaja con la descripción algebraica.
Cuando estamos interesados sólo en un sector del espacio de esṕın-isoesṕın,
entonces el grupo de Wigner sólo es importante en la construcción del modelo,
pero desde el punto de vista de la interacción la estructura de grupo se
simplifica a: UC1 ⊗ UC2 ⊗ UR ⊃ U(3) ⊃ O(3) donde Ci denota el i-ésimo
cúmulo y R corresponde al movimiento relativo. El Hamiltoniano construido
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a partir de los operadores invariantes de esta cadena tiene como simetŕıa
dinámica a U(3): ĤU(3). El ĺımite U(3) de los modelos algebraicos de cúmulos
corresponde a un vibrador suave (en términos del modelo colectivo). En el
modelo de vibrones, aplicado a la descripción del movimiento relativo, existe
también la simetŕıa dinámica O(4). Denotamos la interacción de la simetŕıa
dinámica O(4) por ĤO(4). Este ĺımite corresponde a un rotor ŕıgido (en el
lenguaje del modelo colectivo).

Aśı, obtenemos el Hamiltoniano general dado en el caṕıtulo 3:

Ĥ = xĤU(3) + (1− x)ĤO(4)

En este contexto las diferentes fases están caracterizadas por
diferentes simetŕıas y una transición de fase involucra un cambio
de la simetŕıa.

5.1.3. Clasificación de las Transiciones de Fase

Tenemos varios tipos de transiciones de fase y también diferentes herramien-
tas para describirlas. Por ejemplo, en la clasificación de Ehrenfest, una tran-
sición de fase de primer orden es aquella en la cual una función G de las varia-
bles del sistema es continua, pero sus derivadas con respecto a sus parámetros
son discontinuas; en las transiciones de fase de segundo orden G y sus pri-
meras derivadas son continuas pero sus segundas derivadas son discontinuas;
de manera similar las transiciones de orden superior pueden definirse por
generalización directa. Paralelamente tenemos las transiciones de fase orden-
desorden de Landau, que introduce el concepto de parámetros de orden y
expresa los potenciales termodinámicos como un desarrollo en series de po-
tencias de dicho parámetro. El tipo de desarrollo y la caracteŕıstica f́ısica del
parámetro de orden depende de la naturaleza de la transición en el sistema.
También es posible establecer la correspondencia entre las transiciones de
fase orden-desorden de Landau y las transiciones de primer orden y las de
segundo orden de Ehrenfest.

Más recientemente se ha supuesto [48] que las fases (relacionadas por las
simetŕıas dinámicas y las transiciones de fase en el diagrama de fases) pueden
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caracterizarse por una simetŕıa quasi-dinámica. Si esto sucede la situación se
asemeja a las transiciones de fase en la teoŕıa de Landau donde las diferentes
fases se caracterizan por distintas simetŕıas [49].

5.2. Procedimiento para identificar Transicio-

nes de Fase y su orden en el PACM y en

el SACM

Para este trabajo, investigaremos las transiciones de fase utilizando el criterio
de Ehrenfest siguiendo el procedimiento y recomendaciones dados en [50]:

1. Como primer paso, se determinan los mı́nimos de la PES en el espacio
de variables colectivas αm. Cuando no hay rotación sólo habrá una
variable, que denotaremos como α. Esto se debe a que el vector de
distancia entre los cúmulos siempre puede alinearse a lo largo del eje
intŕınseco z el cual conecta ambos cúmulos. Como vimos en la sección
anterior hacemos un cambio de variable:

β2 =
α2

[1 + α2]
(5.1)

Entonces, tenemos que determinar los puntos extremos por medio de:

dV

dβ
= 0

Esta ecuación nos da la posición de los extremos en βi (i = 1, 2, ...) como
función de los parámetros p1, . . . , pnp , es decir: βi = βi(p1, . . . , pnp).

2. A continuación calculamos los valores del potencial en los puntos ex-
tremos. Como buscamos los puntos en que el potencial tiene mı́nimos
debe satisfacerse que:

d2V

dβ2

∣∣∣∣
βi

≥ 0 (5.2)
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3. Se determinan las regiones donde ocurren las transiciones de fase en el
espacio de parámetros cuando al menos dos mı́nimos están a la misma
enerǵıa, es decir:

V (βi1) = V (βi2) (5.3)

La ecuación anterior nos brinda una relación de la forma

f(p1, ..., pnp) = 0 (5.4)

entre los parámetros, lo cual nos permite expresar un parámetro en
términos de otro.

4. Ahora se determinan la primera y la segunda derivadas del potencial
evaluado en los puntos extremos con respecto a los parámetros de la
teoŕıa, es decir:

dnV (βi)

dpn
k

, (5.5)

donde pk es la notación corta para los parámetros de control del modelo
(k = 1, 2, ..., np) con np el número de parámetros y n = 1, 2. Usualmente
esto es suficiente si queremos investigar transiciones de fase de primer
o segundo orden. Cuando la transición de fase es de orden superior, se
deben calcular las derivadas correspondientes de orden mayor.

5. La transición de fase será de orden m cuando la m-ésima derivada del
potencial con respecto a sus parámetros sea discontinua en el punto de
la transición, mientras que las demás derivadas con n < m sean iguales,
es decir:

∂nV (βi1)

dpn
k

=
∂nV (βi2)

dpn
k

, n < m

∂mV (βi1)

dpm
k

6= ∂mV (βi2)

dpm
k

(5.6)
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5.3. Estudio de las Transiciones de Fase para

el PACM

De acuerdo con la sección 4.4 el potencial que utilizaremos estará dado por
la ecuación (4.13):

Ṽ (β) = Aβ2 −Bβ4 + β6 + C (5.7)

Se encuentran los extremos, por medio de:

dṼ

dβ
= 2Aβ − 4Bβ3 + 6β5 = 0 (5.8)

Las soluciones a la ecuación (5.8) serán entonces:

Solución 1: β1 = 0 (5.9)

Solución 2: β2
2 =

1

3

(
B +

√
B2 − 3A

)
(5.10)

Solución 3: β2
3 =

1

3

(
B −

√
B2 − 3A

)
(5.11)

El potencial evaluado en los puntos extremos estará dado por:

Ṽ (β1) = C (5.12)

Ṽ (β2) =
1

27

(
B +

√
B2 − 3A

)(
6A−B2 −B

√
B2 − 3A

)
+ C (5.13)

Ṽ (β3) =
1

27

(
B −

√
B2 − 3A

)(
6A−B2 +B

√
B2 − 3A

)
+ C (5.14)

Las últimas dos expresiones sólo tienen sentido cuando las soluciones en
(5.10) y en (5.11) son reales y positivas entonces, la primer condición que
debe satisfacerse para que existan los puntos extremos β2 y β3 es:
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B2 − 3A > 0 ⇒ A ≤ B2

3
(5.15)

Además claramente deben satisfacerse por separado: β2
2 ≥ 0 y β2

3 ≥ 0 de
donde vemos que:

Si B > 0 ⇒ No hay restricción sobre A

Para β2: B +
√
B2 − 3A > 0 ⇒

Si B < 0 ⇒ A < 0

Si B > 0 ⇒ A > 0
de lo contrario β3 no es extremo

Para β3: B −
√
B2 − 3A > 0 ⇒

Si B < 0 ⇒ β3 no es extremo

Tabla 5.1: Condiciones sobre los parámetros A y B para la existencia de los
puntos extremos β2 y β3

Ahora, buscamos los mı́nimos del potencial, para ello, debe satisfacerse
que:

d2Ṽ

dβ2
= 2A− 12Bβ2 + 30β4 > 0 (5.16)

Para los puntos extremos dados en (5.9), (5.10) y en (5.11), tendremos:

Para β1:

d2Ṽ

dβ2

∣∣∣∣
β1

= 2A > 0 ⇒ Si A > 0, β1 es un mı́nimo (5.17)
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Para β2:

d2Ṽ

dβ2

∣∣∣∣
β2

=
8

3

(
B2 − 3A

) (
1 +

B√
B2 − 3A

)
(5.18)

Si B > 0 ⇒ β2 es un mı́nimo

Entonces:

(
1 +

B√
B2 − 3A

)
> 0 ⇒

Si B < 0 ⇒ A < 0
para que β2 sea mı́nimo

La única posibilidad para que β3 sea un extremo de acuerdo con la Tabla
5.1, es ser un máximo ya que:

d2Ṽ

dβ2

∣∣∣∣
β3

=
8

3

(
B2 − 3A

) (
1− B√

B2 − 3A

)
(5.19)

Si B > 0 ⇒ A > 0
β3 es un máximo

Entonces:

(
1− B√

B2 − 3A

)
< 0 ⇒

Si B < 0 ⇒ β3 no es extremo
de acuerdo con la Tabla 5.1

Ahora determinamos las regiones donde ocurren las transiciones de fase
en el espacio de parámetros {B,A} buscando el punto para el cual los mı́ni-
mos (β1, β2) están a la misma enerǵıa, para ello utilizamos las ecuaciones
(5.12) y (5.13):
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Ṽ (β1) = Ṽ (β2)

C =
1

27

(
B +

√
B2 − 3A

)(
6A−B2 −B

√
B2 − 3A

)
+ C

entonces:

(
B +

√
B2 − 3A

)(
6A−B2 −B

√
B2 − 3A

)
= 0

En la región donde existen dos mı́nimos se requiere que B > 0 de acuerdo
con la ecuación (5.19), por esta razón

(
B +

√
B2 − 3A

)
> 0; entonces, para

que los mı́nimos estén a la misma enerǵıa se requiere que:

6A−B2 −B
√
B2 − 3A = 0

(6A−B2)2 = B2(B2 − 3A)

36A2 − 12AB2 +B4 = B4 − 3AB2

Por lo tanto

A =
B2

4
(5.20)

Podemos resumir la información del comportamiento del potencial por
medio de una gráfica (Figura 5.1) entre los parámetros, A vs B mediante las
condiciones dadas en la Tabla 5.1 y en las ecuaciones (5.17) a (5.20).

Para B negativa y por encima de la curva sólida A = B2

3
existe un

mı́nimo esférico en β = β1 = 0 (Región III ).

Para B negativa y A negativa existe un mı́nimo deformado en β = β2

(Región IV ).

En la ĺınea semipunteada A = 0 ocurre una transición de fase.
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Para B positiva y A negativa existe un mı́nimo deformado (Región IV ).

Para B positiva y A por debajo de la curva sólida A = B2

3
(Regiones I

y II ) coexisten un mı́nimo esférico y un mı́nimo deformado hasta que
A = 0. La ĺınea punteada muestra la condición dada en la ecuación
(5.20) A = B2

4
. Entre la curva sólida y la curva punteada (Región II )

el mı́nimo global es el mı́nimo deformado. Cruzando la ĺınea punteada
ocurre una transición de fase.

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

-0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2

A

B

A vs B

Region I

Region II

Region III

Region IV

B2/3 B2/4 A=0

Figura 5.1: Gráfica del espacio de parámetros del modelo PACM. El eje
horizontal representa al parámetro B mientras que el eje vertical denota al
parámetro A. En la Región I y en la Región II existen dos mı́nimos, uno
esférico y uno deformado. En la Región I el mı́nimo global resulta ser el
mı́nimo deformado, mientras que en la Región II es el mı́nimo esférico. En
la Región III sólo existe un mı́nimo esférico y en la Región IV sólo existe un
mı́nimo deformado. Las curvas graficadas delimitan las zonas de transiciones
de fase.

Aśı, podemos concluir que pueden existir transiciones de fase de primer
y segundo orden dependiendo del sistema que consideremos. A continuación
se muestra el análisis de fases correspondiente.
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5.3.1. Caso 1: Transición de la Región I a la Región
II

Claramente, en estas dos regiones se tiene que B > 0, además, la condición
para que ocurra una transición de fase está dada por B2

4
, donde la altura del

mı́nimo deformado iguala la altura del mı́nimo esférico. Dado que el potencial
es constante para β1 tendremos para toda n ≥ 0:

dnṼ (β1)

dAn
= 0 (5.21)

Por otra parte, para el caso de β2 tenemos:

dṼ (β2)

dA

∣∣∣∣
A=B2

4

=
1

3

√
B2 − 3A

(
1 +

B√
B2 − 3A

) ∣∣∣∣
A=B2

4

=
2

3
B 6= 0 (5.22)

Entonces:

dṼ (β1)

dA

∣∣∣∣
A=B2

4

6= dṼ (β2)

dA

∣∣∣∣
A=B2

4

(5.23)

Con lo cual concluimos que: existe una transición de fase y ésta es
de primer orden.

5.3.2. Caso 2: Transición de la Región III a la Región
IV con B ≤ 0

En este caso tendremos de nuevo para β1:

dnṼ (β1)

dAn
= 0
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para toda n ≥ 0.

Por otro lado, para β2:

dṼ (β2)

dA

∣∣∣∣
A=0

=
1

3

√
B2 − 3A

(
1− |B|√

B2 − 3A

) ∣∣∣∣
A=0

= 0 (5.24)

d2Ṽ (β2)

dA2

∣∣∣∣
A=0

= − 1

2
√
B2 − 3A

∣∣∣∣
A=0

= − 1

2|B| 6= 0 (5.25)

Entonces:

dṼ (β1)

dA

∣∣∣∣
A=0

=
dṼ (β2)

dA

∣∣∣∣
A=0

(5.26)

d2Ṽ (β1)

dA2

∣∣∣∣
A=0

6= d2Ṽ (β2)

dA2

∣∣∣∣
A=0

(5.27)

Por lo tanto: Existe una transición de fase que es de segundo
orden

5.3.3. Cálculo de observables

Debido a que encontramos anaĺıticamente las condiciones que se satisfacen
para que ocurra una transición de fase, es posible calcular los valores espe-
rados de todas las observables en la transición.

De acuerdo con la ecuación (5.10) el mı́nimo deformado es:

β2
2 =

1

3

(
B +

√
B2 − 3A

)
(5.28)

La condición de que ocurra una transición de primer orden es, A = B2

4

con B ≥ 0, entonces:
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β2
2 =

1

3

(
B +

√
B2 − 3

B2

4

)
=

1

3

(
B +

1

2
B

)
=

1

2
B (5.29)

Recordando que β2 =
α2

1 + α2
, es posible calcular los valores esperados de

las observables:

〈n̂π〉 = Nβ2 =
1

2
NB

〈n̂2
π〉 = N(N − 1)β4 +Nβ2 =

1

4
N(N − 1)B2 +

1

2
NB

〈n̂3
π〉 = N(N − 1)(N − 2)β6 + 3N(N − 1)β4 +Nβ2

=
1

8
N(N − 1)(N − 2)B3 +

3

4
N(N − 1)B2 +

1

2
NB

〈(π̂†· π̂†) (π̂· π̂)〉 = N(N − 1)β2 =
1

2
N(N − 1)B

〈(σ̂†· σ̂†) (σ̂· σ̂)〉 = N(N − 1)
1

[1− β2]2
= N(N − 1)

1(
1− 1

2
B

)2

〈(π̂†· π̂†) (σ̂· σ̂)〉 = N(N − 1)
β2

[1− β2]
= N(N − 1)

B

2−B

〈(σ̂†· σ̂†) (π̂· π̂)〉 = N(N − 1)
β2

[1− β2]
= N(N − 1)

B

2−B

(5.30)

Cabe destacar que como se mencionó anteriormente, el rango de β2

está entre 0 ≤ β2 ≤ 1, entonces, de acuerdo con la ecuación (5.29), B queda
restringida al intervalo

0 ≤ B ≤ 2 (5.31)

A continuación se muestran las gráficas de estas observables:
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Figura 5.2: Gráfica de 〈n̂π〉 vs B.
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Figura 5.3: Gráfica de 〈n̂2
π〉 vs B.
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Figura 5.4: Gráfica de 〈n̂3
π〉 vs B.
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Figura 5.5: Gráfica de 〈(π̂†· π̂†) (π̂· π̂)〉 vs B.
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Figura 5.6: Gráfica de 〈(σ̂†· σ̂†) (σ̂· σ̂)〉 vs B.
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Figura 5.7: Gráfica de 〈(π̂†· π̂†) (σ̂· σ̂)〉 vs B.



51

5.4. Estudio de las Transiciones de Fase para

el SACM

En principio, debemos hacer el mismo análisis dado en la sección 5.3 para
el caso del PACM. Sin embargo, las funciones tienen ahora una forma muy
complicada e impiden un tratamiento anaĺıtico sencillo.

Otra posibilidad es aplicar todos los pasos dados en la sección 5.2 y
realizar un análisis numérico pero seguir este camino nos lleva a un nuevo
problema: debido a los errores numéricos, comparar dos funciones en un punto
nunca puede ser exacto (en nuestro caso, necesitamos comparar las derivadas
del potencial en los distintos mı́nimos), lo cual nos impedirá decidir el orden
de la transición de fase.

A pesar de esto, para un sistema espećıfico (es decir fijando algunos
parámetros) podemos buscar numéricamente los mı́nimos del potencial (hasta
cierta aproximación) y después podemos determinar el orden de la transición
de fase analizando la forma del potencial gráficamente. En el caṕıtulo 6, en
la primer parte de la sección 6.2 se explica detalladamente el procedimiento
a seguir para analizar las fases del sistema 20Ne → 16O + α numéricamente.

Por otro lado, encontramos el siguiente método para determinar el orden
de la transición de fase. En la ecuación 4.20 vimos que el potencial para el
SACM está dado por:

V (α) = x (~ω + 4a− 4b+ 4bn0) (N + n0)α
2F11

F00

− (1− x)
c

2
(N + n0)(N + n0 − 1)α2F20

F00

+
[
x(a− 6b+ bn0) + (1− x)

c

4

]
(N + n0)(N + n0 − 1)α4F22

F00

− bx(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)α6F33

F00

+ (1− x)
c

4
(N + n0)(N + n0 − 1)

FN−2
00

F00

(5.32)
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Podemos simplificar la escritura de esta ecuación de la siguiente forma:

V (α) = xV1(α) + (1− x)V2(α) (5.33)

donde:

V1(α) = (~ω + 4a− 4b+ 4bn0) (N + n0)α
2F11

F00

+ (a− 6b+ bn0)(N + n0)(N + n0 − 1)α4F22

F00

− b(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)α6F33

F00

(5.34)

y

V2(α) =− c

2
(N + n0)(N + n0 − 1)α2F20

F00

+
c

4
(N + n0)(N + n0 − 1)α4F22

F00

+
c

4
(N + n0)(N + n0 − 1)

FN−2
00

F00

(5.35)

Los mı́nimos del potencial V (α) se obtienen utilizando métodos numéri-
cos. Supongamos (haciendo una analoǵıa con el caso del PACM) que en
ciertas regiónes del parámetro x (los demás parámetros los consideraremos
fijos), pueden encontrarse uno o dos mı́nimos del potencial que denotaremos
como αk con k = 1, 2, es decir existen dos posibilidades:

1. Existen dos mı́nimos (uno esférico ubicado en α = 0 y uno deformado
ubicado en α > 0)

2. Existe un sólo mı́nimo ubicado en α ≥ 0 (el cual puede ser esférico o
deformado)



53

La transición de fase será de primer orden si existen dos mı́nimos y si
al hacer evolucionar el potencial con respecto a x existe un valor x0 para el
cual la altura de los mı́nimos del potencial es la misma.

La transición de fase será de segundo orden si existen dos mı́nimos y si al
hacer evolucionar el potencial con respecto a x existe un valor x0 para el cual
los dos mı́nimos se fusionan en un sólo mı́nimo esférico ubicado en α = 0.

Tomando los valores del potencial en un mı́nimo:

V (αk(x)) = xV1(αk(x)) + (1− x)V2(αk(x)), (5.36)

donde la dependencia del mı́nimo en x se ha escrito expĺıcitamente, la deri-
vada de V (αk(x)) con respecto a x será:

dV (αk(x))

dx
=
∂V (αk(x))

∂x
+
∂V (αk(x))

∂αk(x)

∂αk(x)

∂x

=V1(αk(x))− V2(αk(x))

(5.37)

en el último paso se utilizó la condición de que la primer derivada del poten-
cial en un mı́nimo, con respecto a α es igual a cero.

Si existen dos mı́nimos y se cumple que para el punto de la transición de
fase:

V1(α1(x0))− V2(α1(x0)) 6= V1(α2(x0))− V2(α2(x0)) (5.38)

entonces, de acuerdo con el resultado (5.37):

dV (α1(x))

dx

∣∣∣∣
x0

6= dV (α2(x))

dx

∣∣∣∣
x0

(5.39)

Por lo tanto, la transición de fase es de PRIMER orden.
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Por otro lado, si:

V1(α1(x0))− .V2(α1(x0)) = V1(α2(x0))− V2(α2(x0)) (5.40)

entonces, calculamos la derivada de orden superior:

d2V (αk(x))

dx2
=
dV1(αk(x))

dx
− dV2(αk(x))

dx

=
∂αk(x)

∂x

[
∂V1(αk(x))

∂αk(x)
− ∂V2(αk(x))

∂αk(x)

] (5.41)

en este caso, si:

[
∂V1(α1(x))

∂α1(x)
− ∂V2(α1(x))

∂α1(x)

]

x0

6=
[
∂V1(α2(x))

∂αk(x)
− ∂V2(α2(x))

∂α2(x)

]

x0

(5.42)

tendremos que, en el punto de la transición de fase:

d2V (α1(x))

dx2

∣∣∣∣
x0

6= d2V (α2(x))

dx2

∣∣∣∣
x0

(5.43)

Por lo tanto, la transición de fase es de SEGUNDO orden.

Por supuesto en el caso para el cual en la ecuación (5.43) se cumpla la
igualdad habrá que calcular derivadas de orden mayor, lo cual se vuelve muy
complicado para el caso del SACM.



Caṕıtulo 6

Dos Cúmulos Esféricos

Cuando consideramos un sistema particular de cúmulos, los parámetros del
modelo (~ω, a, b, c, x) pueden fijarse de tal forma que el espectro sea repro-
ducido los más exactamente posible para ambos modelos, sin embargo, en
este caṕıtulo trabajaremos con un enfoque distinto.

Como vimos en el Caṕıtulo 3, los Hamiltonianos de los modelos PACM
y SACM no son iguales, la diferencia entre ellos se encuentra en el término
∆n̂π = n̂π − n0, donde n0 = 0 en el caso del PACM y n0 6= 0 para el
SACM. Para estudiar un sistema de dos cúmulos esféricos, utilizaremos el
mismo conjunto de parámetros ~ω, a, b y c, tanto para PACM como para
SACM (de tal forma que ambos Hamiltonianos sólo difieran en el parámetro
n0 para que los resultados que se obtengan puedan compararse), mientras que
x puede variar dentro del intervalo x ∈ [0, 1]. En este caṕıtulo investigamos
el comportamiento del sistema cuando cambia de un ĺımite de simetŕıa a otro
por medio de la varación en x y comparamos los resultados que surgen entre
considerar o no el principio de exclusión.

Utilizaremos un núcleo hipotético, el cual tiene los mismos números
cuánticos que el sistema: 20Ne → 16O + α

Se utilizó el programa elaborado en [33] para obtener el siguiente conjunto
de valores de los parámetros de interacción, para nuestro sistema para el cual
N = 12 y n0 = 8:

55
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Datos 20Ne → 16O + α

~ω [MeV] 13.2

a [MeV] -2.311

b [MeV] -0.17

c [MeV] 0.335

(λ, µ) (8,0)

Tabla 6.1: Se enlistan los valores de los parámetros

6.1. Análisis de las transiciones de fase: PACM

Fijados los parámetros de interacción, podemos simplificar los coeficientes
dados en (4.9) los cuales tendrán dependencia únicamente en la variable x:

A(x) =
1

x
(0. 0171999) [−6. 365(1− x) + 4. 636x] (6.1)

B(x) = −1

x
(0. 326797) [0. 335(1− x)− 1. 291x] (6.2)

C(x) =
1

x
(0. 0273693) (1− x) (6.3)

De acuerdo a lo visto en el Caso I de la sección 5.3, la transición de
fase de la Región I a la Región II ocurre cuando se igualan las alturas del
mı́nimo esférico y del mı́nimo deformado, es decir, se debe satisfacer que

A(x) = B(x)2

4
:

Podemos visualizar el comportamiento de estas dos funciones por medio
de la siguiente gráfica:



57

0.4 0.6 0.8 1
x

-0.06

-0.04

-0.02

0.02

0.04

0.06

0.08

f HxL

@B HxLD2
����������������������

4

AHxL

Figura 6.1: Gráfica de las funciones A(x) y B(x)2

4

La intersección de estas funciones ocurre en:

x = 0. 7131 (6.4)

Este es el punto donde se da la transición de fase que como encontramos
anteriormente, es de primer orden.

Por otro lado, la transición de fase de la Región III a la Región IV (tran-
sición de mı́nimo esférico a mı́nimo deformado) ocurre cuando se satisface
simultáneamente que B(x) ≤ 0 y que A(x) = 0. Sustituyendo los parámetros
de la Tabla 6.1 tendremos que para A(x) = 0:

x = 0. 5785 (6.5)

evaluando B con (6.5) obtenemos:

B(0. 5785) = 0. 3422 > 0 (6.6)

por lo tanto NO hay transición de fase de segundo orden.
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Podemos resumir estos resultados con la siguiente figura:

Figura 6.2: Gráfica donde se enfatizan los valores importantes del parámetro
x para el sistema 20Ne en el PACM

En seguida graficamos el potencial V (β) con valores del parámetro x
pertenecientes a las cuatro regiones de importancia:

Un mı́nimo deformado

Dos mı́nimos, el mı́nimo deformado es el mı́nimo global

Dos mı́nimos, el mı́nimo esférico es el mı́nimo global

Un mı́nimo esférico
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x=0.5

Figura 6.3: Gráfica de V (β) para x = 0.5 (Región donde sólo existe un
mı́nimo deformado).
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Figura 6.4: Gráfica de V (β) para x = 0.65 (Región donde existen dos mı́ni-
mos, para este caso el mı́nimo deformado es el mı́nimo global).
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Figura 6.5: Gráfica de V (β) para x = 0.75 (Región donde sdonde existen dos
mı́nimos, para este caso el mı́nimo esférico es el mı́nimo global).
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Figura 6.6: Gráfica de V (β) para x = 0.5 (Región donde sólo existe un
mı́nimo esférico).
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Podemos observar la transición de fase predicha gracias a estas gráficas.
En la Figura 6.4 el mı́nimo deformado es el mı́nimo global, mientras que en
la Figura 6.5 el mı́nimo global es el mı́nimo esférico.

Por último graficamos la posición de los mı́nimos deformados β2 con
respecto al parámetro x.

0.2 0.4 0.6
x

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

Β2HxL

Figura 6.7: Gráfica de β2(x) con respecto a x.

El cambio en el color de los puntos en la Figura 6.7 muestra la transición de
fase. Cabe destacar que en el intervalo x ∈ [0.8, 1], que no se muestra en esta
gráfica, sólo existe un mı́nimo esférico en β1 = 0

6.2. Análisis de las transiciones de fase: SACM

Como se mencionó en la Sección 5.4 debido a que la expresión del estado
coherente en el SACM es muy complicada, la forma de la enerǵıa potencial
obtenida impide un tratamiento anaĺıtico simple, por lo cual llevaremos a
cabo un análisis numérico para este sistema el cual se realizó con ayuda del
programa Mathematica 5.

El procedimiento que empleamos es el siguiente y puede seguirse en de-
talle en el Apéndice E:
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1. Introdujimos como definiciones las funciones Fpq (α2), enlistadas en la
sección 4.2.1, además de sus primeras y segundas derivadas con respecto
a la variable α.

2. Introdujimos la expresión obtenida para la enerǵıa potencial V (α),
aśı como su primera y segunda derivada con respecto a la variable α
en términos de las definiciones del paso anterior.

3. Se introdujeron los parámetros dados en la tabla 6.1.

4. Se realizó una rutina de programación para establecer si la ráız α = 0
es un mı́nimo o un máximo del potencial por medio de la segunda
derivada de V (α) con respecto a α.

5. Encontramos que en el intervalo [0, 1], α = 0 SIEMPRE es un máximo
del potencial.

6. Si α = 0 es un máximo del potencial entonces debe existir otro punto
extremo el cual será mı́nimo del potencial. Por ello, se realizó una rutina
de programación para encontrar estos mı́nimos en el intervalo α ∈ [0, 1].

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Α

-120

-100

-80

-60

-40

-20

20

VHΑL

x=1

x=0.8

x=0.6

x=0.4

x=0.2

x=0

Figura 6.8: Potencial V (α) correspondiente al caso del SACM evaluado en
diversos valores de x. Podemos ver que ∀ x ∈ [0, 1], α = 0 es un máximo del
potencial.
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En la figura anterior, se grafica del potencial V (α) evaluado en diversos
valores de x dentro del intervalo x ∈ [0, 1] donde se muestra que el
mı́nimo existente SIEMPRE es un mı́nimo deformado.

7. Se graficó el potencial V (α) variando el parámetro x en el intervalo de
[0, 1] en pasos de 0. 001 para corroborar que la posición de los mı́nimos
hallados en el paso anterior fuese lo suficientemente precisa.

8. Finalmente se determinó que NO HAY TRANSICIÓN DE FASE

Nota: Claramente cada cálculo está limitado por los errores numéricos
inherentes a cualquier cálculo númerico y al poder de precisión del programa
utilizado, nosotros utilizamos una precisión de hasta 0.001 unidades en el
parámetro x.

El procedimiento explicado en la Sección 5.4 no nos es de utilidad para
este sistema, dado que α = 0 SIEMPRE es un máximo del potencial, es
decir, el mı́nimo correspondiente es un mı́nimo deformado.

Podemos esquematizar estos resultados por medio de la siguiente figura:

Figura 6.9: Gráfica donde se enfatizan los valores importantes del parámetro
x para el sistema 20Ne en el SACM

Para concluir este caṕıtulo, graficamos la posición de los mı́nimos α2

(donde α2 > 0) con respecto al parámetro x. Como vemos, para toda x en el
intervalo x ∈ [0, 1], el potencial V (α) tiene únicamente un mı́nimo deformado:
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0.385
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Figura 6.10: Gráfica de α2(x) con respecto a x.

Con lo cual se verifica de nueva cuenta que no hay transición de fase para
el caso del SACM.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

Conforme a lo planteado en los objetivos de este trabajo, investigamos el ma-
peo geométrico aśı como las diferencias que aparecen durante la investigación
de los modelos de cúmulos nucleares, los cuales no obedecen el principio de
exclusión de Pauli (PACM) y aquellos que śı lo obedecen (SACM), en siste-
mas formados por dos cúmulos esféricos.

Introdujimos un Hamiltoniano que interpola entre el ĺımite de acopla-
miento fuerte (SU(3)) y el ĺımite deformado (SO(4)). (Hacemos notar nue-
vamente que en la literatura, el ĺımite SU(3) es llamado ĺımite de acopla-
miento débil y sólo aparecen el término ~ωn̂π y a lo más algunos términos
anarmónicos. Aqúı, entendemos que el ĺımite SU(3) incluye términos como
el de interacción cuadrupolo - cuadrupolo).

Para investigar las transiciones de fase y el orden de las mismas, al ir de un
ĺımite de simetŕıa dinámica a otro, se utilizó el método de estados coherentes.
Consideramos dos tipos de estados coherentes: uno donde se toma en cuenta
el principio de exclusión de Pauli y otro en donde no se toma en cuenta. En
el segundo caso, la estructura del estado coherente es la más simple y en
consecuencia el análisis realizado fue anaĺıtico.

En el caso del Modelo Fenomenológico Algebraico (PACM), mostramos
que son posibles transiciones de fase tanto de segundo como de primer orden.
La posición de la transición de fase depende en gran medida del sistema
considerado.
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El sistema de cúmulos que estudiamos, tiene la misma representación que
el sistema:

20Ne → 16O + α (7.1)

y al cambiar su estructura yendo de x = 1 (ĺımite SU(3)) a x = 0 (ĺımite
SO(4)) obtuvimos únicamente una transición de fase de primer orden.

Visto desde el punto de vista del PACM tomar en cuenta el principio de
exclusión de Pauli es equivalente a introducir interacciones de orden superior
con lo cual la estructura de las transiciones de fase cambia significativamente.

Para el caso en el cual consideramos el Modelo Semimicroscópico Alge-
braico (SACM) las funciones involucradas impiden un tratamiento anaĺıtico
sencillo, pero el análisis numérico llevado a cabo nos permite concluir que de
igual manera existirán transiciones de primer y segundo orden, dependiendo
del sistema en consideración.

Al analizar el sistema cuyos parámetros están dados en la Tabla 6.1 NO
obtuvimos una transición de fase.

De acuerdo con nuestros resultados, al parecer una simetŕıa efectiva no
necesariamente define una fase. Por ejemplo, en el caso del SACM, en el ĺımite
SU(3) no existe un mı́nimo esférico en la superficie de enerǵıa potencial para
el sistema estudiado, con lo cual, no está definida la fase SU(3).

La estructura de las transiciones de fase se vuelve más rica cuando per-
mitimos que los parámetros de interacción vaŕıen. Seŕıa interesante buscar
sistemas que correspondan a las diferentes fases obtenidas. Esto es parte de
una futura investigación.



Apéndice A

El Modelo de Vibrones

El modelo de vibrones es un método fenomenológico algebraico en el cual
se modela la vibración de dos cúmulos sin estructura.

El espectro colectivo en este modelo se genera por un número finito (N)
de bosones que interactúan entre śı, las cuales pueden ocupar estados de
part́ıcula independiente de momento angular l = 0 con paridad positiva
(bosones σ) y l = 1 con paridad negativa (bosones π). Los operadores de las
cantidades f́ısicas pueden expresarse en términos de los bosones de creación
σ†, π†µ, µ = −1, 0, 1 y de aniquilación σ, πµ. Como el momento angular es
buen buen número cuántico para este modelo, los operadores se acoplan a
tensores de O(3):

B(l)
m (l1, l2) =

[
b†l1 × b̃l2

](l)

m
=

∑
m1,m2

〈l1m1l2m2|lm〉b†l1m1
b̃l2m2 (A.1)

donde b† representa a σ† ó π†µ, mientras que b̃lm denota al operador del tensor
esférico relacionado con el operador de aniquilación blm mediante la relación:

b̃lm = (−1)l−mbl−m (A.2)

Si tomamos en cuenta solo interacciones de uno y dos cuerpos, es decir,
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términos linelaes y cuadráticos, el Hamiltoniano será:

H =h0 +
′∑

l

h1lB
(0)
0 (l, l)

+
∑

k

′∑

l1l2l3l4

h
(k)
2l1l2l3l4

[
B(k)(l1, l2)·B(k)(l3, l4) +H.C.

] (A.3)

donde H.C. es el Hemitiano conjugado, y
∑′ (aqúı y en fórmulas similares

más adelante) indica que sólo se consideran las combinaciones que conservan
la paridad en la construcción. Las hi son parámetros de ajuste y el punto
denota el producto escalar:

a(l)· c(l) = (−1)l
√

2l + 1
[
a(l) × c(l)

](0)

0
=

∑
ν

(−1)νa(l)
ν c

(l)
ν (A.4)

Los operadores de otras cantidades f́ısicas también se obtienen como una
expansión en series en términos de los operadores de bosones acopladas a su
tensor apropiado.

El modelo tiene una estructura de grupos de U(4) y dos casos ĺımites
(llamados simetŕıas dinámicas) lo cual nos da soluciones anaĺıticas del pro-
blema de eigenvalores además de conjuntos completos de estados base los
cuales pueden ser utilizados en cálculos númericos del caso general. Uno de
ellos se etiqueta como la cadena de grupo:

U(4) ⊃ U(3) ⊃ O(3)
|N, nπ, L〉

nπ = N,N − 1, . . . , 0;
L = nπ, nπ − 2, . . . , 1 ó 0

Tabla A.1: Cadena de Grupo

Aqúı L es el momento angular de un estado de un sistema de N bosones y
nπ es el número de bosones π, es decir el número de bosones dipolares. Cuan-
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do consideramos sólo operadores lineales y cuadráticos como en la ecuación
(A.3) el eigenvalor de la enerǵıa es:

E = ε+ βL(L+ 1) + γnπ + δn2
π (A.5)

donde ε, β, γ y δ son combinaciones lineales de las hi de la ecuación (A.3).

Es decir, el Hamiltoniano correspondiente será de la forma:

Ĥ = ε+ βL̂2 + γn̂π + δn̂2
π (A.6)

Esta simetŕıa dinámica nos da una descripción en términos de un oscila-
dor anarmónico. Despreciando el término anarmónico en la ecuación (A.5) y
para β = 0 obtenemos el ĺımite de oscilador armónico.

La otra simetŕıa dinámica se etiqueta con la cadena de grupo:

U(4) ⊃ O(4) ⊃ O(3)
|N, ω, L〉

ω = N,N − 2, . . . , 1 ó 0;
L = ω, ω − 1, . . . , 0

Tabla A.2: Cadena de Grupo

Este ĺımite describe el movimiento de un sistema ŕıgido de dos cúmulos
con una distancia de equilibrio finita. La enerǵıa está dada de nuevo en forma
cerrada:

E = ε′ + βL(L+ 1) + αω(ω + 2) (A.7)

y el Hamiltoniano será:

Ĥ = ε′ + βL̂2 + αĈ (0, 2) (A.8)
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En el caso general, es decir, lejos de las simetŕıas dinámicas, el Hamilto-
niano debe diagonalizarse numéricamente, utilizando los estados base dados
en las tablas A.1 y A.2



Apéndice B

El Modelo de Elliott

Debido a la complejidad del problema de muchos cuepos y la falta de cono-
cimiento acerca de la interacción inter - nucleón, se han construido modelos
simples del núcleo en un intento de correlacionar la información experimental
y a la vez conducirnos a una teoŕıa más rigurosa. Los modelos más exitosos
han sido el modelo rotacional y el modelo de capas, cada uno de éstos tie-
ne diversas versiones las cuales en su forma más simple son muy diferentes
entre śı: en el primer modelo se considera un cuerpo rotante mientras que
el otro modelo considera una part́ıcula moviéndose en un pozo de potencial
esféricamente simétrico.

Debido a que estos modelos han tenido un éxito limitado se han desarro-
llado versiones más complicadas de los mismos. En el modelo rotacional se
tomó en cuenta la estructura nuclear al colocar los nucleones en un pozo de
potencial deformado el cual se asume rota adiabáticamente (Nilsson 1955).
Por otro lado, en el modelo de capas se han incluido las interacciones entre
pares de part́ıculas y en los lugares donde las diferentes configuraciones se
acercan, se ha tomado en cuenta el mezclado (por ejemplo en el 19F , Elliott
y Flowers 1955).

Aśı, deja de ser claro si estas versiones generalizadas de los dos modelos
son distintas. Por ejemplo, si permitimos que todas las posibles configuracio-
nes se mezclen, tendremos un conjunto completo de estados, que a pesar de
ser infinito, es en principio capaz de describir un modelo rotacional.
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El problema importante es ver si las propiedades colectivas y las pro-
piedades rotacionales particulares pueden emerger por medio de un cálculo
usual de modelo de capas considerando una configuración mezclada limita-
da necesaria para reproducir los datos experimentales. Este fue el problema
que Elliott (ver [29, 46]) esudió en una serie de trabajos y mostró que las
propiedades rotacionales śı emergen a partir de una configuración simple.

La estructura de los estados nucleares depende por supuesto de lo que
asumimos con respecto a las fuerzas nucleares. Es importante recordar, sin
embargo, que la forma del Hamiltoniano nuclear no tiene por qué ser única,
es decir, la forma expĺıcita de dos Hamiltonianos puede parecer completa-
mente diferente, aunque puedan tener ambos los mismos eigenvectores y ei-
genvalores. Esta situación puede darse en la siguiente forma: supongamos un
Hamiltoniano construido asumiendo una interacción de dos cuerpos. Puesto
que estamos tratando con un problema de muchos cuerpos la fuerza efectiva
entre dos nucleones no es sólo la fuerza incluida en el Hamiltoniano sino que
también incluye efectos de términos de orden superior a través de la interac-
ción con los otros nucleones. Por ejemplo, el principio de Pauli modifica la
fuerza entre dos nucleones libres transformándola en una fuerza efectiva.

Es dif́ıcil derivar un Hamiltoniano efectivo soluble a partir de uno realista
derivado de datos experimentales. Lo que se hace en la práctica es tomar
los aspectos más relevantes del problema f́ısico observado en los núcleos y
usar una fuerza que reproduzca los mismos, construyendo un hamiltoniano
efectivo. La observación de una brecha de enerǵıa sugiere la importancia de
una fuerza de acoplamiento efectiva y la observación de espectros rotacionales
sugiere un potencial efectivo cuadrupolo - cuadrupolo.

Ahora construyamos un Hamiltoniano cuyos estados pertenezcan a re-
presentanciones irreducibles de SU(3). Los ı́ndices (λ, µ) de estas represen-
taciones pueden servir como números cuánticos exactos para los diversos
estados. El método es simple: construyamos el Hamiltoniano a partir de los
generadores de SU(3). Consideremos el hamiltoniano:

Ĥ = Ĥ0 +
1

2
aQ̂· Q̂ +

1

2
bL̂· L̂ (B.1)

donde Ĥ0 es el Hamiltoniano de oscilador armónico, Q̂ es el operador cua-
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drupolar y L̂ es el operador de momento angular.

En el caso en que b = 3a el Hamiltoniano anterior conmuta con todos los
generadores de SU(3). Por tanto, los eigenestados del Hamiltoniano deben
pertenecer a representaciones irreducibles de SU(3) y todos los estados en
la misma representación irreducible están degenerados. De hecho, los eigen-
valores de los estados incluidos en la representación irreducible (λ, µ) tienen
eigenvalores de Ĥ dados por:

E = ~ω
(
N +

3

2
~
)

+ 2a(λ2 + λµ+ µ2 + 3(λ+ µ)) (B.2)

Si b 6= 3a) el Hamiltoniano anterior no conmuta con todos los generadores
de SU(3) y se expresa como:

Ĥ = Ĥ0 + 2aĈ2 +
1

2
(b− 3a)L̂2 (B.3)

donde Ĉ2 es el operador de Casimir de segundo orden (ver Sección 3)

Los eigenvalores en este caso serán:

E = ~ω
(
N +

3

2
~
)

+2a(λ2 +λµ+µ2 +3(λ+µ))+
1

2
(b−3a)L(L+1) (B.4)

Estos Hamiltonianos poseen simetŕıas dinámicas (ver Sección 5.1.1)

Para construir estados con simetŕıa (λ, µ) debemos acoplar λ part́ıcu-
las simétricamente, µ agujeros simétricamente y combinarlos en dos grupos
teniendo en cuenta el tipo de simetŕıa dada. La representación irreducible
(λ, µ) es uno de los términos del producto de representaciones (λ, 0) y (0, µ)
y será decompuesta en representaciones irreducibles.

El resultado para el caso general se describe a continuación. Definimos
un entero K como:

K = min(λ, µ), min(λ, µ)− 2, . . . , 1 ó 0 (B.5)
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Los L valores para el caso K 6= 0 de los diversos estados se escriben como:

L = K,K + 1, . . . , K +max(λ, µ) (B.6)

mientras que para K = 0 vienen dados por:

L = max(λ, µ), max(λ, µ)− 2, max(λ, µ)− 4, . . . , 1 ó 0 (B.7)

En el modelo SU(3) los estados nucleares más bajos están descritos por
funciones que tienen simetŕıa orbital máxima y se transforman de acuerdo a
las representaciones que maximizan el valor esperado del operador de Casi-
mir. Debemos recordar que el modelo SU(3) se ha diseñado espećıficamente
para describir efectos colectivos en el núcleo. Si las fuerzas en un núcleo par-
ticular no cooperan para dar efectos colectivos, la clasicación SU(3) fallará.
Si los efectos colectivos están presentes pero se deben parcialmente a fuerzas
dependientes del esṕın la clasicación SU(3) también fallará. No es posible
saber a priori por cálculos teóricos la validez del modelo de capas aislado
debido al tamaño del problema. La validez del modelo SU(3) se basa en su
habilidad para la descripción correcta de los núcleos reales.



Apéndice C

Estados Coherentes

En este apéndice se describen las propiedades generales que cumplen los es-
tados coherentes y las definiciones que se emplearon para los modelos PACM
y SACM aśı como los elementos de matriz relevantes que se emplearon en
este estudio.

C.1. Los Estados Coherentes Estándar. El Os-

cilador Armónico Unidimensional

Los estados coherentes son utilizados ampliamente en muchas ramas de la
f́ısica que abarcan desde la f́ısica de láseres hasta la óptica cuántica, sin
embargo la aplicación en la cual se basa nuestro estudio es aquella en la
que se utiliza la teoŕıa de estados coherentes para hacer una construcción
expĺıcita de las representaciones matriciales de álgebras de simetŕıas para el
estudio de problemas de f́ısica nuclear.

Para ilustrar este método a continuación presentamos el caso del oscilador
armónico. El Hamiltoniano que describe al oscilador armónico unidimensional
expresado en coordenadas adimensionales es:

Ĥ =
1

2
(p̂2 + x̂2) =

1

2
(â†â+ ââ†) (C.1)
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donde â y â† (los operadores de aniquilación y creación) están dadas por:

â =
1√
2

(
x+

∂

∂x

)
, (C.2)

â† =
1√
2

(
x− ∂

∂x

)
(C.3)

El álgebra simple de los operadores de aniquilación y creación (álgebra
unidimensional de Heisenberg-Weyl), es:

[â, â†] = 1, [â, 1] = 0, [â†, 1] = 1, (C.4)

Existen tres definiciones de estado coherente de acuerdo con [7]. Consi-
deremos una función de onda arbitraria ψ(x) que describe un sistema. Su-
pongamos que se desplaza al sistema una distancia c. Entonces:

ψ(x− c) =
∑
n=0

(−c)n

n!

∂n

∂xn
ψ(x) = exp

(
−c ∂

∂x

)
ψ(x) = e

c√
2
(â†−â)

ψ(x) (C.5)

Definiendo c√
2

como una nueva cantidad z, y permitiendo que z sea un
número complejo arbitrario, hacemos una generalización del operador des-
plazamiento. Permitiendo que éste actúe sobre el estado base del oscilador
obtenemos la primer definición de estado coherente.

Definición I (Definición geométrica):

|z〉I = e(z∗â†−zâ)|0〉 (C.6)

Donde el operador “desplazamiento” está dado por D̂(z) = e(z
∗â†−zâ).

Aśı para z un número real, el efecto de D̂(z) se manifiesta como un desplaza-
miento en el espacio de coordenadas y para z puramente imaginario D̂(z) se
manifiesta como un desplazamiento en el espacio de momentos. En general
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D̂(z) es el operador de desplazamiento en el espacio fase. Usando la identidad
de Baker-Campbell-Hausdorff, podemos expresar el estado coherente por:

|z〉 = ez∗â†e−
1
2
zz∗|0〉 = e−

1
2
zz∗

∞∑
n=0

(z∗)n

√
n!
|n〉 (C.7)

donde â†|n− 1〉 =
√
n|n〉. Esta última ecuación es equivalente a:

Definición II (Función generadora):

|z〉II = e(z
∗â†)|0〉 =

∞∑
n=0

(z∗)n

√
n!
|n〉 (C.8)

Esta definición se utiliza para construir estados ya que facilita la gene-
ración de todos los estados excitados del oscilador. Notemos que el producto
escalar NO nos lleva a funciones delta, en cambio obtenemos:

〈z′|z〉II = ez′z∗ (C.9)

Los estados coherentes del tipo II nos conducen a la expresión del ope-
rador unitario:

1 =
1

π

∫
d2ze−zz∗ |z〉〈z| (C.10)

donde la integración es sobre todo el plano-z.

Los vectores de estado |ψ〉 pueden espresarse a través de las relaciones
funcionales

〈z|ψ〉 = ψ(z) (C.11)

El espacio-z es llamado espacio de Bargmann, las funciones del espacio-z,
ψ(z), son las transformadas de Bargmann de la representación de coordena-
das ordinaria, ψ(x). Notemos que:
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ψ(z) = 〈z|ψ〉 =
∑

n

zn

√
n!
〈n|ψ〉 =

∑
n

zn

√
n!
cn (C.12)

No sólo los vectores de estado, sino también los operadores que actúan
sobre dichos vectores pueden transformarse en sus realizaciones en el espacio-
z. Si:

|ψ〉 ⇒ ψ(z) = 〈z|ψ〉 = 〈0|ezâ|ψ〉 (C.13)

Los operadores O, se mapean en

O|ψ〉 ⇒ Γ

(
O

(
z,

∂

∂z

))
ψ(z) = 〈z|Oψ〉 = 〈0|ezâO|ψ〉

= 〈0|(ezâOe−zâ)ezâ|ψ〉 = 〈0|
(
O + [zâ,O] +

1

2
[zâ, [zâ,O]] + ...

)
ezâ|ψ〉

(C.14)

Como cualquier operador puede construirse a partir de los operadores
de creación y aniquilación, será suficiente determinar las realizaciones en el
espacio fase de â y â†. Para â sólo el primer término en la expansión sobrevive,
con lo cual el operador â puede obtenerse al diferenciar la exponencial con
respecto a z. Para el caso en el cual O = â†, notemos que â† actuando a
la izquierda sobre 〈0| nos da cero, mientras que el primer conmutador de la
expansión nos da z:

â⇒ Γ(â) =
∂

∂z
, â† ⇒ Γ(â†) = z (C.15)

Notemos que estas realizaciones de los operadores satisfacen las relaciones de
conmutación apropiadas. Además ∂

∂z
es el operador adjunto de z con respecto

a un producto escalar con la medida de Bargmann.

Los estados coherentes de los tipos I y II satisfacen otra propiedad: Son
eigenestados del operador de aniquilación del oscilador, esta propiedad nos
conduce a:
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Definición III (Definición real de estado coherente):

â|z〉 = z∗|z〉 (C.16)

Aunque esta última definición es equivalente a las definiciones I y II
para el oscilador armónico, la equivalencia ya no es válida en casi todas las
generalizaciones del estado coherente estándar. Para el problema que aqúı se
está estudiando, la segunda definición será la más útil.

Utilizar estados coherentes es el método más común para realizar el ma-
peo geométrico. Una ventaja es que el estado coherente puede expandirse en
términos de un conjunto completo de estados para una N dada (en el SACM
se refiere a las estados permitidos de la base para un número total de quantos
dados).

C.2. El Modelo Fenomenológico Algebraico

(PACM)

En esta sección pretendemos encontrar una expresión para la enerǵıa poten-
cial en el PACM; para ello se da una expresión del estado coherente corres-
pondiente y se realizó el cálculo de los elementos de matriz relevantes.

C.2.1. Estado Coherente del PACM

El estado coherente adquiere su forma más simple en el PACM. El vector de
estado de prueba está dado por:

|α〉 = N [σ̂† + (α· π̂†)]N |0〉 (C.17)

Aqúı N es el factor de normalización dado en C.22 y α es la notación
corta para las variables complejas αm(m = 1, 0,−1). El operador con los coe-
ficientes complejos α es la combinación lineal más general de los operadores
de creación del PACM, manteniendo N constante.
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Para el problema estacionario, el requerimiento de reversibilidad-temporal
([4], [5]) impone la siguiente condición:

α?
m = (−1)1−mα−m (C.18)

que reduce el número de parámetros reales a tres.

C.2.2. Elementos de Matriz Relevantes del PACM

Para calcular el factor de normalización del estado coherente del PACM no-
temos que:

(α· π̂†) =
∑
m

αmπ̂†m (C.19)

Entonces:

1 =〈α|α〉

=N 2〈0|
[
σ̂ +

∑
m

αm?π̂m

]N [
σ̂† +

∑
m

αmπ̂†m

]N

|0〉

=N 2〈0|
[
σ̂ +

∑
m

αm?π̂m

]N−1

N

(
1 +

∑
m

αm?αm

)

[
σ̂† +

∑
m

αmπ̂†m

]N−1

|0〉

=N 2N(1 + α2)〈0|
[
σ̂ +

∑
m

αm?π̂m

]N−1 [
σ̂† +

∑
m

αmπ̂†m

]N−1

|0〉

=N 2N(N − 1) · · · 1[1 + α2]N〈0|0〉
=N 2N ![1 + α2]N〈0|0〉
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Donde se usó que:

(α?·α) =
∑
m

α?
mα

m

=
∑
m

(−1)1−mα−mα
m

=
∑
m

(−1)1−m 1

(−1)1−m
αmαm

=
∑
m

αmαm

=α2

(C.20)

En la ecuación (C.20) primero se utilizó la condición (C.18) y después se
utilizó la relación entre las componentes contravariante y covariante:

αm = (−1)1−mα−m (C.21)

Por lo tanto, el factor de normalización será:

N =
1√

N ! [1 + α2]N
(C.22)

y la forma final del estado coherente en el PACM será

|α〉 =
1√

N ! [1 + α2]N
[σ̂† + (α· π̂†)]N |0〉 (C.23)

Los elementos de matriz relevantes en este caso, estarán dados por los
valores de espectación provenientes del Hamiltoniano general dado en la Sec-
ción 3.1:
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〈n̂π〉, 〈(π̂†· π̂†) (π̂· π̂)〉
〈n̂2

π〉, 〈(σ̂†· σ̂†) (σ̂· σ̂)〉
〈n̂3

π〉, 〈(π̂†· π̂†) (σ̂· σ̂)〉
〈(σ̂†· σ̂†) (π̂· π̂)〉

Para calcular el valor de espectación del operador de número notemos
primero que:

n̂π =
(
π̂†· π̂)

=
∑
m

π̂†mπ̂
m (C.24)

Además:

π̂m|α〉 = NN [
σ̂† +

(
α· π̂†)]N−1

αm|0〉 (C.25)

〈α|π̂†m = NNαm〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N−1 (C.26)

Aśı, tenemos

〈n̂π〉 =〈α|n̂π|α〉
=N 2N2α2〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N−1 [

σ̂† +
(
α· π̂†)]N−1|0〉

=N 2N2α2N−2
N−1

=N2α2 (N − 1)! [1 + α2]
N−1

N ! [1 + α2]N

Por lo tanto:

〈n̂π〉 = N
α2

[1 + α2]
(C.27)

Por otro lado:
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n̂2
π =

∑

mm′
π̂†mπ̂

mπ†m′π̂
m′

=
∑

mm′
π̂†mπ̂

†
m′π̂

mπ̂m′
+ n̂π (C.28)

donde usamos que:

[
π̂m,

(
α· π̂†)] =

∑

m′

[
π̂m, αm′

π̂†m′

]
= αm (C.29)

Y aśı calculamos 〈n̂2
π〉:

〈n̂2
π〉 =〈α|n̂2

π|α〉
=N 2

{
N2(N − 1)2α4〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N−2 [

σ̂† +
(
α· π̂†)]N−2|0〉

}

+ 〈n̂π〉
=N 2

{
N2(N − 1)2α4(N − 2)![1 + α2]N−2

}
+ 〈n̂π〉

Por lo tanto

〈n̂2
π〉 = N(N − 1)

α4

[1 + α2]
+N

α2

[1 + α2]
(C.30)

Ahora requerimos una ecuación para 〈n̂3
π〉:
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n̂3
π =n̂2

πn̂π

=

[ ∑
m1m2

π̂†m1
π̂†m2

π̂m1 π̂m2 + n̂π

]
n̂π

=
∑

m1m2m3

π̂†m1
π̂†m2

π̂m1 π̂m2 π̂†m3
π̂m3 + n̂2

π

=
∑

m1m2m3

π̂†m1
π̂†m2

π̂m1

(
π̂†m3

π̂m2 + δm2m3

)
π̂m3 + n̂2

π

=
∑

m1m2m3

π̂†m1
π̂†m2

π̂m1 π̂†m3
π̂m2 π̂m3 +

∑
m1m2

π̂†m1
π̂†m2

π̂m1 π̂m2 + n̂2
π

=
∑

m1m2m3

π̂†m1
π̂†m2

(
π̂†m3

π̂m1 + δm1m3

)
π̂m2 π̂m3 + n̂2

π − n̂π + n̂2
π

=
∑

m1m2m3

π̂†m1
π̂†m2

π̂†m3
π̂m1 π̂m2 π̂m3 +

∑
m1m2

π̂†m1
π̂†m2

π̂m2 π̂m1

+ 2n̂2
π − n̂π

=
∑

m1m2m3

π̂†m1
π̂†m2

π̂†m3
π̂m1 π̂m2 π̂m3 +

∑
m1m2

π̂†m1
π̂†m2

(π̂m1 π̂m2 − 0)

+ 2n̂2
π − n̂π

=
∑

m1m2m3

π̂†m1
π̂†m2

π̂†m3
π̂m1 π̂m2 π̂m3 + n̂2

π − n̂π + 2n̂2
π − n̂π

=
∑

m1m2m3

π̂†m1
π̂†m2

π̂†m3
π̂m1 π̂m2 π̂m3 + 3n̂2

π − 2n̂π

(C.31)

Entonces:

〈n̂3
π〉 =〈α|n̂3

π|α〉

=N(N − 1)(N − 2)
α6

[1 + α2]3

+ 3

{
N(N − 1)

α4

[1 + α2]2
+N

α2

[1 + α2]

}
− 2N

α2

[1 + α2]

Por lo tanto:
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〈n̂3
π〉 = N(N − 1)(N − 2)

α6

[1 + α2]3
+ 3N(N − 1)

α4

[1 + α2]2
+N

α2

[1 + α2]
(C.32)

Ahora calculamos los términos restantes:

〈(π̂†· π̂†) (π̂· π̂)〉 =N 2〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N (π̂†· π̂†) (π̂· π̂) [σ̂† + (α· π̂†)]N |0〉
=N 2α4N2(N − 1)2〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N−2

[σ̂† + (α· π̂†)]N−2|0〉

=
α4

N ![1 + α2]N
N2(N − 1)2(N − 2)!

[
1 + α2

]N−2

Por lo tanto

〈(π̂†· π̂†) (π̂· π̂)〉 = N(N − 1)
α4

[1 + α2]2
(C.33)

〈(σ̂†· σ̂†) (σ̂· σ̂)〉 =N 2〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N (σ̂†· σ̂†) (σ̂· σ̂) [σ̂† + (α· π̂†)]N |0〉
=N 2N2(N − 1)2〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N−2

[σ̂† + (α· π̂†)]N−2|0〉

Por lo tanto:

〈(σ̂†· σ̂†) (σ̂· σ̂)〉 = N(N − 1)
1

[1 + α2]2
(C.34)

〈(π̂†· π̂†) (σ̂· σ̂)〉 =N 2〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N (π̂†· π̂†) (σ̂· σ̂) [σ̂† + (α· π̂†)]N |0〉
=N 2α2N2(N − 1)2〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N−2

[σ̂† + (α· π̂†)]N−2|0〉

=
α2

N ![1 + α2]N
N2(N − 1)2(N − 2)!

[
1 + α2

]N−2
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Por lo tanto:

〈(π̂†· π̂†) (σ̂· σ̂)〉 = N(N − 1)
α2

[1 + α2]2
(C.35)

〈(σ̂†· σ̂†) (π̂· π̂)〉 =N 2〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N (σ̂†· σ̂†) (π̂· π̂) [σ̂† + (α· π̂†)]N |0〉
=N 2α2N2(N − 1)2〈0| [σ̂ + (α?· π̂)]N−2

[σ̂† + (α· π̂†)]N−2|0〉

=
α2

N ![1 + α2]N
N2(N − 1)2(N − 2)!

[
1 + α2

]N−2

Por lo tanto:

〈(σ̂†· σ̂†) (π̂· π̂)〉 = N(N − 1)
α2

[1 + α2]2
(C.36)

C.3. El Modelo Semimicroscópico Algebraico

(SACM)

Al igual que en la sección anterior, aqúı buscamos una expresión para la
enerǵıa potencial en el SACM; para ello partimos de la expresión del es-
tado coherente correspondiente para el cálculo de los elementos de matriz
relevantes.

C.3.1. Estado Coherente del SACM

Los estados coherentes se vuelven más complicados para el SACM, donde
se necesita un número mı́nimo de cuantos de oscilación relativos. El estado
coherente dado en [13] es de la forma:
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|α〉 =NN,n0(α· π̂†)n0 [σ̂† + (α· π̂†)]N |0〉
=NN,n0

N !

(N + n0)!

dn0

dγn0
[σ̂† + γ(α· π̂†)]N+n0|0〉 (C.37)

donde n0 representa el número mı́nimo de bosones π necesarios para satisfacer
el principio de exclusión de Pauli. El número total de bosones está dado por
N + n0 = N ′. La segunda ĺınea nos da una expresión equivalente necesaria
para simplificar los cálculos. Debe entenderse que al final de la operación
diferencial el valor de γ debe fijarse igual a 1. El factor NN,n0 es la constante
de normalización del estado (ver la ecuación (C.39)) que depende del número
mı́nimo de bosones π y del número total de bosones (N + n0). En el caso en
que n0 = 0 el estado coherente del SACM se reduce al estado coherente del
PACM.

C.3.2. Elementos de Matriz Relevantes del SACM

Para facilitar la escritura de los elementos de Matriz del SACM utiliza-
remos la definición:

Fpq

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−max(p,q)∑

k=max(n0−p,n0−q,0)

(
N + n0 −max(p, q)

k

)

[
(k + p)!

(k + p− n0)!

] [
(k + q)!

(k + q − n0)!

]
α2k

(C.38)

A continuación calculamos el factor de normalización:

1 =〈α|α〉

=N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0 [σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0|0〉
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1 =N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(N + n0)![1 + γ1γ2(α
?·α)]N+n0

=N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!

N+n0∑

k=max(n0,0)

(
N + n0

k

)[
k!

(k − n0)!

]2

α2k

Por lo tanto:

N−2
N,n0

=
(N !)2

(N + n0)!

N+n0∑

k=max(n0,0)

(
N + n0

k

)[
k!

(k − n0)!

]2

α2k (C.39)

Utilizando la definición general dada en C.38 tendremos:

F00

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0∑

k=n0

(
N + n0

k

)[
k!

(k − n0)!

]2

α2k (C.40)

Como sólo vamos a estar interesados en una superficie de la enerǵıa po-
tencial para sistemas sin rotación, los parámetros αm formarán un tensor
simple. De hecho es suficiente definir

(α?·α) =
∑
m

(−1)1−mαmα−m

= α2 (C.41)

donde α representa una medida de la distancia entre los cúmulos y α2 es la
notación corta de (α?·α) y que utilizaremos de aqúı en adelante.

A continuación se muestra el cálculo de 〈n̂π〉
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〈n̂π〉 =N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0(π̂†· π̂)[σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0|0〉

=N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(N + n0)α
?γ1· (N + n0)αγ2

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0−1[σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0−1|0〉

=N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)
2(α?·α)

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ1γ2(N + n0 − 1)![1 + γ1γ2(α
?·α)]N+n0−1

=N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(α

?·α)
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ1γ2[1 + γ1γ2(α
?·α)]N+n0−1

=N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)α

2 d
n0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ1γ2[1 + γ1γ2α
2]N+n0−1

=N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)α

2

N+n0−1∑

k=max(n0−1,0)

(
N + n0 − 1

k

) [
(k + 1)!

(k + 1− n0)!

]2

α2k

Por lo tanto

〈n̂π〉 =(N + n0)α
2F11 (α2)

F00 (α2)
(C.42)

donde definimos:

F11

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−1∑

k=max(n0−1,0)

(
N + n0 − 1

k

)[
(k + 1)!

(k + 1− n0)!

]2

α2k

(C.43)
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Si estudiamos los ĺımites de 〈n̂π〉 para los casos especiales en que la
distancia entre los cúmulos es cero o infinito:

ĺım
α→0

〈n̂π〉 = n0

ĺım
α→∞

〈n̂π〉 = N + n0 = N ′ (C.44)

Aśı, para valores grandes de α, 〈n̂π〉 se aproxima a N ′ = (N + n0) que
equivale al número total de cuantos de oscilación (bosones σ más bosones π),
es decir tenemos excitación máxima. Mientras que en el ĺımite contrario (α
tendiendo a cero) tenemos excitación mı́nima y obtenemos el número mı́nimo
de cuantos n0.

Consideremos nuestro ejemplo del 20Ne, en este caso N = 12 y n0 = 8.

Graficando 〈n̂π〉 obtenemos:

1 2 3 4 5 6 7
Α

8

10

12

14

16

18

20

XnΠ\

N’=20

n0=8

XnΠ\

Figura C.1: Gráfica de 〈n̂π〉. Las ĺıneas verde y azul muestran los ĺımites de
la función 〈n̂π〉 señalados en (C.44).

En seguida se muestra el cálculo de 〈n̂2
π〉:
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〈n̂2
π〉 =N 2

N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0(π̂†· π̂†· π̂· π̂ + n̂π)[σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0|0〉

=〈n̂π〉+N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(N + n0)
2(N + n0 − 1)2(γ1α

?)2· (γ2α)2

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0−2[σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0−2|0〉

=〈n̂π〉+N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)
2(N + n0 − 1)2(α?·α)2

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)
2(N + n0 − 2)![1 + γ1γ2(α

?·α)]N+n0−2

=〈n̂π〉+N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)α4

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)
2[1 + γ1γ2α

2]N+n0−2

=〈n̂π〉+N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)α4

N+n0−2∑

k=max(n0−2,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]2 (
α2

)k

Por lo tanto

〈n̂2
π〉 = (N + n0)α

2F11 (α2)

F00 (α2)
+ (N + n0)(N + n0 − 1)α4F22 (α2)

F00 (α2)
(C.45)

donde sustituimos 〈n̂π〉 dado en la ecuación (C.42) y definimos

F22

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−2∑

k=max(n0−2,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]2

α2k

(C.46)
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De forma análoga al caso anterior estudiamos el comportamiento ĺımite
de 〈n̂2

π〉 con respecto a α:

ĺım
α→0

〈n̂2
π〉 =n2

0

ĺım
α→∞

〈n̂2
π〉 =(N + n0)

2 = N ′2 (C.47)

Podemos estudiar el comportamiento de 〈n̂2
π〉 por medio de la siguiente

gráfica:

1 2 3 4 5 6 7
Α

0

100

200

300

400
XnΠ

2\

N' 2
=202

n0
2
=82

XnΠ
2\

Figura C.2: Gráfica de 〈n̂2
π〉. Las ĺıneas verde y azul muestran los ĺımites de

la función 〈n̂π〉 señalados en (C.47).

Por último se muestra el cálculo de 〈n̂3
π〉

〈n̂3
π〉 =N 2

N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0(π̂†· π̂†· π̂†· π̂· π̂· π̂ − 2n̂π + 3n̂2

π)

[σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0|0〉
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〈n̂3
π〉 =− 2〈n̂π〉+ 3〈n̂2

π〉+N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)
3

(N + n0)
2(N + n0 − 1)2(N + n0 − 2)2(α?·α)3

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0−3[σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0−3|0〉

=− 2〈n̂π〉+ 3〈n̂2
π〉+N 2

N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)
2(N + n0 − 1)2

(N + n0 − 2)2(N + n0 − 3)!α6 d
n0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)
3[1 + γ1γ2α

2]N+n0−3

=− 2〈n̂π〉+ 3〈n̂2
π〉

+N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)α6

N+n0−3∑

k=max(n0−3,0)

(
N + n0 − 3

k

)[
(k + 3)!

(k + 3− n0)!

]2 (
α2

)k

Por lo tanto

〈n̂3
π〉 =(N + n0)α

2F11 (α2)

F00 (α2)
+ 3(N + n0)(N + n0 − 1)α4F22 (α2)

F00 (α2)

+(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)α6F33 (α2)

F00 (α2)

(C.48)

donde sustituimos (C.42), (C.45) y definimos:

F33

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−3∑

k=max(n0−3,0)

(
N + n0 − 3

k

)[
(k + 3)!

(k + 3− n0)!

]2

α2k

(C.49)

Los ĺımites a considerar en este caso están dados por:
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ĺım
α→0

〈n̂3
π〉 = n3

0

ĺım
α→∞

〈n̂3
π〉 = (N + n0)

3 = N ′3 (C.50)

El comportamiento de 〈n̂3
π〉 respecto a la distancia entre los cúmulos

puede verse en la siguiente gráfica:

1 2 3 4 5 6 7
Α0

2000

4000

6000

8000
XnΠ

3\

N' 3
=203

n0
3
=83

XnΠ
3\

Figura C.3: Gráfica de 〈n̂3
π〉. Las ĺıneas verde y azul muestran los ĺımites de

la función señalados en (C.50).

Ahora, nos falta calcular los elementos cruzados:

〈(π̂†· π̂†) (π̂· π̂)〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0(π̂†· π̂†· π̂· π̂)[σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0|0〉

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)
2(N + n0 − 1)2α4

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)
2(N + n0 − 2)![1 + γ1γ2(α

?·α)]N+n0−2
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〈(π̂†· π̂†) (π̂· π̂)〉 =

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)α4

N+n0−2∑

k=max(n0−2,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]2

α2k

Por lo tanto

〈(π̂†· π̂†) (π̂· π̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)α4F22(α
2)

F00(α2)
(C.51)

Ahora:

〈(σ̂†· σ̂†) (σ̂· σ̂)〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0(σ̂†· σ̂†· σ̂· σ̂)[σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0|0〉

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)
2(N + n0 − 1)2

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(N + n0 − 2)![1 + γ1γ2(α
?·α)]N+n0−2

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)

N+n0−2∑

k=n0

(
N + n0 − 2

k

)[
(k)!

(k − n0)!

]2

α2k

Definimos:
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FN−2
00

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−2∑

k=n0

(
N + n0 − 2

k

)[
(k)!

(k − n0)!

]2

α2k (C.52)

Por lo tanto:

〈(σ̂†· σ̂†) (σ̂· σ̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)
FN−2

00 (α2)

F00 (α2)
(C.53)

Por otro lado:

〈(π̂†· π̂†) (σ̂· σ̂)〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0(π̂†· π̂†· σ̂· σ̂)[σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0|0〉

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)
2(N + n0 − 1)2α2

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ2
1(N + n0 − 2)![1 + γ1γ2(α

?·α)]N+n0−2

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)α2

N+n0−2∑

k=n0

(
N + n0 − 2

k

)[
(k)!

(k − n0)!

] [
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]
α2k

Por lo tanto:

〈(π̂†· π̂†) (σ̂· σ̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)α2F20 (α2)

F00 (α2)
(C.54)
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Donde definimos:

F20

(
α2

)
=

(N !)2

(N + n0)!
N+n0−2∑

k=n0

(
N + n0 − 2

k

)[
(k)!

(k − n0)!

] [
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]
α2k

(C.55)

Además:

〈(σ̂†· σ̂†) (π̂· π̂)〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

〈0|[σ̂ + γ1(α
?· π̂)]N+n0(σ̂†· σ̂†· π̂· π̂)[σ̂† + γ2(α· π̂†)]N+n0|0〉

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)
2(N + n0 − 1)2α2

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ2
2(N + n0 − 2)![1 + γ1γ2(α

?·α)]N+n0−2

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)α2

N+n0−2∑

k=n0

(
N + n0 − 2

k

)[
(k)!

(k − n0)!

] [
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]
α2k

Por lo tanto:

〈(σ̂†· σ̂†) (π̂· π̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)α2F20 (α2)

F00 (α2)
(C.56)

Donde usamos la ecuación C.55.



Apéndice D

El Método Generador de
Coordenadas

El Método Generador de Coordenadas (The Generator Coordinate Method,
GCM), consiste en hacer un ansatz muy general para una función de prueba.
Se hace una superposición continua de funciones generadoras Φ(a), las cuales
están etiquetadas por un número limitado de parámetros reales o complejos
{a} = a1, a2, . . . ai, los llamados generadores de coordenadas:

|Ψ〉 =

∫
da f(a)|Φ(a)〉 (D.1)

La función f(a) es una función de peso la cual suponemos es una función
bien comportada (en general cuadrado integrable) de las variables a. Para
determinar esta función se utiliza el principio variacional:

δ
〈Ψ|H|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 = 0 (D.2)

La variación con respecto a f(a) nos lleva a la ecuación integral:

∫
da′ 〈Φ(a)|H|Φ(a′)〉f(a′) = E

∫
da′ 〈Φ(a)|Φ(a′)〉f(a′) (D.3)
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Esta ecuación se conoce como la ecuación de Hill - Wheeler (HW) y puede
reescribirse como:

Hf = EN f (D.4)

con las funciones de traslape

H(a, a′) = 〈Φ(a)|H|Φ(a′)〉
N (a, a′) = 〈Φ(a)|Φ(a′)〉 (D.5)

como los núcleos de las integrales.

D.1. Derivación de un Hamiltoniano Colecti-

vo

D.1.1. Consideraciones Generales

La solución directa de la ecuación de HW puede ser muy complicada. En
particular, la construcción de un Hamiltoniano colectivo en forma anaĺıtica
no es posible en casos realistas. Sin embargo, al menos para núcleos pesados
hay algunas aproximaciones basadas en la idea de transformar la ecuación
D.3 en una ecuación diferencial similar a la ecuación de Schrödinger en una
variable colectiva q.

Se comienza con un conjunto de funciones generadoras invariantes ante
inversión temporal |q〉 =|Φ(q)〉, donde q es un parámetro colectivo. El modelo
que a continuación se discutirá está basado en:

1. En muchos casos, la función N (a, a′) = 〈q|q′〉 es muy pequeña a menos
que los dos parámetros q y q′ sean cercanos, esto es, N es una función
que decrece rápidamente cuando aumenta la distancia |q − q′|.
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2. Suponemos que las funcionesH y N pueden diferenciarse muchas veces.
Esta aseveración es razonable para muchos casos f́ısicos, en particular
cuando debemos tratar con fenómenos colectivos. Sin embargo, no es
justificable cuando ocurren cruces entre los niveles de enerǵıa.

D.1.2. La Aproximación de Traslape Gaussiano
(Gaussian Overlap Approximation, GOA)

Suponemos que la norma N (a, a′) está en el centro de masa de las coorde-
nadas:

q =
a+ a′

2
s = (a− a′) (D.6)

en la forma:

N (a, a′) = N
(
q +

s

2
, q − s

2

)
= e−

1
2
γ(q)s2

(D.7)

Si definimos al operador

P = −~
i

∂

∂q
(D.8)

encontramos que:

~2γ(q) = 〈q|P 2|q〉 (D.9)

El valor esperado de P es cero debido a la invariancia ante la inversión
temporal:

〈q|P |q〉 = 0 (D.10)
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Es conveniente introducir una transformación de escala para una coorde-
nada α de tal forma que la norma tenga un ancho constante γ0 Esto se logra
con la transformación:

γ0(dα)2 = γ(a)(da)2, α =

∫ a
√
γ(a′)
γ0

da′ (D.11)

A primer orden, obtenemos en el exponente de D.7:

γ

(
a+ a′

2

)
(a− a′)2 = γ0(α− α′)2 (D.12)

En el desarrollo siguiente suponemos que estamos trabajando en la coor-
denada α.

En el caso del traslape Gaussiano es relativamente simple derivar una
ecuación de moviemiento en la coordenada q, debido a que ahora podemos
calcular N 1

2 anaĺıticamente. Es fácil demostrar que N (a, a′) puede escribirse
como:

N (a, a′) =

∫
dq
√
γ0N 1/2(a, q)N 1/2(q, a′) (D.13)

con

N 1/2(a, q) =

(
2

π

)1/4

e−γ0(a−q)2 (D.14)

Los valores esperados del Hamiltoniano H para la función GCM

|Ψ〉 =

∫
daf(a)|a〉 (D.15)

estarán dados por:
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〈Ψ|H|Ψ〉 =

∫
da da′f ∗(a)N (a, a′)h(a, a′)f(a′)

=

∫
da da′f ∗(a)

∫
dq
√
γ0N 1/2(a, q)h(a, a′)N 1/2(q, a′)f(a′)

(D.16)

En el siguiente paso, reemplazamos h(a, a′) por un operador diferencial,
el Hamiltoniano colectivo

h(a, a′) = Hcoll

(
q,
∂

∂q

)
(D.17)

el cual ya no depende de a ni de a′. Para lograr esto, utilizamos el hecho de
que N 1/2(a, q) tiene un pico agudo en a=q y expandimos h(a, a′) en el punto
a = a′ = q hasta segundo orden en las diferencias (a− q) y (a′ − q):

h(a, a′) =h+ hx(a− q) + hy(a
′ − q)

+
1

2

[
hxx(a− q)2 + 2hxy(a− q)(a′ − q) + hyy(a

′ − q)2
] (D.18)

donde

h = h(q, q) = 〈q|H|q〉 hxx =
∂2

∂a2
h(a, a′)

∣∣∣∣
a=a′=q

hx =
∂

∂a
h(a, a′)

∣∣∣∣
a=a′=q

hxy =
∂2

∂a∂a′
h(a, a′)

∣∣∣∣
a=a′=q

hy =
∂

∂a′
h(a, a′)

∣∣∣∣
a=a′=q

hyy =
∂2

∂a′2
h(a, a′)

∣∣∣∣
a=a′=q

(D.19)

Las derivadas lineales no contribuyen al resultado final debido a la inva-
riancia ante inversión temporal. Para ver esto y para obtener una expresión
para las segundas derivadas, escribimos el Hamiltoniano completo del tras-
lape como:
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H(a, a′) = 〈q|e i
~ (a−q)PHe−

i
~ (a′−q)P |q〉 (D.20)

de donde obtenemos:

∂

∂a
h(a, a′)

∣∣∣∣
a=a′=q

=
∂

∂a

(H(a, a′)
N (a, a′)

)

a=a′=q

=
i

~
〈q|PH|q〉 = 0 (D.21)

y

hx − hy =
i

~
〈q|PH +HP |q〉 = 0 (D.22)

De la misma forma obtenemos:

hxx = − 1

~2

(〈q|P 2H|q〉 − 〈q|H|q〉〈q|P 2|q〉)

hyy = − 1

~2

(〈q|HP 2|q〉 − 〈q|H|q〉〈q|P 2|q〉)

hxy =
1

~2

(〈q|PHP |q〉 − 〈q|H|q〉〈q|P 2|q〉)
(D.23)

Ahora insertamos la ecuación D.18 en la ecuación D.16, dado que las
funciones N 1/2(a, q) son gaussianas, podemos expresar los términos (a− q)...
por:

(a− q)N 1/2 =
1

2γ0

∂

∂q
N 1/2

(a− q)2N 1/2 =

(
1

4γ2
0

∂2

∂q2
+

1

2γ0

)
N 1/2

(D.24)

Después de integrar por partes, regresamos a las coordenadas generales
y obtenemos (si depreciamos derivadas de grado mayor que segundo orden
en h:
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〈Ψ|H|Ψ〉 =

∫ √
γ dq g∗(q)Hcoll

(
q,
∂

∂q

)
g(q) (D.25)

donde

g(q) =

∫
N 1/2(q, a)f(a)da (D.26)

El Hamiltoniano colectivo estará dado por:

Hcoll = − 1√
γ

∂

∂q

√
γ

~2

2M(q)

∂

∂q
+ V (q) (D.27)

donde:

1

M(q)
= − 1

4γ2
(hxx− 2hxy + hyy) (D.28)

y la enerǵıa potencial será:

V (q) = Ṽ (q)− ε0(q)

Ṽ (q) = 〈q|H|q〉
ε0(q) =

hxy

2γ

(D.29)

Aśı, tenemos un Hamiltoniano colectivo en la variable q. Su enerǵıa po-
tencial no es simplemente el valor esperado del Hamiltoniano, sino que hay
una corrección dada por el valor ε0(q) la cual es llamada enerǵıa del punto
cero debido a que un paquete de ondas |q〉 (donde |q〉 es un estado coherente)
en la vecindad del mı́nimo de V (q) tendrá esta enerǵıa.



Apéndice E

Análisis Numérico elaborado en
Mathematica 5

En este apéndice se incluye el análisis numérico que se realizó para el SACM.

Introdujimos como definiciones las funciones Fpq (α2), además de sus pri-
meras y segundas derivadas con respecto a la variable α.
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Primeras Derivadas:
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Segundas Derivadas:

Introdujimos la expresión obtenida para la enerǵıa potencial V (α), aśı co-
mo su primera y segunda derivada con respecto a la variable α en términos
de las definiciones del paso anterior.
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Enerǵıa potencial:

Primera derivada:
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Segunda derivada:

Se introdujeron los parámetros del sistema dados en la Tabla 6.1:
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Se realizó una rutina de programación para establecer si la ráız α = 0 es
un mı́nimo o un máximo del potencial por medio de la segunda derivada de
V (α) con respecto a α:

Si α = 0 es un máximo del potencial entonces debe existir otro punto
extremo el cual será mı́nimo del potencial. Por ello, se realizó una rutina de
programación para encontrar estos mı́nimos en el intervalo [0, 1].
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Además se graficó el potencial V (α) variando el parámetro x en el in-
tervalo de [0, 1] en pasos de 0. 001 para corroborar que la posición de los
mı́nimos hallados en el paso anterior fuese lo suficientemente precisa.

Por último, se muestra la gráfica de la posición de los mı́nimos α2 (donde
α2 > 0) con respecto al parámetro x. Como vemos, para toda x en el intervalo
x ∈ [0, 1], el potencial V (α) tiene únicamente un mı́nimo deformado:
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Con lo cual se verifica de nueva cuenta que no hay transición de fase para
el caso del SACM.



Apéndice F

Renormalización de la variable
α

En este apéndice se dará una definición para la distancia entre dos cúmulos
nucleares. Sólo discutiremos el caso cuando no se observa el principio de
exclusión de Pauli (PACM). En el caso contrario, consideraciones similares
pueden aplicarse (Ver por ejemplo [13]).

En la literatura existen diversas convenciones de cómo definir la distan-
cia relativa entre sistemas de dos cúmulos [4, 5, 17, 18, 19, 20, 51] las cuales
difieren entre śı. Las definiciones en su mayoŕıa están dadas por convenien-
cia. Por lo tanto, creemos que es necesario dar una definición consistente
de la distancia entre dos cúmulos. Por ejemplo, en las referencias [4, 5] se
propone renormalizar los parámetros de interacción utilizando el siguiente
razonamiento:

El valor de espectación de una interacción de un cuerpo con respecto al
estado coherente, es porporcional al número total de cuantos. Por ejemplo,
el valor de espectación de a1n̂π está dado por:

〈a1n̂π〉 = a1N
α2

(1 + α2)
(F.1)

Suponiendo que α es de orden uno, el valor esperado aumenta con N , lo
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cual no es natural dado que 〈n̂π〉 es de orden uno. Para evitar esto, en [4, 5]
se recomienda redefinir la interacción como:

a′1
N

n̂π (F.2)

De esta manera, el parámetro a′1 no vaŕıa significativamente al aumen-
tar N . Un argumento similar sigue siendo válido para una interacción de
dos cuerpos, donde se recomienda dividir el parámetro correspondiente a la
interacción por N(N − 1), y aśı en adelante.

Pero ya en la ecuación (F.2) observamos que surge un problema que no
ha sido considerado antes en la literatura. A continuación abordaremos el
problema de tres formas distintas:

1. Consideremos el término ~ωn̂π (en el SACM representa el campo medio
del oscilador armónico). Al dividir este término entre N tenderá a cero
cuando N →∞. La contradicción se vuelve aparente debido a que ~ω
es un valor f́ısico que debe mantenerse independiente de N , mientras
que a1 en la ecuación (F.1) se utiliza como un parámetro abstracto.

2. Por otro lado, si aplicamos el operador n̂π a un estado de la base del
oscilador armónico, en los estados más bajos los eigenvalores de n̂π son
números pequeños. Del mapeo geométrico obtendremos

N
α2

1 + α2
(F.3)

lo cual sugiere un aumento proporcional a N . La única forma de per-
manecer con números de orden uno es redefinir α por:

α2 =
δ2

N
(F.4)

es decir cuando N →∞ α tiende a cero. De esta forma, con δ del orden
de n0, el mapeo gométrico también da resultados de orden uno. Aśı, el
estado coherente dado en la ecuación C.23 se redefine a:
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|δ〉 =
1√

N !
[
1 + 1

N
δ2

]N

[
σ̂† +

1√
N

(
δ· π̂†)

]N

|0〉 (F.5)

Y el valor esperado de n̂π será:

〈n̂π〉 =
δ2

(
1 + 1

N
δ2

) (F.6)

La dependencia global en N ha desaparecido: Para N → ∞ no
hay dependencia en N .

Lo mismo ocurre para la mayoŕıa de las interacciones de dos cuerpos,
como discutiremos más adelante encontramos algunas diferencias cuan-
do los operadores σ̂ están involucrados

3. A continuación justificaremos la nueva variable δ. Para ello, conside-
remos el operador de posición, antes de introducir los bosones-σ para
hacer el corte en N , es decir:

r̂m =

√
~

2mω

(
π̂†

m + π̂m

)
(F.7)

Cuando se introducen los bosones σ este operador debe cambiar. El
nuevo operador, llamado el operador de distancia algebraico, debe sa-
tisfacer como mı́nimo las siguientes condiciones:

a) El número total de bosones debe mantenerse constante, es decir,
cada π̂†

m debe multiplicarse por σ̂ y cada π̂m debe multiplicarse
por un σ̂†

b) La definición del operador de distancia debe ser independiente de
la base y del Hamiltoniano utilizado (debido a que es un operador
independiente).

c) Para N → ∞ debe converger a la forma convencional dada en la
ecuación (F.7)

El operador de distancia propuesto está dado por:
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r̂a
m =

√
~

2Nmω

(
π̂†

mσ̂ + σ̂†π̂m

)
(F.8)

el ı́ndice a se refiere al operador de distancia algebraico. El operador
en śı mismo no cambia el número total de bosones como se requiere
en la condición (3a). La N en el denominador de la ráız cuadrada se
introduce debido a que en la base del oscilador armónico los elementos
de matriz de los operadores-σ se comportan como

√
N − nπ que para N

grande y un número pequeño de bosones π es aproximadamente
√
N .

Este valor aproximado de los operadores σ̂ se satisface en cualquier
base, para los estados base donde el número promedio de bosones π̂
es mucho menor que N , sin embargo la estructura es particularmente
simple en la base del oscilador armónico.

Aśı el 1/
√
N cancela aproximadamente las contribuciones debidas a la

adición de los operadores σ̂† y σ̂. De esta forma, el operador algebraico
de distancia no depende de la base utilizada (el r̂a

m puede aplicarse a
cualquier tipo de base) y tampoco depende del Hamiltoniano, con lo
cual se satisface la condición (3b).

Por otro lado, para una N muy grande las expresiones del operador
de posición f́ısico y algebraico se aproximan, satisfaciendo la condición
(3c).

Esta definición concuerda con [52, 53] donde se discute un modelo al-
gebraico para moléculas.

A menudo (ver por ejemplo [51]) se define una distancia radial como
función de la simetŕıa dinámica, relacionada indirectamente al elemen-
to de matriz del operador dipolar (en la base se refleja la simetŕıa del
Hamiltoniano) sin ninguna otra consideración. Esto viola la condición
(3b) mencionada arriba. Insistimos en que el operador de distancia debe
ser independiente del Hamiltoniano en el espacio de Hilbert considera-
do. El Hamiltoniano determina si hay una simetŕıa dinámica o no, la
cual debe ser independiente del operador de distancia, mientras que el
espacio de Hilbert como tal, es independiente de la base utilizada.

El valor esperado del operador de distancia algebraico es:

〈r̂a
m〉 =

√
2N~
mω

αm

(1 + α2)
= ra

m (F.9)
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Definimos este resultado como la distancia algebraica ra
m, que es por

definición de orden uno. Invirtiendo esta relación podemos redefinir αm

en términos de δm y N como:

αm =
δm√
N

(F.10)

con δm dado por:

δm(
1 + δ2

N

) =

√
mω

2~
ra
m (F.11)

que resulta ser una medida adimensional de la distancia entre los dos
cúmulos nucleares.

Consideramos esto como una forma consistente de definir la distancia
entre los cúmulos a través de la variable δm

La validez de la definición (F.9) de ra
m depende de las fluctuaciones del

valor esperado correspondiente como a continuación se expone brevemente.
El vector de distancia entre los cúmulos siempre puede escogerse a lo largo
del eje-ẑ. Calculamos la varianza como:

〈
(∆r̂a

0)
2〉 = 〈(r̂a

0)
2〉 − 〈r̂a

0〉2

= −
(

4~
mω

) δ2
0

N(
1 + δ2

N

)2 +
~

2mω

1 + δ0
N

1 + δ2

N

(F.12)

con lo que:

ĺım
N→∞

〈
(∆r̂a

0)
2〉 =

~
2mω

(F.13)

Entonces, siempre que el valor de espectación del operador de distancia
algebraico sea mayor que la ráız cuadrada de esta expresión, es seguro iden-
tificar ra

0 como la distancia entre dos cúmulos. La ráız cuadradada de (F.13)
es del orden de 1 fm.
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Como se explicó en el Caṕıtulo 4 utilizaremos la variable β por simplici-
dad, donde:

β2 =
α2

(1 + α2)
(F.14)

Esta variable puede relacionarse con δ2 análogamente a como lo hicimos
con α2.
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