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Resumen

Se estudia un sistema de tres discos en una caja dos dimensional con
condiciones de frontera periédicas como un modelo sencillo de un fluido y
como un sistema dinamico tipo billar, utilizando diversos elementos de la
teoria de sistemas dinamicos, teoria de transporte y mecanica estadistica.

Para ello se desarrollé un programa en C++ que simula la dindmica de
los discos duros en la caja periédica unitaria, basado en los denominados
algoritmos llevados por evento (event-driven algorithm).

Se caracteriza la dinamica del sistema en el espacio fisico y en el espacio
fase utilizando diferentes funciones que permiten calcular, a partir de las
velocidades y posiciones de los discos en diferentes tiempos, cantidades como
el desplazamiento cuadratico medio, el coeficiente de difusion, la distribucién
de probabilidad de la velocidad y los exponentes de Lyapunov.

La distribucién de la probabilidad de la posicién en la caja es uniforme,
la distribucién de probabilidad del médulo de la velocidad es la distribucion
de Schluter y la distribucion de probabilidad de las componentes de la
velocidad obedecen una distribucion que tiende a una maxweliana en el
limite termodinamico.

Los exponentes de Lyapunov son independientes de la condiciones
iniciales, lo cual implica que el sistema es ergédico y dado que al menos uno
de los exponentes de Lyapunov es positivo el sistema es cadtico. La simetria
traslacional y temporal del sistema se ve reflejada en la existencia de
exponentes de Lyapunov nulos.

Dado que la variacién entre el desplazamiento cuadratico medio y el
tiempo es lineal, el sistema es difusivo, y la difusividad, caracterizada por el
coeficiente de difusion, es proporcional a la raiz de la energia del sistema e
inversamente proporcional al radio de los discos.

Por lo tanto, el sistema de tres discos en una caja con condiciones a la
frontera periddicas es un sistema ergddico, cadtico y con difusion
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determinista.



Capitulo 1

Introduccion

Debido a la gran cantidad de sistemas fluidos que existen y nos rodean,
entender su composicion y comportamiento ha sido siempre tema de interés
y estudio de la ciencia y particularmente de la fisica.

Actualmente existen dos maneras de abordar el estudio de los fluidos:
desde un punto de vista macroscépico o desde un punto de vista microscépico.
En el primer caso, las ecuaciones que gobiernan al sistema se pueden derivar
utilizando principios de conservacion, mientras que en el segundo caso se
pueden derivar mediante la fisica estadistica, bajo el supuesto de que todas
las particulas del fluido obedecen las leyes de la mecanica clasica.

Uno de los principales objetivos al estudiar fluidos es entender los
fenémenos de transporte, por ejemplo el transporte de masa (difusién), el
transporte de energia (conductividad térmica) o el transporte de momento
(viscosidad). Estos procesos estan caracterizados por los llamados
coeficientes de transporte, los cuales describen el comportamiento
macroscéopico de los fluidos con respecto a la variacion de ciertos parametros
como la temperatura, la densidad o los campos externos aplicados.

1.1. Enfoque microscopico

El enfoque microscopico para estudiar los fluidos tiene sus origenes en la
mecanica estadistica, introducida a finales del siglo XIX, principalmente
por Boltzmann en sus estudios acerca del comportamiento de un gas. La
mecanica estadistica propone que cualquier propiedad macroscépica de un
sistema debe poder derivarse de la dindmica microscopica del mismo. Por lo
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tanto, el enfoque microscépico para estudiar fluidos se basa en el
entendimiento de la dindmica microscépica de los mismos regida por la
mecanica clasica.

En sistemas que obedecen la mecanica clasica, la dindmica completa se
describe mediante las ecuaciones hamiltonianas del sistema, que son
ecuaciones que relacionan las posiciones y los momentos de las componentes
del sistema dependiendo del tipo de interacciones y constricciones
establecidas para el mismo. Para un fluido con N particulas, cada una con
k grados de libertad, para determinar la dinamica se debe entonces resolver
2kN ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas.

El primer problema de este enfoque es que el nimero de componentes
en un fluido es muy grande (del orden de 10%) y, por tanto, se requeriria la
resoluciéon de un nimero increiblemente grande de ecuaciones diferenciales. El
segundo problema es que las interacciones entre las particulas que componen
a los fluidos (dtomos y moléculas) son muy complejas y, por lo tanto, las
ecuaciones hamiltonianas también.

Un primer paso para estudiar a los fluidos desde este enfoque es intentar
simplificar el tipo de interacciones. Las interacciones en el hamiltoniano estan
representadas por el potencial de interaccién (V'), de manera que hay que
simplificar el potencial. Existen diversos potenciales que cumplen con este
propdsito tales como el potencial de Lennard-Jones o el de Yukawa, que
son potenciales de interaccion suaves por pares. uno de los potenciales mas
utilizados es el que se conoce como potencial de esferas duras.

El potencial de esferas duras considera que las particulas del fluido son
esferas (o discos, en el caso dos dimensional) impenetrables que se mueven
sin aceleracion y colisionan elasticamente. Es un potencial de corto alcance,
repulsivo y por pares. Es decir, sélo hay interaccién cuando las particulas
estan a una distancia igual a la suma de sus radios y al momento de la
colisién la fuerza entre ambas particulas serd repulsiva, infinita y por un
tiempo infinitesimal. Ademas sélo dos particulas pueden colisionar a la vez.

Pero sustituir las interacciones reales por interacciones mediante el
potencial de esferas duras no es suficiente: en general ni siquiera con esta
simplificacion existe una solucién analitica a las ecuaciones hamiltonianas y
por lo tanto al problema de entender la dindmica microscopica de un fluido.

Actualmente este problema, asi como muchos otros problemas de la
mecanica estadistica, han encontrado una solucién parcial gracias a la
introduccién de la teoria de sistemas dindamicos y las simulaciones
numéricas.
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Un sistema dindmico es basicamente una regla de evolucion, que al ser
iterada repetidamente puede describir la evoluciéon de un sistema en el
tiempo.

En 1963 Ya.Sinai [43], basado en las ideas de sistemas dindmicos,
propuso estudiar a los fluidos de esferas duras como billares, donde por un
billar se entiende un sistema dinamico en el cual una particula se mueve en
una determinada regién de acuerdo con las ecuaciones hamiltonianas y
colisiona elasticamente con las fronteras. Esto se puede hacer ya que existe
un isomorfismo entre cualquier sistema de esferas duras y un billar, como se
vera mas en detalle en el capituo 4.

Usando un modelo de billar, el estudio de la dinamica de N esferas o
discos duros se reduce a entender la dinamica de una sola particula en un
espacio de altas dimensiones llamado espacio fase. Sin embargo, la dinamica
de la particula del billar puede ser muy complicada debido a que en general
los billares son sistemas dinamicos cadticos, es decir sistemas que poseen un
comportamiento no regular, aperiddico, pero determinista. En el caso de los
billares asociados a fluidos de discos duros, dicha caoticidad se genera como
consecuencia de la curvatura de las fronteras en el espacio fase, la cual tiende
a generar divergencia de trayectorias cercanas.

La aportacién esencial del uso de billares para el entendimiento de los
procesos de transporte radica en que permite una descripcién de la dinamica
determinista de los sistemas cadticos, es decir, los movimientos de todas la
particulas son tomados en cuenta, sin aproximacién, y son caracterizados
mediante cantidades bien definidas en el sistema dindmico, como lo son los
exponentes de Lyapunov, la entropia de Kolmologrov—Sinai o el coeficiente
de difusién[16].

Los billares poseen propiedades matematicas muy interesantes, la mayoria
relacionadas con la ergodicidad de los mismos. La ergodicidad es un concepto
propuesto por Boltzmann para explicar la irreversibilidad de los procesos y se
refiere basicamente a la propiedad de los sistemas que hace que los promedios
temporales sean iguales a los espaciales. La existencia de esta propiedad es
muy estudiada en los sistemas de la mecanica estadistica y por tanto en
los billares, ya que permite entender la evolucién de los mismos, la cual en
general puede ser muy compleja, mediante promedios sobe puntos el espacio
fase.

De acuerdo con la llamada Hipdtesis Ergodica de Boltzmann, todo
sistema suficientemente grande es ergddico, de manera que uno pensaria
que cualquier fluido de esferas o discos duros, y por lo tanto el billar,
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asociado son ergddicos. En 1963 Ya.Sinai reformulé la hipdtesis ergodica de
Boltzmann para los sistemas de esferas duras. En su formulacion
conjeturd que cualquier fluido de esferas duras es ergédico.

Si bien los resultados numéricos sugieren que esto puede ser cierto,
probarlo es un tarea muy complicada. Se han dedicado muchos estudios en
probar esta hipétesis [41].

Se ha demostrado que fluidos de dos, tres y cuarto esferas duras son
ergodicos [24][25] y actualmente la conjetura estd casi demostrada [30].

1.2. Motivacion del trabajo

En su gran mayoria los estudios referentes al comportamiento de los
fluidos de esferas duras han considerado o bien un nimero de particulas
suficientemente grande como para poder hacer u obtener inferencia
estadistica [1, 10], o bien han considerado tinicamente dos particulas (billar
de Sinai) [40].

Debido al interés en general de comprender fluidos de diferentes niimeros
de esferas o discos duros, el sistema que se propuso estudiar en esta tesis es
un fluido de tres discos. Se escogi6 tres como el nimero de discos basicamente
por ser el billar semidispersivo mas simple. Un sistema de cuatro o mas discos
es un sistema cuya complejidad rebasa a un trabajo de tesis de licenciatura,
ya que al aumentar el niimero de discos el problema no se puede simplemente
extrapolar. Por ejemplo, las dimensiones del espacio fase del sistema, y por
lo tanto del billar, aumentan en cuatro dimensiones por cada disco que se
aumente. Y el billar dispersivo de dos discos es un sistema muy estudiado.

Para abordar dicho estudio, en el capitulo 2 se presentan los conceptos
tedricos necesarios para la comprension y analisis de los resultados,
incluyendo conceptos de sistemas dindamicos, conceptos de mecanica
estadistica y conceptos del proceso de difusion.

En el capitulo 3 se presenta de manera més extensa el modelo de fluido
de esferas duras y el modelo de billar. En el capitulo 4 se plantea el
algoritmo utilizado para el estudio del sistema. En el capitulo 5 se exponen
los resultados obtenidos y por tltimo en el capitulo 6 se dan las
conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Conceptos teodricos

En este capitulo se presentan los conceptos tedricos de sistemas dinamicos,
mecanica estadistica y teoria de transporte necesarios para la comprension y
analisis de los resultados.

2.1. Sistemas dinamicos

En general, todo lo que observamos evoluciona en el tiempo. La
informacion que caracteriza cualquier sistema cambia continuamente, por
ejemplo, el estado de un oscilador arménico, que se caracteriza por la
posicion y la velocidad de la particula. Los sistemas dindmicos son modelos
matematicos que tratan de entender la evolucion de los sistemas como una
iteracién (aplicacién repetida) de una regla matematica al estado inicial del
mismo.

De acuerdo con Klages [34], un sistema dindmico es una regla
matematica determinista para evolucionar el estado de un sistema, donde
por determinista se entiende que para cualquier estado inicial y tiempo (o
numero de iteracién) existe un tnico estado futuro posible.

De manera mas formal, un sistema dindmico describe una trayectoria en
un espacio o conjunto P, llamado espacio de estados o espacio fase.

Es decir, un sistema dindmico posee tres ingredientes: el espacio fase
o conjunto de todos los estados posibles del sistema; el tiempo que puede
ser hacia delante o atras, continuo o discreto; y una regla de evolucién que
permite determinar los estados presentes del sistema a partir de los estados
pasado [21].
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Definicién 1. Se le llama sistema dindmico al triplete (T, (P, A, p), ®) donde
T puede ser (R,+) o (Z,4), (P, A, i) es un espacio de probabilidad y P
(llamada funcion de evolucion) es una transformacion ® : T x P — P que
preserva la medida p y es A-medible (i.e. preserva la medida de P).

La funcién de evolucién ¢ debe cumplir que:
1. ®(0,z) = x (identidad),
2. O(t, P(s,2)) = P(t + s,x) Vt, s € T (aditividad).

Al definir ®'(x) = ®(¢, x), el sistema dindmico se puede ver como una familia
de funciones ®' : P — P, t € T, que representan la evolucién por un tiempo
t y mapea al espacio de estados en si mismo.

Las tres clases de sistemas dinamicos importantes son: los discretos, los
continuos y los denominados suaves (“smooth”en inglés).

Un sistema dinamico discreto es aquel en el que el tiempo es discreto,
T = (Z,+). En este caso a la funcién de evoluciéon & : P — P tal que
T = P(xy) = ®(x0), t € T se le llama mapeo.

Un sistema dinamico continuo es aquel en el cual el tiempo es continuo,
T = (R, +). En este caso a la funcién o regla de evoluciéon ® : P — P tal que
z(t) = ®'(x0), t € T se le llama flujo.

Por 1ltimo, un sistema dindmico suave es un sistema dinamico continuo
que varia con el tiempo de manera diferencial, es decir el flujo es
continuamente diferenciable (todas sus derivadas parciales existen y son
continuas)[29].

Tanto para el caso de mapeos como para el caso de flujos, se puede ver
facilmente que dada una condicién inicial xg, los siguientes valores quedan
totalmente determinados siempre y cuando la regla de evolucién no varie en
el tiempo. Por ejemplo, en el caso discreto,

x1 = ®(x0) = P (w0), (2.1)
w5 = ®(21) = ©(P(20)) = P*(20),

Ty =P"(xg) =PoPodPo---0P(z). (2.3)

En otras palabras, existe una tnica soluciéon para las ecuaciones de la
forma x; = ®'(z0), t € T, llamadas también ecuaciones de movimiento del
sistema [34].
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Definicién 2. Dada un funcion de evolucion ® : P — P, al conjunto de
valores definidos por una condicion inicial xo, {xo,x1,T2...2,} se le conoce
como 6rbita de xqy bajo la accion de P.

En la fisica a las 6rbitas muchas veces se les llama trayectorias debido a
su comportamiento en el espacio fase.

Al estudiar sistemas dinamicos, una de las propiedades que nos interesa
es establecer qué es un estado en equilibrio, las condiciones de su existencia
y la estabilidad local y global del mismo [2]. La idea de estados estacionarios
o estados de equilibrio de un sistema dindmico esta contenida en conceptos
como las drbitas periddicas o puntos periddicos y los puntos fijos.

Definicién 3. Sea ® : P — P una funcion de evolucion, decimos que x € P
es un punto periddico de ® o tiene una orbita periodica bajo ® si existe
t €Tt >0 tal que '(z) = .

Al menor de los valores de t que cumple lo anterios se le llama periodo
de z. Si ®(z) = z, decimos que x es un punto fijo (ademés de ser un punto
periddico de periodo 1) [26].

2.2. Sistemas cadticos y sus propiedades

Los sistemas dindmicos, ademés de poderse clasificar por el tipo de regla
de evolucion, se pueden clasificar por el tipo de dinamica que generan en
dos grandes grupos: los que de una u otra forma exhiben sélamente
comportamientos “simples”, por ejemplo estados estacionarios o periédicos
y de los cuales se puede predecir bajo cierto formalismo los estados futuros,
y los que se comportan de manera compleja y en general se estudian
empleando herramientas del tipo estadistico. Durante muchos anos se
crey6d que este segundo tipo de sistemas debia la complejidad de su
dindmica a la complejidad interna del sistema. Es decir, una dindmica
compleja implicaba un sistema intrinsecamente complejo. Actualmente se
sabe que la dindamica de estos sistemas, que se pensaban unicamente
descriptibles mediante métodos y herramientas estadisticos, se deben en su
mayoria a un fenémeno de cardcter determinista denominado caos.
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2.2.1. Comportamiento caético

Un sistema se dice tiene comportamiento cadtico o es cadtico si su
comportamiento no es regular o predecible a largo tiempo, sino aperiodico o
aparentemente aleatorio.

El comportamiento cadtico aparece cuando en el espacio fase del sistema
existe divergencia exponencial local de trayectorias cercanas acompanada
con un confinamiento global. La divergencia produce un alargamiento local
en el espacio fase y el confinamiento no permite que la dilataciéon continte
sin  plegarse. Repetidos redobles y plegamientos producen un
comportamiento muy complicado de la orbita o trayectoria, llamado
comportamiento cadtico'[34].

Segtin Devaney [12], una funcién de evolucién ® : P — P es cadtica
(genera una dindamica cadtica) si:

1. ® tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.
2. ® es topolégicamente transitiva en P.
3. Los puntos periddicos de @ son densos en P.

A continuacion se explican estos conceptos.

Sensibilidad a condiciones iniciales

Se dice que un mapeo tiene sensibilidad a las condiciones iniciales si dada
una condicién inicial x, existe al menos un punto en una vecindad cercana
que eventualmente se separa una distancia d > 0:

Definicién 4. Sea ® : P — P , P C R, se dice que el sistema dindmico tiene
sensibilidad a condiciones iniciales si 4¢ > 0 tal que Vo € P y Vo > 0,3y € P
y In € N tal que d(z,y) < 6 y d(P"(z), P"(y)) > €.

Es importante mencionar que no es necesario que todos los puntos
alrededor de x se separen, basta con que exista al menos uno que si lo haga
[20].

LA éste mecanismo se le conoce como el mecanismo strech-fold



2.2. SISTEMAS CAOTICOS Y SUS PROPIEDADES 13

Transitividad topolégica

El concepto de transitividad topoldgica refleja en general la idea de
“mezcla”’en el espacio fase. Dadas dos regiones cualesquiera en P donde
esta definida la funcién de evolucién, ® : P — P, existe un punto en la
primera zona cuya 6rbita visita, en algiin momento, la segunda [26].

Formalmente se dice que ® : P — P es topoldgicamente transitiva en
P si para cualquier pareja de subconjuntos disjuntos U,V C P no vacios,
existen u € U y n > 1 tales que ®"(u) € V. Una definicién més formal se
puede encontrar en [5].

Puntos periédicos densos

Sean J y K dos conjuntos tales que J C K. Decimos que J es denso en K
si para todo punto x € K y para toda € > 0, existe y € J tal que la distancia
de z a y es menor que €, d(x,y) < € Los puntos peridédicos de ® son densos
en P si existe un punto periédico en cualquier subconjunto abierto U C P
[34].

Por lo tanto, wun sistema cadtico posee tres ingredientes:
impredecibilidad a largo tiempo, no descomposicion y elementos de
regularidad. Es impredecible por su sensibilidad a las condiciones iniciales.
No se puede descomponer en dos subconjuntos abiertos invariantes que no
interactien mediante ® debido a la transitividad topoldgica; y posee un
elemento de “regularidad”debido a que los puntos periédicos son densos.

2.2.2. Caracterizacion de sistemas cadticos

La caracterizacion de sistemas cadticos se basa principalmente en dos
cantidades: los exponentes de Lyapunov, que son una medida de la
sensibilidad a condiciones iniciales, y la entropia KS.

Exponentes de Lyapunov

Dado que la sensibilidad a condiciones iniciales es una propiedad
necesaria (aunque no suficiente) para que un sistema dindmico sea caético,
poder medirla es de gran interés. Los exponentes de Lyapunov son una
medida del grado o razén de crecimiento de una perturbaciéon a una cierta
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condicion inicial, y por lo tanto son una medida de la sensibilidad de
trayectorias a condiciones iniciales.

Supongamos que se tiene un sistema cuya evolucion estéd gobernada por
ecuaciones de la forma %(t) = F(x(t)) donde F': P — P, P el espacio fase,
es continuamente diferenciable. Sabemos entonces que cualquier condicion
inicial xyg € P, x¢9 = x(tg) define una trayectoria v unica parametrizada por
el tiempo x; = ®*(xy).

Si en el tiempo t; perturbamos infinitesimalmente dicha condicién
inicial, x{, := xo + 0Xg, dado que la correspondencia entre condicién inicial y
trayectoria es uno a uno, se produce una nueva trayectoria 4/, la cual
después de un determinado tiempo dt puede haberse alejado o acercado de
la original (figura (2.1)).

Figura 2.1: Evolucion de la perturbacién dx en el espacio fase.

Dado que

d
7 (x4 0x) = F(x + 6x), (2.4)

0x evoluciona en el tiempo de acuerdo con:
ox = F(x + %) — x. (2.5)

Linealizando la ecuacién, encontramos que la variaciéon de dx esta definida
por:

ox = F(x+ 0x) — F(x) = g—iéx +O((6%)%), (2.6)

de manera que si la perturbacion es suficientemente pequena tenemos que

ox = D(x) - 0%, (2.7)
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donde D(x) = 9L es la matriz de estabilidad [13] o jacobiano del sistema. Si

integramos la ecuacion (3.10) obtenemos finalmente que

ox(t) [t D(x(t))dt!
—_— to . 2
5x(0) ¢ (28)

Cuando t y ty son muy cercanos,

ox(t) _ D(x(t))egt (2.9)

Un sistema dinamico tendra entonces sensibilidad a condiciones iniciales
localmente si D(z(t))y, > 0. Se dice que es localmente debido a la
suposiciéon de que dt es una cantidad pequena. El grado o razén de
crecimiento de 0x(t), cuantificado por D(x(t));, se le conoce como
exponente de Lyapunov.

Definicién 5. Sea ® € C', & : P — P. El exponente de Lyapunov para la
condicion inicial xo € RN, \(x), se define como:

ox(t) |
0x(0)

1
A(xp) = lfim lim ;ln] (2.10)

t—00 §x(0)—0

Entropia

La entropia es una propiedad que en general se refiere a la tendencia
de los sistemas a la pérdida de informacién u orden. En termodinamica se
entiende por entropia a la energia no utilizable para trabajo, al grado de
irreversiblidiad del sistema o bien como una medida de las resticciones de
un sistema. En teoria de la informacién, la entropia se refiere al grado de
incertidumbre en un conjunto de datos. En la estadistica, se refiere a una
media de variacion o diversidad definida en un distribucion de probabilidad.

La definicion de entropia en sistemas dinamicos surgié a partir de la
entropia de teoria de la informaciéon la cual fue propuesta por Shannon en
1948. Su idea era encontrar una funcion h que dado un espacio de
probabilidad (P,.A, ) nos permita medir la cantidad de informacién
agregada por el conocimiento de que un suceso o estado A € P haya
ocurrido. Es decir, encontrar una funcion o propiedad que midiera la
creacién y perdida de informacion de un sistema. Lo que Shannon
postuld es que



16 CAPITULO 2. CONCEPTOS TEORICOS

1. h es no negativa (h : [0,1] — [0,00));
2. h es cero si el suceso tiene probabilidad uno (h(1) = 0);
3. h crece cuando p(A) decrece;

4. h satisface la siguiente relacién de independencia: si A, B € P son
sucesos independientes entonces p(A N B) = pu(A)u(B), es decir, la
informacién agregada por saber que ambos A y B ocurrieron (AN B
ocurre) es igual a la suma de la informacién dada por el conocimiento
de que A y B han ocurrido.

Se puede probar [8] que hay una unica funcién que satisface todas esas
condiciones es:

h(u(A)) = —klog u(A) k > 0. (2.11)
Por lo tanto, dada una variable aleatoria X con valores posibles x1, xs, ..., 2,
cada uno con probabilidad pq,ps,...,p, la incertidumbre asociada con el

evento X = x;, es decir la informacién que se transmite de saber que X ha
tomado el valor x;, se define como h(p;) = log(p;).

La entropia o informaciéon media de una varible se puede entonces
determinar a partir de la informacién del conjunto de valores que puede
adoptar dicha variable.

Definicién 6. (Entropia de Shannon)

d 1
Hg:=Y piln(—) (2.12)
i=1 pi
donde p; 1 = 1,...,r son las probabilidades de los r posibles resultados.

En 1958, basado en las ideas de Shannon, A.N. Kolmogorov y Ya.G.
Sinai desarrollaron su version del concepto de entropia para sistemas
dindmicos, llamada Entropia Métrica o Entropia de Kolmogorov—Sinai
(Entropia KS). En este caso, la creaciéon de informacién se refiere a la
capacidad de determinar estados anteriores y la pérdida de informacion se
refiere a la incapacidad de predecir estados futuros. Un aumento en la
entropia del sistema implica que hay mayor pérdida y creacion de
informacion.

Dado que es muy complicado calcular la entropia KS a partir de la
definicién formal, en general se calcula de forma indirecta teniendo en
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cuenta el Teorema de Pesin [22], el cual relaciona la complejidad dindmica
con la sensibilidad a las condiciones iniciales:

Teorema 2.2.1. (Teorema de Pesin)

hgs = Y A (2.13)

:A; >0
donde los \; son los exponentes de Lyapunov positivos del sistema.

Es decir, la poca predecibilidad que impone la sensibilidad a las
condiciones iniciales tiene como consecuencia la pérdida de informacién a
medida que pasa el tiempo; de tal forma que la suma de los exponentes de
Lyapunov positivos es una medida de la taza de pérdida de informacién del
sistema por unidad de tiempo.

Un mapeo @ : P — P se dice cadtico, en el sentido de exhibir aleatoriedad
dindmica, si hxg > 0 [34].

Actualmente la entropia en la fisica es una medida de la complejidad de
los sistemas, ya que mientras mas complejo es un sistema, mas complicado
es extraer informacién del mismo.

2.2.3. Ergodicidad

La ergodicidad se refiere a la propiedad de ciertos sistemas de
eventualmente pasar suficientemente cerca de todos sus posibles estados al
evolucionar en el tiempo. Cuando esto sucede, promediar sobre una
trayectoria en el espacio fase, es decir, obtener un promedio temporal, es
equivalente a sacar un promedio sobre puntos respecto a una medida (u) en
el espacio fase (promedio espaciales).

El concepto de ergodicidad fue propuesto por Boltzmann a finales del
siglo XIX para explicar la relaciéon entre la termodinamica y la mecanica
clasica, particularmente el surgimiento de la irreversibilidad de los procesos
(37].

Hipotesis Ergodica de Boltzmann: Para grandes sistemas de
particulas interactuando las medidas temporales son iguales a las espaciales.

De manera mas formal, la hipdtesis ergddica establece que dado un
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observable? f, si T — oo, entonces:

%;f@)t(z)) — /Pf(:p)du(x), (2.14)

donde 1 es la medida de equilibrio en P, y ®f(x) la evolucién de un punto
en P. Es decir el promedio temporal de f tiende al promedio en el espacio

fase de f.

En 1929 Von Neumann probd el primer teorema ergodico.
Teorema 2.2.2. (Teorema Ergddico) Sea f : P — R, f € Ly y T — o0
entonces

72 f(@'(@) = flz) (2.15)

donde la convergencia es en el sentido Lo y a f(x) se le conoce como la
funcion limite o la media de Birkhoff y es tal que la integral de la funcion
limite sobre todo el espacio fase es igual que la integral del observable sobre
todo el espacio fase.

En 1931 Birkhoff y Khinchin probaron la misma férmula pero con
convergencia para casi toda z en el sentido de la medida p [27].

Teorema 2.2.3. (Birkhoff) Sea f: P — R un observable, entonces:

f(x) == lim — / F(®(z (2.16)

T—oo T
eziste para casi toda x € P.

Un sistema dindmico (T, (P, A, i), ®) es ergddico si para toda funcion
razonablemente regular en el sentido de p ( [ dul|f(z)] < co) se satisface que

1
711’m T / f(®'(x))dt es constante para casi todo punto (c.t.p) = € P [5, 37].

La formulacion de ergodicidad de Birkhoff nos permite concluir que las
medidas temporales de las propiedades no dependen de x.

flx) = (f) = /Pf(x)d,u para c.t.p = (2.17)

1 la medida de probabilidad sobre el espaci fase.

2Es decir f : P — R es una funcién bien comportada (i.e continua o continua por
pedazos) y medible en casi todo z € P
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Definicién 7. Sea (P, A, pn) un espacio de probabilidad y ® : P — P una
transformacion que preserva la medida se dice que ® es ergédica si para
cualquier A€ A u(A) =00 pu(A) =1

Las pruebas de si ciertos sistemas mecanicos son o no ergodicos, como el
caso de los billares, surgieron hasta mediados del siglo XX. Dichas pruebas
fueron inspiradas basicamente en la teoria de sistemas dinamicos con las
ideas de Hedlund y Hopf en 1938 sobre el comportamiento hiperbdlico de los
sistemas dinamicos, es decir la existencia de direcciones estables e inestables
en el espacio fase, lo cual hace que trayectorias inicialmente muy cercanas se
separen en el futuro o en el pasado.

En 1963, basado en los progresos de Hedlund y Hopf asi como en la
observacion de N.S.Krylov de la sensibilidad a condiciones iniciales de
sistemas de esferas duras, Ya.Sinai reformulé la Hipdtesis Ergddica de
Boltzmann para el caso de sistemas de esferas duras [39].

Conjetura de Sinai. Para todo N > 2 y en dimensién 2 o 3, el sistema
mecanico de N-esferas duras con condiciones de borde periddicas es un
sistema métricamente transitivo, i.e. la medida de Liouville en la
hipersuperficie de energia constante es ergddica.

Lo interesante de esta hipdtesis es que no asume que N tiene que ser muy
grande, de hecho conjetura la ergodicidad para cualquier N > 2.

Si bien los resultados numéricos y la fisica sugerian que la conjetura es
cierta, la demostracién de la misma es una tarea bastante complicada. El
primer avance al respecto se logré en 1970 cuando Ya.G.Sinai logré demostrar
que el sistema de dos esferas duras moviéndose en el toro T2 es ergédico [43].

En 1987 N.Chernov y Ya.G.Sinai lograron demostrar la conjetura de Sinai
para un sistema de dos esferas duras en cualquier dimensién d > 2 o d-toro
[44].

Lograr demostrar la propiedad de ergodicidad para mas de 2 discos ha sido
muy complicado ya que en el caso dos esferas duras la dinamica es dispersiva,
mientras que para N > 2 la dindmica es lo que se denomina semi-dispersiva.
Entre 1990 y 1992 Kramli, Simanyi y Szasz demostraron la conjetura para
tres y cuatro esferas duras [24][25].

Teorema de Simanyi y Szasz La hipdtesis de Sinai es cierta para
toda dimensién y todo nimero de esferas. De hecho, el sistema mecanico de
N-esferas duras en dimensién d, con condiciones de borde periddicas, es un
sistema hiperbélico para todo N, D > 2.

Actualmente sigue habiendo muchos trabajos intentado demostrar la
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Conjetura de Boltzmann—Sinai.

Sistemas ergddicos y exponentes de Lyapunov

Algo interesante en los sistemas ergodicos es que los exponentes de
Lyapunov ya no dependen de la condicién inicial, como en la definicién (5),
debido a que cualquier condiciéon inicial se puede ver como un
desplazamiento temporal de cualquier otra condicion inicial. Los exponentes
de Lyapunov se convierten entonces en cantidades que caracterizan
globalmente al sistema.

De manera mas formal, de acuerdo con la definicion 5, los exponentes de
Lyapunov son una especie de promedio temporal de la razén de crecimiento
de la perturbacion. Si el sistema es ergddico, sabemos que los promedios
temporales son iguales a los promedios espaciales, de manera que podemos
redefinir los exponentes de Lyapunov para sistemas ergdédicos como un
promedio en el sentido de Birkhoff.

Definicién 8. Sea ® : P — P ergodico, t € T y x € P. Entonces
1
Azo) = th n In(®"(x0)) = / dpln |®(x)| = (In(P)) = A para c.t.p xo.

Definicién 9. (Caos en el sentido Lyapunov)
Un mapeo ergédico ® : P — P se dice que es L-cadtico en P si A >0 [22].

Espectro de Lyapunov

De acuerdo con la definicién 7, si un sistema es ergddico entonces los
exponentes de Lyapunov no dependen de la condicion inicial, dependen
unicamente de la direccion de la perturbacion que se les aplique.

Como cualquier perturbacién a puntos x € P se puede expresar como
combinacion  lineal de n  vectores linealmente independientes
ol'y,61,...,0I, € P, C R", donde P, es el espacio tangente a P, resulta
que existen unicamente n exponentes de Lyapunov, asociados a los vectores
linealmente independientes, llamadas también vectores de Lyapunov. Al
conjunto de exponentes de Lyapunov se le conoce como el espectro de
Lyapunov del sistema.
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2.3. Mecanica estadistica

Dado que en ésta tesis se emplean herramientas de la mecanica estadistica;
es importante introducir algunas ideas y conceptos basicos de la misma.

La mecanica estadistica trata de cuantificar grandes ensambles de
sistemas como las moléculas en un gas, los atomos en un cristal, fotones en
un haz de laser, estrellas en la galaxia o gente en un grupo social. El
principal objetivo de esta rama de la fisica es entender el comportamiento
del ensamble como un todo a partir del comportamiento individual de sus
componentes, el cual no necesariamente es simplemente una superposicion
de comportamientos, ya que en general el comportamiento de cada
elemento es modificado por la presencia de los demas elementos, de manera
que el comportamiento colectivo puede ser cualitativamente distinto.

Como se menciond en la seccién anterior, el espacio fase es el espacio de
todos los posibles estados del sistema. En el caso de sistemas mecanicos, como
lo es un fluido de esferas duras, es el espacio de todas las posibles posiciones
(coordenadas generalizada) y velocidades (momentos generalizados).

De manera mas formal, el espacio fase P es un espacio 2kN-dimensional
donde k es el nimero de subsistemas idénticos que conforman el sistema (por
ejemplo el nimero de discos o esferas duras) y N los grados de libertad de
cada uno. En este espacio cualquier estado del sistema se puede representar
como un punto I' = I'(q, p) donde g = (q1, 492, --,4x) Y P = (P1,P2; - - - , Pk)
contienen toda la informacién del sistema yqe que q; y p; representan la
posicion y el momento del i-ésimo disco.

En general, dado un sistema fisico, nos interesa medir cantidades
macroscépicas u observables (F') del mismo, como la temperatura y la
presion. Dado que los observables tienen un valor definido para cada estado
del sistema, es razonable suponer que si el sistema evoluciona en el tiempo
de manera que I' = T'(q, p, t), entonces cualquier observable que midamos
sera en realidad el promedio de una funcién mecanica f, que caracteriza la
dindamica microscépica del sistema, a lo largo intervalo del tiempo:

! / f(T(a,p, 1)), (2.18)

tobs

F = f(I(q,p,t) = lim

donde la evolucién de f depende de la evolucién de I'(q, p, ):

N

. af . of .

fla,p,t) = =4 + =D (2.19)
; 0¢; Op;
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Como la evolucién de I'(q,p,t) estd determinada por las ecuaciones
hamiltonianas,

OH oM

(1) = Cpi(t) = — . 2.20
) = 5o () =~ 5 (220)
donde H, el hamiltoniano del sistema, esta dado por:
N p?
=y L +V . 2.21
H(q7 p) o m + (Qh q2, 9 qN) ( )

donde V es el potencial de interaccién del sistema, la funcién f
evolucionara de acuerdo con:

N
, Of OH  Of OH
_ B _ 2.22
f(q7 b, t) ZZ:; aQi 8pi api (9%‘ ( )

Al lado derecho de la ecuacién (2.22) se le conoce como el paréntesis de
Poisson y se denota como [f, H].
Por lo tanto,

f=1fH. (2.23)

Debido a la complejidad que puede tener la evolucion temporal de f, es
decir las trayectorias en el espacio fase, en 1902 Gibbs propuso sustituir
este promedio temporal por un promedio en ensambles, también llamado
“conjunto representativo”’en espaniol, del sistema, donde por ensamble se
entiende una coleccién de puntos en el espacio fase pesados por una funcién
de probabilidad p(I') = p(q,p), es decir un conjunto de sistemas
independientes pesados por una funcién de probabilidad.

Una de las ventajas de esta vision es que la evolucién temporal de
I'(q,p,t) y por lo tanto de todos los observables se puede transferir a la
funcién de probabilidad p, de manera que para calcular los observables en
cualquier instante de tiempo no es necesario resolver la ecuacién (2.22) para
cada f, sino basta con determinar la evolucién temporal de p, la cual
satisface la Ecuacion de Liouville [4][9)].

Los observables se pueden calcular simplemente como:

F*=<f>=:]£f(%zﬁpﬁbp,ﬂdqdp (2.24)

Es decir hay una transferencia temporal de la funcién mecéanica f a la funcién
de probabilidad p [42].
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2.3.1. Ensambles

Como se vio anteriormente, los calculos de la mecédnica estadistica se
basan en el uso de promedios y los promedios dependen completamente de
la funcién de probabilidad p y su evolucién, la cual se determina por las
caracteristicas del sistema. Por ejemplo, si un sistema sélamente puede existir
con una determinada energia, entonces lo primero que debe satisfacer p es
que:

(2.25)

_ JOsiH#E,
P=V1siH=E.

Es decir, p depende de las constricciones del sistema.

Dado que un ensamble se define como el conjunto de todos los posibles
estados del sistema junto con una funcién de probabilidad asociada a cada
estado, cada funcion de probabilidad define un ensamble distinto. Hay una
gran variedad de ensambles, pero los mas importantes son los llamados
ensamble canonico y ensamble microcandnico.

Ensamble canonico

El ensamble candnico respresenta sistemas que intercambian calor con
un bano térmico en los cuales el volumen y el nimero de particulas son
constantes. Para este ensamble, la funcién de probabilidad esta dada por:

p(E:) = pi = Ce PP, (2.26)

donde i es el estado del sistema, C un constante y § = 1/KgT , Kgp la
constante de Boltzmann y T la temperatura.

Cémo el sistema no esta aislado, la energia fluctia, pero esté en equilibrio
para cada temperatura: (E) = U, donde U es la energia interna del sistema.

Ensamble microcandnico

El ensemble microcanénico representa sistemas aislados que han llegado
al equilibrio. La energia, el volumen y el nimero de particulas estan fijos. La
funcion de probabilidad p es uniforme en todo el espacio fase.

Dado que el hamiltoniano representa la energia total del sistema, el
ensamble microcandnico define una hipersuperficie P € P de dimension
d—1, d la dimension de P
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Pg ={x=(q,p) : H(q,p) = E}

dentro de la cual estd la trayectoria solucién de las ecuaciones [18].

Una de las propiedades mas importantes del ensamble microcanénico es
el principio de equiprobabilidad, el cual establece que dado un sistema aislado
en equilibrio, el sistema tiene la misma probabilidad de estar en cualquiera
de los microestados accesibles.

Ensamble de dinamica molecular

El ensamble de dinamica molecular es un caso particular del ensamble
microcanénico en el cual ademés se conserva el momento lineal. En éste
caso, la funcién de probabilidad también es constante.

Este ensamble es importante en esta tesis ya que al tener un sistema con
condiciones de frontera periddicas las tinicas colisiones son entre los discos y
por lo tanto el momento lineal total del sistema se conserva.

2.4. Difusion

La difusion es uno de los procesos fundamentales mediante los cuales se
mueve la materia. Por ello es importante en muchas disciplinas como la
biologia, medicina, quimica, fisica, etc., y de hecho en casi cualquier aspecto
de nuestra vida.

Se le llama difusion al proceso macroscopico de transporte de materia
en un sistema, consecuencia del movimiento pasivo individual de atomos,
moléculas y particulas que tiende a llevar a los sistemas fuera de equilibrio
al equilibrio mediante un proceso en el cual los gradientes de concentracién
son suavizados.

2.4.1. Descripcién macroscopica

Desde el punto de vista macroscopico, la difusiéon se puede explicar
mediante leyes fenomenoldgicas conocidas como Leyes de Fick, que son
ecuaciones diferenciales que describen la variacién de la distribucién de la
densidad de particulas tanto temporal como espacialmente [3].
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Leyes de Fick

La primera Ley de Fick esta relacionada con la tendencia de los sistemas
a suavizar gradientes de concentracion de particulas.

on(x,t)
ox
donde j(x,t) denota el flujo de particulas pasando por una superficie
perpendicular a la direccién de flujo y n(x,t) es la concentraciéon de
particulas en el punto x al tiempo t. Es decir, el flujo de particulas que
atraviesa una superficie es directamente proporcional al gradiente de
concentracion.
Por otro lado, la segunda ley de Fick esta relacionada con la conservacion
de particulas. Tomando la hipdtesis de conservacién, obtenemos que:
on  0j
— 4 = =
ot 0x
Usando esta ultima ecuaciéon junto con la primera Ley de Fick obtenemos la
segunda Ley de Fick, también conocida como ecuacién de difusiéon:

i(x,t):=-D (2.27)

0 (2.28)

on 0

ot ox2

En las matematicas a los procesos regidos por esta ecuacion se les conoce

como procesos de Wiener, y en la fisica se les conoce como movimientos
brownianos.

(2.29)

2.4.2. Descripcion microscopica

En la escala del tamano de las particulas, que es el que nos interesa en
este trabajo, hay dos aproximaciones para entender el proceso de difusién. La
primera es considerar que las moléculas o particulas del fluido se mueven por
la accién de una fuerza cuyo origen es el gradiente del potencial quimico. La
segunda aproximacion, formulada por Einstein en 1912, consiste en sustituir
la fuerza como gradiente del potencial quimico por una fuerza estocastica
resultante de los choques entre particulas.

El movimiento de las particulas se describe entonces mediante caminatas
aleatorias, es decir el movimiento de las particulas depende tinicamente del
paso o movimiento en el instante previo y de una variable aleatoria,

x(n) =x(n—1) %4, (2.30)
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de manera que cada paso en el movimiento de las particulas es
estadisticamente independiente del resto. No hay correlaciéon o memoria de
las particulas.

] ] 1 | ] ] ]
%2 B0 152 3

Figura 2.2: Caminata aleatoria de una particula en el tiempo.

Dado que la direccién y tamano de cada desplazamiento es aleatoria, el
valor medio de cada desplazamiento es cero, (§) = 0 (figura (2.4.2)), y por
lo tanto el desplazamiento medio de las particulas, también se anula (z) =0
(figura (2.4.2)).

Prx)

X

Figura 2.3: Distribucion de la probabilidad del desplazamiento de una
particula que se mueve de acuerdo con una caminata aleatoria.

Para analizar la difusion de las particulas, se debe entonces recurrir a
la raiz del desplazamiento cuadratico medio, ya que es una cantidad que
podemos asegurar es siempre positiva y nos da una medida de que tanto se
alejan las particulas de su origen. El desplazamiento cuadratico estda dado
por

23(n) = 2%(n — 1) £ 20z(n — 1) + 6%, (2.31)

de manera que el desplazamiento cuadratico promedio para N particulas
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esté definido por:
| X
:NE (@7 (n— 1) £ 6z5(n — 1) + 6%), (2.32)

de donde, dado que el segundo término del lado derecho se anula ya que
(0) = 0, obtenemos que:

(%(n)) = (2%(n — 1)) + (6?). (2.33)

Analizando la ecuacién anterior, podemos notar que entonces
(x%(n)) = n(4?). Si llamamos 7 al tiempo promedio que toma cada paso
entonces después de un tiempo t = n7, tenemos

(0%)

(a?) =

Dado que tanto 6 como 7 son constantes, podemos agruparlas en una sola
constante D = @. Si sustituimos la expresién anterior en la ecuacion
(2.34) obtenemos finalmente que el coeficiente de difusion D es
directamente proporcional al promedio del desplazamiento cuadratico

medio e inversamente proporcional al tiempo.

t. (2.34)

D=1 (2.35)

2.4.3. Difusion determinista

Cuando en un sistema dinamico se ecuentra que el coeficiente de difusion
definido con la ecuacién de Einstein (2.35) es positivo, D > 0, dado que los
sistemas dindmicos son deterministas, se dice que el sistema tiene difusion
determinista.

La difusién determinista es una propiedad interesante a estudiar en
procesos fuera de equilibrio en mecanica estadistica, ya que nos permite
entender la relacién entre la dinamica microscépica determinista y la
descripcion al parecer aleatoria macroscopica que el sistema descrito exhibe,
por ejemplo la relacion entre los exponentes de Lyapunov,la entropia
Kolmogorov—Sinai y los coeficientes de transporte macroscépicos.[31]

De manera mds formal, de acuerdo con [38] se dice que un sistema tiene
difusién determinista si:
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1. el desplazamiento cuadratico medio crece asintoticamente lineal con el

1
tiempo, es decir si 2D = th'm ;(Am2> existe;
—00

2. la distribucién de la posicién o desplazamiento, escalada por v/t para
que sea acotada, converge a una distribucién Gaussiana, es decir el
teorema del limite central se cumple.

3. Todo el proceso apropiadamente escalado, converge a un proceso de
Wiener.

2.4.4. Relaciones Green—Kubo

Los coeficientes de transporte, como los de difusién, viscosidad y
conductividad térmica, se pueden expresar como integrales en el tiempo de
una funcion de correlacion apropiada. A esta formulacion se conoce como
las relaciones de Green Kubo, y su importancia radica en que permiten
calcular los coeficientes de transporte que describen la relajacién o
disipacion de un fluido a un perturbacion en términos de las funciones de
correlacién, que describen las fluctuaciones de un fluido en equilibrio.

Funciones de correlacion

El concepto de funciones de correlacién es tal vez el concepto mas
importante introducido por la fisica estadistica moderna, ya que casi toda
propiedad fisica se puede expresar en términos de ellas.

Una funciéon de correlacion es una funcién de variables aleatorias
microscopicas en dos puntos diferentes en el espacio o tiempo. Es decir, es
el promedio sobre un ensamble del producto de dos o més variables.

st = | (Alq,p.7) - Bla,p,7)dr (2.36)

donde A, B son dos observables (variables aleatorias) cualesquiera [13].

Estas funciones sirven para entender la relacién temporal o espacial de
una variable consigo misma (autocorrelacién) o con otras (correlacién): si A
y B no tienen ninguna relaciéon y ambas pueden tomar valores positivos y
negativos entonces el promedio serd cero. Si A y B estan relacionadas de
manera que un valor de A implica un valor B, entonces C4p # 0.
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Se puede probar [6] que en sistemas que no estan sujetos a condiciones
externas, por ejemplo los sistemas hamiltonianos, las funciones de
correlacién dependen tnicamente de la diferencia de tiempos y no de los
tiempos absolutos:

(A(T)A(T +t)) = (A(0)A(t)), VT (2.37)

y ademas que
(A(0)A[®)) = (A(0)A(=t)), (2.38)

Deduccién de relacion Green—Kubo para el coeficiente de difusion

Aunque el desplazamiento cuadratico medio y la funcién de
autocorrelacion de velocidad (C,) parecen ser funciones que distan mucho
una de la otra, ambas funciones describen el movimiento de una particula
en el tiempo y por tanto deben estar relacionadas de alguna manera.

El desplazamiento r(t) = x(t) — x(0) de una particula con velocidad v(t)
se puede expresar como

r(t) = x(t) —x(0) = /0 dt'v(t), (2.39)

lo cual implica que

(r?) = /0 at /0 dt" (v () - v(t")), (2.40)

donde (-) denota un promedio sobre condiciones iniciales.

Dado que en sistemas hamiltonianos existe invarianza temporal y por lo
tanto (v(t')-v(t")) = (v(t'—1t")-v(0)), resulta una buena sugerencia cambiar
el area de integracion de tal forma que una de las variables de integracion
sea t' —t". Sea 7 =t — t”, entonces

(r?) — /0 v /t " e tv(r) - v(O), (2.41)

Ahora bien, si intercambiamos el orden de las integrales, dado que el area de
integracion ahora es un paralelogramo, obtenemos que

(r?) =/0<v(7)-v(O))dT/0t+Tdt’+/0t<v(T)-v(O))dT/Ttdt’. (2.42)

—t
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Si intercambiamos en la primera integral 7 por —7 y hacemos uso del hecho
que que (v(7) - v(0)) = (v(—7) - v(0)) obtenemos finalmente que:

(r*) = 2/0 Co(T)(t — 7)dT (2.43)

Para entender la integral anterior hay que analizar dos casos: cuando
t < t.y cuando t > t. donde t. es el tiempo de correlacion.
Si separamos la integral en dos partes,

() = 2 /0 CarCy(r) — 2 /0 CarCy (), (2.44)

entonces en el primer caso, dado que t es muy pequeno el primer término del
lado derecho es despreciable, por lo cual la ecuacién (2.43) se reduce a

(r*)y = 20,(0)(t*/2) = (v)*t*. (2.45)

Es decir la particula se mueve libre (régimen balistico). En el segundo caso,
si t > t., entonces el primer término es dominante de manera que podemos
ignorar el otro término [9] y obtener entonces que:

! (2.46)

Es decir el desplazamiento cuadratico medio de la particula es proporcional
al tiempo. Comparando con la ecuacién de Einstein (2.35), si tenemos un
sistema en d dimensiones como (r?) = d(z?) entonces:
o0
0

D= é/ﬂw Cu(r) = %z/ (v(t) - v(0))dt. (2.47)



Capitulo 3

Modelos

Los modelos se estudian porque sugieren cémo funciona el mundo real.
En el mejor de los casos, cada modelo es una idealizacién cuyo propdsito
es capturar algunas propiedades de los procesos fisicos de un determinado
sistema. En este capitulo se plantean dos modelos muy imporantes en la
fisica estadistica, el fluido de esferas duras y los billares. El primero es un
modelo de las interacciones entre las particulas o moléculas que componen
un fluido y el segundo es un modelo del fluido de esferas duras como sistema
dinamico.

3.1. Fluido de esferas duras

A nivel microscépico, tal vez la manera mas facil de visualizar un fluido
es como una colecciéon de atomos o moléculas idénticas que se mueven en
el espacio y colisionan entre si. Un fluido de esferas duras es un modelo
matematico que formaliza esta idea. Las moléculas que componen al fluido
son representadas por una coleccion de particulas esféricas que se mueven en
lineas rectas, sin rotacién, y cuyas interacciones por pares estan regidas por
un potencial V(q;, q;) que considera tnicamente fuerzas repulsivas de corto
alcance.

0si|a; —aq;| >m+7;

Vi(ai,q;) = (3.1)

oo si|q; —q;| <74y

Es decir las esferas son impenetrables. Si en el sistema se conserva la energia,
es decir el sistema es hamiltoniano, entonces la dinamica del mismo se puede
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conocer mediante la resolucién de las ecuaciones hamiltonianas (2.20), donde
en el caso de un fluido de esferas duras el hamiltoniano esta dado por:

N 21 N N
i=0 J=0 i#j
donde N el ntimero de particulas en el fluido, m; = ... = m; = m la masa

de cada particula y V(q;, q;) esta definido segin la ecuacién (3.1).

Es decir, para un fluido de N esferas duras moviéndose en un espacio de
dimension k, se tienen en total 2kN ecuaciones diferenciales de primer orden
acopladas.

3.2. Billares

Nos interesa entender que es un billar ya que son modelos que nos
ayudan a comprender la dindmica de un fluido de esféras duras al haber un
isomorfismo entre ambos sistemas.

Un billar es un sistema en el cual una particula se mueve libremente y
sin aceleracién en una determinada region y que al llegar a las fronteras de
la region colisiona y se refleja especularmente.

De manera mas formal, la particula del billar se mueve dentro de una
regién @@ C R™ cuya frontera 0Q C R™! es la unién de un niimero finito de
curvas 0Q);. La dinamica de la particula entre las colisiones esta regida por
las ecuaciones hamiltonianas:

q; =pi, pi =0, (3.3)

y en las colisiones con las fronteras se refleja elasticamente de acuerdo con la
ecuacion:

vy =v_ —2(v_,n(q))n(q), (3.4)

donde v_ es la velocidad antes de la colisién, v, la velocidad después de la
colisién,n(q) es la normal a la frontera en el punto q € 9Q y (,) denota el
producto escalar entre los vectores.

Observaciones:

1. Como (v,n)n es invariante ante el cambio de signo de n, no importa
la eleccién de n.



3.3. BILLARES COMO MODELOS DE FLUIDOS 33

2. La dindmica no estda bien definida en los vértices de 0Q), ya que
ahi puede haber mas de un vector normal. Sin embargo, para lo que
se quiere en este trabajo, no es de gran importancia ya que este
conjunto de singularidades es de medida cero.

3. Estas ecuaciones preservan la norma de v, que es andlogo a decir que
se conserva la energia en el sistema. Por lo tanto podemos fijar |v| = 1.

Dado que las ecuaciones hamiltonianas son ecuaciones diferenciales de
primer orden donde para cada punto x € () existe una soluciéon tnica bien
definida para todo t € R, un billar es un sistema dinamico continuo cuyo
flujo f4(x), f: Q — Q, esta definido por las ecuaciones hamiltonianas, junto
con las reglas de colision.

Como la velocidad dentro de () es constante, la dindamica del billar se
puede caracterizar por completo mediante las colisiones de la particula en
0Q). Es decir, el flujo del billar se puede estudiar reduciéndolo a un mapeo
T : P — P, P C R"! construyendo una seccién transversal, llamada
también seccién de Poincaré [34].

En los billares una seccion natural es una transversal al flujo,
P ={(q,p) € R" : q € 9Q,(v,n(q)) > 0} , ya que cualquier trayectoria
cruza dicha superficie.

3.3. Billares como modelos de fluidos

Si bien no es evidente la relaciéon entre un billar y un fluido de esferas
duras, se puede demostrar que la dindamica de cualquier fluido de esferas
duras es isomorfa a un billar de altas dimensiones [27].

Teorema 3.3.1. Cualquier fluido de N discos duros en R"™ es equivalente a
un billar.

Demostracion:

Supongamos que tenemos N discos duros de masa m y radio r moviéndose
y colisionando entre si en una caja periddica Q) € R™.

Sea q; € Q C R y v; € R" la posicion y velocidad del i-ésimo disco
respectivamente. Sabemos entonces que si conocemos la dindmica de I' =
(q1,---,9n,V1,...,Vy) en P = @ x R", dado que I' tiene la informacion
completa del sistema mecanico en cada instante, conoceremos entonces la
evolucién de las variables de estado del fluido de esferas duras.
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Por lo tanto estudiar la dinamica de I' en P es lo mismo que estudiar
la evolucion del sistema mecanico, i.e. la dindmica del sistema mecéanico es
isomorfa a la dinamica de I', la cual esta descrita por rectas en P.

Dado que en el sistema mecénico los discos no pueden ocupar el mismo
espacio y las colisiones son por pares, si denotamos por ¢}, q?,...,q" las
coordenadas del i-ésimo disco, resulta que no puede ocurrir que:

@ =)+ (@ —¢)P+.. () —q) <2r (3.5)
donde i,5 =1,...N.

Dicha restriccién tiene como consecuencia en P que I' no puede estar
dentro de regiones cilindricas C;;. De manera que si la trayectoria de I" al
evolucionar en el tiempo llega a la frontera de estos cilindros colisionara y
posteriormente se alejara de ella. Por lo tanto, la dindmica de un fluido de
discos duros es equivalente a la dinamica en de I' en P colisionando con los
cilindros Cj;.

Para ver que el sistema mecanico fuera isomorfo a un billar en altas
dimensiones, especificamente un billar de dimension 2Nd donde d es la
dimension de () faltaria inicamente demostrar que dichas colisiones con las
fronteras de los cilindros son elasticas. Dicha demostracién se puede
encontrar en el capitulo 3 de la referencia [9] .



Capitulo 4

Simulaciones numeéricas

El sistema que se modela y simula es un sistema de tres discos moviéndose
en una caja con condiciones de frontera periédicas y en algunos casos con
condiciones de frontera cerradas.

El trabajo de simulaciéon numérica se puede dividir en dos partes:

= La implementacion del sistema, es decir la creacion de los discos y la
frontera y la especificacion de las interacciones entre ellos.

= La implementacién de funciones que a partir del conocimiento
periédico de las posiciones y velocidades de los discos permiten
obtener cantidades como el desplazamiento cuadratico medio, el
coeficiente de difusion y los exponentes de Lyapunov.

4.1. Implementaciéon de la dinamica del
sistema

Se implementaron dos sistemas. El primero fue una caja con fronteras
cerradas y N discos colisionando elasticamente dentro de ella y el segundo
una caja con condiciones periédicas y N discos colisionando dentro de ella.
La implementacion de la dindmica en ambos casos esta basada en la
actualizacién de las variables de estado de los discos cada vez que ocurre un
evento, donde por evento se entienden las colisiones entre los discos o de los
discos con la frontera, sin importar si es periédica o cerrada. Es decir, la
dindmica funciona bajo un algoritmo llevado por eventos (event driven
algorithm)[35].

35
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Este tipo de algoritmo consta de dos pasos fundamentales que se repiten
constantemente:

= encontrar el tiempo del evento;

= actualizar las variables de estado hasta el tiempo del evento.

4.1.1. Calculo del tiempo del evento.

El tiempo del evento, se define como el tiempo minimo necesario para que
ocurra una colisiéon entre discos o de los discos con la frontera.

Para determinar dicho tiempo, se deben calcular todos los posibles
tiempos de colision en el sistema y encontrar el minimo.

Tiempos de colisién con la frontera

Dado que los discos se mueven en lineas rectas, los tiempos de colisién
de los diferentes discos con las componentes de la frontera se pueden
determinar como los escalares para los cuales hay una interseccion entre las
trayectorias de los discos y la i-ésima componente de la frontera, donde la
forma de determinar la interseccién dependera de la geometria de la
componente de la frontera. En el caso del sistema que se estudia en esta
tesis, la frontera estd compuesta unicamente por lineas rectas, de manera
que soélo se expondra el calculo para este caso.

Colisiones con componentes de la frontera tipo recta

La interseccion entre la trayectoria de un disco y una recta
sucederd siempre y cuando exista x € RY, tal que:

n-(x—xg) =0, (4.1)
X = Xg + Vi,
donde xq es un punto en la recta, n el vector normal a la recta, x la posicion
del disco y v la velocidad del disco.

Por lo tanto, el tiempo que debe transcurrir para que haya un interseccion
entre un disco y una recta es

t=—" 0 (4.3)
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Como dos rectas cualesquiera eventualmente se intersectan a menos que sean
paralelas, cada disco tendra tantos tiempos de colision como componentes
tenga la frontera. Algunos de esos tiempos seran negativos y no nos interesan
y los restantes se pueden ordenar de mayor a menor. El tiempo de interseccion
del i-ésimo disco con la frontera (t;) se encuentra entonces como el minimo
de los tiempos positivos de colision con las componentes de la frontera.

tip = min{tiy, tia, ..., tins }, (4.4)

donde M es el nimero de componentes de la frontera. Por ejemplo, para
una frontera compuesta por cuatro rectas formando una caja, existen cuatro
tiempos de interseccién, un por cada lado. En la figura (4.1) los tiempos t1 y t2
son negativos y por lo tanto no nos interesan y los tiempo positivos cumplen
que t4 > t3 Por lo tanto el tiempo de colision del disco con al frontera de la
caja es t;y = t3.

Figura 4.1: Intersecciones posibles de un disco con las rectas que componen
la frontera del sistema.

Tiempos de colisién entre discos

Los tiempos de colisién entre discos se determinan encontrando los
tiempos para los cuales las trayectorias de dos discos se encuentran a una
distancia d(z;,x;) = r; + r; donde 7; y r; son los radios de los discos i y j
respectivamente y x; y x; las posiciones. Es decir, se cumple que
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Elevando ambos lados al cuadrado y despejando el tiempo obtenemos que:

(Axq - Av) £ /(Axg - Av)2 — 4(AvV)2(AxZ — (r; + 1))
Av?
donde Axy = xp; —Xo; Yy AV =V; — V;
Si se tienen N discos, entonces cada disco tendrd N —1 tiempos de colisién

con los demas discos. Por lo tanto el tiempo de colision del i-ésimo disco con
los demas discos se definira como el minimo

tid = min{til, tig, . 7tiN}- (47)

Finalmente el tiempo del evento se define como el minimo de los tiempos
de colisién con los discos y las fronteras de todos los discos del sistema:

t= —

(4.6)

te = min{tld, tgd, ce atNd; tlf, tgf, . ,th}. (48)

4.1.2. Actualizacion de las variables de estado.

La actualizacion de las variables de estado consiste primero en la
actualizacién de las posiciones de todos los discos al tiempo del evento (t.),
de acuerdo con

X; = X; + Vite, i:1,2,. . .,N, (49)

y segundo en la actualizaciéon de la velocidad o posicién (dependiendo del
tipo de evento) de las particulas involucradas en la colisién o evento.

Modificacién de la velocidad debido a eventos con la frontera

Si suponemos que la frontera esta compuesta por obstaculos fijos,
entonces al colisionar un disco con la frontera, éste se
reflejara elasticamente. La energia total del sistema se conserva pero no el
momento total.

Dado que en dichas colisiones podemos suponer que los discos son
objetos puntuales, es decir podemos despreciar su radio debido a que
modificaciones en el radio de los discos generan exactamente la misma
dindmica que modificaciones en el tamano de los obstaculos, al colisionar
un disco con un obstaculo fijo no interviene la curvatura del mismo.

De manera que si denotamos por VZ(*) la velocidad del disco antes de la

colision y por V§+) la velocidad del disco después de la colision, entonces

vi? =i —2(vi7 f(q))h(q). (4.10)
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Es decir, la nueva direccion del disco duro se puede determinar haciendo
una reflexién del vector de velocidad del disco en la normal del obstaculo.
independientemente del tipo de obstaculos. La diferencia entre las diferentes
colisiones radicara tnicamente en el calculo del vector normal.

Modificacién de la velocidad debido a eventos entre discos

En el caso de colisiones entre dos discos si hay conservacion del momento,
de manera que la nueva velocidad no es simplemente una reflexion especular,
sino que quedara determinada por el intercambio de las componentes de las
velocidades paralelas al vector que une los centros de los discos involucrados
en la colision.

Al momento de colisionar dos discos, la fuerza que cada uno ejerce en el
otro mutuamente va en la direccion de la linea que conecta sus centros.
Podemos entonces pensar la colision entre los discos como una colisién
unidimensional, en la cual los discos se mueven en las direcciones vy y vpo
(figura (4.2)) donde v, y V2 son las componentes paralelas de la velocidad
del disco 1 y 2 respectivamente al vector que une los centros de los discos.

RN

|III V2 /‘ II'|

\5___ ___,/ Wpl \"‘5
'1—/ V1 |

vnl /

Figura 4.2: Modificaciéon de las componentes de la velocidad de los discos en
una colisién disco-disco.

Bajo este supuesto, utilizando la conservacién del momento obtenemos
que:

(+) (m1 - m2> (-) 2m2 (-)
VvV, = ———V' ) +——————V 4.11
p2 (my + ms) P2 (my +my) P! ( )
(2my _ (mg —my) (_
T (4.12)

(m1 + mg) (m2 —+ ml)
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Si las masas de los discos son iguales, entonces

) _ ) @ o) (4.13)

Vp2 = Vpl 7Vp1 = Vp2 .

Si definimos v,,; y v,2 como las componentes de las velocidades de los discos
1 y 2 normales al vector que une sus centros, entonces

6 _ ) )y (4.14)

V2t = Vn2 s Vuio = Vpro-
Por lo tanto, las velocidades después de la colision estaran dadas por:

(++) (+) -)

W vl v v v (4.5
vih = V}(;) vl = V;; +vi) (4.16)

Frontera periodica

Cuando suponemos condiciones periddicas, si bien el tiempo del evento
puede ser calculado de la misma manera, la actualizacién de las variables
de estado no es la misma, ya que en éste caso la variable de estado que se
modifica cuando hay un evento debido a la frontera es la posicién final, no
la velocidad.

Modificacién de la posicién debido a evento con la frontera

Cuando suponemos que nuestro sistema tiene condiciones periddicas, la
frontera deja de ser un obstaculo contra el que hay reflexiones y se convierte
simplemente en un “delimitador”de celdas.

Suponer condiciones de frontera peridédicas es lo mismo que pensar que el
sistema estda compuesto por una infinidad de celdas con la misma dinamica
que la celda principal (figura (4.3)). A los “discos”en el resto de las celdas se
les denomina las imagenes de los discos.



4.1. IMPLEMENTACION DE LA DINAMICA DEL SISTEMA 41

Figura 4.3: Visualizacién de una caja con condiciones de frontera periddicas
como una red periddica de cajas.

Si lo vemos asi, entonces cada vez que hay un evento debido a la frontera,
el disco involucrado cambia de celda, es decir los discos se van desplazando en
la red infinitade cajas. Cémo en el resto de las celdas la dindmica es la misma,
esto necesariamente implica que las imagenes también se van desplazando en
la red infinita de cajas y en particular entran y salen de la celda o caja
principal.

Por lo tanto, cada vez que se registra un evento debido a la frontera,
la posicién final x; = (xf1,Xy2,...,X,) del disco involucrado deberd ser
modificada de acuerdo a la siguiente regla:

Si la frontera esta a una distancia L en la direccién 7,

xij
donde |-] es la operacién de tomar el menor entero. y si la frontera esta en
0 en la direccion j:
Tij — L

| (4.18)

xfj:xij_L*L

Lo cual haréd que el disco se pase al lado opuesto de la caja.

Colisiones de los discos con las imagenes

En el caso de condiciones peridédicas, ademas de considerar las colisiones
entre discos o con las fronteras, hay que considerar las colisiones de los discos
con las iméagenes de los demas discos.

Para determinar los tiempo de colision entre discos e imagenes, se toma
el i-ésimo disco y en vez de intersectar su trayectoria con los demas discos se



42 CAPITULO 4. SIMULACIONES NUMERICAS

intersecta su trayectoria con las imagenes de los demas discos. Es decir, se
intersecta la trayectoria del i-ésimo disco con discos en las celdas contiguas
cuya velocidad es igual a la velocidad del j-ésimo disco en la caja pero cuya
posicién es q; + celda (figura (4.4)), donde el factor celda es una translacién
del j-ésimo disco a las celdas contiguas.

Figura 4.4: Interseccién entre un disco y una imagen

En este caso el tiempo del evento serda el minimo entre los tiempos de
colision entre discos, de los discos con la frontera y de los discos con las
imagenes.

Cuando el evento es una colisiéon entre un disco y una imagen, como
en las colisiones entre discos, la variable que se actualiza es la velocidad y
se actualiza de acuerdo con la ecuacién (4.15), pero tomando en cuenta el
desplazamiento del disco.

4.2. Implementacion de funciones

4.2.1. Funciones de correlacion

Para calcular el coeficiente de difusion a partir de la funcién de
correlacién de la velocidad, se calcula (v(t) - v(0)) para los diferentes discos
cada determinado tiempo y la suma de éstos valores se promedia sobre las
simulaciones.

Una vez que se tiene la funcién de correlacion, se utiliza el algoritmo del
trapezio para integrar dicha funcion y obtener el coeficiente de difusién.
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4.2.2. Exponentes de Lyapunov

Debido a que rara vez se pueden resolver las ecuaciones dindmicas
explicitamente y es practicamente imposible hallar expresiones analiticas de
los exponentes de Lyapunov, generalmente para determinarlos se utilizan
métodos numéricos.

El método que se utilizé en este trabajo estd basado en el articulo de
Dellago -Posch [33][7] en el cual los exponentes de Lyapunov se calculan a
partir de entender la dindmica en el espacio tangente (Pr) al espacio fase,
es decir el espacio generado por las perturbaciones infinitesimales también
llamados vectores de Lyapunov.

De acuerdo con la ecuacién (2.4), cualquier perturbaciéon 6I' € Pr
evoluciona de acuerdo a:

o' = D(T") - T (4.19)

D(T") la matriz Jacobiana. Como los fluidos de esferas duras y por lo tanto los
billares evolucionan de acuerdo con las ecuaciones hamiltonianas, entonces I'
evoluciona en el espacio fase de acuerdo con

I'=(q,p) = (p/m,0), (4.20)

excepto en las colisiones en donde, de acuerdo con [7], las coordenadas y
momentos asociadas a los discos que colisionan, k, [, varian como:

q;.‘ =qisij=1,2...,N;

pl =pisij#£kl
pl =p; + (p-q)a/o’;
p/ =pi — (p-a)a/o’, (4.21)

donde los superindices ¢ y f se refieren a los tiempos iniciales y finales
respectivamente, o es el radio de los discos, q = q}, — q! y p = p, — p..

Si se define d7, como el tiempo de retraso de la colision de la trayectoria
perturbada respecto a la trayectoria referencia,

57_0 _ (5qq>

B/m-q) (4.22)

donde éq = dq; — dqg, resulta entonces que la perturbacion 61" se transforma
en las colisiones de acuerdo a:
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oq; = 5q§- sij #k,l;

P i .

op;j = 0pj si j # k, [;

saf = éq; + (6q - q)q/o;

saf = dq; — (6q - q)a/o?;
| 1

sp] = op; + (Op - @)q/o* + ;[(p -0q.)q + (P, q)dq.);
| 1

op] = op; — (Op - a)a/o? — —l(p-da)a+ (p.a)dal, (4.23)

donde ahora dp = dp; — dpi. El resto del tiempo la perturbacién dI”" obedece
las ecuaciones hamiltonianas.

Dado que podemos calcular 6I'(¢) en cualquier tiempo podemos entonces
calcular el exponente de Lyapunov asociado a la perturbacién.

Espectro completo

Cémo los diferentes exponentes de Lyapunov que componen el espectro
corresponden a perturbaciones linealmente independientes, uno pensaria
que para encontrar el espectro completo bastaria con tomar un conjunto de
vectores de Lyapunov y evolucionar cada uno de acuerdo con la ecuacion
(4.23). Sin embargo, cuando existe un exponente de Lyapunov méximo
positivo esto no se puede hacer asi, ya que al existir una direccién de
maxima expansion, cualquier perturbacién que tomemos se alineard en esta
direccion y por lo tanto siempre obtendremos el exponente de Lyapunov
maximo. Para encontrar el espectro completo de Lyapunov, se debe por lo
tanto hacer una pequena variante de la ecuacién (4.23), que bésicamente
consiste en evolucionar una trayectoria simultdneamente con una base
ortonormal de vectores de Lyapunov que son periddicamente
ortonormalizados.

Dado un conjunto de vectores de Lyapunov ortogonales 617, 'y, ..., 01,
el volumen n-dimensional entre ellos esta definido por:

V, = 6Ty - |6T| - ... - [6T,. (4.24)

Como

=M, (4.25)
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donde \; es el exponente de Lyapunov asociado a la perturbacion 6%, el
volumen evoluciona en el tiempo de acuerdo con

n n

Va(t) = [ J1Ts(t)] = [ ] 1oTa(0) . (4.26)

i=1 i=1
Usando las propiedades de la funcién exponencial y notando que
Vo (0) = H |0I°;(0)|, obtenemos entonces que la evolucién del volumen entre

=1
los diferentes vectores de Lyapunov estda determinada por:

Z)\t

Va(t) =V, (0)ei=t (4.27)

Por lo tanto si conocemos el exponente maximo y la razén de crecimiento
de los volimenes podemos determinar los restantes exponentes de Lyapunov:
Ay = —=A1+ 5 V (0 A1 — Ao+ 3 1n V3(t) , v asi sucesivamente.

De manera que lo tnico que nece51tam0s para obtener el espectro
completo de exponentes es ortogonalizar el conjunto de vectores de
Lyapunov previamente al muestreo. Esto se puede lograr empleando, por
ejemplo, el método de ortogonalizacién de Gram -Schmidst.

Si ademds normalizamos periédicamente los vectores de Lyapunov (para
evitar divergencia numérica), entonces el i-ésimo exponente de Lyapunov al
tiempo ¢, A;(t), se puede expresar como

1
A = E(ln 16T (0) || + In || 6T5(dt)[| 4 ... +1In [|0T5(2)]]), (4.28)

es decir, como la suma de los logaritmos de los factores de normalizacién de
oI';. Por lo tanto si ademas de ortogonalizar los vectores de Lyapunov cada vez
que queremos calcular los exponente de Lyapunov, los normalizamos, como
Vo (t)/V,(0) = 1 ya que se preserva la medida en el espacio fase, obtenemos
finalmente que:

Z(ln |07, (0)]] + In||6T,(dt)|| + ... + In ||oT, (D)), (4.29)

n=1

~ | =
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Capitulo 5

Resultados y analisis

En éste capitulo se presentaran los resultados obtenidos mediante las
simulaciones numéricas. Los resultados estan divididos en cinco secciones:
dinamica en el espacio fisico y espacio fase, distribuciones de probabilidad,
desplazamiento cuadratico medio, coeficiente de difusion y exponentes de
Lyapunov. En cada seccién se discuten los resultados a medida que se
presentan.

5.1. Dinamica en el espacio fisico y el espacio
fase

Al hablar de la dindmica del sistema, podemos analizar dos aspectos
diferentes aunque no independientes. El primero es la dinamica en el espacio
fisico (la caja) y el segundo es la dindmica en el espacio fase.

47
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Figura 5.1: Trayectorias descritas por tres discos de radio 0.1 en una red de
cajas unitarias.

De acuerdo con la figura (5.1), en el espacio fisico las trayectorias de los
tres discos a medida que avanzan por la red de cajas unitarias y colisionan
entre ellos y con las imagenes son totalmente erraticas y aleatorias, lo cual
sugiere que el sistema se puede tratar como un sistema cadtico determinista.
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Figura 5.2: Red de cajas unitarias con discos de radios 0.1, 0.15, 0.2 y 0.25.

En general, los discos se mueven libremente como en un fluido. Sin
embargo, al aumentar el tamano de los discos y dejar fijo el volumen de la
caja, como se puede apreciar en la figura (5.2), el espacio en el que se
pueden mover los discos disminuye y por lo tanto los discos se van
quedando atrapados. Esto ocasiona que la dindmica del sistema cambie
cualitativamente. En vez de verse como un fluido parece ser un solido
vibrando.
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Figura 5.3: Trazas de trayectorias 3 discos de radio 0.1 en una caja periédica
unitaria. La figura a) corresponde a 500 colisiones, la b) a 1000 y por ultimo
al ¢) a 2000 colisiones.

De acuerdo con la figura (5.3) los discos pasan eventualmente por todas
las posiciones posibles dentro de la caja unitaria. Esto sugiere que el sistema
posiblemente es ergddico.

Al graficar una especie de espacio fase para un disco, donde un eje es
la posicién en x, otro la posicién en y y el otro es v, o vy, podemos notar
que cada disco no sélo pasa por todas las posibles posiciones sino que de
hecho eventualmente visita todos sus posibles estados. En la figura (5.4) se
puede ver que mientras mayor es el tiempo que se deja evolucionar el sistema,
es decir mientras mayor es el nimero de colisiones, mas se llena el espacio
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correspondiente a todos los posibles conjuntos de velocidades y posiciones
para un disco.
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Al graficar lo mismo para los otros dos discos en los mismos tiempos,
obtenemos que en conjunto los tres discos eventualmente visitan todas sus
posibles posiciones y velocidades. De manera informal, esto muestra que el
sistema es ergédico como fue demostrado por Kramli, Simanyi y Szdzs [24].

5.2. Distribuciones de probabilidad de la
posicion y la velocidad

La distribucién de probabilidad de una variable es una funciéon que asigna
a cada suceso o estado permitido de la variable una probabilidad. Es decir,
nos dice con qué frecuencia aparece cada posible estado de una variable.

En este trabajo se utilizaron histogramas para determinar la
distribucién de probabilidad de la posicion, el moédulo de la velocidad y las
componentes de la velocidad. Los histogramas se pueden utilizar para
determinar la distribucion de probabilidad de una variable, ya que de
acuerdo con la ley de grandes ntumeros después de muchas mediciones la
frecuencia relativa se aproxima al valor limite que es justamente la
probabilidad de que un determinado evento ocurra.

5.2.1. Posicion

Dado que en los fluidos de esferas duras el potencial se hace cero en todas
las configuraciones permitidas y por tanto el hamiltoniano no depende de
las posiciones, deberia cumplirse que cualquier configuracion de posiciones
permitidas tenga la misma probabilidad y por tanto la probabilidad de un
disco de estar en cualquier posicion deberia ser la misma.
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Figura 5.5: Histograma de la componente x de la posicién para un sistema
de tres discos de radio 0.1 en una caja unitaria con condiciones de frontera
periodicas, 10000 simulaciones cada una de 2000 colisiones.

En la figura (5.5) podemos notar que la distribucién de probabilidad de
una de las componentes de la posicién es uniforme. El disco visita los valores
z € [0,1] con la misma frecuencia. Como al graficar la otra componente de
la posicion obtenemos una grafica igual, podemos decir que la distribucién
de probabilidad de la posicién, como se esperaba, es uniforme e isotrépica.

Al cerrar las fronteras de la caja, como en términos de las fronteras los
discos son puntuales, obtenemos exactamente la misma distribucién
uniforme. En ambos casos la distribucion uniforme es consecuencia de que
en los estados posibles el hamiltoniano no depende de la posicién y por lo
tanto se cumple el principio de equiprobabilidad de estados.

5.2.2. Velocidad

Debido a que cada particula tiene diferente velocidad y con cada colision
las velocidades cambian, entender las propiedades de un sistema de esferas
o discos duros implica entender la distribucién de velocidades de los mismo.
En general, para sistemas en el ensamble microcanénico o de dinamcia
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molecular las distribuciones de probabilidad de la velocidad que se esperan
son distribuciones que, por el teorema de equivalencia entre ensambles,
tiendan a una distribucion maxweliana en el limite termodindmico. Esto se
espera debido a que, como se demuestra a continuaciéon, en el ensamble
canénico la distribucion de probabilidad de las componentes de la velocidad
y del médulo de la velocidad son distribuciones maxwelianas.

Deduccidén distribucién maxweliana

Debido a la relacion entre la velocidad cuadratica media y la energia
interna del sistema, 1(v?) = (E) = U, si tenemos un sistema en el cual U
estda fijo entonces los valores que pueden tomar los mdédulos de las
velocidades estan restringidos. Si en este sistema N — oo, las fluctuaciones
de la energia tienden a cero y por lo tanto los tnicos estados con
probabilidad no nula son aquellos en los que £ = U. Cuando esto sucede,
por el principio de equiprobabilidad, todos los conjuntos de velocidades
permitidas tiene la misma probabilidad y por lo tanto los podemos
imaginar como puntos aleatorios en la superficie de una esfera de dimension
EN (k el nimero de componentes de cada velocidad ) con radio r = %E
De acuerdo con [23] cuando esto sucede, podemos representar al conjunto
de los conjuntos de velocidades permitidas como un conjunto de kN
nimeros gaussianos, que por el teorema del limite central [36] sabemos
tiene una distribucion gaussiana.

De manera que, utilizando el teorema de equiparticién de la energia (F) =
%%BT, donde N es el nimero de discos y d los grados de libertad que
contribuyen cuadraticamente al hamiltoniano por particula, la distribucion
de la componente de la velocidad de un disco esta definida por:

2 m mv2

(G )e o, (5.1)

f(vz) = p
y por lo tanto, la distribuciéon del médulo de la velocidad esta dada por:

m m112

= KBTU@72KBT, (52)

f(v)

la segunda ecuacién se puede deducir de la primera si tomamos la
distribucién del médulo f(v) = f(v,)f(v,) y tomamos en cuenta que el
volumen de integracién dv,dv, es igual a dpvdv = 2mvdv. Tanto la ecuacién
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(5.1) como la ecuacién (5.2), llamadas distribuciones de velocidad de
Maxwell, o maxwelianas, representan distribuciones en el ensemble
canonico.

Ensamble de dinamica molecular

Al tener condiciones de frontera periddicas se conserva el momento lineal,
de manera que el ensamble en el que se trabaja es el ensemble de dindamica
molecular.

De acuerdo con [14] la distribucién del médulo de la velocidad en el
ensemble de dindmica molecular es la llamada distribucién de Schliter(32],
dada por

donde E es la energia del sistema, N el nimero de particulas, m la masa de
las particulas y © la funcién de Heaviside.

Se puede ver que dicha distribucién tiende a una distribucion maxweliana

f(U) _ vae—va2/2E (54)

. , x _ -
si tomamos N — oo y recordamos que lim (1 — =)" = ¢™"%/% y utilizamos
a

n—oo

nuevamente que (E) = Z4k5T.

Al graficar la distribucién de Schliiter contra los resultados simulacionales
de un sistema de tres discos para diferentes energias obtenemos:
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Figura 5.6: Histograma del médulo de la velocidad para un sistema de tres
discos de radio 0.1 en una caja unitaria periédica, 100000 simulaciones cada
una de 10000 colisiones, E=1,2,3. La distribucion tedrica corresponde a la
ecuacién (5.3).

En la figura (5.6) podemos notar que la distribucién de probabilidad del
modulo de la velocidad varia linealmente con el médulo de la velocidad, y la
pendiente de la distribucion es inversamente proporconal a la energia. Esto
es de esperarse ya que al tomar el caso N = 3, la ecuacién (5.3) se reduce a

N(N —2)v
Los valores permitidos del médulo de la velocidad estdan determinados por la
funcién de Heaviside en la ecuacién (5.3) y son valores menores a \/2E/m
yva que al estar el sistema en el ensamble de dinamica molecular, y por lo

tanto haber conservacién del momento, no puede suceder que todos los discos
excepto uno estén en reposo.

(5.5)
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Para verificar que dicha distribucién tiende a una maxweliana en el limite
termodindmico se hicieron simulaciones para sistemas con seis y nueve discos.
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Figura 5.7: Histograma del médulo de la velocidad para un sistema de a)
seis discos de radio 0.05 y b) nueve discos de radio 0.333 en una caja
periédica unitaria, 100000 simulaciones cada una de 15000 colisiones, E=1.
La distribucién maxweliana corresponde a la ecuacion (5.4) y la distribucién

de Schliiter a la (5.3).
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En las figura (5.7) podemos ver que las distribuciones obtenidas mediante
simulacién numérica coinciden con la distribucion esperada de acuerdo con
la ecuacion (5.3) para seis y nueve discos y ademds podemos también notar
que para nueve discos la distribucion maxweliana asociada se asemeja mas a
la distribucién de Schluter.

Para el caso de la distribucién de las componentes, dado que no se
encontré en las referencias una expresion analitica, se integré la distribucién
conjunta propuesta en la ecuacién (24) del articulo de Roman, White,
Velasco [14],

f(v) = N(N —2) B Nmv? IN-3QE - Nmv? L (56)
(N —1)2mmn EN—2 2(N —1) 2m(N — 1)
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Figura 5.8: Histograma de la componente de la velocidad para un sistema de
3 discos de radio 0.1 en una caja unitaria con condiciones periédicas,100000
simulaciones cada una de 15000 colisiones E=1,2,3. La distribucion teorica
corresponde a la distribucién marginal de la ecuacién (5.6).

En la figura (5.8) podemos notar que los valores permitidos de las
componentes de las velocidades corresponden a los mismos valores que los
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del médulo de la velocidad (figura (5.6)). Podemos también notar que la
distribucién es simétrica respecto al cero.

Haciendo simulaciones para sistemas de seis y nueve discos para
verificar la tendencia de la distribucion de probabilidad de la componente
de la velocidad en el ensamble de dindmica molecular a una distribucién
maxweliana se obtuvo
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Figura 5.9: Histograma de la componente de la velocidad para un sistema
de 3 discos de radio 0.1, 6 discos de radio 0.05 y 9 discos de radio 0.033 en
una caja unitaria con condiciones de frontera periédicas, 100000 simulaicones
cada una de 15000 colisiones, E=1.

Podemos notar en la figura (5.9) que la forma de las distribuciones al
tomar el limite termodinamico se asemeja cada vez méas a una maxweliana.
Sin embargo, a diferencia de las maxwelianas, es decir del caso del ensamble
canénico, en el ensamble microcanénico y por tanto en el de dinamica
molecular los valores posibles de la velocidad estdn acotados, en éste caso

2(N—1)E

por N
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Ensamble microcanonico

Al cerrar las fronteras del sistema y pasar entonces al ensamble
microcanénico, la distribucién del médulo de la velocidad, de acuerdo con el
articulo [19] obedece la ecuacion:

(N — 1)mwv mu? muv?

flo) = =2 - e - B, (57)

Estd distribucién también se puede deducir de la ecuacién (5.4) al tomar

N — ooy lim(1— E)" = e na/e,
a

n—oo
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Figura 5.10: Histograma del moédulo de la velocidad de un disco de radio
0.1 en una caja unitaria con frontera cerrada,100000 simulaciones cada una
de 15000 colisiones, E=1. La distribuciéon tedrica corresponde a la ecuacion

(5.7).

Es interesante ver que al cerrar las fronteras, la distribucién del médulo de
la velocidad para tres discos cambia completamente de comportamiento. A
diferencia del caso con fronteras abiertas, en éste caso los valores permitidos
del médulo de la velocidad segun la gréfica (5.10) van de cero hasta uno. Esto
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se debe a que nuevamente las velocidades permitidas estan determinadas por
la energia del sistema, pero en éste caso el valor maximo que puede tomar el
médulo de la velocidad es v2 = |v| = 2E/m y dado que m = 2 para todos
los discos, entonces para una energia £/ = 1 el valor maximo permitido del
modulo de la velocidad es 1.
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Figura 5.11: Histograma de componente de la velocidad de un disco en
sistema de 3 discos de radio 0.1, de 6 discos de radio 0.05 y de 9 discos de
radio 0.0333 en una caja unitaria con condiciones de frontera cerradas,100000
simulaciones cada una con 15000 colisiones, E=1. La distribucién de Maxwell
corresponde a la ecuacién (5.4) y la distribucién microcanénico a la ecuacién
(5.7).
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De acuerdo con la gréfica (5.11), la distribucién del médulo de la velocidad
de un sistema con fonteras cerradas se asemeja mas a una maxweliana cuando
N — oo.

Al comparar la distribucién de las componentes de la velocidad con la
distribucién marginal de la distribucién propuesta en el articulo [14] para la
velocidad: N1 , )

— mv. v o mv
) = o= S e - ), (53)

se obtuvo lo siguiente:

T
simulacion,N=3 +
simulacion, N=6
simulacion, N=9 *
teorica, N=3
RN teorica, N=6
15 X teorica, N=9 B
p: ¢
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— = &
i></ 1r K ¥ B
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Componente de la velocidad (vx)

Figura 5.12: Histogramas de la componente de la velocidad de un disco en
un sistema de 3 discos de radio 0.1, 6 discos de radio 0.05 y 9 discos de radio
0.0333 en una caja unitaria con condiciones de frontera cerradas, E=1.

Si bien, en general en todas las graficas anteriores podria haber un mejor
ajuste de los datos obtenidos mediante la simulaciéon numérica y las curvas
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tedricas, la discrepancia puede deberse a la necesidad de promediar sobre un
mayor numero de simulaciones o bien puede ser consecuencia del intervalo
del histograma.

5.3. Desplazamiento cuadratico medio

El desplazamiento cuadratico medio (DCM) es una cantidad importante
ya que contiene informacién sobre las propiedades difusivas del sistema. Si el
sistema es solido entonces el DCM se satura a un valor constante, mientras
que si el sistema es un fluido el DCM crece con el tiempo.

El DCM depende de la velocidad de los discos y de la cantidad de
colisiones entre los discos. La cantidad de colisiones entre los discos o
particulas del sistema depende a su vez del tiempo medio transcurrido entre
colisiones,7, y de la distancia media recorrida entre colisiones, llamada

trayectoria libre media [. Para el caso de un sistema difusivo se espera que
(x%) ~t

Para analizar la relacién entre la energia del sistema y el DCM, se dejaron
fijos el volumen del recipiente o caja y los radios de los discos.
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Figura 5.13: Desplazamiento cuadratico medio de un disco de radio 0.1 en una
caja unitaria con condiciones periddicas para diferentes energias, promediado
sobre 100000 simulaciones cada una con 15000 colisiones.

La siguiente relacién que se analiz6 fue la dependencia del DCM con el
radio de los discos. Para ello se dejé fijo el volumen de la caja y la energia
del sistema.
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Figura 5.14: Desplazamiento cuadratico medio de un disco con diferentes
radios en una caja unitaria con condiciones periddicas, E=1, promediado
sobre 100000 simulaciones cada una de 15000 colisiones

Debido a que en ambos casos el DCM crece linealmente con el tiempo
podemos concluir que el sistema que se estd estudiando simula un fluido
y por lo tanto lo podemos caracterizar utilizando el coeficiente de difusion
definido segin la ecuacién (2.35).

5.4. Coeficiente de difusion

Teniendo (r?) cémo funcién de ¢, podemos sacar el coeficiente de difusién

1
D segin la ecuacién (2.35) cémo D = th ;(7“2).
—00
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Figura 5.15: Relacién entre el coeficiente de difusion y la energia de una
sistema de 3 discos de radio 0.1 en una caja unitaria con condiciones

periddicas
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Coeficiente de difusion (D)
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Figura 5.16: Relacion entre el coeficiente de difusion y el radio de los discos
de una sistema de 3 discos en una caja unitaria con condiciones periédicas.
Energia del sistema E=1

El coeficiente de difusiéon aumenta al aumentar la energia y disminuye al
aumentar el tamano de los radios de los discos.
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Figura 5.17: Relacién entre el coeficiente de difusién y vE.

Coeficiente de difusion (D)

Figura 5.18: Relacion entre el coeficiente de difusién y 1/r.

De acuerdo con las figuras (5.17) y (5.18) podemos concluir que el
coeficiente de difusién crece proporcional a v E v decrece aproximadamente
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como 1/r.

Esto se puede explicar recordando la relacion D = %. Dado que en éste
caso ¢ corresponde a la trayectoria libre media entre colisiones [ y ademaés la
trayectoria libre media y el tiempo medio de colisién estéan relacionados por
v =1/, donde 0 es la velocidad media de los discos, resulta que:

D =1lv. (5.9)

Como, de acuerdo con la ecuacién (5.9), el coeficiente de difusién es
proporcional a la velocidad media y v ~ VE, el coeficiente de difusién debe
de ser proporcional a la raiz cuadrada de la energia, como se
encontré numericamente.

Para analizar la relacion del coeficiente de difusién con el radio es
necesario obtener una expresiéon de la trayectoria libre media en términos
del radio o radios de las discos involucrados en las colisiones.

Una colisién entre dos discos ¢, j sucede si |x; — x;| < r; + 7, lo cual
es analogo a que un disco puntual k se encuentra en el area barrida por un
disco m de radio r; +r; que se mueve con una velocidad igual a la velocidad
relativa entre los discos i y j, figura (5.19).

Figura 5.19: Seccién eficaz en dos dimensiones.

A dicha drea se le conoce como seccion eficaz total (o) y caracteriza las
colisiones entre los discos. Para un sistema en dos dimensiones o = (r; +r;).

Es decir en un tiempo ¢ habrd una colisién, t = 7, si o(V7)n = 1 donde
n es el nimero de particulas por unidad de volumen, es decir el nimero de
particulas puntuales en el area barrida. Por lo tanto, 7 = #

Es decir, el tiempo libre medio de un disco serd pequeno si el nimero
de discos por unidad de volumen es grande, si el didmetro molecular (o) es
grande o si la velocidad media relativa de la moléculas es grande.

El tiempo libre medio y la trayectoria libre media estan relacionados por
[ = 7v, por lo tanto sustituyendo la expresion para 7 obtenemos que



5.5. EXPONENTES DE LYAPUNOV 73

| = ¢~ donde v es simplemente la velocidad media del disco i o j.

Dado que ambos discos chocan, la velocidad relativa media V es
ligeramente diferente a v, la velocidad media de un disco individual, por lo
tanto % es ligeramente diferente a la unidad. De hecho se puede demostrar
que V ~ /20 [15], de manera que

1
Vono'

[ ~

(5.10)

Introduciendo la ecuacién (5.10) en la ecuacién (5.9) obtenemos finalmente
que:

()

D = )
V2no

(5.11)

Como o ~ r, esto implica que el coeficiente de difusién varia inversamente
proporcional con el radio de las particulas o discos duros, D ~ %, que es
justamente la relacion obtenida de acuerdo con la figura (5.4) mediante la
simulaciéon numérica.

5.5. Exponentes de Lyapunov

Utilizando el algoritmo propuesto en el capitulo anterior se pudo
encontrar el espectro completo de los exponentes de Lypunov para un
sistema de tres discos en una caja unitaria con condiciones de frontera
periddicas.
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Figura 5.20: Exponentes de Lyapunov de un sistema de tres discos de radio
0.1 con tiempo finito en una caja unitaria con condiciones peridédicas, con
E=1 como funcion del tiempo.

Lo primero que podemos notar en la figura (5.20) es que el sistema
posee exponentes de Lyapunov positivos. La existencia de estos exponentes
implica que existen direcciones en el espacio fase en las cuales hay
divergencia exponencial de trayectorias inicialmente cercanas. Al haber
divergencia exponencial el sistema es cadtico, ya que cumple con tener
sensibilidad a las condiciones iniciales. La caoticidad del sistema proviene
de la superficie convexa de los discos y por tanto los obstaculos cilindricos
en el espacio fase.

Lo siguiente que se puede notar en la grafica es que el espectro de
Lyapunov es simétrico. Esta propiedad de simetria o apareamiento de los
exponentes de Lyapunov, \; = —A\jny11-;, es una caracteristica propia de
sistemas hamiltonianos y estd asociada a la reversibilidad temporal de las
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ecuaciones hamiltonianas [11]. Cada vez que se tiene un exponente de
Lyapunov positivo, debe existir un exponente de Lyapunov negativo que
corresponde a evolucionar el sistema hacia atras, t — —oo. Es decir, para
cada vector de Lyapunov que crece exponencialmente en el tiempo existe
uno que decrece exponencialmente.

Dado que seis de los doce exponentes de Lyapunov del sistema convergen
a cero, podemos concluir que el sistema no sélo posee reversibilidad temporal,
sino que debe poseer otras simetrias.

De acuerdo con el teorema de Noéther [17, 28], por cada cantidad
conservada, el sistema posee una simetria. Por ejemplo, la conservaciéon de
la energia tiene como consecuencia la simetria temporal; la conservacion del
momento lineal tiene como consecuencia la simetria espacial; la
conservacion del momento angular tiene como consecuencia la isotropia del
espacio, etc.

En general, dos de los exponentes de Lyapunov nulos estan asociados
con la simetria temporal. Uno de ellos corresponde a una perturbacién a lo
largo de la evolucion del flujo, que seria lo equivalente a hacer un corrimiento
temporal en la trayectoria, t + ¢, y el otro esta asociado a una perturbacion
en la direccion de crecimiento de la energia.

De manera que en el sistema de tres discos en una caja peridédica, podemos
concluir que los restantes cuatro exponentes de Lyapunov corresponden a
otras simetrias.

Al ponerle fronteras fijas al sistema y romper la conservacion del
momento, se puede observar que dos de los exponentes dejan de ser nulos.
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Figura 5.21: Espectro de los exponentes de Lyapunov de un sistema de tres
discos de radio 0.1 en una caja unitaria cerrada.

De acuerdo con la figura (5.21) podemos concluir que dos de los
exponentes de Lyapunov nulos son consecuencia de la simetria espacial del
sistema.

El hecho de que sélo dos exponentes dejen de ser nulos y no cuatro, sugiere
que los restante exponentes de Lyapunov nulos estan asociado con algo mas.

Dado que el espectro de Lyapunov geométricamente describe la
contraccion y elongacion en direcciones linealmente independientes en el
espacio fase de una hiperesferita que se mueve con el flujo y la suma de los
exponentes de Lyapunov es cero, por el teorema de Liouville sabemos que el
volumen de dicha esferita se debe conservar.

Debido a que en sistemas hamiltonianos puede haber regiones estables y
regiones cadticas y por tanto esperariamos que los exponentes de Lyapunov
dependieran de la condiciones iniciales y esto no sucede podemos concluir que
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el sistema es ergddico, como fue probado por Smanyi y Sasz para 3 discos .

Existen trayectorias donde los exponentes de Lyapunov debieran ser
todos cero, las que en el espacio fase no colisionan con los hipercilindros, sin
embargo dichas trayectorias son un conjunto de medida cero.

5.5.1. Exponentes de Lyapunov y variacion de
parametros

Para determinar si existe alguna relacion entre los exponentes de
Lyapunov y el coeficiente de difusién se determiné la relacion entre los
exponentes de Lyapunov y el radio, y entre los exponentes de Lyapunov y
la energia del sistema, con la finalidad de ver si la variacién de los
exponentes de Lyapunov era semejante a la variacién encontrada para el
coeficiente de difusion.
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Los exponentes de Lyapunov maximos crecen proporcionalmente a la raiz
cuadrada de la energia del sistema.

La relacién proporcional a la raiz cuadrada de la energia se puede entender
recordando que de acuerdo con la definicién de exponentes de Lyapunov
(2.10), A ~ %, de manera que deben de ser proporcionales a la velocidad
A ~ v y por lo tanto deben ser proporcionales a la raiz cuadrada de la
energia.
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Figura 5.22: Relacion entre el exponente de Lyapunov méximo y el radio de
los discos que componen el sistema.

A pesar de que uno podria pensar que a menor curvatura de los discos, es
decir menor radio, mayor es la divergencia de las trayectorias y por lo tanto
mayor deberian de ser los exponentes de Lyapunov, de acuerdo con la figura
(5.22) el exponente de Lyapunov maximo aumenta con el radio.

Esto puede deberse a que al incrementar los radios de los discos y dejar
el volumen de la caja fijo, el nimero de colisiones aumenta, lo cual también
ocasiona mayor divergencia de trayectorias en el espacio fase. El
comportamiento que se encontré se debe a un balance entre la caoticidad
producida por la curvatura de los discos y la caoticidad producida por el
numero de discos.

Si analizamos la variacion del espectro completo respecto al radio y la
energia obtenemos lo siguiente:
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Variacion del espectro de Lyapunov al modificar la energia.
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Figura 5.24: Variacién del espectro de Lyapunov al modificar los radios de
los discos.

En la figura (5.23) podemos notar que la distancia entre los exponentes
de Lyapunov no crece al aumentar la energia. Es mondétona creciente. En la
figura (5.24) podemos notar que la variacién de el espectro de Lyapunov con el
radio cambia cualitativamente. En ambos caso podemos observar claramente
como el espectro de Lyapunov para diferentes radios y energias es simétrico.

Como se menciond en la secciéon 5.1, al variar el tamano de los discos
y dejar fijo el volumen de la caja habra un radio para el cual la dindmica
cambie cualitativamente. Se ha encontrado [7] que cuando ésto sucede los
exponentes de Lyapunov tienen un brinco. Para el caso del sistema de tres
discos en una caja periddica unitaria, como se puede observar en la figura
(5.25), se encontrd un brinco en r = 0,249.
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Figura 5.25: Brinco en el valor del exponente de Lyapunov maximo debido
al cambio cualitativo de la dindmica en el sistema como consecuencia de un
fendomeno de atascamiento de los discos en la caja.

Sin embargo, como se puede observar en la figura (5.26), no pareciera
realmente haber un atascamiento para este radio, al menos no como el que
se da para el caso de dos discos duros (figura (5.27)).

Figura 5.26: Imagen de la red de cajas unitarias para discos con radio 0.249
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Figura 5.27: Imagen de la red de cajas unitarias para dos discos con radio

En al figura (5.26) parece que todavia hay cierta movilidad de los discos
a los espacios vacios. No se pudo ver qué pasaba para radios mayores por
limitaciones del programa.
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Capitulo 6

Conclusiones

Se estudié un sistema de tres discos duros en una caja con condiciones
periddicas y no periédicas. Se encontrd que la distribucién de probabilidad
de la posiciéon y de la velocidad obedecen las distribuciones esperadas para
el ensamble de dindmica molecular y el ensamble microcanénico
respectivamente. Al ser las distribuciones de la velocidad distribuciones de
Schliiter, las cuales tienden a maxwelianas en el limite termodinamico,
podemos decir que el sistema inicialmente fuera de equilibrio tiende al
equilibrio como consecuencia de las colisiones entre los discos.

Se encontro que el sistema de tres discos duros en una caja con condiciones
de frontera periddicas es un sistema ergodico, cadtico y difusivo.

Es ergddico, ya que los exponentes de Lyapunov no dependen de la
condicién inicial, lo cual implica que cualquier condicién inicial es un
determinada iteracion de todas las demas, es decir cualquier trayectoria
eventualmente visita todo el espacio fase. Es cadtico, ya que existe al menos
un exponente de Lyapunov positivo, y por lo tanto existe una direccién en
el espacio fase en la cual dos trayectorias inicialmente cercanas divergen
exponencialmente con el tiempo, es decir el sistema tiene sensibilidad a las
condiciones iniciales. Y es difusivo, ya que el desplazamiento cuadrético
medio varia proporcionalmente respecto al tiempo.

Los exponentes de Lyapunov del sistema, y por lo tanto el grado de
caoticidad del mismo, aumentan al aumentar la energia de sistema y al
aumentar los radios del sistema. Por el comportamiento del espectro
completo de exponentes de Lyapunov, se pudo también concluir que el
sistema posee simetria temporal y traslacional.

El proceso de difusién depende de varias cantidades: la energia, las

85
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dimensiones de la particulas y el nimero de particulas. Al aumentar la
energia del sistema, la difusividad del mismo aumenta ya que al tener
mayor velocidad las particulas se desplazan mas rapido y por lo tanto el
desplazamiento cuadratico medio en el tiempo aumenta. la relaciéon que se
encontrd es que el coeficiente de difusion varia proporcionalmente a la raiz
cuadrada de la energia. Al ir aumentando el tamano de los discos la
difusividad del sistema disminuye debido a que el desplazamiento
cuadratico medio de los discos se hace casi nulo a medida que los discos van
quedando atrapados por ellos mismos, hasta quedar practicamente
inmovilizados. El coeficiente de difusién varia inversamente proporcional al
radio. Al dejar fijo el radio de los discos y el volumen que los contiene, el
efecto de ir aumentando el niimero de discos es semejante al de aumentar el
radio, ya que mientras més discos haya, mas atrapados estan y por lo tanto
el desplazamiento cuadratico medio disminuye.

Si bien no se determiné explicitamente una relacién entre los exponentes
de Lyapunov y el coeficiente de difusién, se cree que existe una relacién
estrecha entre ambas cantidades debido a que ambas se comportan de manera
semejante ante la variacion de ciertos parametros.

Se encontré un cambio cualitativo en el comportamiento del sistema para
el radio r = 0,249.

6.0.2. Trabajo futuro

Si bien el sistema de estudio de esta tesis comenzd a caracterizarse,
todavia hay varias propiedades que seria interesante e importante estudiar
para una caracterizaciéon mas completa.

Relacionado con el transporte del sistema, seria interesante estudiar el
comportamiento de la viscosidad y la conductividad térmica al variar
parametros como el tamano de los discos o la energia del sistema. Ambas
cantidades podrian obtenerse utilizando las relaciones de Green-Kubo para
los coeficientes de transporte y/o a partir de leyes de conservacién.

Seria igualmente interesante observar el comportamiento del sistema,
sobre todo las distribuciones de probabilidad de la velocidad, en el
ensamble candénico para tener un mejor andlisis comparativo entre los
diferentes ensembles.

Dado que ya sabemos que el sistema es ergddico, seria bueno determinar
si es mezclante, propiedad més fuerte que la ergodicidad.

Por ultimo seria interesante estudiar las diferencias y semejanzas de éste
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sistema con sistemas de iguales pero de mayor dimension, o de la misma
dimension pero con diferente nimero de discos. Es decir, por ejemplo un
sistema constituido por una caja 3-dimensional con condiciones de frontera
periodicas con tres esferas duras o bien sistemas dos dimensionales con cuatro,
cinco y seis discos duros.

En términos del programa, para trabajos futuros seria de suma
importancia intentar optimizar el codigo para poder agilizar la obtencion de
calculo numéricos.
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